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Resumo

Nesta tese, tratamos a existéncia via métodos variacionais e estabilidade de solucoes ondas
viajantes periédicas associadas a duas classes de equagoes dispersivas: equagoes do tipo Korteweg
de-Vries e Benjamin-Bona-Mahony. Inicialmente, consideramos a equacdo massa-critica Korteweg
de-Vries no caso focusing e mostramos resultados de estabilidade espectral de ondas peridédicas
positivas e de média zero. No caso das ondas peridédicas positivas, mostramos que as ondas sao
espectralmente estaveis. Em relacao as ondas de média zero, construimos solugoes explicitas até agora
nunca estudadas e encontramos um valor limiar da velocidade da onda que nos fornece uma ruptura
na estabilidade. Esse tipo de ruptura também é obtida no nosso estudo da estabilidade/instabilidade
espectral de ondas periédicas com perfil cnoidal para a equagao de Gardner. Para o caso defocusing da
equacao massa-critica Korteweg de-Vries, estudamos a estabilidade orbital de ondas periddicas impares
sem a necessidade de conhecé-las explicitamente. A estabilidade espectral para ondas peridédicas de
média zero associadas a equacao de Benjamin-Bona-Mahony com nao linearidade quintica também
foi determinada. Todavia, nosso estudo nao encontrou um valor limite para a velocidade da onda e,
neste caso, todas as ondas periddicas sao espectralmente instaveis. Finalmente, nds apresentamos um
estudo completo em relacao a estabilidade espectral de ondas periédicas para a equacao fracionaria
Benjamin-Bona-Mahony. Em nossa abordagem, mostramos a unicidade da onda periédica obtida por
um problema de minimizacao com vinculo e usamos essa informagao para obter a estabilidade espectral
em casos particulares. Numericamente, atestamos nossos resultados analiticos construindo ondas
periodicas usando o método de Petviashvili e mostramos que as solucées numeéricas sao espectralmente
estaveis. Nos casos onde temos a falta de unicidade, combinamos os métodos de Petviashvili e Newton

para obter a existéncia de ondas periddicas e a correspondente estabilidade espectral.

Palavras-chave: Estabilidade espectral, ondas viajantes periddicas, equacbes do tipo dispersivas,

estabilidade orbital.



Abstract

In this thesis, we deal with the existence via variational methods and spectral stability of periodic
traveling wave solutions associated to the two classes of dispersive equations, namely Korteweg-de Vries
and Benjamin-Bona-Mahony type equations. First, we consider the focusing mass-critical Korteweg-de
Vries to show spectral stability results for the positive and zero mean periodic waves. In the case of
positive periodic waves, we see that they are spectrally stable. Concerning zero mean periodic waves,
we build explicit periodic waves which are new in the current literature and detect the existence of a
threshold value for the wave speed which gives us a rupture in the stability result. A threshold value
and spectral stability /instability results have also been found for the cnoidal type waves associated
with the Gardner equation. For the defocusing mass-critical Korteweg-de Vries, we determine the
orbital stability without knowing an explicit profile for the periodic wave. The spectral stability for
the zero mean periodic waves associated to the Benjamin-Bona-Mahony equation with quintic power
nonlinearity has also been determined. However, we did not find a threshold value for the wave speed
and, in this case, all periodic waves are spectrally unstable. Finally, we present a complete study
concerning the spectral stability of periodic waves for the fractional Benjamin-Bona-Mahony type
equations. In our approach, we show the uniqueness of the periodic wave obtained by a constrained
minimization problem and we use this information to obtain the spectral stability in particular cases.
Numerically, we attest our analytical results by constructing periodic waves using Petviashvili’s method
and we show that the numerical solutions are spectrally stable. In the cases where we have a lack
of uniqueness, we combine Petviashvili and Newton’s methods to obtain the existence of periodic

minimizers and the corresponding spectral stability.

Keywords: Spectral stability, periodic traveling wave solutions, dispersive type equations, orbital

stability.
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Introducao

Ondas periddicas para equacoes de evolucao dispersivas que possuem apenas a simetria de
translagdo como invariante podem ser obtidas através da superposicao de diversos perfis de ondas
solitarias transladadas (caso as equagoes admitam a existéncia de ondas solitarias). Para este fim, se ¢
designa a referida onda solitaria regular que é considerada simétrica em relacao ao eixo das ordenadas,
possuindo seu dnico ponto de méximo em x = 0 e que decal para zero no infinito juntamente com
todas as suas derivadas, deve-se considerar, para a obtencao das ondas periddicas, translacoes especiais
da forma ¢(- — nL) para enfim fazer a superposi¢do de ondas. Aqui, n é um inteiro arbitrario e L
um valor real positivo. Este fenémeno foi observado primeiramente por J. Scott Russel [64] quando
este conduzia experimentos que visavam a fabricacao de embarcagoes que pudessem navegar em aguas
rasas.

As ondas obtidas considerando a equacao de evolucao tendo apenas a simetria de translagao sao

comumente conhecidas como ondas viajantes e sao da forma

u(z,t) = ¢p(x — ct), (1)

onde ¢ € R representa a velocidade da onda e ¢ é uma fungao regular podendo assumir diferentes
condigoes de fronteira. Destacamos aqui as ondas viajantes do tipo solitarias e periédicas. As ondas
viajantes solitarias sdao solucoes do tipo satisfazendo a condigao de fronteira xllffoo qb(”) () =0,
para todo n € N, onde ¢(™ denota a n—ésima derivada de ¢. Por outro lado, as ondas viajantes
periddicas sao solugoes da forma , de modo que ¢ é uma fungao periddica com periodo fixado L > 0

e satisfazendo as condicoes

¢(0) = ¢(L) e ¢'(0) = ¢'(L).

O estudo das equacoes dispersivas para modelagem de ondas viajantes através dos experimentos
de J. Scott Russell observou o deslocamento de uma longa onda com velocidade constante e sem

mudanga de forma, a qual chamou de onda viajante solitaria. Apds esse fato, J. Boussinesq [20] e L.

10
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Rayleigh [63] confirmaram a previsao de Russell e mostraram que a onda solitéria observada possui um
perfil de funcao hiberbdélica do tipo secante, mais especificamente, da forma u(x,t) = asech?(3(z—ct)).
Anos depois, D. Korteweg e G. de Vries em [45], estabeleceram a conhecida equacao de Korteweg-de
Vries (KdV)

Ut + Uty + Ugge = 0, (2)

onde u = u(x,t) é uma funcao de duas varidveis reais, x,t € R, como sendo o modelo que tem como
solugao a onda viajante solitaria observada por Russell e confirmada por Boussinesq e Rayleigh. Mais
ainda, Korteweg e de Vries em [45] determinaram a existéncia de ondas viajantes periddicas dadas
pela fungao eliptica de Jacobi do tipo cnoidal, que solucionam a equagao (|2]).

Em face da simetria de translagao presente na equacao dispersiva, podemos nos questionar sobre
o seguinte fato: se uma condi¢do inicial ug associada a equacdo estd proxima de uma onda viajante
(solitdria ou periddica) ¢, o que acontece com a evolugao temporal da solugdo u(-,t) para qualquer
tempo t? Para responder essa questao, vamos definir o conceito de estabilidade orbital de ondas
viajantes. De fato, se u e v sao fungdes em um espago de Hilbert X, consideremos p a distancia em

relacao a orbita das translacoes entre u e v dada por
u,v) = inf ||u —v(- + .
plu,) = inf [lu = (- + )l

Entao, supondo que um modelo dispersivo qualquer admita solugoes globais tnicas, definimos

estabilidade orbital da seguinte forma:

Definigao 1. Uma onda viajante ¢ do tipo é orbitalmente estdvel em X se para cada € > 0 existe
um ¢ > 0 tal que para cada dado inicial u(z,0) = ug(z) em X satisfazendo |lup — ¢||x < J, a solucao

u(x,t) existe para todo t € R e satisfaz

plu(t), ) <e,

para todo t € R. Caso contrario, a onda é dita ser orbitalmente instavel.

A teoria de estabilidade de ondas viajantes para equagoes do tipo e suas diversas variantes
foi iniciada por Benjamin em [I6] e, também, por Bona em [I8], onde os autores determinaram a
estabilidade orbital (ou néo linear) de solugdes ondas solitarias para a equacao KdV e, desde entao,
foi aperfeigoada de véarias maneiras (veja, por exemplo, [2], [3], [31], [32], [58], [66]). Também, foi
Benjamin em [I5] que estabeleceu os primeiros resultados de estabilidade (orbital) de solugoes ondas

periédicas do tipo cnoidal para a equagdo KdV que, mais tarde, foram complementados em [I1] por
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Angulo, Bona e Scialom. Em [I1], a estabilidade foi obtida utilizando integrais elipticas e a teoria
abstrata de estabilidade orbital de ondas solitarias estabelecida por Grillakis, Shatah e Strauss [31], a
qual foi adaptada ao caso periddico.

Ao mesmo tempo que iniciava-se o estudo da estabilidade de ondas viajantes associadas aos
modelos ja conhecidos, outro modelo dispersivo foi estabelecido por Benjamin, Bona e Mahony em

[17]. A equacdo de Benjamin-Bona-Mahony (BBM)
U + Uy + Uy — Uggr = 0, (3)

surgiu como um aprimoramento da equacao KdV para descrever a propagagao unidirecional de ondas
longas de pequena amplitude e, também, a propagacao de ondas longas que incorpora efeitos nao
lineares e dissipativos. Além disso, o modelo que regulariza a equacdo KdV surge na analise de
ondas de superficie de longo comprimento em liquidos, ondas hidromagnéticas em plasma frio, ondas
acusticas gravitacionais compressiveis e ondas acusticas em cristais harmonicos.

Atualmente, uma grande classe de equacoes de evolugdo dispersivas unidimensionais que
modelam ondas viajantes periédicas tem sido amplamente estudadas. Em particular, as equacoes

que tratamos ao longo desta tese:

(i) Equagao Critica Korteweg-de Vries (cKdV)
Ut + Bu4ur + Uzaz =0,

onde § = —1,1 denota, respectivamente, os casos defocusing e focusing da equagao.

(ii) Equacao de Gardner
up 4+ (u?) + (U?)z + Uggr = 0.

(iii) Equagao Quintica Benjamin-Bona-Mahony (quintica BBM)
U + Uy + u4ux — Ugppt = 0.
(iv) Equagao Benjamin-Bona-Mahony Fracionaria (fBBM)
up + Uy + uty + (D% = 0,

onde 0 < a<2eD=,/—02
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As equagoes acima sao exemplos de duas classes conhecidas de equagdes do tipo dispersiva, a

saber, a equacao generalizada de Korteweg-de Vries (gKdV)
ut + (f(u))e — (Mu), =0, (4)

que contempla as equagoes apresentadas em (i) e (ii) e a equacdo generalizada de Benjamin-Bona-
Mahony (gBBM)
ug + g + (f(u))z + (Mu)y = 0. (5)

que abrange as equagoes em (iii) e (iv).
Em ambas equagoes e , u=1u(z,t) : R xR — R é uma fungao de valores reais e periddica
na variavel espacial z, a nao linearidade f : R — R é uma fungao real continua e M é o operador

pseudodiferencial definido como um multiplicador de Fourier por
Mg(k) = ¢(k)g(k), z€Z, (6)
onde o sfimbolo ¢ é considerado uma fungao par e continua em R, satisfazendo
ar|k|™ < C(k) < aslk|™, m >0,

para todo k € Z e a; > 0, ¢ = 1,2. Com excecao da equacao de Gardner, nas demais equagoes acima

. ~ - . p+1 , . .
estamos considerando a nao linearidade da forma f(u) = uP™! ou f(u) = 7“;) —1»onde p > 1 é um inteiro.

Notemos que o operador M = D na equacao fBBM apresentada em (iv), é o operador diferencial
fracionario definido em (@ pelo multiplicador de Fourier cujo simbolo é dado proporcionalmente por
C(k) ~ |k|®, onde 0 < o < 2. Nas equagoes em (i), (ii) e (iii), notemos que M = —92.

Além das equagoes que abordamos nesta tese, um niimero consideravel de equacoes do tipo
e aparecem na literatura. Um modelo especial da forma (), com M = Hd, e f(u) = “—22, éa
equacao de Benjamin-Ono (BO)

Ut + utty — Htgy = 0,

onde H representa a transformada de Hilbert dada por ”;l\g(k) = —isgn(k)g(k). A equacao BO foi
introduzida por Benjamin em [15] e, posteriormente, estudada por Ono em [58] como um modelo para a
evolugao em tempo de ondas de cristas longas na interface de dois fluidos imisciveis. Algumas situacoes
em que a equacao € util sdo o picnoclina no oceano profundo e o sistema de duas camadas criado pelo
fluxo de dgua doce de um rio para o mar. A estabilidade orbital de solucoes ondas periddicas para a

equagao BO foi determinada em [I3] por Angulo e Natali.
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Ao considerarmos M = Ho, e f(u) = “2—2 em (5], obtemos a equagao regularizada Benjamin-Ono
(rBO), uma versao regularizada da equagao BO (veja [42]). Resultados de estabilidade orbital de ondas
viajantes periddicas positivas associadas a equagao rBO (e também & equagdo BBM) foram obtidos
em [10] utilizando argumentos em [13].

Além da estabilidade orbital, outra nocao de estabilidade de solugbes ondas viajantes tem
conquistado importantes contribuicbes nos ultimos anos. Trata-se da estabilidade espectral de
solucoes ondas viajantes, que consiste em localizar o espectro de um certo operador obtido através
da linearizagao da equacao em torno da onda. Em muitos casos, é possivel obter a afirmacao bem
difundida entre pesquisadores da area que diz: estabilidade espectral implica na estabilidade orbital
(veja [43] para mais detalhes sobre esse fato). Para este fim, é necessdrio assumir que o problema de
Cauchy associado tenha ao menos solugoes globais no espaco de Hilbert X (ver Defini¢ao . Como
um dos trabalhos pioneiros no contexto periédico, o qual é de nosso interesse, podemos citar [34],
onde a autora determinou a estabilidade espectral de ondas peridédicas préximas da solucao constante
u=(c— 1)% para a equacdo gBBM (M = —02 e f(u) = uP™! em (f)).

Em [12], Angulo e Natali utilizando a teoria de pertubagao analitica e assintética, apresentaram
resultados para o estudo da estabilidade espectral de ondas viajantes peridédicas que solucionam as
equagoes e . Os autores deduziram a estabilidade espectral de ondas dnoidais para a equagao
KdV modificada (mKdV) e de ondas cnoidais para a equagao BBM modificada (mBBM) dadas,
respectivamente por e (), com M = —-9% e f(u) =u’.

A seguir, a fim de ilustrarmos de forma mais concisa a estrutura basica sobre estabilidade
espectral consideremos, por exemplo, a equacao gKdV dada em . Tal equacao admite solucoes

ondas viajantes da forma com perfil periddico ¢ satisfazendo a equacao diferencial ordinéria
Mo +cop— f(¢) + A=0, (7)

onde A é uma constante de integracao.
Considerando a pertubagao u(z,t) = ¢(x — ct) + w(x — ct, t) em e usando ([7), obtemos que

w é uma solucao da equacao nao linear
(O — cOz)w + Ou(f'($)w — Mw + O(w)) = 0, (8)

onde O(w) denota os termos nao lineares da equagao.
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Substituindo pela sua linearizacao em torno de ¢, obtemos a equagao linear
(0 — cOp)w + O (f'(P)w — Mw) = 0. (9)

Como ¢ depende apenas de = e nao de t, a equagao @ possui tratamento por separacao de
varidveis da forma w(z,t) = e*n(z), para algum A € C e n : [0,L] — C. Esses argumentos nos

permitem considerar o seguinte problema espectral
Oz L = M, (10)

onde L é o operador Hessiano em torno da onda ¢, o qual é chamado de operador linearizado em torno
da onda ¢ e dado por
L=M+c— f(¢), (11)

onde f’ indica a derivada da funcao f.
Denotando o espectro de 0L por o(09;L) a estabilidade espectral da onda periddica ¢ é definida

COomo segue:

Definigao 2. A onda periddica ¢ é dita ser espectralmente estével se o(9,L) C iR. Por outro lado, se

0(0;L) contém um ponto A com Re(\) > 0, a onda periddica ¢ é dita ser espectralmente instével.

O problema espectral pode ser reescrito na forma geral
JLn = A, (12)

onde J := 0;. Notemos que podemos proceder de modo similar ao que fizemos acima e obtermos o
problema espectral associado & equacio gBBM na forma (12) com J = (1 + M)~19, e o operador
linearizado dado por £ = eM + ¢ — 1 — f/(¢). Além disso, neste caso, a onda periddica ¢ satisfaz a

seguinte equacao diferencial ordinaria
cMop+(c—1)p— f(¢) + A=0. (13)

Ao considerarmos o problema de autovalores no espaco das funcgoes periddicas, temos que
J = 0, nao é um operador injetivo, uma vez que ker(d;) = [1], onde ker(9;) denota o nicleo do
operador J,. Logo, resultados da teoria classica de instabilidade espectral para o sistema Hamiltoniano
abstrato como dados em [31] e [32], onde J é assumido ser invertivel, ndo podem ser aplicados. No

entanto, Deconinck e Kapitula em [27] (veja também [35]) desenvolveram uma abordagem considerando
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o problema espectral restrito

J‘C|Xon = >\777 (14)

2

er ([0, L] (para mais detalhes sobre os

onde L|x, é uma restrigao de £ no subespago fechado Xy de L

espacos de Sobolev periédios veja [40]) das fungdes periddicas com média zero

L
Xo= {1 e o) [ s =o}. (15)
0
Aqui, usamos a notacao L|x, = IIoLIly, onde IIy denota o operador projecao restrito ao subespago
Xo dado por IIyf = f — % OL f(x)dx. Nessa ocasido, utilizando resultados em [32], os autores

deduziram e aplicaram uma férmula do indice Hamiltoniano de Krein conveniente para obterem
condigbes suficientes para a estabilidade/instabilidade espectral de ondas periédicas com a propriedade
de média zero. Em particular, foi deduzida a estabilidade espectral de ondas periddicas associadas a
equagao () com M = —92 e f(u) = tuPtl,

O indice Hamiltoniano de Krein desempenha um papel crucial no estuda de estabilidade espectral
e orbital de ondas periédicas (veja [43, Capitulo 7] para mais detalhes). No caso peridédico, a
estabilidade espectral é determinada se o indice Hamiltoniano de Krein é nulo e a instabilidade espectral
no caso em que indice Hamiltoniano de Krein é da forma 2k — 1, com k£ € N. Para determinarmos os
nossos resultados de estabilidade espectral seguimos essa abordagem, ou seja, investigamos quando o
indice Hamiltoniano de Krein é igual a 0 ou 1 baseados em duas técnicas. De fato, para a estabilidade
de ondas periddicas associadas as equagoes do tipo KdV, perante a hipétese ker(£) = [¢'], aplicamos
a férmula do indice Hamiltoniano de Krein conforme obtida e estudada em [27, Teorema 1]|. Para
obtermos a estabilidade de ondas periddicas relacionadas as equagoes do tipo BBM, nos baseamos
numa teoria mais geral e utilizamos a férmula do indice (veja [43] Teorema 5.3.2] e [61, Teorema
4.1]) para mais detalhes). No caso em que o nicleo do operador linearizado £ é simples e o produto
interno (£711,1) ndo nulo, podemos utilizar as duas técnicas e obter o mesmo resultado de estabilidade
espectral.

Na literatura existem diferentes técnicas para obtermos a existéncia e estabilidade de solugoes
ondas viajantes periddicas. Para a existéncia destacamos o método variacional, o qual abordamos
nesta tese e que consiste em minimizar um funcional conveniente sujeito & uma certa restricao. Mais
especificamente, a existéncia de ondas periédicas é deduzida a partir da resolugdo de um problema
de minimizagao utilizando ferramentas apropriadas. Com isso, é possivel construirmos uma superficie
ou curva de solugoes ondas periddicas e determinarmos informagoes espectrais especificas acerca do

operador linear obtido pela linearizacao da equagao da onda periddica e, finalmente, estabelecermos o
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nosso resultado de estabilidade.

Em [39],0s autores estudaram a estabilidade e instabilidade (espectral e orbital) de ondas
viajantes periddicas para as equagoes fBBM apresentada em (iv) e KdV fracionéria, onde M = D% e
f(u) = u? em , para cada o € (%, 2]. Neste trabalho, foi estabelecida a existéncia de minimizadores
periédicos para o funcional energia com momento e massa fixados. A onda periddica obtida por esse
problema de minimizacao foi assumida como sendo suave em termos dos parametros independentes A
ecem @ e foi determinado que ela é espectralmente estavel. A estabilidade orbital dos minimizadores
periddicos foi estabelecida assumindo que o determinante da matriz Jacobiana associada as quantidades
conservadas do problema é nao nulo combinado com resultados de boa colocagao global no espaco
energia. Além disso, um critério de instabilidade linear foi determinado pelos autores ao estenderem
os argumentos contidos em [47] para o caso periédico. Contudo, a onda periédica nao é considerada
como sendo de média zero e, portanto, os resultados em [47] nao se aplicam. Tal fato pode ser visto
em [I2], onde os autores estabeleceram propriedades para a instabilidade linear de ondas periédicas
com perfil de média zero associadas aos modelos dispersivos gerais e .

Uma abordagem diferente pode ser encontrada em [26], onde foi estabelecido um novo critério
para a estabilidade orbital de ondas periddicas relacionadas a equacao () com a nado linearidade
quadratica. Os autores apresentaram condigOes suficientes para a estabilidade sem usar a suavidade
da onda em termos dos parametros (¢, A) e sem a necessidade de conhecer a positividade da matriz
Hessiana ou Jacobiana, conforme determinado em [39].

Para a equagao fBBM considerada em dominios ilimitados Angulo em [J], combinando

argumentos em [30] e [47], determinou que a onda solitaria ¢ obtida minimizando o funcional de

24+4/2(3a—1) -1

Weinstein correspondente é espectralmente estavel se c > 1e a € [%, 2) esec>cy:i= G

11
372

eac€ ( ) Para a € (%, %) e ¢ € (1,¢0), a onda solitdria foi estabelecida espectralmente instavel.
Sua prova se baseia na invariancia de escala para a onda solitdria que fornece boas caracteristicas a
respeito da matriz Hessiana associada ao momento da onda ¢.

No que segue, apresentaremos a estrutura desta tese e descreveremos os nossos resultados. No
Capitulo 1, nos dedicamos ao estudo da existéncia e estabilidade de solucGes ondas viajantes com
perfil periédico para as equagoes do tipo KdV apresentadas acima em (i), (ii) e (iii). Primeiramente,
consideramos a equagao cKdV no caso focusing e mostramos resultados de estabilidade/instabilidade
espectral associados as solugoes ondas peridédicas de média zero e positiva. Essas ondas aparecem
quando, na equagao (13)), f(¢) = #° e A=0. Paracada L > 0 e~y > 0 fixados e p > 1 um inteiro par,

mostramos que as solugoes ondas periédicas de média zero sao oriundas do problema de minimizagao
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restrito

1 (L L
e inf (.00 {2/0 u'? + culda; /0 uP2de = 71} . (16)

per,odd
De modo similar, para cada L > 0 e 9 > 0 fixados e p > 1 um inteiro arbitrario, obtemos a existéncia

de ondas periddicas de média positiva a partir da resolucao do problema de minimizacao dado por

1 L L
inf {/ u? + cu’dz; / w2y = ’)/2} . (17)
uer}e’r‘,e'Uen([O?L]) 2 0 0

Os minimizadores periédicos de média zero e positiva associados aos problemas e sao obtidos
utilizando algumas ferramentas de compacidade. Além disso, utilizando a teoria de Floquet, estudamos
a dependéncia desses minimizadores com relagao aos parametros (¢, A), bem como a andlise espectral
do operador linearizado. Mais ainda, resolvemos alguns problemas de valores iniciais auxiliares
numericamente, que nos dao informagoes precisas acerca da férmula do indice Hamiltoniano de Krein,
de acordo com [27], na intencao de obtermos os nossos resultados de estabilidade.

Com relagao as ondas periddicas positivas, estabelecemos nossos resultados utilizando as solucoes
explicitas do tipo dnoidal determinadas em [14]. J4 as ondas periddicas de média zero explicitas para
a equacao focusing cKdV eram desconhecidas na literatura atual até agora. Para preenchermos essa
lacuna, apresentamos ondas que possuem um perfil cnoidal e vemos que essas solugoes possuem um
valor limiar do médulo x € (0,1) que pode nos fornecer uma ruptura na estabilidade espectral.
Vale mencionar que o problema de Cauchy associado a equacao focusing cKdV é localmente bem
posto no espago energia H..([0,L]) (veja [65]). Devido a falta de solugdes globais ¢ possivel obter
ondas espectralmente estaveis que sao orbitalmente instdveis. Em [14] os autores mostraram que as
ondas dnoidas sao orbitalmente instdveis e em nossos resultados mostramos que esse tipo de solugao
¢é espectralmente estavel.

Em seguida, apresentamos resultados de existéncia e estabilidade orbital de ondas periddicas
impares para a equacgao cKdV no caso decofusing. Obtemos a existéncia dessas ondas minimizando o
funcional energia com momento fixado, utilizando argumentos de compacidade. Mais especificamente,

para v > 0, obtemos solucoes ondas peridédicas impares a partir da resolucao do problema de

1 L 2 1 6 L 2
inf - 24 S de=~% . 18
ueH;f:([o,LD{2/o R x/o e 7} (18)

Apbs isso, somos capazes de construir uma curva suave de solucbes periddicas com periodo fixado

minimizacao

L >0dadaporce Il — ¢. € H

per([0,L]), n € N. Essa informacio nos permite estabelecer que o

ntcleo do operador linearizado em torno da onda é simples e gerado por ¢.. A solugao periédica impar

¢ := ¢. obtida pelo problema de minimizagao restrito nos fornece apenas um autovalor negativo para
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o operador, o qual é simples. Adicionalmente, essa informacao precisa acerca do espectro negativo do
operador linearizado também nos permite conhecer a positividade da matriz hessiana formada pelo
momento em ¢.

Combinando todas as informagoes acima, usamos o resultado apresentado recentemente em [4]
para obtermos a estabilidade orbital das ondas peridédicas de acordo com a Definicao [1} Vale ressaltar
que o problema de Cauchy associado a equagao decofusing cKdV é globalmente bem posto no espago
energia H}.,.([0, L]) utilizando a teoria em [65] combinada com a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg.
A existéncia de solugoes globais é crucial para obtermos o nosso resultado de estabilidade orbital (veja
[4, Teorema 4.2]). Resultados de estabilidade orbital considerando apenas a boa colocacao local foram
determinados por Grillakis, Shatah e Strauss [3I]. Usando essa tltima abordagem e considerando o
conjunto de velocidades da onda em um intervalo aberto e limitado, os autores em [14] estabeleceram a
estabilidade orbital de ondas positivas e periddicas para o caso focusing da equacao cKdV, onde a falta
de solucoes globais do problema de Cauchy associado com dados iniciais em H;eT([O, L]) é esperada.
Além disso, a instabilidade orbital também foi tratada no mesmo trabalho usando uma adaptacao do
método em [I9] no conjunto aberto complementar ilimitado de velocidades da onda.

Para a equacao de Gardner, construimos ondas periddicas explicitas com perfil cnoidal utilizando
uma transformagao Galileana na equacao modificada de Korteweg-de Vries (mKdV) e sua solugao
cnoidal correspondente. E conhecido que a equacao mKdV admite solugoes ondas periédicas com
perfis dnoidal e cnoidal. A solucao correspondente com perfil dnoidal para a equacao de Gardner e
sua respectiva estabilidade orbital foram obtidos em [8]. Nosso objetivo é determinar resultados de
estabilidade espectral associados ao perfil cnoidal e, nesse caso, mostramos a presenca de um valor
limiar o qual é o mesmo para as duas equacoes. Esse fato nos permite obter que os operadores
linearizados associados a ambas ondas periddicas sao iguais. Consequentemente, obtemos as mesmas
propriedades espectrais em relagao a esses operadores.

No Capitulo 2, estudamos a existéncia e estabilidade espectral de ondas periddicas para a equacao
quintica BBM apresentada acima em (iii). Obtemos a existéncia de solugoes para essa equagao via
métodos variacionais e imersoes compactas. Vemos que as ondas periddicas obtidas pelo problema de

minimizacao

L L

per,odd
para L > 0 e p > 0 fixados, sao dadas explicitamente por um perfil cnoidal com periodo L > 0 e

velocidade de onda ¢ > Em seguida, utilizamos resultados propostos pela teoria de Floquet

L2
4m2 12"
para determinarmos o comportamento dos trés primeiros autovalores do operador linearizado em torno

da onda. Mais exatamente, aplicamos o principal resultado em [55] e resolvemos alguns problemas de



Introdugao 20

valores iniciais auxiliares numericamente para determinarmos o indice inercial do operador linearizado,
ou seja, o par de inteiros (n,z), onde n é a dimensao do subespago negativo do operador e z é a
dimensao do nucleo do operador linearizado. Em relacao a estabilidade espectral, mostramos que o
operador linearizado restrito ao ortogonal do espago tangente relacionado ao momento e a massa na
onda peridédica nao possui autovalores negativos. Para isso, aplicamos a férmula do indice dada em
[43, Teorema 5.3.2] (veja também [61, Teorema 4.1]).

No ultimo Capitulo, determinamos a existéncia e estabilidade espectral de solugbes ondas
periddicas de média zero associadas a equacao fBBM apresentada em (iv). Inicialmente, estabelecemos
nossos resultados de boa colocagao local e global para o problema de Cauchy associado a equagao fBBM
para condicoes inicias em Hp%er(']l‘), com « > 1. Em seguida, considerando a € (%, 2] e 7 > 0 fixados,

mostramos que as ondas periédicas solucionam o problema de minimizacao

inf {/ e(D3u)? + (¢ — 1)uldr; / wddr =T, / udr = 0} ) (20)

o
u€HZ(T) - - -

para todo ¢ > % Além disso, esses minimizadores peridédicos sao pares e possuem um perfil single-lobe,
isto ¢, apenas um méximo (em x = 0) e minimo em T. Combinando essas informagoes com as férmulas
do indice, obtemos uma contagem precisa dos autovalores negativos para o operador linearizado £ em
torno da onda. Mais propriamente, assumindo ker(L|x,) = [¢'], determinamos que n(£) = 1sed < 0e
n(L) =2sed > 0, onde n(L) denota o nimero de autovalores negativos do operador £ e a quantidade
d é definida como d =1+ 2A(c) — ¢ — cA'(c).

Para o caso especial a € (%,

2], estabelecemos condicoes suficientes para determinarmos um
resultado de unicidade para a onda que resolve o problema de minimizacao . Na verdade,
mostramos que o minimizador periédico é unico desde que n(L) = 1. Para isso, seguimos argumentos
adaptados de [30}, Segao 5] para o caso periédico e utilizamos ferramentas de compacidade convenientes.

Um aspecto importante do Capitulo 3 diz respeito a existéncia de ondas periédicas de pequena
amplitude com média zero, também conhecidas como ondas de Stokes, associadas a equacao fBBM para
a € (0,2]. A existéncia de ondas periédicas de pequena amplitude é 1til para obtermos um melhor
entendimento da estabilidade espectral de ondas periédicas gerais. Estabilidade orbital/espectral e
tépicos relacionados a ondas periddicas de pequena amplitude associadas a varios modelos de evolugao
foram consideravelmente estudados (veja [36], [38], [41], [46], [53] e suas referéncias). Na maioria desses
trabalhos, a constante de integragdo A := A(c) é considerada zero ou pequena, a fim de construir uma
curva ou superficie suave de ondas periddicas de um ou dois pardmetros. Como resultado dessa

restri¢do, o nucleo de £ é sempre simples e a quantidade de autovalores negativos é constante ao longo

do regime dos parametros. Até onde sabemos, o estudo que aqui apresentamos é mais completo, uma



Introdugao 21

vez que as ondas periddicas de média zero estabelecem novos recursos que nunca foram explorados na
literatura.
Utilizando argumentos contidos em [23, Capitulo 8.4] (veja também [22, Segao 5]), construimos
1

ondas periddicas de pequena amplitude que bifurcam de ¢ = §+. No decorrer desta tese, a notacao

c= §+ significa ¢ — %+. Com efeito, mostramos que as solugoes de Stokes sdo tnicas e localmente
préximas de ¢ = %Jr. Portanto, coincidem com a familia suave de minimizadores obtida pelo problema
de minimizacao (20)). A unicidade dos minimizadores e as propriedades espectrais obtidas pelas
ondas periddicas de pequena amplitude estabelecem que o ntmero de autovalores negativos de L

é sempre igual a um, contanto que o nucleo do operador seja simples para todo ¢ > % eq€ (%, 2].

Como consequéncia, para « € (1

5,2] fixado obtemos que as ondas de Stokes coincidem com os

minimizadores periédicos e sdo tnicas para todo ¢ > 1. Adicionalmente, o fato de n(£) = 1, nos

3
fornece que ker(L|x,) = [¢'] e, consequentemente, essas ondas periédicas determinam uma curva
suave ¢ € (3,400) = ¢ € Hp,.(T) com perfodo fixado.

Além de permitir uma contagem precisa do nimero de autovalores negativos de £, a quantidade
d=1+42A(c)—c—cA(c), juntamente com o Teorema da Oscilagao em [39, Lema 3.2], nos possibilita
determinar que dim(ker(£)) € {1,2}. De fato, essa quantidade é crucial em nossa andlise, uma vez que
determina a existéncia de pontos de dobra, isto é, valores de ¢ (dependendo de «) tal que d = 0. Os
pontos de dobra estao relacionados com a existéncia de elementos adicionais em ker(L£), além da funcao
@', e nos fornece o valor exato de ¢ onde o nimero de autovalores negativos muda. Vale ressaltar que
eles foram estudados inicialmente em [53] para o caso da equagao KdV fraciondria. Em [53], os autores
provaram resultados de estabilidade espectral de ondas periédicas de pequena amplitude para o caso
a € (0,2] e para uma solu¢ao com perfil single-lobe a qual soluciona um problema de minimizacao
similar ao para a € (%, 2]. Além disso, os autores determinaram a existéncia de um unico ponto
de dobra a =~ 0.5849. Em nosso caso, mostramos que ondas de Stokes da equagao fBBM possuem dois
pontos de dobra; a = & ~ 0.2924 e a = %

Posteriormente, apresentamos o nosso resultado de estabilidade espectral para as ondas de Stokes
associadas ao caso o € (0,2]. Para isso, aplicamos a férmula do indice dada em [61, Teorema 4.1]
a fim de estabelecermos que a quantidade de autovalores negativos associados ao operador restrito

L] (1,(De+1)g}L € zero. Além disso, para a € (1 2] e para cada ¢ > %, estabelecemos um resultado

29
de estabilidade espectral para as ondas periddicas gerais obtidas pelo problema de minimizagao (20]).
Adicionalmente, em parceria com H. Borluk, G.M. Muslu e G. Oruc (veja [5] para mais detalhes)
construimos as solugoes ondas periddicas da equacao fBBM numericamente utilizando o método de

iteragao Petviashvili, que confirmam os resultados obtidos analiticamente. Também discutimos o caso
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a € (%, %] numericamente, uma vez que nao temos resultados de unicidade como determinados para

0 caso « € (%,2].

Finalmente, além da estabilidade espectral, provamos a estabilidade orbital para a € (1,2], ja
que nesse intervalo temos um resultado de boa colocagao global conveniente no espaco energia Hp%er (T).
Para obtermos a estabilidade orbital, nao nos baseamos no antigo método que consiste em minimizar
a energia EF com momento P e massa M fixados. Nesse processo, além da analise do espectro do
operador L, é preciso provar a positividade da matriz Hessiana %P((ﬁ) (veja, por exemplo, [4], [10],
[13], [26], [31] e suas referéncias). Contudo, estudos recentes tém mostrado que essa abordagem nao é
mais necessaria, como em [26]. Nesta ultima parte da tese, aplicamos os resultados mais abrangentes
recentemente estabelecidos em [26] acrescidos de novos argumentos. Com efeito, introduzimos uma
nova lei de conservacao V(u) = P(u) — E(u) como uma variedade restrita associada ao funcional de
Lyapunov. Esta consideracao estende uma nova perspectiva para a teoria de estabilidade, uma vez que
obtemos os nossos resultados sem utilizar qualquer informagao adicional da onda, apenas a estimativa

Ac) > ¢ — % determinada para provar a estabilidade espectral.
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CAPITULO

Estabilidade de Ondas Periodicas para as

Equacoes do tipo KdV

Neste capitulo, determinaremos resultados de estabilidade orbital e espectral de ondas viajantes

periddicas para as equagoes critica de Korteweg-de Vries (cKdV)

wp + Butug + Uppe = 0, (1.1)
nos casos focusing, quando 8 = 1 e defocusing, quando 5 = —1 e para a equacao de Gardner
ug + (u?)z + (u3)g + Ugge = 0, (1.2)

onde em ambas equagoes u : R x R — R é uma fungao real do tipo u = u(z,t) e periddica de periodo
L > 0 na varidvel espacial x.

Além disso, tais equagoes sao exemplos da equacao gKdV em com M = —92, isto &,

onde f: R — R é uma funcao real suave.

A equagdo gKdV admite solugao do tipo onda viajante da forma wu(x,t) = ¢(x — ct), onde ¢
indica a velocidade da onda. Substituindo esse tipo de solugao em e integrando uma vez no
intervalo [0, L], obtemos

—cop+¢" + f(¢)+A=0, (1.4)

24
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onde A é uma constante de integragao arbitraria e ¢ é uma funcao L-periddica.

Seguindo os resultados contidos em [27], iremos considerar o subespago fechado X de Lger([O, L))
definido em para estudarmos o problema de estabilidade espectral restrito para a equagao gkKdV
dado por

JL|x,u = Au, (1.5)

onde J = 0, e L é o operador autoadjunto e linearizado em torno da onda periédica ¢ definido em
L2,.(]0,L]) e dado por

per

L=-02+c— fl(9) (1.6)

Antes de prosseguirmos com os nossos resultados, nas préximas secoes discutiremos alguns
conceitos basicos para o nosso estudo de estabilidade. De fato, utilizaremos resultados propostos
pela teoria de Floquet para obtermos importantes propriedades acerca da quantidade e multiplicidade
dos primeiros autovalores associados ao operador £. Além disso, apresentaremos a estrutura béasica
estabelecida em [27] para estudarmos o problema espectral relacionado a equagao . A
abordagem segundo [27] é baseada na férmula do indice Hamiltoniano de Krein que nos fornece
condigoes suficientes para determinarmos a estabilidade/instabilidade de ondas periddicas associadas

as equagoes Hamiltonianas abstratas da forma
ug = JE'(u) (1.7)

definidas em um espaco de Hilbert H, onde J : H — range(H) C H é um operador antissimétrico
(aqui range(H) denota a imagem do operador J) e £ : H — R é um funcional de classe C?. Nos

L

restringiremos ao caso especifico em que J = 9, e E(u) = & [;"u2 — 2W (u)dz onde W’ = f. Nesse

caso, a equacao (|1.7) torna-se a equagao gKdV dada em (|1.3]).

1.1 Estrutura Basica da Teoria de Floquet

Em um cenario geral, consideremos a equacao diferencial ordinaria de segunda ordem

- ¢” + 9(67 A7 ¢) = 07 (18)

onde g : PxR — R é uma fungao dependendo de (¢, A, ¢), continua em todas as variaveis e diferenciavel
na varavel ¢, (c, A) é um elemento do conjunto admissivel P C R? (ou P C R, em casos com apenas

um parametro). Isto significa que P contém todos os pares (¢, A) onde ¢ é uma solucao periddica de

).
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Para cada (¢, A) € P, seja L := L(c,a) o operador linearizado em torno da solugao periédica

¢ = ¢(c,4) de perfodo L := L, 4) da equagao (1.8). O operador linearizado em torno de ¢ dado por
Lh=—-h"+4(c,A,¢)h, (c,A)eP (1.9)

é o operador de Hill definido em L2_,.([0, L]) com dominio em HZ, ([0, L]) e, de acordo com o Teorema
da Oscilagao em [50, Teorema 2.1], o espectro de £ é formado por uma sequéncia ilimitada de nimeros
reais

A <A< A< A3< A 0 <A1 S A9y oo,

onde a igualdade indica que o autovalor As,—1 = Ao, é duplo. Além disso, o espectro de L é
caracterizado pelo nimero de zeros das autofungoes. De fato, se xy é uma autofuncao associada ao
autovalor Ag,_1 ou Ag,, entdo y tem exatamente 2n zeros no intervalo semi-aberto [0, L) (Veja [50),
Teorema 2.14] para mais detalhes).

Seja {p,y} um conjunto fundamental de solugoes da equagao de Hill
L(h)=—h"+g'(c, A,p)h =0 (1.10)

Suponhamos p(z) uma solugdo L-periddica nao trivial de (1.10). Entdo, de acordo com [50],

existe uma constante real § = 0, (dependendo de y) tal que
y(x 4+ L) = y(x) + Op(x). (1.11)

Consequentemente, # = 0 é uma condicao necessaria e suficiente para todas as solucoes de
serem L-periédicas. Em particular, se 6, # 0, entdo 6, # 0 para toda solucdo w(x) linearmente
independente a p(z). Veremos que esse critério é muito util para verificarmos quando o ntcleo do
operador £ é unidimensional. Adicionalmente, segundo [50], existe uma solugao p(z) L-peridédica nao
trivial da equacao que é par ou impar.

Considerando a derivada com relacao a = em , observamos que ¢’ := qzﬁ/(c’ ) pertence
ao nucleo do operador (L.9), ou seja, ¢'(z) = p(z) é uma solugdo da equacdo de Hill e,
consequentemente, é uma autofungao associada ao autovalor A = 0 para todo (¢, A) € P. Além
disso, ¢’ tem exatamente dois zeros no intervalo semi-aberto [0, L). Logo, o niimero zero é o segundo
ou terceiro autovalor de L.

O préximo resultado nos fornece uma condicdo necesséaria e suficiente para decidirmos sobre a

periodicidade da solugao y(x) de (1.10) e uma condigao suficiente para sabermos a posigao exata do
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autovalor zero associado a £ quando € # 0 em ({1.11)).

Teorema 1.1.1. Seja ¢’ a autofungao de £ em ([1.9) associada ao autovalor zero. Se 6 é a constante
dada por ((1.11]), entdo zero é um autovalor simples se, e somente se, § # 0. Além disso, como ¢ tem

exatamente dois zeros no intervalo semi-aberto [0, L), entdo Ay =0se § < 0,e A\g =0se 6 > 0.

Demonstragao. Veja [55, Teorema 3.1]. O

Com o propésito de determinarmos caracteristicas acerca do espectro do operador £, é necessério
conhecermos o indice inercial de £, denotado por in(L) e definido pelo par de inteiros (n, z), onde n
denota a dimensao do subespaco negativo de £ e z denota a dimensao do nicleo de £. Adicionalmente,
iremos dizer que a familia de operadores £ = L, 4) é isonercial se o indice inercial in(L ., 4)) é constante
para todo (¢, A) € P.

Notemos que o Teorema nos permite decidir e calcular o indice in(L£). De fato, se 6 # 0,
entao zero é um autovalor simples, ou seja, a dimensao do ntucleo de £, dada por z, é igual a um.
Portanto, se A\; = 0 < A2, entéo in(L£) = (1,1) e se A1 < A2 =0, entdo in(L) = (2,1). Em particular,
se A} = Ay = 0, temos in(L) = (1,2) e, nesse caso, o nucleo do operador £ é duplo e nao gerado
apenas por ¢'.

Em seguida, como a derivada ¢’ é uma autofungao associada a A = 0 para todo (¢, A) €
‘P, podemos enunciar o seguinte resultado acerca da invariancia do indice inercial com respeito aos

parametros:

Teorema 1.1.2. Seja ¢ uma solu¢do L—periddica suave da equagao ([1.8]). Entao, a familia de operadores
L(h) = =h"+¢'(c, A, ) h é isonercial com respeito a (¢, A) no regime de parametros.

Demosntragao. Veja [54, Teorema 3.1] e [56, Teorema 3.1]. O

De acordo com o Teorema [I.1.2], para calcularmos o indice inercial do operador £ é suficiente
calcularmos para algum par (cg, Ag) € P fixado. Agora, consideremos ¢ := ®(co,A,) uma solugao

L-periddica par da equagao (|1.8)) e seja § a tnica solu¢ao do problema de valor inicial auxiliar

=" + ¢ (co, Ao, $)y =0
g(O) = _¢//1(0) (112)
y'(0)=0

Como {¢',y} determina um conjunto fundamental de solugdes para a equagao em ([1.12)), onde

¢’ é uma solucao L-periédica impar, existe uma constante 6, tal que

y(z + L) = g(z) + 0¢'(x). (1.13)
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Derivando a relacgao (1.13) e aplicando em x = 0, obtemos que a constante 6 é dada por

(1.14)

Por outro lado, consideremos ¢ = ¢, 4,) uma solugao L-periédica impar da equacao (L.8) e ¥

a Unica solugao do problema de valor inicial

—y" 4 ¢'(co, Ao, #)y =0
y(0) =0 (1.15)

Nesse caso, {¢', 7} é um conjunto fundamental de solugoes para a equagao (1.8)), onde ¢’ uma funcao

L-periddica par. Logo, aplicando a relagao (1.13)) em x = 0, obtemos que a constante 6 é dada por

y(L)
0= . 1.16
50 10
Seja L > 0 fixado e denotemos por H2,. .,..([0, L]) o espaco de todas as funcoes f € H2. ([0, L]),

tal que f é uma fungao L-periédica par. A fim de obtermos os nossos resultados, veremos que a
existéncia de uma familia ¢ de solugoes L-periédicas para a equacao (1.8) dependem suavemente dos

parametros (¢, A), para (¢, A) em um conjunto aberto O C P.

Teorema 1.1.3. Seja ¢, 4,) uma solugdo periédica par de (1.8 definida em (co, Ao) fixado no regime
de parametros. Se 6 # 0, onde 0 é a constante dada pelo Teorema e L é o periodo de ¢(c,,4,);
entdo existe uma vizinhanga aberta O de (co, o) e uma familia ¢, 4) € H, 2 ([0, L]) de solugoes

per,even
L-periédicas de (1.8) que dependem suavemente de (¢, A) € O.
Demonstragao. Veja [54, Teorema 3.3]. O

Observagao 1.1.4. O Teorema [1.1.3|nos fornece uma propriedade importante a respeito da quantidade
e multiplicidades dos primeiros autovalores associados ao operador linearizado £ definido em . De
fato, se 6 # 0 em um certo ponto (cg, Ag) no regime de parametros P, podemos concluir que o nicleo
de £ é simples e n(L) é constante para todo (¢, A) no regime de parametros, ou seja, o valor in(L) é

constante onde a equacao (|1.8) admite solucoes periddicas.

Observacao 1.1.5. Vale ressaltar ainda, que o Teorema também é vélido para uma solucao
periédica dc, = P(cy 4,) Tmpar de (1.6) com Ag = 0 e as devidas adaptagoes. De fato, se 6 # 0
e L é o perfodo de ¢, entdo existe um intervalo aberto I e uma curva suave ¢ € I — ¢, € H2 ([0, L])

de solugoes L-periddicas satisfazendo a equagao (|1.6]).
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1.2 Condicoes Suficientes para a Estabilidade Espectral de Ondas Peridodicas

Para um periodo fixado L > 0, assumiremos em toda esta secao as seguintes condigoes:

(al) Existe um par fixado (co, Ao) € ¢ := ¢(¢,, 4,) S0luGao periédica par suave para a equagao

(1.4). Além disso, assumimos que ¢’ possui dois zeros no intervalo [0, L).

(a2) ker(L) = [¢/].

Notemos que a condicdo (al) implica, em vista da Teoria de Floquet apresentada na secao
anterior, que n(£) =1 ou n(L) = 2, onde n(£) indica o nimero de autovalores negativos do operador
linearizado £ definido em (1.6)). Além disso, a condigao (a2) nos permite deduzir a existéncia de uma

solucao par nao peridédica § que satisfaz a equacao de Hill
~7"+ g~ (@5 =0, (1.17)

onde {¢', 5} é o conjunto fundamental de solugdes para a equagao linear (1.17)).
De acordo com o Teoremam, podemos observar que a suposicao (a2) nos fornece a existéncia
de uma superficie suave de solugoes ondas periédicas pares que solucionam (1.4)), definida em um

subconjunto aberto @ C R?,
(07 A) €0~ ¢(C,A) € H;er([&L])v s>1,

todas as solugbes com o mesmo periodo L > 0. No que segue, com a intencao de simplificarmos a
notagao, nao distinguiremos a onda periddica ¢ para um par fixo (cg, Ag) e ¢ para um par (¢, A) € O,
ja que ambos possuem o mesmo periodo fixo L > 0.

A seguir, apresentaremos a teoria geral de estabilidade espectral seguindo as ideias de Deconinck
e Kapitula contidas em [27]. Seja k, a quantidade de autovalores reais estritamente positivos e
k. a quantidade de autovalores complexos com parte real estritamente positiva do operador JL|x,
(contando as possiveis multiplicidades) associado ao problema espectral restrito (1.5]).

Consideremos a parte imaginaria de um operador linear A com dominio D(.A) como o operador
linear Im(A)u = Im(Au),u € D(A). Se A é um operador autoadjunto, denotemos por n({(w, Aw)) a
dimensao do subespac¢o maximal para o qual (w, Aw) < 0. Além disso, seja A um autovalor nao nulo

puramente imaginério associado ao operador JL|x, e considere E) o autoespago correspondente. O
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autovalor A é dito ter assinatura de Krein negativa se

kz_()‘) = n(<w7 (‘C‘Xo)|E,\w>) > 1,

caso contrario, se k; (A) = 0, entao o autovalor A é dito ter assinatura de Krein positiva. Se o autovalor

A for geometricamente e algebricamente simples, com autofuncao ), entao

0, , (L >0
k() = (¥x, (L], )
1, <1/})\a (L’XO)QZ)A) <0
Adicionalmente, definimos a assinatura de Krein total pela quantidade k; := ) AGiR\{0} k; (X). Como

Im(L) = 0, segundo [27] obtemos que k. é um inteiro par. Além disso, para cada A € iR com
conjugado A, temos que k; (\) = k; (A), o que implica que k; ¢ necessariamente um inteiro par.
Em seguida, consideremos

J =(£711,1), (1.18)

e se J # 0, denotemos por D a matriz 2 x 2 dada por

(L1, 0)  (L79,1)
Do L . (1.19)

(£L711,1)
(L', 1) (L71L1)
Com base nas defini¢des acima, devido a [27] temos o seguinte resultado:

Teorema 1.2.1. Suponhamos que as condicoes (al)-(a2) ocorram. Se J # 0 e se a matriz D for

nao-singular, temos para o problema de autovalor ([1.5])
kr + ke +k; =n(L) —n(J) — n(D). (1.20)

O inteiro nao negativo Kygam := k; + k. + k; € chamado de indice Hamiltoniano de Krein .
Demonstragao. Veja [27, Teorema 1]. O

O estudo do indice Hamiltoniano de Krein nos permite deduzir a estabilidade/instabilidade
espectral de solugoes ondas viajantes peridédicas para a equacao ([1.4). Com efeito, uma consequéncia

imediata do Teorema [[.2.1] ¢ a seguinte:

Corolario 1.2.2. Sob as mesmas hip6teses do Teorema se ke = k, = k; = 0 a solucao de onda

periédica ¢ da equacao ([1.8]) é espectralmente estavel no espaco Xo. Adicionalmente, se Kiam = 1, a
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referida solucao periddica é espectralmente instavel no espaco Xj.

Demonstragao. A primeira parte do Coroldrio é uma consequéncia imediata do Teorema 2 em [27]. Se
Kyam = 1 resulta que k, = 1, uma vez que k. e k; sao inteiros pares nao negativos. Logo, o operador
JL apresentado no problema espectral (|1.5) tem um autovalor positivo o qual nos permite deduzir a

instabilidade espectral da onda periddica. ]

De acordo com a teoria geral para estabilidade espectral, determinar a estabilidade/instabilidade
espectral de solugoes ondas periddicas para a equacdo (|1.4) consiste em analisar o ndmero de
autovalores negativos associados ao operador restrito L] (Lo}t Mais especificamente, temos o seguinte
critério geral: a estabilidade espectral é determinada se n (£| , d)}L) =0e, cason (E] , ¢}L> =1,
obtemos a instabilidade espectral.

Veremos a seguir que o indice Hamiltoniano de Krein esta inteiramente relacionado com o niimero
de autovalores negativos do operador restrito L| (161 Com efeito, conforme o Teorema do Indice dado

em [43] Teorema 5.3.2] (veja também [61, Teorema 4.1]) temos a seguinte identidade

n (ﬁhw}i) = n(L) — n(D) — 2(D),

onde n(D) e z(D) denotam, respectivamente, a quantidade de autovalores negativos e a dimensao do

ntcleo da matriz simétrica 2 x 2 dada por

(Ll 0)  (L71,1)

D= (1.21)
(L7, 1) (L7110
Se a matriz D for néo-singular, entéo 2(75) =0 e a férmula do indice resume-se em
n (E\ o W) = n(L) — n(D). (1.22)

Levando em consideracao a identidade ([1.22)), o seguinte resultado segundo [43] nos mostra a

relagdo entre os indices n (L’\{l (b}L) e Kgam-

Teorema 1.2.3. Consideremos o problema espectral (|1.5). Se a matriz restrita simétrica D definida em

(1.21)) é nao-singular, entao o indice Hamiltoniano de Krein satisfaz

Kitam = n(L) — n(D) = n (c|{1,¢}L) .
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Demonstragao. Veja [43, Teorema 7.1.5]. O

Como consequéncia dessa relacdo e do critério geral de estabilidade, analisar o indice
Hamiltoniano de Krein nos permite deduzir a estabilidade/instabilidade espectral como foi estabelecido
no Corolério desde que o niicleo do operador £ seja simples e J = (£7!1,1) nao nulo.

Em seguida, consideremos a equacao como

—¢"+cp—f(@) —A=0 (1.23)

e assumamos que a constante § dada por ([1.14]) satisfaga 6 # 0 em um tnico ponto (cg, Ap) no regime
de parametros. Pelo Teorema podemos definir

_ 09 _ 09

Novamente pelo Teorema [1.1.3] notamos que 1 acima é uma funcao peridédica par suave a qual satisfaz

Ly =" +cp = f(P)y = —¢. (1.24)

Adicionalmente, 1 também é uma funcao periddica par satisfazendo

Ly=—n"+cn— f(o)n=1 (1.25)

No préximo resultado, veremos que a inversa do Teorema [1.1.3|é imediata para o caso particular

f(s) = sP*1 onde p > 1 é um inteiro.

Proposigao 1.2.4. Seja O Cc R2 um subconjunto aberto. Suponhamos que (¢, 4) € O s P(c,a) ¢ uma

superficie suave de solucdes ondas viajantes pares que resolvem (1.23) com f(s) = sP*1, p > 1, todas

com o mesmo periodo fixado L > 0. Entao, ker(£) = [¢/] e o valor n(L) é constante para todo
(c,A) € O.
Demonstragdo. A fim de simplificarmos a notagao, denotemos ¢ := ¢, 4) e consideremos {¢',5} o

conjunto fundamental de solucées relacionado a equacao Ly = 0. Por contradicao, assumamos que g
seja uma fungao L-periédica. Como ¢’ é impar, argumentos em [50] nos permitem considerar § par.
O Wronskiano associado a {¢’, 7} e denotado por W(¢', §)(x) satisfaz, W(¢',7)(x) = ¢'(2)§ (z) —
¢"(x)y(x) = 1, para todo x € [0, L]. De fato, pela Férmula de Abel-Liouville, temos que

W(¢',g)(x) = W(¢',5)(0) =1, V€ [0,L].
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Além disso, como 7 e ¢ sdo ambas fungoes L-periddicas, obtemos de ([1.4) que

L L L
— / - — _ — 1 — _ — o p+1 _A
L /0 W(¢',y)dx 2/0 yo'dx 2/0 y(co—¢ ) da
(1.26)

L L L
= —20/ yodr + 2/ P de + 2A/ ydx.
0 0 0

Por outro lado, como £ é um operador autoadjunto, por (1.24)), (1.25)), o fato de Lo = A — ppPt! e
Ly = 0, resulta que

0=(4,Ly) = (A—pe’* ), 0= (¥, Ly)=—(,9) e 0= (nLy) =(17). (1.27)

Combinando os resultados em ((1.26) e , obtemos uma contradicdo, ja que L > 0. Portanto,

ker(£) = [¢'] como queriamos. O

Suponhamos que # # 0 em um tunico ponto (cg, Ag) no regime de parametros. Pelo Teorema
somos capazes de determinar a condigao inicial 1(0) no ponto (co, Ap). Para isso, multiplicamos
a equacao (|1.24]) por g, onde g é obtido por (|1.12]) e integramos por partes duas vezes. Logo, obtemos

—~
h
S~—
I
<
—~
(=)
~—
=L
—~
=~
~—

L
~ [ bt 14 = wlD)g
De modo andlogo, de ([1.25) temos que
L
| e = nmyi @) =m0

Como 0 # 0, obtemos que §'(L) # 0. Assim, ¥(x) e n(x) sdo obtidos resolvendo, respectivamente,

os seguintes problemas de valor inicial

=" 4 coth — f'(co, Ao, D(co,40))Y = —P(co,A0) ="+ con — f'(co, Ao, P(co,a0))1 = 1
¢(0) = _ﬁ foL ¢(CO,A0) ydz 77(0) = ﬁ fOLg dz (1.28)
¥'(0) =0, 7' (0) = 0.

Em nossas aplicagoes, os problemas acima serao muito tteis para determinarmos a quantidade
J em (1.18) e o determinante da matriz D em ((1.19). De fato, assumamos que a condigao (a2) ocorra.

Assim, temos que o operador £ : [¢/]* N D(L) — [¢']* é invertivel e autoadjunto e pelas igualdades

(T.24)) e (T.25), vemos que 1, ¢ € range(L) = ker(£)* = [¢']*. Logo, obtida a solucio n(z) no segundo
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problema de valor inicial dado em (1.28)), segue que

. L d L
J=(LT"1,1) :/0 nd:c:dA/o odz. (1.29)

Além disso, a solucao () obtida resolvendo o primeiro problema de valor inicial em (|1.28]) nos

permite calcular

(L6, 6) = /wcbdw——/ Pdz

B L d L
(c 1¢,1):—/0 ¢d;c:—dc/0 ddz.

Assim, se J # 0, o determinante da matriz D em ([1.19) é dado por

-1 2
detD = <£‘1¢,¢>—<<££_fﬁ’11>>
2
o)
2dc/ ¢%d - (1.30)
dA /0 ¢dz

Definida a quantidade J em ((1.29)), entendemos que

0, se % fOL ddx >0
n(J) = (1.31)
1, se 44 fOL ¢dx < 0.

Por outro lado, para determinarmos n(D), precisamos analisar o sinal de det D dado em (1.30).
Com efeito, se det D < 0, temos que a matriz D possui um autovalor positivo e um autovalor negativo
e, consequentemente, n(D) = 1. No entanto, se det D > 0, nao é possivel decidir diretamente a respeito
da quantidade n(D), pois nesse caso poderiamos ter n(D) = 0 (dois autovalores positivos de D) ou

n(D) = 2 (dois autovalores negativos).

1.3 Equacao Critica KdV - Caso Focusing

O nosso objetivo, nesta se¢ao, é obter a existéncia de solugoes ondas periddicas de média positiva
e zero para a equagao focusing cKdV (8 =1 em (L.1))), onde f(s) = s° e A =0 em (L.4), utilizando
métodos variacionais. Mais especificamente, mostraremos a existéncia de ondas periddicas a partir
da resolugao de um problema de minimizacao com certas restricoes para ambos os casos de ondas de

média positiva e zero. Além disso, aplicaremos os argumentos desenvolvidos nas secoes anteriores a
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fim de obtermos a estabilidade/instabilidade espectral associada a estas ondas.

A principal vantagem da abordagem que apresentaremos aqui é que a quantidade de autovalores
negativos de £ em definido para ondas periddicas ¢ em um unico ponto (cg,0) é determinada
com precisao. Assim, nesse caso especifico, a Observacao pode ser utilizada para deduzirmos a

quantidade e multiplicidade de autovalores negativos para todo (¢, A).
1.3.1 Ondas Periédicas com Média Zero

Comecaremos as nossas aplicacoes estudando a existéncia e estabilidade de ondas periddicas
para a equacgao focusing cKdV que possuem a propriedade de média zero.

Sejam L > 0 e 1 > 0 fixados. Para p > 1 inteiro par, definamos o seguinte conjunto

L
Y= {u = H;er,odd([o) L]); / uPtidy = ’71} >
0

onde H}

perodd([0: L]) denota o espaco de todas as fungoes f € H;er([O,L]) tal que f é L-periédica

impar.

Nossa intencao é encontrar um minimizador periédico para o problema de minimizacao restrito
= inf A.(u), 1.32
M= inf Acfu) (1.32)
onde A, é o funcional definido por

L
Ac(u) = /0 u? + cu’de, (1.33)

o qual é uma norma equivalente em H' ([0,L]) para cada ¢ > —4LL22. De fato, para u €

per,odd
H 1

perodd([0;s L]), temos que fOL u(z)dr = 0. Além disso, podemos escrever a expansao em série de

Fourier de u da seguinte forma
oo

u(z) = Z ﬁ(n)e%im
n=-—00
onde u(n) = %fOL u(m)e_zﬁzm dx com u(0) = 0. Logo, como {ﬁ(n) = 2”%7;’(71) = —%n%l(n), pela

identidade de Parseval obtemos

/OL u?dx = /OL —uudr = L i —@(n)ﬁn)z L i (4;2> n?li(n)? = LZ <4L7T22) n?a(n)|2.

n=-—o0o n=-—oo n#0
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Por outro lado, segue que

L o]
/ wde =1L Y |a(n)> =LY |a(n)*.

0 n=-—00 n#0

Dessa forma, temos que u € H;er’ oda(10, L]) satisfaz a desigualdade de Poincaré-Wirtinger

L 2 oL

4

/ udx > % ulda. (1.34)
0 L= Jo

Como consequéncia da desigualdade (|1.34]), temos

22 ¢ L, 22 ¢ 9
Ac(u) 2 <L2 + 2) /0 widr = <L2 * 2) lullz,, .

2 ) , 2 2
desde que (QL% + %) > 0, isto é, ¢ > —47~. Logo, para cada ¢ > —A‘L% existe uma constante Ky > 0

L
tal que

Ac(u) > K()HuH%Il . (1.35)

per,odd
Além disso, utilizando novamente a relagao ([1.34)), para cada ¢ > —4LL22 existe uma contante positiva
K tal que
2
Ac(u) < KlHuHH;eT o (1.36)

Portanto, pelas desigualdades em ([1.35) e ([1.36)), obtemos que o funcional A.(u) é uma norma
equivalente em H;er’ oda(10, L]) e, consequentemente, qi . > 0 em ([1.32]).

Lema 1.3.1. Para cada L > 0 fixado, seja ¢ —4LL22. Entao, o problema de minimizacao (1.32)) tem

pelo menos uma solugdo nao trivial, isto é, existe ¢ € Y7 satisfazendo

Ac(p) = inf A.(u). (1.37)

u€eYy

Demonstragao. Como q1,. > 0 e A, é um funcional suave e limitado em H;er odq» POdemos considerar

{u,} como uma sequéncia minimizante para ([1.32)), ou seja, uma sequéncia em Y] satisfazendo

Ac(up) — inf A.(u), quando n — oo.

u€eY

42

Além disso, o fato de ¢ T

nos permite concluir que {u,} é uma sequéncia limitada

em ngr,odd([O,L]). Assim, a menos de subsequéncia, existe ¢ € H! ([0,L]) tal que w, —

per,odd
¢ em H;mdd([o, L]), quando n — oc.

Em seguida, como o espaco energia H} ([0,L]) estd compactamente imerso em

per,odd
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Lg:fodd([O,L]) — Lf}er’odd([O,L]), existe uma constante positiva M tal que para todo ¢ € H;er,odd
2
temos que ||¢|]L§€+T%Odd < MHQSHH;er,odd e u, — ¢ em Lg;odd([(),L]), quando n — co.
Adicionalmente, denotando a norma em L;:fodd simplesmente por || - ||, segue que
L L
/ (uf{” _ ¢p+2)dm < / |Uﬁ+2 _ ¢p+2|dx
0 0
< (lunl P+l PlSI + [l [Pl -
+ Al PP + HunllllglP + [[@1F+) [lun — oI,

L sp+2
donde, [ ¢Ptdr = .
Além disso, pela semicontinuidade inferior fraca do funcional A, concluimos que

Ac(¢) < liminf A.(uy) = q1c.

n—oo

Como ¢ satisfaz a restricao, isto é ¢ € Y7, também temos que A. > q1 . e, consequentemente, A, = qi ..
Portanto, ¢ é o minimizador periédico desejado do problema de minimizacao (|1.32]).

O

Pelo Teorema do Multiplicador de Lagrange, o minimizador periédico ¢ € H;er’ da(10, L]) obtido
pelo Lema [1.3.1] satisfaz a equagao

—¢" +cp = Cro", (1.38)

para alguma constante C7. Como y; > 0, temos que ¢ é nao trivial e um simples argumento de escala

nos permite escolher C7 = 1. De fato, para todo s > 0, obtemos

Ac(s¢) = s°Ac(9)

L
_ inf{Ac<su>;ueH;er,oddqo,LD, / up”da?:%} (1.39)
0

L
= inf {Ac(u); u € H;€T7Odd([0, L), / uPT2dy = 5p+2’71} .
0

Logo, ¢ satisfaz a equagao

—¢" +cp— Pt = 0. (1.40)

Além disso, argumentos de bootstrap garantem que ¢ é uma funcao L-peridédica suave em

HJ,. ,4a([0, L]), para todo n € N.

No préximo resultado, obteremos a quantidade exata de autovalores negativos do operador
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linearizado L.
Lema 1.3.2. Seja ¢ € ngr’odd([O, L]) a solucao obtida pelo Lema m Entao, n(L) = 2.

Demonstracdao. Como ¢ € H 567"7 oda ([0, L]) é um minimizador periédico para o problema de minimizagao

(1.32) com apenas uma restricao, obtemos que n (£| 12 dd) < 1. Por outro lado, utilizando a equacao
per,o

(1.40), para p > 1 um inteiro par temos que

L
___ b +2

com ¢ impar e, consequentemente, n (£|L2 ) > 1. Portanto, n <£|L2 dd) =1.
per,o

per,odd
Como ¢ € ker(L) e ¢’ é uma fungdo par com dois zeros no intervalo semi-aberto [0, L),
pelo Teorema da Oscilacao em [37], zero nao é o primeiro autovalor de L| L2 , logo obtemos

er,even

n (E] 12 ) > 1. Contudo, nao é possivel haver outro autovalor negativo de L|2 , uma vez
per,even per,even

que pelo Teorema da Oscilagao em [37], a autofungao para o segundo autovalor de L| L200 uen deve ter

dois zeros em [0, L). Portanto, zero é o segundo autovalor de L] e, consequentemente,
per,even

n(e)=n (el Y+n(L,,..) =2

O

Notemos que o minimizador periédico ¢ para o problema de minimizagao é uma solugao
impar de . Como as equagoes do tipo KdV sao invariantes por translagoes, podemos considerar
¢ uma solugao par ao fazer uma translacao da forma ¢ := ¢ ( — %) Contudo, manteremos a notacao
¢ para essa solucao.

No caso p = 4, temos que a solucao obtida pelo Lemam (ja transladada), possui a propriedade

de média zero, isto é, fOL ¢dr = 0 e é dada explicitamente pelo perfil cnoidal
<4K(n) )
acn ( —7~T,K

\/1 — bsn? <4KL(”)9U, /1) |

onde K (k) denota a integral eliptica do primeiro tipo que depende do médulo da funcao eliptica

(1.41)

¢(z) =

de Jacobi k € (0,1) (para mais detalhes sobre as fungoes elipticas de Jacobi veja [21] e [24]). Os
parametros a, b e ¢ dependem suavemente de k € (0,1) e sdo dados por
2[(2 — k2 + 2VKE — K2 + 1)K (1)2L2]1

= 1.42
a i3 ) ( )
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b=r>—1— VKt — K241, (1.43)

16K (k)*Vrr — k2 +1

o (1.44)

c

Observemos que a fungao b := b(k) em assume apenas valores negativos para todo k € (0,1)
(veja a Figura, logo o denominador em (|1.41]) faz sentido para todos os valores de x € (0,1). Além
disso, a velocidade ¢ em ([1.44)) é obtida ao substituir a onda do tipo cnoidal (|1.41]) na equacao cKdV.

k
02 04 06 (k] 1

06

A

Figura 1.1: Grafico de b em (|1.43]).

Adicionalmente, as solucbes do tipo cnoidal podem ser vistas através do plano de fase
associado a equacao (|1.40f). De fato, na Figura apresentamos o plano de fase dado por (¢, ¢') e as
curvas em azul representam as solugoes cnoidais da equacao sujeitas a certas condicoes
iniciais (¢(0), ¢’ (0)). Podemos ver que essas solugdes estao no exterior da regido delimitada pela onda
solitaria, isto é, a curva que passa pela origem.

Sabendo que nlirél+ K(k) = g, notemos que em ([1.44)), temos ¢ > ‘LLL;. No entanto, vimos
que a onda periédica nao trivial ¢, obtida pela Lema bifurca no ponto ¢; = —%. Logo, as
solucoes obtidas pelo ansatz nao contemplam todas as solugoes que minimizam o problema de
minimizac¢ao, mais exatamente, ndo contemplam as solucoes cuja velocidade satisfaz ¢ € (—ZLLL;, 4LL22>
Notemos ainda, que mesmo nao conhecendo as solugoes nesse intervalo, sabemos que elas sao nao
triviais e nao constantes, uma vez que ¢ satisfaz a restricaio do problema. Todavia, mantemos o
mesmo cendrio, uma vez que a solugao do problema de minimizacao é tinica e dada pelo perfil cnoidal
([L.41) (veja a Observagao [L.3.9).

Pelo Lema o operador linearizado em torno da onda periédica ¢ dada por satisfaz

n (ﬁ(co,o)) = 2. Além disso, pela Proposi¢ao obtemos que ker (ﬁ(c()’o)) = [¢']. Portanto, obtemos
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Figura 1.2: Plano de fase da equagao (1.40|) com ¢ =

as mesmas propriedades espectrais para todo (¢, A) no regime de parametros (ou seja, para as ondas
periddicas acima da homoclinica correspondente, também é possivel usarmos o Teorema (1.1.2)).

Pelo Teorema garantimos a existéncia de uma superficie suave
(c,A) € O = ¢(c,a) € Hper eren([0,L]), n €N,

de ondas periédicas pares que solucionam a equacao diferencial nao linear com p = 4, todas com
o mesmo periodo L > 0. Desse modo, a nossa préxima etapa serd calcular n(J) e n(D).

As Tabelas e nos fornecem um valor limiar kg ~ 0.745 satisfazendo J =
(L711,1) = 0em k = kg com J < 0 se k € (0,k0) € J > 0 se k € (ko,1). Portanto, obtemos
n(J)=1sek € (0,kp) e n(J)=0sek € (kg,1). Além disso, utilizando o programa Maple 13, pelo
método de aproximagao de curvas por splines, na Figura tracamos o grafico de J = (£711,1) em
termos de kg € (0, 1) para o caso L = 27, com valores dados na Tabela

L =27 L =20
Ko J Ko J
0.0001 | —0.47290 0.0001 | —16.2331
0.1 —0.47296 0.1 —16.2298
0.3 —0.4643 0.3 —15.9064
0.5 —0.3886 0.5 —13.3279
0.7 —0.0985 0.7 —3.6809
0.739 —0.0024 0.744 —0.070
0.74 0.0001 0.7449 0.0095
0.9 0.4919 0.9 15.7314
0.9999 0.9958 0.9999 | 44.3814

Tabela 1.1: Valores de J para L = 2. Tabela 1.2: Valores de J para L = 20.
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L =250 L =100

Yo} ‘_7 KO ._7
0.0001 | —255.07 0.0001 | —2042.21

0.1 —255.01 0.1 —2041.74

0.3 —249.89 0.3 —2000.67

0.5 —209.40 0.5 —1676.52

0.7 —58.24 0.7 —466.79
0.74521 | —0.0263 0.74528 | —0.1066
0.74523 | 0.0017 0.74529 0.0045

0.9 245.608 0.9 1964.63
0.9999 | 71.1702 0.9999 813.37

Tabela 1.3: Valores de J para L = 50. Tabela 1.4: Valores de J para L = 100.

2

04

Figura 1.3: Gréfico de (£711,1) para L = 27.

Finalmente, resta calcularmos o sinal de detD, a fim de obtermos o nuimero de autovalores
negativos da matriz D. Para o caso (¢, A) = (¢,0), notamos que (L~ 1¢, 1) = —% fOL ¢dr = 0. Se

J # 0, utilizando (1.30)), obtemos

detD = — d/ngde (1.45)
- 2 dC 0 a '

Usando a férmula explicita de ¢ em (|1.41)) e denotando a integral eliptica completa do primeiro

tipo, de modo simplificado, por K := K(k), obtemos que

/L ¢2 _ /L a?cn? (%x, /{) d.
0 o 1 — bsn? (%x, li)
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Considerando a mudanca de varidveis u = 4]{{ x, segue que

L 27 4K 2 (4K 21 K 2 (4K
9 a’L CH(LJJH) _a’L cn(an)
/ o= 1 — bsn? (4£<.CC KZ) K Jo 1—bsn? (4{1{33 m) du. (1.46)
Pela férmula (411.03) em [24] temos que
K en?(u, k) (1 —=0) [1—Ao(B, k)]
/0 1 —bsn?(u, k) du = 2,/b(1 — b)(b— x2) (1.47)
onde
Mo(B, ) = Z[B(s)F(B,5") + K () B(B,s') — K(5)F(8, )
e

B =sin~! ( L ) sin™! L
= Sl = .
VI—b V2 k2 +VE 2+ 1
Aqui, F(B8,k") e E(B,r’) indicam a integral eliptica incompleta do primeiro e segundo tipo,
respectivamente, e o pardmetro ' = /1 — k2 define o médulo complementar eliptico. A funcao

Ao(B, k) é conhecida como fungao Lambda de Heumann.

Logo, substituindo ((1.47)) em , obtemos que

o/ b) [1 - Ae(B.m)

/ d2dx b(b = = 7(k). (1.48)
Em seguida, para todo x € (0,1) temos que

de 16K [K (k' —3k*+2) —2E (k' — & +1)]>0, (1.49)

de L?k(1 — R2)VKY — K2+ 1

onde E := F(k) denota a integral eliptica completa do segundo tipo. Logo,

(1.50)

4 [on ik
dH dk

Usando o programa Maple 13, plotamos o grafico da fungdo 7’ em termos do médulo « € (0,1)

e vemos que 7' é estritamente crescente nesse intervalo (veja a Figura|l.4)). Sendo assim, de (1.49) e

1.50) concluimos que chqﬁH _>0.

Logo para L > 0 ﬁxado e em vista de dc||qb||L2 > 0 e (L45)), obtemos det D < 0 para todo

c > L2 e A ~ 0. Consequentemente, n(D) = 1. Portanto, em vista das consideragoes acima acerca
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Figura 1.4: Graéfico de 7/(k).

das quantidades n(£) e n(J) e pelo Coroldrio [1.2.2] se x € (0, k) obtemos que
Kiam =n(L) —n(J)—n(D)=2-1-1=0

e a onda periédica ¢ é espectralmente estavel e, se k € (Ko, 1), resulta que
Kiam =n(L) —n(J)—n(D)=2-0—-1=1

e, nesse caso, concluimos que a onda ¢ é espectralmente instavel.

Como consequéncia, podemos enunciar o seguinte resultado de estabilidade:

Teorema 1.3.3. Seja L > 0 fixado e definamos J := (£7!'1,1). Para cada ¢ > ‘LLL; a onda ¢ em (|1.41))
é espectralmente estével se J < 0 e espectralmente instdvel se 7 > 0 no espaco energia H, ([0, L])

pelo fluxo periédico da equagao (1.1)) para g = 1.

1.3.2 Ondas Peridodicas Positivas

Agora, o nosso propédsito é obter solugbes ondas periddicas positivas para a equacao focusing
cKdV. Para isso, consideremos L > 0 e 72 > 0 fixados e p > 1 um inteiro arbitrario. Definamos o

seguinte conjunto

L
Yy = {u € H;er,even([ovL]); / wPtdy = 72} .
0

Nosso primeiro propdsito é encontrar um minimizador periédico para o problema de minimizacgao
restrito

42,c = inf -Ac(u)> (151)
Uu€Ys

onde para cada ¢ > 0, A. é definido em ([1.33).
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Lema 1.3.4. Para cada ¢ > 0, o problema de minimizagao (1.51)) tem pelo menos uma solu¢do nao

trivial, isto é, existe ¢ € Y5 satisfazendo

A(¢) = inf Ac(u). (1.52)

u€Ys

Demonstragao. Como ¢ > 0, temos que A. é um funcional suave e limitado em ngr([O, L]) e,

consequentemente, gz . > 0. A existéncia do minimizador periédico ¢ € Hz}er([(), L]) para o problema

de minimizagao restrito (1.51]) ¢ obtida exatamente como na prova do Lema [1.3.1] O

Pelo Lema e pelo Teorema do Multiplicador de Lagrange, resulta que existe uma constante
C5 tal que
— ¢+ cp = CogPt. (1.53)

Notamos que ¢ é nao trivial, uma vez que 72 > 0 e através de um simples argumento de escala
podemos deduzir que o Multiplicador de Lagrange C5 pode ser escolhido como Cy = 1. Adicionalmente,
argumentos de bootstrap garantem que ¢ é uma fungao L-peridédica suave em H ([0, L]), para

per,even

todo n € N, satisfazendo a equagao
— "+ cp— P =0. (1.54)

Nessas condigoes, pela Proposicao obtemos que ker(L£) é simples. Além disso, no préximo
resultado mostramos que o operador linearizado £ em torno da onda ¢ obtida pelo Lema [1.3.4] possui

apenas um autovalor negativo.
Lema 1.3.5. Seja ¢ € H7, ..., ([0, L]) a solugio obtida pelo Lema Entao, n(£) = 1.

Demonstragio. Como ¢ € Hp. ....([0,L]) ¢ um minimizador periédico para o problema de

minimizagao (1.51)) com apenas uma restricao, obtemos que n (£| szeneven) < 1. Por outro lado,

utilizando a equagao ((1.54)), para p > 1 um inteiro temos que

L
___Pp +2

com ¢ par e, consequentemente, n (L',] 12 ) > 1. Portanto, n (£| L2, evm) =1.

per,even

Agora, sabendo que ¢’ € ker(£) é uma fungdo fmpar com dois zeros no intervalo semi-aberto

[0,L), pelo Teorema da Oscilacao em [37] temos que zero é o primeiro autovalor de L] v Jogo
per,o

n <E|L2

per,odd

) = 0. Dessa forma, concluimos que n (£) =n (£|L§, ) +n (E|L2 dd) =1. O
er,even per,o
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A solugao de onda periddica obtida pelo problema de minimizacao ((1.52)) no caso p = 4 é uma

solugao positiva do tipo dnoidal e pode ser determinada explicitamente (veja [14]) como

adn (QKL(”) x, /<;>

o(x) = , (1.55)
\/1 — bsn? <2KL(F”)9U, /1)
onde os parametros a, b e ¢ dependem suavemente do médulo k € (0, 1) e sao dados por
2 _ _ 2 4\1/2 27211/4
CLZ[4(2/£ 1+2(1 — k" +K*)/*)K(Kk)*L?] 7 (1.56)
L
b=1—-r*— VKt — K2+ 1 (1.57)
e
4K (k)*VKY — K2 + 1
o RV Z R+ (1.58)

L2
Além disso, na Figura[l.5 as solugoes periddicas do tipo dnoidal (1.55) da equacao (1.54)) sujeitas
& certas condigoes iniciais estao representadas pelas érbitas em vermelho ao lado direito do plano (¢, ¢).

As orbitas em vermelho ao lado esquerdo representam as solugoes dnoidas com sinal negativo.

B e A i Y
B e e e
B i e P Y
fﬂﬁ&‘\g\a‘\sﬁa—?»w»ﬂﬂ/—-ﬂ\a\
i S L P o LU W
f T g T R e P T T g, \q

P UG N R
B N N
o e e e T S T A A A A

Figura 1.5: Plano de fase da equacao (1.54)) com ¢ = 1.

Em vista das consideragoes acima, para ¢ solucao de com ¢ > 0 e o Unico ponto
correspondente (cp,0) no regime de parametros, temos que n(L, ) = 1 e ker(L,0) = [¢']
Portanto, pelo Teorema e Observacao obtemos que 6 # 0 para todo (¢, A) € P. Por
consequéncia, a solucdo ¢ de satisfaz n(L) = 1 e ker(£) = [¢/] para todo (¢, A) no regime

de parametros e pelo Teorema garantimos a existéncia de uma superficie suave (¢, A) € O —
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B(c,4) € Hper even([0, L]), n € N, de ondas periédicas pares, todas com o mesmo perfodo L > 0.

Tabela 1.5: Valores de J e det D para L = 27.

L =27 L=20

Ko J det D Ko J det D

0.1 5.4972 | —0.2692 0.1 177.272 | —2.7286

0.3 5.4932 | —0.2690 0.3 177.167 | —2.7257

0.5 5.4568 | —0.2669 0.5 175.993 | —2.7046

0.7 5.2936 | —0.2573 0.7 170.729 | —2.6074

0.9 4.6183 | —0.2148 0.9 148.949 | —2.1768
0.9999 | 1.4287 | —0.0269 0.9999 | 46.0816 | —0.2772

Tabela 1.6: Valores de J e det D para L = 20.

L =250 L =100

Ko J det D Ko J det D

0.1 2770.18 | —17.0531 0.1 22159.9 | —68.2148

0.3 2768.24 | —17.0361 0.3 22145.9 | —68.1444

0.5 2749.89 | —16.9039 0.5 21999.1 | —67.6155

0.7 2667.64 | —16.2963 0.7 21341.1 | —65.1854

0.9 2327.33 | —13.6055 0.9 18618.7 | —54.4218
0.9999 | 720.16 | —1.7242 0.9999 | 5761.48 | —6.8758

Tabela 1.7: Valores de J e det D para L = 50. Tabela 1.8: Valores de J e det D para L = 100.

Figura 1.6: Gréfico de (£711,1) para L = 27.

Utilizando o programa matemaéatico Maple 13 e o método de aproximagao por splines, podemos
plotar o comportamento de J = (£~'1,1) em termos do médulo xg € (0,1) para o caso L = 27 (veja

a Figura .
Consideremos L > 0 fixado. De acordo com as Tabelas e [I.8] obtemos J > 0 e
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det D < 0 para todo x € (0,1). Dessa forma, para todo x € (0,1) temos que
KHam:n(ﬁ)_n(j)_n(D):1—0—1:0

Portanto, pelo Corolério[T.2.2] obtemos a estabilidade espectral da onda periédica ¢ em uma vizinhanga

aberta de (¢,0) onde ¢ > Z—i . Mais especificamente, temos o seguinte resultado de estabilidade:

Teorema 1.3.6. Seja L > 0 fixado. Para cada ¢ > T L27 a onda ¢ em é espectralmente estavel no

espaco energia H'. ([0, L]) pelo fluxo periédico da equacio (1.1)) para 8 = 1.

per

Observacgao 1.3.7. Vale ressaltar que a estabilidade espectral ndo implica na estabilidade orbital
conforme relatado em [27], uma vez que o problema de Cauchy associado & equacao (1.1) nao é
globalmente bem colocado no espago energia Hper([O, L]). De certa forma, estamos em conformidade
com os argumentos contidos em [14], onde para valores especificos de x em um intervalo aberto contido

m (0,1) (consequentemente de ¢ por ([1.58))), temos a instabilidade de ¢ em ([1.55)) utilizando uma

adaptagao dos argumentos em [19].

Observagao 1.3.8. Outro fato importante que notamos é que para L = 27w, det D converge para 0
quando x — 1~ (em nossas tabelas, esse fato também ocorre para diferentes valores de L quando
consideramos x perto de 1). Assim, recuperamos a propriedade < T f Q?%dz = 0, onde Q é o perfil

secante hiperbdlico para a equagao critica KAV com velocidade de onda ¢ > 0.

Observagao 1.3.9. As ondas do tipo do tipo cnoidal em ([1.41)) e dnoidal em ([1.55]) que sdo solugoes da
equacao (|1.1)) sdo unicas para cada ¢ (em seu respectivo intervalo de definigao) e L > 0 fixados. De

fato, é sabido da teoria de EDO e uma andlise através do plano de fase que a aplicacao periodo

2
_2/
m \/ +c¢2+2B

é estritamente monotonica, onde 7; e 12 denotam, respectivamente, os valores de minimo e méaximo
da funcao ¢ e B é uma constante de integracao nao nula oriunda da forma da quadratura de ([1.55))
dada por

(¢")? | cp®  ¢°

L _2 yB=u. 1.
sty g tB=0 (1.59)

Temos que P : (0, B.) — I; para o caso da solugao do tipo cnoidal e P : (BC, 0) — I» para a solugao
do tipo dnoidal. Aqui, B, e B. sao os respectivos valores maximais e minimais de B onde a equacio
(1.59) possui solugoes periddicas e I; sao intervalos ilimitados contidos em (0, +o00). Como ¢ sabido

que P(B) — oo quando B — 0 em qualquer um dos casos, temos que P é uma aplicagdo bijetiva em
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cada um de seus intevalos de defini¢ao e, portanto, para cada L > 0 fixado existe um tnico By tal que
P(By) = L. Considerando z = 0 em , obtemos um tnico ¢(0) = a(.,p,) > 0 para cada caso e
cada ¢ fixado. Como ¢'(0) = 0, temos pela teoria classica de EDO que ¢ do tipo cnoidal ou do tipo
dnoidal é tnica. Desta forma, sendo as solugoes do tipo cnoidal em e dnoidal em Unicas,
temos que cada uma delas resolve o respectivo problema de minimizacao no intervalo de ¢ que cada

uma estd definida.

1.4 Equacao Critica KdV - Caso Defocusing

Nosso propdsito agora é estudar a existéncia e estabilidade orbital de ondas periédicas impares
para a equagao defocusing critica KdV, onde = —1 em (|1.1]). Nesse caso especifico, consideraremos

que a onda periddica ¢ satisfaz (1.3) para f(s) = —%, ou seja,
/1 1 5
— ¢ +co+ 20"+ A=0. (1.60)

Mais ainda, como estamos interessados em solugoes ondas periédicas impares, obtemos de (|1.60) que
A = 0 para todos os valores de ¢ < 0.
A equagao defocusing critica KdV admite, formalmente, as seguintes quantidades conservadas

E(u) = 1/0L (u'2 + %u(%)dx (1.61)

L
F(u) = 2/0 ulda. (1.62)

As quantidades dadas em e nos permitem considerar o funcional de Lyapunov
G(u) = E(u) + cF(u) (1.63)
e o operador linearizado em torno de ¢ dado pela segunda derivada de Fréchet de G como
L:=G"(¢) = 0%+ c+ ¢ (1.64)

Consideremos L > 0 fixado. Nossa estratégia serd construir solugbes que surgem como um
minimizador periédico da energia E com momento F' fixado, a fim de obtermos boas propriedades
espectrais para o operador linearizado £. De fato, solugoes ondas peridédicas impares obtidas pelo
nosso problema de minimizacao nos fornece apenas um autovalor negativo associado ao operador o

qual é simples.
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Para « > 0, definamos o seguinte conjunto

L
1 2
Y, = {u € Hp.,([0, L]); /0 u“dr = ’y} .
Procuraremos por um minimizador periédico para o problema de minimizagao restrito

= inf £ 1.65
m= inf B(u) (1.65)

onde E é definido em (T.61)). Observemos que F é um funcional suave em H', ([0, L]) e como ¢ < 0

per

obtemos, utilizando a equacao (|1.60f), que
1 f 1 c [F
@) =3 [ 0+ oo =5 [ ae

e, consequentemente, m > 0.

Lema 1.4.1. O problema de minimizagao (|1.65]) tem pelo menos uma solugao nao trivial, ou seja, existe

¢ € Y, satisfazendo

E(¢) = uiéllf/; E(u). (1.66)

Demonstragao. Como m > 0 e E é um funcional suave, podemos considerar uma sequéncia

minimizante para ((1.65]), ou seja, uma sequéncia em Y, satisfazendo

E(u,) — inf E(u) =m, quando n — oo.
u€Yy

Agora, notemos que {u,} ¢ uma sequéncia limitada em H,.([0, L]), pois

1o, 1
0 < Sllunlliz, + 3 lluallzz, < Elun) + (1.67)

DO [2

Assim, a menos de subsequéncia, existe ¢ € H' ([0,L]) tal que u, — ¢ em H} ([0, L]), quando

per per

n — oo. Agora, como o espago energia H,, ([0, L]) estd compactamente imerso em Lger([(), L]), temos

que

2

up, — ¢ em L. ([0, L]), quando n — oo,

donde, fOL d*dr = 7.

Além disso, pela semicontinuidade inferior fraca de E, concluimos que

E(¢) < liminf E(u,) = m.

n—o0
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Portanto, obtemos que ¢ é o minimizador periédico desejado. O

Pelo Lema[1.4.1]e pelo Teorema do Multiplicador de Lagrange resulta que existe uma constante
nao nula C tal que

—¢" + é¢5 = Co. (1.68)

Observemos que ¢ é nao trivial pois v > 0. Multiplicando a equacao por ¢ e integrando o
resultado sobre [0, L], podemos concluir que o multiplicador de Lagrange C satisfaz C' := —c¢ > 0.
Dessa forma, pela equagao e utilizando argumentos de bootstrap, obtemos que ¢ é uma funcao
suave dependendo de x € [0,L]. Agora, consideremos L > 0 fixado como anteriormente. Como o
problema de minimizacao pode ser resolvido para qualquer que seja v > 0, por [33, Capitulo
I, Teorema 3.3] obtemos que ¢ pode ser considerada uma funcao suave impar dependendo de ¢ < ¢y,
para algum ¢y := ¢o(L) < 0.

Em vista das consideracoes acima, garantimos a existéncia de uma vizinhancga aberta conveniente

do ponto ¢; < ¢y, denotada por I, e uma curva suave ¢ € I — ¢. € H. ([0, L]), n € N, satisfazendo a

per
equacao

1
— ¢! + coo + g@i)i = 0. (1.69)

Além disso, a Figura apresenta o plano de fase relacionado a equacgao (|1.69)) e nos fornece que ¢,
¢é impar para todo ¢ € I. De fato, cada curva em azul, simétrica em relagao a origem, representa uma

solugao periddica impar ¢, de (1.69)), sujeita a uma certa condigao inicial (¢(0), ¢'(0)).
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Figura 1.7: Plano de fase da equacao (1.69)) com ¢ = —1.

Observagao 1.4.2. solugdes ondas periddicas explicitas para a equacao (1.69) (e representadas pelas
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orbitas em azul na Figura[l.7) dependem da funcao eliptica de Jacobi do tipo snoidal e sao dadas por

asn (4KL('€) z, n)

\/1 — bsn? <4KL(K)35, /4;) |

onde a e b sdo funcoes dependendo apenas do médulo « € (0,1). A vantagem da nossa abordagem

o(x) = (1.70)

é que ela nao requer esse conhecimento explicito da solucao ¢. O fato da onda periddica ser obtida

através do problema de minimizagao ([1.65]) serda determinante para o nosso estudo de estabilidade.

No que segue, para simplificarmos a notagao, denotemos ¢ := ¢, ¢ € I. Por (1.64) e (1.69),

temos que

L= %&, L (jc¢> = —. (1.71)

No proximo resultado mostramos que o nticleo do operador £ em (1.64)) é simples e gerado por
¢
Proposigao 1.4.3. Consideremos a curva suave de solugoes periédicas impares ¢ € I — ¢ € H,., ([0, L]),
n € N, para a equagao (1.69), todas com periodo fixado L > 0 e obtidas pelo Lema (|1.4.1)). Entao,
ker(L) = [¢'].
Demonstracdo. A demonstracdo segue as mesmas ideias da Proposicao Nesse caso, como ¢’ é

uma fungao par, argumentos em [50] nos permitem considerar § uma fungao impar, onde {¢', 7} é o

conjunto fundamental de solugoes associado a equagao Ly = 0. O

O préximo resultado nos traz o comportamento acerca do espectro negativo do operador

linearizado £ e da positividade da matriz hessiana associada.

Proposicao 1.4.4. Seja ¢ a solugao periddica obtida pelo Lema [I.4.1] O operador linearizador £ =
—02 + ¢ + ¢* em torno de ¢ possui um tnico autovalor negativo o qual é simples. Além disso, temos

que %Hgf)”%%er > ( para todo ¢ € I.

Demonstragdo. Em vista de ((1.65]), como ¢ minimiza localmente E e, consequentemente, o funcional
G sujeito a Y, temos que

.c}{w > 0. (1.72)

Logo, obtemos que n (E‘{fb}l) =0.
Pela segunda igualdade em (1.71)), podemos definir

1d
P:=(LT'¢,¢) = —5%’@”%2

per
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Por [43, Teorema 5.3.2] (veja também [61, Teorema 4.1]), temos a seguinte identidade

n (€]gy2) = (L) = n(P) = =(P)

onde n(P) e z(P) denotam, respetivamente, o nimero de autovalores negativos e zeros de P. Assim,
segue que

n(L) = (1.73)
07 se %HQSH%%ET < 07

1ose ol >0

No entanto, o caso J CHng < 0 nao pode ser considerado, pois ¢’ nao é uma autofuncao com
um tnico sinal no intervalo [0, L].

Em seguida, mostraremos que 7 CH¢H > 0, para todo ¢ € I. Para esse fim, é suficiente
provarmos que dc|]¢|| » # 0, para todo ¢ € I . Com efeito, derivando a equacao com relacao a

¢ € I e multiplicando o resultado por ¢, obtemos
d ,, d 4 d
— — — —¢ =0. 1.74
b0+ b+ o+ 0 (1.74)
Integrando a expressao ((1.74]) sobre o intervalo [0, L] e utilizando integragao por partes, segue que

d L L
- 0( )2da +/ ¢2dx+/ qdex—l—f /¢6d:1::0. (1.75)

Agora, multiplicando a equacao ((1.69) por ¢, integrando o resultado sobre o intervalo [0, L] e

novamente, utilizando integragao por partes, obtemos

L L 1 L
/0 &?dx + c/o P>dx + 5/0 #Odz = 0. (1.76)

Derivando ([1.76)) com rela¢ao a ¢ e combinando o resultado com ([1.75]), resulta que

15dc/ POdr = — / P*da. (1.77)

Por outro lado, multiplicando a equacao (1.69) por ¢’ e integrando o resultado sobre [0,z),

€ [0, L] deduzimos a forma de quadratura

Ly ¢co 1
_ 2 ¢ = B 1.
2(;5 +2¢ —1—30(;5 + 0, (1.78)
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onde B é uma constante de integracao nao nula. Integrando (1.78)) sobre [0,L] e combinando o
resultado final com (|1.76]), obtemos

L L
2
c/ p2dx + / ¢%dx + BL = 0. (1.79)
0 15 Jo
Derivando ([1.79) com relagdo a ¢ e usando (1.77)), resulta que
c/ P*dr = —L— (1.80)

Afirmamos que % = 0 para todo ¢ € I e o resultado estard provado. De fato, deduziremos a
seguir, uma férmula mais conveniente para Cfi—]f. Utilizando a expressao 1D e o fato de ¢ ser impar,
temos que B = %QS’Q(O). Logo,

— = ¢'(0)n/(0), 1.81
=00 0) (181)
onde 1 := %gb e ¢'(0) #0.

A fim de estabelecermos uma expressao para 7(0), seja § uma solu¢ao nao-periédica da equagao

de Hill
Ly=—7"+cy+¢*y=0. (1.82)

Multiplicando a equagao (1.82)) por 7, integrando o resultado sobre [0, L] e realizando uma integragao

por partes, resulta que

L
—n(L)y (L) +n(0)y'(0) + /0 [y + eng + ¢*ny] dz = 0.

Realizando, novamente, uma integracao por partes e tendo em vista que 7 é uma funcao periédica

impar, obtemos

L
' (L)g(L) —n'(0)5(0) + /0 [—n" 4+ en+ ¢4n] ydx = 0.

Dessa forma, o fato de £Ln = —¢, § ser uma funcao nao-periddica fmpar e 7'(0) = n’(L) implica que
L
= / oydz. (1.83)
0
Pela igualdade ((1.11]), obtemos de ((1.83)) que
L
'(0) = / dydz. (1.84)
0

Por outro lado, multiplicando a equagao ((1.82)) por ¢, integrando o resultado sobre [0, L] e
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utilizando a primeira igualdade em ((1.71]), concluimos, procedendo similarmente como acima, que

4 L
0¢'(0)% = —5/0 ¢ yda. (1.85)

Suponhamos que 7/(0) = 0 em um certo ponto ¢ € I. Como W(¢',7) = 1 (veja a Proposigao [1.4.3),

temos que

L 9 L
L= —25/ pyds — / #Oyda. (1.86)
0 5 Jo

Combinando os resultados em ((1.84)), (1.85)) e (1.86]), obtemos

L= ~¢'(0)% (1.87)

A identidade (1.87)) nos garante que 6 > 0 e pelo Teorema concluimos que o operador £ tem

pelo menos dois autovalores negativos, contradizendo (1.73)). Portanto, 7'(0) # 0 para todo ¢ € I e

de ([1.81)) obtemos que %B # 0. Consequentemente, %||¢||%2 > 0 e de (1.73)) resulta que n(L) =1,
per

como queriamos. ]
Finalmente, podemos provar o nosso resultado de estabilidade orbital.

Teorema 1.4.5. A solucao periédica ¢ obtida pelo Lema [I.4.1] é orbitalmente estavel no espaco energia

HL ([0, L]) pelo fluxo periédico da equagdo decofusing cKdV em (T.1]) para 8 = —1, no sentido da

per

Defini¢ao

Demonstragao. Pela Proposigao obtemos ker(L) = [¢'] e pela Proposi¢ao estabelecemos que
4142, >0en(L)=1. Portanto, aplicando diretamente o Teorema 4.2 contido em [4], obtemos a
per

estabilidade orbital da onda periédica ¢. O

Observagao 1.4.6. Notemos que de ((1.21]), obtemos

detD = —§<E 1L, 1>%H¢||L2

per

Como |[¢[|2, > 0, temos necessariamente (£711,1) > 0. De fato, suponhamos que (£~*1,1) < 0.
per
Se (£7'1,1) < 0, entdao n(D) = 2, uma vez que P = (L '¢,¢) < 0. Além disso, z(D) = 0 e como

n(L) = 1, pela férmula do indice obtemos

n (Lywp) —n(L) —n(D) - 2(D)=1-2—0=—1.

Vamos supor agora que (£~ 1,1) = 0. Como (£L™1¢,¢) < 0e (L71¢,1) = 0, temos que n(D) = 2(D) =
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1 donde n (£| {w}l) =1—-1—-—1= —1. Em qualquer caso, obtemos uma contradi¢ao e portanto,
(£711,1) > 0.

Desta forma, obtemos n(D) = 1 e z(D) = 0. Logo, n (E\{W}L) =1—-1—-0=0eaonda¢
dada por e obtida pelo Lema ¢é espectralmente estavel.

1.5 Equacao de Gardner

Agora, apresentaremos um estudo da estabilidade espectral para a equagao de Gardner na forma
geral

up + al(u2)x + ag(u?’)x + Ugze = 0, (1.88)

onde a; e as sdo constantes nao negativas satisfazendo o3 + a3 # 0.

Quando as = 0, a equagao torna-se a bem conhecida equacao KdV e quando a; = 0 a
mesma equacao nos fornece a equacao modificada KdV. Resultados de estabilidade orbital/espectral
de ondas periédicas em ambos os casos foram discutidos em [12], [14], [27] e em suas referéncias.

Seja L > 0 fixado e consideremos «; = ag = 1. solugoes ondas peridédicas ¢ para essa equacao
podem ser determinadas na forma explicita como

é(z) = —% + ben (4KL(”)x, /-c) : (1.89)

onde b, ¢ e A sdo parametros dependendo suavemente de x € (0, 1) dados por

42K (k)

b= ——F——, (1.90)

1 16K(k)*(1 — 2k?)
c=—3- = : (1.91)
AL N 144K (k)%(1 — 2K2) (1.92)

27 2712

No que segue, definamos ¢(z) = %—i—qﬁ(w) = ben <4KL(”)JU, Ii). Notemos que ¢ soluciona a equacao

1

ou seja, o é uma onda periédica com perfil cnoidal para a equacio modificada KdV, com f(s) = s3 e

velocidade de onda correspondente w := ¢+ % e A=0em (1.4). Observemos que ¢ ¢é tnica usando a
mesma a argumentacao da Observacao [1.3.9

A solugao de onda peridédica ¢ da equagado modificada KAV possui a propriedade de média zero
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e é obtida a partir do problema de minimizagao restrito dado em , porém agora considerando
a velocidade w definida acima. Mais especificamente, ¢ é um minimizador periédico de , para
todo ¢ > — (%—i—%)

Seja L, o operador linearizado em torno da onda ¢ para a equagao com f(s) = s>. De
maneira relevante, temos que

1
ﬁwz—8§+c+§—3<p2:—6§+c—2¢—3¢>2:£,

onde L é o operador linearizado em torno da onda ¢ para a equacao de Gardner . Como
Y € H;er’odd([O,L]) minimiza o problema de minimizacao e (Lop, @) = _QHSDH%’?;eT,odd < 0,
utilizando o Lema obtemos que n(L) = n(L,) = 2. Além disso, pela Proposi¢ao[1.2.4] obtemos
que ker(L) = ker(L,) = [¢/].

Por outro lado, como L, = L observamos que (E;ll, 1) = (£7'1,1). Adicionalmente, obtemos
de modo similar ao que foi determinado em [12] e [27] que (£711,1) < 0 para x € (0,k¢) e (L711,1) > 0
para k € (ko, 1), onde ko ~ 0.909.

Agora, resta calcularmos o determinante da matriz D em (1.19) nesse caso especifico.

Primeiramente, notemos que

L L 2b (L 4K L 4K
/ Hdr == — — cn (H)a:, K| dx + bQ/ cn? ﬂx, k| dx. (1.94)
0 9 3 J, L 0 L

O termo do meio do lado direito de ((1.94]) possui média zero, pois

/OL en (‘”(L("””)x H> dr = QKL(R) /OZK en(u, &) du = 0. (1.95)

Ademais, o ultimo termo em ([1.94)) contendo a poténcia quadratica pode ser simplificado como

E(AKG) N D[S o LB~ (1 kKR
/0 cn < T x,&)d:c—K(K)/o (u, k) du = 2K () . (1.96)

Combinando os argumentos contidos em ((1.90)), (1.94)), (1.95) e (1.96]), concluimos que

[ i = Ly REWIDE) () (Lo
0 9 L

. L .
Com interesse em calcularmos % fo ¢*dz, observamos primeiro que para todo x € (0,1) vale

que
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C K — /{2 KR) — —KZ2 K
e LU (L8

Dessa maneira, podemos obter uma expressao conveniente para - fo ¢%dx utilizando a regra da cadeia

como

de / ¢*de / ¢2d$. (1.99)

d/@
Por (1.97)), obtemos para todo € (0,1) que
d [ o 32((1 - w)K(K)(2E(k) — K(k)) — E(r)’]
cm/ $dz = — =L > 0. (1.100)

Finalmente, por ((1.100)) e (1.98) deduzimos que

d/{

Agora estamos em posicao de calcularmos det D. Ja determinamos que <£;11, 1) = (£711,1).
De modo andlogo, como ¢ tem média zero, segue que (L Lo 1) = (£71p,1) = —ifOL ¢dx = 0.
Adicionalmente, um célculo simples nos fornece (£, Yo, o) = (L71g, ¢) = —55 fo ¢*dx. Logo, para

K # ko ~ 0.909 obtemos de (1.101f) que det D é dado por
detD——/ P*dx < 0.

Aplicando o Corolério deduzimos a estabilidade espectral da onda periédica ¢ quando k € (0, Kg)
e a instabilidade espectral quando k € (kg, 1).

Portanto, temos o seguinte resultado de estabilidade:

Teorema 1.5.1. Seja L > 0 fixado e definamos J := (£L7!1,1). Para cada ¢ > — (4]%2 + l), a onda ¢
dada em ([1.89) é espectralmente estavel se J < 0 e espectralmente instdvel se J > 0 em H;er([O, L])
pelo fluxo periédico da equagao ([1.88]) com a1 = ag = 1.



CAPITULO

Estabilidade de Ondas periddicas para a
Equacao Quintica BBM

Neste capitulo dedicaremos o nosso estudo a estabilidade espectral de solucoes ondas viajantes

periddicas para a equacao focusing quintica BBM
Uy + Uy + utug — Uggr = 0, (2.1)

a qual surge como uma versao regularizada da equagao focusing critica KdV (8 = 1 na equacao (1.1))).

Buscaremos por ondas periédicas que resolvem a equacao
/1 1 5
— ¢ +(c—1)¢—5¢> +A=0. (2.2)

e assumiremos a constante de integracao A igual a zero para todo ¢, a fim de obtermos ondas periédicas
simétricas com propriedade de média zero.

A equagao (2.1) admite, formalmente, as seguintes quantidades conservadas que representam a

energia
E(u) 1/L 2 16d (2.3)
u) = — us— —u T .
2 Jo 15 ’
0 momento
1 L
P(u) = 2/ u'? 4 uldx (2.4)
0

58
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€ a massa

L
M(u):/o udz. (2.5)

Tais quantidades conservadas nos permitem definir e estudar o funcional conservado
G(u) = E(u) + (¢ — 1)P(u), (2.6)

o qual satisfaz G'(¢) = 0, ou seja, ¢ é um ponto critico do funcional G. Além disso, podemos definir

a partir de ([2.6)), o operador linearizado em torno de ¢ dado por

L:=G"(¢p)=—cO?+c—1—¢" (2.7)

2

Notemos que £ é um operador autoadjunto definido em L2 ([0, L]) com dominio denso HZ,,.([0, L]).

Observacao 2.0.1. Vale mencionar que o problema de Cauchy associado a equagao quintica BBM possui
boa colocacao no espago energia ngr([O,L]). Esse fato pode ser verificado utilizando argumentos

similares aos utilizados em [1], onde um resultado de boa colocagao para a equacao gBBM, com

M = —-0? em ([B), considerada em dominios ilimitados foi determinado.

L2
e ay mostraremos que

Sejam L > 0 e p > 0 fixados. No proximo lema, para cada ¢ >
a onda periddica ¢ para a equacao quintica BBM é determinada a partir do seguinte problema de
minimizacao:
1

L
gc = inf Be(u), Be(u)= / cu’? + (¢ — 1)u’dz, (2.8)
ucYy, 2 0

onde Y}, é o conjunto vinculo dado por

L
Y# = {u € H]%er,odd([()?L]) : / ubdx = ,u} .
0

Lema 2.0.2. Para cada L > 0 fixado, seja ¢ > ﬁ. Entao, o problema de minimizacao (2.8)) tem

pelo menos uma solugao nao trivial, isto ¢, existe ¢ € Y, satisfazendo

Bo(¢) = inf Be(u). (2.9)

ucYy,

Demonstragao. Notemos que B. é um funcional suave, limitado e equivalente a norma em

H;er’ odd([0, L]). De fato, pela desigualdade de Poincaré-Wirtinger, como em ([1.34)), temos que

4dr2c c—1
> (g7 + 70 Iy,

212 2
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e pela desigualdade de Garding, para cada ¢ > existe uma constante positiva Cy tal que

4 2-|-L2

B.(u) > Collull7n . (2.10)

per,odd

Por outro lado, novamente utilizando a desigualdade de Poincaré-Wirtinger, segue que

c L?
Bt < (54 e~ D ) Il < Ciluly (211)

per,odd

para cada ¢ > onde C; é uma constante positiva.

A 2+L27

Consequentemente, ¢. > 0 e podemos considerar {u,} como uma sequéncia minimizante para o

problema de minimizacao, ou seja, uma sequéncia em Y, satisfazendo

Bc(up) — inf B.(u), quando n — oo.
u€Yy,

Além disso, pelas desigualdades (2.10) e (2.11), obtemos que {u,} é uma sequéncia limitada

em Hperodd([O,L]). Logo, a menos de subsequéncia, existe ¢ € H!

perodd([O,L]) tal que u, —

¢ em H! per0da([0, L]), quando n — oo,

Adicionalmente, como o espaco energia H} ([0,L]) estd compactamente imerso em

per,odd

LG

ver. vda(10, L]), existe uma constante positiva C' tal que para todo ¢ € H

per odg t€MOS que

lelle, ., <Clél, (2.12)
e U, — ¢ em LPeT vaa(10, L]), quando n — oo.
A fim de simplificarmos a notagao, denotemos por || - | a norma em Lper vda(10, L]). Usando a
estimativa
L L
| b=t < [Tl - s
< (llunl P + [l 1 + [l P[>+

+ Nunal PP+ llunllllo]* + 11611°) [Jun — ¢l

obtemos que ¢ satisfaz a restricao, isto é, fOL ¢%dr = p. Além disso, em vista de (2.12)), temos que
qc > 0.
Pela semicontinuidade inferior fraca do funcional B. concluimos que

B.(¢) < liminf B.(uy) = gc.

n—o0
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Como ¢ € Y, também temos que B. > q. e, consequentemente, B. = g.. Portanto, ¢ é o minimizador

periédico do problema de minimizacao ([2.8)). O

Pelo Lema ([2.0.2)) e pelo Teorema do Multiplicador de Lagrange existe uma constante nao nula
C tal que
—cd" + (c—1)p = Co°. (2.13)

Notemos que ¢ ¢é nao trivial, uma vez que ¢ € Y,,. Além disso, um simples argumento de escala

nos permite escolher C = % Dessa forma, ¢ satisfaz a equagao
/1 1 5
—cod —i—(c—l)(;ﬁ—g(b = 0. (2.14)

Mais ainda, utilizando argumentos de bootstrap (veja [26, Proposicao 3.1]) obtemos que ¢ é uma
funcao suave satisfazendo a equacao ([2.14]).
Uma familia explicita de solugoes ondas viajantes de (2.1) com a propriedade de média zero,

obtida pelo Lema ¢ dada unicamente (ver Observacao [1.3.9) por

acn (%x, Iﬁ?)

P(x) = )
) \/1 — bsn? (%x,/@)

(2.15)

onde o periodo L > 0 é fixado. Aqui, os parametros a, b e ¢ dependem suavemente do médulo k € (0,1)

e sao dados por
1 1
572VK (2 — k2 4+ 2VKkE — K2 + 1)1
a =
(—16K2V/kT — k2 + 1 + L)1

(2.16)

b=r?>—1— VKt — K241 (2.17)

¢ 2
c= 16K2\//§4L7/<;2+1 I (2.18)
para todo x € (0, 1).
Para obtermos solucdes reais ¢, precisamos assumir que a funcdo q(k, L) := —16K2(k* — k? +

1)% + L? presente no denominador de a e ¢ em |i e 1) é uma funcgao positiva em termos do par
(k, L). Para L > 0 fixado, como x € (0,1) — 16 K?(k* — k? + 1)% é uma funcao estritamente crescente

em termos de k € (0, 1), garantimos a existéncia de um unico k£, € (0, 1), tal que

L% > 16K2(k* — k% + 1)2, (2.19)
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para todo x € (0,Kr).
Nas tabelas abaixo, calculamos alguns valores de 6 e 7 em termos de kg € (0, k1) para periodos
fixados. Para a quantidade 6, inicialmente determinamos a solugao associada ao problema de valor

inicial dado por
—cj’ +(c—1-¢"g=0

N |
50) = — ko (2.20)
y'(0) =0.

Logo, como {¢, 7} é um conjunto fundamental de solucdes da equacio Ly = —cg” + (c— 1)y —g¢* = 0,

podemos utilizar a relacao ([1.14)) e obtermos 6 para cada ko € (0, k7).

Em seguida, utilizando a solugao § obtida em ([2.20) e o problema de valor inicial dado por

—ch + (c—1—¢YYh =1
h0) = gy Jo w(w)da (2.21)
R'(0) =0

obtemos valores de J = (£7'1,1) em termos de kg € (0,xz). A condigdo inicial h(0) é obtida

multiplicando a equacao em (2.21)) por § e realizando duas integracoes por partes.

Observacao 2.0.3. Observemos que a solucao obtida pelo Lema é uma funcao fmpar e
como a equagao (2.2)) é invariante por translagoes, podemos considerar a solugao como sendo
par. Consequentemente, obtemos que ¢’ é uma funcao fmpar, logo faz sentido obtermos a constante
0 pela relacao . Notemos ainda que para obtermos numericamente valores de J procedemos de

modo similar como no caso da equagao gKdV, onde consideramos o segundo problema de valor inicial

dado em (|1.28]).

L=A4n L=12n

Ko 0 j aYs) 0 j

0.0001 | 32.4462 | 6.2831 0.0001 | 2992.27 | 219.912
0.1 33.1635 | 6.2656 0.1 2997.96 | 219.861
0.3 38.4699 | 6.1339 0.3 3040.98 | 219.669
0.5 47.4396 | 5.9109 0.5 3119.07 | 220.584
0.7 60.6126 | 5.5889 0.7 3252.49 | 224.979
0.9 107.2917 | 4.1208 0.9 3817.49 | 219.297

0.9999 0¢R J¢R 0.9999 | 170176.95 | 49.4981

Tabela 2.1: Valores de 6 e J para L = 4x Tabela 2.2: Valores de 6 e J para L = 127.

Na Tabela observemos que para kg = 0.9999 os valores de 6 e J sdo numeros complexos,

uma vez que a desigualdade (2.19) nao é satisfeita para esse valor do médulo eliptico. Além disso,
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utilizando o programa Maple 13, pelo método de aproximacao de curvas por splines, na Figura (2.1

plotamos o gréfico de J = (£7'1,1) em termos de xg € (0, k) para o caso L = 4.

Figura 2.1: Gréfico de (£7'1,1) para L = 4.

Sabendo que ¢’ é uma autofuncao associada ao autovalor zero que possui exatamente dois zeros
no intervalo semi-aberto [0, L), pelo Teorema e Tabelas|2.1|e temos que o operador linearizado
L satisfaz in(L) = (2,1) para todo k € (0,xr). Em outros termos, temos que o nicleo do operador £

é simples e gerado por ¢’ e n(L) = 2.

Observagao 2.0.4. Notemos que n(L) = 2 pode ser obtido através de um resultado andlogo ao Lema
(1.3:2), em vista de ¢ € H;en oda(10, L]) ser uma solugao obtida pelo Lema Além disso, nao é
possivel seguirmos argumentos similares aos da Proposicao (veja também Proposigao para
concluirmos o nicleo do operador simples. Por esse motivo, obtemos numericamente alguns valores de
f e aplicamos o Teorema Como consequéncia do Teorema, também obtemos a quantidade

de autovalores negativos do operador L.

Notemos agora que, utilizando a equagao (2.14]), obtemos a seguinte igualdade
c(-Lp) =o-o" (2:22)
7 . .

Como L é o operador Hessiano associado ao funcional de Lyapunov G dado em (2.6)), a

estabilidade espectral da onda periddica ¢ ocorrera se n (E] {17¢_¢//}L) = 0, ou seja, se
E‘{L(b_(z)//}i 2 O (223)

Por outro lado, a onda periddica ¢ seréd espectralmente instavel se n (£| {Ld,,(ﬁ//}i) =1.
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Por [43 Teorema 5.3.2], consideremos a seguinte matriz simétrica 2 x 2 relacionada as restrigoes

em
(LMo —9¢")0—0")  (LTHo—¢"),1)
N = (2.24)
(Lo —¢"),1) (£711,1)
Em vista de , podemos calcular as seguintes entradas da matriz N:
6= d0— 0 = (~2.0- ) =1L [ @)+ g
’ de"’ 2dc [,
e
d d [*
—1—”1:—1:—/d:.
o= = (o) =4 [ ear=o0
Consequentemente, o determinante de N/ é dado por
_1 d
det ' = —(£7'1,1) - P(e), (2.25)

onde P(c) = %H(ﬁH%&” =3 fOL(qb’ )2 + ¢2dx representa o momento dado em (2.4) avaliado na onda

periddica ¢.

Denotemos por ng e zg o niimero de autovalores negativos e zeros da matriz NV, respectivamente

Por [43, Teorema 5.3.2], temos a seguinte identidade

n <£’{1,¢7¢//}L> =n(L) — no — 2. (2.26)

No que segue, mostraremos que %P(c) > 0 em (2.25)). De fato, como a solucao (2.15) difere

apenas em relagao aos parametros a e ¢ da solugao ([1.41]) no caso da equagao focusing cKdV, podemos

calcular fOL ¢*dr de modo similar. De fato, utilizando (1.46]), (1.47) e (2.16]), obtemos que

/L Pdr - a’L (1 —b) [1— Ag(B, k)]
0 K 2./b(1 - b)(b— K2
27 L(1 — b)VBEV1 — b+ Vit — k2 + 1[1 — Ag(B, K)]

V(T =0)(b— k2)V—16K2VkE — k2 + 1 + L2
= qr(K).

(2.27)

(2.28)

Por outro lado, multiplicando a equagao (2.2)) por ¢ e integrando o resultado no intervalo [0, L],

obtemos . . .
. /\2 . . 2 1 6 —
C/o (¢ )dx — (c 1)/0 p“dr + 5/0 ¢ dr = 0. (2.29)
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Além disso, multiplicando (2.2)) por ¢’ e integrando o resultado sobre [0, L] obtemos a forma de

quadratura
(¢")? ¢*  ¢°
—(c—1)—+ =+ B= 2.
5 (c )2+30+ 0, (2.30)
onde B é uma constante de integragao nao nula
Integrando (2.30) em [0, L], segue que
L L 1 (L
c/ (¢")dz — (c — 1) / P*dx + 15/ ¢%dx 4+ 2LB = 0. (2.31)
0 0 0

Combinando as relagoes (2.29) e (2.31f) resulta que

L L
ho,  (e—1) ,. 3LB
/0 (¢)de = = /O Pdr — = (2.32)

Como ¢’ é uma fungao fmpar, considerando x = 0 em ([2.30)) podemos expressar B como

#0) _ 60)

B=(c—1) 5 5

Utilizando a forma explicita de ¢ em (2.15]), obtemos

_?\/5](3\/2—/12—&—2\//@4—/-124—1(\//14—/424—1—2—1—/@2)

B (2.33)
3 (—16K2VKE — k2 + 1+ L2)3
Portanto, as relagoes (2.18)), (2.27)), (2.32)) e (2.33) nos permitem escrever
L
3c—1 3LB
/ (¢)? + ¢?dx = ( 5 )qL(H> - = Vi (k). (2.34)
0 c 2c

Utilizando o programa Maple 13, verificamos que para L > 4K (k* — k% + 1)i, a fungao Vi (k) é
estritamente crescente em (0, k1) (veja as Figuras 2.2 e 2.3 abaixo). Portanto, obtemos que V7 (k) >
0.

Além disso, para todo k € (0, k), temos que ¢ é uma funcdo de k estritamente crescente (Veja

as Figuras e. Logo, % > 0.

Portanto, segue que

L —d Vi(k)
d _ d} N2 2; _ dk L
deP(C) = 703 /0 (¢ + ¢°dx = R > 0, (2.35)
dk

para todo k € (0,Kr).
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Figura 2.2: Grafico de V1, (k) para L = 4m. Figura 2.3: Grafico de V,(k) para L = 127.
Figura 2.4: Grafico de k € (0,kr) — c(k) para Figura 2.5: Gréfico de k € (0,K1) — c(k) para
L =A4m. L =127.

Adicionalmente, pelas Tabelas e acima, obtemos que J = (£7'1,1) > 0 para todo
k € (0,kr). Logo, de , obtemos que det N’ < 0 e, consequentemente, ng = 1. Portanto, como
n(L) =2 e zy = 0, obtemos de que n (q{l@—qb”}i) =2—-1—-0=1 e aonda periddica ¢ para
a equacao quintica BBM é espectralmente instavel.

Nessas condicoes, podemos enunciar o nosso resultado de estabilidade espectral.

a onda periddica dada em (2.15)) é

Teorema 2.0.5. Seja L > 0 fixado. Para cada ¢ > ﬁ,

espectralmente instavel pelo fluxo periddico da equagao ([2.2)).



CAPITULO

3

Estabilidade de Ondas Peridodicas para a
Equacao fBBM

Neste capitulo, mostraremos a existéncia e estabilidade espectral de solugoes ondas periddicas

viajantes de média zero, para a equagao Benjamin-Bona-Mahony fracionaria (fBBM)

Ut + ug + uug + (D) = 0, (3.1)

onde u = u(z,t) : R x R — R é uma funcao 2m-periédica na varidvel x e D® representa o operador

diferencial fracionario definido como um multiplicador de Fourier por

Deg(€) = |€]°g(¢), ¢ ez, (3.2)

onde 0 < a < 2.

A equagao fBBM admite, formalmente, as seguintes quantidades conservadas

E(u) = ;/W [(D%u)2 - %ug]dl‘, (3.3)
P(u) = ;/ﬂ [(D%u)? 4 u?]dx (3.4)
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que correspondem a energia, o0 momento e a massa, respectivamente.
Suponhamos que a equacao (3.1) admite solugoes do tipo onda viajante peridédica da forma
u(x,t) = ¢p(x —ct), onde ¢ : T — R, com T = [—m, 7|, é uma fungao 27-periddica suave e ¢ representa

a velocidade da onda. Substituindo essa forma na equacao fBBM (3.1)), apés uma integragao, obtemos
1
eD% + (¢ — 1)¢ — §¢2 +A=0, (3.6)

onde A é uma constante de integragao. Se supormos que ¢ : T — R é uma fungao periédica com a

propriedade de média zero, entdao A := A(c) é definida por

Alc) == 4177/7r ¢*(z)dz. (3.7)

Combinando (3.6) e (3.7]), podemos expressar a equagao (3.6) como o seguinte problema de valor de
contorno

D+ (¢~ 1) = 5Thog?, 6 € Hypy(T), (33)

onde IIpf := f — % ffﬂ f(z)dz é o operador projetor restrito as fungoes 2m-periddicas de média zero.
Para a nossa andlise espectral as quantidades conservadas definidas em (3.3), (3.4) e (3.5))
desempenham um papel importante na nossa analise de estabilidade espectral. De fato, elas nos

permitem considerar o funcional de Lyapunov
G(u) =E(u)+ (c—1)P(u) + AM (u), (3.9)

onde G'(¢) = 0. Além disso, de (3.9) obtemos o operador linearizado em torno da onda ¢, o qual é

um operador autoadjunto definido em LZeT(T) com dominio denso Hp,,.(T), dado por

L:=G"¢)=cD*+c—1-¢. (3.10)
O problema espectral linearizado associado a equagao fBBM é dado por
Oz L = A1+ DY), (3.11)

o qual atende a forma geral dada em (I2)), onde J := (1 + D*)7'9,. Como J = (1 + D%)~'9, nao
é um operador injetivo no contexto periédico, consideramos a Defini¢ao [2] para o problema espectral

restrito ao subespago periédico de média zero X definido em ([15)).
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3.1 Resultados de Boa Colocacao

Nesta secao, apresentaremos um breve estudo a respeito da boa colocacao global para o problema

de Cauchy associado a equagao (3.1

up + Uy + uuy + (D) = 0,
u(ac,O) = UO(:‘L‘)

(3.12)

no espago energia Hg‘e/f(’]l‘).

Para dados inciais up € H*(R), com s > 3 —a e a € (0, 1), o melhor resultado de boa colocagio
local para o problema de Cauchy foi determinado por [48]. Para dados iniciais ug € H;‘E/TQ(’]I‘)
e a > 1, usaremos argumentos de ponto fixo aplicados a férmula de Duhamel associada a equagao
(13.12).

No que segue, utilizaremos argumentos similares aos contidos em [7]. Primeiramente, observemos

que podemos escrever (3.12)) na seguinte forma

u2

(1+ D%y = —8, <u + 2) . (3.13)

Aplicando a transformada de Fourier em (3.13)) na varidvel x, obtemos

w?\"
(1 + k[T (k) = —ik (u + 2) (k), k € Z.

Dessa forma,

onde K é definido por
e (k). (3.14)

up = (IC* <u—|— u;)) . (3.15)

Portanto, integrando (3.15)) de 0 a ¢ e usando o fato de u(x,0) = up(z), obtemos a representacao
de (3.12) na forma integral (férmula de Duhamel)

Logo,

u(z,t) = ug(x) + /Ot [IC * <u + f)} (z, 8)ds, (3.16)

Proposigao 3.1.1. Seja a > 1 fixado. Para cada s > § e ug € Hp,,(T), existe T > 0 e uma tnica
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solugao u de (3.12) tal que v € C([-T,T]; H,,,.(T)). Mais ainda, para todo T* < T, existe uma

per

vizinhanga V' de ug em Hp,,.(T) tal que a aplicacio dado-solucio

v €V C HE,\ (T) = v € O([=T*, T*); Hi,.(T)), (3.17)

per

é continua.

Demonstragdo. Consideremos T' > 0 um tempo fixado e definamos o espago Y = C([-T,T]; H,,.(T))
munido da norma |[w|ly = sup ||w(t)|[ns,,. Além disso, consideremos a aplicagdo T : Y — Y dada

te[~T,T)
por

T(u) = up(z) + /OtIC * <u + 1;2) ds. (3.18)

Queremos mostrar que existem r > 0 e T' > 0 de modo que Y(u) € B, para u € B,, onde B, = {w €
Y; ||w]ly <r}equeY: B, — B, é uma contracao, a fim de aplicarmos o Teorema do Ponto Fixo.

De fato, seja v € Hp,,. Como a > 1, temos que

1Kol = 2r ) (L+ k) IKE)o(k)P

keZ )
k
= 2 14 k) ————|0(k)[?
ﬂkZ( R gy 28] (3.19)
€Z
< 2wy (LR [R)? = ol
keZ

Por outro lado, @ > 1 implica que Hp,, (T) é uma Algebra de Banach para todo s > §, e assim

1w ., < Collullis, (3.20)
p

per —

onde Cy > 0 nao depende de u.
Desse modo, considerando uy € H3,,.(T) fixado e combinando (3.19)), (3.20) e a definicao de T,

per

t w2
ug(az)—i—/ K*(u—i—)ds
0 2

t
< uuouH;ﬁ/O

obtemos
Y ()||mg, =

per

s
Hper

2
(o9,
2 )|l
per
(3.21)

t
2
<lhuollg, + | (lullg, +Callully,, )

< luollag,, + T (Jlully + Cs|lull3) ,

per
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para todo t € [-T,T], onde C3 > 0 é uma constante positiva dependendo de Cy > 0.
Logo,
I ully < [luollmy,, +T (lully + Csllull¥) . (3:22)
Agora, sejam u,v € Y arbitrdrios. Entéao,
1C* (u = 0*)lms,, < |Ju? = v®|lmg,, = |I(u+0)(u—2)||mg,
(3.23)
< (1Wullmg,, + lollg,, ) lhe = ollag, -
Portanto, de (3.19)) e (3.23)), obtemos que
t
[Tu—Tollm, < /0 I # (= ), 1K (12 = ?) | ds
t
< u—vs+<uHs+vHs)u—vHsds
/OtH ez, + (lullzg,, + (ol ) ] ||, (3.24)
< /0 o = ollggy, (L4 lfully + [folly) ds
ST (1A [lully + llolly) [lu = vy,
ou seja,
1Tu = Yol|gg,, <T 1+ [Jully + [[vlly) [Ju—vlly. (3.25)
Por (3.22))), (3.25) e o fato de que u,v € Y, temos que
[|Tully < HUOHH;W +T (7‘ + C37“2) e ||Tu—Yolly <T(1+4+2r)|lu—2|ly. (3.26)
Escolhendo r = 2‘|UOHH;€,. eT = m, onde Cy = max{2,C3} > 0, obtemos
1
HTtugreHTu—Tvagiﬂu—vH. (3.27)

Dessa forma, as desigualdades em (|3.27)) nos permitem concluir que Y : B, — B, estd bem definida e

é uma contracao. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, obtemos a existéncia de uma unica fungao

u € B, tal que Yu(t) = u(t) para todo t € [-T,T).

Suponhamos agora que u e v satisfagam a forma integral (3.16) com dados iniciais uy e vp,

respectivamente. Entao, de (3.19) e (3.23]), vem que
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t
[[u(t) = v(@)l|mz,, < luo = voll s, + / (I (= )y, + (1% (w2 = 0?)| ) ds
0

per

t
< |luo — voll g, +/0 lu = ollgg, (1 +lully +[lvlly) ds (3.28)

t
= lluo — voll gy, + (1 + [ully + [lvlly) /0 [ — vl ., ds.

per

Assim, pela desigualdade de Gronwall, obtemos que

H’U,(t) — 'U(t)HHs < HUO - UOHH;eT e(1+‘|u‘|Y+||U||Y)t7 v t c [_T, T] (329)

per —

Portanto, considerando os dados iniciais ug e vg iguais, obtemos que v = v em Y, ou seja, concluimos
a unicidade da solugao u do problema .

Finalmente, mostraremos que para todo T* < T, existe uma vizinhanca V' de uo em H,,, tal
que a aplicacao dado-solucao é continua.

De fato, definamos o conjunto V' por

1 1 1
V= {UQGHSET;HUQ—U()H <6, onde 0 <6 < 1 (T*_T>}'
Notemos que se vy € V, entao
[vollazg,, < llvo —wollay,, + lluollmg,, < 6+ [luollmg,,-

Logo, considerando r = 2||vo||gs . e Ty, 0 tempo de existéncia de solucao com dado inicial vy, obtemos
per

que
1
5T = 1+Cyr=1 +2C4||U0HH§W <142C40 + 204”U0||H;,‘6T
0
1 1 1 1 1
= 142004+ Cyr=—42010< —+4+2C1— | — — =
TACa = o At < o 44C4<T* T>
_ 1
T

Dessa forma, T* < T, e a solugao v € V associada ao dado inicial vy evolui até T),, que estd acima de
T*. Portanto a aplicacao dado-solugao (3.17) esta bem definida. Além disso, segue da desigualdade
(13.29) a continuidade da aplicacao. O

No préximo resultado, verificaremos que as quantidades conservadas da equacao fBBM sao de

fato conservadas.
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Proposigao 3.1.2. Seja o > 1 fixado. As quantidades F, P e M definidas em (3.3, (3.4) e (3.5)),

respectivamente sao leis de conservagao.

Demonstragao. Definamos A = (1 + D"‘)%. Como a solucao u obtida na Proposigao (3.1.1]) pertence
a C([-T,T); Hzr(T)), obtemos da férmula (3.13) que

u2

u = —A"20, <u + 2> : (3.30)

2
per

e entdo, A~20, <u(t) + %t)z) € Hp%er(T) para todo ¢t € [=T,T]. Pela igualdade em (3.30) podemos

Observemos que A~2 é um operador linear limitado definido em L?2,,.(T) com valores no mesmo espaco

concluir que u¢(t) € H,(T) para todo t € [T, T]. Visto que A2 comuta com d,, um argumento
direto nos d4a a partir da equacao (3.30) que M (u(t)) = M(ug) para todo t € [T, T].

Provemos que P(u(t)) = P(up) para todo t € [-T,T]. De fato, primeiro notemos que w(t) €

o

H2(T) para todo t € [-T,T]. Assim,

%P(u(t)) = /i(u(a:,t) + D%z, t))ut(x, t)dx

__ / T;(u(w,t) + Du(z, 1))A20, <u(m,t) + W) dz

g 2
=— Au(z, t)A 20, <u(w,t) + u(:z2,t)> dx

—T

__ /Tr u(z, £)0, <u(a:,t) + “(‘gt)2> dz = 0.

—T

Isso prova que P é uma quantidade conservada. Agora, definamos o funcional auxiliar

V(u) = % / ) (u(x,t)2 + “("’63’5)3> (3.31)

—T

e notemos que

Ly u(t)) = /7r (u(x,t)+ “(xz’t)Q) wi(x, t)da

dt
S /7r AT? (u(:c,t) - u(a;’t)2> O A1 <u(:c,t) - u(a;’t)2> dx

[ o [1 (vt + 450V,
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ou seja, V é uma quantidade conservada. Portanto, como ' = P—V e P é uma quantidade conservada,

segue de (3.31)) que E(u(t)) = E(ug) para todo t € [-T,T]. O

As proposigoes (3.1.1]) e (3.1.2)) nos permitem enunciar o seguinte resultado:

Teorema 3.1.3. Seja o > 1 fixado. Para cada ug € err(?l’), o problema de Cauchy 1} é globalmente
bem colocado em Hp%er(’]l‘) com u € C(R; Hp%er(’]T)).

Demonstragdo. Inicialmente, mostremos que a solugao u de (3.16)) pode ser estendida para R. Com

efeito, considerando vy = u(T") e a equagao integral

v(z,t) = vo(z) + /0 t [/c s <v + ”;ﬂ (z,7)dr, (3.32)

obtemos pela Proposigao que existe 77 > 0 e uma unica solugdo v de (3.32) de modo que
v € C([0,T"]; HZ-(T)). Definamos

u(z,t), se 0 <t <T
w(z,t) ==
v(x,t—=T), se T<t<T+T.

Assim, para 0 < s < T”, obtemos que

wx,T+s) = v, T+s—T)

= v(z,s)

= vo(x) +/Os [IC* <v+ U;)] (z,7)dr
= )+ [es (o 5)] @rin

Dessa forma, fazendo a mudanca de varidavel £ — T = 7, temos que

w(z, T+s) = u(a:,T)—i—/TJrs {/c*<v+”;>](x,§—T)dg

T

- ua(x)+/0T [/c* <u+“22ﬂ (x,f)d7+/TT+s [/c* <v+”22>] (z,€ — T)de

= wp(x) + /OT+S [IC * <w + u;)] (x,7)dr,

para todo 0 < s < T”, ou seja, w é a extensdo tnica da solugao u de (3.16) ao intervalo [0,7 + T7].

Pela Proposicao [3.1.1] segue que

-1
T — <1+2C’4||U0||H;er> :

N | —
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A 1 = [} = (e / =
Além disso, como HUO”HEW = Hu(T)HH%T HUOHH%,,’ resulta que 7" =T.
Portanto, podemos concluir que a solugao u de (3.16]) pode ser estendida & C([0,2T], H2,(T)).
Repetindo esse processo, notamos que u pode ser estendida a C([0, 0o], Hjzr(T)). Ademais, como K

nao depende de ¢, temos que a forma integral (3.16|) é reversivel no tempo e assim u pode ser estendida

para R, isto é, u € C(R, H:ZT(T)).

3.2 Existencia e Unicidade de Minimizadores e Propriedades Espectrais

Nesta secao, inicialmente daremos uma condicao suficiente para a existéncia de ondas periddicas
da equacao , mostrando a existéncia de minimizadores associados a um problema variacional
conveniente. Em seguida, usaremos os minimizadores periédicos para obtermos boas propriedades
espectrais para o operador linearizado £ definido em .

Antes disso, precisamos de uma importante definicdo que caracteriza as solugoes da equacao

(3.8), como segue

Definigao 3. Dizemos que uma solucao de onda viajante periédica satisfazendo a equagao (3.8)) tem um
perfil single-lobe ¢ se existe apenas um mdximo e um minimo de ¢ no intervalo semi-aberto [—m, 7).

Sem perda de generalidade, o maximo de ¢ é posto em z = 0.

3.2.1 Existéncia de solugoes

Para ~v > 0 fixado, consideremos o conjunto

YO:{uéHEer(T);/Wug:T,/ﬁu:O}. (3.33)

—T —T

O nosso objetivo é encontrar um minimizador periédico para o problema de minimizagao restrito

¢ = inf Be(u), 3.34
ge = inf Be(u) (3.34)
onde, para ¢ > % fixado, definimos
1 (7 o
B.(u) = 2/ c(D2u)* + (¢ — 1)u’dz. (3.35)

Lema 3.2.1. Seja a > 1/3 e ¢ > % fixado. O problema de minimizagao (3.34) tem pelo menos uma

solugao, isto é, existe ¢ € Y} satisfazendo

Be(¢) = inf Be(u). (3.36)
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Sea € (%, 2], o minimizador periédico de 1) tem um perfil par e single-lobe no sentido da Definicao
Bl

Demonstragao. Pelas desigualdades de Poincaré-Wirtinger e Garding, obtemos que B, é equivalente a
norma em H,2,(T), resultando que g. > 0. Com efeito, dado que | |u||2 = /" ( (D% u)? 4 udx, para

per

todo ¢ > % existem constantes positivas My e M7 dependendo de c tais que

2¢c—1
Myllul? 5 < Z¢= 1)

2 c 2 _ 2
3, < 5 lullz,, = Bew) < §HUIIH% = M|lul]® o . (3.37)

per per
(-
Como B, é um funcional suave em Hp.,(T), podemos considerar {u,} uma sequéncia de

minimizadores para isto é, uma sequéncia em Y satisfazendo

B.(up) — inf B.(u), quando n — +oo.

u€eYy

Além disso, de (3.37) obtemos

MOHUNH 2 <B. (un) < MlHunHHg , Vn €N,

per per
ou seja, {uy} é limitada em H2,(T). Logo, existe ¢ € H,2r(T) e uma subsequéncia que denotaremos
ainda por {u,} tal que u,, — ¢ fraco em H2,(T), quando n — +o0.

Por outro lado, como «a > 1/3 temos que o espago energia H,2,(T) estd4 compactamente imerso
em L3 (T) (veja [6, Teorema 4.2]), e up, — ¢ em L3, (T), quando n — +oc.

Adicionalmente, usando o fato de que

1/_:<ui— [ - s

/ 1y — O + 3|t un — Ol

< Alun = @llrs,, + 3llun = dllLz, Nl [lunllzs,,

per per per

IN

IN

obtemos que ff ¢3dr = 7. Com um argumento similar ao acima e usando o fato de que H2,(T) esta
compactamente imerso em L1, (T), obtemos que [ ¢dz = 0.
Além disso, pela semicontinuidade inferior fraca de B, temos

B.(¢) < liminf B.(u,) = ge.

n—-+o0o

Como ¢ satisfaz a restricao temos que B. > ¢, e, portanto, B, = g.. Logo, ¢ é o minimizador periédico
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desejado.

Considerando os rearranjos decrescentes simétricos ¢# € Y associados a solucdo ¢ (os quais
deixam as restri¢coes em Y| invariantes e por isso podem ser considerados), obtemos a norma em
L2..(T) de ¢ ¢ ¢# invariantes e ffﬂ(D%qS#)%lx nao aumenta em comparagao com f:r(D%¢)2dx, em
virtude da desigualdade de Polya-Szegé (veja [60]). Portanto, para ¢ > % obtemos B.(¢7) = q., porém
manteremos a notacdo ¢ em vez de ¢#. Como decorréncia, o minimizador periédico ¢ € Yy de B,

deve decrescer simetricamente a partir do ponto de méximo. Pela invariancia translacional, o méximo

pode ser posto em x = 0, o que resulta em um perfil single-lobe par para ¢. ]

Pelo Lema [3.2.1] e pelo Teorema do Multiplicador de Lagrange, resulta que existem C] e Cs tais

que
cD% + (c — 1)¢p = C1¢* + Cs. (3.38)

Notemos que ¢ é nao trivial com perfil single-lobe, uma vez que ¢ € Yy. Como fjﬂ odx = 0,
deduzimos de (3.38)) que Cy = —% ffﬂ ¢*dx, ou seja, ambas constantes C; e Cy sdo nao nulas e

possuem sinais opostos. Além disso, um simples argumento de escala nos permite escolher C7 = % e

—Cy = &= [7_¢*dz = A(c). Dessa forma, ¢ satisfaz a equacio
1
D%+ (c—1)p — §¢2 +A=0. (3.39)

Mais ainda, utilizando argumentos de bootstrap (veja [20, Proposi¢ao 3.1]) obtemos que o perfil

single-lobe ¢ é suave e satisfaz a equacgao (3.39)).

1

1 . .
z) — ¢ o operador linearizado em torno

Na sequéncia, denotemos por £ := %/J =D*+ (1—
da onda periddica ¢ e suponhamos que ker(ﬁ\ X,) = [¢']. Usando argumentos similares contidos em
[53, Lema 3.8], obtemos que ¢ € (3, +00) = ¢ € Hp, (T) define uma curva suave de ondas periédicas

todas com o mesmo periodo 27. Logo, temos que %d) € DIL) = Hp., (T) e

i (igs) _ 1 <A(c) 6 %qs? _ cA’(c)) N (1> _ Ciz (c—1—0) (3.40)

c? c

L <1¢> = —Ciz (;qs? + A(c)> : (3.41)

C

As equagoes (3.40)) e (3.41)) nos fornecem uma importante relacao

AL (jcqb - % - igf)) = (1+24(c) —c—cA'(c)) = d. (3.42)
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Como L¢ = —% (%¢2+A(C)), temos que (Lo, ¢) = —2B.(¢) < 0 e, consequentemente,

deduzimos que L tem pelo menos um autovalor negativo. O proximo resultado estabelece o

comportamento exato dos primeiros autovalores associados ao operador linearizado L.

Proposigao 3.2.2. Seja a > 1 fixado e assumamos que ker(L|x,) = [¢]. Para ¢ > 1 consideremos

d =1+ 2A(c) — ¢ — c¢A'(c). O operador linearizado £ = D* + (1 — 1) — 1¢ em torno da solugio

C

periodica ¢ satisfaz

- 1, sed<0
n(L) = (3.43)
2, sed>0
e
~ 1, sed#0
z2(L) = (3.44)
2, sed=0.

Demonstragdo. Em vista de (3.34]), como ¢ minimiza localmente B, temos
L1423 >0, (3.45)

ou seja, n(i|{1’¢2}L) = 0. Pelo Principio Mini-Max de Courant e sabendo que (£¢, ¢) < 0, obtemos
n(L) € {1,2}.
Para A ¢ (L), consideremos R()\) a matriz dada por

(L=N716% 0% (L—N)"1¢%1)
R()) := (3.46)
(=M% 1) (L—-XN7'1,1)

Para d # 0, vamos calcular o determinante de R(\) em A = 0. De fato, notemos que combinando

(3.40) e (3.41]), obtemos
s - d 1 1

L (—2A(c) (d—l (;cqﬁ - % — igb)) — 2c¢> = ¢% (3.48)

Dessa forma, lembrando que a solucao peridédica ¢ possui a propriedade de média zero, segue

que

X d [~ d. 1 1 2
—1 _ -1( >, - = — =" -1
(L 1,1>_dc/ d <dc¢> ; Cgb)dm a7

—Tr

(£79%1) = /7r (—2A(C) <d1 (56¢> - % - ié)) - 2ng5> d = 47“2(6) -,

—T
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(£711,¢%) = /W (d—1 (;Cd) 1 1¢>) e — ‘W;‘@d—l,

- c ¢

e - (—2A(c) <d—1 (5¢ L 1¢>) ) M) s

= — d~! [Efy’(c) —v(c) — 477A(c)} — 2¢y(c). (3.49)

onde y(c) = [T ¢Pdx e 7/(c) = & [T ¢3dz. Como L é um operador autoadjunto, vale a seguinte

<£ (jcqs) ,¢> = <;c¢,ﬁ¢> . (3.50)

Logo, utilizando as igualdades em (3.40|) e (3.41)), obtemos de (3.50]) que

relacao

%v’(C) —(¢) = 8mA(c). (3.51)

Além disso, multiplicando a equacao (3.6]) por ¢ e integrando no intervalo [—7, 7], segue que
v

v(c) = 2¢ ¢pD%pdx 4+ 8w A(c)(c — 1). (3.52)

—T

Substituindo (3.51)) e (3.52)) em (3.49)), concluimos que

™

(L7197, ¢%) = —4c® /

—T

(D% ¢)2dz — 81 A(c) <A<C) At +2(c - c)) . (3.53)

c
Devido as relagoes acima, temos que o determinante de R(0) é dado por

det R(0) = 8rd ! <c /7r (D2 ¢)2dx + (¢ —1) /ﬂ ¢2dx) = 167d ' B.(¢). (3.54)

—T -

Como ¢ > 3, obtemos que B.(¢) > 0 e o sinal de det R(0) é obtido apenas por d~'.

Por outro lado, por [61, Teorema 4.1] temos as seguintes identidades

n(L{1,g2y1) = n(L) = no — 20, (3.55)

Z(E\{l,&}ﬁ = 2(L) + 20 — 200 (3.56)

onde n(L) denota o nimero de autovalores negativos do operador £ , ng representa o nimero de
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autovalores negativos de R(0), zp é a dimensao do nicleo de R(0) e 2z corresponde ao nimero de
autovalores divergentes, isto é, zoo = 1 se d = 0, € 25, = 0 caso contrario. Em seguida, deduzimos o
resultado para a equagao (|3.43)).

Como ¢ é uma solugao single-lobe, observamos que a funcao ¢ € ker(ﬁ) tem exatamente dois

zeros no intervalo semi-aberto [—m,7) e, pelo Teorema da Oscilagao em [39], isso significa que z(L£) €

{1,2}. Se d # 0, obtemos pela segunda igualdade em (3.40)), (3.47) e (3.48) que {1, $, $*} C range(L)

e, usando [39, Proposicio 3.1], resulta que z(£) = 1. Se d = 0, temos 2z, = 1 € como ¢’ € {1, p*}*,

vem que z(ﬁ|{1,¢2]¢) > 1. Portando, z(£) = 2 como querfamos. O

3.2.2  Unicidade de solucoes

Nosso objetivo agora é fornecer condigoes suficientes para determinarmos um resultado de
unicidade para o minimizador periédico obtido no Lema [3.2.1] Para esse fim, seguiremos argumentos
similares aos contidos em [30, Segao 5].

Seja L|x, = L+ %(qﬁ, ). Ao longo da abordagem que realizaremos agora, assumiremos que
n(L) =1, (3.57)
para todo ¢ > % eq€ (%, 2]. Por [61], Teorema 4.1], obtemos que
n(L]x,) =n(L) —no — 20 = 1, (3.58)

onde usamos que ¢ € Xo e n(L|x,) > 1, uma vez que (L[x,¢,¢) = (Lo, ¢) = —% [" ¢3dx =
—2B.(¢) < 0.
Agora, por [53, Corolario 4.5] temos de (3.57) que z(L|x,) = 1. Essa igualdade nos permite

concluir uma importante propriedade para L|x,, a saber
ker(L|x,) = [¢]. (3.59)

Esse fato serd muito 1til nos argumentos seguintes.
A fim de simplificarmos a notacao, definimos o espaco de Banach sobre o corpo dos ntmeros
reais

V ={fe L3, (T)NXy; fépare de valores reais} (3.60)

per

cuja norma é dada por

Al = 11 £z

per

) + £z, (1)

per
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Para g € (%, 2] fixado, nosso primeiro objetivo é construir um ramo local de solugoes (¢, co) €
V x (%, +<>o) de li parametrizado pelo indice @ em algum intervalo [ag, ag + J), para algum 6 > 0

suficientemente pequeno.

Proposigao 3.2.3. Seja ag € (%,2]. Suponhamos que (¢g,cp) € V X (%,—i—oo) com ¢g uma solugao
nao nula de (3.8]) e satisfazendo (3.57) com a = ag e ¢ = ¢p. Entao, para algum § > 0, existe uma
Cl—aplicacdo a € I — (¢a,ca) € V x (%,4—00), definida no intervalo I = [, a9 + 9), de modo que

sao validas as seguintes condigoes:
(i) (Pa, ca) soluciona a equagao (3.8) com ¢ = ¢q, para todo a € I e o par (g, ¢o) satisfaz (3.57)).

(ii) Existe € > 0 tal que (¢q, o) é a tnica solucao de (3.8) para o € I em uma vizinhanca {(¢,c) €
V X (3,400); [l = ¢ollv + |c — col < e}

(iii) Para todo a € I, temos

$3dr= | ¢3dr.

Demonstragao. Para mostrarmos esse resultado, utilizaremos o Teorema da Fungao Implicita. Com

efeito, como ¢ > %, obtemos que a expressao em 1) pode ser reescrita como
a -1 1 2
¢=(cD*+ (c—1)) §H0¢) .
Para algum 6 > 0 a ser escolhido posteriormente, definamos a aplicagao
1
]—":V><<2,+oo>><l—>V><]R{, (3.61)

dada por
6— (D" + (c— 1)) %HO&
F(p,c,a) = : (3.62)
P3dr — | @dx

- -
Notemos que F é uma aplicagio de classe C! sobre V x (1, 00) x I (ver [30, Lema E.1]) e (¢, co, 20) =
0. Nossa intencao é mostrar a invertibilidade da derivada de Fréchet de F com relacdo a (¢,c¢) em

(¢o, co, ) e denotada por Dy F. De fato, observemos que

1 — (oD + (co — 1)) Mgeo (mD%+@h—nr%D%+1%ng
Dy o F(¢o, co, ) =
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Afirmamos que Dy F é invertivel em (¢, co, ). Para cada g € V e A € R dados, precisamos

mostrar a existéncia de um tnico par (f,3) € V x R de modo que

f = (D™ + (co — 1)) 'o (0 f) + g(CODaO +(co — 1)) 72(D™ + 1) g
= . (3.63)
3(¢5, f) A
Para simplificarmos a notacao, definamos
1
P = —(CoDaO + (Co — 1))_11_[0(;50 e hg:= §(CoDaO + (C() — 1))_2(Da + 1)H0¢g.
De (3.63]) obtemos que
(L+P)f +Bho=g (3.64)
e
3 ¢gfdr =N (3.65)

Notemos que P é um operador compacto em Xo. = {f € Xo; f é par}. Além disso, de
obtemos que —1 nao é um elemento do espectro de P. De fato, assumamos que —1 pertenca ao espectro
de P. Entao, existiria uma autofuncéo par ¢ € Xy . do operador autoadjunto L]y, = L + %(gb, )
de modo que L|x,% = 0, o que contradiz a hipétese . Assim, 1 + P é um operador invertivel
em Xg, e como P :V — V (esse fato segue similarmente de [30, Lema E.1]), obtemos que (1 + P)~!

existe em V. Logo, de (3.64) podemos expressar f € V unicamente como
f==B1+P)" ho+(1+P)""g. (3.66)
Dessa forma, substituindo (3.66|) em (3.65)), deduzimos que

38 [ G2(1+P) thode = -A+3 [ 21 +P) Lgda. (3.67)

—T

Para mostrarmos que 5 € R pode ser explicitamente expresso em termos de ¢g, P e g de forma
tinica, basta mostrarmos que o coeficiente ($3, (1 + P)~1hg) é ndo nulo. Com efeito, de (3.59) vemos

que (£L|x,) ! existe em Xg . e pode ser escrito como

(Llx)) ™" = (1= (D™ + (cg = 1)) MMlogo) " (oD + (e — 1)) "

= (1+P) " (coD™ + (co — 1))
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Portanto, em H%9(T) N Xo, o operador

per
(1+P) = (L]x,) (oD + (co — 1)) (3.68)
estd bem definido. Logo, usando 1’ o fato de L|x,¢0 = —%ngﬁg e hp € V, por 1) obtemos

(05, (1+P)""ho) = (Ao, (1+P) o) — 2(L]x,0, (1 +P) " ho)
= —2(L|x,%0, (Llx,) " (coD™ + (co — 1))ho)
= —{(coD* + (co — 1))o, (coD™ + (co — 1)) *(D* + 1)o3)

- _%<Ho¢%, (coD™ + (co — 1)) 7*(D™ + 1)o¢hg)

|k[* +1 A
Wgo (co|k|@ + (co — 1))2| 0¢0( )= #

onde na terceira igualdade usamos o fato de (£|x,) " e coD +(co—1) serem operadores autoadjuntos.
Isso completa a prova de que Dy F ¢é invertivel em (¢, co, o). Portanto, aplicando o Teorema
da Func¢ao Implicita na aplicagdo F em (¢, co, o) obtemos as condigdes (i)-(iii), desde que 6 > 0 seja

suficientemente pequeno. O

A préxima etapa serd seguir argumentos similares aos encontrados em [30, Subsegao 5.2]. Com
efeito, consideramos a extensao maxima correspondente do ramo (¢, cq) para a € [ag, o), onde

é dado por

s = sup{ag < ¢ < 2; (Pa,ca) € CH[aw,q); V % (%, —1—00)) dado pela Proposicao [3.2.3

e (¢a, o) satisfaz (3.8)) para « € [, q)}-

E claro que a, < 2, porém provaremos que o, = 2.

Proposigao 3.2.4. Seja {a,}'=1> C (%, o) uma sequéncia tal que ay, — . Além disso, assumamos
que @q, € Xo. sdo solugdes correspondentes obtidas pela Proposicao [3.2.3] com velocidade de onda

Ca,- A menos de subsequéncia, segue que
4
Pa, = ¢« em VN L, (T) e ca, = Cs,

onde ¢, € (%,—I—oo) e ¢, satisfaz 1} Mais ainda, o ramo maximo correspondente (¢q,Cq) €

CY(Jag, as); V x (3, +00)) se estende para o, = 2.
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Demonstragdo. Inicialmente, supomos que {can} 2 C (%, +oo) nao é uma sequéncia limitada. Entao,
para todo M > 0 suficientemente grande, existe um indice m := ny; € N tal que c,,,, > M. Assim, de

e do fato de que f q§3 dx = fjﬂ ¢8 > 0 para todo n € N, obtemos

™
0< / (DY /2o V2da < — 7 / ¢3 da < ¢0dx (3.69)
Como a,, > ag, a imersao de Sobolev ng’?ﬂ(’]l‘) N Xoe — ngorﬂ('ﬂ‘) N Xo . para todo ag > %

ocorre. Agora, f — ||D*f| |L;2)e'r(T) ¢ uma norma equivalente no espaco H,,, (T)N Xo . para todo s > O e,

consequentemente, {¢,,, }» é uma sequéncia limitada em ngo/ 2 (T)NXoe. Uma vez que ngo/ 2 (T)NXo,e

estd compactamente imerso em V < X, e em L2, (T), existe ¢g € V N L2, (T) tal que, a menos de

per

subsequéncia [T ¢3 dx — [T ¢3dx >0, [T ¢h dv— [T ¢ade > 0e [T @2 dv— [T ¢idx >0,

per (

quando m — +oo. Por (3.8)) e pela desigualdade de Poincaré-Wirtinger, resulta que

™ ™ 1 ™
0<(2M—1) [ ¢2 dv<(2c0, —1) [ ¢2 dv< 3 poda. (3.70)

—Tr —Tr

Quando m — 400, obtemos de (3.70) uma contradicio, entdo concluimos que {cq,} 12 ¢ uma

sequéncia limitada em R. Portanto, existe um c, € [5, +oo) tal que, a menos de subsequéncia
Coy —F Cx- (3.71)

Por outro lado, o fato de que ¢4, — ¢« > % nos permite obter,

1

1
O S (2Can - 1)||¢an||%12)er g QBCan (¢Oén) =3 d)?) dw =3

" 3
d
9 9 _7|—¢0 Zz,

usando novamente a desigualdade de Poincaré-Wirtinger. Conforme determinado acima, garantimos

a existéncia de ¢, € V N Ly, (T) de maneira que

o3, dx — ¢3d:c ¢§ndx — ?d, (3.72)
€
¢n, dr — iz (3.73)

Em seguida, pela equagao (3.8]), obtemos a relacao

1 2 A(can)

2¢q, Coy

9

Dan¢an - (1 - ) ¢cxn

Qn
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e entao a sequéncia {¢a,, n ¢ limitada em Hjz (T). Como oy > %, segue que Hjn(T) é uma Algebra

de Banach e portanto {¢? }, ¢ limitada em H2.(T). De

per

Do g2 (3.74)

n?

1
D2an¢an — _ <1 _ > Dom¢an +

Ca 2¢q

n n

temos que {¢q, }n é limitada em ngo;" (T). Seguindo com esse processo indutivo, existe r € N

suficientemente grande de modo que ra, > s e {¢a, }n ¢ limitada em Hpgr(T). Pela imersao

compacta Hy¢n(T) — Hg, (T), temos (a menos de subsequéncia)

Ga,, — ¢x in HY (T), quando n — +o0. (3.75)

per

Portanto,

1D by, = D @ullr2, < |[D (¢a, — o)l

per

1D ¢, — DI,

T

(3.76)
< HDQ* (d)an - ¢*)HL§6T + HDand)* - Da*d)*HLz%er'
Obtemos de (3.75)), (3.76) e do fato de que oy, — i, a convergéncia
D¢, — D% ¢, em Lier(']l‘), quando n — +o0. (3.77)

Por (3.71)), pela segunda convergéncia em (3.72)) e (3.73]), deduzimos de (3.77) que ¢, satisfaz a

equagao

D b + (Cr — 1) e — %Qsz + A(e.) = 0. (3.78)

Como ¢, satisfaz , pela Proposicao podemos estender o ramo (¢, ¢q) além de oy, o
que contradiz a propriedade de maximalidade de .. Esse fato prova que a, = 2.

Finalmente, resta estabelecermos que ¢, > % Se ¢, = %, a Unica possibilidade para a solucao
suave ¢, € Hpg (T) N Xo, de (3.78) com o = 2 é que ¢, = 0 (a suavidade é obtida utilizando

argumentos de bootstrap). Esse fato gera uma contradi¢ao, uma vez que ffﬂ $3dx > 0. O

Observagao 3.2.5. Segue imediatamente da hipdtese (3.57)) a seguinte igualdade acerca do ntimero de

autovalores negativos

onde L, = ¢a, D + (¢a,, — 1) — ¢a,, € L = D + (cx — 1) — ¢, indica os operadores linearizados

em torno das ondas periddicas ¢,,, € ¢, respectivamente.
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Observagao 3.2.6. A solugao explicita para a equagao (3.78]) com a, = 2 depende da funcao eliptica

de Jacobi do tipo dnoidal e é dada por

b (2) = ax <dn2 (Kfr@xo _ IL;(&)> , (3.79)

onde

(3.80)

O valor de ¢, pode ser expresso por

(3.81)

“ T U2 —8) K (k)2 + 12K (k)E (k) + 2’

onde K e E sdo, respectivamente, a integral eliptica completa do primeiro e segundo tipo. Ambas
fungbes dependem do médulo da fungao eliptica de Jacobi k € (0,1). Para essa solucao, a constante

de integracao

(384k2 — 384) K (k)* + (1536 — 768k2)E(k) K (k)% — 1152E(k)? K (k)?

Acy) = 2
[(—32 + 16K2)K (k)2 + 48E(k) K (k) + 472]

(3.82)

é obtida a partir de calculos simbdlicos usando o programa matematico Maple 13. Pelas expressoes
explicitas dadas em (3.81) e (3.82), respectivamente, é possivel ver que ¢, e A(c,) sdo fungdes
estritamente monétonas em termos de x € (0,kp), onde kg ~ 0.994 é o unico zero da funcao
p(k) = (4K* — 8) K(k)* + 12 K(k)E () + 7. Além disso, temos que

1t

Cx — 3 e Acy) — 0", quando kK — 0.

Por 1 , notamos que o limite ¢, > % independe da sequéncia {a;}'>] apresentada pela

Proposicao Mais ainda, como ¢, é Unica para cada c, fixado e satisfaz c, > %, concluimos que

o limite ¢, é também independente de {a, }123.
Reunindo todos os resultados enunciados acima, podemos agora provar o resultado de unicidade.
Teorema 3.2.7. Seja o € (%, 2] fixado. Se 1) ocorre, entdo a solugdao obtida no Lema é Unica.

Demonstra¢ao. Suponhamos que ¢g e &0 sejam duas solugoes distintas do problema de minimizagao

(3.36)) obtidas pelo Lema ambas com velocidade de onda correspondente ¢g. Por (3.33)), obtemos

que ¢g e ¢p satisfazem a igualdade

dide = | Qpda. (3.83)
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Consequentemente, pela Proposicao existem dois ramos globais de solugoes (¢q, ¢q ), (qga, Ca) €
CY ([, 2); V x (%, +oo)) que satisfazem o problema (3.8) com ¢, G € (%, —|—oo). Mais ainda, temos
(Pay» Cag) = (60, ¢0) € (Pag, Cay) = (0, ¢0). Notemos que, pela unicidade local obtida na Proposicio

08 1amos (Pa, Ca) € (Ga,Ca) Nd0 se intersectam. Adicionalmente, pela Proposicao temos

satisfeitas as seguintes condicoes

Ga — P em V N Lf;er(’]l‘) e Cq — ¢, quando a — 2 (3.84)
e
Go — Gy em V N Lﬁer(']l‘) e Co — G quando a — 2. (3.85)
Dessa forma, as funcdes ¢, e ¢, sao solucdes tinicas em V N L;er(']l‘) das equagoes
1
— el + (e = e — 560 + Ale) =0 (3.86)
e
~ - 1-
=GBl (B = 1) — 507 + A(G) =0, (3.87)

respectivamente. Além disso, como ¢, e (506 satisfazem o item (iii) da Proposic¢ao obtemos,
utilizando (3.83)), a seguinte relagao

Pdde = | ¢pde= | @dde= [ ¢Pdx. (3.88)

—T —T —T —T

Pelas primeiras convergéncias dadas em ([3.84)) e (3.85)), obtemos, respectivamente, ffﬂ 3 dx —
e 3 dx — I $3dx. Logo, por (B.88) resulta que

¢z = [ Gld. (3.89)

—T —T

Mostremos que ¢, = ¢é,. Com efeito, para a, = 2, consideremos ¢ := ¢, uma solucao da equacao

1
—cp’ +(c—1)p— 5@2 + A(c) =0, (3.90)

dada por (3.79), com velocidade de onda correspondente w = w, > % Derivando a equacao (3.90))

com relacao ao parametro w, obtemos

d d

d 1" " d o
wdwgo we” + (w 1)dwg0+g0 cpdwtp+de(w)—0. (3.91)
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Multiplicando (3.91) por ¢, integrando o resultado sobre o intervalo [—m, 7| e fazendo uso de

integracao por partes, segue que

wd T 1d [~ ™ 1d /7
2 dw </ (@’)2+(p2dx> 51 (dex—i—/ (‘P/)z‘f‘%@?dx_g% cp3dx:0. (3.92)

Por outro lado, multiplicando a equacao (3.90)) por ¢ e integrando o resultado sobre o intervalo

™ ™ 1 ™
w (/ () + g02d:1:) —/ o dr — 2/ ©3dx = 0. (3.93)

Derivando a expressao (3.93]) com relagao a w, resulta que

EiW/QQ }iwz 1/”122 1d/ﬂ3_
2dw</ (90)+godm> 5 d0 _Wgod:v+2 _ﬂ(go)+<pdx Y _ﬂgod:n—o. (3.94)

—T

[—7, 7], obtemos

Combinando as relagoes (3.92)) e (3.94)), obtemos que

1 g 1d [7

™

e, equivalentemente,
d ™ ™
= oPdr =6 </ ()2 + <p2da:> > 0. (3.95)
w

—T —T

De acordo com a Observagao temos que w é dado explicitamente por

7T2

“T (4k2—8)K(k)2+ 12K (k)E (k) + 72 (3.96)

Além disso, segue de (3.96) que w é uma funcao positiva e estritamente crescente para todo x € (0, 1)
(veja a Figura . Logo, temos que %w > 0.

0567
056
055
054
053
052
051

057

Figura 3.1: Gréfico de w dado em ([3.96))
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Dessa forma, como (3.95)) ocorre, obtemos que

d (™ 4 d [T, d
<pdx—dw/ cpdx‘%w>0, (3.97)

dk -7 —T

para todo k € (0, 1), ou seja, a fungao ffﬂ @3dx é estritamente crescente nesse intervalo e, portanto,
injetora. Assim, considerando k. e K, 0s médulos correspondentes a c, e ¢, respectivamente, obtemos
pela igualdade e por que K+ = k4. Consequentemente, utilizando as formas explicitas para
as solugoes das equacoes e (veja a Observacao , concluimos as igualdades ¢, = ¢, €
Gs = uc.

Conforme a Observacao [3.2.5] o operador linearizado em torno da onda ¢,, denotado por L,
satisfaz n(Ls) = 1. Logo, pela Proposigao existe um ramo local (¢a,cq) € CH((2 — 6,2],V x

(3,400)), para algum & > 0, tal que
" 1 2
—Cabg + (ca — 1)pa — §¢a + A(ca) = 0.

Adicionalmente, (¢q,cq) € a tnica solugdo para a € (2 — §,2] em uma vizinhanca {(¢,c) € V x
(3,400); ||¢ — dullv +|c — ci| < &}, onde € > 0 é suficientemente pequeno.

Em vista das convergéncias dadas em e , observamos que ¢n — ¢4 € an — ¢4 em
VN LgeT(T) e, também, c, — ¢« € Co — ¢« quando a — 2. Com isso, podemos concluir que os ramos
(has €a) € (da, Ca) devem se intersectar em algum o € [ag,2). Porém, esse fato contradiz a unicidade

local dos ramos (da, ca) € (Ga, o) dada pela Proposicao Portanto, a solucao obtida pelo Lema
¢é inica, como queriamos. O

Observacao 3.2.8. Vale ressaltar que o Teorema [3.2.7] corresponde de certa forma com o resultado de
unicidade para ondas positivas e periddicas associadas a equagao Korteweg-de Vries fracionaria como
em [46]. Os autores utilizam o Teorema do Ponto Fixo de Krasnoselskii’s e trés fatos adicionais:
i)n(L) =1.

ii) ker(£) = [¢'].

iii) « € (0.5849, 2].

~~

3.3 Existéncia de Solucoes de Pequena Amplitude

Seja 0 < a < 2. Nesta segao, determinaremos a existéncia de solugoes ondas peridédicas pares de
pequena amplitude para o problema de valor de contorno (3.8). Mostraremos que essas solugoes sao
~ ro - 1
dadas pela expansao de Stokes correspondente da onda para c¢ préximo de 5.
Com o propésito de obtermos as ondas periédicas de pequena amplitude para o problema (3.8]),

usaremos argumentos contidos em [23 Capitulo 8.4] (veja também [22] Secao 5]). Nossa intengao é dar
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uma prova rigorosa da existéncia deduzindo a forma exata da onda utilizando férmulas de bifurcacao
e nao aquelas obtidas por uma substituigao direta do ansatz (o que é muito recorrente na literatura).
Realizaremos esse tipo de substitui¢do apenas para a velocidade da onda c e a constante A.

Para a € (0,2], seja F': HS.,.(T) N X x (0,400) = X a aplicagao definida por

per

1
F(g,w) :=wD% + (w—1)g — iﬂogz. (3.98)

Observamos que F' é suave em ambas varidveis g e w. Ademais, F'(g,w) = 0 se, e somente se, g ¢ uma
solucao do problema com velocidade de onda correspondente w € (0, 400). Em particular, é facil
vermos que F'(0,w) = 0 para todo w € (0, 4+00).

A derivada de Fréchet associada & funcao F' com relacao a g é dada por

DyF(g,w): Hp, (T) N Xoe = Xoe, fr= (WD +w—1-—1lg)f. (3.99)

per

Consideremos ¢y > 0 fixado e seja o operador linearizado correspondente £ em torno da onda

¢ definido como em (3.10). Notemos que a derivada (3.99) no ponto (¢, cy) torna-se exatamente o
operador projetor autoadjunto L|x, : H%,(T) N Xoe C Xoe — Xoe dado por L]x, = L+ 5-(e,).

Além disso, no ponto (0, cg) temos
DQF(O, CQ) =cgD* +¢cg — 1. (3100)

Notemos que o nicleo nao trivial de Dy F'(0, cp) é determinado pelas fungoes h € Hp,.(T) N Xo

que satisfazem

h(k)((co — 1) + colk|®) =0, k0. (3.101)
Assim, DyF (0, cp) possui niicleo unidimensional se, e somente se, ¢o = (1 + |k|*)~! para algum k € Z,
que nesse caso ¢ dado por

kerDyF(0,co) = [¢r(x)], (3.102)

onde ¢p(z) = cos(zk).

A teoria local de bifurcagao contida em [23, Capitulo 8.4] (veja também [22| Segao 5]) nos
permite garantir a existéncia de um intervalo aberto Z contendo cq = (1 + |k|*)~!, uma bola aberta
B, € HS., (T) N Xy, centrada em g = 0 com raio r > 0 e uma tnica aplicagao suave ¢ € T — ¢(c) €

per

Hpe, (T) N Xoe, tal que F(¢(c),c) =0 para todo c € Z e ¢(cp) = 0. Em outras palavras, toda solugao

de F(g,w) = 0 tem a forma (¢(c), ¢).

Para cada inteiro k > 1 o ponto (0, &), onde &, := (1 + k%)~1, é um ponto de bifurcacio. Além
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disso, existe ap > 0 e uma curva local de bifurcagao a € (0,a9) — (¢x(a), cx(a)) passando por (0, éx)
constituida por solugoes 277r—1)(31"ic')dicaus pares do problema de valor de contorno . Adicionalmente,
temos que ¢x(0) = &, Daor(0) = ¢p(x) = cos(zk) e todas as solugdes de F(g,w) = 0 em uma
vizinhanga de (0, ¢;) pertencem a curva acima e dependem do parametro a.

No resultado seguinte, usaremos o Teorema 5.4 em [22] para obtermos que a curva local de
bifurcacao acima se estende a uma curva global suave s € (0,+00) — (¢r(s),cx(s)) de solugoes de
F(g,w) = 0. Por fim, usaremos o método de reducao de Lyapunov-Schmidt com o intuito de obtermos
a expansdo de Stokes explicita da onda ¢ para c prérimo e a direita de %

Seja k € N fixado e consideremos a decomposicao HS..(T) N X = L & K, onde

per

L := span{cos(zl);l # k} e K :=kerDyF(0,co) = [¢x].

A projegao no espago K é dada por Ilxf = <Z~>k<f, ¢~>k>

Proposi¢ao 3.3.1. Para todo a € (0, 2], existe ag > 0 tal que para todo a € (0, ag) existe uma tnica
solugao periddica par ¢ local para o problema de valor de contorno (3.8]) dada pelas seguintes expansoes

de Stokes:
a2

31D cos(2x) 4+ O(a?) (3.103)

é(z) = acos(z) +

c= <4 +0(a*). (3.104)

Além disso, a constante A é dada por
+O(aY). (3.105)

O par (¢,¢c) € Hp,,(T) N Xoe % (1,400) é global em termos do pardmetro ¢ > % e satisfaz a equacdo

BI).

Demonstragao. A segunda parte da proposi¢ao é dada exatamente pelo Teorema 5.4 em [22]. Para
provarmos a primeira parte, faremos uso de uma ligeira modificacao da prova contida em [22, Teorema
5.6]. Inicialmente, mostraremos a expansao de Stokes para ¢y e, em seguida, obteremos a expansao
de Stokes de ¢ a fim de obtermos uma curva local de bifurcacao a € (0,a9) — (¢x(a), ck(a)) passando
por (0, ¢), que pode ser estendida para uma curva global de bifurcagao (veja [22, Teorema 5.4]).

A redugdo de Lyapunov-Schmidt reduz o problema F(g,w) = 0 para (g,w) € U x V, onde
UxV cCHS

per(T) M Xoe X (0,+00) é uma vizinhanga do ponto de bifurcagdo (0, &), a um problema



3.3 Existéncia de Solucoes de Pequena Amplitude 92

unidimensional equivalente
®(agk,w) =g F(agy + plady, w),w) = 0, (3.106)

para funcdes suaves ¢ : U x V C K x (0,400) — L. Além disso, temos que ®(0,é) = ©(0,é,) =
Dyp(0, ¢;) = 0. Resolvendo o problema (3.106]), obtemos uma solugao g = adr +g0(a<£k, w) do problema
F(g,w) = 0. Assim, temos que

¢ (a) = ady + plagy, cx(a)). (3.107)

Entdo, ¢(0) =0 e ¢(0) = ¢y (- := %), uma vez que
O (a) = ok + Dyp(ady, cr(a)) bk + Dup(ady, cx(a))éx(a). (3.108)

Em seguida, calculemos ¢k com o propoésito de estabelecermos (3.103|). Derivando (3.108)) e

considerando a = 0 obtemos que

$e(0) = D2,0(0,6) bk, dr] + 2D2,0(0, &) (D1, éx(0)]

+ D2,0(0,)[éx(0), ¢, (0)] + Daup(0, é)éx(0).

O valor de ¢;(0) pode ser obtido explicitamente utilizando a férmula de bifurcagdo contida em [44]

Secao 6], dada por o
1(D2,F(0, ) [k, Pkl, dx)

r(0) = -3 (D2,F(0, k) br, dr)

Com efeito, posto que a derivada de Fréchet de F' aplicada no ponto (0, ¢) com relagao a g é

dada por DgF(O,ék)ggk = (DY +¢,—1— Hgg)qgk, apds uma segunda derivagdo com relagdo a g e

com relagao a w obtemos, respectivamente,

D2,F(0,)[dr, i) = —Tlo(d1,)?

Dng(O, Ek)ék = (Da + 1)&]€
Como ffﬂ(&k)?’daj = /" drpdz = 0, temos que

™

(D3, 0,600, 8] ) = T, 8) = [ o+ (5 [ @tae) ([ due) =0
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e, consequentemente, ¢;(0) = 0. Logo, sabendo que Dy¢(0, é;) = 0, segue que
$1(0) = D00, &) [k, r)- (3.109)
Para determinarmos Dgggp(o, &)k, Ok, usaremos a seguinte igualdade
(1-1IIg)F(g + »(g,w),w) = 0.
Derivando a igualdade acima com relagao a g, obtemos
(1 —g)DgF (g + ¢(g,w), w)[or + Dyp(g,w)dr] = 0. (3.110)
Agora, derivando em relag@o a g e aplicando o resultado no ponto (0, ¢), segue que
(1 = Tx) D2, F(0, &) br, dr] + (1 — ) DgF (0, ) D2,0(0, &) [dr, dx] = 0.

Tendo em vista que D,F(0,¢;) define um isomorfismo em L (veja Segao 1.6 em [44]) e como

(1—-Mg): L2, (T) — K+ implica em (1 — Ik )DyF(0,¢) = D,F(0, ), obtemos que

per

D3op(0, )0 d1] = —(DgF(0,)) (1~ k) D3 F(0, ) [, G
— —(DpF(0.6) (- T1k) (3?4 3
~ -1
= %(ék)fl (D"‘ + Cké; 1) cos(2xk)
1 cos(2xk)

2¢, — 1+ &(2k)
Logo, segue de (3.109)) que

cos(2zk)

.. 1
0 = S e T T azh

Como ¢, = (1 + k%)L, para k > 1 fixado obtemos que

(1+k79)

2@ 1) cos(2xk)

oi(0) =

e, consequentemente, podemos escrever a seguinte expansao em série de Maclaurin

o(T4+Kk79)

1@ o) cos(2zk) + O(a®).

¢r(a) = acos(zk) +a
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Assumindo k£ = 1 e definindo ¢y, := ¢, obtemos exatamente , ou seja, obtemos a expansao de
Stokes associada a solucao periddica ¢.

Finalmente, substituindo a solugao (3.103]) no problema de valor de contorno e realizando
alguns fatores de correcbes obtemos a expansao desejada associada ao parametro c.
Adicionalmente, uma vez que a constante de integragao A(c) é definida por , a partir de (3.103))

concluimos (|3.105)). 0

Observagao 3.3.2. Vale mencionar que na prova de |22, Teorema 5.6] encontramos alguns argumentos
equivocados. De fato, os autores realizaram alguns cédlculos sem considerar restricGes convenientes no
espago periddico de média zero. Logo, acreditamos que a expansao de Stokes correta a ser considerada

no caso deles é dada por ([3.103]).

Em seguida, mostraremos que q. dado em 1} é continuo em c para ¢ > % e, também, q. — 0
quando ¢ — % Esse fato nos fornece que as ondas de Stokes obtidas pela Proposicao satisfazem

o problema de minimizacao 1’ para ¢ — %Jr.

Proposicao 3.3.3. Consideremos ¢ € Yy uma solucao do problema de minimizacao obtida no Lema

e gc = B.(¢). Entao, ¢. é continuo em ¢ para ¢ > % e g. — 0 quando ¢ — %

Demonstracao. Para u € Y fixado e para todo ¢ > ¢ > %, temos a seguinte desigualdade

0 < Bu(u) — Be(u) < =(d — c)DHuHiI% ,

per

DN |

onde D > 0 é uma constante positiva a qual ndo depende de c e ¢, e isso segue do fato de [ fW(D% u)?+
u?dx ser uma norma equivalente em H,(T).

Sejam B.(¢) = q. e Bo(¢') = q». Logo,

e’ — 4c = Bc’(¢/) - Bc(¢/) + BC(QbI) - Bc(¢) > Bc’(¢/) - Bc(¢/) >0

G = Ge = B (¢) = Bu(¢) + Ber(¢) — Be(9) < Bu(¢) — Be(d) < (' — C)DIIUIIZ% :

per

N |

Assim, resulta que g+ — g. quando ¢’ — ¢ e obtemos que ¢, é continuo em ¢ para ¢ > % Desse modo,
fe3
resta agora mostrarmos que ¢, — 0 quando ¢ — % Com efeito, para u € Hpr(T), consideremos o

funcional

Bu(u) = %Bc(u) _ ;/_Z(D‘é‘uﬁ + (1 - i) W2dz.
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Notemos que ¢ satisfaz B.(¢) = L e L é continuo em ¢ para ¢ > % Definamos a seguinte familia de

fungoes auxiliares em Y

uyu(x) = peos(x) + cos(2z), p>0.

3mp?
Substituindo u,, em B.(u), concluimos utilizando um procedimento similar ao realizado em [53, Lema

2.3] que

1/3 112/3
~ w [, 1 4 o 1 3r(22+1-1)77(2-1)
B =5 (22 ) g (-0 2 TEREL |

Portanto, obtemos
3w (20 +1— 1)/ (2 1)

c

2(3m)2/3 ’

1+

mostrando que g. — 0 quando ¢ — 5 .

O]

No resultado que segue, estabeleceremos boas propriedades espectrais para o operador
linearizado £ dado em (3.10) em torno da solucao single-lobe ¢ obtida no Lema conhecendo

informagdes espectrais para o mesmo operador em torno das ondas de Stokes obtidas pela Proposicao

B30

Proposicao 3.3.4. Para a € (%,2] fixado, suponhamos que ker(£) = [¢/] para todo ¢ > % Entao, o
espectro do operador linearizado £ em (3.10) em torno do minimizador periédico ¢ obtido pelo Lema
3.2.1] consiste em um autovalor negativo simples e uma sequéncia ilimitada de autovalores positivos

longe de zero. Além disso, para essas ondas, temos ker(L|x,) = [¢/].

Demonstracao. De acordo com a Proposicao o numero de autovalores negativos de £ pode
mudar nas continuacoes do parametro c se, e somente se, os autovalores passarem pelo autovalor zero.

Para as ondas de Stokes ¢ obtidas pela Proposicao notemos que ¢ € (%, +oo) — ¢ E ngr(’ﬂ‘) é

suave. Além disso, segue de (3.104) e (3.105)) a seguinte expansao

116"+ 142722 3
2 4o — 1

d=1+2A(c) —c—cA'(c) +O(a®). (3.111)

Para a € (%, 2], temos d < 0 e pela Proposicao isso significa que o operador £ em torno das
ondas de Stokes ¢ satisfaz n(L£) = z(£) = 1. Como ker(L) = [¢'], pelos argumentos de continuidade
e unicidade determinados no Teorema |3.2.7], o niimero de autovalores nao muda nas continuagoes de
c. Logo, obtemos um autovalor negativo simples para o operador linearizado £ em torno da solugao

single-lobe ¢ determinada pelo Lema para todo ¢ > % Como consequéncia desse fato, resulta
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também que ker(L|x,) = [¢']. Além disso, o restante do espectro de £ é formado por uma sequéncia
ilimitada de autovalores positivos longe do autovalor zero para todo ¢ > %

O

Uma consequéncia imediada da Proposi¢ao[3.3.4]é a unicidade do minimizador periédico ¢ obtido

pela Lema Mais precisamente, temos o seguinte resultado

Corolario 3.3.5. Para o € (%, 2] fixado, assumamos que ker(L) = [¢/] para todo ¢ > 3. O minimizador

periédico ¢ obtido pelo Lema é Unico.

Demonstragdao. Pela Proposigao temos que n(L) = 1, ou seja, a hipétese do Teorema é

satisfeita e, portanto, obtemos o desejado. O

Observacao 3.3.6. Seja o € (%,2] fixado. A Proposicao nos fornece um importante aspecto
para o perfil single-lobe ¢ obtido pelo Lema De fato, como n(L) = 1, segue de (3.59) que
ker(L|x,) = [¢']. Esse fato nos permite usar um resultado similar ao contido em [53, Lema 3.8| para
obter a existéncia de uma curva suave w € I — @, € H;;’T(']I‘) NXo,c de ondas periddicas para a equacao
, onde I C (%, +00) é um intervalo aberto contendo c¢. Vale ressaltar que nao podemos garantir
se ¢, resolve o problema de minimizacao , exceto em w = ¢, onde p, = ¢. Em contrapartida,

os argumentos de continuidade nos permitem deduzir para essas ondas que se ker(£) = [¢'] para todo

¢ > %, entdo n(L) = 1.

3.4 Estabilidade Espectral

Nesta secao, apresentaremos resultados de estabilidade espectral para o problema .
Inicialmente notemos que, utilizando argumentos similares aos contidos em [53, Proposicao 2.4], a
solugao par para o problema de valor de contorno (3.8)) obtida no Lema é suave. Além disso, ¢
tem um perfil single-lobe, isto é, existe apenas um méximo (em z = 0) e um minimo de ¢ em T. Desse
modo, para decidirmos sobre a nao-degenerescéncia de ker(ﬁ), seguiremos os argumentos contidos em
[39].

Considerando « € (0, 2] e sendo ¢ é uma solugao single-lobe, obtemos pelo Teorema da Oscilagao
em [39] que o operador £ tem no méximo dois autovalores negativos, ou seja, n(£) € {1,2}.
Consequentemente, pode existir no méximo duas autofuncées de £ para o autovalor zero, isto &,
z(£) € {1,2}. Lembremos que ker(L|y,) = [¢'] implica no fato da curva ¢ € (3,400) = ¢ ser suave
e d dado em pode ser usado para decidirmos a respeito da nao-degenerescéncia de ker(/j) ea
quantidade exata de n(EN) de acordo com a Proposigao Com efeito, se d # 0 resulta da primeira

igualdade em (3.40), (3.41)), e (3.42) que {1, ¢, $*} € range(L). Pela Proposicio 3.1 em [39] conclufmos
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que ker(L) = [¢/]. Por outro lado, se d = 0, temos ker(£) = [¢/, L¢ — L — L¢]. Mais ainda, d < 0

c c

implica n(£) =1 e d > 0 nos fornece n(L£) = 2.
A seguir, provaremos a estabilidade espectral paras as ondas de Stokes associadas ao caso « €

0,2].

Teorema 3.4.1. Seja o € (0,2]. As ondas de Stokes ¢ € Hyp, (T) determinadas pela Proposigao m

sao espectralmente estaveis no sentido da Defini¢ao (2]).

Demonstragao. Como L é o operador Hessiano associado ao funcional G(u) em e L= %E para
todo ¢ > 3, a estabilidade espectral ocorre se E|{L(Da+1)¢}l >0, isto é, se n(Z‘{L(Da+1)¢}L) = 0. Por
outro lado, a onda periédica ¢ é espectralmente instével se n(L| (1,(Do41)e}t) = 1.

Para A ¢ a(/j), onde o(L£) denota o espectro do operador £, definamos a seguinte matriz simétrica

de ordem 2 x 2

(L= A)"HD>+1)¢, (D™ +1)¢) (L —AI)"H (D™ +1)¢,1)
S(A\) =
(L= X)"'1, (D™ +1)¢) (L —X)"11,1)

Por (3.111)), para o € (0,&) U (%, +00) obtemos d < 0, enquanto para & < a < %, temos d > 0. Para
1
2

a=a=0.2924 e a = 5, notamos a existéncia de pontos de dobra para os quais d = 0.

Assumamos que d # 0. Calcularemos o determinante da matriz S(A) em A = 0. De fato,

utilizando a equagao (3.6)) temos pela primeira igualdade em (3.40) que
L i¢ _— (D*+1)¢ + A'(c))
dc c )
Aplicando o operador £~! em ambos os lados da igualdade acima, resulta que
A-1(( P d 10N A1
D410 = e f0) - XL,

0 que implica

(D" + 10 (D% + 1)) = (¢ 56 ) = AL W (D% + o).

Utilizando novamente a equacao (3.6) e , obtemos que

@ 0.0 09 = (e (d0) - a0a (o1 -1o) . fot+ o AT

dc c c 2c c c
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2rd ! 1

= —”T(A'(c))2 —2mA () — 27 () (3.112)

onde na ultima igualdade usamos (3.51f). Além disso, temos que

5 1 ma < q o 2rd—1
(LT (D*+ 1), 1) = (L1, (DY +1)¢) = - A(c) (3.113)
e
- d-1!

(L711,1) = —27—. (3.114)

C

Devido as relacoes em (3.112]), (3.113)) e (3.114]), o determinante de S(0), para d # 0, é dado por

dets(0) = 74 (A'(C) + ch(Qﬁ)) . (3.115)

C

Notemos agora que combinando (3.104)) e (3.105)), obtemos

Ale) = (27 + 1)(2% — 1) (c - ;) +O(a). (3.116)
Dessa forma, A’(c) é dada pela seguinte expansao de Stokes
Al(c) = (2* +1)(2* — 1) + O(a®) (3.117)

e, consequentemente, A’(c) > 0 para todo a € (0,2]. Como B.(¢) > 0, observamos que o sinal
de det S(0) é determinado apenas por d~!, uma vez que os termos entre parénteses em sao0
estritamente positivos.

Denotemos por ng e zy o nimero de autovalores negativos e autovalores zeros de S(0),
respectivamente. Se d = 0, entao S(0) é singular e, nesse caso, denotamos o nimero de autovalores

divergentes de S(\) quando A — 0 por zs,. Assim, [61, Teorema 4.1] nos fornece as seguintes relagoes

Y

n(i ‘{1,(Da+1)¢>}l) = n(L) —ng — 2o,
Z(/j ‘{17(Dﬂ+1)¢}l> = 2(5) + 20 — 200

Assumamos d # 0, entdo obtemos imediatamente que zo, = 0. Se 0 < @ < & ou @ € (1

2],

temos zp = 0 e detS(0) < 0 implicando que ny = 1. Por outro lado, pelo Corolério
observamos que as ondas de Stokes em (3.103)) solucionam o problema de minimizagao (3.34) e

pela Proposigao obtemos que n(L) = 1. Portanto, nesse caso temos a estabilidade espectral

1

uma vez que n(L |{1(Da+1)¢}L) =1-1-0=0. Paraocaso @ < a < 5, temos ng = 0 ou
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nog = 2. Ademais, em vista das relagoes (3.112)) e (3.114)), o traco da matriz S(0) é estritamente

negativo, logo ng = 2. Consequentemente, obtemos a estabilidade espectral de ¢ ja que n(L) = 2 e

(L |y (payrygyt) =2—2-0=0.

Finalmente, para o caso @ = @ ou a = %, obtemos a partir das relacoes acima e pela Proposicao

8.2.2 que 200 = 1, n(£) = 2, logo n(L | (payp)syr) =2 -2=0.

O

Observacao 3.4.2. O resultado obtido no Teorema pode ser estendido para o caso a > 2 sem

mais problemas.

O préximo resultado garante a estabilidade espectral do minimizador periddico ¢ para o caso
a€(3,2lec> 1

Teorema 3.4.3. Seja o € (3,2]. Suponhamos que ker(£) = [¢/] para todo ¢ > %. O minimizador

periddico obtido pelo Lema [3.36] é espectralmente estavel.

Demonstracao. Nesta demonstragao, usaremos os mesmos calculos obtidos na prova do Teorema (3.4.1
Com efeito, como estamos considerando o € (%, 2], obtemos pela Proposigao m que n(£) =1 o0 que
significa que z(L|x,) = 1 por [53, Corolério 4.5]. Pela Proposi¢ao temos que d = 1+ 2A(c) —

¢ — cA’(¢) < 0 para todo ¢ > % e, apés multiplicarmos essa desigualdade por c%, obtemos que

d 1 1 1 1 1
—A(0)= | = 24(c) =+ A(0)= > = — . 3.118
o < (c) CQ> (@ z+A0O5> 33 (3.118)

Integrando ([3.118)) no intervalo (%,C] e observando que por (3.116)) a convergéncia A(c) — 0

quando ¢ — % ocorre, obtemos a importante desigualdade
Alc) > c— —. (3.119)

Logo, pela desigualdade de Poincaré-Wirtinger, por (3.119)) e pela desigualdade 1+ 2A(¢c) — ¢ —

cA'(c) < 0, segue que

A+ 1B0) > He)+ (20 1) / " $de

= A'(c) +2(2c — 1) A(c) (3.120)

1 2
> 462—4c+2>2<c—2> > 0.
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Portanto, se ¢ > % obtemos por (3.120) que A’(c) + %Bc(é) > 0. De (3.115)), resulta que

det 5(0) = A4 (A’(c) + ch(@) <0.

C

Ao mesmo tempo que n(L) = 1, pela férmula do indice contida no Teorema concluimos a
estabilidade espectral do perfil single-lobe ¢. ]

Observagao 3.4.4. De acordo com a expressao em (3.105)), a estimativa correta dada por (3.119) deve
ser A(c) > ¢ — % + % + O(a*). No entanto, uma vez que a corresponde ao parametro de pequena
amplitude e obtivemos uma estimativa para A(c) por baixo, podemos omitir os fatores de correcao
sem nenhum problema. Outro fato importante é que n(£) = 2 para a € (%, %], na Proposicao

ocorre apenas para ¢ préximo ao ponto de bifurcacao % Em certo sentido, estamos recuperando os

experimentos numéricos contidos em [53, Secao 5] para o caso da equagao KdV fracionaria onde o

ponto de bifurcacao é ¢ = —17T.

Observacao 3.4.5. Podemos substituir a hipétese ker(L) = [¢/] no Teorema [3.4.3 por n(L£) = 1. Neste

caso, obtemos automaticamente por [53, Coroldrio 4.5] que z(L|x,) = 1 e o resultado segue.
3.5 Experimentos Numéricos - Trabalho Realizado em Parceria

Visando um melhor entendimento da estabilidade espectral de solugoes ondas viajantes
periédicas para a equagao (3.1), nesta secdo apresentaremos experimentos numéricos que foram
realizados em parceria com H. Borluk, G.M. Muslu e G. Oruc (veja [5] para mais detalhes). Na
verdade, apresentaremos um método de iteracao de Petviashvili, o qual é amplamente utilizado para a
obtencao de solugbes numéricas para equagoes nao lineares, (veja, por exemplo, [28,[59]). O método de
iteragdo para ondas periédicas, uma modificagdo do algoritmo de Petviashvili padrao (veja [29, [46]),
¢é baseado nas seguintes etapas de solucao. Inicialmente, consideramos a transformacao

b= lo—(c—1)+/c—1)7+ 24 (3.121)

2c

para converter a equacao ([3.6) em
D% + wip —p? = 0, (3.122)

1

onde w = —/(¢ — 1)2 4+ 2A. Assim, obtemos a equagdo com uma constante de integragio igual a zero.
c

Integrando (3.121)) no intervalo [—7, 7] e usando o fato de que ¢ : T — R é uma fungao periédica com

propriedade de média zero, obtemos que

- —1
c= <1—w+71r/7r1/1da:> . (3.123)
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Em seguida, usamos o método usual de Petviashvili para obtermos a solugao da equacao ((3.122]).

Aplicando a transformada de Fourier na equagao (3.122)) segue que

(€% +w) () — ¥2(€) = . (3.124)

Um algoritmo iterativo simples para o calculo numérico de 12(5 ) para a equacao acima pode ser
proposto na forma
~ b (6)
=_—12 " neN 3.125
wn+1(€) |€|a+w ( )
onde @Zn(f) denota a transformada de Fourier de v,, que é a n-ésima iteracao da solugao numeérica.

Aqui, as solugoes sdo construidas a partir do pressuposto
€)Y +w # 0. (3.126)

Como o algoritmo acima é geralmente divergente, finalmente apresentamos o método de

Petviashvili como

~ MY —
Frn€) = g 2 VR O) (3127)

introduzindo o fator de estabilizacao

(D + w)¥n, Yn)

Mn: )
(¥, ¥n)

n € HY

per

(T). (3.128)

Aqui, o parametro livre v é escolhido como sendo 2 para a convergéncia mais réapida (veja [62] para
mais detalhes). O processo iterativo é controlado através do erro entre duas iteragoes consecutivas
dadas por Erro(n) = ||¢n — ¢n-1lrs, € o erro do fator de estabilizacdo |1 — M,|. O residuo do

processo de interacio é determinado por RES(n) = ||Stn ||z, onde St = D% + wip — )2,

per”
A solucao de onda periédica ¢ para a equaggo BBM correspondente ao problema de valor de
contorno (3.8) com o« = 2 é dada pela equacgao ((3.79).
Com o propésito de testarmos a precisao do nosso método, comparamos a solucao exata (3.79)

com a solucdo numérica obtida usando a expansdao de Stokes correspondente a (3.122)) como a

estimativa inicial

B 1 1 cos(2x) cos(3x)
Yo(z) = 1+ acos(x) + a 3 2@ 1) + 320 — 1) +a32(2a D)@ 1)’ (3.129)

onde a = 0.2 e a = 2. Nesse experimento, o intervalo de espaco é [—m, 7] e 0 nimero de pontos da

malha é escolhido como N = 2'2. No primeiro painel da Figura representamos as solucoes exatas
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e numéricas para a velocidade de onda ¢ = 1.2181. Como podemos ver na figura, as solugoes exatas
e numéricas coincidem. Nos demais painéis da Figura [3.2] apresentamos as variacoes de trés erros
diferentes com o numero de iteragoes. Esses resultados nos mostram que o nosso esquema numérico

alcanca a solugao notavelmente bem.

10
100F
5
2
& 10
or
-5 : : ; 108 ‘ ‘ ‘
-4 -2 0 2 4 0 10 20 30 40
X ‘Numero de iteragdes
10°
100 L
— o
= R
z o’ 2 e
10714 ‘ ‘ ‘ 108 ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
Numero de iteragdes Numero de iteragdes

Figura 3.2: Solugoes exatas e numéricas da equacao BBM com velocidade de onda ¢ = 1.2181 e a

vari¢ao de Erro(n), |1 — M,| e RES com o nimero de iteracoes em escala semi-logaritmica.

0
Numérico
800 - - - - Exato /| 20t
-40
600 1
< © -60
400 - 1
-80
200 r 1 100 |
0 ' : . 5 -120 ' : :
0.5 2 4 6 8 0.5 2 4 6 8

Figura 3.3: Variagoes dos valores exatos e numéricos da constante de integracao A em relacao a c

(painel esquerdo) e variagao do valor numérico de d em relagao a ¢ (painel direito) para o = 2.



3.5 Experimentos Numéricos - Trabalho Realizado em Parceria 103

O painel esquerdo da Figura [3.3| nos mostra a variacdo exata e numérica da constante de
integracdo A com relagdo a c¢. A relagdo exata entre A e c¢ é ilustrada utilizando as equagoes
e . Do ponto de vista numérico, primeiro obtemos a solucao numérica usando o método
de Petviashvili para cada w € (1,+00). Na sequéncia, encontramos a velocidade de onda
correspondente ¢ pela relacao (3.123)). Finalmente, o valor numérico da constante de integragao A(c)
¢é avaliado por

1

Ale) = 3 [cw?® — (c—1)%]. (3.130)

Como pode ser visto na figura, os valores exatos e numéricos de A(c) coincidem. No painel direito da

figura, apresentamos a variagao de d com c. Observamos que d é sempre negativo.

Numérico

= = =Exato

Figura 3.4: Solucao exata e numérica da equagao rBO com velocidade da onda ¢ = 1.2192.

250 : 0
——Numérico
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200 + 10 |
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100 -
-30
50+
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oE 5 pt & 5 0.5 2 4 6 8
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Figura 3.5: Variagao dos valores exatos e numéricos da constante de integracao A em relacao a c
(painel esquerdo) e a variacao do valor numérico de d em relacao a ¢ (painel direito) para o = 1.

A solucéo periddica single-lobe do problema de valor de contorno (3.122)) para @ = 1 é dada por

(z) = —Smhy (3.131)

coshy — cosx’
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onde o parametro v € (0, 4+00) é dado por vy = cothfl(w). A transformacao (3.121]) nos permite obter
a solucao de onda periddica single-lobe para a equagao rBO como

d(z) = 2c<smm - 1). (3.132)

cosh~y — coszx

Comparamos a solugao exata com a numérica obtida usando expansao de Stokes
com a = 0.2 e @ = 1 como a estimativa inicial. O intervalo de espaco é [, 7] e o nimero de pontos da
malha é escolhido como N = 2°. Exibimos as solucdes exatas e numéricas para a velocidade de onda
c=1.2192 na Figura Como temos ffﬂ Y(z)dx =27 de , obtemos ¢ = (3 —w)~! utilizando
. Eliminando w em , calculamos a constante de integracio A(c) = 4¢?—2c explicitamente.
No painel esquerdo da Figura[3.5] comparamos a varia¢ao exata e numérica da constante de integracao
A em relagio a ¢ para a = 1. No painel direito mostramos a variacao de d com relagao a ¢ para o = 1.
As Figuras e nos mostram que A(c) é estritamente crescente para todos os valores de ¢ e d é
sempre negativo. Portanto, os resultados numéricos sao compativeis com o Teorema [3.4.3| que afirma

a estabilidade espectral da solucao single-lobe para a € (%, 2].

60 ‘ ‘
H €=0.9014
50 f < c=2.0645
I ¢=5.5209
40 ] _
il =
<30 ii =
20 | i g
[£]
[
10 | ii
AN
-4 2 0 2 4 -2000  -1000 0 1000 2000
X §

Figura 3.6: Vairios perfis de ondas numéricos (painel esquerdo) e o médulo dos coeficientes de Fourier

da solugao numérica (painel direito) para a = 0.55.

No préoximo experimento numérico, escolhemos o = 0.55 > « desde o ponto de dobra ag = 0.5
para a equacgao fBBM. No painel esquerdo da Figura[3.6] ilustramos os perfis de ondas periddicas para
varios valores de ¢. Podemos ver que a amplitude torna-se cada vez mais elevada com o crescimento
da velocidade da onda c¢. O painel direito da Figura [3.6] nos mostra que o médulo dos coeficientes
de Fourier calculados por meio de uma transformagao discreta de Fourier diminuem a precisdo da
méaquina para N = 2!2 modos de Fourier. Na Figura representamos a variagao de A(c) e d com

c. Os resultados numéricos sao novamente compativeis com o Teorema para a > %
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60

40 |
<
20 ¢

Figura 3.7: Variacdo de A com relagao a ¢ (painel esquerdo) e variagdo de d com relagdo a ¢ (painel

direito) ambos avaliados numericamente para o = 0.55.
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Figura 3.8: Variagao numérica dos valores de A com relacao a ¢ (painel esquerdo) e uma evidéncia
da lacuna entre o ramo de Stokes e a solugdo numérica (painel direito) (a = 0.45).

Na Figura mostramos a variacao de A(c) para a = 0.45 < ap. A imagem mostra uma falta
de convergéncia usando o método de Petviashvili no sentido de que a func¢ao A(c) nao pode alcangar o
ponto de bifurcacao ¢ = %Jr como determinado para o caso a € (%, 2]. De acordo com o nosso melhor
conhecimento, esse fenomeno nos da (pelo menos numericamente) uma indicacdo de que o ntmero
de autovalores negativos para o operador linearizado é 2 e/ou a existéncia de um ponto de dobra, ou
seja, um valor de ¢ tal que dim(ker(£)) = 2. Em ambos os casos, é sabido que o método numérico
nao converge (veja [46, 53, 62]) e nos impede de mostrar a existéncia de um minimizador periédico

que resolve . Devido a falta de dados numéricos para ¢ € (0.5,1.8), ilustramos a curva (linha

pontilhada) usando a seguinte relagao
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obtida pela expansao de Stokes. O painel direito nos fornece uma visao mais detalhada da lacuna

entre o ramo de Stokes e o resultado numérico. Para preenchermos esse vao, usamos o método de

Newton para ¢ € (0.5,1.8) na Figura
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Figura 3.9: Variagao de d com relagao a ¢ (superior esquerdo), evidéncia do valor critico ¢* (superior

direito) e a variacdo de A’(c) + 2B,(¢) com c (inferior) para a = 0.45.
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Figura 3.10: Variagdo dos valores numéricos de A com respeito a ¢ com a combinagao dos métodos

de Newton e Petviashvili (o = 0.45).
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1
Na Figura apresentamos a variagdo de d e do termo A’(c) + —B.(¢) com ¢ para o = 0.45.
7

Observemos que A’(c) + —B.(¢) é positivo para todos os valores de ¢. No entanto, d é positivo até
T

uma velocidade critica ¢* ~ 0.953 e, entao, se torna negativo. Consequentemente, det,S(0) é positivo

para ¢ € (%,c*) e negativo para ¢ € (¢*,+00). Além disso, ilustramos a variagdo de d e do termo

1
A'(¢) + =B.(¢) com ¢ na Figura[3.11| para o ponto de dobra ag = 0.5. Os resultados numéricos sao
T

muito semelhantes aos de a = 0.45 com ¢* ~ 0.67. Como pode ser visto nas figuras, det S(0) < 0 para
¢ € (¢*,+00) indicando a estabilidade espectral. Contudo, det S(0) > 0 para ¢ € (3, c*) resultando
que ng = 0 ou ng = 2. Por essa razao, exibimos a variacao de do trago tr S(0) com ¢ para ambos
casos @ = 0.45 e a = 0.5 na Figura Uma vez que tr S(0) é negativo, temos que ng = 2 e, por

consequéncia, concluimos que a onda peridédica também é estével para c € (%, ).
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Figura 3.11: Variagao de d com relagao a ¢ (superior esquerdo), evidéncia do valor critico ¢* (superior

direito) e a variacdo de A’(c) + 2B,(¢) com c (inferior) para a = 0.5.
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Figura 3.12: Variagao de tr S(0) com respeito a ¢ para o = 0.45 (painel esquerdo) e o = 0.5 (painel

direito).

3.6 Estabilidade Orbital de Ondas Periédicas

Apresentaremos, nesta secao, uma breve discussao a respeito da estabilidade orbital da onda
periédica ¢ obtida pelo Lema A nossa nocgao de estabilidade orbital é dada segundo a Definicao
(1), a qual prescreve a existéncia de solugoes globais. Portanto, de acordo com a Secao 3.1 e seu
resultado de boa colocagao global, precisamos assumir o > 1.

Em seguida, consideremos a quantidade conservada V(u) = P(u) — E(u) definida em eo

funcional auxiliar

Q(u) ===V (u)+ (c—1—A(c)) M (u). (3.133)

Além disso, definamos

To = {u € H2,(T); (Q'(¢),u) = 0}.

Notemos que Y é o espaco tangente a variedade suave {u € HZ,(T); Q(u) = Q(¢)} em ¢. Posto
isso, de acordo com [26, Teorema 2.1] (veja também [4]) temos o seguinte critério para a estabilidade

orbital:

Proposigao 3.6.1. Seja a € (3,2] fixado. Suponhamos que n(L) =1 e z(L) = 1 para todo ¢ > . Se

existe & € H®

per

estdvel em Hp%er(’]l‘) pelo fluxo periddico de 1'

(T) tal que (LP, V) = 0 para todo ¥ € Ty, e (LP,P) < 0. Entao ¢ é orbitalmente

Demonstragao. Veja Teorema 2.1 em [26]. O

No préximo resultado, exibiremos uma versao simplificada para o resultado de estabilidade

orbital dado pela Proposicao |3.6.1
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Proposigao 3.6.2. Suponha que as hipéteses da Proposigao sejam verdadeiras. A onda periddica
¢ é orbitalmente estdvel no espago energia H,Z,(T) desde que (L(1 + ¢),1 + ¢) < 0.

Demonstragao. Suponhamos que n(L£) = 1 e z(£) = 1 ocorrem. Dado o funcional auxiliar ) em
(13.133)) obtemos que
1
Q@) =c—1-A) ~ 6~ 16" = L1+ ).

Como £ é um operador autoadjunto e L¢' = 0, resulta que (Q'(¢),¢’) = 0 e (L(1 + ¢), V) = 0,
para todo ¥ € Yy. Portanto, de acordo com a Proposicao se (L(1+ ¢),1+ ¢) < 0 obtemos a

estabilidade orbital de ¢ no espacgo energia H,2,(T). Além disso, é possivel verificarmos que

(L0 +011+6) = (c=1-A0 =6 30%1+40)

= 2n(c—1)—2 [ ¢*dr— 1 P3da (3.134)

7T_7r 2

= 271'(6—1)—/ (D2 )% + (c+ 1) p?da,

—Tr

—T

onde na tultima igualdade utilizamos a equacgao (3.6)). 0

Finalmente, utilizando a estimativa (3.119)) estabeleceremos, a seguir, o nosso resultado de

estabilidade orbital da onda periédica ¢.

Teorema 3.6.3. Para o € (1,2] fixado, assumamos ker(£) = [¢/] para todo ¢ > 3. A onda periédica ¢

obtida pelo Lema é orbitalmente estdvel no espago energia H,z,(T) no sentido da Deﬁnigéo

Demonstragao. Como z(L) = 1, pela Proposicao temos que n(L) = 1. Logo, basta utilizarmos a
desigualdade (3.119)) e a Proposicao para obtermos o desejado. De fato, se ¢ > %, por (3.134) e

pela desigualdade de Poincaré-Wirtinger resulta que

(L+6)1+6) = 27r(c—1)—/7r o(DFG? + (c+ 1) 2da

—T

< 2n(c—1)—(2¢+1) ﬂqﬁde

(3.135)

= 2m(c—1) —4n(2¢+ 1)A(c)

< 2m(c—1) —4r(2c+1) (¢ — &) = —2mc(de — 1) < 0.

Pela Proposigao concluimos a estabilidade orbital de ¢ no espago energia H,;%er (T). O



Estudos Futuros

Para possiveis trabalhos futuros, acreditamos que as linhas de abordagens que apresentamos
nesta tese podem ser seguidas e adaptadas para o estudo da estabilidade espectral e orbital de ondas

viajantes periédicas de outras equagoes.

e Um dos pontos que nos desperta um maior interesse diz respeito a aplicacao dos conceitos de
estabilidade espectral de ondas viajantes periédicas aqui desenvolvidos. Nossa primeira proposta
inclui verificar se tais conceitos podem ser aplicados as equagoes de alta ordem. Dentre elas,

queremos considerar a equagao de Kawahara dada por
Up + Uy + Ugzr — Uzzzzz = 0,

onde M = 9% 9% e f(u) = “72 em (4) e, também, a equagao de quinta ordem regularizada dada
por

Up + Ug + Ul + Ugzzar = 0,

a qual é uma equacao do tipo com M= —91e f(u) = “2—2

e Também temos interesse em aplicar as mesmas ideias desenvolvidas nessa tese a outros tipos
de equacgoes regularizadas. Destacamos a equacao de ondas longas intermediaria regularizada
(ILWR),

up 4 2utiy + 6 ug 4+ (Tsu)er =0, 6 >0 (3.136)

~

onde 75 é o operador dado por ﬁ?(n) = ¢ coth (@) f(n), o qual ndo é um operador fraciondrio.

e Nos propomos, também, em melhorar os resultados apresentados nos Capitulos 1 e 2 na intencao

de obté-los sem recorrermos aos métodos numéricos.
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