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Resumo

O objetivo desta pesquisa é apresentar uma proposta complementar para o calculo de
areas de poligonos por meio do Teorema de Pick, que normalmente nao é explorado
nos livros didaticos. Os professores que lecionam nas séries dos Anos Finais do
Ensino Fundamental sao o publico alvo deste trabalho, pois de acordo com a BNCC
nestas séries hd um maior foco no ensino dos conceitos de areas de poligonos. Além
disso, foram criadas fichas didaticas com atividades que envolvem aplicagoes do
Teorema de Pick, algumas das quais tém como base as fases que abrangem calculos

de areas do aplicativo Pythagorea para smartphones.

Palavras-chave: Areas de poligonos; Teorema de Pick; Pythagorea.



Abstract

The goal of this researsh is to present a complementary proposal for the cal-
culation of polygon areas using Pick’s Theorem, which is not normally explored in
textbooks. The teachers who teach in the final years of Elementary School are the
target audience of this work, because according to the BNCC in these grades there
is a greater focus on teaching the concepts of polygon areas. In addition, didactic
sheets were created with activities involving Pick Theorem applications, some of
which are based on phases that cover area calculations of the Pythagorea app to

smartphones.

Keywords: Polygon areas; Pick’s Theorem; Pythagorea.
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INTRODUCAO

Durante minha vida profissional como professor de Matematica atuando nas sé-
ries finais do Ensino Fundamental e também no Ensino Médio, na cidade de Maringa-
PR, acompanho as dificuldades dos estudantes. Mesmo com a aprovagao para a série
seguinte, muitas vezes os alunos apresentam duavidas expressivas relacionadas ao nao
aprendizado de contetidos importantes, o que dificulta a assimilagao de novos assun-

tos de diversas areas da Matemética.

Dentre os topicos que geram duvidas, os que chamam a minha atengao sao os
relacionados aos calculos de areas de figuras planas, em Geometria, pois muitas
vezes eles sao apresentados aos estudantes como um conjunto de féormulas que sao

memorizadas sem a real compreensao do que elas representam.

Além das dificuldades discentes, observo que a propria rotina de trabalho dos
professores do Ensino Béasico tem se apresentado como fator agravante no processo de
aprendizagem dos alunos. Muitos profissionais nao possuem tempo adequado para
prepararem aulas, corrigirem provas e trabalhos, realizarem pesquisas, projetos e
qualificagoes profissionais. Outro ponto importante é o fato de alguns professores
terem que desenvolver suas atividades em trés, ou mais instituicoes, tendo que se

adaptar a varias realidades de trabalho.

Diante dessas dificuldades em sua rotina de trabalho, alguns professores acabam
por ter que recorrer quase que exclusivamente ao livro didatico como recurso ou
suporte para as aulas de Matemaética. Embora este material contemple os contetidos
a serem trabalhados, muitas vezes ele nao apresenta abordagens diferenciadas e

complementares dos assuntos matemaéticos, e especificamente, conforme Rocha €



Andrade| (2007)), os contetidos de Geometria.

Na Educagao Basica o conceito de area esta presente em diferentes
momentos, desde a Educacao Infantil até o Ensino Médio. Os
curriculos propoem diferentes abordagens a partir da exploragao
do espaco, associadas ou nao ao trabalho com medidas e geometria.

Nas séries finais do Ensino Fundamental e no Ensino Médio, os
professores de Matematica desenvolvem esse contetiido com o apoio

do livro did4tico e introduzem o conceito de area como um namero
associado a uma superficie e, rapidamente, passam ao calculo de
area, utilizando férmulas.

Em geral o trabalho prescinde de atividades que envolvam compo-
si¢ao e decomposicao de figuras propostas nos estudos de geometria
e que subsidiam a compreensao das férmulas. Pouca ou nenhuma
énfase é dada ao desenvolvimento histérico do conceito de éarea e
a sua importancia no desenvolvimento das sociedades na antigui-
dade. Além disso, os calculos de areas ficam restritos as figuras
poligonais, & excecao do circulo. (ROCHA; ANDRADE, [2007, p.
2).

Neste caso, a motivagao desta pesquisa é proporcionar aos professores que atuam
nos anos finais do Ensino Fundamental um material complementar ao que ja é uti-
lizado em suas aulas, composto de fundamentacao tedrica e exercicios de aplicagao,
de modo que estas atividades possam ser implementadas inclusive no periodo de re-
tomada das aulas apos a fase correspondente a pandemia do COVID-19, quando da
implanta¢ao do modelo de ensino remoto/hibrido, onde pode haver a necessidade de
abordagens adicionais. Desta forma, neste material trabalharemos especificamente

com o célculo de areas de poligonos simples.

O calculo de areas de figuras planas é um assunto apresentado nos anos finais
do Ensino Fundamental como um conjunto de férmulas prontas que exigem memo-
rizagao dos alunos. Os exercicios encaminhados usam as aplicagoes diretas dessas

formulas e exploram, com maior frequéncia, conceitos aritméticos.

Como alternativa, a nossa proposta é apresentar atividades que fazem uso do
Teorema de Pick para o calculo de areas. Este método, estabelecido pelo matematico
austriaco Georg Alexander Pick (1859-1942), permite o calculo de areas poligonais
de uma forma diferente daquela expressa nos livros didéticos, desde que os poligonos

estejam enquadrados em uma malha quadriculada.

Em alguns momentos deste trabalho as atividades propostas utilizam as fases

de um aplicativo e jogos geométricos para smartphones chamado Pythagorea. A



realizacao destas tarefas necessitara da manipulagao dos telefones celulares em sala

de aula, fornecendo uma possibilidade didatica adicional para estes equipamentos.

No aplicativo Pythagorea as fases sao apresentadas em malhas quadriculadas,
dessa forma, o Teorema de Pick pode ser utilizado como auxiliar na resolucao de

alguns problemas propostos pelo jogo.

Este trabalho esta organizado por meio de capitulos, disposto da seguinte ma-

neira.

No primeiro capitulo estao alguns conceitos e defini¢oes importantes sobre po-
ligonos, regioes poligonais e areas, com o objetivo de possibilitar ao professor uma
revisao de defini¢oes, propriedades e demonstragoes desses componentes matemati-
cos. Esta revisao auxiliara o leitor a fundamentar os conceitos de areas para utilizar
com seus alunos. Esta fundamentacao tedrica seré antecedida por uma breve reto-
mada de aspectos historicos acerca do conceito de areas, afim de fornecer ao professor

suporte para introducao dos conteudos tratados.

O segundo capitulo trata especificamente do Teorema de Pick, iniciando por um
breve historico sobre a vida de Georg Alexander Pick e algumas de suas contribuigoes
a Matematica. Em seguida estao relacionados os principais conceitos, definigoes
e demonstragoes que servem de apoio para a demonstragao do Teorema de Pick,

tomando os resultados de Lima/ (1991) como referéncia.

O terceiro capitulo expoe inicialmente as consideracoes da Base Nacional Comum
Curricular - BNCC e suas implicagoes quanto ao ensino do conceito de drea nos anos
finais do Ensino Fundamental. Nele estao apresentadas também algumas orientagoes
sobre o acesso ao aplicativo Pythagorea, bem como sua possivel utilizacao enquanto

instrumento de ensino de Geometria.

O capitulo 4 disponibiliza aos professores um conjunto de atividades divididas
entre as quatro séries do anos finais do Ensino Fundamental. Estas atividades sao
apresentadas em duas partes, sendo a primeira uma ficha didatica destinada ao

professor, e a segunda composta pela folha de atividades destinadas aos alunos.



CAPITULO 1

AREAS DE POLIGONOS

Acreditamos que, as necessidades humanas em delimitar territérios e construir
moradias para sobrevivéncia, foram essenciais para que conceitos geométricos fossem
desenvolvidos e incorporados as evolugoes historicas de algumas sociedades primiti-

vas.

Com o passar do tempo surge a necessidade do tratamento sistematizado dessas
informagoes geométricas e, em especifico, observa-se o enriquecimento da linguagem
matemaética que, por meio de ferramentas proprias, permitem que a Geometria seja

cada vez mais precisa e eficiente em sua incorporacao as necessidades humanas.

Neste capitulo apresentaremos inicialmente informacgoes histéricas sobre as con-
tribuigoes de algumas civilizagoes antigas na edificacao do conceito de areas e, com
estas informagoes pretendemos motivar o leitor a incorporar referencias historicas

em suas aulas.

Em seguida, com base em |Franco e Geronimo (2010), mostraremos alguns as-
pectos da fundamentacgao teodrica relacionada & construcao do conceito de areas de
poligonos. Estes elementos, além de representarem um importante suporte argu-
mentativo ao professor-leitor, caracterizam-se também como base essencial para os

estudos que serao tratados no decorrer deste trabalho.



1.1 Um pouco de historia

Acredita-se que a necessidade histérica da humanidade em marcar suas extensoes
territoriais em busca de melhores condigoes de vida, através do dominio e da posse
de terra, tenha sido um dos motivos para constante busca no reconhecimento e na

determinacao de areas de diferentes formas geométricas.

Segundo [Eves| (2011), antes do desenvolvimento de uma sociedade organizada e
da agricultura, os agrupamentos humanos tinham um comportamento social base-
ado na caca e na colheita de recursos disponiveis em cada regiao e, a vista disso, a
busca de novos territérios que provessem essas necessidades. Esta atitude nomade
certamente exigia a capacidade de identificar as quantidades de alimentos disponi-
veis em cada regiao, assim como a determinacao das distancias territoriais, afim de
poderem decidir o momento adequado para realizarem novos deslocamentos e buscas

por regidoes com maior fartura, e dessa forma, melhores condi¢oes de sobrevivéncia.

O aparecimento de novas formas de sociedades as margens dos grande rios da
Africa e da Asia evidenciaram a necessidade do desenvolvimento das préticas mate-
maticas adequadas a cada situacdo. Ao longo do rio Nilo na Africa, dos rios Tigre e
Eufrates na Asia Ocidental, do Ganges no sul da Asia Central e dos rios Howang Ho
e o Yangtze na Asia Oriental, as a¢des como a drenagem de pantanos, o manejo de
inundacoes e as irrigagoes transformavam as terras marginais em locais adequados
para a pratica da agricultura. Estes projetos edificados com técnicas agricolas e
engenharia motivaram um consideravel desenvolvimento tecnologico e matematico.

No Egito antigo podemos verificar a atitude do faradé Sesotris.

Sesotris repartiu o solo do Egito entre seus habitantes. Se o rio
levava qualquer parte do lote de um homem, o rei mandava pessoas
para examinar e determinar por medida a extensao da perda. Por
esse costume, eu creio, ¢ que a Geometria veio a ser conhecida
no Egito, de onde passou para a Grécia. HERODOTO apud
(BOYER; MERZBACH, 2012} p. 29) .

Os registros historicos mencionam os conhecimentos egipcios relativos & Geome-
tria. De acordo com |Eves (2011), muitos dos problemas relativos a cultura egipcia
referem-se a aplicagoes de férmulas necesséarias para o calculo de areas de regioes
e volumes de graos. Em algumas situacoes os relatos afirmam que a area de um

circulo é igual a de um quadrado que possui lado igual a g do seu diametro e ainda,
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assume-se que o volume de um cilindro é o resultado do produto da medida da area

da base pelo comprimento da altura.

Apesar de haver mencoes sobre os antigos egipcios conhecerem o Teorema de
Pitagoras, nao ha fragmentos a este respeito nos papiros que chegaram aos dias
atuais. Segundo Boyer e Merzbach| (2012), ha evidéncias registradas em um desses
documentos, o papiro de Ahmes, que indicam propriedades utilizadas pelos egipcios
para o calculo das areas de um triangulo e de um trapézio, ambos isoésceles. No caso
do triangulo a area ¢ obtida multiplicando a medida da metade do que chamamos de
base pela altura. Os registros no papiro de Ahmes justificam este método da seguinte
forma: “um tridngulo isésceles pode ser tomado como dois triangulos retangulos, aos
quais podem ser posicionados adequadamente, formando um retangulo”. Com rela-
¢ao ao trapézio o precedimento é semelhante ao aplicado no triangulo, mencionando
como exemplo um trapézio de base maior com medida igual a 6 e base menor igual
a 4. Considerando-se que a distancia entre as bases vale 20, sao tomadas as metades
das medidas das bases através de um segmento que secciona o trapézio no sentido da

sua altura e o reorganiza em um retangulo, justificando o célculo da area do mesmo.

Aproximadamente no ano 300 a.C., na Grécia antiga, a expressao do racioci-
nio matematico passou a empregar enunciados geométricos generalistas. A obra Os
Elementos, de Euclides, representou o resultado de esforcos de formalizacao da Ma-
tematica para a apresentacao de uma geometria consistente e unificada, de acordo
com |Roque e Carvalho (2012)). Dessa forma, a Matemética adquire uma configuragao
particular e de grande influéncia, ao ponto de interferir na forma como a geometria

¢é tratada nos curriculos escolares atuais.

Na obra de Euclides a ideia de area esté associada ao conceito
de igualdade entre figuras (equivaléncia). Isto pode ser observado
quando enuncia que tridngulos com bases iguais, situados entre
as mesmas paralelas s@o figuras iguais (equivalentes), e que pa-
ralelogramos com bases iguais situadas entre as mesmas paralelas
também sao figuras iguais. Ou seja, duas figuras s@o equivalen-
tes quando tém a mesma grandeza (ou mesma area). (ROCHA;

ANDRADE], 2007, p. 5).

Segundo Hogben (1958) apud Rocha e Andrade| (2007), Euclides demonstrou que
a area de qualquer figura plana limitada por lados retos pode ser decomposta em
triangulos, tendo sido este o motivo para que ele tenha dado atencao especial as

propriedades e formas de obter areas desses poligonos.



No transcorrer da construcao historica do conceito de area, nota-se que os egip-
cios e babilénios colaboraram com conhecimentos intuitivos e empiricos. A formali-
zagao argumentativa e demonstrativa foi introduzida pelos gregos antigos, transfor-

mando a forma de propagacao da matematica das civilizagoes anteriores.

1.2 Conhecendo poligonos e regioes poligonais

Esta secao foi fortemente referenciada pelo Livro “Geometria Plana e Espacial
- um estudo axiomdtico”, de Franco e Geronimo| (2010). Nela vamos definir uma
classe de figuras denominada poligonos e trataremos das regioes poligonais a partir

de Nogoes Primitivas, que representam conceitos aceitos sem defini¢ao.

Entendemos que a explanacao prévia a respeito dessas propriedades possibilita
maior compreensao e base para a aplicacao do nosso estudo de areas poligonais. E

importante ressaltar que os tridngulos e quadrilateros que fazem parte dessa classe.

Definicao 1.1 Dois segmentos sao ditos consecutivos se possuirem apenas um ponto

extremo em comum.

Definicao 1.2 Sejan € N, com n > 3, chamamos de n-poligonal a figura formada
por uma sequéncia de n pontos Ay, Ay, As, ..., A, e pelos segmentos consecutivos
Ay Ay, Ag Ay, AsAy, ... A1 Ay, conforme a Figurall.1l Os pontos sao denominados
vértices e os segmentos sao chamados lados da poligonal. Utilizaremos a nota¢ao

A1 A Az ... A, para representarmos uma n-poligonal.

Figura 1.1: N-poligonal.

A, vy

Fonte: Elaborado pelo autor.



Definicao 1.3 Uma n-poligonal A1 AsAs ... A, € denominada poligono de n lados

ou m-dgono, desde que as sequintes condi¢oes sejam satisfeitas:

a) Al = An;
b) Os pontos Ay, As, ..., Ay_1 sao dois a dois distintos;
c¢) Lados nao consecutivos nao se interceptam;

d) Dois lados consecutivos nao sao colineares.

Em um poligono os segmentos A;A;1q, com (i = 1,...,n —2) e A, 14, s@o
chamados de lados e os pontos Aj, As, ..., A,_1 sao chamados de vértices. Os seg-
mentos determinados pelos vértices que nao sao lados do poligono sao denominados
diagonais.

Na Figura[I.2] podemos observar as representagoes de alguns poligonos. O poli-
gono (1) é um triangulo,o poligono (2) é um quadrilatero, os poligonos (3) e (5) sao

octogonos, o poligono (4) é um hexagono.

Figura 1.2: Figuras que representam poligonos.

AT GOy

Fonte: Elaborado pelo autor.

As figuras que nao satisfazem todas os quatro itens da Definic¢ao [1.3| simultane-
amente nao sao consideradas poligonos.

Conforme a Figura podemos identificar que a poligonal (1) nao satisfaz os
itens (a) e (b). As poligonais (2) e (3) nao satisfazem os itens (b), (c) e (d). A

poligonal (4) nao satisfaz o item (a). A poligonal (5) nao satisfaz o item (c).



Figura 1.3: Poligonais que nao sao poligonos.

AT O R

Fonte: Elaborado pelo autor.

A partir da Defini¢ao [I.3] observamos que todo poligono é uma poligonal, mas
nem toda poligonal é um poligono. O proximo conceito a ser compreendido é o
de regiao poligonal, ao qual serd necessario apresentarmos anteriormente a noc¢ao
primitiva que daréd suporte ao fato de que uma regiao plana estabelece um objeto

matematico que determina area.

Nocgao Primitiva 1.4 FEstes sao os conceitos que serao considerados aceitos sem

definic¢ao.

i) Regiao Plana;
it) Interior de regidgo plana;

ii1) Fronteira de regido plana.

Vale destacar que ha uma diferenca entre regiao plana e subconjunto do plano.
Vejamos este exemplo: um quadrildtero ¢ um subconjunto do plano e também uma
regiao plana, pois determina uma area. Uma reta também é um subconjunto do
plano, porém, como nao determina éarea, logo nao é uma regiao plana. Dessa forma,
toda regiao plana é um subconjunto do plano, mas nem todo subconjunto do plano

¢ uma regiao plana.

Definicao 1.5 Seja P um ponto do plano e R uma regiao plana. Se P estd no
interior de R, diremos que P é ponto interior de R. Se P estd na fronteira de R,
diremos que P € ponto fronteira de R. Se P nao € ponto interior e nem fronteira de

R, diremos que P € ponto exterior de R.



A Figura [1.4] representa uma regiao plana com seu interior e sua fronteira. Vale

ressaltar que neste texto nao estudaremos figuras planas deste tipo.

Figura 1.4: Regiao Plana.

Fronteirg

Interior

Fonte: Elaborado pelo autor.

Algumas regides planas podem ser determinadas na linguagem ao qual trata-
remos neste texto. Entre elas estao as regioes poligonais, cuja definicao ocorreréa

adiante. Antes se faz necessario estabelecermos uma regiao plana mais simples:

Definicao 1.6 Dado um triangulo, a regiao triangular é a regiao plana determinada
pelo tridngulo e pelo conjunto dos pontos do plano interiores e delimitados pelos lados
do triangulo. O tridngulo é chamado fronteira da regiao triangular. O conjunto de
pontos de uma regigo triangular que nao pertencem a sua fronteira € chamado de

interitor da regiao triangular

Diferentemente dos textos em geral, aqui diferenciaremos regiao triangular de
tridngulo. Assim, um tridngulo divide o plano em duas regides: os pontos que per-
tencem a regiao triangular e os pontos que nao pertencem. Na Figura[l.5lobservamos

exemplos de ilustragoes de regioes triangulares.

Figura 1.5: Regioes triangulares.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Definicao 1.7 Um poligono é convexo quando, para todo lado deste, o poligono estd
contido em um dos semiplanos determinado por esse lado. Dessa forma, qualquer

triangulo € um poligono convexo.

Na Figura[I.6] os poligonos que estao na cor vermelha sdo convexos e os que estao

na cor verde nao sao convexos.

Figura 1.6: Poligonos convexos e nao convexos.

VAN

Fonte: Elaborado pelo autor.

A proxima proposicao refere-se a um resultado importante para a definicao de
regiao poligonal. Aqui nés apenas o enunciaremos, mas apresentaremos sua prova no

Capitulo[2l Caso o leitor queira verificar, basta acessar a demonstragdo do Teorema

27

Proposicao 1.8 Todo poligono de n lados pode ser decomposto como reunido de

n — 2 tridngulos justapostos, cujos vértices sao vértices do poligono dado.

Esta proposicao permite-nos concluir que a soma dos angulos internos de um
poligono convexo é igual a (n — 2) - 7, uma vez que a decomposi¢ao de um poligono
de n lados se da em (n — 2) triangulos, pelo fato da soma dos adngulos internos de
cada triangulo ser igual a w. Vale antecipar ao leitor que este resultado também

sera retomado adiante. Na Figura temos um exemplo desta decomposicao.

11



Figura 1.7: Octoégono subdividido em seis, (8 — 2), triangulos.

Ay

As Ay

Fonte: Elaborado pelo autor.

Definicao 1.9 Dado um poligono, a regiao poligonal € a regiao plana determinada
pela uniao das regices triangulares obtidas pela Proposi¢ao[1.8. O poligono é deno-
minado fronteira da regiao poligonal . O conjunto de pontos de uma regiao poligonal

que nao pertencem a sua fronteira € chamado de interior da regiao poligonal

Os conceitos de poligono e regiao poligonal representam fortes argumentos para

a construcao do conceito de area de poligonos, ao qual veremos na proxima se¢ao.

1.3 Determinando areas de poligonos

Nesta secao apresentaremos o conceito de calculo de areas de poligonos convexos,
tomando como parametro Franco e Geronimo| (2010) onde, de forma axiomatica, a
area consiste na associacao de uma regiao plana poligonal com um niimero real posi-
tivo. Tendo a formalizacao do conceito de drea vamos deduzir as formulas de célculo
de areas para aqueles poligonos mais conhecidos. Caso o leitor tenha familiaridade
com o conceito e formulas de areas de poligonos essa se¢ao pode ser omitida. Toda-
via estamos considerando que o leitor tenha conhecimento prévio sobre os casos de

congruéncias de triangulos.
Axioma 1.10 Cada regiao plana R corresponde a um tinico numero real positivo.

Definigao 1.11 A drea de uma regiao plana R € o niumero real dado pelo Axioma
1.10, Para caracterizd-la, usaremos a notagao A(R), onde se lé drea de R.

Axioma 1.12 Se uma regiao plana € composta pela unido de duas ou mais regioes
planas tais que, duas a duas, nao hajam pontos interiores em comum, entao sua

drea € a soma das dreas dessas Tegioes.
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Axioma 1.13 A drea de um quadrado € o quadrado do comprimento do seu lado.

Axioma 1.14 Se dois tridngulos sio congruentes, entdo as regioes triangulares de-

terminadas por eles tém a mesma drea.

Estes axiomas relacionados a areas nos possibilitam estabelecer areas de regioes
poligonais mais conhecidas. O teorema a seguir determinara a area de um retangulo

a partir da nossa afirmacgao axiomatica referente a area do quadrado.

Teorema 1.15 A drea de um retdngulo € o produto da medida de sua base pela

medida de sua altura.

Demonstragao: Para realizarmos esta demonstracao vamos recorrer a Figura|1.8|
que representa a composicao dos quadrados, sombreados na cor azul, de lados a e b

e os retangulos de lados b e h, resultando no quadrilatero de lados (b + h).

Desejamos determinar a area de cada um desses retangulos que compoem a
figura, ao qual chamaremos de A(R). Pelo Axiomal[l.13|temos que as 4reas dos dois
quadrados sdo iguai a b* e h%. Como o quadrilatero possui lados (b + h), sua éarea é
igual a (b+ h)?, também pelo Axioma

Figura 1.8: Determinagao da area do retangulo.

h

b

A(R)| b

h

b h
Fonte: Elaborado pelo autor.

Aplicando agora o Axioma [I.12] nesta divisdo da regido poligonal, teremos:
2A(R) +b° + h* = (b+ h)?
& 2A(R) +b* + h* =b* + h* + 2bh
& 2A(R) = 2bh
< A(R) = bh,

como queriamos demonstrar.
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Proposicao 1.16 A drea de um tridngulo retdngulo € igual a metade do produto da

medida dos seus catetos.

Demonstragao: Consideremos o triangulo retangulo ABC', com angulo reto em

A e a partir dele realizemos a seguinte construgio verificada na Figura [1.9]

Figura 1.9: Area do triangulo retangulo.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Tracemos uma reta s paralela a AC por B e uma reta r, paralela a AB por C.
Note que r e s se intersectam em um ponto P, produzindo um angulo reto, pois
AC é paralela a PB e perpendicular a PB. Dessa forma, temos por construgao
que ABCP é um retangulo. Pelo Teorema [1.15] sabemos que a area do retangulo
ABCP é dada por AB-AC. Pelo caso de congruéncia entre triangulos (Caso LAL),
os triangulos retangulos AC'B e C'BP sao congruentes e, pelo Axioma[I.14] eles tém
a mesma area. Como temos a unido de dois tridngulos, o Axioma podemos

considerar que:

A(ABCP) = AB - AC
& 2. A(R)(ABC) = AB - AC
& A(R)(ABC) = %

onde a area do tridngulo retangulo ABC' ¢é igual a metade dos produtos de seus

catetos AB e AC', como queriamos demonstrar.

O
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O préximo teorema tem uma importancia fundamental, pois determina a area

de qualquer triangulo.

Teorema 1.17 A drea de qualquer tridngulo € o semi produto da medida de qualquer

base pela medida da altura correspondente.

Demonstragao: Esta demonstracao consiste em provar que, em qualquer trian-

gulo, seja ele retangulo 7', acutangulo ou obtusangulo, a medida da area equivale a

Ar) =20

Primeiramente vamos considerar os triangulos retangulos, aos quais a verificagao
da sua éarea é direta pela Proposicao [I.16]

Com relagao aos triangulos acutangulos, conforme propriedade de triangulos, os

pés das perpendiculares em relagao & qualquer base esta entre os vértices dessa base.

Figura 1.10: Alturas relativas de um triangulo acutangulo.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Figura[l.10]observamos um mesmo tridngulo acutangulo com suas trés alturas
relativas. Tomando qualquer uma das versoes dos tridangulos acutangulos da figura,

verificamos que cada um deles é composto pelos triangulos retangulos 7T e Ts, onde
b1 + bg - b,

Dessa forma aplicamos a Proposicao [1.16| em cada um deles em conjunto com o

Axioma [I.12] e teremos:

AT) = AT) + A(Tz)
bl'h+b2~h
2 2
by -h+by-h

2
(bi+b)-h  b-h

2 2
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Referente aos tridngulos obtusangulos, os pés das perpendiculares em relacao a
duas das bases se posicionam conforme a Figura [I.11] ao qual vamos considerar T’

o maior triangulo, composto pelos triangulos T} e T.

Figura 1.11: Triangulo obtusangulo.

Fonte: Elaborado pelo autor.

O Axioma [1.12] nos permite afirmar que:

A(T) = A(Th) + A(T>)
& AT) = A(T) - A(T2).

Como os triangulos T' e T sao retangulos, pela proposicao temos:

by +b)h bk
A(Ty) = %_17

(by +b—"b1)h

2
b-h

2
b-h

Ao qual T; corresponde ao triangulo obtusangulo cuja area é igual a —

Dessa forma temos a prova de que a area de qualquer triangulo é o semi-produto

da medida de qualquer base pela medida da altura correspondente.

0
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Agora vamos verificar a area do trapézio.

Teorema 1.18 A drea de um trapézio é a metade do produto da medida da altura

pela soma das medidas das bases.

Demonstragao: Considere a area do trapézio de bases by e by e altura h, repre-
sentado na figura[I.12] Como as bases sao paralelas, cada diagonal divide o trapézio

em dois tridngulos de mesma altura h, que equivale & distancia entre as bases.

Figura 1.12: Trapézio.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Note que na Figura a diagonal d divide o trapézio em dois triangulos de

bases b; e by e com a mesma altura h.
Figura 1.13: Trapézio composto de triangulos.

by

b2

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Pelo Axioma podemos apresentar a composicao das areas dos triangulos,

formando o trapézio, da seguinte forma:

bih by h
2 + 2

(by +ba) - b

ot

A(T) =

O

Corolario 1.19 A drea de um paralelogramo € o produto de qualquer base pela altura

correspondente.

Figura 1.14: Representagao do paralelogramo.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Demonstragao: Observando a Figura [1.14] podemos verificar que todo paralelo-
gramo é um trapézio com bases tais que b; = by = b a altura h. Dessa forma, pelo

Teorema temos que a area do paralelogramo ¢ igual a:

(b+b)-h 2-b-h
2 2

Provando assim que a area de um paralelogramo é obtida pelo produto da base

A(P) = b-h.

pela altura correspondente.

l

De modo geral, podemos utilizar o a Proposigao [1.§| para calcular a area de

poligonos quaisquer.

Teorema 1.20 A drea de um poligono de n lados é dado pela soma das dreas dos

n — 2 tridngulos que o compoem.
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CAPITULO 2

O TEOREMA DE PICK

O estudo do calculo de areas de poligonos faz parte de todas as fases do en-
sino de Matemaética, desde a Educacao Infantil até o Ensino Médio, sendo também

amplamente discutido em muitos cursos do Ensino Superior.

Em todas essas etapas os alunos sao motivados a compreender e aplicar o conceito
de area por meio de férmulas que resolvem problemas geométricos em poligonos
convexos como triangulos, quadrilateros e as demais figuras planas obtidas pelas

combinagoes destes.

Observamos que os calculos de areas de figuras com formatos mais complexos,
como alguns poligonos nao convexos, nao sao muito explorados durante a vida es-

colar, talvez pelo fato de que estes tipos de areas se tornariam mais trabalhosos.

O Teorema de Pick, ao qual demonstraremos a seguir, permite o calculo de areas
de figuras planas com formatos mais desafiadores. Veremos que para a sua aplicagao
basta realizar a contagem de alguns pontos estratégicos e fazer um calculo simples

de soma.

Neste capitulo, antes de termos contato direto com a equagao correspondente
ao Teorema de Pick, calcularemos & area de um poligono convexo, utilizando os
resultados verificados no Capitulo [I, aos quais sdo os mesmos estudados nas séries
escolares. Em seguida apresentaremos alguns resultados relacionados & decomposi-
¢ao de poligonos em triangulos fundamentais afim de estruturar a demonstragao do

Teorema de Pick, que ocorreréd em seguida.
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2.1 Um pouco da histéria de Georg Alexander Pick

Figura 2.1: Georg Alexander Pick (1859 - 1942)

Fonte: https://www.old-prague.com/postcards-prague-ferdinandova-street.php

Nesta secao daremos um panorama a respeito da biografia do criador do Teorema
de Pick, Figura embasados no artigo de |O’Connor e Robertson| (2007)).

Georg Alexander Pick, nascido em 1859 na cidade de Viena, Austria, é originario
de uma familia judia. Sua mae era Josefa Schleisinger e seu pai, Adolf Josef Pick,
diretor de um instituto privado, foi responsavel pela educagao de Georg em casa
até os seus onze anos de idade, quando entrou na quarta turma do Leopoldstaedter
Communal Gymnasium para concluir o ensino secundario. Em 1875 obteve qualifi-
cagao para o ingresso na Universidade de Viena e no ano seguinte, com apenas 17
anos, publicou seu primeiro artigo cientifico. Em 1879 ele graduou-se, obtendo a

qualificacao que lhe permitiria lecionar Matematica e Fisica.

Durante seu doutorado Georg Pick foi orientado por Leo K&nigsberger, tendo
concluido sua dissertacao em 16 de abril de 1880 com o trabalho Uber eine Klasse
abelscher Integrale (Sobre uma classe de Integrais abelianas). Apds a conclusao de
seu doutorado na Universidade Karl-Ferdinand em Praga, Pick foi nomeado assis-
tente de Ernest Mach, que na época era considerado um dos principais cientistas
da Europa. Em 1881, apo6s escrever uma tese de habilitacao sobre a Integracao de
Diferenciais Hiperelipticos por meio de Logaritmos, ele obteve o direito de dar aulas

em Praga. Em 1892 ele foi promovido a professor titular.

Seu trabalho em Matematica foi extremamente amplo e seus 67 artigos abran-
gem muitos topicos como Algebra Linear, Teoria dos Invariantes, Célculo Integral,
Teoria do Potencial, Analise Funcional e Geometria Diferencial. Dentre todos estes

trabalhos ele é mais lembrado, no entanto, pelo Teorema de Pick que apareceu em

20



seu famoso artigo de oito paginas de 1899, intitulado Geometrisches zur Zahllehre

(Resultados Geométricos em Teoria dos Nuumeros).

O Teorema de Pick tem como base a malha quadriculada, onde o plano se torna
uma rede formada por dois sistemas de linhas retas paralelas igualmente espacadas.
As interse¢oes dessas linhas sdo chamadas de nos, onde os vértices dos poligonos
sao acomodados. O teorema de Pick declara que a area de um poligono com essas
caracteristicas é obtida pela féormula

B
—+I71-1
2+ ’

onde B refere-se & soma dos pontos (nés) de borda do poligono e I sdo os pon-
tos (nos) interiores ao poligono, como veremo a seguir. Este resultado nao recebeu
muita atengao quando foi publicado, contudo, com a inclusao no livro Mathema-
tical Snapshots (Instantdneos Matematicos), o teorema obteve destaque no meio

académico, atraindo atencao e admiragao por sua simplicidade e elegancia.

Pick tornou-se reitor da Faculdade de Filosofia de Praga em 1900, tendo orien-
tado cerca de 20 alunos de doutorado, sendo o mais famoso Charles Loewner, que
trabalhou sob a sua supervisao e obteve seu doutorado por sua tese sobre a Teoria
da Fung¢ao Geométrica em 1917. Em 1910, Pick participou de um comité criado pela
Universidade de Praga para considerar a indicacao de Albert Einstein a cadeira de
Fisica. Einstein ocupou o cargo até 1913 e durante esses anos os dois foram ami-
gos, compartilhando nao apenas interesses cientificos, mas também interesses pela
musica.

Apos sua aposentadoria em 1927, Pick foi nomeado professor emérito e voltou
para Viena, sua cidade natal. Em 1938 ele retornou a Praga apdés o Anschluss,
quando as tropas alemas marcharam para a Austria. Antes desse evento, Pick havia
sido eleito membro da Academia Tcheca de Ciéncias e Artes, mas depois que os

nazistas tomaram Praga, seu nome foi excluido da Academia.

Em 1941, na regiao da atual Repiblica Tcheca, as tropas nazistas montaram um
campo de concentracao na cidade de Therezin, também conhecido como Gueto de
Theresienstadt. Ali foram abrigados os judeus idosos, privilegiados e famosos e, den-
tre eles, Georg Alexander Pick que tornou-se mais uma das vitimas do holocausto,

vindo a morrer em 26 de julho de 1942, aos 83 anos.
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2.2 Calculando uma area

Nesta se¢ao vamos obter a area de um poligono nao-convexo utilizando os resul-
tados de calculo de area que sao trabalhados normalmente em sala de aula e que
foram desenvolvidos na Secao |[1.3| Para facilitar a organizacao utilizaremos uma

malha quadriculada.

Definicao 2.1 Uma malha quadriculada é formada pelos pontos obtidos nas inter-
secoes de segmentos de retas horizontais e verticais iqualmente espacadas, dispostos

perpendicularmente. A cada um destes pontos damos o nome de nd.

Na Figura observamos uma malha quadriculada cujos espagos entre os seg-
mentos de retas sao iguais a 1u (unidade de medida). Nela temos 84 nos dispostos

em 12 colunas, com 7 nés em cada uma.

Figura 2.2: Malha quadriculada.

P PO PYITR. PO * ......... , ........ , ......... PO YR PO P °
Beoennnnn e @nnnnnnn i o --------- o -------- 0 --------- i @ nnnnnn i @ ®
. [P [ S [ .* ......... . ........ ‘ ......... [P [ S [ [ ®
| RO | TETROR @eeeeene | ZETRTILE 0 --------- o -------- 0 --------- L TEIPOR @eoeeene | ZEIRTORS e ®
SRS S S S S

L PR | TTTPTa @eenennes L ZETPTIeE e o -------- e L STTPr @enene L ZERPTS

Fonte: Elaborado pelo autor.

No decorrer do nosso texto muitas vezes nos referiremos a malha quadriculada

simplesmente como malha.

Para mostrar como seria trabalhoso calcular a area de um poligono nao convexo,

vejamos o seguinte exemplo:
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Exemplo 2.2 Na Figura temos o hexdgono nao convero ABCDEF cujos vér-
tices sao nos de uma malha quadriculada. Como poderiamos calcular a drea desse

poligono?

Figura 2.3: Hexdgono ABCDEF'.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma solugao seria completar essa figura, de modo que ela forme o retangulo,

conforme a Figura [2.4]

Figura 2.4: Retangulo CHIG.

P @i T @i @i @ e P T PO P TTR. T @i ®
I : D H
: = = : = o = : : ........ .
P b e Srovecoce - - - R ¢ Soceceront peevecece ¢ Severoed . ......... N T Cececocece - ®
el {“rororoee ¢ Scoroeroce {reoroccee ¢ rocooeoee 0N ¢ ooceroero (rocoooce @oiennnn ®
E F g
Peorenranen Prooiennas YA Proeennns I STTR. Provennnns fPerrnnnnnn [ TETTTRRT T e Poorrnnnnnn Preeinnias ®
‘} ......... . ......... .. ......... . ....... .. ......... . .................. . ......... .. ................. L TEEERTEE .
° el e o e ° ° ° . [T ®
G A Ciu

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Note que a area do retangulo C HIG é representada pela adi¢ao das areas dos tri-
angulos ACB, CHD e EDI com a area do trapézio AF EG e o hexagono ABCDEF,

onde

A(CHIG) = A(ACB) + A(CHD) + A(EDI) + A(AFEG) + A(ABCDEF).

Lembrando que os pontos da malha quadriculada formam quadrados onde seus

lados medem 1u, ao calcular os valores destas areas, temos:

6x2 5x4 6x2 (2+44)x3
1 —
OXS= =+t -+ 5 T

& 50=6+10+6+9+ A(ABCDEF)
& A(ABCDEF)=50—6—10—6—9 = 194°.

+ A(ABCDEF)

Nesta solucao que, ao aplicarmos alguns resultados tradicionais de calculo de
area, nés conseguimos obter a area final do hexadgono nao convexo, respondendo a

nossa questao.

O nosso objetivo é retomar o calculo do Exemplo utilizando o Teorema de

Pick. Para isso vamos definir e mostrar alguns resultados.

2.3 O triangulo fundamental

Nesta secao definiremos triangulos fundamentais e demonstraremos resultados
relacionados & decomposi¢ao de um poligono em triangulos desta natureza. Estes

conceitos serao importantes para provarmos adiante o Teorema de Pick.

A férmula correspondente ao Teorema de Pick é o resultado das interacoes entre
alguns assuntos matematicos. Com a apresentacao destes conceitos pretendemos
despertar o interesse e aprofundamento teérico de professores que atuam tanto nos

Anos Finais do Ensino Fundamental, quanto no Ensino Médio.

As demonstracoes apresentadas no decorrer deste capitulo foram baseadas nas
provas disponiveis em |[Lima (1991)) e Tamari (2013)), que seguem os padroes do artigo
publicado por Pick (1899), em Praga, com o titulo Geometrisches zur Zahllehre

(Resultados Geométricos em Teoria dos Nimeros).

Defini¢ao 2.3 (Poligono simples) Um poligono € dito simples quando seu contorno
for uma curva fechada simples, ou seja, ele nao deve possuir “buracos” no seu interior

e nem intersecgoes de suas arestas.
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Na Figura o Poligono 1 representa um poligono simples, o Poligono 3 nao é
simples, pois tem um vértice que pertence a mais de dois lados e o Poligono 2 nao

é simples porque possui um buraco.

Figura 2.5: Poligonos simples e nao simples.

\

Poligono 1 Poligono 2 Poligono 3

Fonte: Elaborado pelo autor.

O Teorema de Pick é um recurso interessante para o célculo de area de poligonos

simples com vértices sobre os nés de uma malha quadriculada, como observamos na
Figura [2.6]

Figura 2.6: Poligono simples sobre malha quadriculada.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Seja um poligono simples, com vértices nos nés de uma malha. Os nés que estao
no contorno do poligono, sao chamados de pontos de borda e sua soma é representada
pela letra B. Na Figura [2.7 os pontos C, D, E, F, G, H sdo pontos de borda. Como

sao verificados 6 pontos, dizemos que B = 6.
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Figura 2.7: Pontos de borda.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Por outro lado, pontos que estao sobre os nés interiores ao poligono sao definidos
como pontos internos, e a sua soma é representada pela letra I. Na Figura [2.8| os
pontos A, B,C, D, E, F sao pontos internos, no total de 6 pontos, logo temos que
I =6.

Figura 2.8: Pontos internos.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Definicao 2.4 Um tridngulo € dito fundamental quando possuir os trés pontos dos

vértices, e mais nenhum outro da sua borda e do seu interior, sobre a malha.
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Esta definicao apresenta uma base importante para a construcao dos conceitos

relativos ao uso do Teorema de Pick no calculo de areas de poligonos simples.

Na Figura [2.9] os triangulos que estao na cor vermelha sao fundamentais e os

triangulos que estao na cor azul nao sao fundamentais.

Figura 2.9: Triangulos fundamentais.

NV NS

Fonte: Elaborado pelo autor.

O Teorema [2.6, a ser provado adiante, nos revelara que a area de um triangulo
fundamental tem valor igual a 7 Para demonstra-lo utilizaremos uma malha qua-
driculada adaptada aos eixos de um plano de coordenadas cartesianas. Neste caso
consideraremos que as distancias horizontais e verticais entre dois nds consecutivos

sejam iguais a 1, omitindo a unidade.

Contudo antes se faz necessaria a apresentacao de um lema importante:

Lema 2.5 Se m,n € Z sao primos entre si entao existem inteiros s,t € 7, tais que

tm — sn = 1.

Demonstragao: Consideremos s, t € Z de modo que o ntimero p, definido por
p = tm — sn, seja positivo. A demonstracao consiste em mostrarmos que se p for
mair que 1, é possivel modificar os inteiros s e t de maneria que a expressao tm — sn
revele um valor positivo menor do que p. Sendo assim, como sao m, n primos entre si,
ao menos um deles, neste caso elegemos m, nao é divisivel por p, ou seja, m = pg+r,
com 0 < r < p. O nimero inteiro 7/, tal qual 7’ = p—r também satisfaz a condigao

0 <7 <p. Comor=p—1r’, fazendo os devidos ajustes:
m=pq+r=pg+p—r =plg+1)—r"
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Dessa forma:
tlg+1)m—s(g+)n=plg+1)=m+1,
onde temos:
(tg+t—1)m—(sq+s)n=1", com 0<7r" <p.
Realizando a repeticao do algoritmo, quantas vezes forem convenientemente neces-

sarias, obtemos os inteiros s,t tais que tm — sn = 1. O]

1
Teorema 2.6 A drea de um tridngulo fundamental € igual a 3

Demonstragao: Sejam A = (0,0) e B = (m,n), as coordenadas dos dois pri-
meiros vértices de um triangulo fundamental ABC', com m e n € Z. Mostraremos
primeiramente que m e n sao primos entre si, ou seja, que admitem apenas o niimero

1 como divisor comum.

Consideremos, por absurdo, um nimero d > 1 que seja divisor comum de m e n.

) m n ) .

Desse modo teriamos que o ponto P(E’ —) também representaria uma coordenada
inteira pertencente ao segmento AB e, dessa forma, o ponto P estaria sobre um nd
da malha quadriculada, conforme podemos ver na Figura [2.10} Com esta afirmacgao
o segmento AB nao poderia ser o lado de um triangulo fundamental, independente

da localizacao do vértice C.

Esta contradi¢cao nos mostra que o tridngulo ABC' nao poderia ser um triangulo
fundamental, contrariando a premissa deste teorema. Logo m e n sdao primos entre
si.

Figura 2.10: Segmento AB.

. - - - = -

. . . . . . .

B(m,n)

=¥
= — — = = =

. . . . . . .

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Para completar a demonstragao, a partir da coordenada (m,n), vamos considerar

as condigoes em que m F#0e m=0.

i)

m # 0.

Com base na construgao da Figura 2.11 tomemos a reta r, paralela a AB,
que passa pelo ponto C'. A equagao que a representa é y = (%)x + b, onde
b corresponde a ordenada do ponto D(0,b) que a reta intersecta o eixo das
ordenadas. Observe que todos os tridngulos que tém o segmento AB como
base e que possuem o terceiro vértice sobre a reta r, possuem o mesmo valor
de area do triangulo ABC. Como os pontos C' e D pertencem a reta r, a area
de ABC é igual & area de ABD, onde |b| corresponde a medida da base e |m|

b
a medida da altura, de modo que a area de ABD = @ Para concluir este

b 1 1
item e confirmar que A(ABD) = |_;n| =3 basta mostrar que |b| = Tl
m
Figura 2.11: Retas paralelas ao segmento AB.

.---"'f'ﬁl

Fonte: Elaborado pelo autor.

Essa condicgao é verificada quando consideramos, de forma mais geral, a equa-

n
gdo y = (—)x + [ como a que representa qualquer reta paralela & AB (note
m

este detalhe através do coeficiente angular (%)) Neste caso [ corresponde a
ordenada do ponto que intersecta cada reta r3 com o eixo das ordenadas. Na
Figura as retas 7g; e rgy caracterizam duas representantes desta “familia”
de retas paralelas ao segmento AB. Se alguma reta rz passa por algum ponto
da rede com coordenadas (s,t), entdo podemos descrevé-la com a equagao

t= (ﬁ)s + /3, onde obtemos
m

f=t—(—)s=——. (2.1)



ii)

Dentre o grupo de retas 73, a que esta mais préoxima de AB ¢ a reta que passa

pelo ponto C, onde temos o caso particular da ordenada 5 = b.

Consequentemente |b| ¢ o menor valor positivo ao qual |3| pode assumir. Como
j& verificamos que m e n sao primos entre si, o resultado referente ao Lema

2.5 garante que existem nameros s,t € Z tais que tm — sn = 1.

Além disso, ao substituirmos (¢m — sn) por 1, na equagao , concluimos que

o valor f = — corresponde ao menor valor positivo assumido por 3, obtendo

m|
b = -~

Im|’
m = 0.

Neste caso temos que a ordenada n admite os valores —1 e 1, nas coordenadas
que representam os pontos B e B’, conforme observado na Figura [2.12] Note
que o ponto C' pertence é reta x = 1, paralela a reta AB. Desse modo cada
um dos triangulos ABC' e AB'C tem valor de area igual a %, pois as medidas

de cada uma das bases AB e AB’ e a altura AC sao iguais a 1.

Figura 2.12: Triangulos ABC e AB'C, com m = 0.

B(0,1)

A C(1,0)

B*(0,-1)

-1

Fonte: Elaborado pelo autor.

O

Nos proximos resultados trataremos da decomposicao de um poligono em tri-

angulos adjacentes e também da soma dos angulos internos de um poligono. Vale

lembrar que os poligonos considerados aqui sao simples, conforme mencionado na

Definigao [2.3] Deste modo, serda demonstrado também que um poligono simples

disposto em uma malha quadriculada pode ser decomposto em tridngulos funda-

mentais.
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Teorema 2.7 Todo poligono de n lados pode ser decomposto como reuniao de n—2

triangulos justapostos, cujos vértices sao vértices do poligono dado.

Demonstragao: Vamos supor, por absurdo, que existam poligonos para os quais
o teorema nao seja verdadeiro, de modo que seja n 0 menor nimero natural ao qual
exista um poligono P, de n lados, que nao possa ser decomposto de acordo com o

enunciado acima, ou seja, em n — 2 tridangulos justapostos.

Tomando um sistema de coordenadas cartesianas no plano ao qual nenhum dos
lados do poligono P seja paralelo ao eixo das ordenadas. Seja A o ponto de maior
abcissa na borda do poligono e, sejam os pontos B e C' vértices adjacentes ao ponto

A, hé duas possibilidades, conforme Figura [2.13]

Figura 2.13: Possibilidades do poligono P.

12 Possibilidade 22 Possibilidade

Fonte: Elaborado pelo autor.

Primeira: O triangulo ABC nao contém outros vértices de P, além dos pontos
A, B e C. Desta forma o poligono P’ gerado a partir da substituicao dos lados AB
e AC por BC, possui n— 1 lados. Como n é o menor nimero ao qual o teorema nao
¢ verdadeiro, P’ pode ser decomposto em (n — 1) — 2 = n — 3 tridngulos, conforme
o enunciado. Anexando o tridngulo ABC' a decomposicao P’, identificamos que o

teorema ¢é valido para o poligono P, revelando-se a contradicgao.

Segunda: O triangulo ABC' contém algum outro vértice de P, além dos pontos
A, BeC. Seja D, dentre esses, o ponto mais distante do lado BC', entao o segmento

de reta AD decompoe P nos dois poligonos P’ e P”, sendo o primeiro com n’ lados
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e o segundo com n” lados, de modo que a soma n’ +n” resulte em n+ 2 lados. Como
n' >3 en” > 3, temos que n’ e n” sao ambos menores que n. Desse modo o teorema
vale para os poligonos P’ e P”, que podem ser decompostos, respectivamente, em
n'—2 e n” —2 triangulos, conforme o enunciado. Justapondo essas decomposigoes ao
longo de AD, teremos uma decomposi¢ao de P em (n'—2)+(n" —2) =n'+n"—4 =
n+2—4 = n—2 triangulos, pois como vimos acima, a soma a soma n’+n" resulta em

n + 2 lados, o que revela uma contradi¢ao, concluindo a demonstragao do teorema.

O

Uma vez que a soma dos angulos internos de qualquer triangulo plano é igual a

7, temos o Corolario 2.8 como resultado imediato do Teorema [2.7]

Corolario 2.8 A soma dos dngulos internos de um poligono de n lados € igual a
(n—2) 7.

O proximo resultado utilizara o Teorema [2.7] como base para garantir que todo
poligono simples, disposto sobre uma malha quadriculada, pode ser decomposto em

triangulos fundamentais.

Teorema 2.9 Todo poligono simples cujos vértices pertencem aos nds de uma malha

pode ser decomposto numa reuniao de tridngulos fundamentais.

Demonstracao: A partir do Teorema vamos considerar como poligono um

triangulo ABC' de modo que ele contenha n nds no seu interior ou na sua borda.

Conforme podemos verificar na Figura ha duas consideragoes: se houver
algum nd no interior do tridngulo ABC|, neste caso, representado pelo ponto P,
basta tracarmos segmentos de retas que interliguem esse ponto P aos vértices A,
B e C, decompondo ABC' em trés triangulos, de modo que cada um contenha um
nimero menor que n de pontos de rede, como esté ilustrado no triangulo na cor

verde.
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Figura 2.14: Decomposigao do triangulo ABC.

B

Fonte: Elaborado pelo autor.

Se houverem nds sobre os lados de ABC', selecionamos um deles, digamos sobre
AB e o ligamos ao vértice C'. Dessa forma teremos a decomposicao de ABC' em dois
triangulos aos quais cada um contenha uma quantidade de nds menor que n, como
observamos no triangulo de cor vermelha. Realizando esses procedimentos, com um
numero finito de etapas, chegaremos a uma decomposicao de ABC' em triangulos

fundamentais.

O

Com a demonstracao deste tltimo resultado temos elementos suficientes para
provarmos o Teorema de Pick. Note que agora também podemos decompor poli-
gonos simples, cujos vértices pertencem a uma malha quadriculada, em triangulos
fundamentais, e ainda, conforme o Teorema [2.6] cada um destes triangulos possui

o 1
area igual a 3

Com isso é possivel realizarmos o calculo de drea de um poligono através da sua
decomposicao em triangulos justapostos. Para exemplificar esta afirmacao, vejamos
uma outra solugao para a Questao apresentada no inicio deste capitulo. Con-
siderando a Figura [2.15] onde o hexdgono ABC'DEF foi decomposto em triangulos

fundamentais.
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Figura 2.15: Hexagono ABC'DEF decomposto em triangulos fundamentais.

D
[ ] L] [ ] ® L ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] ® [ ] (] [ ] L] [ ]
[ ] [ ] [ ]
E F
[ ] L] [ ] [ ] [ ]
B
[ ] L] [ ] L [ ] [ ] [ ]
[ ] L] [ ] L [ ] L] [ ] [ ] [ ]
A c

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observe que o poligono foi decomposto em 38 triangulos fundamentais (deixare-
mos essa verifica¢ao a cargo do leitor). Logo sua area, representada por A, é obtida

da seguinte forma:
1
A(P) = 38 x 3= 19u?
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2.4 Para calcular a Area de um poligono basta saber
contar

Neste segao apresentaremos a prova e algumas aplicagoes do Teorema de Pick a
partir dos resultados demonstrados anteriormente, como base em Lima (1991)), e no
artigo de 1899, |Pick (1899), quando ocorreu sua publica¢do. No entanto, somente em
1969, quando o matematico polonés Hugo Dyonizy Steinhaus (1887-1972) o incluiu
em seu livro Mathematical Snapshots (Instantaneos Mateméticos), que o Teorema
de Pick ganhou notoriedade no meio académico, atraindo muita atengao e admiragao

por sua simplicidade e elegancia.

A Formula de Pick, como também é conhecido o teorema, foi o mais lembrado
dos 67 trabalhos publicados por ele no decorrer de sua vida. Conforme |(O’Connor
e Robertson| (2007), suas contribuicdes abrangeram trabalhos nas areas Algebra

Linear, Calculo Integral, Analise Funcional e Geometria, dentre outras.

Este teorema possibilitou uma nova maneira de determinar areas de poligonos,
desde que seus vértices estivessem acomodados convenientemente sobre os nos de
uma malha quadriculada. Neste trabalho utilizaremos esta férmula clara e objetiva
no calculo de areas de poligonos simples, sejam eles concavos ou convexos. Vale
lembrar que este teorema pode ser aplicados em em outras categorias de poligonos

aos quais nao exploraremos neste texto.

O Teorema de Pick pode ser enunciado do seguinte modo:

Teorema 2.10 (Teorema de Pick) A drea de um poligono P cujos vértices sao

nos de uma malha quadriculada € dada pela expressao

A(P) = g +I-1 (2.2)

onde B € o nimero de pontos, ou nos da malha, situados sobre a borda do poligono

e I € o numero de nos existentes no intertor do poligono.

Demonstragao: Seja P um poligono simples cujos vértices estao sobre os nds de
uma malha. Sejam B e I, respectivamente, as representacoes dos nimeros de nos

localizados sobre a borda e no interior de P.

B
O objetivo é provar que Bl + I — 1 corresponde & medida da area do poligono

P. Para verificar este resultado basta considerar primeiramente o Teorema [2.9, que
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nos permite “contar” a quantidade de T" de tridngulos fundamentais que compoem o
poligono P, conforme podemos observar na Figura que representa um poligono

de n lados subdividido em Tk =T triangulos fundamentais

Figura 2.16: Poligono P decomposto em T}, triangulos fundamentais.

® Ag ° A1 ®
T
4 TS A2 Tg TI
AJ; e
T5 T‘J’ TS
T,
g Ty () T
E A,
A5 A6"~,“Tk—3 Ti_o Th_y
® ® ® TS An—j ®

Fonte: Elaborado pelo autor.

Pelo Teorema [2.6, onde a area de cada tridngulo fundamental da decomposicao
de P ¢ igual a 3 podemos concluir que a area de P ¢é igual a 5 ou seja, A(P) = 3
B
Dessa forma, para mostrarmos que A(P) = 3 + I — 1, basta mostrarmos que
T=B+2[-2.
Para tanto, calcularemos a soma dos angulos internos dos T triangulos funda-

mentais que constituem o poligono P de duas maneiras diferentes:

A primeira maneira se d4 de modo imediato. Como T é a quantidade de trian-
gulos fundamentais justapostos, a soma dos seus angulos internos é igual ao produto

de T pela soma dos angulos internos de um triangulo fundamental, ou seja,

S=T-m. (2.3)

A segunda maneira consiste em calcular, de forma separada, a soma .S, dos
angulos que tém o vértice na borda e a soma S;, dos angulos que tém vértices no

interior do poligono P.
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Sejam B’ a quantidade de vértices de P e B” a quantidade de nds que pertencem
a borda de P, mas que nao sao vértices, temos que B = B’ + B”, onde B representa

o total de pontos que estao na borda do poligono P.

Na Figura [2.17] podemos observar que os pontos A, B,C, D, E, F,G, H sao do

tipo B’, e os pontos I, J, K sao representantes dos pontos B”.

A soma dos angulos B’ é igual a (B’ — 2)7, conforme o resultado observado do
Teorema Por outro lado, a soma dos angulos B”, é igual a (B” - ), pois cada

um dos pontos B” equivale a um angulo raso.

Figura 2.17: Representagao dos pontos B’ e B”.

- - . . . - . - -

L] L] L] .

Angulos dos pontos B’

Angulos dos pontos B"'

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dessa forma o célculo de S, sera dado por:
Sy=(B'—=2)r+B"-x
s Ss=Brn—-2n+B" -«
Sy =(B"+ B"—2)r
& S, =(B-2)m. (2.4)

¢

No entanto, cada no interior a P constitui um vértice cujo angulo corresponde a
dois angulos rasos, ou 2 - m, como podemos observar na Figura [2.18 onde temos os
pontos L, M, N,O, P.

37



Figura 2.18: Representagao dos pontos .S;.

Angulos dos pontos S :

Fonte: Elaborado pelo autor.

A soma dos pontos S; é representada por:
Si=2-1-m (2.5)

A partir dos resultados (2.4)) e (2.5)), a soma dos angulos correspondentes & borda

e ao interior do poligono P sera:

Sp+S; = (B=2)m+2In
&S+ S = (B—2+42I)- 7. (2.6)

Para finalizar a demonstracao vamos retomar as duas somas realizadas de formas

diferentes, igualando (2.3) e (2.6)):

T-m = (B=2+2I)-7
T = (B—2+2I),

como queriamos demonstrar.
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Com a prova deste importante resultado vamos apresentar uma nova solucgao para
o exemplo apresentado anteriormente. Desta vez vamos recorrer a Formula de
Pick para obter o valor da area do hexdgono ABC'DEF, de acordo com a Figura
Observe que os pontos pertencentes a borda B estao representados na cor azul,

e os pontos interiores I estao na cor vermelha.

Figura 2.19: Aplicagao do Teorema de Pick no hexagono ABCDEF.

° [ ] [ [ ] A [ ] L] L] [ ] [ ]

Fonte: Elaborado pelo autor.

Analisando o poligono H vemos que ele possui 10 pontos de borda e 15 pontos

interiores. Aplicando o Teorema de Pick, temos:

A(H) = §+1—1

T

= 19u>.

Como podemos verificar o calculo da area de um poligono torna-se uma tarefa
simples, onde basta posicionar adequadamente os vértices e efetuar as contagens dos

pontos envolvidos. Vejamos um exemplo de aplicagao direta do teorema:
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Exemplo 2.11 Calcule as medidas das dreas dos poligonos M e X representados

na Figura [2.20:

Figura 2.20: Poligonos M e X.

L 2 L 2 L L L ] L L a . - ]
L L] (] ] [ ] L] L L] L] . .
L L] L] L] [ ] . [ ] L]
. L] L] L] . L L] L] L}
. L] ] L L L L L 2 L]
L
Poligono M Poligono X

Fonte: Elaborado pelo autor.

Primeiramente vamos calcular a medida da area do poligono M, onde podemos
contar 12 pontos em sua borda e 9 pontos em seu interior. Aplicando o Teorema de
Pick, teremos:

12

A(M):E+9—1:14u2.

Com relagao ao poligono X verificamos que ele apresenta 20 pontos em sua borda

e b pontos em seu interior, logo o valor de sua &rea sera dada por:

20
A(X) = 5 T5-1= 142,
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CAPITULO 3

DOIS APOIOS PARA ESTE TRABALHO: A BNCC E O
APLICATIVO PYTHAGOREA

Nesta secao vamos realizar uma breve explanacao acerca das diretrizes dos estu-
dos de Matematica nos anos finais do Ensino Fundamental mencionadas na BNCC
- Base Nacional Comum Curricular, em seguida vamos apresentar algumas informa-
¢Oes bésicas sobre o aplicativo de jogos para Smartphones chamado Pythagorea. O
objetivo final é disponibilizar ao professor um conjunto de atividades de aplicagao
do Teorema de Pick, indicadas para cada uma das quatro séries dos Anos Finais
do Ensino Fundamental. Em alguns destes encaminhamentos utilizaremos fases do

aplicativo Pythagorea.

3.1 O que diz a BNCC

O ensino da Matematica ¢ um elemento essencial a todos os alunos da Educagao
Basica. Ela nao se restringe apenas ao dimensionamento de fendmenos que envolvem
contagem, medicao de objetos, grandezas e das técnicas de calculo, mas estuda tam-
bém os fendémenos de carater aleatorio, desenvolve sistemas abstratos que conectam
eventos do espaco, do movimento, das formas e dos nimeros, relacionados ou nao a

fendmenos do mundo fisico.

No Ensino Fundamental a Matemética articula os campos da Aritmética, Al-
gebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade, com o propésito de garantir que os

alunos tenham condicoes de relacionar observagoes do mundo real com representa-
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¢oes como tabelas, figuras e esquemas. Dessa forma espera-se que eles desenvolvam a
capacidade de utilizagao da Matemaéatica para resolver problemas, aplicando concei-

tos, técnicas e resultados para obter solugoes e interpreté-las conforme os contextos.

Considerando esses pressupostos, a Base Nacional Comum Curricular, (BRASIL,
2018), propoe a divisao dos conceitos matematicos em cinco unidades tematicas
diferentes, conforme o ano de escolarizagao. A seguir explanaremos suas finalidades

no Ensino Fundamental - Anos Finais.

e A unidade tematica Niimeros tem objetivo desenvolver o pensamento numé-
rico, que consiste em julgar e interpretar argumentos baseados em quantida-
des, construindo a nocao de ntimero, onde os alunos precisam desenvolver as
concepcoes de aproximacao, proporcionalidade, equivaléncia e ordem. Para
a construcao destes conceitos é importante propor aplicagoes com énfase em

registros, seus significados, suas operagoes e aplicagoes.

Com relacao ao Ensino Fundamental — Anos Finais, espera-se que os alunos
desenvolvam a capacidade de resolver problemas usando nimeros naturais,
inteiros e racionais, fazendo uso das operagoes fundamentais, utilizando es-
tratégias diversas. Para o aprofundamento da nocao de ntmero, é impor-
tante coloca-los diante de problemas diversos, com énfase nos geométricos, aos
quais os nimeros racionais nao sejam suficientes para resolvé-los, criando a
necessidade do uso dos numeros irracionais para resolvé-los. Os alunos devem
conhecer também o calculo de porcentagem, taxas de juros, descontos, acrés-
cimos, inflacao, aplicacoes financeiras e impostos, desenvolvendo da educagao
financeira dos alunos através do conhecimento das questoes culturais, sociais,

politicas e econémicas, favorecendo estudos interdisciplinares.

e A unidade teméatica Algebra tem como finalidade o desenvolvimento do pen-
samento algébrico, que é utilizado para representar modelos matemaéticos na
compreensao e analise de relacoes quantitativas de grandezas e estruturas ma-
temaéticas, fazendo uso de letras e outros simbolos. Para esse avango é impor-
tante que os alunos reconhecam padroes de sequéncias numéricas e nao nu-
méricas, relacionem leis mateméaticas que expressem a interdependéncia entre
grandezas em diferentes contextos, resolvam problemas por meio de equagoes

e inequacoes.

No estudo de Algebra, presente nos Anos Finais do Ensino Fundamental,
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os alunos devem perceber os diferentes significados das variaveis numéricas,
estipular generalizagoes de propriedades, investigar regularidades de sequén-
cias numéricas e obter um valor desconhecido em uma expressao algébrica,
com o objetivo de representar e resolver determinados tipos de problemas,
traduzindo-os da lingua materna e fazendo uso de algoritmos de modo que

uma sequéncia finita e passos forneca esta resolucao.

A unidade tematica Probabilidade e Estatistica estuda a incerteza e o tra-
tamento de dados. Ela apresenta muitas situacoes-problema da vida cotidiana,
nas ciéncias e tecnologia e propoe técnicas que permitem a habilidade de cole-
tar, organizar, representar, interpretar e analisar dados em diversos contextos,
com o objetivo de tomada de decisoes adequadas. Nestes aspectos estao as
representacoes de conceitos e indices estatisticos. KEsta unidade possibilita

muitas conexoes interdisciplinares.

As atividades permitem aos alunos observarem experimentos aleatorios, e si-
mulacoes referentes a resultados obtidos com a aplicacao dos conceitos de
probabilidade, representam contetdos referentes ao estudo desta unidade te-
mética nos Anos Finais do Ensino Fundamental. Nesta etapa espera-se que
os alunos compreendam simulac¢oes de experimentos aleatorios e entendam o
conceito de problemas de contagem. Com relagao aos conceitos de Estatistica,
espera-se que os alunos consigam planejar relatérios de pesquisas estatisticas,
utilizem medidas de tendéncia central, construam tabelas e graficos diversos e

consigam compreender a necessidade de uso de amostras.

A Geometria representa um amplo e eficiente conjunto de conceitos e proce-
dimentos necessarios para resolver problemas que representam o mundo fisico.
os aspectos desenvolvidos nesta unidade tematica envolvem os estudos das po-
si¢oes, deslocamentos, formas, relacoes entre figuras no espago, afim de fazer
com que os alunos possam elaborar argumentos de base geométrica e percebam

suas relagoes com as demais unidades tematicas aqui verificadas.

Nos anos finais do Ensino Fundamental, o ensino de Geometria representa a
reuniao e a expansao das aprendizagens ja realizadas. Devem ser enfatizadas as
atividades que realizam ampliacoes e reducoes nas figuras geométricas planas,
os desenvolvimentos de relagoes de semelhanca e congruéncia, a construcao dos

raciocinios hipotético e dedutivo, a aproximacao da Algebra com a Geometria
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nas ideias referentes as coordenadas do plano cartesiano e suas consequentes

representacoes na reta.

e A unidade temética Grandezas e Medidas propoe o estudo das medidas e as
relacoes entre elas, propondo uma maior compreensao da realidade através do
entendimento das relagoes métricas e, dessa forma, conectando a Matemética
a outras areas do conhecimento, assim como a consolidacao das nogoes de

Nuamero e Geometria.

Nos Anos Finais do Ensino Fundamental é muito importante que os alunos
reconhecam os conceitos de comprimento, area, volume e abertura de angulo
enquanto grandezas relacionadas a figuras geométricas. O uso de unidades
de medida padronizadas permite que os alunos percebam relacoes entre es-
sas grandezas e entre outras derivadas, como densidade, velocidade, e energia,
entre outras, estabelecendo uma conexao interdisciplinar. Espera-se que os
alunos desenvolvam expressoes de calculo de areas de triangulos, quadrila-
teros e circulos, assim como volumes de prismas e cilindros. Nessa fase da
escolaridade, os alunos devem determinar expressoes de calculo de areas de

quadrilateros, triangulos e circulos, e as de volumes de prismas e de cilindros.

Enfatizando os estudos especificos deste texto, a BNCC orienta que a determi-
nacao de expressoes de calculo de areas de quadrilateros, tridangulos e circulos ¢ uma
das habilidades que o aluno deve desenvolver no decorrer dos Anos Finais do Ensino
Fundamental, e que o ensino de éreas nao pode ficar reduzido a mera aplicacao de

formulas.

Além dos diferentes recursos didaticos e materiais, como malhas
quadriculadas, dbacos, jogos, calculadoras, planilhas eletronicas e
softwares de geometria dindmica, é importante incluir a histéria da
Matematica como recurso que pode despertar interesse e represen-
tar um contexto significativo para aprender e ensinar Matemética.
Entretanto, esses recursos e materiais precisam estar integrados a
situacées que propiciem a reflexdo, contribuindo para a sistema-
tizagdo e a formalizacdo dos conceitos matematicos. (BRASIL,
2018, p. 298).

Um exemplo ja praticado ha milhares de anos pelos mesopotamios e gregos, sem

o uso de formulas, possibilitava a transformacao de qualquer regiao poligonal plana

44



em um quadrado com a mesma area. Este dispositivo que permite, inclusive, resolver
de forma geométrica alguns problemas que podem ser reproduzidos em equagoes do
29 grau. Durante as séries iniciais do Ensino Fundamental os aluno tém contato com
o reconhecimento, analise de caracteristicas, representacoes e nomenclaturas de figu-
ras geométricas planas (tridngulo, quadrado, retangulo, trapézio e paralelogramo),

considerando gradativamente suas relagoes métricas.

Para desenvolver as habilidades referentes ao conceito de area de poligonos nos
anos finais do Ensino Fundamental é necessario considerar as experiéncias e os co-
nhecimentos matematicos obtidos anteriormente para que haja o desenvolvimento
de novas ideias e informagoes adicionais que auxiliarao na construg¢ao do conceito

de area de poligonos e suas relacoes com outras areas externas a Geometria:

e No 6° Ano introduz-se a classificacao dos poligonos quanto ao nimero de
vértices, as medidas de lados e angulos e ao paralelismo e perpendicularismo
dos lados. H& também a ampliacao e reducgao de figuras semelhantes utilizando

malhas quadriculadas e a contextualizacao com a visao aérea de plantas baixas.

e No 7° Ano apresenta-se a equivaléncia de area de figuras planas e o calculo
de areas de figuras que podem ser decompostas por outras, cujas areas podem

ser objetivamente determinadas como triangulos e quadrilateros.

e No 8° Ano verifica-se a resolucao e a elaboracao de problemas que usam ex-

pressoes algébricas para obter areas de quadrilateros, triangulos e circulos.

e No 9° Ano observa-se a aplicacao do conceito de area como contextualiza-
¢ao dos novos assuntos aos quais os alunos tém acesso: Teorema de Tales,

semelhanca de triangulos e Teorema de Pitagoras.

Nesta secao disponibilizaremos encaminhamentos pra o apoio didatico dos pro-
fessores que trabalham nos anos finais do Ensino Fundamental. Cada atividade seré
destinada a uma série, de acordo com os parametros estabelecidos pela Base Na-
cional Curricular Comum, que prevé a articulagao do ensino matemaético em cinco
unidades tematicas: Numeros, Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas e Proba-
bilidade e Estatistica.

As unidades temaéticas representam orientacoes das diferentes areas do ensino
matemaético a serem desenvolvidas ao longo do Ensino Fundamental e podem receber

énfases diferentes de acordo com o ano de escolarizacao.
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O reconhecimento da ciéncia Matematica como fruto das necessidades humanas,
motivadas por diferentes momentos histéricos é uma das competéncias especificas
que norteiam o ensino da Mateméatica nos anos iniciais e finais do Ensino Funda-

mental.

3.2 O Aplicativo Pythagorea

Como mencionamos na segao anterior, de acordo com a BNCC (BRASIL; |2018), o
ensino da Matemética pode dispor de diferentes recursos. Encontramos no aplicativo
para smartphones Pythagorea um auxilio para o encaminhamento de atividades com
aplica¢oes do Teorema de Pick para o calculo de areas. Conforme [Ribas| (2015), “a
utilizagao dos jogos na sala de aula pode ser um recurso metodolédgico e eficaz no

sentido motivador do ensino-aprendizagem da Matematica”.

O Pythagorea é um jogo de quebra-cabecas, em forma de aplicativo gratuito para
smartphones, onde o objetivo é resolver mais de 200 problemas diferentes relaciona-
dos & Geometria. Na Figura [3.1 podemos visualizar o logo do aplicativo e abaixo
disponibilizamos os links para acesso direto a loja de aplicativo conforme o sistema

operacional Android ou I0S.

Figura 3.1: Logo do Aplicativo Pythagorea.

Fonte: https://www.techwikies.com /apps-for-pc/pythagorea-for-pc-windows-mac/

Para baixar o jogo Pythagorea pelo Sistema Operacional ANDROID acesse o

link
https://play.google.com/store/apps/details?id=com.hil_
hk.pythagorea
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Para o que se segue vamos apresentar as telas, botoes e procedimentos basicos
do aplicativo Pythagorea, todavia o leitor pode simplesmente fazer o download do
jogo e aprender a manused-lo, pois o jogo é auto explicativo. Nesse sentido esta

secao podera ser omitida sem maiores prejuizos para a continuidade da leitura.

Em algumas atividades deste trabalho apresentaremos aos alunos e professores
aplicagoes do Teorema de Pick em etapas do aplicativo. As fases escolhidas permitem
a utilizacao do teorema por ji estarem enquadradas em malhas quadriculadas. A

Figura[3.2) mostra sua tela inicial, onde podemos observar o acesso as etapas do jogo,

pelo icone n, localizado na parte central inferior.

Figura 3.2: Tela inicial do Pythagorea.

PYTH4AGOREA

>

Fonte: Aplicativo.

Ainda na tela inicial podemos clicar no link ., em forma de engrenagem, po-
sicionado na parte inferior direita. Através deste botdao podemos alterar algumas
configuragoes bésicas, reiniciar o jogo, encaminhar comentérios. Através da op-
¢ao “Como Jogar” podemos verificar regras importantes para a solu¢ao dos quebra-

cabecas, conforme detalharemos a seguir.

Na Figura [3.3] temos a representacdo, em forma de malha quadriculada, que

corresponde ao tabuleiro do jogo, apresentado na primeira tela do tutorial.
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Figura 3.3: Tutorial de Regras: tela 1.

Fonte: Aplicativo.

Ne Figura|3.4) vemos que a demarcacao dos pontos que auxiliam as solugoes pode

ocorrer, a principio, sobre os nés da malha quadriculada.

Figura 3.4: Tutorial de Regras: tela 2.

Fonte: Aplicativo.

Este recurso nao seréa explorado em nossas atividades, mas é possivel fixar pontos

que nao estejam sobre os nds, como é mencionado na Figura (3.5
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Figura 3.5: Tutorial de Regras: tela 3.

Fonte: Aplicativo.

Este outro recurso, descrito na Figura também nao ¢é verificado em nossas

atividades, mas ¢ de suma importancia para conclusao de algumas etapas.

Figura 3.6: Tutorial de Regras: tela 4.

Figura 3.7: Fonte: Aplicativo.

Finalizando o tutorial de regras, fica fixada a unidade de medida da malha qua-

driculada, conforme esclarecimentos presentes na Figura (3.9
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Figura 3.8: Tutorial de Regras: tela 5.

Figura 3.9: Fonte: Aplicativo.

O aplicativo tem um total de 28 niveis que exploram conceitos diversos da Ge-
ometria, como simetria, equidistancia de pontos, e contetidos relacionados a trian-
gulos, como bissetriz, mediatriz, altura, tipos de tridngulos, dentre outros. O nivel
18, conforme podemos observar na Figura trata do conceito de areas e foi o

escolhido para o desenvolvimento de algumas de nossas atividades.

Figura 3.10: Tela de selegao de fases.

<

1 COMPRIMENTO E
4 PROPORGOES

1
s DISTANCIA

BISSETRIZES

MEDIATRIZES

[ oo

1  TRIANGULOS
9 RETANGULOS

ALTITUDES

2 TRAPEZIOS
1 RETANGULOS

LOSANGOS

5 ROTAGAO

Fonte: Aplicativo.
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Na Figura[3.11] apresenta-se a interface do aplicativo, onde é possivel visualizar a
solucao do nivel 4 da fase 18, onde o jogo consiste em construir linhas que intersectam

o ponto A e dividem a area do trapézio em trés partes de mesma area.

Figura 3.11: Interface do nivel 18.4.

Construa duas linhas que passem pelo ponto
Ae dividam o trapézio em trés partes de
mesma area.

Fonte: Aplicativo.

Cada nivel solucionado permite a migragao para o nivel seguinte, porém se houver
necessidade, é possivel ultrapassar niveis nao solucionados. Para realizar esta agao
basta direcionar o mouse sobre a seta indicada na Figura e efetuar varios cliques

até que ocorra a mudanca para a proxima fase.
Figura 3.12: Clicar aqui para acessar a proxima fase.

4

Construa um retangulo, com o segmento
AB como um lado, que tenha a mesma érea
da figura indicada.

i

Fonte: Aplicativo.

Além das atividades propostas neste trabalho, entendemos ser interessante o
professor explorar as demais etapas do jogo, a fim de obter problemas que podem

servir de base para novos contetdos.
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3.3 O Pythagorea como instrumento de ensino de
Geometria plana

Esta secao apresentard nossas impressoes do Pythagorea enquanto ferramenta
auxiliar para o ensino de Geometria em sala de aula. O aplicativo dispoe de 28
fases divididas por assuntos referentes a Geometria Plana e podem ser acessadas

aleatoriamente.

No interior das fases as etapas dos quebra-cabecas estao ordenadas por nivel de
dificuldade, de modo que o jogador que cumpre cada etapa tem acesso liberado para
a seguinte. Neste aspecto achamos importante destacar que se o jogador marcar
varias respostas aleatorias, e entre elas estiver a solucao correta, o aplicativo ira
destaca-la, liberando a proxima etapa, como podemos verificar na seguinte situagao,
na Figura [3.13] vemos que o comando do jogo indica “Marque um nd que esteja a

mesma distdncia dos trés pontos”.

Figura 3.13: Fase 1.7.

Marque um né que esteja @ mesma distancia
dos trés pontos.

e 4
Fonte: Aplicativo.
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A solugao para o enigma ocorre com a marcac¢ao do né que encontra-se a distancia

de duas unidades de cada um dos vértices do triangulo, conforme observamos na
Figura [3.14]

Figura 3.14: Solucao da fase 1.7.

Marque um né que esteja 8 mesma distancia
dos trés pontos.

| Ze————————————————————————
Fonte: Aplicativo.

A solucao observada acima pode ser obtida até intuitivamente, porém o par-
ticipante pode marcar varios nos aleatoriamente e acertar a resposta correta que

liberaré seu acesso para a fase seguinte.

Como o jogo explora varios assuntos dentro da Geometria Plana, o professor
pode acessar, verificar e desenvolver atividades de acordo com o tema que esteja

sendo trabalhado em sala de aula.

Ao resolver fases do aplicativo percebemos que algumas ideias mateméaticas po-
dem ser utilizadas de forma intuitiva pelos jogadores, mesmo os alunos mais jovens,

pertencentes as faixas etarias dos anos iniciais do Ensino Fundamental.

A seguir n6s vamos apresentar algumas impressoes a respeito de algumas fases

que nao fazem parte do grupo de Areas.
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3.3.1 Fase 1.12

Na Figura [3.15] referente a fase “Comprimento e distancia”, o comando do jogo
pede para que seja construido o ponto médio do segmento representado entre dois

2

nos.

Figura 3.15: Fase 1.12.

Construa o ponto médio do segmento.

i

Fonte: Aplicativo.

Uma solucao pode ser pensada fazendo a marcacao de dois pontos adicionais
tais que o segmento dado se torne a diagonal de um retangulo. Na Figura
podemos observar a construcao de uma diagonal secundaria cujo ponto de intersec-
¢ao indicard o ponto médio do segmento, solucionando a questao. Neste resultado
podemos observar que o aluno pode usar o fato de que as diagonais de um retangulo
encontram-se em seus respectivos pontos médios. Note que a solucao desta fase
ocorre em um ponto que nao corresponde a um n6é. Chamamos a atencao do leitor
para o fato de que, trazer a tona a diagonal de um retangulo nao é explicitada no
jogo, ou seja o jogador talvez construird essa diagonal secundaria, simplesmente fa-
zendo uso intuitivo de uma simetria por reflexao, ou ainda uma solugao que explora
congruéncia de triangulos, ou uso do Teorema de Tales. Nesse sentido o aplicativo
promove primeiramente um possivel contato com conceitos que a priori o jogador
(aluno) desconhece ou néo se recorda, deixando assim, para o professor organizar,

formalizar e sistematizar o raciocinio intuitivo que o aluno teve ao resolver a fase do

jogo.
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Figura 3.16: Solucao da fase 1.12

< "

N
/N

Construa o ponto médio do segmento.

Fonte: Aplicativo.

3.3.2 Fase 1.17

Ainda na etapa “Comprimento e distancia”, representada na Figura [3.17], obser-
vamos que o objetivo é marcar todos os nés que estejam a mesma distancia dos dois

pontos indicados.

Figura 3.17: Fase 1.17.

Marque todos os nés que estéo @ mesma
distancia dos dois pontos indicados.

Fonte: Aplicativo.

A Figura[3.1§)indica a solugao desta fase onde os pontos equidistantes dos pontos
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indicados estao destacados em amarelo.

Figura 3.18: Solugao da fase 1.17.

< "

Marque todos 0s nés que estdo a mesma
distancia dos dois pontos indicados.

Fonte: Aplicativo.

Detalhando a solugao, temos a Figura . Considerando o segmento AB, cor-
respondente aos pontos indicados no quebra-cabecas, o jogador precisa identificar
os nés que estdo & mesma distancia deles. O ponto C' é o ponto médio de AB e
ele dista v/2 de A e de B, por ser a diagonal do quadrado de raio 1. Com relacio
aos pontos D e Dy, o jogador pode observar que eles possuem distancia igual a 2
dos pontos A e B, respectivamente, uma vez que cada quadrado possui lado igual a
1. Os pontos E; e Fy podem ser encontrados sobre os nds cujas distancias corres-
pondem as diagonais dos retingulos formados por trés quadrados localizados lado a
lado, a partir de A e B.

Nesta solucao o jogador obtém, de forma intuitiva, a mediatriz correspondente
ao segmento AB, representada pelo segmento E1E,. Novamente o jogo promove a
introducao de conceitos mateméticos que podem ser obtidos intuitivamente, sem a
necessidade de defini¢oes prévias. O leitor consegue perceber outros conceitos que

estao implicitos nessa fase?
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Figura 3.19: Solucao detalhada da fase 1.17.

Q n

Marque todos 0s nés que estdo a mesma
distancia dos dois pontos indicados.

i

Fonte: aplicativo.

3.3.3 Fase 2.7

Na etapa Paralelas o objetivo é, dentre todas as linhas tragadas, selecionar um

par de linhas paralelas, conforme a Figura

Figura 3.20: Fase 2.7.

Selecione um par de linhas paralelas.

i
|

Fonte: Aplicativo.

Na Figura [3.21] vemos a solugdo do quebra-cabegas. As retas paralelas que res-

pondem & questao estao destacadas na cor amarela.
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Figura 3.21: Solucao da fase 2.7.

Selecione um par de linhas paralelas.

Fonte: Aplicativo.

Uma estratégia para solucionar ¢ observar quais linhas retas apresentam a mesma
inclinagao. Na Figura [3.22] estao destacados na cor verde os segmentos que, dentre
todos, apresentam caracteristicas semelhantes. Note que eles representam as diago-
nais de retangulos compostos por dois quadrados dispostos lado a lado. Com base
nesta constatacao o jogador observa que ambas as linhas sao paralelas. A ideia do
coeficiente angular m pode nao ser observada explicitamente pelo jogador, mas a

ideia intuitiva esté ali, mesmo que ele nao conhecga o conceito.

Figura 3.22: Solugao detalhada da fase 2.7.

Selecione um par de linhas paralelas.

Fonte: Aplicativo.
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3.3.4 Fase 11.2

A Figura [3.23| mostra a fase 11.2 correspondente ao assunto “Retangulos”, cujo
comando indica para que seja construido um retangulo a partir dos trés vértices

indicados.

Figura 3.23: Fase 11.2.

|||||

Fonte: Aplicativo.

Trata-se de uma atividade relativamente simples ao qual a solucao é indicada na

Figura [3.24] onde o retangulo construido esta destacado na cor amarela.

Figura 3.24: Solucao da fase 11.2.

Fonte: Aplicativo.
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Nesta solucao o ponto P correspondente ao quarto vértice do retangulo, é obtido
considerando-se, de forma intuitiva, a inclinacao dos segmentos representados na
cor vermelha. Eles sao as diagonais de dois retangulos obtidos por dois quadrados
dispostos verticalmente. Note que os coeficientes angulares, representados por m, sao
congruentes, e representam conceitos intuitivos, que nao necessitam ser mencionado
na solugao. Note que se a solucao do problema estivesse em um ponto fora do né da

malha quadriculada, a inclinagao dos lados opostos nao seria obtida tao facilmente.

Figura 3.25: Solugao detalhada da fase 11.2.

Construa um retangulo indicados trés de seus
vértices.
i

Fonte: Aplicativo.
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CAPITULO 4

PROPOSTAS DE ATIVIDADES DIDATICAS

Neste capitulo estao disponibilizadas atividades destinadas a cada uma das qua-
tro etapas dos anos finais do Ensino Fundamental, seguindo as indicagoes da BNCC
para as séries de ensino. Em cada exercicio, além da utilizagao de algumas férmulas
tradicionais para o calculo de area, destacamos a aplicacao do Teorema de Pick, que
em alguns momentos podera ser chamado de Equacao de Pick e também Férmula
de Pick. Cada grupo de atividades dispoe de encaminhamentos que fazem uso do

aplicativo Pythagorea como instrumento auxiliar no ensino do conceito de areas.

A intencao é que o professor realize a impressao do texto da Segao para
leitura introdutoéria dos alunos antes da execucgao das atividades. Nele os estudantes
terao acesso a exemplos resolvidos, conceitos sobre o Teorema de Pick e orientagoes
para acesso ao aplicativo Pythagorea. Apods estes estudos sugerimos o encaminha-

mento das atividades referentes as respectivas séries.

O tempo que proposto para a aplicacao de cada conjunto de atividades é de 5 au-
las de 50 minutos, sendo uma aula destinada a exposicao dos conceitos e 4 aulas para
a realizacao das atividades, porém ressaltamos que este prazo pode ser devidamente

adaptado a realidade de cada turma e ao método de trabalho do professor.

Oportunizamos também Fichas Didaticas destinadas aos professores. Nelas estao
dispostas informacoes acerca dos objetivos, pré-requisitos e solugoes comentadas de
cada exercicio. A secao [4.5.1] traz informagoes introdutorias comuns para as Fichas
Didaticas de cada uma das quatro séries. Nela o leitor encontrara um breve resumo

sobre o Teorema de Pick e informagoes sobre os encaminhamentos das atividades.
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4.1 Atividades - 62 Ano do Ensino Fundamental

4.1.1 Ficha didatica do professor

Introducao

Este grupo de questoes representa uma proposta auxiliar para o célculo de areas

de poligonos utilizando o Teorema de Pick para o 6° ano do Ensino Fundamental.

Em algumas atividades incentivamos que os alunos identifiquem de que maneira

os acréscimos e decréscimos das medidas dos lados interferem nos valores das areas.

Objetivos

e Expor a viabilidade da combinacao de areas de triangulos e quadrados para a

composicao de areas de poligonos;
e Apresentar a possibilidade de calculo de areas de poligonos nao convexos;

e Permitir que o aluno observe a relagao entre a variagao das medidas dos lados

e as respectivas areas de poligonos semelhantes;

e Apresentar a possibilidade de diferentes unidades de medida.

Pré-requisitos
e Conceitos de expressoes matematicas.
e Conceitos de fragoes.
e Conceitos de areas de quadrados e triangulos.

e Material de apoio: régua, malha quadriculada e smartphone.

Solucoes e respostas esperadas

e Exercicio 1.

Certamente ha outras solucoes para obtermos a area deste quadrilatero, aos
quais os proprios alunos podem indicar algumas, porém, este exercicio dispo-
nibiliza ao aluno uma oportunidade de calcular a area de um quadrilatero nao

regular fazendo uso do Teorema de Pick. Para evidenciar a visualizacao os
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pontos interiores estao representados na cor vermelha, enquanto os pontos da

borda estao representado na cor azul, conforme observamos na Figura [4.1

Figura 4.1: Representacao dos pontos B e I.

Fonte: Elaborado pelo autor.
(a) O total de pontos da borda do poligono ¢é igual a 10. Utilizaremos a letra
B para representar esta quantidade, escrevendo B = 10. Sugerimos que
o aluno utilize canetas ou lapis coloridos e destaque estes pontos, ou nos,

com uma cor diferente dos demais.

(b) O total de pontos, ou nés interiores do poligono é igual a 4. Utilizaremos
a letra I para representar esta quantidade, escrevendo I = 4. Como
na alternativa anterior, sugerimos que o aluno utilize canetas ou lapis

coloridos e destaque nds, com uma cor diferente dos demais.

(¢) Os alunos do 6° ano podem nao estar muito familiarizados com o conceito
de substituicao da forma que é encaminhada nesta atividade. Sugerimos
uma atencao especial a este aspecto, para que eles possam compreender
que os numeros ocuparao o “lugar” das letras na expressao. Outro ponto
importante é o destaque da leitura da notacdo A(Q) enquanto a “area
do poligono Q”. Nesta atividade é importante destacar a importancia da

unidade de metida “u” utilizada.

Segue a resolugao:

AQ) = Z+I1-1

10
= —+4-1

— 544-1
= 9-1

= 8u’

(d) Nesta alternativa espera-se que o aluno identifique a possibilidade de

mudanca de escala da malha quadriculada a partir da unidade preesta-
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belecida. Os quadrados da malha original da atividade indicam &areas de
1u?. A partir do momento que cada quadrado da malha passa a ter area

de 1em?, concluimos que a area do poligono tera valor igual 8cm?.

e Exercicio 2.

Podemos utilizar o Teorema de Pick para identificar areas de poligonos nao
convexos usando o mesmo procedimento que adotamos ao calcular dreas de

poligonos convexos.

Neste exercicio a area da gravura do gato Erick pode ser obtida com a soma
de poligonos conhecidos, como quadrilateros e triangulos. A intensao é obter

esta area fazendo uso do método de contagem referente a equagao de Pick.

(a) O uso de lapis ou canetas com cores contrastantes entre si permite uma
melhor visualizacao dos nds da borda e interiores a figura do gato. Aqui
sugerimos as cores azul ou vermelha, mas outras cores certamente podem

ser utilizadas. Uma solugao é verificada na Figura

Figura 4.2: Representacao dos pontos B e I.

Fonte: Elaborado pelo autor.

(b) A partir da contagem dos nds obtidos na alternativa anterior teremos
B=24el=13.

(c) Este exercicio os dados da unidade de medida nao foram registrados na
gravura, mas sim no enunciado. Veja que cada um dos quadrados da

2

malha quadriculada possui area igual a 1em?*. De acordo com os dados

obtidos, temos:
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AG) = Z+1-1

24
= —+13-1
2—|—
= 12+13-1
= 25-1

= 24em?.

(d) Espera-se que o aluno perceba que a area encontrada pode ser decomposta

em 24 quadrados da malha quadriculada.

(e) Com esta atividade o aluno tem condigoes de representar a area A(G)
obtida utilizando retangulos que podem apresentar dimensoes diferentes.
As solugoes podem ser diferentes entre os alunos, podendo ser obtidos
retangulos com dimensoes 1 X 24, 2 x 12, 3 x 8,4 x 6,6 x4, 8x 3,12 x 2
e 24 x 1.

e FExercicio 3.

Esta atividade possibilita que o aluno faga uso do celular como ferramenta
pedagogica em sala de aula. O objetivo é fazer com que ele perceba a relagao
entre areas apresentadas nesta etapa do jogo com os valores numéricos que elas
representam. Aqui nao consideramos uma unidade de medida, mas o professor

pode introduzir esta informacao, caso ache necessario.
A Figura [4.3] mostra os dados da etapa referente a esta questao.

Figura 4.3: Etapa 18.5 do Pythagorea.

<

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

Fonte: Aplicativo.
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(a)

Esta alternativa solicita o registro dos pontos interiores e da borda do
retangulo menor. Espera-se que o aluno relacione a nao existéncia de nds

interiores com o numero 0. Neste caso teremos que B =6 ¢ [ = 0.

A partir dos pontos obtidos na alternativa anterior, segue o célculo da

drea fazendo uso do Teorema de Pick:

B
A(Ry) = S+1-1

6
— —40-1
5+

= 3-1

= 2.

Importante: os alunos podem considerar erroneamente que apenas o0s

vértices do retangulo sao os pontos da borda.

Nesta alternativa espera-se que os alunos ja estejam acostumados com as

devidas substituigoes para a resolucao, onde B =12e [ = 3:

ARy = B

2
12

- Z43-1
5+

- 6+3—1

= 9-1

— 8

Nesta atividade, com base na idade escolar, o aluno ja deve perceber,
mesmo que intuitivamente, a relacao da “metade” com a divisao “por
2”. Considerando R; como o retangulo menor e Ry o retangulo maior
da Figura as respostas desta questao sao respectivamente 1 e 4, ou
. 1 2
ainda, — =1e — = 4.
2 2
Espera-se que o aluno possa representar geometricamente as areas cor-

respondentes as metades de cada retangulo, inclusive aqui ja pode surgir

a solucao final. Na figura [£.4) estao algumas possiveis solugoes:
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Figura 4.4: Exemplos de divisoes em duas partes de mesma area.

(f) A Figura mostra a solucao final do aplicativo.

Fonte: Elaborado pelo autor.

<

Ey

Fonte: Aplicativo.

Figura 4.5: Solugao da etapa 18.5 do Pythagorea.



4.1.2 Folha para o aluno

A seguir faremos algumas atividades para que vocé mesmo possa praticar esta

nova forma de calcular areas.

Exercicios

1. Este quadrilatero, representado na Figura[4.6], esta posicionado em uma malha

quadriculada. Observe-o atentamente e responda as seguintes perguntas:

(a)

Figura 4.6: Quadrilatero Q).

Tu
— e

.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A borda do poligono esté posicionada sobre alguns nés da malha quadri-
culada. Quantos sao eles? De acordo com a férmula de Pick, qual letra é

usada para representar estes pontos?

Quantos nos estao no interior do poligono e qual a letra que é usada para
representé-los na Formula de Pick?

Substitua os pontos obtidos nas alternativas anteriores e realize a Formula
de Pick para descobrir a area do quadrilatero (). Note que chamaremos
esta area de A(Q), (leia area de ). Observe a unidade de medida, da
Figura 4.6

Qual seria o valor da area deste quadrilatero se a distancia entre os lados

dos vértices dos quadrados que formam a malha quadriculada fosse igual

a lem?
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2. Observe atentamente a Figura que representa a gravura de um poligono

nao convexo na forma de um gato. Cada um dos quadrados que formam a

malha quadriculada possui 1em de lado.

(a)

Figura 4.7: O gato Erick.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observe atentamente os nds (pontos correspondentes aos vértices dos qua-

drados da malha quadriculada). Use lapis de cor e marque na figura:
e com a cor vermelha, os pontos B, no contorno do gato;
e com a cor azul, marque os pontos I, que estao no interior do gato.

Conte e registre as quantidades dos pontos B e I marcados na alternativa

anterior.

Utilize os dados registrados na alternativa anterior e calcule a area do
poligono através da Formula de Pick. Note que cada um dos quadrados

formador da malha quadriculada tem lado igual a lem.

A area que vocé encontrou corresponde a quantos quadradinhos da malha

quadriculada?

Na folha de papel quadriculado faga um desenho de um retangulo com a
mesma area da figura do gato. Suponha que cada um dos quadradinhos do
papel quadriculado tenham a mesma area que cada um dos quadradinhos

da malha quadriculada da gravura.
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3. Para esta atividade vamos acessar a fase 18.5 do aplicativo de jogos Pythagorea

via smartphone. Ao clicar no link da fase, observe atentamente as orientacoes

que estdo na parte inferior, conforme mostra a Figura [1.8] Leia e responda

seguintes questoes. Nao se esqueca de registrar os calculos em seu caderno.

(a)

Figura 4.8: Fase 18.5.

<

1

Construa uma linha que corte cada um dos
retangulos em duas partes de mesma drea.

Fonte: Aplicativo.

Quantos sao os pontos B, que estao na borda do retangulo menor? Este
retangulo possui pontos interiores, aos quais chamamos de I7 Como po-

demos representar este niimero?
Utilize a Fquacao de Pick e calcule a area do retangulo menor.

Facga a contagem e anote os pontos B e I do retangulo maior e utilize a

Equacao de Pick para encontrar o valor de sua area.

Agora que vocé descobriu os valores das areas de cada um dos retangulos,
responda: qual é o valor da metade da area do retangulo menor? E do

retangulo maior?

Copie os retangulos no papel quadriculado. De quais maneiras podemos
dividir a area de cada um dos retangulos em duas partes iguais? Nao é

necessario usar apenas uma linha.

Agora é possivel dividir os dois retangulos em duas partes iguais utili-
zando apenas uma linha? De que maneira vocé pode fazer isto usando o

aplicativo?
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4.2 Atividades - 72 Ano do Ensino Fundamental

4.2.1 Ficha didatica do professor

Introducao

Esta atividade é composta de exercicios sugeridos para o 7° ano do Ensino Fun-
damental e representa uma alternativa auxiliar para o calculo de areas de poligonos.
Nela apresentamos aplicacoes do Teorema de Pick, assim como a utilizacao de fases

do aplicativo Pythagorea.

Nesta etapa dos estudos os alunos devem compreender a representacao do valor

de uma &area de um poligono como a soma de areas de triangulos.

Objetivos.

e Compreender que hé diferentes formas de obtencao do valor da area de poli-

gonos;
e Identificar o calculo mais adequado a cada situagao exposta;

e Identificar que areas de poligonos podem ser decompostas em outros poligonos,

como triangulos.

Pré-requisitos
e Conceitos de resolugao de equagoes do primeiro grau.
e Conceitos de areas de quadrados e triangulos.

e Material de apoio: régua, malha quadriculada e smartphone.

Solucoes e respostas esperadas

e Exercicio 1.

Para evidenciar a visualizacao, os pontos interiores estao representados na
cor vermelha, enquanto os pontos da borda estao representado na cor azul,

conforme observamos na Figura
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Figura 4.9: Pontos Interiores e de Borda.

lem

lem

Fonte: Elaborado pelo autor.

(a) O total de pontos é representado por I = 13.
(b) O total de pontos é representado por B = 12.

(c) Espera-se que o aluno realize a substitui¢ao dos totais I e B obtidos,
realizando o calculo da area do quadrado () como segue:

AQ = 211

12

= —+13-1
2—|—

= 6+13-1

= 18cm?.

Observacao: Utilizando o Teorema de Pick identificamos que nao ha a

necessidade de registrar as medidas dos lados do poligono.

(d) Com esta questao pretendemos identificar os conhecimentos do aluno so-
bre calculos de areas de quadrados. Vamos relacionar aqui algumas solu-
¢oes possiveis. Vale considerar a possibilidade de ocorrerem solugoes que

nao estao previstas entre estas.

i) A area deste quadrado é obtida pela adigao das areas dos quadra-
dos menores, representado pela malha quadriculada. Assim teremos
12cm? quadrados completos, na cor amarela, e 6cm? quadrados ob-
tidos pela soma de cada par de triangulos restantes, na cor branca,

tomados dois a dois, conforme Figura[d.10} A soma destes quadrados,
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representa a area do quadrado () da questao, onde

A(Q) = 12cm? + 6cm? = 18cm?.

Figura 4.10: Solugao i.

. .

lcm
Fonte: Elaborado pelo autor.

ii) O quadrado é subdividido em dois tridngulos congruentes, pois com-
partilham a mesma base, que é a diagonal do quadrado, e seus dois
outros lados correspondem aos lados do quadrado. Pela contagem
dos segmentos entre os nos localizados na base b e na altura h des-
tes triangulos, conforme a Figura [£.11], teremos respectivamente que

b=6 e h=3. Dessa forma a area do quadrado @) é obtida por

bxh
X b h=6x3=18cm>

A(Q) =2 x

Figura 4.11: Solucao ii.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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iii) O valor da diagonal de cada um dos quadrados que compoem a malha
quadriculada é igual a v/2. Assim temos que cada um dos lados do
quadrado da questdo é obtido por | = 3-1/2, conforme a Figura m

Concluindo a solugao, a area do quadrado () é obtida por

AQ) =17 = (3v2)2 =9-2 = 18cm?.

Figura 4.12: Solugao iii.

lem

Fonte: Elaborado pelo autor.

e FExercicio 2

Este poligono nao convexo permite outras solucoes para o célculo de sua area
que estao baseadas na decomposicao em poligonos menores, como quadrados e
triangulos formados pelos nés da malha quadriculada. Neste tipo de figura as
solucoes por decomposicao tendem a ser mais complexas que a sugerida pelo

Teorema de Pick.

(a) A resposta esperada para a primeira questao &‘sim”. Nossa expectativa
é que o aluno realize a subdivisao do coracao em quadrados da malha
quadriculada, onde cada um possui area igual a lem?, em seguida, os
subdivida pelas diagonais, ao meio, em triangulos cuja area individual
vale %cmz, de acordo com a representacao da Figura m H& a possibi-

lidade do aluno realizar a divisao diretamente em triangulos.
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Figura 4.13: Subdivisao em triangulos.

ANAVANAN

lem

Fonte: Elaborado pelo autor.

(b) Nesta solu¢do espera-se que o aluno realize a contagem dos triangulos
obtidos na questao anterior. O total de tridngulos é igual a 38 e, dessa

forma a area do poligono C' vale

A(C) =38 - % = 19cm?.

(c) Destacamos os pontos de borda e interiores com cores diferentes para
realizar a contagem correspondente aos pontos B e I, conforme a Figura
[4.14] Aplicando os totais B = 14 e I = 13 na Formula de Pick:

14

AC) = S +13-1

= 7+12

= 19em?.

Figura 4.14: Pontos B e I.

........

Fonte: Elaborado pelo autor.

(d) A resposta esperada deve mencionar que em ambas as situa¢oes ha a

necessidade de contagem.
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e Exercicio 3.

As fases do jogo sao auto-explicativas. Neste exercicio o comando pede para
construir um retangulo, a partir do segmento AB, previamente destacado, que
tenha a mesma éarea do triangulo indicado. A Figura indica a interface

inicial desta fase do jogo.

Figura 4.15: Nivel 18.1.

Construa um reténgulo, com o segmento
AB como um lado, que tenha a mesma drea
dafigura indicada.

Fonte: Aplicativo.

As figuras estao fixadas sobre uma malha quadriculada, ao qual consideraremos
os lados de cada um dos quadrados da malha tenha valor de 1u (uma unidade
de medida). Para adaptagdes de resolugao pode-se sugerir unidades de medida

usuais, lem, por exemplo.

(a) Note que os vértices dos quadrados coincidem com os nés da malha,
possibilitando a contagem dos pontos. O total de pontos interiores I é

igual a 3.

(b) Os pontos que estdao na borda representam a soma dos pontos que estao
nos vértices do poligono e os demais pontos situados nos noés da malha
quadriculada, pertencentes aos lados do poligono. O total dos pontos da

borda B é igual a 8.
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(c¢) Aplicando os valores I = 3 e B = 8 no Teorema de Pick:

A(T) = §+I—1

8
— —+43-1
5+
= 4+3-1

= 6u’.
(d) Cada um dos quadrados formadores da malha possui 4rea de valor

lu x 1u = 1u?.

(e) Como a area obtida do tridngulo vale 6u®, a area do retangulo a ser

construido deve ser igual a 6u?.

(f) Basta construir um retangulo composto por 6 quadrados a partir do seg-
mento AB, conforme é observado na Figura [4.16]

Figura 4.16: Solugao do nivel 18.1.

< -

Fonte: Aplicativo.

(g) No registro manual das figuras é importante que os pontos de I e B

correspondam aos da figura que aparece na interface da fase no aplicativo.
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4.2.2 Folha para o aluno

No inicio da atividade fique atento as explicagoes do professor, pois elas serao
indispensaveis para a realizacao dos calculos. E muito importante copiar as infor-

magcoes fornecidas por ele em seu caderno.

Exercicios

1. Este quadrado tem seus vértices sobre os nés de uma malha, conforme a Fi-
gura [4.17, Como podemos usar a Equagao de Pick para calcular a area deste
quadrado?

Figura 4.17

Fonte: Elaborado pelo autor.

a) Qual é o total dos pontos que estao no interior do quadrado?

(
(b) Quantos pontos estdao na borda do quadrado?

(c) Utilize a Féormula de Pick e calcule o valor da area do quadrilatero.

)
)
)
(d) De que outras maneiras é possivel encontrar a area desta figura? Registre

os calculos.
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2. A seguinte figura lembra o formato de um coragao.

Figura 4.18: Coracao.

‘lem
. . . . . PP

lem

Fonte: Elaborado pelo autor.

(a) E possivel subdividir esta figura em triangulos iguais (congruentes)? Qual

seria a area de cada um desses triangulos?

(b) A partir da area de cada um desses triangulos é possivel calcular a area

total do coragao? De que maneira?
(c) Agora utilize o Teorema de Pick para encontrar o valor desta area.

(d) O que ha em comum nos dois métodos de célculo de area que vocé usou

nas alternativas anteriores?

3. Use o aplicativo Pythagorea e acesse a fase 18.1, que esta representada na
Figura[4.19] Observe atentamente as orientagoes que estao na parte inferior e
responda seguintes questoes. Nao se esqueca de registrar os calculos em seu

caderno.
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(a)

Figura 4.19: Fase 18.1.

Fonte: Aplicativo.

No problema proposto pelo aplicativo vocé vera uma malha quadriculada
e uma figura proposta, que neste caso serd um triangulo. Qual é o total

de pontos interiores I deste triangulo?
Qual é o total de pontos que estao na borda B do tridangulo?

Use a equacao referente ao Teorema de Pick para calcular o valor da area

do triangulo indicado.

Qual ¢é o valor da area de cada um dos quadrados congruentes (com a

mesma medida), formadores da malha quadriculada?

Qual deve ser o valor da area do retangulo a ser construido a partir do
lado AB?

No aplicativo, faga os prolongamentos dos segmentos necessarios, a partir
dos pontos A e B e construa o retangulo no espago reservado. Se a

resposta estiver correta, o aplicativo vai aceitar o seu registro.

Registro: utilize uma régua e faga uma copia das duas figuras na folha
de papel quadriculado, observando atentamente as posigoes dos vértices

das mesmas.
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4.3 Atividades - 82 Ano do Ensino Fundamental

4.3.1 Ficha didatica do professor

Introducao

Esta atividade, indicada aos alunos do 8° Ano do Ensino Fundamental, tem o
objetivo de fornecer uma alternativa adicional para o calculo de areas de poligonos,

aplicando o Teorema de Pick e o aplicativo Pythagorea.

Utilizaremos também a aplicagao das férmulas tradicionais para calculo de area
em comparacao, além a retomada do proceso de decomposicao da area de um poli-

gono em triangulos.

Objetivos

e Apresentar uma proposta de utilizagao de jogos de aplicativos de celular em

sala de aula;
e Expor o célculo de area de forma objetiva;
e Correlacionar poligonos diferentes que apresentam a mesma érea;

e Utilizar um aplicativo de smartphone para aplicar conceitos de Geometria.

Pré-requisitos
e Conceitos de equagoes do primeiro grau.
e Conceitos de areas de quadrados, tridngulos e trapézios.

e Material de apoio: régua, malha quadriculada e smartphone.

Solucoes e respostas esperadas

e FExercicio 1.

Esta questao permite que o aluno trabalhe com uma escala diferente daquelas
observadas nos exercicios anteriores. E muito importante ressaltar que a area
de cada um dos quadrados formadores desta malha quadriculada ¢é igual a
25ecm?. A Figura destaca os pontos B e I.
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Figura 4.20: Representacao dos pontos B e I.

[} . .

IS cm

L] - .
5cm

Fonte: Elaborado pelo autor.

(a) Nesta alternativa espera-se que o aluno se oriente literalmente pelas me-
didas dos comprimentos das medidas dos lados das bandeiras, que re-
presentam um poligono nao convexo. As dimensoes entre as bandeiras

indicam que os lados da bandeira maior sao o dobro dos lados da bandeira

menor.

(b) Seguem os calculos:

— Para a bandeira menor, onde temos B =10e [ = 1:

A(B1)

B

—+1-1
5+

10
—+1-1
5 T
5+1-1
6—1

5,

como cada unidade de area ¢ igual a 25cm?,

A(Bh)

5 x 25¢m?

125¢m?.

— Para a bandeira maior, onde temos B =20e [ = 11:

A(Bz)
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como cada unidade de area ¢ igual a 25cm?,

A(By) = 20 x 25cm?
= 500cm?.

(c) Esta comparagio entre as areas encontradas deve fazer o aluno perceber

que a area da bandeira maior é o quadruplo da area da bandeira menor.

(d) Nesta constru¢ao o estudante deve observar o aumento proporcional de
cada uma das dimensoes. E importante destacar que os vértices devem
estar sobre nds da malha quadriculada. O uso de régua é muito indicado
para que os tracos intersectem os nos corretamente, conforme observamos

na Figura |4.21}

Figura 4.21: Construcao no papel quadriculado.

Fonte: Elaborado pelo autor.

(e) O calculo da area Bz, onde B =30 e [ = 31:

ABy) = D41
= 15+31—-1
= 46 -1
— 15,

onde cada unidade de area é igual a 25cm?, logo temos

A(Bs) = 45 x 25cm?
= 1125em?.
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(f) Aqui, espera-se que os alunos reflitam sobre o que ocorre com a area de
um poligono quando as medidas dos lados sao alteradas. E comum o
estudante imaginar que, se triplicarmos as medidas que compoe o peri-
metro, a area também serd triplicada. Cabe aqui refor¢car que quando
as medidas sao duplicadas, a area é quadruplicada, e ainda, quando as

medidas dos lados sao triplicadas, a area sera multiplicada por nove.

e FExercicio 2.

Neste exercicio o comando pede para construir um retangulo, a partir do seg-
mento AB, previamente destacado, que tenha a mesma area do tridngulo in-

dicado. A Figura indica a interface inicial desta fase do jogo.

Figura 4.22: Nivel 18.7.

Fonte: Aplicativo.

(a) Os valores correspondentes aos totais de pontos de internos e da borda

sao I =3 e B =4.
(b) Aplicando os valores I = 3 e B = 4 no Teorema de Pick:

—4+31
2
= 24+3-1

= 4’
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(c) Para compor a area correspondente ao triangulo serdo necessarios 4 qua-

drados.

(d) De acordo com as instrugdes desta fase do aplicativo, o valor da area R;

do triangulo a ser construido é dada por A(R;) = 4u?.

(e) A Figura representa a construcao do quadrilatero que corresponde a

solucao.

Figura 4.23: Nivel 18.7.

Fonte: Aplicativo.

(f) O registro na folha de papel quadriculado deve ter valores proporcionais
aos dos poligonos observados na interface da fase 18.7. A Figura

traz uma representagao das dimensoes do registro.

Figura 4.24: Representagao do registro.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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(g) Primeiramente vamos obter o valor da area do triangulo 75 , onde temos
que [ =13 e B =28,

8
A(T,) = 3 +13-1
= 44+13-1
= 16u>.

O valor da area do quadrado Ry, a partir dos valores de I =9 e B = 16
sera igual a:
A(Ry) = §+9—1 =84 8 = 16u>.

(h) Ao compararmos as areas dos poligonos apresentados no aplicativo e no
registro da folha quadriculada, observamos que A(T,) = 4 x A(T}), e
também A(Ry) = 4 x A(R;). E importante que os alunos percebam
esta relacao, envolvendo figuras semelhantes cujos valores dos lados sao

aumentados proporcionalmente.

e Exercicio 3.

Nesta atividade o comando pede para dividirmos a area de um trapézio em trés
partes iguais. Desta forma, os alunos sao motivados a responder a questao de
maneira quase intuitiva, pois eles devem tragar “linha”, ou segmentos de retas,
que passem pelo ponto A, fixado previamente. A Figura [4.25| representa esta

etapa do jogo.

Figura 4.25: Etapa 18.4.

Fonte: Aplicativo.
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(a) Nesta questao o aluno é levado a recordar a férmula tradicional para o

calculo da area de um trapézio, que é representada por:

(by + by) - I

Ay = 2

onde by representa a base menor, by a base maior e h a altura do trapézio,
conforme a Figura [4.26]

Figura 4.26: As bases e a altura do trapézio.

Fonte: Elaborado pelo autor.

(b) Segue o calculo fazendo uso da férmula tradicional.

(by + ba) - I
2
(2+4)-2
2

= 6em?.

A(T) =

(c) Realizando as contagens dos pontos referentes ao Teorema de Pick, con-

forme representados na Figura [4.27] os valores sao B =8 e I = 3.

Figura 4.27: Destaque para os pontos B e I.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Resolvendo a equacao:

8
AT) = §+3—1
= 443-1
= 6em?.

(d) Espera-se que o aluno possa compreender que se trata da decomposigao

da area do trapézio, cujo valor é igual a 6cm?. Desta forma retemos que
2

= 2em?.

o valor da area de cada uma dessas partes vale

(e) A solugdo, representada na Figura [4.28 indica os segmentos de reta que
passam pelo ponto A e permitem a divisao do trapézio em trés tridangulos

de bases e alturas respectivamente iguais a 2cm.

Figura 4.28: Solugao da etapa 18.4.

< “

Fonte: Aplicativo.

(f) A Figura destaca dois dos trés triangulos que compoe o trapézio.
Vamos chama-los de T e T5. Fazendo as contagens dos pontos de borda e
internos de ambos, verificamos que ele possuem os mesmos valores B = 4
el =1.

Figura 4.29: Pontos B e I de T} e T5.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Aplicando o Teorema de Pick:

A(T) = A(Ty) = §+1 1

= 2cm?,

que representa & area de cada um dos triangulos que formam o trapézio.
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4.3.2 Folha para o aluno.

No inicio da atividade, fique atento as explicagoes do professor, pois elas se-
rao indispenséaveis para a realizacao dos calculos. E muito importante copiar as

informagoes fornecidas por ele em seu caderno.

Exercicios

1. Festas juninas sao marcadas por diversos enfeites na escola. Nesta época as
bandeirinhas de papel normalmente decoram os corredores e tornam o ambi-
ente mais alegre. Desta vez a turma do 8° ano ficou encarregada de confecci-
onar bandeiras de dois tamanhos. Os modelos estao representados na Figura
Observe que a unidade de referéncia para medida entre os vértices da

malha quadriculada que compde o modelo é de 5¢em.

Figura 4.30: Bandeiras de Festa Junina.

. . . . s o . . . . .
IS cm
. . . . B . . . B
5¢cm

Fonte: Elaborado pelo autor.

(a) Compare as duas bandeiras. As medidas da bandeira grande s@o quantas

vezes maiores que as medidas da bandeira pequena?

(b) Use o Teorema de Pick, representado pela férmula que conhecemos nas

questoes anteriores, e encontre o valor da area de cada uma das bandeiras.

(c) Compare agora os valores das areas encontradas na questao anterior e
responda: a area da bandeira maior é quantas vezes maior que a area da

bandeira menor?

(d) Utilize o papel quadriculado e desenhe uma bandeira que possui as medidas

dos lados que correspondem ao triplo das medidas da bandeira menor.
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(e)

(f)

Use a equagcao do Teorema de Pick e calcule o valor da area da alternativa

anterior.

Qual é a relacao entre as medidas dos lados das trés bandeiras e suas

respectivas areas?

2. Acesse a fase 18.7 do Pythagorea e responda as seguintes questoes. A Figura

indica esta fase do jogo.

(a)

Figura 4.31: Fase 18.7.

Fonte: Aplicativo.

Observe atentamente a figura. Faca a contagem e registre o total de pontos

I e pontos B do triangulo.

Use a equacao corresponde ao Teorema de Pick e calcule o valor da area

do triangulo indicado.

Agora vocé tem o valor da area do triangulo. Como cada um dos quadrados
da malha quadriculada tem area igual a 1u?, quantos desses quadrados sao

necessarios para compormos a area do triangulo?

Entao, qual deve ser o valor da area do retangulo a ser construido a partir

do lado AB?

Com base nas respostas anteriores faca, no aplicativo, os prolongamentos
dos segmentos necessarios a partir dos pontos A e B e construa o retangulo

no espaco reservado. Se a resposta estiver correta, o aplicativo vai aceitar
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o seu registro. Observe que este retangulo possui caracteristicas especiais.

Qual é o0 nome dado para estes tipos de quadrilateros?

(f) Registro: utilize uma régua e faga uma copia das duas figuras na folha de
papel quadriculado da seguinte maneira: cada dos lados do quadrado e do
triangulo deve ter, proporcionalmente, o dobro do comprimento observado

no aplicativo.

(g) Use a Equagao de Pick para determinar o valor das areas das figuras

desenhadas na malha quadriculada.

(h) Supondo que os quadrados das malhas quadriculadas do aplicativo e da
folha tenham as mesmas dimensoes, como podemos comparar as areas das

figuras semelhantes?

3. Agora vamos retornar na fase 18.4 do Pythagorea, mostrada na Figura [4.32]
Ela se refere a representacao da area de um trapézio acomodada em uma
malha quadriculada, ao qual vamos considerar que cada um dos quadrados
possui lado de medida igual a 1em. Observe atentamente para responder as

seguintes questoes. Nao se esqueca de registrar os calculos.

Figura 4.32: Fase 18.4.

Fonte: Aplicativo.

(a) A éarea de um trapézio pode ser obtida usando-se uma férmula conhecida.

Qual ¢é esta formula?

(b) Calcule a area do trapézio utilizando esta férmula.
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(¢) Agora vamos utilizar a Fquagao de Pick para obter o valor da area desse

trapézio.

(d) Esta fase do jogo pede para tragarmos “linha” que passem pelo ponto A e
que dividam a area deste trapézio em trés partes iguais. Qual deve ser o

valor da area de cada uma destas partes?

(e) Indique estas “linhas” no aplicativo, ndo esquecendo que elas devem passar
pelo ponto A. Qual é a figura geométrica referente a cada uma dessas

partes?

(f) Utilize a Equagao de Pick para verificar o valor da area de cada uma destas

figuras.
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4.4 Atividades - 92 Ano do Ensino Fundamental

4.4.1 Ficha didatica do professor

Introducao

Os alunos do 92 ano do Ensino Fundamental tiveram contato com diversos cél-
culos de areas no decorrer de sua vida escolar, normalmente fazendo uso de férmulas

individuais para cada poligono.

Com estas atividades temos a intencao de disponibilizar uma alternativa adi-
cional para o calculo de areas de poligonos. Apresentaremos aqui a aplicagao do
Teorema de Pick, assim como a comparagao deste método com outros ja conheci-
dos. Verificaremos também a possibilidade de representar o valor de uma area de

um poligono como a composicao de areas de outros, como triangulos e quadrilateros.

Utilizaremos também a aplicacao do Teorema de Pick em uma das fases do
aplicativo de jogos Pythagorea, permitindo uma interacao didatica do aluno com o

smartphone.

Objetivos
e Revisar conceitos basicos de Geometria, estudados em séries anteriores;

e Apresentar uma proposta de utilizagdo de jogos de aplicativos de celular em

sala de aula;

e Estabelecer comparagoes entre formas diferentes de obter a area de um poli-

gono.

Pré-requisitos

e Conhecer o conceito de &area, bem como ter acesso a calculos de areas de

poligonos;
e Conceitos de resolugao de Equagoes do Primeiro Grau;
e Conhecer o Teorema de Pitagoras.

e Material de apoio: régua, malha quadriculada e smartphone.
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Solucoes e respostas esperadas

e Exercicio 1

Esta atividade, além de introdutoéria, permite aos alunos revisarem alguns

conceitos de geometria plana.

(a) A nomenclatura que diz respeito & quantidade de lados de poligonos nem
sempre é lembrada pelos alunos. O poligono em questao é um octoégono,

por possuir 8 lados.

(b) O conceito de poligono regular, apesar de ser explorado no 99 ano, nao
costuma estar muito presente na memoria dos alunos. Este poligono nao
é regular, pois apesar das medidas dos angulos internos serem congruen-
tes, as medidas dos seus lados nao sao. Para comparar as medidas dos
lados podemos aplicar o Teorema de Pitagoras, estudado no 92 Ano, onde
é possivel verificar as diferentes medidas dos lados do octégono, pois al-
gumas tém o valor de 2cm, e outras correspondem a hipotenusa de um
triangulo cujos catetos possuem valor de 2cm cada. A Figura indica

esta composicao:

Figura 4.33: Octoégono irregular.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A aplicagao do Teorema de Pitadgoras permite a conclusao do valor da
diagonal do triangulo retangulo cujos lados valem 2c¢m cada, verificada

pelo calculo do valor da hipotenusa e representada na Figura
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hipotenusa = /224 22
- V&
= 2V2cm.

Figura 4.34: Diagonal do triangulo retangulo.

2%:1:1

Fonte: Elaborado pelo autor.

(¢) Os alunos podem elencar diversas combinagoes de areas que podem com-
por o referido octégono. Vamos apresentar uma das possiveis solugoes,
observada na Figura

Figura 4.35: Octoégono composto de quadrados e triangulos.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Dessa forma, a area do octégono pode ser representada pela soma:
A(0) = A(Q1)+A(Q2)+A(Q3) +A(Qa) +A(Q5)+A(T1) +A(T2) +A(T3) +A(Th),
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ao qual A(Q;) representa a area de cada um dos quadrados de lado 2:
A(Q;) = 2 x 2 = 4em?.

A(T}) indica a area de cada um dos tridngulos retangulos:

_2><2

ATy ==

= 2em?,

onde concluimos que:

AO) = 44+44+44+44+4+2+2+242

= 28cm?.

(d) A aplicacdo do Teorema de Pick nesta atividade tem a finalidade de apre-
sentar aos alunos uma opc¢ao adicional de célculo de area de poligonos,
desde que eles estejam devidamente acomodados em uma malha quadri-
culada. Na Figura observamos a demarcacao dos pontos de borda,

B e os pontos interiores, I.

Figura 4.36: Pontos B e [ para aplicagao do Teorema de Pick.

Fonte: Elaborado pelo autor.

e Exercicio 2.

Neste exercicio as instrucoes do Pythagorea indicam que seja construido um

retangulo a partir do segmento AB. A exigéncia é que este retangulo deve
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possuir a area com o mesmo valor que o quadrilatero apresentado. A Figura

[4.38| indica a interface inicial desta fase do jogo.

Figura 4.37: Nivel 18.12.

5

Figura 4.38: Fonte: Aplicativo.

(a) Aqui espera-se que os estudante esteja mais familiarizado com a aplicagao
do Teorema de Pick. Os valores referentes aos pontos interiores e de
bordas sao respectivamente I = 8 e B = 6. Aplicando esses valores na
Equacao de Pick obtemos que a area do quadrilatero () é dada por

6
A(Q)=§+8—1:3+7:10u2.

(b) Uma solu¢do que nao utiliza o Teorema de Pick: a area de ABCD é
obtida pela combinagao das areas dos triangulos ABC e ACD, que com-

partilham a base AC', cuja medida é igual a 5u, conforme a Figura

Figura 4.39: Calculo de area referente ao nivel 18.12

Fonte: Elaborado pelo autor.
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As alturas de ABC' e ACD sao respectivamente BQ) = lu e DP = 3u.
Dessa forma as areas 17, de ABC' e T; do triangulo ADC' sao obtidas por

5x1

AT =

A(Tz) =

Como a area do quadrilatero () é dada por
AQ) = A(Th) + A(T>),

temos que
A(Q) = 2,5u* + 7, 5u* = 10u?.

Como o valor da area obtida é igual a 10u?, o retangulo que representa a
solucao desta fase é formado por 10 quadrados da malha, pois cada um
tem area igual a lu?, organizados em cinco colunas de dois quadrados

cada, conforme a Figura [4.40]

Figura 4.40: Solugao: nivel 18.12.

< "

Fonte: Aplicativo.

(d) Algumas solugoes podem ser observadas na Figura onde temos os

poligonos P, P, P; e P,. Note que podemos obter areas de poliedros
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convexos e Nnao-convexos. Espera—se que Os alunos possam apresentar

outras solugoes.

Figura 4.41: Solucao alternativa: nivel 18.12.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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4.4.2 Folha para o aluno

No inicio da atividade, fique atento as explicagoes do professor, pois elas se-
rao indispenséaveis para a realizacao dos calculos. E muito importante copiar as

informagoes fornecidas por ele em seu caderno.

A seguir encaminharemos algumas atividades para que vocé mesmo possa prati-

car esta nova forma de calcular areas.

Exercicios

1. Vamos iniciar nossas atividades realizando uma revisao de conceitos de geo-
metria. Observe o poligono referente a Figura [4.42] acomodado sobre a malha

quadriculada e responda as questoes a seguir:

Figura 4.42: Poligono.

Fonte: Elaborado pelo autor.

(a) Com relagao a quantidade de lados este poligono possui um nome especial.

Qual é este nome?
(b) Podemos dizer que se trata de um poligono regular? Por que?

(c) Calcule a area deste poligono fazendo uso das formulas conhecidas.

Dicas:

e divida-o em poligonos menores aos quais vocé consegue calculas as
areas;

e muita atencao para a unidade de medida utilizada.
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(d) Utilize agora a Formula de Pick, ao qual é necessario contar antecipada-
mente os pontos de borda, chamados de B e os pontos interiores, chamados
de I.

(e) Compare os valores das &areas obtidas pelos dois métodos. O que vocé

conclui?

2. Acesse a fase 18.12, leia atentamente as instrucoes do desafio e responda as

questoes a seguir. A Figura [4.43] mostra esta fase no aplicativo.

Figura 4.43: Fase 18.12.

<

Construa um reténgulo, com o segmento
AB como um lado, que tenha a mesma drea
dafigura indicada.

Fonte: Aplicativo.

(a) Utilize o Teorema de Pick e descubra o valor da area do quadrilatero

indicado nesta fase do aplicativo.
(b) De que outra(s) maneira(s) é possivel obter a area deste quadrilatero?

(c) Agora que vocé obteve o valor da area do quadrilatero, faga o prolonga-
mento de segmentos permitidos pelo aplicativo e construa o retangulo que

soluciona a questao, a partir do segmento AB.

(d) Desconsiderando o segmento AB, de que outras maneiras é possivel repre-

sentar a area do quadrilatero sobra a malha quadriculada?
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4.5 Informacgoes complementares das atividades

Elaboramos esta se¢ao como forma de complementar os encaminhamentos das
atividades, apresentando informagoes que podem ser usadas como introdugoes das
fichas didaticas dos professores e as folhas de atividades destinadas aos alunos. Estas
indicagoes referem-se a conceitos teoricos sobre o Teorema de Pick, informagoes sobre

a utilizacao do aplicativo Pythagorea e exemplos de aplicagoes.

4.5.1 Informacgoes complementares para a ficha didatica do
professor

O Teorema de Pick

Recorrendo a algumas informacoes histoéricas, percebemos que a Matematica
sempre esteve relacionada com as necessidades humanas bésicas. A Geometria, en-
quanto um dos seus ramos, teve seu surgimento e desenvolvimento ligados as medidas
relativas aos tamanhos, formas e posicoes de figuras que representavam principal-
mente areas de terrenos muitas vezes destinados a agricultura, ou até mesmo em
situacoes que necessitavam demarcacoes apoés as enchentes. Em cada situacao o
conceito de area era desenvolvido e aplicado conforme as necessidades de cada ci-
vilizagdo antiga. A Figura [4.44] representa a demarcac¢ao de um angulo reto para a

delimitagao da area de um terreno as margens do Rio Nilo.

Figura 4.44: Representacao da demarcacao de terras no Egito antigo.

Fonte : https://www.marcelouva.com.br/como-surgiu-a-geometria

Atualmente, além das opcoes de célculo de area usuais, tradicionalmente estu-
dadas nas séries escolares, podemos também contar com uma alternativa adicional
denominada Equacao de Pick, que é um resultado obtido pelo teorema de mesmo

nome, atribuido ao matematico austriaco Georg Alexander Pick (1859 - 1942). Esta
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equacao permite calcular dreas através da contagem de pontos que estao sobre a
borda e no interior de um poligono, desde que ele esteja enquadrado em uma malha

quadriculada.

Para a aplicagao deste teorema, vamos considerar um poligono P, com as carac-
teristicas citadas acima. Os pontos localizados sobre os nés da borda deste poligono
sao representados pela letra B e os pontos que estao o sobre os nés interiores de P
sao representados por I. Para calcularmos a area de P, utilizaremos a formula:

A(P)—§+I—1,

denominada Férmula de Pick, onde A(P) representa o valor da area procurada.

Para aprofundamento teérico recomendamos a leitura do Capitulo 2| onde estao

relacionados os detalhes da demonstracao do Teorema de Pick.

Caso o leitor ache necessario, sugerimos acesso ao Capitulo [T onde estao dispo-
niveis informacgoes histéricas, definicoes e demonstragoes referentes ao conceito de

areas de poligonos.

Encaminhamento das atividades

Antes do professor iniciar a explicacao sobre o Teorema de Pick, é importante
realizar a introducao dos aspectos historicos referentes aos estudos do conceito de

areas, apresentados na Secao [2.1]

Sugerimos a aplicagao das atividades individualmente, detalhando a explicacao
de forma coletiva do Exemplo [{.1} Vale destacar que a unidade de medida rela-
cionada a figura encontra-se registrada no canto inferior direito, onde os lados do
quadrado que compoem a malha possuem lado de medida lu, ou lem, conforme a
situacao.

Em todas as atividades propostas neste trabalho teremos aplicagoes do Teorema
de Pick e em algumas delas utilizaremos o aplicativo Pytagorea como ferramenta
auxiliar. Caso o leitor nao conhega este aplicativo, recomentados uma leitura previa
das Segoes [3.2] e [3.3] do Capitulo [3] que tratam respectivamente dos procedimen-
tos operacionais do jogo e as nossas impressoes acerca da sua utilizagao enquanto

instrumento auxiliar no ensino de Geometria.

Algumas atividades contam com construcoes que necessitam de réguas e folhas

de papel quadriculado.
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4.5.2 Informacgoes complementares para a ficha do aluno

Relembrando areas e aprendendo o Teorema de Pick

As explicagoes do professor sao essenciais para que vocé possa entender e realizar

0s exercicios.

Figuras geométricas planas podem representar elementos do nosso cotidiano.
Uma quadra de basquete pode ter forma semelhante a um retangulo, assim como

uma das diversas teclas de um teclado pode ter formato semelhante a um quadrado,
como vemos na Figura

Figura 4.45

Fonte: htips: pexels. t-brifotofoto-da-vist iperior-da-quadra-da-b 9991004/

Fonte: hitps:/fwww.pexels.com/pt-brifoto/adult: di goci P 6686451/

Como ja estudamos anteriormente:

e a ideia de medir é comparar o que se quer medir com uma unidade de medida

a ser utilizada, que chamaremos de unidade padrao;

e a area de qualquer figura pode ser considerada com um multiplo dessa unidade

padrao inicial.

Estas afirmacoes podem ser melhor compreendidas no exemplo a seguir:
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Exemplo 4.1 Na Figura[4.46 podemos observar um poligono nao convexo que estd
desenhado sobre uma malha quadriculada. De que maneiras poderemos calcular a

drea deste poligono?

Figura 4.46

.........................................................................................................

Fonte: Elaborado pelo autor.

Ao observarmos a Figura 4.47, percebemos que o poligono representado pode ser
dividido em 12 quadrados de area igual a 1u? cada um, pois cada quadrado possui
lado igual a 1u. Esta mesma figura pode ser dividida em 24 tridngulos, onde é possi-

2

vel verificar que a area de cada triangulo é igual a U pois corresponde exatamente

a metade da area do quadrado de lado 1u. Com este raciocinio percebemos que a
area deste poligono, ao qual chamaremos de P, é construida com a soma dos 12

quadrados, que também pode ser representada conforme o produto:
A(P) =12 x 1u® = 12u%
Se considerarmos a soma dos 24 triangulos, teremos o produto:

1
A(P) = 24 x §u2 = 122
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Figura 4.47

‘Poligono dividido em 1
'équadmdos de drea u?.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A éarea do poligono P pode ser obtida também de outras maneiras. Conforme
vamos ver na Figura[4.48] usando a formula de calculo de area de retangulo, podemos

obter a area através da subtracao de areas:
AP) = (4x4)—(2x2)
= 16—-14
= 12
A Figura também representa o calculo, usando o recurso da adicao de areas:
AP) = (4x2)+(2x2)
= 8+4
= 12u”.

Figura 4.48

—2u—p —2u—p
- T i
..... . 2u
l [—2u—p

4u ) 4u H

................. 2u

du

Area drea obtida por a subtragio. Area drea obtida por a adicao.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Nesta atividade vamos propor uma outra maneira de calcular a area de um
poligono que esta com os vértices dispostos sobre os pontos de encontro, ou nés, de

uma malha quadriculada.

Este método consiste em utilizarmos uma férmula muito interessante chamada
de formula de Pick, onde basta realizarmos contagens de pontos que estao na borda,
ou sobre os lados do poligono, aos quais chamaremos de B, e os pontos interiores
ao poligono, aos quais chamaremos de I. O calculo da area se da pela substituicao
destes valores na seguinte féormula:

B
A(P) = Bl +1—-1.
Vamos realizar o célculo da area do poligono P usando este novo procedimento. Na
Figura podemos contar 16 pontos na borda, em vermelho, e 5 pontos no interior

do poligono, na cor verde. Assim podemos dizer que B =16 e [ = 5.

Figura 4.49: Visualizacao dos pontos internos e de borda.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Substituindo os valores na férmula que aprendemos:

A(P) = §+1—1

16
= —4+5-1
5+
= 8+45-1

= 8+4

= 12u°.

Como vocé verificou, para aplicar o Teorema de Pick, basta realizar as contagens

e os calculos necessarios.

Além do Teorema de Pick, em algumas questoes sera necessario estar familiari-

zado com o aplicativo Pythagorea, cujas explicacoes basicas encontramos a seguir.
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Conhecendo o aplicativo Pythagorea

O Pythagorea é um jogo de quebra-cabecas, em forma de aplicativo gratuito
para smartphones, onde o objetivo é resolver mais de 200 problemas diferentes rela-
cionados & Geometria. Na Figura podemos visualizar o logotipo do aplicativo,
e abaixo disponibilizamos os links para acesso direto a loja de aplicativo conforme

o sistema operacional Android ou IOS.

Figura 4.50: Logo do Aplicativo Pythagorea.

Fonte: https://www.techwikies.com/apps-for-pc/pythagorea-for-pc-windows-mac/

Para baixar o Pythagorea pelo Sistema Operacional ANDROID acesse o link:

https://play.google.com/store/apps/details?id=com.hil_hk.
pythagorea

Para conseguir passar pelas fases intermediarias sem completé-las, basta localizar as
instrugoes, conforme mostra a Figura[4.51] e identificar a regido que fica a direita do
contorno destas instrugoes, cujo formato aproximado é de uma seta para a direita.
Basta clicar algumas vezes neste ponto. A cada vez que vocé clicar, a seta vai
mudando de cor gradativamente, da cor cinza para a cor alaranjada, quando ela

permitirad o acesso para o novo nivel.

Figura 4.51: Clicar aqui para mudanca de etapa.

4

Construa um reténgulo, com 0 segmento
AB como um lado, que tenha a mesma drea
dafigura indicada.

Fonte: Aplicativo.
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REFERENCIAS

BOYER, Carl Benjamin; MERZBACH, Uta Caecilia. Histéria da Matematica.
3. ed. Sao Paulo: Blucher, 2012.

BRASIL, Ministério da Educacao. Base Nacional Curricular Comum.
Brasilia: BNCC, 2018.

EVES, Howard Whitley. Introdugao a histéria da Matemaética. 5. ed.
Campinas: Editora da Unicamp, 2011.

FRANCO, Valdeni Soliani; GERONIMO, Joao Roberto. Geometria Plana e
Espacial: um estudo axiomatico. EDUEM, Maringa, 2010. p. 103-110.

LIMA, Elon Lages. Meu Professor de Matematica e outras historias: Como

calcular a area de um poligono se vocé sabe contar. Rio de Janeiro: Sociedade
Brasileira de Matemaética, 1991. p. 101-113.

O’CONNOR, J. J.; ROBERTSON, E. F. Georg Alexander Pick. Scotland:
School of Mathematics e Statistics University of St. Andrews, 2007. Disponivel em:
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Pick/. Acessado em
15/08/2021.

PICK, Georg. Geometrisches zur zahlenlehre. v. 19. Prague: Internet Archive,
1899. p. 311-319. Disponivel em: https:
//archive.org/details/cbarchive_47270_geometrischeszurzahlenlehre-
1906/mode/2up. Acessado em 08/07/2021.

RIBAS, Deucleia. O uso de jogos no ensino de Matematica: Os desafios da
escola publica paranaense na perspectiva do professor PDE. Curitiba: Cadernos
PDE, 2015.

ROCHA, Tania Marli; ANDRADE, Doherty. Areas: das nogdes intuitivas ao
Teorema de Pick. UEM-DMA: Projeto kit Célculo, 2007. Disponivel em:
http://www.dma.uem.br/kit/pick. Acessado em 22/08/2021.

ROQUE, Tatiana; CARVALHO, Joao Bosco Pitombeira de. Tépicos de historia
da Matematica. 1. ed. Rio de Janeiro: Sociedade Brasileira de Matematica, 2012.

110


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Pick/
https://archive.org/details/cbarchive_47270_geometrischeszurzahlenlehre-1906/mode/2up
https://archive.org/details/cbarchive_47270_geometrischeszurzahlenlehre-1906/mode/2up
https://archive.org/details/cbarchive_47270_geometrischeszurzahlenlehre-1906/mode/2up
http://www.dma.uem.br/kit/pick

TAMARI, Marcio Eiji. O Teorema de Pick e Aplicagoes. Santo André:
Dissertacao Mestrado Profissional em Matematica, Universidade Federal do ABC,
2013.

111



	Introdução
	Áreas de polígonos
	Um pouco de história
	Conhecendo polígonos e regiões poligonais
	Determinando áreas de polígonos

	O Teorema de Pick
	Um pouco da história de Georg Alexander Pick
	Calculando uma área
	O triângulo fundamental
	Para calcular a área de um polígono basta saber contar

	Dois apoios para este trabalho: a BNCC e o aplicativo Pythagorea
	O que diz a BNCC
	O Aplicativo Pythagorea
	O Pythagorea como instrumento de ensino de Geometria plana
	Fase 1.12 
	Fase 1.17 
	Fase 2.7
	Fase 11.2


	Propostas de atividades didáticas
	Atividades - 6º Ano do Ensino Fundamental
	Ficha didática do professor
	Folha para o aluno

	Atividades - 7º Ano do Ensino Fundamental
	Ficha didática do professor
	Folha para o aluno

	Atividades - 8º Ano do Ensino Fundamental
	Ficha didática do professor
	Folha para o aluno.

	Atividades - 9º Ano do Ensino Fundamental
	Ficha didática do professor
	Folha para o aluno

	Informações complementares das atividades
	Informações complementares para a ficha didática do professor
	Informações complementares para a ficha do aluno



