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Resumo

O objetivo principal, neste trabalho, é calcular o fecho de Ratliff-Rush de uma classe
especifica de ideais monomiais no anel de polinomios Kz, ..., z,], em que K é um corpo,

utilizando, para isso, um algoritmo definido por Gasanova em [G].

Palavras-chave: anéis de polinomios, ideais monomiais, fecho de Ratliff-Rush.



Abstract

The main goal, in this work, is to compute the Ratliff-Rush closure of a specific class
of monomial ideals in the polynomial ring K[zq,...,z,], where K is a field, using an

algorithm presented by Gasanova in [G].

Keywords: polynomial rings, monomial ideals, Ratliff-Rush closure.
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Introducao

Em 1978, Ratliff e Rush mostraram, em [RR], que o ideal
I=Ja.m,
neNs
em que [ é um ideal regular em um anel noetheriano R comutativo com unidade, é o
maior ideal préprio de R (com respeito a inclusao) tal que (.7 )n = I", para todo n € N*
suficientemente grande. Este ideal é conhecido como fecho de Ratliff-Rush de I e foi
estudado por alguns autores desde entao.

O nosso objetivo, neste trabalho, é estudar tal operacao em um contexto mais es-
pecifico: o dos ideais monomiais em anéis de polindémios K[zy, ..., x,], em que K é um
corpo. Até este momento, nao conhecemos um método sistematico para determinar o
fecho de Ratliff-Rush para qualquer ideal monomial. Assim, vamos apresentar um algo-
ritmo, definido em 2019 por Gasanova em [G], para calculd-lo em uma classe especifica de
ideais monomiais do anel Kz, ..., z,]|. Tal algoritmo, por sua vez, ¢ uma generalizagao
do que foi apresentado em [A], em que o autor descreve um método para calcular o fecho
de Ratliff-Rush de ideais monomiais em K[z, 25| da forma I = (24,25, m4,...,m,), em
que todos os geradores m; pertencem ao fecho integral do ideal (z¢,x5).

O ideal I:, por definicao, envolve outras operagoes de ideais e, por este motivo, vamos
apresentéd-las ao longo do texto. Vale ressaltar que todos os anéis considerados neste
trabalho sao comutativos com unidade.

No capitulo 1, vamos considerar um anel qualquer comutativo com unidade e apresen-
tar as operagoes de ideais: soma, produto, interseccao, quociente, radical, e fecho integral.

Além disso, vamos apresentar algumas das principais propriedades dessas operacoes.



No capitulo 2, vamos especificar o anel com o qual trabalharemos, isto é, o anel
de polindémios K[zy,...,x,], bem como apresentar os ideais que serao o foco de todo o
estudo: os ideais monomiais.

No capitulo 3, vamos retomar as operacoes apresentadas no capitulo 1, mas, desta vez,
no contexto dos ideais monomiais e mostraremos como calcular cada uma delas, o que
pode se tornar mais simples com a ajuda de representacoes geométricas. Vamos mostrar,
também, que cada uma dessas operagoes aplicadas em ideais monomiais resultam em
ideais monomiais.

O capitulo 4 é dedicado ao fecho de Ratliff-Rush dos ideais monomiais. Comegaremos
definindo o que foi chamado, em [G], de bom ideal e, no final, apresentaremos o algoritmo

que nos permitird calcular o fecho de Ratliff-Rush deste tipo de ideal.



Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar as notagoes e reunir resultados basicos sobre
ideais que serao utilizados. Neste primeiro momento, nao vamos particularizar o tipo
de anel com o qual trabalharemos, pois os resultados apresentados sao validos para
quaisquer anéis comutativos com unidade, bem como para quaisquer de seus ideais. O
capitulo sera inteiramente dedicado a explorar operagoes com ideais, bem como suas

principais propriedades.

1.1 Operacoes basicas com ideais

No que segue, (R,+,-) denota um anel comutativo com elemento neutro 0 e com
unidade 1.

Embora abordadas em cursos basicos de Teoria de anéis, optamos por apresentar
as operacoes comuns realizadas com ideais e suas principais propriedades para que o
trabalho se torne o mais autocontido possivel e para maior comodidade do leitor.

Inicialmente, vamos apresentar algumas operacoes basicas que se pode efetuar com

ideais quaisquer de um anel: soma, produto, interseccao, quociente e radical.

Proposicao 1.1 Sejam I, J ideais de um anel R. Entao:



(i))I+J={reR;r=i+j,ie€l, jeJ};

(i) INJ={reRyrel, reJ};

(iii) IJ={r e Ryr= Y ijicl jeJ};
finita

(w) I:J={reR;rjel, VjeJ},

sao ideais de R.

Demonstracao: Segue facilmente da definicao de ideal e das operagoes dadas. O

Observagao 1.2 O produto de ideais se expressa de modo mais simples quando um dos
ideais é principal. De fato, temos que (r)I = {ri; i € I} e (r)(s) = (rs). Neste caso, o

ideal (r)I serd também denotado por rI.

As operacoes introduzidas anteriormente satisfazem varias propriedades imediatas,

como, por exemplo,
I+(J+K)=(U+J)+K, I+0=1, I+J=J+1,
I(JK)=(UJ)K, RI=1, IJ=1JI, (1.1)
para quaisquer ideais I, J ¢ K de R, em que 0 denota o ideal nulo.
Além destas propriedades, reunimos algumas outras para futuras referéncias.

Proposicao 1.3 Sejam I, J, K ideais de um anel R. Entado:

(i) INK)+(JNK)C(I+J)NK;

(ii)) (I:K)+(J:K)C({UI+J): K;

(iii) 1:(J+K)=(I:J)n(:K);

(w) I(J+K)=1J+IK.



Demonstracao: (i) Sejaa € (INK)+ (JNK). Entdoa =17 + 719, comr; € INK e
ro€ JNK. Como INKCI,KeJNKCJ K,entaoa=r1+rs€ (I +J)NK.

(ii) Sejaa e (I : K)+ (J: K). Entdfoa =r; + 1y, comr € (I : K) ery € (J : K).
Logo, mk € I e rok € J, para todo k € K. Assim, ak = (r; + ro)k =rik+mrk € I+ J,
para todo k € K. Portanto, a € (I +J) : K.

(iii) Sejaa € I : (J+ K). Entao a(j+k) € I, para todo j € J e para todo k € K. Em
particular, aj € I, para todo j € J, ja que 0 € K. Da mesma forma, ak € I, para todo
ke K. Assim, a € (I : J)N (I : K). Por outro lado, seja a € (I : J)N (I : K). Entao
aj € I, para todo j € J e ak € I, para todo k € K. Logo, a(j + k) = aj + ak € I, para
todo j € J e para todo k € K. Portanto, a E I:(J+K).

(iv) Seja a € I(J + K). Entdao a = Zzl g1+ k) Zzljl + lek‘z, em que
pGNzleljleJkleKparatodole{l ..,p} Logo aEIJ+IK Por
outro lado, seja a € IJ + IK. Entao, a = le]l + Z ik = le(jl + k), em que

=1 I=m—+1 =1
m,n € Njiy € 1,5, € J,k € K para todo 1 <[ < n, de modo que j;, = 0 paral > m e

k; = 0 para | < m. Portanto a € I(J + K). O

Se Z(R) denota o conjunto de todos os ideais de um anel R, entao as propriedades
em (1.1) e o item (iv) da proposigao anterior nos dao que (Z(R),+,-) é um semianel.

O radical de um ideal I em um anel R é o conjunto
VI ={r € R; " eI, para algum n € N*}.

Observe que sempre temos a inclusdo I C v/I. De fato, se a € I, entdo a™ € I, para
todo m € N*, isto é, a € V1.
Caso também ocorra a inclusdo VI C I, entdo teremos I = v/ e, neste caso, I é

chamado de ideal radical.

Proposicao 1.4 Seja I um ideal de um anel R. Entio /I € um ideal radical.

Demonstracio: Primeiro, vamos mostrar que v/I é um ideal.
Temos que V1 # (), pois VIDI.
Agora, sejam a,b € VI e r € R. Assim, o, b" € I, para certos m,n € N*. Seja

t =m+n-+1 e note que



(a+b) =a'+ b+ +cyab ™t 0,

em que ¢; = (Z)

Em cada termo da expansao acima aparece um produto da forma a’b’, em que i > m
ou j > n. De fato, suponha quei <mej<n. Entaot =i+j<m+n<m+n+1=t,
o que é um absurdo. Assim, nos termos em que i > m, temos que a’ € I, pois a™ € I, e
nos termos em que j > n, temos que ¥ € I, pois b® € I. Dessa forma, todos os termos
da expansao pertecem a I e, consequentemente, (a + b)! = (a + b)™™ 1 € I. Logo,
a+be VI

Além disso, (ar)™ = a™r™ € 1. Logo ar € V1.

Dessa forma, fica provado que v/I é um ideal de R.

Finalmente, vamos mostrar que v/I é um ideal radical. Para isso, basta mostrar que
\/ﬁ C v/1, uma vez que a inclusdo contraria é ébvia.

Veja que se a € m, entdo a” € VI, para algum m € N*. Assim, (a™)" = ™" € I,
para certos m,n € N*. Isto nos dd que a € V1.

Assim, VI = \/ﬁ e, portanto, v/1 é um ideal radical. ]

Embora um conceito bésico, lembremos que um ideal I é chamado de ideal primo se
para todo produto de elementos de R que estd em I, temos que ao menos um dos fatores

estd em I, ou seja, se ab € I, entaoa € T ou b € I.

Proposicao 1.5 Todo ideal primo é um ideal radical.

Demonstracio: Seja I um ideal primo. Como vimos, é suficiente mostrar que vI C I.
Tome a € VI. Entdo " € I, para algum n € N*.
Sen=1,entao a € I.
Sen>1lea™ =aa"! € I, entdao, como I é ideal primo, segue que a € I ou a™ ! € I.
Caso a™ ! € I, procedemos indutivamente e concluimos que a € I.

Assim, I = /T e, portanto, I é um ideal radical. O

Algumas propriedades do radical de um ideal sao apresentadas na préxima proposicao.

Proposicao 1.6 Sejam I,.J ideais de um anel R. Temos:



(i) I CJ=VICVI;
(ii) NI =/1;
(i) NINVJT =+VVINVJ.

Demonstragao: (i) Seja a € V1. Temos que a” € I C J, para algum n € N*. Logo,
a€VJ.

(ii) Como I™ C I, entdo, de (i) segue que vI™ C +/I. Por outro lado, seja a € v/1.
Segue que a”" € I, para algum n € N*. Logo, a" = (a")™ € I"™. Assim, a € V.

(iii) A primeira inclusao é 6bvia. Para a segunda inclusao, tome a € VINVJ.
Entdo a® € VI N+V/J, para algum n € N*. Logo, a™ = (a")* € I, para algum k € N* e
a" = (a")? € J, para algum ¢ € N*. Portanto, a € VINyVJ. O

1.2 Fecho integral de um ideal

Além das operacoes apresentadas anteriormente, vamos considerar, neste trabalho, o
conceito de fecho integral de um ideal.
Seja I um ideal de um anel R. Um elemento r € R é dito integral sobre I, se existirem

neN*eaq €', emquei€ {1,...,n}, tais que
4 ar™t Fagr™? + -+ a,_r +a, = 0.

A equacao acima é chamada equacao de dependéncia integral de r sobre I de grau n.
O conjunto de todos os elementos do anel R que sao integrais sobre I é chamado fecho

integral de I e denotado por I.

Exemplo 1.7 Sejam R um anel e b,c € R. Tome o ideal (b?, ¢?) e veja que bec € (b2, c2).
De fato, basta considerar n = 2,a; = 0 € (b2, ¢2) e ay = —b*% € (b, c2)°. Esses valores

fornecem uma equacao de dependéncia integral de bc sobre (b?, ¢?).



Na secao anterior, vimos que um ideal esta sempre contido em seu radical. O mesmo
vale para o fecho integral, ou seja, I C I. De fato, seja r € I. Considere n =1 e a; = —r.
Isso nos d& uma equacédo de dependéncia integral de r sobre I e, portanto, r € I.

Quando também ocorrer a inclusdo I C I, teremos I = I e, entdo, I serd chamado

integralmente fechado.
Proposicao 1.8 Sejam I,J ideais de um anel R. Entao:
(i) ICJ=1CJ;
(i) T CV1I;
(i) V0 C 1;
() I =+1=1=T (todo ideal radical ¢ integralmente fechado);

() I=1eJ=J=1NnJ=1INJ (ainterseccio de ideais integralmente fechados é

integralmente fechada).

Demonstragao: (i) Seja r € I. Entdo ™" 4 ayr" ' + -+ 4+ a,_17 + a, = 0, para algum
n € N*ea; € I'. Como I C J,segue que I* C J. Assim, a; € J* e a equacao acima é
uma equacio de dependéncia integral de r sobre J. Portanto, r € J.

(ii) Seja r € I. Entdo r™ +ayr" ' +---+a, 17 +a, = 0, para algum n € N* e q; € I'.

' . —a,1r—a, € {ay,...,a,) CI. Portanto, r € V1.

Logo, " = —ayr™™

(iii) Seja r € V0. Entdo r = 0, para algum n € N*. Mas esta é uma equagao de
dependéncia integral de r sobre I, com a; = 0 € I*. Portanto, r € I.

(iv) A inclusdo I C I é ébvia e a outra inclusdo segue diretamente de ii).

(v) A inclusdo I N.J C I NJ é ébvia. Para a outra inclusio, tome r € I N.J. Entdo,
r+ a4+ a, 7 +a, =0, para algumn € N* e q; € (INJ)". Mas, INJ C I, J,
entdo (INJ)" C I, J'. Assim, a; € I' N J' e, consequentemente, » € I N.J. Como, por

hipétese, I =1 e J = J, segue que r € I N J. a

Até aqui, a unica maneira que temos para verificar quando um elemento pertence ou
nao ao fecho integral de um determinado ideal é encontrando uma equagao de dependéncia

integral. Vamos, por meio do lema seguinte, expressar essa situacao de outra forma.
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Lema 1.9 Sejam R um anel, I um ideal de R e r € R. Temos que v € I se, e somente

se, existe n € N* tal que (I + (r))" =I(I + <7’>)n_1'

n—1

Demonstragao: Suponha que 7 € I. Mostremos que (I + (r))" = I(I + (r))
Veja que, por meio da expansdo do binomio de Newton e utilizando o item (iv) da

Proposicao 1.3 generalizado para n parcelas, temos que

I+ ()" = I()" I 2 TN e I

= I '+ P ) T e T

(T4 ()" = )"+ L)+ P e e T e 17 (12)

Note que os coeficientes inteiros que aparecem nas parcelas das expansoes acima sao
irrelevantes e, por isso, foram omitidos.

Observando as igualdades acima, fica evidente que I(I 4 ()" C (I + (r))".

Para a outra inclusdo, basta mostrar que (r)" C I(I 4 (r))""".

Por hipétese, r € I. Entdo, temos que existem n € N* ea’ € I', em quei € {1,...,n},
tais que r* + a4+ - +ar™ " + - + ap_r + a, = 0. Dessa forma, segue que
= —ayr™ T — o — a4 — =y — a, € I(I+ (r))" e, consequentemente,
(Y7 = () € I(T+ (1),

Para mostrar a outra implicacio, suponha que (I + ()" = I(I 4 (r))" " e veja que,

de (1.2), temos:
Pt (T4 () =TI+ ()" = L) e T T e I
A expressao acima garante a existéncia de a; € I* tais que
= ar™ T e T 4 ay,
ou seja, r € 1. O
Proposicao 1.10 Sejam R um anel, I um ideal de R e r € R. Temos que r € I se, e

somente se, existe um ideal M finitamente gerado tal que rM C IM e se aM = 0, para

algum a € R, entio ar € /0.



Demonstracao: Suponha que r € I. Entdo existem n € N* e o' € I’, em que

i€ {l,...,n}, tais que
" ar™ T a4+ apar + a, = 0.

Podemos afirmar que existe um ideal finitamente gerado J C I tal que a; € J°,
para todo i € {1,2,...,n}. De fato, tome a; € I?, em que j € {1,2,...,n}. Entao
a; = Z i1l .. .15, em que iy, is, ..., %; € I. Considere S como sendo o conjunto formado
por téggg os elementos de I que aparecem como fatores de parcelas da soma acima, para
todos os valores de j, e veja que J = (S) é finitamente gerado, J C I e a; € J*, para
todo i € {1,2,...,n}.

Dessa forma, r € J e, pelo lema anterior, existe n € N* tal que J(.J + (7“))"71 =
(+ ()

Considere o ideal finitamente gerado M = (J + (r))" . Temos que

rM =r(J 4+ ()" C T+ ) =TT+ ) =M C IM.

Agora, suponha que existe a € R tal que aM = a(J + (r))""' = 0. Se n = 1, entédo
temos que M = (J + (r))° = Re 0 = aM = aR nos dé que ar = 0 € /0. Agora,

' = (0. Multiplicando ambos os lados da igualdade por

suponha n > 2. Temos que ar”~
a" 2, obtemos (m’)"_1 = 0 e, portanto, ar € /0.

Reciprocamente, suponha que existam um ideal M finitamente gerado e r € R tais
que rM C IM e, se aM = 0, para algum a € R, entao ar € V0.

Seja M = (by, ..., by) tal ideal.

Agora, vejamos como se expressa um elemento arbitrario g € I M.
C

Se g € IM, entao g = Zikmk, em que iy, € [ e my € M, para todo k € {1,...,c}.
k=1
Assim, g = i1 (r1ab1 4+ F7r1mbm) Fi2(r2101 4+ F 1o b))+ Fic(Te b+ FTembm),
em que r,, € R, para todo p € {1,...,c} e para todo ¢ € {1,...,m}. Deste modo,
g = (iyr11 +ioreg + - Ficre1)by + -+ ((T1m + Galom + - -+ iclem)Om.

Como, para cada i € {1,...,m}, rb; € rM C I M, entdo podemos escrever

m
T’bi: E Oéijbj,
=1

10



para algum o;; € 1.
Sejam A a matriz (0;;7 — a;;)i;, em que J;; é o delta de Kronecker, e b o vetor
(by,...,bm)T.

Entao,

r—aoyr ... —1m bl T’bl — Odllbl — s — Oélmbm

—Qp1 .. T — Qnm b —p1br — -+ by — Qb

Como rb; = Zaijbj, entao rb; — Zaijbj =0, ou seja, Ab= 0.
j=1 j=1
Além disso, como R é comutativo e tem unidade, temos que det(A)b = adj(A)Ab, o

que pode ser encontrado na pégina 160 de [HK].

Dessa forma, temos que det(A)b = 0 e, consequentemente, det(A)b; = 0, para todo
ie{l,...,m}. Assim, det(A)M = 0.

Como det(A) é um elemento do anel R, segue, por hipétese, que det(A)r € /0, ou
seja, (det(A)r)" = (det(A))*r* = 0, para algum k € N*. Uma expansao de det(A) nos da
uma expressao do tipo ™ +a;r™ ! + - - -+ a,,, em que a; € I', para todo i € {1,...,m}.

Assim,
(det(A)'rF =0 = (™ +ayr™ -+ am)krk =0
= 4o+ 40, =0,
em quen=Fk(m+1)eN*ec € I', para todoi € {1,...,n}.

A igualdade acima define uma equacao de dependéncia integral de r sobre I e, por-

tanto, 7 € 1. a

Observacao 1.11 E relevante observar que o ideal M finitamente gerado mencionado
na proposicao anterior pode ser facilmente generalizado para um R-mddulo finitamente
gerado, caso o contexto exija. Para o nosso estudo, no entanto, basta trabalharmos com

o ideal.
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Definicao 1.12 Sejam J C [ ideais. Dizemos que J é uma redu¢ao de I se existir n € N

tal que I"*! = JI™. Algumas vezes, vamos usar a expressao J C I é uma reducdo.
Do Lema 1.9, decorre o seguinte:

Corolario 1.13 Sejam R um anel, I um ideal de R e v € R. Temos que r € I se, e

somente se, I é uma reducao de I + (r).
Com respeito ao conceito de reducao de ideais, temos o seguinte resultado.

Proposigao 1.14 Se JI" = I""!, entdo I™™ = JI™" 1 = ... = J™[" para todo
m € N*. Em particular, se J C I € uma reducao, entao existe n € N tal que, para todo

m € N*, temos que I™t" C J™.

Demonstracao: Vamos justificar usando inducao sobre m.
E ébvio que as igualdades valem para m = 1.
Suponha que as igualdades também sao validas para m — 1, ou seja, se JI™ = [+,

entao

oA — gpmolAnsl — L= gl (1.3)

Mostremos que as igualdades valem para m.
Se JI™ = I"*! entao, multiplicando por I™~!, obtemos que JI"t™m~t = [+m,

Agora, multiplicando as igualdades em (1.3) por J, obtemos
J]m—1+n — JQIm—l—l-n—l — . = JmITL

Assim, se JI" = "' entao ["t™ = J[" Tl == ",
Em particular, se J C I é uma reducao, entao existe n € N tal que, para todo m € N*|

temos que I"™*" = J™[" C J™, uma vez que J™ é um ideal. O

Finalmente, utilizando os resultados acima, apresentaremos, agora, a proposicao es-

sencial para mostrar que o fecho integral de um ideal é um ideal.

Proposicao 1.15 Sejam K C J C [ ideais de R.
(i) Se K é uma reducao de J e J € uma redugdo de I, entio K é uma reducao de I;
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(ii) Se K é uma reducao de I, entao J é uma redugdao de I;

(iii) Se I € finitamente gerado, J = K + (r1,...,rg), em que r1,...,1. € R e K é uma

reducao de I, entao K ¢ uma reducao de J.

Demonstracao: (i) Se K é uma reducao de J e J é uma redugao de I, entdo existem
n,m € N tais que J"*' = KJ" e ™! = JI™. Pela Proposicao 1.14, segue que I+ =
Jrtipm = gJrpm C KIvm™ C [IM™ = [™ L Dessa forma, K™ = [mntl e
portanto, K é uma reducao de I.

(i) Se K ¢ uma redugao de I, entao existe n € N tal que I""' = KI". Como
K C JCI, entao [ = KI* C JI™ C II" = ™!, Assim, JI® = I"*! e, portanto, J
¢ uma reducao de I.

(iii) Suponha [ finitamente gerado, J = K + (r1,...,7) e que K seja uma reducao
de I. Entao existe n € N tal que KI" = I""1. De (ii), segue que K + (ry,...,ri_1) é
uma redugao de I, para todo i € {1,...,k}. Quando i =1, (rq,...,r;_1) é interpretado
como o ideal nulo.

Como r; € K + (ry,...,m,) = J C I, para todo i € {1,...,k}, temos
rd™ C I = KI" C (K + {ry,...,mi )"

Agora, suponha que al™ = 0, para algum a € R. Entao, em particular, ar! = 0

1 segue que (ar;)" = 0. Assim,

e, multiplicando os dois lados da igualdade por a"~
pela Proposigao 1.10, r; é integral sobre K + (ry,...,7;_1) e segue do Coroldrio 1.13 que
K+ (r1,...,r_1) é umaredugdo de K+ (ry,...,r_1)+ (r;) = K+ (ry,...,r;), para todo

ie{l,...,k}. Por (i), segue que K é uma reducao de K + (ry,...,ry) = J. O
Temos, agora, o seguinte resultado.

Teorema 1.16 O fecho integral de um ideal € um ideal.

Demonstragao: Seja K um ideal de um anel R. Considere o seu fecho integral K.
Mostremos que K é um ideal.

Primeiro, veja que K # (), uma vez que K C K.

Agora, sejam r,s € K. Entdo, existem n,m € N* e a; € K',b; € K/ em que

ie{l,....,n}eje{l,...,m}, tais que
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4+ a4+ 4 a, =0
e

s 4+bysm ...+ b, =0.

Pelo mesmo processo utilizado na Proposicao 1.10, é possivel mostrar que existem
conjuntos finitos S, 7" C K tais que, para os ideais finitamente gerados G = (S), H =
(T) C K, temos que a; € G*,b; € H’. Dessa forma, K' = G+ H C K é um ideal
finitamente gerado tal que a; € (K')’, para 1 <i <n, eb; € (K'), para 1 < j <m.

Assim, r,s € K'.

Sejam J =K'+ (r) e I = K' + (r,s).

Pelo Corolario 1.13, K’ é uma redugao de J. Além disso, como K’ C K’ + (r), temos
que K’ C m Do mesmo modo, como s € K’ C m, segue do mesmo corolario
que K’ + (r) é uma reducao de K’ + (r) + (s) = K’ + (r, s), ou seja, J é uma reducao de
I. Dessa forma, a Proposicao 1.15 garante que K’ é uma reducao de I.

Note que K C K" + (r +s) C I.

A primeira inclusao é ébvia.

Para a segunda inclusao, seja ¢ € K’ + (r + s). Assim, existem k' € K',d € R tais
que c=k+(r+s)d=k+rd+sde K'+ (r)+ (s) = I.

Novamente pela Proposigao 1.15, temos que K’ é uma redugao de K’ + (r + s), uma
vez que I é finitamente gerado e K’ é uma reducao de I. Assim, pelo Corolério 1.13,
r+s e K’ e, consequentemente, r + s € K, pois K’ C K.

Por fim, ainda considerando r € K, tome b € R. Mostremos que br € K.

Observe que, se r € K, entdo existem n € N* e a; € K, com i € {1,...,n}, tais que
4 ar” ttagr™?o 4+, =0.
Multiplicando ambos os lados da igualdade por 6", temos
(br)" + arb(br)™ " 4+ agb?(r)" > + - 4 apb™ = 0,

em que a;b' € K*. Assim, br € K e, portanto, K é um ideal. O
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Capitulo 2

O anel dos polindmios e os ideais

monomiais

Até este momento, apresentamos algumas propriedades que sdo comuns a todos os
tipos de anéis e seus ideais. Agora, vamos restringir o estudo ao anel dos polinomios.

Mesmo que do conhecimento do leitor, com o intuito de tornar o material mais com-
pleto e acessivel a todos, vamos apresentar os conceitos que serao abordados a partir
deste ponto.

Dado um anel (R,+,-), o conjunto de todos os polinomios ag + a1z + -+ + a,x}
em x; com coeficientes a; € R, para todo ¢ € {1,...,n}, é um anel com adigao e
multiplicacdo usuais. Assim, faz sentido considerarmos o anel R[z1][xs], isto é, o anel
dos polindmios em xy com coeficientes em R[z;]. Podemos, simplesmente, denoté-lo

por R[xy,x5]. Indutivamente, definimos o anel de polinémios sobre R em n varidveis

X1, T, ..., Ty, denotado por R[zy,xs,. .., x,]. E importante ressaltar que, se R é um anel
comutativo com unidade, entdo R[xy,...,z,| também o é.

Dada uma parcela a,z]" . .. x5 em um polindomio E Aoyt . oxpm em Ry, ..., 2y,
finita

Qn
n

(e79)

. a
dizemos que 2" ...z o

é um monomio e o grau de um monoémio m = x7" ... z% é igual
a soma dos expoentes de todas as variaveis e é denotado por deg(m), isto é, deg(m) =

ap+ -+ Q.
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A semelhanga do que ocorre com os polinomios em R|x;], o grau de um polindémio
f € Rlzy...,x,) é o maior dos graus de seus monomios e serd denotado por deg(f).

Por fim, chamaremos de multigrau do monémio m = z{*...2%" € Rlxy,...,T,),
e denotaremos por mdeg(m), a n-upla ordenada formada pelos expoentes de todas as
varidveis do monomio, isto é, mdeg(m) = (o, ..., ;). Note que o coeficiente nao nulo
que aparece associado a cada mondémio em um polinémio nao interfere nas definigoes de

grau e multigrau.

Exemplo 2.1 Considere o polindémio f = xy?z + 2x2* + 2%y? € Z[x,y, z]. Temos que:
o deg(zy®z) = 4, deg(2x2%) = 3, deg(x?®y?) = 4;
o deg(f)=4;
o mdeg(zy*z) = (1,2,1).

O conjunto de todos os monémios de um polinémio f € R[zy,...,x,] serd denotado

por M(f) e o conjunto de todos os monémios de R[zq,...,x,] serd denotado por M.

Note que (M,,, -) é um semigrupo, em que o elemento neutro ¢ o monémio 1 = a9 ... 29,

2.1 Anéis noetherianos e o Teorema da base de Hil-

bert

Antes de continuarmos o estudo do anel de polinémios, vamos apresentar um resultado

no contexto de um anel R comutativo com unidade.

Proposigao 2.2 Seja R um anel comutativo e com unidade. As sequintes condi¢oes sao

equivalentes:
(i) Todo ideal I C R é finitamente gerado, isto é, existem ay,as,...,a, € I tais que
I ={ay,as,...,a,).
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(11) Toda cadeia ascendente de ideais de R estabiliza, isto é, se [y C Iy C ... C I, C ...,

entao existe m € N* tal que I, = I,,,, para todo n > m.

(11i) Toda familia F nao vazia de ideais de R possui um elemento mdzimo, isto €, existe

um tdeal M € F tal que, se [ € F el D M, entao I = M.

Demonstracao: (i) = (ii) Seja [; € I, C ... C [, C ... uma cadeia ascendente
de ideais de R. Considere I = U I, e note que I é um ideal, uma vez que os ideais
neN*

que compoem essa uniao fazem parte de uma cadeia ascendente. Por hipdtese, existem
ai,...,a € I tais que I = {(aq,...,ax). Dessa forma, para cada a;, existe n; € N* tal que
a; € I,,, com i € {1,... k}. Tome m = max{ny,...,ng}. Temos que ay,...,a;x € I, e,
portanto, I = {ay,...,ax) C I,,. Mas, I, C I. Logo, I = I, e, assim, I, = I,,, para
todo n > m.

(ii) = (iii) Seja F uma familia ndo vazia de ideais de R e tome I; € F. Se I; é um
elemento maximo, nada resta mostrar. Caso contrario, existe Iy € F tal que I; C I5. Se
15 é um elemento méaximo, nada mais temos que mostrar. Caso contrario, existe I3 € F
tal que Iy € I3. Prosseguindo dessa maneira, encontraremos um elemento maximo ou
essa cadeia nunca estabilizard. Devido & hip6tese em (ii), a segunda possibilidade nao
pode ocorrer. Portanto, a familia F possui um elemento méaximo.

(iii) = (i) Sejam I um ideal de R e F = {I’; I' é um ideal de R,I' C [ e I' é
finitamente gerado}. Note que F # (), pois (0) € F. Pela hipétese em (iii), F possui um
elemento maximo J. Vamos mostrar que J = I.

A inclusao J C [ é imediata. Para mostrar a outra inclusao, suponhamos que I ¢ J.
Assim, existe a € I — J. Note que o ideal (J,a) := (J) 4+ (a) € F. De fato, seja
r e (J,a) =(J)+ (a). Entaor = j+d,em que j € (J) CTed € (a) C I. Assim,
r € 1. Além disso, (J,a) ¢ finitamente gerado, uma vez que (J,a) = (J) + (a) = J + (a),
em que J e (a) sao finitamente gerados.

Assim, temos que (J,a) € F e J C (J,a), o que é um absurdo, pois J é elemento

maximo de F. Portanto, I = J é finitamente gerado. ]

Definicao 2.3 Um anel R é noetheriano se uma e, portanto, todas as condicoes equiva-

lentes acima forem satisfeitas.
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Exemplo 2.4

1. Os anéis K, Z,K]z|, em que K é um corpo, sdo noetherianos, ji que, por serem

dominios de ideais principais, todos os ideais sao gerados por um unico elemento.

2. O anel Klxy,z9,...,2p,...] = U K[z1,...,%,] ndo é noetheriano, pois a cadeia
neN*
de ideais
<$1> g <x1,$2> g <£L’1,£If2,$3> g e g_ <3§'1,]}2,$3, e ,xn) g RN

nao estabiliza.
O teorema a seguir traz um importante resultado com respeito aos anéis noetherianos.

Teorema 2.5 (Teorema da base de Hilbert) Se R € um anel noetheriano, entdo

Rlzy,x9,...,2,] € um anel noetheriano.

Demonstragao: Seja R um anel noetheriano. Basta mostrar que R[z] é noetheriano.
Seja I um ideal de R[z]. Mostremos que [ ¢ finitamente gerado. Se I = {0}, nada hé
que provar. Suponhamos, entao, que I # {0}.
Dado f = a,2"+---+ax+ag € R[z] com a,, # 0, denotamos cl(f) = a,, o coeficiente
lider de f.

Para cada k € N, considere o seguinte subconjunto de R:
Jr ={0} U{a € R; existe f € [ com cl(f) =a e deg(f) = k}.

Vamos mostrar que, para todo k, Ji é um ideal de R.
Primeiro, veja que Jj, # 0, pois 0 € Jj.

Agora, sejam b, c € J, e r € R. Entao existem f, g € I tais que
f=brt+bp 2t 1+ +by e g=ctF+o 2"+ oo

Se b+ ¢ = 0, entao nao ha o que fazer, pois 0 € J,. Caso contrario, note que

frg=0b+c)x"+ (bp_1+cp1)x" 1+ -+ (bg+ ) € I, pois f,g € I. Logo, b+c € Jy.
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Além disso, se rb = 0, entao nao ha o que fazer. Caso contréario, note que rf =
rba® +rby_12* - +rby € I, pois f € I. Assim, rb € J;, e, portanto, J;, é ideal de R,
para todo k > 0.

Agora, observe que Jy C Jy1.

De fato, seja 0 # a € J,. Entao existe f € I tal que f = az* + ap_12" 1 + -+ + ag.
Como I é ideal, segue que xf = az**! + aj_ 2% + -+ apz € I. Logo, a € Jy,1.

Como R é noetheriano, a cadeia ascendente Jy C J; C ... C Jp C ... de ideais de
R estabiliza, isto é, existe m € N tal que J, = J,,, para todo £ > m. Além disso,
como R é noetheriano, temos que Jy, J1, ..., J,, sao finitamente gerados. Suponha que
e = (@ Qhys -y ap,, ), em que k € {0,1,...,m}, e seja fi; € I tal que deg(fy,) =k e
cl(fr,) = ax, ¢ algum gerador de Jj.

Considere I' = (fi;; 0 <k <mel < j < ng). Mostremos que I = I

A inclusao I’ C I é imediata. Para a outra inclus@o, tome 0 # f € I com deg(f) =k
e cl(f) = a. Vamos mostrar que f € I" utilizando indugao sobre k.

Se k =0, entao a € Jy. Assim,
J =a=biag, +bag, + -+ bnya0,,,

em que by, by, ..., by, € R. Como ag;, = fo, € I', temos que f € I'.
Agora, suponha k£ > 0 e o resultado vélido para todo nimero natural menor que k.
Para mostrar que o resultado vale para todo k, vamos considerar dois casos:
Caso 1: Seja k < m. Como a € Ji, entao a = byag, + beay, + - - + bnkaknk7 em que

by,bs,...,b,, € R. Agora, considere

h=f—(b1fe, +bafi, + -+ buy frn, )

E evidente que h tem grau menor do que k.

Além disso, como f € I e bify, +bafy, + - + by fr,, € I' C I, segue que h € 1.
Assim, pela hipétese de inducao, h € I’ e, consequentemente, f € I'.

Caso 2: Seja k > m. Como a € J, = Jy,, entao a = b1ap, + baapm, + -+ + by, G,

em que by, by, ..., b, € R. Agora, considere

h’ = f - xk_m(blfml + b2fm2 + T + bnmfmnm)'
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Claramente, h tem grau menor do que k.

Como h € I, novamente pela hipétese de inducao, segue que h € I’ e, portanto,
fer.

Dessa forma, I C I’, donde concluimos que I’ = I, o que garante que [ é finitamente
gerado e, consequentemente, R[x] é noetheriano.

Assim, por inducao sobre o numero de variaveis, temos que, se R é noetheriano, entao

Rlzy, ..., x,] é noetheriano. O

Deste momento em diante, nos limitaremos a trabalhar com o anel K[z, ..., z,], em
que K é um corpo. Como acabamos de ver, neste anel comutativo com unidade, todos

os ideais sao finitamente gerados.

2.2 Ideais monomiais e o Lema de Dickson

Nesta secao, vamos introduzir os principais objetos deste trabalho: os ideais mono-

miais em Klzy, ..., z,].

Definigao 2.6 Seja I C K|xy,...,z,] um ideal. Se existir um conjunto de monoémios

(finito ou néo) que gera I, entdao I é chamado de ideal monomial.

Note que, dado um ideal monomial I C K|xy,...,z,], o Teorema da base de Hilbert
nao garante que o conjunto de geradores monomiais de I seja finito. Ele garante, apenas,

que existe um conjunto finito de geradores de I, que podem ser mondémios ou nao.

Observagao 2.7 E evidente que, dado um ideal I = (fisfo, ooy [y CKlxy, ..., 2],
monomial ou nao, se f;|f;, para certos ¢ # j, entdo f; ndo é necessario como gerador e
pode ser descartado do conjunto de geradores. Sob este aspecto, os monomios oferecem
uma grande vantagem em relacao aos polindmios, uma vez que é sempre facil verificar
se um monomio divide outro, tornando simples, entao, a tarefa de reduzir um conjunto

gerador de um ideal I a um conjunto gerador minimal, o qual denotaremos G(I).

A seguir, vamos apresentar dois exemplos que mostram que nem sempre ¢é evidente

identificar quando um ideal é, ou nao é, monomial.
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Exemplo 2.8 O ideal I = (23 + 3%, y*) C K[x,y] é um ideal monomial, uma vez que
(2° +ayt,y?) = (2°,7).

De fato, se a € (z® + zy*, y?), entdo existem f, g € K[z, ] tais que a = f(2° + zy?) +
9y* = fo® + fay?y® + gy* = fo° + (fzy? + g)y*. Logo, a € (2°,y7).

Por outro lado, como z3 = 23 + zy* — zy*y? € I, entdo (23,¢y?) C I.

Exemplo 2.9 O ideal [ = (z + y, z°y?) C K[z, y] ndo é um ideal monomial.
Suponha, por absurdo, que I seja monomial. Como I # K[z,y|, entdo todos os
geradores monomiais de I tém grau maior ou igual a 1. Sejam my, ..., m, € I monomios

geradores tais que x + y = Zf,mz, em que f; € Klz,y]. Se deg(m;) > 1, para todo
i=1

deg (Z fz-mz) > 1 =deg(x +vy),
i=1

o que é um absurdo. Dessa forma, existe i € {1,...,r} tal que deg(m;) = 1, ou seja,

i€{l,...,r}, entdo

m;=x€loum;=ye€l
Suponha, sem perda de generalidade, que = € I. Assim, existem g¢;, g2 € K[z, y| tais
que

z = gi(z +y) + gy’ (2.1)

Se deg(g1) > 1, entao deg(g1(x +y) + g22?y?) > 2 > deg(x). Assim, g, € K, isto é, ¢;
é constante.

Se g = 0, entdao = = gox*y?, 0 que é um absurdo. Se g; # 0, entdo, usando z = 0 em
(2.1), temos 0 = g1y, 0 que também é um absurdo.

Assim, segue que I nao é um ideal monomial.

Uma condigao para que um monomio pertenca a um ideal monomial é apresentada

na proposicao a seguir.

Proposigao 2.10 Sejam I um ideal monomial, {m;,j € J} um conjunto de geradores
monomiais de I e m € K[zy,...,x,] um mondmio. Temos que m € I se, e somente se,

m € maultiplo de m;, para algum i € J.
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.
Demonstracao: Suponha que m € I. Entao, temos que m = Z fima,, em que
re€N*e f; € Klxy,...,z,], para todo i € {1,...,r}. Seja M(fima,) oic:énjunto de todos
0os mondmios que aparecem em f;m,,, entdo m € UM( fima,) e, consequentemente,
m € M(fim,,), para algum i € {1,...,r}. Logo, TI’;:; wm,,, para algum w € M(f;),
donde segue a primeira implicacao.

A reciproca é imediata. u

O teorema a seguir nos garante que sempre haverd um conjunto finito de monémios

que gera um ideal monomial.

Teorema 2.11 (Lema de Dickson) Seja I C K[zy,...,x,] um ideal monomial. Te-

mos que existe um conjunto finito de monomios que gera 1.

Demonstragao: Vamos considerar I # {0} e provar o teorema usando indugao sobre
o numero de variaveis.

Seja I C K[z1] um ideal monomial. Neste caso, como K[z;] é um dominio de ideais
principais, existe um polinémio f € Klxi| que gera I, isto é, I = (f). O fato de I
ser monomial nos garante que existem monomios pertencentes a [. Entao, tome um
mondémio m € I. Assim, m = gf, em que g € K[z;]. Pela igualdade de polinomios,
temos que f (e g) s2o monomios.

Agora, consideremos o teorema valido para ideais monomiais em anéis de polindomios
em n — 1 varidaveis. Provemos que ele vale, também, para os anéis de polinomios em n
variaveis.

Seja I C K[xy,...,x,] um ideal monomial e considere Ml,,_; = {m € K[z1,..., 2, 1]; m

¢ mondmio}. Tome um mondmio
-
fi=gqayt €1,

em que g; € M,,_; e a; € N é o menor possivel.

Se I = (f1), entdo nada mais resta mostrar. Caso contrario, tome um monémio

fo= gy € 1 —(f1),
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em que gy € Ml,,_1 e @y € N é o menor possivel. Note que as > «q, devido a minimalidade
de Q1.

Se I = (f1, f2), entdo o teorema estd demonstrado. Caso contrario, continuamos com
esse processo.

Suponhamos que este procedimento continue indefinidamente. Assim, obtemos uma

sequéncia infinita de monomios fi, fo,... € I tais que

fi=gixy €I —{fi, fo,. ., fic1),

em que g; € M,,_1,a; € N é o menor possivel e a; > «;_1, para todo ¢ > 1.

Agora, considere o ideal J = (g1, ¢2,...) C K[xy,...,z,_1]. Por hipétese de indugao,
J é finitamente gerado por monomios, ou seja, existem myq,...,m, € M, _; tais que
J = {mq,...,m,). Como (g1,92,...) = J = (mq,...,m,), entao, dado ¢; € {g1,92,---},
segue que g; =pm;, em que p € M,y e je{l,... 7}

Por outro lado, m; € J. Logo, m; = qgi, em que ¢ € M,,_1 e gx € {g1, G2, ...}. Deste
modo, temos que g; = pqgx.

Suponha que i = k. Assim, pg = 1 e, consequentemente, p € K\{0}. Desta forma,
como g; = pm; e g; € m; sao monicos, segue que p = 1 e, portanto, g; = m;, ou seja,
{91, 92,...} T {mq,...,m,}. Isso é um absurdo, uma vez que {gi, go, ...} é um conjunto
infinito e {my, ..., m,} ndo. Portanto, devemos ter i # k tais que gi|g;, ou seja, g; = mg,

em que m € M,,_;. Suponhamos, sem perda de generalidade, que ¢ > k. Assim,

(e 7] o —Q (07 o;—Q
fi = gixy' = mgpx,” “Fank = maytT Y fy,

e, portanto, f; € (fr) C (f1,f2s---, fr). Isso é uma contradi¢do, ja que f; € I —
(fi,--s fry--., fi1). Portanto, deve existir s € N* tal que I = (f1, fa2,..., fs) e, assim,

concluimos que [ é finitamente gerado por monomios. O

Como consequéncia desse teorema, sempre que um ideal monomial for mencionado,
poderemos supor que o mesmo € gerado por um conjunto finito de monoémios. Além

disso, se tal conjunto for minimal, entao ele é inico, como mostra a proposicao a seguir.

Proposicao 2.12 Todo ideal monomial possui um unico conjunto minimal de geradores

MONOMIALS.
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Demonstracao: Seja I C K[zy,...,x,] um ideal monomial e considere G{(I) =
{uy,...,u.} e Go(I) = {v1,...,vs} dois conjuntos minimais de geradores monomiais
de I. Seja u; € G1(I). Assim, existe um monoémio v; € Gy(I) tal que u; = wyv;, para
algum monoémio w;. Da mesma forma, existe uy € G1(I) e um monoémio wy tais que
vj = wouy. Segue que u; = wiwaly. Como G1(/) é um conjunto minimal, entdo k = i
e wiwy = 1. Em particular, wy = 1 e, consequentemente, u; = v; € Go(I). Assim,
G1(I) € Gy(I). Procedendo de maneira andloga, temos que Go(I) C G4(I). Portanto,
G1(I) = Go(I). O

Mais uma propriedade que sera amplamente utilizada ao longo do texto é apresentada

na proposicao a seguir.

Proposicao 2.13 Sejam I C K[zq,...,x,] um ideal monomial e um polinémio f =
Zc,-mi € Klzy,...,z,), em quer € N* ¢; € K\{0} e m; € M,,, para todoi € {1,...,r},
i=1

e my # my, sempre que k # . Temos que f € I se, e somente se, m; € I, para todo

ie{l,...,r}.

Demonstracao: Sejam [ = (ny,...,ns) C Klzy,...,z,] um ideal monomial e f =
dk

.,
Zcimi € I. Assim, f = giny + -+ + gsng, em que gy = Zcikmik € Klzy, ...,z
c;zle N* e my, € M, para todo k € {1,...,s}. Note que, evze:nltualmente, dois ou mais
monomios que aparecem em f = gin; + --- + gsns podem ter o mesmo multigrau. Seja
c¢;m; um termo qualquer de f. Temos que ¢;m; € igual a soma de todos os elementos

CikMirNyk que tém o mesmo multigrau de ¢;m;. Portanto, c;m; € 1.

A reciproca é imediata. O

Vale ressaltar que a proposicao acima s6 tem validade caso, no polinémio f, nao

aparecam monomios repetidos. Isto ficara claro no proximo exemplo.

Exemplo 2.14 Seja [ = (x?) um ideal de K[z, y].
Temos que f = 2% —xy + 23 + 2y = 2> + 23 = 2?(1 + x) € I. No entanto, zy ¢ I.

Como consequéencia da Proposicao 2.13, o processo, as vezes trabalhoso, de verificar
se um polinémio pertence, ou nao, a um ideal monomial se reduz a verificar se todos os

seus monomios pertencem a este ideal, processo ja apresentado na Proposicao 2.10.
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Agora, antes de encerrar esta segao, vamos relembrar de que maneira os monomios
se comportam com relagao a dois importantes conceitos da Algebra que serao muito
utilizados ao longo de todo o trabalho: o de minimo multiplo comum e o de maximo
divisor comum.

Sejam my = xS ... a0, my = b . 2P em = x]' .. 27" monomios de K[y, . . ., x,).
Claramente, temos que m é multiplo de m; e msy se, e somente se, v; > «;, §;, para todo
i € {1,...,n}. De maneira andloga, m é divisor de m; e mqy se, e somente se, v; < «a;, f3;,

para todo ¢ € {1,...,n}. Deste raciocinio, segue a observagao.

an B

Observagao 2.15 Sejam m; = a5 ... 2%, my = 2" ... 2% mondmios de K|x1,. .., z,].

B
Denotaremos o minimo multiplo comum entre my e mg por mmc(msy, ms) € 0 mdrimo

divisor comum entre my e my por mde(my, my). Além disso, temos:

maw{al,ﬂl} xmax{anvﬁn}

mme(my, mo) = ) minfar,fr} g min{an,fn}

e mde(my,my) = x,

2.3 Ideais monomiais primos e maximais

Na secao 1.1 do capitulo 1, relembramos a definicao de ideal primo. Vamos explorar

tal conceito no contexto de ideais monomiais.

Proposigao 2.16 Seja I C Kzy, ..., x,] um ideal monomial tal que G(I) = {mq,...,m,}.

Se deg(m;) > 1, para algum i € {1,...,r}, entdo I nao é um ideal primo.

Demonstracao: Seja m; = z7'...2%" € G(I) tal que deg(m;) > 1. Assim, uma das
seguintes situacoes deve, necessariamente, acontecer:
1. aj,a; > 0, para certos 1 <1,7 <n.

Neste caso, podemos reescrever m; da seguinte maneira:

2. a; > 1, para algum 1 <7 <n.
Neste caso, m; pode ser reescrito como:
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mi = o xtn = (YT %) ().

O argumento acima nos garante que m; pode ser escrito como um produto de dois
fatores m;’ e m;”, ambos diferentes de 1.

Agora, veja que m; € I e m;/,m;” ¢ I.

Suponha que m; € I. Entao, existe um monémio m tal que m;" = mm,;, para algum
je{l,...,r}. Logo, m; = my/m;" = mm;m;" e, consequentemente, m; ¢ multiplo de
m;. Isto é um absurdo, uma vez que {my,...,m,} é um conjunto gerador minimal.

Procedendo de maneira analoga para m;”, temos o resultado. O

A proposicao acima garante que, se I = (myq,...,m,) é um ideal monomial primo,

entao deg(m;) < 1, para todo i € {1,...,7}. No entanto, se deg(m;) = 0, para algum

i, entdo m; = 1. Assim, I = K|xy,...,z,] e, dessa forma, I nao poderia ser primo.
Entao, temos que, se I = (my,...,m,) é um ideal monomial primo, entao deg(m;) = 1,
para todo i € {1,...,r}, isto é, se [ = (my,...,m,) é um ideal monomial primo, entao

G(I) C {1'1, e ,J?n}.
Note que nem todas as variaveis do anel aparecem, necessariamente, entre os monoémios
geradores. Podemos ter r < n.

Vamos provar que a reciproca do argumento anterior é valida.

Lema 2.17 Seja I C Klzy,...,x,] um ideal monomial. Se G(I) C {z1,...,x,}, entdo

1 é um ideal primo.

Demonstracao: Sem perda de generalidade, podemos supor que G(I) = {z1,..., 2.},
em que 7 < n.

A aplicacao
o :Klzy, ...,z = Kzegg, ..., 2,
p(r1,...,zn) = p(0,0,...,0,01,...,Tp)

é, claramente, um epimorfismo de anéis com Ker(y) = I.
Kz, .. 2] o
7 =}

dominio. Assim, I é um ideal primo. |

Segue, pelo Teorema do Isomorfismo, que K[zy11,...,2,], que é um

A Proposigao 2.16 e o Lema 2.17 podem ser reunidos no seguinte resultado:

26



Teorema 2.18 O ideal monomial I C K[zq,...,x,] € primo se, e somente se, G(I) C

{z1,...,2,}.

Aqui, vale relembrar que um ideal préprio I de um anel R é maximal se, para qualquer
ideal J tal que I C J, tivermos J = I ou J = R. Como todo ideal maximal é primo,
convém identificarmos quais, dentre os ideais primos, sao maximais. A resposta segue

como uma consequéncia direta do Lema 2.17 e do Teorema 2.18.

Corolario 2.19 O ideal monomial I C K|zy,...,x,] € mazimal se, e somente se, I =
(1, ..., Tp).
Demonstracao: Seja I C Kzy,...,z,] um ideal monomial maximal. Entao, I é primo
e, assim, sem perda de generalidade, podemos supor que I = (xq,...,z,), em que r < n.
Pelo Lema 2.17, segue que M >~ Klzy41,...,2,]. Se r < n, entdo temos
que K[z,11,...,2,] ndo é corpo e, dessa forma, I nao seria maximal. Assim, segue que
I={z1,...,2,).
A reciproca também segue do Lema 2.17. O
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Capitulo 3

Operacoes com ideais monomiais

Neste capitulo, o nosso objetivo é estudar as operacoes ja apresentadas no capitulo 1,
mas, agora, aplicadas em ideais monomiais do anel de polinomios K[zy, ..., x,].

Para cada uma das operagoes, vamos apresentar um exemplo em K|z, y] acompanhado
de uma representacao geométrica que, em alguns casos, pode facilitar o processo de
obtenc¢ao do resultado. Para que possamos representar geometricamente os monomios, é
necessario definir uma aplicacao.

Considere o conjunto N" = {(ay,...,a,);a1,...,a, € N}. Note que podemos con-
siderar este conjunto como um semigrupo com a operacao de adi¢ao usual, coordenada
a coordenada. Considere, também, o semigrupo M,,, conforme definido no inicio do
capitulo 2.

Agora, defina:

Claramente, a aplicacao definida acima é um isomorfismo de semigrupos, ou seja, &
é bijetora e £(my - mg) = &(my) + £(ms), para todo mq, my € M,,. Desta forma, ao invés

de trabalharmos com o monomio, podemos trabalhar com o seu multigrau, o que sera
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muito util em alguns momentos.

Definigao 3.1 Seja I C K|zy,...,z,| um ideal monomial. Daremos ao conjunto dos
multigraus de todos os monomios de I, isto é, £(I) C N™, o nome de conjunto expoente

de I.

Note que a aplicacao £ pode ser utilizada para obtermos uma outra interpretacao das

operagoes e resultados envolvendo monomios. Por exemplo, como vimos na Observacao

2.15 do capitulo 2, se my; = x7* ... 22", my = l"fl c.alh € ML, entdo mmc(my,my) =
x;naw{alﬁl} - .xnmm{anﬂn} e mdc(ml, m2> _ xTin{alyﬂl} N _:L.Zﬂ'n{anﬂn}. Assim,

E(mme(my, ms)) = max(&(my),{(ma)) e &(mdc(my, mg)) = min(&(mq),{(ma)),

em que
max((ala s 7an)7 (61) B >Bn)) - (max{al>ﬁl}> s ,max{an, 6n})7

min((aq, ..., an), (B1y. .., Bn)) = (min{ay, B1}, ... ,min{an, Bn}),

para (aq,...,ap), (B1,...,0,) € N™.
Dados m; = 2%y, my = 2y € K|z, y], temos que mmc(my, ms) = xty* e mdc(my, my) =

x%y. Graficamente, temos:

m, mmc(m1,m2)

Figura 3.1: mmec(my, ma) e mdc(my, ms)
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3.1 Operacoes basicas com ideais monomiais

Retomemos as operagoes apresentadas no capitulo 1 no contexto de ideais monomiais
e examinemos a que correspondem tais operacoes em seus conjuntos expoentes.

Vamos comegar com a soma de ideais.

Sabemos que, dados dois ideais finitamente gerados [ = (mq,...,m,) e J = (ny,...,ng)

de um anel qualquer R, temos que:

I+J = {i+jiel, jeJ}
= {aymi+---+am, +bng + -+ byng; a,...,a,,0b1,...,bs € R}

= (Mmy,...,Mp, N1, ... N).
Dessa forma, é evidente que a soma de ideais monomiais é um ideal monomial.
Exemplo 3.2 Sejam I = (23, zy,y*), J = (22, zy?) C K[z, y]. Entéo:

I+J = (2 zy,y") + (2% 2y?)
= (@ 2y, y*, 2% 2y?)

= (xy,y*,2°).

Na Figura 3.2, os monomios geradores de I, J e I + J aparecem representados por
pontos em (a), (b) e (c), respectivamente. A regiao colorida contém o conjunto expoente
de cada ideal. Note que tal regiao representa um conjunto de R”, mas vamos utilizar esse
formato para facilitar a visualizacao. Observe que a regiao em verde, que aparece em
(c), foi obtida por meio da unido das regides em azul e roxo, que aparecem em (a) e (b),
respectivamente, o que ja era esperado, devido ao algoritmo algébrico definido acima.
Assim, a representacao geométrica pode ser utilizada para a obtencao do resultado da
soma, apesar de o processo algébrico ser bastante simples, como mostrado anteriormente.

Temos, assim, que, se I e J sao ideais monomiais de K[z, ..., z,], entao

§UI+J) = &) ueld).
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_____________________________

Figura 3.2: Soma de ideais monomiais

Para analisarmos o produto de dois ideais monomiais, utilizaremos processo seme-
lhante ao da soma. Dados dois ideais finitamente gerados I = (mq,...,m,) e J =

(n,...,ns) de um anel qualquer R, temos que:

IJ = Zij;iel,jej}
finita

({ijiiel, jeJ})
= {(aymi+---+am.)(bing + -+ bsng); ar,...,a.,b1,...,bs € R})
(Mg, .., MM, <o TN, e M NG).

Mais uma vez, fica claro que o produto de ideais monomiais ¢ um ideal monomial.
Exemplo 3.3 Sejam I = (22, zy,y?),J = (z,y) C K[z,y]. Entao:

Ij = <1’27$ya y2> ’ <Jf,y>
= (2% 2%y, 297, y°).

Novamente, é possivel utilizar a representacao geométrica para encontrar o resultado
da operacao, efetuando a soma do multigrau de cada monomio gerador de I com o
multigrau de cada monoémio gerador de J. Dito de outro modo, {(I.J) é obtido pela soma

de cada elemento de £(I) com cada elemento de £(J). Tal operacao é conhecida como

soma de Minkowski de £(I) e &£(J). Assim,
E(1T) = &) +£(J).
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Mais uma vez, este processo nao revela grande beneficio quando comparado ao pro-

cesso algébrico, uma vez que devemos efetuar a soma dos multigraus em ambos os casos.

o~ i
B |
3 |
-0
ey
,,,,2 ,,,,,,,, :.
e .’f}i____
_ B
0 1 2 ?3 4
(a) 1 (b) J (c) IJ

Figura 3.3: Produto de ideais monomiais

As préximas operagdes nao sao tao imediatas quanto a adicdo e a multiplicacao e,
por isso, vamos apresentar mais algumas propriedades.

Para a interseccao, utilizaremos as duas proposigoes a seguir.

Proposigao 3.4 Sejam (w) e (v) ideais de K[zy,...,x,], em que w e v sGdo mondmios.

Entdao (w) N (v) = (mmc(w,v)).

Demonstracao: Dado p um polinémio de K[zy,...,z,] e M(p) o conjunto formado

por todos os monomios que aparecem em p, temos as seguintes equivaléncias:
pe (W) N {v) & M(p) C ()N (1) e pe (mmelw,v)) < M(p) C (mme(w,v)).

As equivaléncias anteriores indicam que podemos realizar os argumentos utilizando
apenas monomios.

Assim, considere w = 2§ ... 2% v = 2" ... 2P e seja m = x]* ... 27" um mondmio
tal que m € (w) N (v). Logo, m é miltiplo de w e de v. Entao, para todo i € {1,...,n},
temos que ; > «;, ; e, consequentemente, v; > max{a;, f;}, ou seja, ; = maz{ay, f; } +

g;, em que €; € N. Dessa forma, temos que
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m = x{...x)"

En

‘ maz{oy,B1} o xnmam{an,ﬁn} c <x71na50{041,51} o $maz{ozn,,3n}

= a7t ..y " ) = (mme(w,v)).

Por outro lado, tome um monémio m € (mmec(w,v)). Entao, existe um monoémio

q € M, tal que

m = q-mmc(w,v)
_ qxgnaao{ah,@ﬁ} B 'x?m{anﬂn}
= gqaperterfimen | gmaranfulmangor | pan g (),

De maneira andloga, mostramos que m € (v).

Portanto, (w) N (v) = (mmc(w, v)). O

Proposicao 3.5 Sejam I, J, L ideais monomiais de K[zy, ..., x,]. Entao (I +J)NL =
(INL)+(JNL).

Demonstracao: O item (i) da Proposigao 1.3 nos garante que (INL)+ (JNL) C
(I+J)NL.

Para a outra inclusdo, sejap € (I + J)NL. Entdop=p; +p2 € L,em que py € [ ¢
p2 € J.

Sejam M(p;) o conjunto formado por todos os mondmios que aparecem em p; e M(ps)
o conjunto formado por todos os monomios que aparecem em p,. Assim, como [ e J sao
ideais monomiais, temos que M(p;) C I e M(ps) C J.

Note que podem existir monémios que aparecem tanto em M(p;) quanto em M(ps),

isto é, pode existir m € M(p;) N M(py). Se isso acontecer, podemos escrever:

p=p1+p2=(p1 —cm)+ (p2 +cm),

emque py —cym €1 e ps+cym € J.
Utilizando este procedimento para todos os monomios que aparecerem em ambos os

conjuntos M(p;) e M(ps), poderemos reescrever o polinémio p como
p = py + o,
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em que py € I,p, € J, de maneira que todos os monomios de p sao diferentes uns dos
outros. Dessa forma, como p € L, segue que M(p) C L e, consequentemente, p}, ph € L.

Portanto, p =p| +p,b € (I NL)+ (JNL). O

Observacao 3.6 Utilizando indugao sobre o ntimero de ideais envolvidos, o resultado

anterior pode ser generalizado. Assim, temos

(Zk:lz> NL= k (L,NL),

em que L e I; sdo ideais monomiais, para todo i € {1,...,k}. Situagdes semelhantes

aparecem no decorrer de todo o texto e utilizaremos livremente essa observacao.

Com base nas Proposicoes 3.4, 3.5 e na Observacao 3.6, dados dois ideais monomiais
I'={my,....,my),J = (ng,...,ns) CKlzy,...,x,], a interseccio entre eles se expressa

da seguinte forma:

INJ = (my,...,m.) NNy, ...,ng)

= (Z(m») N (ni,...,ng)

Exemplo 3.7 Sejam I = (23, zy,y*), J = (22, zy?) C K|z, y]. Entao:

INnJ = (xS,xy,y4> N (xQ,xy2>
= (2%, 2%, 2Py, xy?, 2%y, wyt)

= (2 2%y, zy?).
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Abaixo, temos a representacao geométrica referente a interseccao dos ideais monomi-
ais I e J. Note que a regiao em verde, que aparece em (c), é a intersecgao das regioes

em azul e roxo, que aparecem em (a) e (b), respectivamente. Deste modo, temos que

§UNJ)=¢&)neld).

Neste caso, a obtencao do resultado por meio da andlise geométrica pode representar
um certo beneficio em relagao a obtencao deste mesmo resultado por meio do desenvol-
vimento do que foi apresentado acima, ja que esse envolve o cdlculo do minimo multiplo

comum entre cada mondmio gerador de I e cada monomio gerador de J.

dl | e

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

|
|
'xyz ;Xyz

Figura 3.4: Interseccao de ideais monomiais

Para abordar o quociente de ideais monomiais, também apresentaremos mais dois

resultados a seguir.

Proposicao 3.8 Sejam (w) e (v) ideais de Klxy, ..., z,], em que w e v sao monémios.
w
Enta : =(—).
ntao, (w) : (v) <mdc w,v)>

Demonstracao: Por motivo ja evidenciado anteriormente, faremos toda a demons-
tragao para um monoémio de Klxy, ..., z,].

Considere w = ' ... 2% v = 2" . 2P € M,
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Note que

_ 51 Bn
v = Il In

xfl*mm{alyﬁl} o xgnfmin{an,ﬂn}xgmn{al751} o xmin{an,,@n}

n

= b-mdec(w,v), (3.2)

em que b = xﬂl min{ar,fi} g Be—minfanfn} o M,.

Sejam = x]' ... x)» um mondémio tal que m € (w) : (v). Entao, mv € (w) e, assim,
existe um monomio u tal que mv = wu.
Mostremos que b divide wu.

o1

Considere u = 23" ... 2%*. Como mv = wu, entdo

941 Y .01 Bn __ .01 51 5
ottt =2ttt

Assim, para todo i € {1,...,n}, temos que v; + 3; = «; + ¢;. Logo, 5; — a; = §; — y;
e, portanto,

Bi — a; < 0;.

Vamos analisar dois casos.

Se min{ay, 5;} = Bi, entdo f; — min{ay, B;} =0 < 6;.

Se min{«;, 5;} = «;, entao 5; — min{ay, B;} = B — a; < 6.
Assim, b divide u, isto é, % e M,.

Dessa forma, temos que

uw uw u w
m=--—=——-—- = —: I ——
v b-mde(w,v) b mde(w,v)
0 que mostra que m € < >
mde(w, v)
w

Por outro lado, seja m € Entao, existe um monomio u tal que

mde(w, v)>

m=u-

mdc(w, v)’
Logo, m - mde(w,v) = uw e, consequentemente, por (3.2), temos que

min{ai, —mi
mu = uwz;' {oafu} . gPnmmin{an,Bn},
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Assim, mv € (w) e, portanto, m € (w) : (v).
Vale ressaltar que o tltimo passo acontece porque, como (w) é ideal, entao mvg € (w),

para qualquer polinémio ¢ de Klzy, ..., z,]. O

Proposicao 3.9 Sejam (mq,...,m,),(w) C Klzy,...,z,]| ideais monomiais. Entdo

(my,...,mp) : (w) = (my) : (w) + -+ (M) : (w).

Demonstracao: O item (ii) da Proposi¢ao 1.3 nos garante que (my) : (w)+-- -+ (m,) :

(w) € (mq,...,my): (w).

Para a outra inclusdo, considere o monémio m € (my,...,m,) : (w). Entao, mw €
(mq,...,m,) e, consequentemente, existe um monomio ¢ tal que mw = gm;, para algum
i€ {l,...,r}. Logo, mw € (m;) e, assim, m € (m;) : (w). Portanto, m € (my) :
(W) + ...+ (my) = (w). O

Assim, de acordo com as Proposigoes 3.8, 3.9 e com o item (iii) da Proposigao 1.3, da-
dos os ideais monomiais [ = (my,...,m,),J = (ny,...,ns) C Klzy,...,z,], o quociente

entre eles pode ser descrito da seguinte forma:

= m(<m1, ,mr> <n]>>
) Q;<md0(ﬂ”;,n])> (3.3)

Exemplo 3.10 Sejam I = (23, zy,y*), J = (2%, 2y*) C K[z, y]. Entéo:
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st o) )

((
0 (Gratram) + ) (ramm)

Neste caso, a representacao geométrica para obtencao dos monomios geradores de
I : J pode nao oferecer beneficio. Note que, utilizando as interpretagoes ja realizadas
das operagoes por meio da aplicagao £ e a relagao (3.3), obtemos
S T
(1= ) = (Y UEmi) — min(g(my), £(n))),
j=1i=1

em que I = (my,...,m,) e J=(ng,...,ng.

Figura 3.5: Quociente de ideais monomiais

Para finalizar esta secao, estudaremos o radical de um ideal monomial. Para tanto,

vamos apresentar dois conceitos e uma proposicao.

Defini¢ao 3.11 Um mondémio m € Klzy,...,z,]| é chamado livre de quadrados se m =

Tiy - - Ty, em que i < ... < ig.
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Definicao 3.12 Um ideal monomial gerado por monomios livres de quadrados é cha-

mado ideal monomial livre de quadrados.

Exemplo 3.13 O ideal I = (x,yz,w) C K[z,y,z,w] é um ideal monomial livre de
quadrados e o ideal J = (2% yz,w) C K|[z,y, z,w] nao é um ideal monomial livre de

quadrados.

Proposicao 3.14 Um ideal monomial livre de quadrados é um ideal radical.

Demonstracao: Seja [ = (my,...,m,) C K[zy,...,2,] um ideal monomial, em que
my € livre de quadrados, isto é, m; = x;, ... x;,, com i3 < ... < .

Por (3.1), temos que
(i, may . cc,my) N N (@, Mgy e M) = (T oo Ty, My o, my) = 1

Agora, suponha que my também seja livre de quadrados, isto ¢, mg = z;, ... x;, com
n<...<j.
Entao, dado p € {1,...,k}, temos

(Tips Ty Mgy oy my) O O (T, Ty, Mg, My) = (T, Ty oo T, M, - My)

= <xip,m2,m3,...,mr>,

Procedemos com esse processo até o ultimo monomio gerador de I. Assim, suponha

que m, também seja livre de quadrados, isto ¢, m, = x4 ...2q, com ¢ < ... < @.
t

Entao, dado w € {1,...,t}, temos que m (@55 2q,) = (Tiy,-..,my). Dessa forma, [

w=1
é uma intersecgao de ideais do tipo (x.,, Tey, ..., Te,), €M qUE C1,Co, ... 5 € {1,...,n}.

Pelo Teorema 2.18, cada um desses ideais é um ideal primo. Assim, [ = P, N...N Py,
em que P, ..., Py sao ideais primos.

Utilizando a Proposi¢ao 1.5 e o item (iii) da Proposi¢ao 1.6, segue que

\/_:\/Pm...mPN:\/\/Em...m/PN: PN...NyPy=PN..NPy=1

Portanto, I é um ideal radical. O

O resultado anterior nos permite obter facilmente o radical de um ideal monomial.
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Proposicao 3.15 Seja I = (my,...,m,) C Klzy,...,x,] um ideal monomial, em que

m; = xfil :UZI:I ec, #0, para todo i € {1,...,r} e para todo k € {1,...,k;}. Entao

VI={(ni,...,n.), em quen; = Ti, ... Ty, , para todo i € {1,...,1}.

Demonstracao: Seja ¢; = maz{c;;k = 1,...,k;}, para todo ¢ € {1,...,r}. Assim,
ng = (@ . ..my )% =y xfkl € I, uma vez que, devido & escolha de ¢;, 7} ... xj; ¢
. Cip. .
miltiplo de z; .. Lt =m,
Seja N=c14+cy+---+c¢. —r+ 1. Temos que
Ncrc( )
(ny,...,n)" CIC{ng,...,n..
Para a primeira inclusao, note que um elemento de (ny, . .. ,nT>N é uma soma finita de
N
produtos da forma H(fljnl + -+ frjne), em que f;; € K[zq,...,z,]. Tal produto, por
j=1

dr
T

sua vez, é igual a uma soma de termos gdncf1 oniroemqued = (dy, ..., d,),di+- - +d, =

N e gq € K[zy,...,2,]. Temos que d; > ¢;, para pelo menos um valor de i, pois, caso

T T
contrario, teriamos d; < ¢; — 1, para todo i e, assim, Z d; < Z(cZ —1). Logo,

i=1 i=1
T T '
NZZdiSZCi—T<ZCi—T+1=N7
i=1 i=1 i=1
o que é um absurdo. Dessa forma, suponha que d; > ¢;, em que j € {1,...,r}. Entao,

n;-lj € I, pois n;* € I, para todo i. Assim, todos os termos gdn‘f1 ...n% pertencem a I e,
consequentemente, (ny,...,n,)" C I.
Para a segunda inclusao, sejam € I = (mq,...,m,). Entao, para cadai € {1,...,1},

existe f; € K[zy,...,x,] tal que:

m = f1m1+"'+frmr

— c1y Ly Crq r
— flxll P lekl + AR + fr,«xrl o .. xrkTT

_ -1 _ 1
— €1y 1 clkl Crq 1 Cry
= fizy' wy,.. Ty Ty, Tt Jrxe' Xy Ty Ty
_ -1 _ -1
. c1;—1 Clp, cry—1 Cry.
= fizy, Ty, m o4+ fraxn) ne € (e, ).

Assim, pelo item (i) da Proposigao 1.6, temos que

Vi, .on)Y CVIC N (.0,
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e, pelo item (ii) da Proposi¢ao 1.6 e pela Proposicao 3.14, concluimos que

(n1,....om) = (1, on) =\ (ng, ... o0 CVIC (g, ... on,) = (ny, ... n,).

Portanto, VI = (n4,...,n,). O

Exemplo 3.16 Seja I = (2, zy? y®) C K[z,y]. Entao:

VI = (z,2y,y) = (z,y).

Note que, neste caso, basta considerar 1 como expoente de cada variavel que aparece
nos monomios geradores de I para obter os monémios geradores de v/I, tornando a

operacao muito simples.

Figura 3.6: Radical de ideal monomial

3.2 Fecho integral de um ideal monomial

Na secao 1.2 do capitulo 1, tivemos um primeiro contato com a operacao do fecho
integral de um ideal e estudamos algumas de suas propriedades quando aplicadas a ideais

quaisquer. Nesta se¢ao, nosso objetivo é provar que o fecho integral de um ideal monomial
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¢ um ideal monomial. Mas, antes, vamos observar uma peculiaridade que essa operacao

reserva para o caso em que o ideal é monomial.

Proposicao 3.17 Sejam I C K|z, ..., x,] um ideal monomial e m um mondmio. Entdo

m € I se, e somente se, existirem k € N* e monémios mq,...,my € I tais que m¥F —

my...mg =0.

Demonstragao: Considere m = 2" ... z5". Temos que m € 1 se, e somente se, existem
r e N*ep; € I' tais que m" +pym™ ' + -+ p._ym + p, = 0. Como I' é monomial,
segue que M(p;) C I*, para todo i € {1,...,7}.

ray

Agora, note que m” = z|* ... 2l* . Deste modo, para cada i € {1,...,7}, devemos

b=l = m.

ter, no méximo, um elemento ¢; € M(p;) C I' tal que g;m"™™ "

Assim, temos b; € K tais que m” +byggm™ ' + -+ + b_1¢,—1m + b.q, = 0.
Devemos ter, ao menos, um indice ¢ € {1,...,r} tal que b; # 0, pois, caso contrario,

r—k

terfamos m” = 0, o que é um absurdo. Seja k um tal indice, ou seja, gym" ™" = m". Deste

modo, temos que 0 = m" — gm"* = m"*(m* —q;.). Logo, m* —q, = 0, em que ¢, € I*,

isto 6, m* —mq...my =0, em que my,...,m; sdo mondmios que pertencem a 1.

A reciproca é imediata. ]

Na Proposicao 2.13 do capitulo 2, vimos que, se I é um ideal monomial, entao, para
todo f € I, temos M(f) C I. O lema a seguir mostra que a reciproca também é

verdadeira.

Lema 3.18 Seja I C K|xy,...,x,| um ideal. Se, para todo f € I, tivermos M(f) C I,
entao I é monomial.
Demonstragao: Suponha que, para todo f € I, tenhamos M(f) C I e considere

S = {m; m é monémio de algum f € I}.

Mostremos que (S) = I.
Por hipédtese, S C I e, consequentemente, (S) C I.
Por outro lado, dado g € I, segue que M(g) C S e, portanto, g € (S).

Portanto, I é um ideal monomial. O

A Proposicao 3.17 e o Lema 3.18 nos permitem provar o seguinte teorema.
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Teorema 3.19 O fecho integral de um ideal monomial € um ideal monomial.

Demonstracao: Seja I C Klzy,...,2,] um ideal monomial. J4 mostramos, anterior-
mente, que I é um ideal. Portanto, falta mostrar que I é monomial.
Queremos mostrar que, para todo g € I, temos que M(g) C I e, dessa forma, o Lema

3.18 garante o resultado.

Suponha que existe g = Zaimi € I tal que M(g) = {my,...,m,} ¢ I. Entdo,
i=1
considere k < r tal que {myi1,...,m,} C T em; ¢ I, paratodoi € {1,...,k}. Assim,

fzg—(ak+1mk+1+---+armr)=a1m1—|—---—|—akmk67.

Se k =1, o argumento acima evidencia uma contradi¢ao e nada mais resta mostrar.
Se k > 1, entao considere, inicialmente, que K é um corpo infinito. Tome uq, ..., u, €

K\{0} e defina a aplicacao:

oo Klzy, .oz, — Kz, .. 2]

Nao ¢ dificil mostrar que ¢, é um automorfismo de anéis.
Note que ¢, (I*) = I' e p,(m) # 0, para todo monémio m € M.
Como f € I, entdo existem r € N* e p; € I’ tais que f"+p1 f" '+ -+p,_1f+p, = 0.

Deste modo,

0= (pu(o) = Spu(fT +p1fT71 + - +pr71f +pr)
= 0u(fN) + euaP)eu(f1) + - + pulpr—1)eu(f) + ¢u(pr)

= (@u(f))r + q1(¢u(f))r_1 +eeet QT—l(zDu(f) + qr,

em que ¢; = @, (p;) € I'. Portanto, ¢,(f) € 1.

Denotemos m; = z™

Qin

“in para todo i € {1,...,k}. Como K é um corpo infinito,

.. T

existem uy, ..., u, € K\{0} tais que

a11

o
SOU(f) = a1u "‘u’glnml+"'+aku1k1--.ugk"mk
£ agu Ul my 4 - 4 aul L my,

Akl Qg
(TR T
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Agora, considere h = u*" ... u%nf — @, (f) # 0. Como f,p,(f) € I, entdo temos
que h € I. Note que cada um dos monémios de h (que aparecem em niimero menor do
que k e pertencem a M(f)) ndo pertencem a I. Dessa forma, podemos repetir todo este
processo para h e, assim por diante, até obtermos um polinomio constituido de apenas
um mondémio m € M(f) em I, o que é uma contradicio.

Assim, quando K é um corpo infinito, para todo g € I C K[zy,...,z,], temos que
M(g) C I e, portanto, I é monomial.

Se K nao é infinito, consideramos o seu fecho algébrico K, que é infinito, e denotamos

por IK[zy,...,x,] o ideal gerado pelos geradores de I em K|y, ..., z,].

Seja g € I C IK[zy,...,x,]. Entdo, pelo que concluimos acima, segue que M(g) C

IK[x1, ..., 2,). Mostremos que M(g) C I.

Seja m € M(g). Note que, pela Proposigao 3.17, temos que existe j € N* e monomios

my,...,m; € IK[zy,...,2,] tais que m? —my...m; =0, isto 6, m’ = m;...m;. Uma
vez que monomios de IK[J}l, ..., Zy] 880 monomios de I, temos que m; € I, para todo
i€{l,...,7}. Portanto, m € I. O

Agora, ja sabemos que o fecho integral de um ideal monomial I é um ideal monomial,
mas ainda nao temos uma maneira de calcula-lo, como fizemos com as outras operacoes.
O exemplo a seguir mostra que, utilizando algumas propriedades ja vistas, podemos,
ao menos, reduzir o nimero de possiveis monomios geradores de I a um conjunto bem

determinado.

Exemplo 3.20 Seja [ = (z'y, 7y3,y*) C K[z,y]. A Figura 3.7 mostra os pontos que
representam os monomios geradores de [ em azul e o ponto que representa o monomio
gerador de v/I = (y) em amarelo. Como I C T C /I, entdo os pontos que podem
corresponder aos monomios geradores de I, que aparecem identificados com uma cruz,
s6 podem estar compreendidos entre as linhas azuis e as amarelas, ou sobre elas, isto é,
a poligonal com vértices nos pontos que indicam os geradores de I e as semirretas com

origem em (0, 1).
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O exemplo acima ilustra que, quando ¢é possivel representar geometricamente os
monomios, isto é, quando n < 3, conseguimos identificar com bastante clareza qual é
o conjunto de mondémios que contém os mondmios geradores de 1.

Agora, vamos apresentar mais duas proposicoes. A primeira delas nos fornece outro
critério para identificarmos quando um monoémio pertence, ou néo, a I. A segunda reduz
o conjunto de possiveis geradores de I a um pequeno conjunto, resultado semelhante ao

do Exemplo 3.20, mas, desta vez, de forma generalizada.

Proposicao 3.21 Sejam I = (mq,...,m,) C K[zy,...,x,] um ideal monomial em que
Qy Qg . A .
m; =z, ...an’, para todo j € {1,...,r}, e m =z ... 2% um mondmio. Temos que
T
I t sti ; =1, tai
m € I se, e somente se, existirem cy1,...,c, € QT, com C; , tais que
=1

,
(a1, ... ap) > E cilajy, ..., a5,),
j=1
coordenada a coordenada.

Demonstracao: Suponha que m € I. Pela Proposicio 3.17, existem k € N* e um pro-

k

duto ay de k monomios de [ tais que m” —a;, = 0. Um produto arbitrario de £ mondmios

de I ¢ da forma bm{' ... m!r, em que b é um monoémio € iy, ..., 4, € N, com iy +- - -+i, = k.

: i TR ‘ i1+t i1, +Firar
Assim, m* = bm' .. mir, isto é, xF* . ghen = pgtth [ e

. r o

. Logo,
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T
koy > Zz’jajl, para todo [ € {1,...,n}. Dessa forma, temos que
j=1

T
> ay,
j=1

k

Por outro lado, sejam ¢, ..., ¢, € QT tais que

- r
chzle (Ozl,...,&n) chj(a,jl’“‘?ajn)'
j=1 =1

emquecj:—jGQ*,paratodojE{l,...,r}ech: E]:L
j=1 j=1

T

. i) . -
Para cada j, escreva ¢; = =, para algum i; € N e k € N*. Como ch = 1, entao

k

j=1

J=1

.,
Assim, ko > Zz’jajl, para todo [ € {1,...,n}. Logo, m* é miiltiplo de m®" ... m,
j=1

isto é, m* = bm{' ...mi em que iy + - +14, = k e b 6 um monomio de Klxy,...,z,].

Portanto, m € I. O

O préximo resultado nos apresenta uma limitacao para o grau dos geradores de .

Proposicao 3.22 Sejam I C Klzy,...,z,| um ideal monomial e N o maior entre os
graus dos seus monomios geradores minimais. Entao os geradores minimais de I tém

grau, menor ou igual a N +n — 1.

Demonstragao: Com as notagoes da proposigao anterior, seja m = zi*...z%" um

gerador minimal de I. Entdo existem cq, ..., ¢, € Q1 tais que

(1, yam) =) eilay,, . ay,), (3.4)
j=1

s
em que (@ ,,...,q;,) ¢ o multigrau do gerador minimal m; de I e g c; = 1.
J=1

T
Suponha que existe ¢ € {1,...,n} tal que a; > 1 + Z cjo,. Entao, o multigrau de
j=1
m - . . m - m
— =2 adTh 2% satisfaz a equagdo em (3.4). Logo, — € I e, portanto, — (e,
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consequentemente, m) é miltiplo de algum gerador minimal de I, o que é um absurdo.

;
Assim, o; < 1+ chaji, para todo ¢ € {1,...,n} e, entdo, temos que
j=1

ZO@<Z(1+ZCJ‘O%) = n+zzcj%
i=1 i=1 j=1

i=1 j=1
= nt) )
j=1 =1
= n—l—ch-deg(mj)§n+ch-N:n+N.
j=1 j=1

Portanto, deg(m) <n+ N — 1. O

Assim, a Proposi¢ao 3.22 nos permite identificar um ntimero finito de possiveis gerado-
res minimais de I. Entdo, bastaria checar quais desses mondmios satisfazem a Proposicao
3.21, tornando a tarefa de identificar o conjunto G (I) factivel, mesmo que, para isso, seja
necessario utilizar programas computacionais.

A seguir, algumas propriedades e resultados geométricos vao mostrar que é possivel
encontrar G(I) de um modo mais simples, nos casos em que pudermos representar os

monomios geometricamente.

Definicao 3.23 Seja S € R™ um conjunto nao vazio. Se todos os segmentos de reta
que unem quaisquer dois de seus pontos estiverem inteiramente contidos em .S, entao S
é convexo. Equivalentemente, S é convero se for a uniao de todos os segmentos de reta

que unem quaisquer dois de seus pontos.

Definicao 3.24 O fecho convero de um conjunto S C R™ é o menor conjunto convexo
que contém S. Equivalentemente, o fecho convexo de S é a uniao de todos os segmentos

de reta que unem quaisquer dois de seus pontos.
Denotamos o fecho convexo de um conjunto S C R™ por conv(S) e, assim,
conv(S) = {s(A, B); A, B € S},

em que s(A, B) denota o segmento de reta que une A a B.
Note que, se A, B € S, entao o segmento de reta que une A a B pode ser descrito

como o conjunto de pontos que sao obtidos por
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A+ (1—)\)B,

com A € [0,1].

Além disto, como conv(S) é um conjunto convexo, segue que, se A, B € conv(S5),
entao s(A, B) C conv(S).

Dessa forma, P € conv(S) se, e somente se, P € s(A, B), para algum A, B € conv(S),
isto 6, P = ApA+ (1 — A\p)B, em que Ap € [0, 1].

Como A, B € conv(S), devemos ter:

A=MA + (1= X1)By
e

B =ApAs+ (1 — \p) B,
em que Ay, Ay, By, By € conv(S) e Mg, Ap € [0,1].
Assim,
= ApA\A; + )\P(l — )\A)Bl + (1 — )\P))\BAQ + (1 — /\p)(l — /\B)BQ.

Note que

)\p)\A + )\p(l — )\A) + (1 — )\p))\B + (1 — )\p)(l — )\B) =
ApAa+1=24) + (L =Ap)Ap+1-2Ap) =

Ap+1—=Xp = 1
Dessa forma, podemos concluir que

P € conv(S) se, e somente se, P = o151 + - - - + xSk,

k
em que o; > 0, S; € conv(S), para todoi € {1,...,k} e Zai =1.
Os conceitos anteriores podem ser considerados em 6”1 Neste caso, dados A, B €
S C Q" consideramos s(A, B) = {AA+ (1 = A\)B; X € [0,1] N Q}.
Agora, vamos considerar, novamente, a aplicacao:

&M, — N

ai anp,

oot = (g, Q).
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Como antes, se I é um ideal monomial, entdo denotaremos (I) = {&{(m) : m é

mondmio de I}, ou seja, £(I) é o conjunto expoente de 1.

Proposicao 3.25 Seja [ = (my, ..., m,) um ideal monomial em que m; = x,"* ... xp"",
para todo j € {1,...,1}, e considere m = x7* ...x2%" € M,,. Temos que (cq,...,q,) €
'
conv(&(I)) se, e somente se, existirem cy, ..., c, € QT tais que Z ci=1le(oq,...,0p) >
j=1
.
ch(ajw <o 7ajn)'
j=1

Demonstragao: Vamos considerar o Q-espago vetorial Q™. Note que (1) C N* C Q™.
Denote o = (v, ..., ) € o = (ajy, ..., ,).
Pelo que foi dito anteriormente, temos que

k

a € conv(&(1)) se, e somente se, o = Z%S"’
i=1

k
em que S; € conv(§(1)), 1 € QT e Z% = 1.
i=1
Além disso, como S; € conv({(])), entdo existem m;,, m;, geradores minimais de [/

tais que S; € s(&(my,) + Bi, E(my,) + 0;), em que 5, 6; € N*. Assim,

Si = Ni(€(ma,) + Bi) + (1= X)) (§(miy) + 04).

Logo, temos que a € conv(§(I)) se, e somente se,
k
@ = Z ViSi
’L:l
= D w(N(€0mi,) + B8) + (1= \)(E(mi,) + 61))
i=1
k
= Z Yihi€(miy) + (Vi — %Ai)E(ma,) +idiBi +%i(1 — Ai)d;
i=1

r
= E cjo + €,
j=1
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'
em que ¢; € Q+,ch =1lee € (QF)". Portanto, o € conv(£(I)) se, e somente se,
j=1

.
a > chozj. |
j=1

Como consequéncia imediata das Proposigoes 3.21 e 3.25, temos o seguinte resultado.

Corolario 3.26 Seja I C K[zy,...,x,] um ideal monomial e m = z{*...z% € M,,.

Temos que (..., ap) € conv(E(I)) se, e somente se, m € 1.

Do resultado anterior, temos que o conjunto expoente de I é formado pelos pontos

de N™ que pertencem ao fecho convexo do conjunto expoente de I, ou seja,

&(I) = conv(¢(1)) NN™
Isto motiva a seguinte defini¢ao.

Definigao 3.27 Seja I um ideal monomial de K[zy,...,x,]. O fecho convexo, em R"

do conjunto expoente de I é chamado de poliedro de Newton de I.

Exemplo 3.28 Seja [ = (z'y, 2y y') C K[z,y]. A letra (a) da Figura 3.8 mostra o
conjunto expoente de I. A letra (b) mostra o poliedro de Newton de I e, em destaque,
o ponto em N" que pertence a conv({(1)) e que nao pertence a {(I). Por fim, a letra (c)

mostra o conjunto expoente de I. Assim, I = (xty, 2°y?, 23, y*).

Si L ® ® L [ ] { """ . === @ . ([ ] E’i @ ® ® ® @
$ o o o o o o e o o o o ® e o e o o
| e e o e o | e e . o | & e e o o
oo o e e o o @
2 2 ' ‘ 2
o o L e o o
1 1 1
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
(a) Conjunto expoente de I (b) Poliedro de Newton de I (c) Conjunto expoente de T

Figura 3.8: Fecho integral de ideal monomial
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Capitulo 4

O fecho de Ratliff-Rush

Este capitulo é dedicado a tultima operacao que estudaremos neste trabalho: o fecho
de Ratliff-Rush. Para definirmos alguns pontos e apresentarmos algumas propriedades
dessa operagao, voltemos a considerar um anel noetheriano R comutativo e com unidade.

Considere um ideal I C R e a familia
F ={J; R+# J éideal de R e existe ng € N* tal que J" = I", para todo n > ng}.

Como F # (), uma vez que I € F, e R é noetheriano, segue que F possui um elemento
maximal .

Ratliff e Rush provaram em [RR] que, se I for um ideal regular, isto ¢é, se I contiver
ao menos um elemento nao divisor de zero, entao I é tnico e, além disso,

I=J@t.am. (4.1)

neN*

Assim, temos que o ideal I descrito acima é o maior (com respeito a inclusao) ideal
proprio de R tal que (f )* = I", para todo n € N* suficientemente grande. Chamaremos
tal ideal de fecho de Ratliff-Rush de I e, sempre que tivermos [ = 7, entao [ serd um
ideal Ratliff-Rush.

Note que sempre temos a inclusao I C I, uma vez que o elemento maximal I é tinico

em JF. Além disso, IC 1, pois, se r € T, entao r" € (T)n = I", para algum n € N*,
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Assim, existe a,, € I" tal que " —a, = 0 e, portanto, r € I. Como ja vimos que I C /I,
entao temos

ICICICVI.

Dessa forma, segue que todo ideal radical é um ideal integralmente fechado, e este,
por sua vez, é um ideal Ratliff-Rush.
E evidente que os ideais que compoem a unido em (4.1) formam a seguinte cadeia

ascendente:

(rF:nHc(r.ri»Hc...cy . mc...

Como R é noetheriano, entdo existe k € N* tal que I"*! : [* = [*1 . [* para todo
n > k. Dessa forma, para calcular o fecho de Ratliff-Rush de I, bastaria encontrar o
valor de k para o qual essa igualdade acontece.

Como nosso objetivo, neste capitulo, é calcular o fecho de Ratliff-Rush de certa classe
de ideais monomiais do anel K[zy,...,x,], vamos voltar a considerar tais ideais nesse
anel. Note que, como K[zy,...,z,] é um dominio de integridade, entao todo ideal I C
K[zq,...,x,] é regular. Além disso, se I é monomial, entao, por defini¢ao, Ié monomial,
o que pode simplificar o processo.

Apesar de alguns autores ja terem estudado o fecho de Ratliff-Rush de ideais mo-
nomiais, ainda nao ha uma maneira de calcula-lo para qualquer ideal monomial de
K[zq,...,x,]. Por isso, neste capitulo, vamos apresentar o algoritmo dado em [G] para
calcular tal operagao em uma classe especifica de ideais monomiais no anel K[xy, ..., z,].
Tal processo é uma generalizacao do algoritmo definido em [A] para uma classe de ideais
monomiais em K[z, zs].

Agora, vamos definir a classe de ideais monomiais com a qual trabalharemos e apre-
sentar algumas propriedades.

Aqui, vale relembrar que dado um ideal préprio I em um anel R e dados a,b € R
tais que ab € I, se tivermos a € [ ou b™ € I, para algum m € N*, entao [ é um ideal

primdario.

Proposicao 4.1 Seja I um ideal primdrio de um anel R. Entdo m = /I é um ideal

PTiIMo.
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Demonstracido: Sejam I um ideal priméario e a,b € R tais que ab € m = v/I. Entéo
existe n € N* tal que (ab)™ € I. Como I é primdrio, segue que a" € I ou (b")™ € I, para

algum m € N*. Logo, a € mou b € m. ]

Se I é um ideal primério e m = v/I, entdo chamaremos I de ideal m-primério.

A partir deste momento, trabalharemos com os ideais monomiais m-primarios de

K[zq,...,x,] tais que m seja, além de primo, maximal, isto é, m = (zy,...,x,). Assim,
existem dy, . . ., d, € N* tais que {z{",..., 2%} C G(I). Denotaremos p; = 2%, para todo
1< <n.

De agora em diante, sempre que mencionarmos o ideal I, estaremos nos referindo a
um ideal nas condic¢oes acima.

Além disso, durante todo o texto, usaremos a notagao (ai,...,a,) < (by,...,b,)
quando tivermos ay, ..., an,b1,...,b, € N tais que a; < b;, para todo i € {1,...,n}.

A seguir, vamos apresentar um conceito que nos permitira definir a classe de ideais

monomiais m-primarios com a qual trabalharemos.

Defini¢ao 4.2 Sejam I C K[zy,...,z,] um ideal e aq,...,a, € N. Chamaremos de

catxa associada a I com coordenadas aq,...,a, o seguinte conjunto:

Bal,...,a == ([aldh (al + 1)d1] XX [andTH (an =+ 1>dn]) N Nn

n

Além disso, pontos da forma (kidy, ..., k,d,) e os monomios £ (kydy, ..., k,d,), em
que k; € N, para todo i € {1,...,n}, e £ é o isomorfismo de semigrupos definido no inicio

do capitulo 3, serao chamados de esquinas.

No que segue, vamos identificar um monoémio m com sua imagem &(m). Usando tal
identificacao, note que todos os geradores minimais de I estao em By __ . De fato, o
conjunto dos geradores minimais de I é formado por {u1,. .., u,} e, eventualmente, por

monomios da forma z{* ... x%", em que o; < d;, para todo i € {1,...,n}.
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4.1 Bons ideais

Agora, vamos apresentar uma condigao essencial que os ideais monomiais devem ter

para o desenvolvimento do algoritmo.

Defini¢ao 4.3 Um ideal I C K[z1, ..., x,] serd chamado de bom ideal se, para todo | €

N*, todo gerador minimal de I' pertencer a uma caixa Ba,....an, emque a+- - -+a, = (—1.
Vamos explorar a definigao anterior por meio dos seguintes exemplos.

Exemplo 4.4 Seja I = (23,93 2%, 2yz) C K[z,y,2]. Note que z%y*2? é um gerador
minimal de I? que pertence somente a Byooe 04040 # 1. Portanto, I nao é um bom

ideal.

Claramente, verificar que um ideal é um bom ideal requer argumentos mais apurados,

como ilustra o proximo exemplo.
Exemplo 4.5 Seja I = (23,43, 23, 2%9y*2?) C K[z, y, 2]. Tome [ = 2 e note que
G(I?) = {25,45, 25, 633, 0323 P23, a0y 22, a2y 22, 220,
G(I*) N Byop = {2° 2%y, 2° 2, 2%y?2%),
G(I*) N Bo1o = {3° 2%y, y*2°, 2%y° 2},
G(I*)N By = {2% 2°2%, 92, 2%y 2}

Assim, todos os geradores minimais de /2 pertencem a, pelo menos, uma caixa By, _a,
tal que ay + - +a, = 1.

Temos que G(I*)NBigo = nG(I), G(I?)NBoio = p2G(I) e G(I*)NBoo1 = paG(I).

Assim, I? = (i G(I)) + (pG(D)) + (u3G (1)) = I + pal + psl.

Agora, utilizando inducéo sobre [, vamos mostrar que I' = Z ,ulf ul22 ps I, para

li+l2+i3=l-1
todo [ > 2, ou seja, que temos o mesmo padrao anterior.

Temos que I? = py I + pod + psl.
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Suponha que

-1 _ ki, ko, ks
'~ = E ' pg® s L
k1+ko+ks=1—2

Mostremos que

I __ l1, 12 I3
I' = E pir i g L
li+l2+i3=l-1

Note que
I' = 17
(> )
k1+ko+tks=l—2
ki, ko, k
= Z o pay? s I
ki1+ko+ks=1—2
ki, ko, k
= Z pyt p? pag® (pa d + pol + psl)
ki1+kot+ks=1—2
= > (TRl Al T el )
ki1+ko+ks=1—2
= > sl
li+la+i3=l—1
Agora, vamos mostrar que, se I' = Z ,ulf ,ulf u%”[ , entao I é um bom ideal.

li+le+Hl3=l-1
Seja m € G(I'). Temos que m € pulp2pl = <uﬁlul22ug3gj :j = 1,2,3,4), em que

Li+l+l3=1—1cg; € G(I), paratodo j € {1,2,3,4}. Assim, existe k € {1,2,3,4} tal
que m = pt p2 2 i, e digamos g = 2*1y*22%%. Logo, m = ghditaryldatas Jlsdstas oy
que 0 < o; < d;, para todo i € {1, 2,3}, uma vez que todo gerador de I pertence a By .
Dessa forma, temos que l;d; < l;d; + o; < l;d; + d; = (I; + 1)d;. Assim, m € By, ,,,, em

que l; + Iy + I3 =1 — 1. Portanto, I é um bom ideal.

Os Teoremas 4.6 e 4.7, a seguir, estabelecem uma condicao necessaria e outra sufici-

ente, respectivamente, para que um ideal seja bom.

Teorema 4.6 (Uma condigao necessaria) Seja I C K[z, ..., z,] um bom ideal. Entao,

para todo gerador minimal x7* ... x2" de I, temos que



- ) «
Demonstracao: Suponha que exista m = z7" ... 22" € G(I) tal que d—l +- 4 o=
1 n
1 —¢€, em que € > 0.
Mostremos que I nao é um bom ideal.

! loy - glon

1
Considere [ > — e note que m' = zf lan ¢ um gerador de I'. Suponha, sem
€

l

perda de generalidade, que m' é um gerador minimal de I' e que m' € By, ., tal que

bl + -4 b = [ — 1. Assim, para todo i € {1,...,n}, temos que b;d; < lo;. Logo,
1
Zbl < lz 7 o que nos garante que [ — 1 < [(1 — ¢) e, consequentemente, [ < —

g’
i=1 =1
que é um absurdo. Portanto, I nao é um bom ideal. O

Teorema 4.7 (Uma condigao suficiente) Seja I C Klzy,...,x,] um ideal. Suponha

que, para todo gerador minimal x{* ... x% de I que nao seja uma esquina, tenhamos

Entao I € um bom ideal.

Demonstracao: Observe que o conjunto de geradores minimais de I que sao esquinas é
exatamente {1, ..., [, }, uma vez que todas as outras esquinas possiveis seriam multiplos
de algum p;. Note que o somatério do enunciado é sempre igual a 1 para as esquinas e,

por esse motivo, as eliminamos da hipdtese, pois, caso contrario, o ideal nunca seria bom

para n > 2.
Primeiro, vamos mostrar que, dados dois monomios quaisquer m; = z7*...xi" e
_ B B Bz
mo =X .z tais que — e —, temos que existe 7 € {1,...,n} tal
2 1 q Z = Z 2 q ASREE }
que
mime = pizit ..., (4.2)
Vi _mn
em que - > —-.
we Y=
De fato, como m;my = m‘f‘1+51 ooxfn B ¢ tal que Z ! L > n, entdo existe

: d;
=1
O{4 .
j€A{l,...,n} de modo que %ﬁ] > 1, isto é, o + 3; > d;.
J
Considere v; = o + §; —dj e v; = o; + f;, para todo i € {1,...,n} tal que i # j.

Assim, segue que
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n

BN £} n - i _ Oéi—i_ﬁ_i_ _
mimy = p;x{ ...T)" e ;di_; 7 1>n-—1.

Como estamos trabalhando com o caso em que n > 1 e, para este caso, valen — 1 > g,
entao temos o resultado.

Agora, seja m € G(I'), com | > 2. Em particular, m é produto de [ elementos de
G(I).

para algum ¢ €

n
k .
Se m = pi'...pk com g ki = I, entao m € DBy k-1, kn
i=1
{1,...,n}. Assim, podemos supor que m contém, entre seus fatores, geradores minimais
de I que nao sao esquinas.

Dessa forma, repetindo o processo em (4.2), ap6s um nimero finito de vezes, podemos

escrever

_ ,k kn 271 Yn R i o

m=py ..o prx]t o ), em que Zkz—l 1626& > 5"

=1 =1
Note que 7; < d;, para todo ¢ € {1,...,n}, pois, se tivéssemos v, > d; para algum
j € {1,...,n}, entdo m seria miltiplo do gerador u’fl e u?“ ..pkn de I', o que nao
é possivel, uma vez que m € G(I'). Assim, z]'...2J" € By, o e, consequentemente,
k
m=pit . opfralt ) € By k-

Portanto, I é um bom ideal. O

Veja que, se n = 2, entao os resultados anteriores nos dao uma outra caracterizagao
de um bom ideal.

Além disto, os Teoremas 4.6 e 4.7 fornecem procedimentos rapidos para verificarmos
se um ideal é bom ou nao. Porém, ha ideais que nao satisfazem a condicao suficiente, o
que nos impede de afirmar que é um bom ideal, e, por outro lado, satisfazem a condicao
necessaria, o que, por sua vez, nos impede de afirmar que nao é um bom ideal. Para
esses casos, ¢ preciso encontrar estratégias para analisar cada caso, como mostram os

dois exemplos a seguir.

Exemplo 4.8 Seja I = (juy, po, pig, m) = (2%, %, 25, zyz*) C K[z, y, 2]. B evidente que I
satisfaz a condigao necessaria e nao satisfaz a condicao suficiente. Entao, vamos analisar

o conjunto G(I').
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5 5,,5 .20

Primeiro, note que m® = z5y°2%° é multiplo de 2°y°z!?

= e € I° e, portanto,
m5 ¢ G(I°). Assim, dado [ € N* qualquer, os geradores minimais de I' devem ser da
forma w = plflu§2u§3mk, com ki + ks + ks +k=1ek <4, uma vez que m® é miltiplo
de um gerador minimal de I°.

k1, ko k3 5k1

Veja que, se k = 0, entdo w = uy pus pus>mF = adkiydhz ks,

Y Além disso, podemos
garantir que k; # 0, para algum i € {1,2,3} pois, caso contrario, w seria igual a 1.
Suponha, por exemplo, que ¢ = 1 e note que w € By, 1 jy ks, cOM k1 — 1+ ko + k3 =1—1.

Agora, para analisar os casos em que 1 < k < 4, mostraremos que w pertence a uma
caixa cujas coordenadas somam [ — 1 se, e somente se, m”* pertence a uma caixa cujas
coordenadas somam k — 1.

Suponha que w € By, 4,45, €M que a1 + az + a3 = | — 1. Entao,

5&1 §5k1+k§5(a1—|—1), 5a2§5k2—|—k§5(a2—|—1),
5CL3 S 5/{?3 + 4k S 5(@3 + 1)

Como 0 < k < 5, devemos ter a; = ky e as = ko. Além disso, como a1 +as+az+1 =
l =ky+ ko + k3 + k, entao az = k3 + k — 1. Dessa forma, da terceira desigualdade segue
que 5(k — 1) < 4k < 5k. Assim, (k,k,4k) € Boox_1, isto é, m* pertence a uma caixa
cujas coordenadas somam k — 1.

Reciprocamente, suponha que m* € By, 4,4, em que by + by + by = k — 1. Como
0 < k < 5, devemos ter by = by = 0 e, portanto, b3 = k — 1. Assim, 5(k — 1) < 4k < 5k
e, entao,

Bks + 5(k — 1) < 5ks + 4k < 5ks + 5k.

Além disso,
5k1 < bk1 + k < bk; +5 e 5k2<5k2+/€<5/€2+5,

uma vez que 0 < k < 5. Dessa forma, w € By, k, ks+k—1, €m que ky+ko+ks+k—1=1-1.

Agora, estamos aptos para checar se m* pertence a uma caixa cuja soma de co-
ordenadas é igual a k — 1, quando 1 < k < 4. Para k = 1, é evidente que sim,
pois todos os geradores minimais de / pertencem a Bjygo. Além disso, temos que

m? = 2*y*2® € By, m® = 2y°2'* € Bygo e m* = 2'y*2'% € Bys.
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Portanto, I é um bom ideal.

Exemplo 4.9 Seja I = (z°,y°, 2°, 2%y?2?) C K[z, y, 2]. Note que I satisfaz a condi¢ao

necessaria, porém nao satisfaz a condicao suficiente. Veja que a*y*z* é um gerador
minimal de I? e pertence apenas a Bygo. Como 0+ 0+ 0 # 1, entdo I nao ¢ um bom

ideal.

Proposicao 4.10 Seja I C K[zy,...,x,] um bom ideal. Entao, toda esquina ,ulfl o

¢ um gerador minimal de IF1++kn,

Demonstracao: Sejal C K[zy,...,z,] umbomideale G(I) = {u1, ..., fn, m1,...,m.},

em que m; = 27" ... 2", para todo j € {1,...,r}. Note que
{,u(fl...,ufl”mfl...me;Z(Si—I—Zﬂj =1}
i=1 j=1

é conjunto gerador (ndo, necessariamente, minimal) de I'.

Suponha que existam I’ > 2 e ki, ..., k, € N tais que Z ki =1eph. . puk ¢ GUIY).
=1
Entao, existem 61,...,9,,51,..., 3, € N tais que

ik =S et ol (4.3)

r

em que m é um mondémio e pSt ... pdrmf . mf e G(IY). Como k; > &, para todo

i€ {l,...,n}, entdo a igualdade acima é equivalente a
) = mmlt . omP (4.4)
em que m é um mondmio, v; = k; — J;, para todo i € {1,...,n} e m;*...mf é um

n

gerador de I', em que [ = I’ — Z 0;. Podemos supor, sem perda de generalidade, que
i=1

mf L..mfr e G(IY), pois, caso contrario, poderfamos escrever

B Bn _ 1 & s B Bl
mytoompt =mi gt permytombr
/. . 5 5B 8! . ,
em que m’ é um monomio e p* ... mit . ..my" € G(I'). Logo, teriamos que

! !
71 Yn r, 61 5B Bl
ittt =mm gt pormy L mr
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e, assim, poderfamos repetir o processo que nos levou de (4.3) para (4.4) um nimero
finito de vezes.

De (4.4), segue que

,
a. .
Z a;;B; < vid; ou, equivalentemente, Z d—l'jﬁj < Y,

j=1 "
para todo i € {1,...,n}. Como, por hipétese, uj*...ul» ¢ G(I'), uma vez que é

multiplo de mi'...mP € G(I'), entao devemos ter, ao menos, um ndice iy € {1,...,n}

tal que Z dO] B; < 7, POIs, caso contrario, terfamos que m = 1 em (4.4) e, assim,
7=1
plt o =mPomf e GIY).

Assim, temos que
>(25) <X =
i=1

Como I é um bom ideal e my,...,m, € G(I), entao, pelo Teorema 4.6, segue que

n
s
1< Z d—”, para todo j € {1,...,r} ou, equivalentemente,

Bi<y %5;’- (4.6)
i=1 "

Por (4.5) e (4.6), segue que

=3 X (L) - (2] <X
o que é um absurdo.
Portanto, temos que p* ... pk» € G(I'), em que I' = Z k;. O

A partir de um bom ideal I, vamos introduzir um outro ideal monomial que sera

crucial para o algoritmo do fecho de Ratliff-Rush I.

Definigao 4.11 Sejam I C K[xy,...,z,] um bom ideal e ay,...,a, € N. Entao

]a1,...,an = <¢11La;m S G(IZ) N Bal,...,an> )
Py

emquel=a;+---+a,+1.
Note que o conjunto gerador acima é minimal, uma vez que m € G(I'), e a proposicao

anterior e a seguinte nos indicam que tal conjunto nunca é vazio.
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Proposigao 4.12 Seja I C Kzy, ..., x,] um bom ideal. Entdo {1, ..., 10} € G(lay.  an)s

para todo aq,...,a, € N.

Demonstragao: Note que, pela proposicao anterior, temos

U= {,u] H,u;lla 1 S] < n} g G(Il) N Ba1,...,an7
i=1

emquel=a;+---+a,+ 1

Sem perda de generalidade, tome m = pypuf* ... uim = x‘lil(Hal) .adman e U, Pela
proposigao anterior, temos que m € G(I'T@+F) Como ayd; < di(1+a1) < (a1 +1)dy
e a;d; < d;a; < (a; + 1)d;, para todo i € {2,...,n}, entdao m € G(I') N B, ... 4,, em que
l=a+- - +a,+1

Por fim, basta observar que, dividindo cada elemento de U por pf* ... u%", obteremos

o conjunto {1, ..., fn}. O

Vamos ilustrar o conceito definido anteriormente por meio de um exemplo.

Exemplo 4.13 Seja I = (25,15, zy*, 2'y) C K[x,y]. Pelo Teorema 4.7, segue que I é
um bom ideal.

Temos que

G(I?) = {2, y'°, 2%, 2", 2%y, ay®, 2y®, 2y 2%y},

G(IQ) N Bl,O = {xIO’ x5y5> x6y47 zgya x8y2} € G(IQ) N BO,l = {9107 .1'5y5, xyga x4y67 x2y8}'

Assim,
Top =1,
Lo = (2%, 9%, xyt, aty, 2°y?) = I + (2%y?),
Iy = (v, 2% zy*, 2ly, 22y?) = T + (2%®) e
Ly = (°, xy?, 2%9°, 23y?, oy, o) = T + (2®y3, 2%y?), para todos outros valores de a e b.
Para mostrar a tltima igualdade, vamos, primeiro, identificar o conjunto G(I'), em
que [ > 3.
Como todos os geradores minimais de I tém grau igual a 5, entao todos os geradores

de I' devem pertencer ao conjunto
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A= {z"y*; r+s=5l} = {a"y""; 0 < r <5}

Assim, G(I') C A. Vamos mostrar que A C G(I').

Note que, em A, nenhum monoémio é multiplo de outro. Portanto, basta mostrar que
todo elemento de A pode ser expresso como (z°)%(z4y)?(zy*)¢(y®)?, em que a+b+c+d = I.

Tome z"y°~" € A, em que 0 < r < 51. Temos os seguintes casos.

1. r=>5m.

Neste caso, m <[ e, assim, 2"y? =" = (25)™(2ty)° (xy?)°(y®) ™.

2. r=b5m+1.

Neste caso, m + 1 <[ e, entao, 2"y = (2°)™(zy)? (zy*)  (v°) "™ L.

3. r=5m-+2.

Neste caso, temos:

o m <1.
Como [ > 3, podemos escrever z"y> " = (%)™ (xty)° (zy*)? (y®) ™2
o m > 2.

Uma vez que | > m+1, podemos escrever z"y% =" = (%)™ 2(x1y)? (xy?)°(y)! =1

4. r =5m + 3.

Neste caso, temos:

e m=0.
Como [ > 3, podemos escrever z"y> " = (2°)°(z*y)° (xy*)? (y°)' 3.
e m>1.

Como | > m + 1, podemos escrever x"y> =" = (%)™~ (xy)?(xy?)°(y°) =L

5. r=>5m+4.

Neste caso, m + 1 <[ e, entao, 2"y* " = (2°)™(z*y)  (zy*)?(y®) ™~ L.
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Assim, G(I') = A, para [ > 3.
Agora, vamos selecionar os monomios z"y%~" € G(I') que pertencem a uma caixa
B, tal que a+b=1—1. Devemos ter ba <r <5(a+1) ebb <5l —r <5(0b+1), oque

equivale as desigualdades
0<r—5a<b e 0<5Hl—r—>5b<h.
Como a4+ b =1—1, entao, para [ > 3, temos:

Ly = (a7 2% 0<r—5a<5 0<5—r—5b<5)
— <x7“—5ay5—7“+5a; 0 S r —5a S 5>

= (29750 <i <5).
A seguir, vamos apresentar mais algumas propriedades envolvendo o ideal 1, ., -

Proposicao 4.14 Seja I um bom ideal € ay,...,a, € N. Temos que

Ia17---,an =1 <:u£1L1 .- -ﬂi"%

em quel=a;+---+a,+ 1.

Demonstracao: Sejam aq,...,a, € N e considere um monomio w € I,, _,,. Entao,

n

w é miultiplo de em que m € G(I')YN Byy...a, com | = ay + -+ + a, + 1.

al a,ﬂ’
1 o .. n

Logo, wu{*...u% = gm, em que ¢ € M,. Assim, w € I' : (u{*...u%), uma vez
que wul' ... ptp = gmp € I', para qualquer polinémio p € Klxy,...,z,]. Portanto,
Logoan © 102 (it o pgm).

Para mostrar a outra inclusdo, considere um monémio w € I' : (u§* ... u%"), em que

ay+ -+ +a, =1 —1. Entao, wui' ... u% € I' e, consequentemente,

wpyt .yt = mg, (4.7)

em que m € G(I') e ¢ € M.
Como m € G(I') e I é um bom ideal, entdo m pertence a uma caixa By, ., tal que

i+ dby=l—1=a+--+a,.

63



Temos dois casos para analisar:
Caso 1: (a,...,a,) = (by,...,by).
Neste caso, m € By, q,-

Suponha que m = z{* ...z, Entao a;d; < a; < (a; + 1)d;, para todo i € {1,...,n}.

Assim, m = 28 ... 2% é miltiplo de x{*®* ... g = 9 o e, de (4.7), segue que
m m
= —— - ¢. Dessa forma, w ¢ miultiplo de ————, que ¢ um gerador minimal
an 1 Qn
e pet
de I,, . 4, €, portanto, w € I, . q,-
Caso 2: (ay,...,a,) # (by,...,by).
Neste caso, temos que a; < b;, para algum i € {1,...,n}, pois a3 + -+ + a, =

b1 + -- -+ b,. Suponha, sem perda de generalidade, que a; < b;.

Como m = z{"...z0" € DBy, . 4, entao bid; < «;, para todo i. Logo, mq =

9. x0nq é multiplo de 2" e, de (4.7), segue que wx{*® ...z é miltiplo de 2™
Como a; < by, entao x; deve aparecer na fatoracao de w elevado a um certo [y, de
maneira que 1 + dja; > dyby. Logo, 51 > dy(by — ay). Como by —ay > 1, entao By > d;.
Assim, como x}" aparece na fatoragao de w, com f; > dy, entao w é multiplo de :cih = 1.

Pela Proposicao 4.12, temos que py € G(1,... q,). Portanto, w € I, ... O

.....

Em particular, a ordem que usamos para comparar elementos de N é compativel com

a inclusao entre ideais como dados na Definicao 4.11.

Coroléario 4.15 Sejam I C Klzy,...,z,] um bom ideal e ay,...,a,,b1,...,b, € N tais

que (a1, ...,a,) < (b1,...,b,). Entdo Iy, . 4, C Iy .

n *

Demonstragao: Sejam ay,...,a,,b,...,b, € N tais que (a,...,a,) < (by,...,b,).
Entao, para todo i € {1,...,n}, existe ¢; € N tal que b; = a; + ¢;.
Dado m € I, .., a Proposi¢ao 4.14 nos garante que m € I' : (uf* ... u%), em que

l=a;+---+a,+1e, consequentemente, mu{' ... u € I'. Assim,

mpbt b = mp§rten L pleten e (s eV 1t C 1Y

.. n

emquel' =l+c4---+¢,=b+---+b,+1. Logo,m e I" : (ub* ... ub) e, novamente
pela Proposigao 4.14, temos que m € I, ;

n*

Portanto, Io, .4, € by, b, a
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O corolério acima nos da indicios de que deve haver um padrao para poténcias elevadas
de I, uma vez que o anel com o qual estamos trabalhando é noetheriano e, por este motivo,
cadeias ascendentes de ideais estabilizam.

Agora, vamos apresentar algumas defini¢oes puramente geométricas que vao nos au-

xiliar na obtencao do resultado desejado.
Definicao 4.16 Sejam ay,...,a, € N. Chamaremos de cones os conjuntos da forma
Cﬂ7_._7%7ak+17...7a7l = {(bl, . ,bn) - Nn; bl =day,... ,bk = ag, bk+1 Z Apy1y - - - ,bn Z Cbn}.

Usaremos notacao similar para qualquer configuracao de coordenadas fixas e nao fixas.

Além disso, dado um cone Cy, a,, 0 numero de coordenadas nao fixas, isto é,

sk Q15000

n — k, é chamado de dimensao e (ay,...,a,) é o seu vértice.
Exemplo 4.17 O cone Cy5; = {(2,e,1) € N?; e > 5} tem dimensao 1 e vértice (2,5, 1).

Definicao 4.18 Sejam a4,...,a, € N. Denotaremos por A,, ,, o conjunto formado

n

por todos os cones que satisfazem as seguintes condigoes:
(i) se (by,...,b,) é o vértice do cone, entao b; < a;, para todo 1 <i < n;

(ii) se b; = a;, entdo b; ndo é coordenada fixa e se b; < a;, entdo b; é coordenada fixa,

para todo 1 <17 < n.
Exemplo 4.19 Sejamn =2, a; =2 e ay = 1. Temos que
Az = {Cop,Co1,Ch0,Cr1, Cop, Can }.

A Figura 4.1 representa os seis cones de As;. Note que as linhas foram desenhadas,
apenas, para facilitar a compreensao. O numero de linhas ¢é igual a dimensao de cada

cone.
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Figura 4.1: Cones de A

Além disso, observe que todos os pontos de N? pertencem a algum dos seis cones de

Ay ;. Tal propriedade ¢ valida em geral, como mostra o lema a seguir.

Lema 4.20 Sejam aq,...,a, € N. Temos que os cones de A,,... 4, formam uma cober-

tura disjunta de N™.

Demonstracao: Primeiro, vamos mostrar que os cones de A,, _,,. formam uma co-
bertura de N™, ou seja, que todo ponto (di,...,d,) € N" pertence a algum cone de

Aah---,a

n*

Defina o cone Cy, . 4,, €m que

%, se dz < a;

o =
a;, se d; > a;,

comi € {1l,....n}.

Note que (dy,...,d,) € Cay...on € Cay.oom € Aay..an- Assim, os cones de A, a4,

formam uma cobertura de N”.

Agora, considere Cg, . 5,,Cs...y € Aay.. an, COM

b, se b; <a; Ci, se ¢ < a;
Bi = €% =
bi, se b; = ay, Ci, Se ¢ = Qjy,
isto é, cones com vértices (by,...,b,) e (c1,...,¢,), respectivamente. Além disso, consi-

dere os conjuntos I = {k;by = ax} e J = {k;cr = ax}.

Suponha que Cpg, g, # C,,.. . € que exista e = (e1,...,e,) € Cp, g, NC,

n 1y *

Assim, devemos ter
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er, = by < ay, para todo k ¢ I e e > by, = ay, para todo k € I,

er = ¢ < a, para todo k ¢ J e e, > ¢ = ay, para todo k € J.

Consequentemente, I = J. Logo, b, = ap = ¢, para todo k € I = J e by, = e, = ¢, para
todo k ¢ I = J. Portanto, Cj, . 5, = C,, . ~., 0 que contradiz nossa suposigao.
Dessa forma, concluimos que, se C, g, # Cyy .., €0tao Cg, 5 NC,, o = 0.

Portanto, A,, . ., ¢ uma cobertura disjunta de N". O

n

O teorema a seguir fornece uma generalizagao do lema anterior.

Teorema 4.21 Sejam um cone C' C N" de dimensao k e um ponto a € C'. E sempre
possivel decompor C' na uniao disjunta de uma quantidade finita de cones, em que um
cone tem dimensao k e vértice a e todos os outros cones tém dimensdo estritamente

menor.

Demonstragao: Sem perda de generalidade, vamos supor que C' = Cy, . vy i1, vm

a=(ay,...,a Vksi1,-..,0,) €C, em que a; > v;, para todo i € {1,...,k}.

Defina A/, como sendo o conjunto formado por todos os cones C, com

1yeeoy¥ksVk+15--+,Un
vértice (by, ..., bk, Vgy1,---,0,) € Cem que v; < b; < a; e
biv se bz < q;
X, = -
bi, Se bl = Qy,
para todo i € {1,...,k}.

Note que ¢’ C C, para todo C" € Al. Além disso, temos que
C'e A; & 0= (Ula s 7Un) + Cb1—v1,~~,bk—vk,9,~~797

em que Ch—py. bp—vp0..0 = {(€1,...,e0,...,0) € N* : (ey,...,ex) € C”, para al-

gum C” € Ay v ap—v,t- Como Cqy v, ap—v, ¢ 0 Unico cone de dimensdo k em

Aoy —vrap—vy> €ntao Cyp = (v1,...,Un) + Coy—vy.....ap—vp.0,..,0 € O Unico cone

Ak, Vk+1,--Vn
de dimensao k em A/ e tem vértice a = (ay, ..., ak, Vgi1y .-, Upn)-
1 1" _ : 3 :
O Lema 4.20 nos garante que C;, N C; = (), para quaisquer cones distintos de

Ay —ur....ap—vy,- Assim, temos que
1! 1!
CrnNCL, =0 & Cuo.0NCnyp,..0=10

A le-l-(vl7---77)1@)7%-‘-17---7@ N Cm2+(vl,---7vk),vk+17---,m - ®7
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isto é, C1 N CH = (), para quaisquer cones distintos de A’,.

Além disso, novamente pelo Lema 4.20, temos que

U C// _ Nk

C//EAa17v1,4.4,ak7vk
Logo,
) k
U Cm&_”,Q = {(nl, ey N, 0, . ,0), (nl, C ,nk) eN },
Cm,Q,H.,QEAal71}1,4.4,0‘]971%797---79
o que é equivalente a afirmar que
U Cblw-,bk,vkﬂ,nwj =C.

Cbl,.u,bk,vkle,m,meAg
Assim, temos o resultado.

|

Exemplo 4.22 Seja Cs7423 C N° um cone de dimensao 2 e considere (5,9,4,3,3) €
C574,23. Como a primeira, a terceira e a quinta coordenadas estao fixas, entao todos os
cones cuja uniao resulta em Cj 7423 serao da forma C57473. Assim, restam a segunda e
a quarta coordenadas, que identificaremos como pontos de N?| isto é, (7,2) para o cone
e (9,3) para o ponto. Subtraindo (7,2) dessas coordenadas, temos (0,0) e (2, 1), respec-
tivamente. Dessa forma, ¢ suficiente encontrar a decomposigao de N? considerando A 1,
que, segundo o Exemplo 4.19, nos da {Cyp, Co 1, C10, Ci1,Ca0,Caq}. Agora, somando
(7,2) aos vértices dos cones desse conjunto, obtemos {C7 2, C7 3, Cs 2, Cs 3, Co2,Cy3}. Por

fim, basta reinserir a primeira, a terceira e a quinta coordenadas, o que nos da

{C57423,C57.433, Cs8423,C58433,C50423, Cs9433}-

P=2E0)

Portanto, C5 7423 ¢ a uniao disjunta desses seis cones.
Agora, vamos conectar esses conceitos geométricos aos ideais monomiais.

Teorema 4.23 Seja I um bom ideal. Temos que existe um numero finito de cores com
as quais se pode pintar todos os pontos do conjunto N, de maneira que se (ai,...,a,) e
(by,...,b,) € N" tém a mesma cor, entio I, . a, = Ip, . b,. Além disso, o conjunto de

pontos pintados com uma mesma cor forma um cone.
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Demonstracao: Seja I um bom ideal. O Corolario 4.15 nos garante que, se (ag, ..., a,)

e (by,...,b,) € N" sao tais que (ai,...,a,) < (b1,...,b,), entao Io, a0, C Iy b,
Agora, note que existe um ponto (aq, ..., a,) € N tal que, se (b1,...,b,) > (a1, ...,a,),
entdo Iy, a, = Iy, »,. De fato, suponha que, para cada ponto (ay,...,a,) € N, exista

(by,...,b,) € N" tal que (ay,...,a,) < (by,...,bn) € Loy 0 S Loy b,

n

Assim, existe
uma cadeia ascendente de ideais que nunca estabiliza, o que é impossivel, uma vez que o
anel K[xy,...,z,] é noetheriano.

Considere o cone n-dimensional N e um ponto (ay, ..., a,) € N" nas condigdes acima.
Pelo Teorema 4.21, podemos decompor N na uniao finita e disjunta de cones de A,, . 4,,
em que apenas um cone tem dimensao n e vértice (aq,...,a,) e todos os outros tém
dimensao estritamente menor que n. O unico cone n-dimensional de Ay, 4, € Cq,.. . an
e, como acabamos de ver, podemos pintar todos os pontos deste cone com a mesma cor.
Dessa forma, resta uma quantidade finita de cones com dimensao maxima n — 1 para
serem pintados.

Fazemos novamente esse processo, agora com os cones de dimensao n — 1, e assim por
diante, baixando a dimensao maxima em uma unidade a cada etapa do procedimento.

Como esse processo é finito, obteremos, no final, uma quantidade finita de cores com as

quais pintamos todos os pontos de N". O

Assim, temos que, para cada bom ideal I, existe um esquema de cores conforme
descrito no teorema acima, e cada esquema de cores representa uma uniao finita e disjunta
de cones. Além disso, tal esquema de cores nao é unico, pois depende da escolha do ponto

(ay,...,a,) em cada etapa do processo, o que ficard mais claro no exemplo a seguir.

Exemplo 4.24 Seja I o bom ideal descrito no Exemplo 4.13. Podemos escolher (aq, as) =
(1,1), j& que Iy, p, = I1 1, para todos by, by > 1. Assim, N? é a unido disjunta dos cones
C11,Co,1,Ch e Cpp. Agora, considere o cone Cp;. Sabemos que Iy, = o2, para todo
b > 2. Logo, podemos considerar a decomposi¢ao de Cp; com relacao a (0,2) e, entdo,
Co,1 ¢ a uniao disjunta dos cones Cpo e Cp ;1. Procedendo de maneira analoga, temos que
Ci ¢ a uniao disjunta de Cy4 e C1p. O resultado desse procedimento aparece na letra

(a) da Figura 4.2.
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Alternativamente, poderfamos escolher, para o mesmo ideal I, o ponto (aj,as) =
(0,2), o que forneceria que N? é unido disjunta de Cp,Cp; € Cpo. Decompondo Cp;
com relacao a (1,1), temos que Cp; é a unido disjunta de Cy; e Cp;. Decompondo
Co,o com relacao a (2,0), temos que Cpp é a unido disjunta de Cop,Cig € Cypo. Esse

procedimento fornece o esquema de cores que aparece em (b) da Figura 4.2.

3 3
K ] o [ 4 @ ® e
1() @ O O 10 @ L ®
W ¢ . . W ¢ ® .
(a) Esquema de cores 1 (b) Esquema de cores 2

Figura 4.2: Esquemas de cores relacionados ao ideal I = (x°,9°, zy*, z'y)

Definigao 4.25 Sejam I C Klzy,...,z,] um bom ideal e considere F um esquema de

cores, conforme descrito no Teorema 4.23. Denotaremos

L =maz{a + -+ a,; (a1,...,a,) é vértice de algum cone de E}.

Uma vez identificado L, sabemos exatamente como se comportam todas as poténcias
de I a partir de X!, uma vez que conhecemos o esquema de cores. Por exemplo, no
esquema dado em (a) da Figura 4.2, temos que L = 2. Assim, todas as poténcias de [
a partir de I consistem em um ponto verde (ponto de Cyp), um ponto vermelho (ponto
de Cy2) e vérios pontos azuis (pontos de C;), e sabemos onde cada um deles estd
localizado. Note, ainda, que L depende do esquema de cores considerado. No entanto,
uma vez identificado um esquema de cores, podemos trabalhar com o valor de L fornecido
por este esquema. O que importa é que existe um padrao para poténcias elevadas de I,
e essa ¢ a chave para calcularmos, por meio do Teorema 4.27, o fecho de Ratliff-Rush de

1. Mas, para isso, vamos precisar do seguinte lema.
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Lema 4.26 Sejam I C Klxq,...,x,] um bom ideal e Q € N. Entdo existe L(Q) € N
tal que para todo | > L(Q) temos o sequinte: para cada gerador minimal m de I', existe

i€ {l,...,n} tal que m = m'u2, em que m’' € um gerador minimal de I'~2.

Demonstracao: Para Q = 0, nada ha que fazer.
Sejam Q > 0, L o nimero natural descrito na Definigdo 4.25, L(Q) = L + nQ —
n+2, 1> L(Q) e m um gerador minimal de I'. Como I é um bom ideal, temos que

byemque by +...4+b,=1—1>L(Q)—1=L+nQ —n+ 1. Entao,

-----

L<bi+...4b,—nQ+n.

Temos que (by,...,b,) pertence a algum cone do esquema de cores. Vamos assumir
que (ay,...,a,) seja o vértice desse cone. Desse modo, b; > a;, para todo i € {1,...,n}.
Note que existe i € {1,...,n} tal que (by,...,bi—1,b; — Q,b;y1,...,b,) pertence ao
mesmo cone que (by,...,b,), pois, caso contrério, terifamos b; — Q < a; — 1, para todo

i € {l,...,n}, o que nos levaria & seguinte contradigao:
L<b+...+b,—mO+n<a+...+a, <L.
Assim, existe ¢ tal que b; — Q > a;. Vamos supor, sem perda de generalidade, que
i = 1, o que significa que (by,...,b,) e (b — Q,ba,...,b,) estdo no mesmo cone. Pelo

Teorema 4.23, suas cores sao iguais e, consequentemente, Iy, . = Ip,— Qb b-

Temos que

G(1p,,..b,)

1111

I
—N
=

<
T
3
m
Q
~
D)
&

bn},emquel:bl—k...—i-bn—i—le

G(Iy,— Qs pn) = {,ublg—’ m' € G(I"9)n Bblgb%m,bn}, em que
1 ..

Z;Ln
[ —Q=b—Q+0by+...+b, +1.

Como os dois conjuntos acima devem ser iguais, temos que

m B m’ T
b ) = :
GRS Py 1S u Ui
Portanto, m = m/ug, em que m’ € G(I'-9). O
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4.2 O calculo do fecho de Ratliff-Rush de bons ideais

Considere a sequéncia de caixas By, o, Bio...0, B20,..0,--- € seja By 0.0 a caixa
que estabiliza essa sequéncia, isto ¢, se t > ¢, entao I, .o = I 0.0 De maneira
analoga, considerando sequéncias de caixas ao longo dos outros eixos de coordenadas,
obtemos qa, g3, - . ., Gn- Se€ja ¢ = max{q, ..., qn}-

O teorema a seguir fornece uma maneira de calcularmos o fecho de Ratliff-Rush de

bons ideais.

Teorema 4.27 Seja I um bom ideal e q; € N o valor que estabiliza a cadeia de ideais
Iovo © Tonn0 S oo € Iogio © oo, para cada i € {1,...,n}. Entio I =

gooogdygeay

101,00 M ogs 0N e N o, 0,
Demonstragao: Considere ¢ = max{q,...,q,} e seja | > q. Mostremos que
I T =T 00 M logoe0 N oo N o0,

Para mostrar que I'™' : I' C I, 0. 0N Iog. 0N ...N 1y 04, vamos mostrar que
IV [V C I, 0. 0. As outras inclusdes seguem de maneira andloga.

Como p; € G(I), entao (u}) C I'. Logo, I'*t . I' C 'L : (ub). Assim, é suficiente
mostrar que I : (u) C I, 0. 0-

Pela Proposigao 4.14, I'** @ (il) = I;o. 0. Mas, l1o..0 = Iy 0.0, uma vez que
[ >q>q. Assim, temos que '™ : " C 1, o 0.

Para a outra inclusao, considere L como descrito na Definicao 4.25 e um monomio
m € Ig0..0M log,...0N-..N1o 04, A semelhanca do processo utilizado no Lema 4.26,
considere [ > L(q) = L +nqg —n + 2.

Mostremos que mm; € I, para todo m; € I'.

Note que ¢é suficiente tomar m; € G(I'). Assim, o mesmo Lema 4.26 garante que
my = my_qp,

em que m;_, € G(I'""%) ei € {1,...,n}. Além disso, u!" % € 197% m;_, € I'"9 ¢, como

m pertence, em particular, a Iy _o4.0..0= 1% : (uk), entdo mu¥ € 1%+, Assim,
mmy = mpd pd"%my_, € 194170 = [
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Portanto, [H_l : Il =14 ,0,...,0 N [O,qz,...,O MN...N IO,...,O,qn~ O

O teorema acima nos fornece, finalmente, uma maneira de calcular o fecho de Ratliff-
Rush de bons ideais. No entanto, ainda nao sabemos como calcular os ideais Iy ¢4.0,..0-
Considerando 7 = 1, uma vez que os outros casos sao analogos, o que temos, até o
momento, é que ;o o = I'™ : (i), mas ainda nao sabemos para qual valor de t a
sequéncia de ideais estabiliza e, além disso, o calculo deste ideal pode ser bem complicado,
dependendo do valor de t.

As proposicoes a seguir nos permitirao mostrar que o processo nao ¢é tao complicado

quanto parece.

Proposigao 4.28 Se I é um bom ideal, entao ;1100 = (L10..0- 1) : (p1), para todo
t>0.

Demonstracao: Considere um monomiom € Iy, . Entdo, existem my = 7" ... 20" €
G(I) e my =2 .. 2P € G(I'M) tais que

mamg  af TP gon i

m = =
t+1 t+1
M1 My

Como m € M, entdao di(t + 1) < aj + f;. Além disso, a; < di, uma vez que
my € G(I). Portanto, di(t + 1) < a1 + 81 < dy + b1, ou seja, dit < [ e, dessa forma,

ma ma ~ Mo
— € M,. Como — - puf = my € I'™ entdo — € I'*" : (4}) = ILo.0 Logo,

14 7 7

m € (It,07.._70 . I) . <[,61>
Por outro lado, seja m € (Lo o 1) : (p1). Entdo, muy € Ly o- 1. Assim, existem

m
mondmios m; € G(I*T1) e my € G(I) tais que m = t—+12 Portanto, m € I**2 : (i) =
Hy

Tit1p,..0- .

Uma outra caracteriza¢ao de Iiy1.. o ¢ dada abaixo.

Proposicao 4.29 Se I ¢ um bom ideal, entao

fm

I —(—I I ny.
t+1,0,...,0 <mdc(fm, ,Ul)’f € G(lp..0),m € G( )>
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Demonstracao: A proposicao anterior e as propriedades das operacoes com ideais

monomiais ja vistas garantem que

Livio.0o = (Lio..0-1): (1)
= (fm;f € G, .0),meG)): (1)

- | um |

= > ({fm):{m)

- 5 CGuatre)

fm
<m’ f€G(Lio,.0)m € G(])> '

|

Para a préxima proposigao, dado m € M, denotaremos por deg,,(m) o expoente ao

qual estd elevada a variavel z; em m.

Proposicao 4.30 Se I é um bom ideal, entao
fm .
It+1,0,---,0 = H—, f < G(It707..,70),m - G(I), deg%(fm) < di,V’L = 2, o, ).
1

Demonstracao: Sejam f € G(I;g.. o) e m € G(I). Considere fm = z{'---x2". Note
m it aln

que, se a; > d; para algum 2 <17 < n, entao / =L - é multiplo de p;.
mde(fm, py) me{al,dl}

A Proposicao 4.12 nos dé que p; € G(Ii410,.0), entdo todos os mondmios geradores de

Ii11 0,0 multiplos de p; podem ser eliminados do conjunto gerador. Como consequeéncia,

podemos escrever

I _ [ Im
t4+1,0,..,0 = mde( frm )

Além disso, a Proposigao 4.14 garante que fu! € I'*1. Logo, o' -+ - 2% pul = fulm €

i f€Glio,..0),me G(I),deg,,(fm) < d;,Vi=2,... ,n> :

I**2. Como «; < d;, para todo 2 < i < n, entdo devemos ter a; > d, pois, caso

contrario, terfamos td; < tdy + oy < tdy + d; e, assim, fuim pertenceria a uma caixa

74



cujas coordenadas somam, no maximo, t. Isto é um absurdo, pois, como fuim € I**2
entdo fuim é miltiplo de algum gerador minimal g de I**2. Como I é um bom ideal,
entao g € Bq,... a,, €m que a; + - -+ + a, = t + 1. Dessa forma, fuim pertence a uma

caixa cujas coordenadas somam, no minimo, ¢ + 1.

. d min{ai,d min{ag,0 mind{an,0
Assim, mdc(fm, ) = mde(x$t -+ a2 2ft) = xf {ea 1}I2 fa2 0 L ginton O}
2Py 2% =y e, portanto, temos o resultado. a

Como consequéncia dos resultados anteriores, temos como reconhecer quando a sequéncia

0C...C Lo o0 C...estabiliza.

Corolario 4.31 Se I é um bom ideal e I,y o = Ii+10,..0, entao Ixo.. .o = Iipo..0, para

todo k > t.

Demonstracao: Este corolario é uma consequéncia imediata da Proposicao 4.28. Va-
mos prova-lo por indugao sobre k — t.

Se k —t =1, entao o resultado é imediato.

Agora, suponha que Iy o = Ix—10,.0-

Pela Proposicao 4.28, temos que Iy o= (lx—10,..0- 1) : (i1). Logo,

[k,o,...,o = (kal,o,...,o : I) : <,u1> = (It,o,...,o : I) : <,U1> = It+1,0,...,0 = [t,o,...,o-
O

Assim, para determinar o fecho de Ratliff-Rush I de um bom ideal, nos resta identi-
ficar 1o . o = l141,0,..0, para algum t.

Suponha que ja tenhamos calculado Ly o € Iry10..0. Sejam Ey := G(lio,. o) €

A Proposicao 4.28 e algumas propriedades relacionadas a operacées com ideais mo-

nomiais ja vistas nos garantem que

[t+2,0,...,0 =



= (Lo..0 1)t (pa) + ((Feqa) - 1) = ()

= Lip10,..0+ ((Fig) - 1) 2 ().

Assim, temos que Fyyo C ((Fyq1) - I) : (11). Portanto, para calcularmos Fi, o, preci-
samos calcular os geradores minimais de ((Fy1) - I) : (u1) e descartar os monémios que
estao em ;110 0.

Note que a Proposigao 4.30 nos garante que, na hora de calcularmos (Fi;1) - I, po-
demos descartar os produtos cujo expoente de x; for maior ou igual a d;, para algum
i €42,...,n}. Além disso, podemos excluir p;, para todo i € {1,...,n}, de todos os
conjuntos, uma vez que isso nao afeta o procedimento. Dessa forma, podemos substituir
G(I) por P(I) := G(I)\{u1,.-.,pn} em todas as etapas do processo e, por fim, incluir
as esquinas novamente.

Assim, o algoritmo para encontrar Iy, o paraum bom ideal I é definido da seguinte
forma:

Dado G(I), defina
j:O’ E_1=‘Z) (S F():P([)
Enquanto tivermos Fj # 0), faca:

Ej = Ej_1UF}';

H; = ((Fy)-(P(D))) : {ui);
Finn = G(Hj)\(E)).

Se Fjy1 # (), repita o processo acima para encontrar I} o.

Se Fjy1 = (), entdo temos

Lo, o0 = (15 s pin) + ().
Vamos ilustrar o algoritmo acima nos bons ideais apresentados neste capitulo.

Exemplo 4.32 Seja o bom ideal I = (23,43, 23, 2?y?2?) considerado no Exemplo 4.5.

Aplicando o algoritmo acima para I, oo, comegamos com F_; = () e Fy = P(I) =
{x%y?22}.
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No primeiro passo do algoritmo, obtemos:
Ey=P(I) = {2**2"};
Hy = 0;
F = 0.

Portanto, temos que ¢1 = 0 e Ipoo = (i1, pa, pi3) + (Fo) = (23,93, 23) + (2*y?2?) = I.

Por simetria, obtemos que ¢s = g3 = 0 e, pelo Teorema 4.27, temos
I'=1To00MlopoMNlooo=1.

Portanto, I é um ideal Ratliff-Rush.

Exemplo 4.33 Consideremos, agora, o bom ideal I = (z° 45 25 zyz*) analisado no

Exemplo 4.8.
O algoritmo anterior para I, 0 nos dé, inicialmente, E_; = () e Fy = P(I) = {zyz*}.
Ja no primeiro passo, obtemos
Eo=P(I) = {zy='};
Hy = 0;
Fl — (b
Assim, g1 =0 e lyoo = (2°,9°, 2°) + (zyz*) = 1.
Por simetria, obtemos ¢y = 0.

Como I I = Iy 00MN Lo,g0 N 1o, =1 NI N Iogg C I, segue que =1, istoé ¢
um ideal Ratliff-Rush.

Exemplo 4.34 Retomemos o ideal I = (2°,9°, xy*, x'y) considerado no Exemplo 4.13.
Vamos aplicar o algoritmo para determinar I, o.
Iniciamos com F_; =0 e Fy = P(I) = {zy*, z*y}.

Na primeira iteracao do algoritmo, obtemos
Ey=P(I) = {xy* 2"y}
Hy = (2°y%);

F = {x3y2}.



No segundo passo, encontramos
By = {xy' 2y, %y}
Hy = (&%, 2%%);

F = {x2y3}.

Ey = {ay',a'y, 2%y 2y}
Hy = <$?J4>5
F3 - (Z)
Por simetria, finalizamos o algoritmo com
q1 = @2 = 2 e
IQ,O = ]0,2 = <l’5, :LAyv $3927 IQ?/Sa xy47 y5> =1 + <l’3y2, $2y3>'

Utilizando o isomorfismo de semigrupos &, temos a representacao geométrica que

aparece na Figura 4.3. Note que, pelo Corolario 3.26, temos que I=T.

st e o o o o o % e o o o o @
e o o o o o o s © o o o o o
3 .« o e e o e 3 e o o o o o
~
3 5 L L @ 3 ] ® ® L] O
N
: e e e : e o o @
N
: o e e : e o o
\\
0 il 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 [
(a) Conjunto expoente de I (b) Conjunto expoente de T

Figura 4.3: Fecho de Ratliff-Rush de um bom ideal

Exemplo 4.35 Para finalizar, vamos considerar o bom ideal I = (z7,y", x%y?, 2%y°).

Aplicando o algoritmo para I, o, temos E_; = 0 e Fy = P(I) = {z°y?, 2?y°}.
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No primeiro passo do algoritmo, temos

Ey=P(I) = {2°y* 2*°}

Hy = (2%y");
o= {2%y*}.
Na segunda etapa, obtemos
By = {2°y% 2%, 2%y}
H = (x)°);
F, = {2y}
Na terceira etapa, temos
By = {a®2 %0, %yt ayd);
H, = 0
F; = 0.

Assim, temos que
@ =2e o= (a",y") + (2°y* 2%y’ 2°y", ayf) = I + (2%y*, 2y°).
Por simetria, segue que
@2 =2e Iop = (z",y") + (2 2%y, 2"y®, 2%) = T + 2"y’ 2°).
Assim, temos que
I=(I+ (@y*,2y®) N (1 + (@'y®,2%)) = T + (a'y?).
Observando a Figura 4.4, temos:

I =

N
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Figura 4.4: I C IcIcVI

Assim, neste caso, obtemos

IclicIcVI.
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