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(Mestrado)

Marisa Martinez Tarran

O FECHO DE RATLIFF-RUSH DE IDEAIS

MONOMIAIS

Maringá - PR
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por terem me fornecido a base necessária para ingressar no mestrado. Aos familiares e

amigos, pelo apoio e pelas palavras de incentivo. À CAPES, pelo apoio financeiro.
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Resumo

O objetivo principal, neste trabalho, é calcular o fecho de Ratliff-Rush de uma classe

espećıfica de ideais monomiais no anel de polinômios K[x1, . . . , xn], em que K é um corpo,

utilizando, para isso, um algoritmo definido por Gasanova em [G].

Palavras-chave: anéis de polinômios, ideais monomiais, fecho de Ratliff-Rush.
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Abstract

The main goal, in this work, is to compute the Ratliff-Rush closure of a specific class

of monomial ideals in the polynomial ring K[x1, . . . , xn], where K is a field, using an

algorithm presented by Gasanova in [G].

Keywords: polynomial rings, monomial ideals, Ratliff-Rush closure.
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Introdução

Em 1978, Ratliff e Rush mostraram, em [RR], que o ideal

Ĩ =
⋃
n∈N∗

(In+1 : In),

em que I é um ideal regular em um anel noetheriano R comutativo com unidade, é o

maior ideal próprio de R (com respeito à inclusão) tal que (Ĩ)
n

= In, para todo n ∈ N∗

suficientemente grande. Este ideal é conhecido como fecho de Ratliff-Rush de I e foi

estudado por alguns autores desde então.

O nosso objetivo, neste trabalho, é estudar tal operação em um contexto mais es-

pećıfico: o dos ideais monomiais em anéis de polinômios K[x1, . . . , xn], em que K é um

corpo. Até este momento, não conhecemos um método sistemático para determinar o

fecho de Ratliff-Rush para qualquer ideal monomial. Assim, vamos apresentar um algo-

ritmo, definido em 2019 por Gasanova em [G], para calculá-lo em uma classe espećıfica de

ideais monomiais do anel K[x1, . . . , xn]. Tal algoritmo, por sua vez, é uma generalização

do que foi apresentado em [A], em que o autor descreve um método para calcular o fecho

de Ratliff-Rush de ideais monomiais em K[x1, x2] da forma I = 〈xa1, xb2,m1, . . . ,mr〉, em

que todos os geradores mi pertencem ao fecho integral do ideal 〈xa1, xb2〉.

O ideal Ĩ, por definição, envolve outras operações de ideais e, por este motivo, vamos

apresentá-las ao longo do texto. Vale ressaltar que todos os anéis considerados neste

trabalho são comutativos com unidade.

No caṕıtulo 1, vamos considerar um anel qualquer comutativo com unidade e apresen-

tar as operações de ideais: soma, produto, intersecção, quociente, radical, e fecho integral.

Além disso, vamos apresentar algumas das principais propriedades dessas operações.
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No caṕıtulo 2, vamos especificar o anel com o qual trabalharemos, isto é, o anel

de polinômios K[x1, . . . , xn], bem como apresentar os ideais que serão o foco de todo o

estudo: os ideais monomiais.

No caṕıtulo 3, vamos retomar as operações apresentadas no caṕıtulo 1, mas, desta vez,

no contexto dos ideais monomiais e mostraremos como calcular cada uma delas, o que

pode se tornar mais simples com a ajuda de representações geométricas. Vamos mostrar,

também, que cada uma dessas operações aplicadas em ideais monomiais resultam em

ideais monomiais.

O caṕıtulo 4 é dedicado ao fecho de Ratliff-Rush dos ideais monomiais. Começaremos

definindo o que foi chamado, em [G], de bom ideal e, no final, apresentaremos o algoritmo

que nos permitirá calcular o fecho de Ratliff-Rush deste tipo de ideal.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

O objetivo deste caṕıtulo é apresentar as notações e reunir resultados básicos sobre

ideais que serão utilizados. Neste primeiro momento, não vamos particularizar o tipo

de anel com o qual trabalharemos, pois os resultados apresentados são válidos para

quaisquer anéis comutativos com unidade, bem como para quaisquer de seus ideais. O

caṕıtulo será inteiramente dedicado a explorar operações com ideais, bem como suas

principais propriedades.

1.1 Operações básicas com ideais

No que segue, (R,+, ·) denota um anel comutativo com elemento neutro 0 e com

unidade 1.

Embora abordadas em cursos básicos de Teoria de anéis, optamos por apresentar

as operações comuns realizadas com ideais e suas principais propriedades para que o

trabalho se torne o mais autocontido posśıvel e para maior comodidade do leitor.

Inicialmente, vamos apresentar algumas operações básicas que se pode efetuar com

ideais quaisquer de um anel: soma, produto, intersecção, quociente e radical.

Proposição 1.1 Sejam I, J ideais de um anel R. Então:
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(i) I + J = {r ∈ R; r = i+ j, i ∈ I, j ∈ J};

(ii) I ∩ J = {r ∈ R; r ∈ I, r ∈ J};

(iii) IJ = {r ∈ R; r =
∑
finita

ij, i ∈ I, j ∈ J};

(iv) I : J = {r ∈ R; rj ∈ I, ∀j ∈ J},

são ideais de R.

Demonstração: Segue facilmente da definição de ideal e das operações dadas. 2

Observação 1.2 O produto de ideais se expressa de modo mais simples quando um dos

ideais é principal. De fato, temos que 〈r〉I = {ri; i ∈ I} e 〈r〉〈s〉 = 〈rs〉. Neste caso, o

ideal 〈r〉I será também denotado por rI.

As operações introduzidas anteriormente satisfazem várias propriedades imediatas,

como, por exemplo,

I + (J +K) = (I + J) +K, I + 0 = I, I + J = J + I,

I(JK) = (IJ)K, RI = I, IJ = JI, (1.1)

para quaisquer ideais I, J e K de R, em que 0 denota o ideal nulo.

Além destas propriedades, reunimos algumas outras para futuras referências.

Proposição 1.3 Sejam I, J,K ideais de um anel R. Então:

(i) (I ∩K) + (J ∩K) ⊆ (I + J) ∩K;

(ii) (I : K) + (J : K) ⊆ (I + J) : K;

(iii) I : (J +K) = (I : J) ∩ (I : K);

(iv) I(J +K) = IJ + IK.
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Demonstração: (i) Seja a ∈ (I ∩K) + (J ∩K). Então a = r1 + r2, com r1 ∈ I ∩K e

r2 ∈ J ∩K. Como I ∩K ⊆ I,K e J ∩K ⊆ J,K, então a = r1 + r2 ∈ (I + J) ∩K.

(ii) Seja a ∈ (I : K) + (J : K). Então a = r1 + r2, com r1 ∈ (I : K) e r2 ∈ (J : K).

Logo, r1k ∈ I e r2k ∈ J , para todo k ∈ K. Assim, ak = (r1 + r2)k = r1k + r2k ∈ I + J ,

para todo k ∈ K. Portanto, a ∈ (I + J) : K.

(iii) Seja a ∈ I : (J +K). Então a(j+k) ∈ I, para todo j ∈ J e para todo k ∈ K. Em

particular, aj ∈ I, para todo j ∈ J , já que 0 ∈ K. Da mesma forma, ak ∈ I, para todo

k ∈ K. Assim, a ∈ (I : J) ∩ (I : K). Por outro lado, seja a ∈ (I : J) ∩ (I : K). Então

aj ∈ I, para todo j ∈ J e ak ∈ I, para todo k ∈ K. Logo, a(j + k) = aj + ak ∈ I, para

todo j ∈ J e para todo k ∈ K. Portanto, a ∈ I : (J +K).

(iv) Seja a ∈ I(J + K). Então a =

p∑
l=1

il(jl + kl) =

p∑
l=1

iljl +

p∑
l=1

ilkl, em que

p ∈ N, il ∈ I, jl ∈ J, kl ∈ K, para todo l ∈ {1, . . . , p}. Logo, a ∈ IJ + IK. Por

outro lado, seja a ∈ IJ + IK. Então, a =
m∑
l=1

iljl +
n∑

l=m+1

ilkl =
n∑
l=1

il(jl + kl), em que

m,n ∈ N, il ∈ I, jl ∈ J, kl ∈ K para todo 1 ≤ l ≤ n, de modo que jl = 0 para l > m e

kl = 0 para l ≤ m. Portanto a ∈ I(J +K). 2

Se I(R) denota o conjunto de todos os ideais de um anel R, então as propriedades

em (1.1) e o item (iv) da proposição anterior nos dão que (I(R),+, ·) é um semianel.

O radical de um ideal I em um anel R é o conjunto

√
I = {r ∈ R; rn ∈ I, para algum n ∈ N∗}.

Observe que sempre temos a inclusão I ⊆
√
I. De fato, se a ∈ I, então am ∈ I, para

todo m ∈ N∗, isto é, a ∈
√
I.

Caso também ocorra a inclusão
√
I ⊆ I, então teremos I =

√
I e, neste caso, I é

chamado de ideal radical.

Proposição 1.4 Seja I um ideal de um anel R. Então
√
I é um ideal radical.

Demonstração: Primeiro, vamos mostrar que
√
I é um ideal.

Temos que
√
I 6= ∅, pois

√
I ⊇ I.

Agora, sejam a, b ∈
√
I e r ∈ R. Assim, am, bn ∈ I, para certos m,n ∈ N∗. Seja

t = m+ n+ 1 e note que
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(a+ b)t = at + c1a
t−1b+ · · ·+ ct−1ab

t−1 + bt,

em que ci =
(
t
i

)
.

Em cada termo da expansão acima aparece um produto da forma aibj, em que i > m

ou j > n. De fato, suponha que i ≤ m e j ≤ n. Então t = i+ j ≤ m+n < m+n+1 = t,

o que é um absurdo. Assim, nos termos em que i > m, temos que ai ∈ I, pois am ∈ I, e

nos termos em que j > n, temos que bj ∈ I, pois bn ∈ I. Dessa forma, todos os termos

da expansão pertecem a I e, consequentemente, (a + b)t = (a + b)m+n+1 ∈ I. Logo,

a+ b ∈
√
I.

Além disso, (ar)m = amrm ∈ I. Logo ar ∈
√
I.

Dessa forma, fica provado que
√
I é um ideal de R.

Finalmente, vamos mostrar que
√
I é um ideal radical. Para isso, basta mostrar que√√

I ⊂
√
I, uma vez que a inclusão contrária é óbvia.

Veja que se a ∈
√√

I, então am ∈
√
I, para algum m ∈ N∗. Assim, (am)n = amn ∈ I,

para certos m,n ∈ N∗. Isto nos dá que a ∈
√
I.

Assim,
√
I =

√√
I e, portanto,

√
I é um ideal radical. 2

Embora um conceito básico, lembremos que um ideal I é chamado de ideal primo se

para todo produto de elementos de R que está em I, temos que ao menos um dos fatores

está em I, ou seja, se ab ∈ I, então a ∈ I ou b ∈ I.

Proposição 1.5 Todo ideal primo é um ideal radical.

Demonstração: Seja I um ideal primo. Como vimos, é suficiente mostrar que
√
I ⊆ I.

Tome a ∈
√
I. Então an ∈ I, para algum n ∈ N∗.

Se n = 1, então a ∈ I.

Se n > 1 e an = aan−1 ∈ I, então, como I é ideal primo, segue que a ∈ I ou an−1 ∈ I.

Caso an−1 ∈ I, procedemos indutivamente e conclúımos que a ∈ I.

Assim, I =
√
I e, portanto, I é um ideal radical. 2

Algumas propriedades do radical de um ideal são apresentadas na próxima proposição.

Proposição 1.6 Sejam I, J ideais de um anel R. Temos:
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(i) I ⊆ J ⇒
√
I ⊆
√
J ;

(ii)
√
Im =

√
I;

(iii)
√
I ∩
√
J =

√√
I ∩
√
J .

Demonstração: (i) Seja a ∈
√
I. Temos que an ∈ I ⊆ J , para algum n ∈ N∗. Logo,

a ∈
√
J .

(ii) Como Im ⊆ I, então, de (i) segue que
√
Im ⊆

√
I. Por outro lado, seja a ∈

√
I.

Segue que an ∈ I, para algum n ∈ N∗. Logo, anm = (an)m ∈ Im. Assim, a ∈
√
Im.

(iii) A primeira inclusão é óbvia. Para a segunda inclusão, tome a ∈
√√

I ∩
√
J .

Então an ∈
√
I ∩
√
J , para algum n ∈ N∗. Logo, ank = (an)k ∈ I, para algum k ∈ N∗ e

anq = (an)q ∈ J , para algum q ∈ N∗. Portanto, a ∈
√
I ∩
√
J . 2

1.2 Fecho integral de um ideal

Além das operações apresentadas anteriormente, vamos considerar, neste trabalho, o

conceito de fecho integral de um ideal.

Seja I um ideal de um anel R. Um elemento r ∈ R é dito integral sobre I, se existirem

n ∈ N∗ e ai ∈ I i, em que i ∈ {1, . . . , n}, tais que

rn + a1r
n−1 + a2r

n−2 + · · ·+ an−1r + an = 0.

A equação acima é chamada equação de dependência integral de r sobre I de grau n.

O conjunto de todos os elementos do anel R que são integrais sobre I é chamado fecho

integral de I e denotado por I.

Exemplo 1.7 Sejam R um anel e b, c ∈ R. Tome o ideal 〈b2, c2〉 e veja que bc ∈ 〈b2, c2〉.

De fato, basta considerar n = 2, a1 = 0 ∈ 〈b2, c2〉 e a2 = −b2c2 ∈ 〈b2, c2〉2. Esses valores

fornecem uma equação de dependência integral de bc sobre 〈b2, c2〉.
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Na seção anterior, vimos que um ideal está sempre contido em seu radical. O mesmo

vale para o fecho integral, ou seja, I ⊆ I. De fato, seja r ∈ I. Considere n = 1 e a1 = −r.

Isso nos dá uma equação de dependência integral de r sobre I e, portanto, r ∈ I.

Quando também ocorrer a inclusão I ⊆ I, teremos I = I e, então, I será chamado

integralmente fechado.

Proposição 1.8 Sejam I, J ideais de um anel R. Então:

(i) I ⊆ J ⇒ I ⊆ J ;

(ii) I ⊆
√
I;

(iii)
√

0 ⊆ I;

(iv) I =
√
I ⇒ I = I (todo ideal radical é integralmente fechado);

(v) I = I e J = J ⇒ I ∩ J = I ∩ J (a intersecção de ideais integralmente fechados é

integralmente fechada).

Demonstração: (i) Seja r ∈ I. Então rn + a1r
n−1 + · · ·+ an−1r + an = 0, para algum

n ∈ N∗ e ai ∈ I i. Como I ⊆ J , segue que I i ⊆ J i. Assim, ai ∈ J i e a equação acima é

uma equação de dependência integral de r sobre J . Portanto, r ∈ J .

(ii) Seja r ∈ I. Então rn+a1r
n−1 + · · ·+an−1r+an = 0, para algum n ∈ N∗ e ai ∈ I i.

Logo, rn = −a1rn−1 − · · · − an−1r − an ∈ 〈a1, . . . , an〉 ⊆ I. Portanto, r ∈
√
I.

(iii) Seja r ∈
√

0. Então rn = 0, para algum n ∈ N∗. Mas esta é uma equação de

dependência integral de r sobre I, com ai = 0 ∈ I i. Portanto, r ∈ I.

(iv) A inclusão I ⊂ I é óbvia e a outra inclusão segue diretamente de ii).

(v) A inclusão I ∩ J ⊂ I ∩ J é óbvia. Para a outra inclusão, tome r ∈ I ∩ J . Então,

rn + a1r
n−1 + · · ·+ an−1r+ an = 0, para algum n ∈ N∗ e ai ∈ (I ∩ J)i. Mas, I ∩ J ⊆ I, J ,

então (I ∩ J)i ⊆ I i, J i. Assim, ai ∈ I i ∩ J i e, consequentemente, r ∈ I ∩ J . Como, por

hipótese, I = I e J = J , segue que r ∈ I ∩ J . 2

Até aqui, a única maneira que temos para verificar quando um elemento pertence ou

não ao fecho integral de um determinado ideal é encontrando uma equação de dependência

integral. Vamos, por meio do lema seguinte, expressar essa situação de outra forma.
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Lema 1.9 Sejam R um anel, I um ideal de R e r ∈ R. Temos que r ∈ I se, e somente

se, existe n ∈ N∗ tal que (I + 〈r〉)n = I(I + 〈r〉)n−1.

Demonstração: Suponha que r ∈ I. Mostremos que (I + 〈r〉)n = I(I + 〈r〉)n−1.

Veja que, por meio da expansão do binômio de Newton e utilizando o item (iv) da

Proposição 1.3 generalizado para n parcelas, temos que

I(I + 〈r〉)n−1 = I(〈r〉n−1 + I〈r〉n−2 + · · ·+ I i−1〈r〉n−i + · · ·+ In−1)

= I〈r〉n−1 + I2〈r〉n−2 + · · ·+ I i〈r〉n−i + · · ·+ In

e

(I + 〈r〉)n = 〈r〉n + I〈r〉n−1 + I2〈r〉n−2 + · · ·+ I i〈r〉n−i + · · ·+ In. (1.2)

Note que os coeficientes inteiros que aparecem nas parcelas das expansões acima são

irrelevantes e, por isso, foram omitidos.

Observando as igualdades acima, fica evidente que I(I + 〈r〉)n−1 ⊆ (I + 〈r〉)n.

Para a outra inclusão, basta mostrar que 〈r〉n ⊆ I(I + 〈r〉)n−1.

Por hipótese, r ∈ I. Então, temos que existem n ∈ N∗ e ai ∈ I i, em que i ∈ {1, . . . , n},

tais que rn + a1r
n−1 + · · · + air

n−i + · · · + an−1r + an = 0. Dessa forma, segue que

rn = −a1rn−1 − · · · − air
n−i − · · · − an−1r − an ∈ I(I + 〈r〉)n−1e, consequentemente,

〈r〉n = 〈rn〉 ⊆ I(I + 〈r〉)n−1.

Para mostrar a outra implicação, suponha que (I + 〈r〉)n = I(I + 〈r〉)n−1 e veja que,

de (1.2), temos:

rn ∈ (I + 〈r〉)n = I(I + 〈r〉)n−1 = I〈r〉n−1 + · · ·+ I i〈r〉n−i + · · ·+ In.

A expressão acima garante a existência de ai ∈ I i tais que

rn = a1r
n−1 + · · ·+ air

n−i + · · ·+ an,

ou seja, r ∈ I. 2

Proposição 1.10 Sejam R um anel, I um ideal de R e r ∈ R. Temos que r ∈ I se, e

somente se, existe um ideal M finitamente gerado tal que rM ⊆ IM e se aM = 0, para

algum a ∈ R, então ar ∈
√

0.
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Demonstração: Suponha que r ∈ I. Então existem n ∈ N∗ e ai ∈ I i, em que

i ∈ {1, . . . , n}, tais que

rn + a1r
n−1 + · · ·+ air

n−i + · · ·+ an−1r + an = 0.

Podemos afirmar que existe um ideal finitamente gerado J ⊆ I tal que ai ∈ J i,

para todo i ∈ {1, 2, . . . , n}. De fato, tome aj ∈ Ij, em que j ∈ {1, 2, . . . , n}. Então

aj =
∑
finita

i1i2 . . . ij, em que i1, i2, . . . , ij ∈ I. Considere S como sendo o conjunto formado

por todos os elementos de I que aparecem como fatores de parcelas da soma acima, para

todos os valores de j, e veja que J = 〈S〉 é finitamente gerado, J ⊆ I e ai ∈ J i, para

todo i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Dessa forma, r ∈ J e, pelo lema anterior, existe n ∈ N∗ tal que J(J + 〈r〉)n−1 =

(J + 〈r〉)n.

Considere o ideal finitamente gerado M = (J + 〈r〉)n−1. Temos que

rM = r(J + 〈r〉)n−1 ⊆ (J + 〈r〉)n = J(J + 〈r〉)n−1 = JM ⊆ IM .

Agora, suponha que existe a ∈ R tal que aM = a(J + 〈r〉)n−1 = 0. Se n = 1, então

temos que M = (J + 〈r〉)0 = R e 0 = aM = aR nos dá que ar = 0 ∈
√

0. Agora,

suponha n ≥ 2. Temos que arn−1 = 0. Multiplicando ambos os lados da igualdade por

an−2, obtemos (ar)n−1 = 0 e, portanto, ar ∈
√

0.

Reciprocamente, suponha que existam um ideal M finitamente gerado e r ∈ R tais

que rM ⊆ IM e, se aM = 0, para algum a ∈ R, então ar ∈
√

0.

Seja M = 〈b1, . . . , bm〉 tal ideal.

Agora, vejamos como se expressa um elemento arbitrário g ∈ IM .

Se g ∈ IM , então g =
c∑

k=1

ikmk, em que ik ∈ I e mk ∈ M , para todo k ∈ {1, . . . , c}.

Assim, g = i1(r1,1b1+ · · ·+r1,mbm)+i2(r2,1b1+ · · ·+r2,mbm)+ · · ·+ic(rc,1b1+ · · ·+rc,mbm),

em que rp,q ∈ R, para todo p ∈ {1, . . . , c} e para todo q ∈ {1, . . . ,m}. Deste modo,

g = (i1r1,1 + i2r2,1 + · · ·+ icrc,1)b1 + · · ·+ (i1r1,m + i2r2,m + · · ·+ icrc,m)bm.

Como, para cada i ∈ {1, . . . ,m}, rbi ∈ rM ⊆ IM , então podemos escrever

rbi =
m∑
j=1

αijbj,
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para algum αij ∈ I.

Sejam A a matriz (δijr − αij)ij, em que δij é o delta de Kronecker, e b o vetor

(b1, . . . , bm)T .

Então,

Ab =


r − α11 . . . −α1m

...
. . .

...

−αm1 . . . r − αmm

 ·

b1
...

bm

 =


rb1 − α11b1 − · · · − α1mbm

...

−αm1b1 − · · ·+ rbm − αmmbm

 .

Como rbi =
m∑
j=1

αijbj, então rbi −
m∑
j=1

αijbj = 0, ou seja, Ab = 0.

Além disso, como R é comutativo e tem unidade, temos que det(A)b = adj(A)Ab, o

que pode ser encontrado na página 160 de [HK].

Dessa forma, temos que det(A)b = 0 e, consequentemente, det(A)bi = 0, para todo

i ∈ {1, . . . ,m}. Assim, det(A)M = 0.

Como det(A) é um elemento do anel R, segue, por hipótese, que det(A)r ∈
√

0, ou

seja, (det(A)r)k = (det(A))krk = 0, para algum k ∈ N∗. Uma expansão de det(A) nos dá

uma expressão do tipo rm + a1r
m−1 + · · ·+ am, em que ai ∈ I i, para todo i ∈ {1, . . . ,m}.

Assim,

(det(A))krk = 0 ⇒ (rm + a1r
m−1 + · · ·+ am)

k
rk = 0

⇒ rn + c1r
n−1 + · · ·+ cn = 0,

em que n = k(m+ 1) ∈ N∗ e ci ∈ I i, para todo i ∈ {1, . . . , n}.

A igualdade acima define uma equação de dependência integral de r sobre I e, por-

tanto, r ∈ I. 2

Observação 1.11 É relevante observar que o ideal M finitamente gerado mencionado

na proposição anterior pode ser facilmente generalizado para um R-módulo finitamente

gerado, caso o contexto exija. Para o nosso estudo, no entanto, basta trabalharmos com

o ideal.
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Definição 1.12 Sejam J ⊆ I ideais. Dizemos que J é uma redução de I se existir n ∈ N

tal que In+1 = JIn. Algumas vezes, vamos usar a expressão J ⊆ I é uma redução.

Do Lema 1.9, decorre o seguinte:

Corolário 1.13 Sejam R um anel, I um ideal de R e r ∈ R. Temos que r ∈ I se, e

somente se, I é uma redução de I + 〈r〉.

Com respeito ao conceito de redução de ideais, temos o seguinte resultado.

Proposição 1.14 Se JIn = In+1, então Im+n = JIm+n−1 = · · · = JmIn, para todo

m ∈ N∗. Em particular, se J ⊆ I é uma redução, então existe n ∈ N tal que, para todo

m ∈ N∗, temos que Im+n ⊆ Jm.

Demonstração: Vamos justificar usando indução sobre m.

É óbvio que as igualdades valem para m = 1.

Suponha que as igualdades também são válidas para m − 1, ou seja, se JIn = In+1,

então

Im−1+n = JIm−1+n−1 = · · · = Jm−1In. (1.3)

Mostremos que as igualdades valem para m.

Se JIn = In+1, então, multiplicando por Im−1, obtemos que JIn+m−1 = In+m.

Agora, multiplicando as igualdades em (1.3) por J , obtemos

JIm−1+n = J2Im−1+n−1 = · · · = JmIn.

Assim, se JIn = In+1, então In+m = JIn+m−1 = · · · = JmIn.

Em particular, se J ⊆ I é uma redução, então existe n ∈ N tal que, para todo m ∈ N∗,

temos que Im+n = JmIn ⊆ Jm, uma vez que Jm é um ideal. 2

Finalmente, utilizando os resultados acima, apresentaremos, agora, a proposição es-

sencial para mostrar que o fecho integral de um ideal é um ideal.

Proposição 1.15 Sejam K ⊆ J ⊆ I ideais de R.

(i) Se K é uma redução de J e J é uma redução de I, então K é uma redução de I;
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(ii) Se K é uma redução de I, então J é uma redução de I;

(iii) Se I é finitamente gerado, J = K + 〈r1, . . . , rk〉, em que r1, . . . , rk ∈ R e K é uma

redução de I, então K é uma redução de J .

Demonstração: (i) Se K é uma redução de J e J é uma redução de I, então existem

n,m ∈ N tais que Jn+1 = KJn e Im+1 = JIm. Pela Proposição 1.14, segue que Im+n+1 =

Jn+1Im = KJnIm ⊆ KInIm ⊆ IInIm = Im+n+1. Dessa forma, KIm+n = Im+n+1 e,

portanto, K é uma redução de I.

(ii) Se K é uma redução de I, então existe n ∈ N tal que In+1 = KIn. Como

K ⊆ J ⊆ I, então In+1 = KIn ⊆ JIn ⊆ IIn = In+1. Assim, JIn = In+1 e, portanto, J

é uma redução de I.

(iii) Suponha I finitamente gerado, J = K + 〈r1, . . . , rk〉 e que K seja uma redução

de I. Então existe n ∈ N tal que KIn = In+1. De (ii), segue que K + 〈r1, . . . , ri−1〉 é

uma redução de I, para todo i ∈ {1, . . . , k}. Quando i = 1, 〈r1, . . . , ri−1〉 é interpretado

como o ideal nulo.

Como ri ∈ K + 〈r1, . . . , rk〉 = J ⊆ I, para todo i ∈ {1, . . . , k}, temos

riI
n ⊆ In+1 = KIn ⊆ (K + 〈r1, . . . , ri−1〉)In.

Agora, suponha que aIn = 0, para algum a ∈ R. Então, em particular, arni = 0

e, multiplicando os dois lados da igualdade por an−1, segue que (ari)
n = 0. Assim,

pela Proposição 1.10, ri é integral sobre K + 〈r1, . . . , ri−1〉 e segue do Corolário 1.13 que

K+ 〈r1, . . . , ri−1〉 é uma redução de K+ 〈r1, . . . , ri−1〉+ 〈ri〉 = K+ 〈r1, . . . , ri〉, para todo

i ∈ {1, . . . , k}. Por (i), segue que K é uma redução de K + 〈r1, . . . , rk〉 = J . 2

Temos, agora, o seguinte resultado.

Teorema 1.16 O fecho integral de um ideal é um ideal.

Demonstração: Seja K um ideal de um anel R. Considere o seu fecho integral K.

Mostremos que K é um ideal.

Primeiro, veja que K 6= ∅, uma vez que K ⊆ K.

Agora, sejam r, s ∈ K. Então, existem n,m ∈ N∗ e ai ∈ Ki, bj ∈ Kj em que

i ∈ {1, . . . , n} e j ∈ {1, . . . ,m}, tais que
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rn + a1r
n−1 + · · ·+ an = 0

e

sm + b1s
m−1 + · · ·+ bm = 0.

Pelo mesmo processo utilizado na Proposição 1.10, é posśıvel mostrar que existem

conjuntos finitos S, T ⊂ K tais que, para os ideais finitamente gerados G = 〈S〉, H =

〈T 〉 ⊂ K, temos que ai ∈ Gi, bj ∈ Hj. Dessa forma, K ′ = G + H ⊂ K é um ideal

finitamente gerado tal que ai ∈ (K ′)i, para 1 ≤ i ≤ n, e bj ∈ (K ′)j, para 1 ≤ j ≤ m.

Assim, r, s ∈ K ′.

Sejam J = K ′ + 〈r〉 e I = K ′ + 〈r, s〉.

Pelo Corolário 1.13, K ′ é uma redução de J . Além disso, como K ′ ⊆ K ′+ 〈r〉, temos

que K ′ ⊆ K ′ + 〈r〉. Do mesmo modo, como s ∈ K ′ ⊆ K ′ + 〈r〉, segue do mesmo corolário

que K ′ + 〈r〉 é uma redução de K ′ + 〈r〉+ 〈s〉 = K ′ + 〈r, s〉, ou seja, J é uma redução de

I. Dessa forma, a Proposição 1.15 garante que K ′ é uma redução de I.

Note que K ′ ⊆ K ′ + 〈r + s〉 ⊆ I.

A primeira inclusão é óbvia.

Para a segunda inclusão, seja c ∈ K ′ + 〈r + s〉. Assim, existem k′ ∈ K ′, d ∈ R tais

que c = k′ + (r + s)d = k′ + rd+ sd ∈ K ′ + 〈r〉+ 〈s〉 = I.

Novamente pela Proposição 1.15, temos que K ′ é uma redução de K ′ + 〈r + s〉, uma

vez que I é finitamente gerado e K ′ é uma redução de I. Assim, pelo Corolário 1.13,

r + s ∈ K ′ e, consequentemente, r + s ∈ K, pois K ′ ⊂ K.

Por fim, ainda considerando r ∈ K, tome b ∈ R. Mostremos que br ∈ K.

Observe que, se r ∈ K, então existem n ∈ N∗ e ai ∈ Ki, com i ∈ {1, . . . , n}, tais que

rn + a1r
n−1 + a2r

n−2 · · ·+ an = 0.

Multiplicando ambos os lados da igualdade por bn, temos

(br)n + a1b(br)
n−1 + a2b

2(br)n−2 + · · ·+ anb
n = 0,

em que aib
i ∈ Ki. Assim, br ∈ K e, portanto, K é um ideal. 2
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Caṕıtulo 2

O anel dos polinômios e os ideais

monomiais

Até este momento, apresentamos algumas propriedades que são comuns a todos os

tipos de anéis e seus ideais. Agora, vamos restringir o estudo ao anel dos polinômios.

Mesmo que do conhecimento do leitor, com o intuito de tornar o material mais com-

pleto e acesśıvel a todos, vamos apresentar os conceitos que serão abordados a partir

deste ponto.

Dado um anel (R,+, ·), o conjunto de todos os polinômios a0 + a1x1 + · · · + anx
n
1

em x1 com coeficientes ai ∈ R, para todo i ∈ {1, . . . , n}, é um anel com adição e

multiplicação usuais. Assim, faz sentido considerarmos o anel R[x1][x2], isto é, o anel

dos polinômios em x2 com coeficientes em R[x1]. Podemos, simplesmente, denotá-lo

por R[x1, x2]. Indutivamente, definimos o anel de polinômios sobre R em n variáveis

x1, x2, . . . , xn, denotado por R[x1, x2, . . . , xn]. É importante ressaltar que, se R é um anel

comutativo com unidade, então R[x1, . . . , xn] também o é.

Dada uma parcela aαx
α1
1 . . . xαn

n em um polinômio
∑
finita

aαx
α1
1 . . . xαn

n em R[x1, . . . , xn],

dizemos que xα1
1 . . . xαn

n é um monômio e o grau de um monômio m = xα1
1 . . . xαn

n é igual

à soma dos expoentes de todas as variáveis e é denotado por deg(m), isto é, deg(m) =

α1 + · · ·+ αn.
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À semelhança do que ocorre com os polinômios em R[x1], o grau de um polinômio

f ∈ R[x1 . . . , xn] é o maior dos graus de seus monômios e será denotado por deg(f).

Por fim, chamaremos de multigrau do monômio m = xα1
1 . . . xαn

n ∈ R[x1, . . . , xn],

e denotaremos por mdeg(m), a n-upla ordenada formada pelos expoentes de todas as

variáveis do monômio, isto é, mdeg(m) = (α1, . . . , αn). Note que o coeficiente não nulo

que aparece associado a cada monômio em um polinômio não interfere nas definições de

grau e multigrau.

Exemplo 2.1 Considere o polinômio f = xy2z + 2xz2 + x2y2 ∈ Z[x, y, z]. Temos que:

• deg(xy2z) = 4, deg(2xz2) = 3, deg(x2y2) = 4;

• deg(f) = 4;

• mdeg(xy2z) = (1, 2, 1).

O conjunto de todos os monômios de um polinômio f ∈ R[x1, . . . , xn] será denotado

por M(f) e o conjunto de todos os monômios de R[x1, . . . , xn] será denotado por Mn.

Note que (Mn, ·) é um semigrupo, em que o elemento neutro é o monômio 1 = x01 . . . x
0
n.

2.1 Anéis noetherianos e o Teorema da base de Hil-

bert

Antes de continuarmos o estudo do anel de polinômios, vamos apresentar um resultado

no contexto de um anel R comutativo com unidade.

Proposição 2.2 Seja R um anel comutativo e com unidade. As seguintes condições são

equivalentes:

(i) Todo ideal I ⊂ R é finitamente gerado, isto é, existem a1, a2, . . . , an ∈ I tais que

I = 〈a1, a2, . . . , an〉.
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(ii) Toda cadeia ascendente de ideais de R estabiliza, isto é, se I1 ⊂ I2 ⊂ . . . ⊂ In ⊂ . . .,

então existe m ∈ N∗ tal que In = Im, para todo n ≥ m.

(iii) Toda famı́lia F não vazia de ideais de R possui um elemento máximo, isto é, existe

um ideal M ∈ F tal que, se I ∈ F e I ⊃M , então I = M .

Demonstração: (i) ⇒ (ii) Seja I1 ⊂ I2 ⊂ . . . ⊂ In ⊂ . . . uma cadeia ascendente

de ideais de R. Considere I =
⋃
n∈N∗

In e note que I é um ideal, uma vez que os ideais

que compõem essa união fazem parte de uma cadeia ascendente. Por hipótese, existem

a1, . . . , ak ∈ I tais que I = 〈a1, . . . , ak〉. Dessa forma, para cada ai, existe ni ∈ N∗ tal que

ai ∈ Ini
, com i ∈ {1, . . . , k}. Tome m = max{n1, . . . , nk}. Temos que a1, . . . , ak ∈ Im e,

portanto, I = 〈a1, . . . , ak〉 ⊂ Im. Mas, Im ⊂ I. Logo, I = Im e, assim, In = Im, para

todo n ≥ m.

(ii) ⇒ (iii) Seja F uma famı́lia não vazia de ideais de R e tome I1 ∈ F . Se I1 é um

elemento máximo, nada resta mostrar. Caso contrário, existe I2 ∈ F tal que I1 ( I2. Se

I2 é um elemento máximo, nada mais temos que mostrar. Caso contrário, existe I3 ∈ F

tal que I2 ( I3. Prosseguindo dessa maneira, encontraremos um elemento máximo ou

essa cadeia nunca estabilizará. Devido à hipótese em (ii), a segunda possibilidade não

pode ocorrer. Portanto, a famı́lia F possui um elemento máximo.

(iii) ⇒ (i) Sejam I um ideal de R e F = {I ′; I ′ é um ideal de R, I ′ ⊂ I e I ′ é

finitamente gerado}. Note que F 6= ∅, pois 〈0〉 ∈ F . Pela hipótese em (iii), F possui um

elemento máximo J . Vamos mostrar que J = I.

A inclusão J ⊆ I é imediata. Para mostrar a outra inclusão, suponhamos que I 6⊂ J .

Assim, existe a ∈ I − J . Note que o ideal 〈J, a〉 := 〈J〉 + 〈a〉 ∈ F . De fato, seja

r ∈ 〈J, a〉 = 〈J〉 + 〈a〉. Então r = j + a′, em que j ∈ 〈J〉 ⊂ I e a′ ∈ 〈a〉 ⊂ I. Assim,

r ∈ I. Além disso, 〈J, a〉 é finitamente gerado, uma vez que 〈J, a〉 = 〈J〉+ 〈a〉 = J + 〈a〉,

em que J e 〈a〉 são finitamente gerados.

Assim, temos que 〈J, a〉 ∈ F e J ( 〈J, a〉, o que é um absurdo, pois J é elemento

máximo de F . Portanto, I = J é finitamente gerado. 2

Definição 2.3 Um anel R é noetheriano se uma e, portanto, todas as condições equiva-

lentes acima forem satisfeitas.
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Exemplo 2.4

1. Os anéis K,Z,K[x], em que K é um corpo, são noetherianos, já que, por serem

domı́nios de ideais principais, todos os ideais são gerados por um único elemento.

2. O anel K[x1, x2, . . . , xn, . . .] =
⋃
n∈N∗

K[x1, . . . , xn] não é noetheriano, pois a cadeia

de ideais

〈x1〉 ( 〈x1, x2〉 ( 〈x1, x2, x3〉 ( . . . ( 〈x1, x2, x3, . . . , xn〉 ( . . .

não estabiliza.

O teorema a seguir traz um importante resultado com respeito aos anéis noetherianos.

Teorema 2.5 (Teorema da base de Hilbert) Se R é um anel noetheriano, então

R[x1, x2, . . . , xn] é um anel noetheriano.

Demonstração: Seja R um anel noetheriano. Basta mostrar que R[x] é noetheriano.

Seja I um ideal de R[x]. Mostremos que I é finitamente gerado. Se I = {0}, nada há

que provar. Suponhamos, então, que I 6= {0}.

Dado f = anx
n+ · · ·+a1x+a0 ∈ R[x] com an 6= 0, denotamos cl(f) = an o coeficiente

ĺıder de f .

Para cada k ∈ N, considere o seguinte subconjunto de R:

Jk = {0} ∪ {a ∈ R; existe f ∈ I com cl(f) = a e deg(f) = k}.

Vamos mostrar que, para todo k, Jk é um ideal de R.

Primeiro, veja que Jk 6= ∅, pois 0 ∈ Jk.

Agora, sejam b, c ∈ Jk e r ∈ R. Então existem f, g ∈ I tais que

f = bxk + bk−1x
k−1 + · · ·+ b0 e g = cxk + ck−1x

k−1 + · · ·+ c0.

Se b + c = 0, então não há o que fazer, pois 0 ∈ Jk. Caso contrário, note que

f + g = (b+ c)xk + (bk−1 + ck−1)x
k−1 + · · ·+ (b0 + c0) ∈ I, pois f, g ∈ I. Logo, b+ c ∈ Jk.
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Além disso, se rb = 0, então não há o que fazer. Caso contrário, note que rf =

rbxk + rbk−1x
k−1 + · · ·+ rb0 ∈ I, pois f ∈ I. Assim, rb ∈ Jk e, portanto, Jk é ideal de R,

para todo k ≥ 0.

Agora, observe que Jk ⊂ Jk+1.

De fato, seja 0 6= a ∈ Jk. Então existe f ∈ I tal que f = axk + ak−1x
k−1 + · · · + a0.

Como I é ideal, segue que xf = axk+1 + ak−1x
k + · · ·+ a0x ∈ I. Logo, a ∈ Jk+1.

Como R é noetheriano, a cadeia ascendente J0 ⊂ J1 ⊂ . . . ⊂ Jk ⊂ . . . de ideais de

R estabiliza, isto é, existe m ∈ N tal que Jk = Jm, para todo k ≥ m. Além disso,

como R é noetheriano, temos que J0, J1, . . . , Jm são finitamente gerados. Suponha que

Jk = 〈ak1 , ak2 , . . . , aknk
〉, em que k ∈ {0, 1, . . . ,m}, e seja fkj ∈ I tal que deg(fkj) = k e

cl(fkj) = akj é algum gerador de Jk.

Considere I ′ = 〈fkj ; 0 ≤ k ≤ m e 1 ≤ j ≤ nk〉. Mostremos que I = I ′.

A inclusão I ′ ⊆ I é imediata. Para a outra inclusão, tome 0 6= f ∈ I com deg(f) = k

e cl(f) = a. Vamos mostrar que f ∈ I ′ utilizando indução sobre k.

Se k = 0, então a ∈ J0. Assim,

f = a = b1a01 + b2a02 + · · ·+ bn0a0n0
,

em que b1, b2, . . . , bn0 ∈ R. Como a0j = f0j ∈ I ′, temos que f ∈ I ′.

Agora, suponha k > 0 e o resultado válido para todo número natural menor que k.

Para mostrar que o resultado vale para todo k, vamos considerar dois casos:

Caso 1: Seja k ≤ m. Como a ∈ Jk, então a = b1ak1 + b2ak2 + · · · + bnk
aknk

, em que

b1, b2, . . . , bnk
∈ R. Agora, considere

h = f − (b1fk1 + b2fk2 + . . .+ bnk
fknk

).

É evidente que h tem grau menor do que k.

Além disso, como f ∈ I e b1fk1 + b2fk2 + · · ·+ bnk
fknk
∈ I ′ ⊂ I, segue que h ∈ I.

Assim, pela hipótese de indução, h ∈ I ′ e, consequentemente, f ∈ I ′.

Caso 2: Seja k > m. Como a ∈ Jk = Jm, então a = b1am1 + b2am2 + · · ·+ bnmamnm
,

em que b1, b2, . . . , bnm ∈ R. Agora, considere

h = f − xk−m(b1fm1 + b2fm2 + · · ·+ bnmfmnm
).
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Claramente, h tem grau menor do que k.

Como h ∈ I, novamente pela hipótese de indução, segue que h ∈ I ′ e, portanto,

f ∈ I ′.

Dessa forma, I ⊆ I ′, donde conclúımos que I ′ = I, o que garante que I é finitamente

gerado e, consequentemente, R[x] é noetheriano.

Assim, por indução sobre o número de variáveis, temos que, se R é noetheriano, então

R[x1, . . . , xn] é noetheriano. 2

Deste momento em diante, nos limitaremos a trabalhar com o anel K[x1, . . . , xn], em

que K é um corpo. Como acabamos de ver, neste anel comutativo com unidade, todos

os ideais são finitamente gerados.

2.2 Ideais monomiais e o Lema de Dickson

Nesta seção, vamos introduzir os principais objetos deste trabalho: os ideais mono-

miais em K[x1, . . . , xn].

Definição 2.6 Seja I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal. Se existir um conjunto de monômios

(finito ou não) que gera I, então I é chamado de ideal monomial.

Note que, dado um ideal monomial I ⊂ K[x1, . . . , xn], o Teorema da base de Hilbert

não garante que o conjunto de geradores monomiais de I seja finito. Ele garante, apenas,

que existe um conjunto finito de geradores de I, que podem ser monômios ou não.

Observação 2.7 É evidente que, dado um ideal I = 〈f1, f2, . . . , fr, . . .〉 ⊂ K[x1, . . . , xn],

monomial ou não, se fi|fj, para certos i 6= j, então fj não é necessário como gerador e

pode ser descartado do conjunto de geradores. Sob este aspecto, os monômios oferecem

uma grande vantagem em relação aos polinômios, uma vez que é sempre fácil verificar

se um monômio divide outro, tornando simples, então, a tarefa de reduzir um conjunto

gerador de um ideal I a um conjunto gerador minimal, o qual denotaremos G(I).

A seguir, vamos apresentar dois exemplos que mostram que nem sempre é evidente

identificar quando um ideal é, ou não é, monomial.
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Exemplo 2.8 O ideal I = 〈x3 + xy4, y2〉 ⊂ K[x, y] é um ideal monomial, uma vez que

〈x3 + xy4, y2〉 = 〈x3, y2〉.

De fato, se a ∈ 〈x3 + xy4, y2〉, então existem f, g ∈ K[x, y] tais que a = f(x3 + xy4) +

gy2 = fx3 + fxy2y2 + gy2 = fx3 + (fxy2 + g)y2. Logo, a ∈ 〈x3, y2〉.

Por outro lado, como x3 = x3 + xy4 − xy2y2 ∈ I, então 〈x3, y2〉 ⊆ I.

Exemplo 2.9 O ideal I = 〈x+ y, x2y2〉 ⊂ K[x, y] não é um ideal monomial.

Suponha, por absurdo, que I seja monomial. Como I 6= K[x, y], então todos os

geradores monomiais de I têm grau maior ou igual a 1. Sejam m1, . . . ,mr ∈ I monômios

geradores tais que x + y =
r∑
i=1

fimi, em que fi ∈ K[x, y]. Se deg(mi) > 1, para todo

i ∈ {1, . . . , r}, então

deg

(
r∑
i=1

fimi

)
> 1 = deg(x+ y),

o que é um absurdo. Dessa forma, existe i ∈ {1, . . . , r} tal que deg(mi) = 1, ou seja,

mi = x ∈ I ou mi = y ∈ I.

Suponha, sem perda de generalidade, que x ∈ I. Assim, existem g1, g2 ∈ K[x, y] tais

que

x = g1(x+ y) + g2x
2y2. (2.1)

Se deg(g1) ≥ 1, então deg(g1(x+ y) + g2x
2y2) ≥ 2 > deg(x). Assim, g1 ∈ K, isto é, g1

é constante.

Se g1 = 0, então x = g2x
2y2, o que é um absurdo. Se g1 6= 0, então, usando x = 0 em

(2.1), temos 0 = g1y, o que também é um absurdo.

Assim, segue que I não é um ideal monomial.

Uma condição para que um monômio pertença a um ideal monomial é apresentada

na proposição a seguir.

Proposição 2.10 Sejam I um ideal monomial, {mj, j ∈ J} um conjunto de geradores

monomiais de I e m ∈ K[x1, . . . , xn] um monômio. Temos que m ∈ I se, e somente se,

m é múltiplo de mi, para algum i ∈ J .
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Demonstração: Suponha que m ∈ I. Então, temos que m =
r∑
i=1

fimαi
, em que

r ∈ N∗ e fi ∈ K[x1, . . . , xn], para todo i ∈ {1, . . . , r}. Seja M(fimαi
) o conjunto de todos

os monômios que aparecem em fimαi
, então m ∈

r⋃
i=1

M(fimαi
) e, consequentemente,

m ∈ M(fimαi
), para algum i ∈ {1, . . . , r}. Logo, m = wmαi

, para algum w ∈ M(fi),

donde segue a primeira implicação.

A rećıproca é imediata. 2

O teorema a seguir nos garante que sempre haverá um conjunto finito de monômios

que gera um ideal monomial.

Teorema 2.11 (Lema de Dickson) Seja I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal monomial. Te-

mos que existe um conjunto finito de monômios que gera I.

Demonstração: Vamos considerar I 6= {0} e provar o teorema usando indução sobre

o número de variáveis.

Seja I ⊂ K[x1] um ideal monomial. Neste caso, como K[x1] é um domı́nio de ideais

principais, existe um polinômio f ∈ K[x1] que gera I, isto é, I = 〈f〉. O fato de I

ser monomial nos garante que existem monômios pertencentes a I. Então, tome um

monômio m ∈ I. Assim, m = gf , em que g ∈ K[x1]. Pela igualdade de polinômios,

temos que f (e g) são monômios.

Agora, consideremos o teorema válido para ideais monomiais em anéis de polinômios

em n − 1 variáveis. Provemos que ele vale, também, para os anéis de polinômios em n

variáveis.

Seja I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal monomial e considere Mn−1 = {m ∈ K[x1, . . . , xn−1]; m

é monômio}. Tome um monômio

f1 = g1x
α1
n ∈ I,

em que g1 ∈Mn−1 e α1 ∈ N é o menor posśıvel.

Se I = 〈f1〉, então nada mais resta mostrar. Caso contrário, tome um monômio

f2 = g2x
α2
n ∈ I − 〈f1〉,
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em que g2 ∈Mn−1 e α2 ∈ N é o menor posśıvel. Note que α2 ≥ α1, devido à minimalidade

de α1.

Se I = 〈f1, f2〉, então o teorema está demonstrado. Caso contrário, continuamos com

esse processo.

Suponhamos que este procedimento continue indefinidamente. Assim, obtemos uma

sequência infinita de monômios f1, f2, . . . ∈ I tais que

fi = gix
αi
n ∈ I − 〈f1, f2, . . . , fi−1〉,

em que gi ∈Mn−1, αi ∈ N é o menor posśıvel e αi ≥ αi−1, para todo i > 1.

Agora, considere o ideal J = 〈g1, g2, . . .〉 ⊂ K[x1, . . . , xn−1]. Por hipótese de indução,

J é finitamente gerado por monômios, ou seja, existem m1, . . . ,mr ∈ Mn−1 tais que

J = 〈m1, . . . ,mr〉. Como 〈g1, g2, . . .〉 = J = 〈m1, . . . ,mr〉, então, dado gi ∈ {g1, g2, . . .},

segue que gi = pmj, em que p ∈Mn−1 e j ∈ {1, . . . , r}.

Por outro lado, mj ∈ J . Logo, mj = qgk, em que q ∈Mn−1 e gk ∈ {g1, g2, . . .}. Deste

modo, temos que gi = pqgk.

Suponha que i = k. Assim, pq = 1 e, consequentemente, p ∈ K\{0}. Desta forma,

como gi = pmj e gi e mj são mônicos, segue que p = 1 e, portanto, gi = mj, ou seja,

{g1, g2, . . .} ⊂ {m1, . . . ,mr}. Isso é um absurdo, uma vez que {g1, g2, . . .} é um conjunto

infinito e {m1, . . . ,mr} não. Portanto, devemos ter i 6= k tais que gk|gi, ou seja, gi = mgk,

em que m ∈Mn−1. Suponhamos, sem perda de generalidade, que i > k. Assim,

fi = gix
αi
n = mgkx

αi−αk
n xαk

n = mxαi−αk
n fk

e, portanto, fi ∈ 〈fk〉 ⊆ 〈f1, f2, . . . , fk〉. Isso é uma contradição, já que fi ∈ I −

〈f1, . . . , fk, . . . , fi−1〉. Portanto, deve existir s ∈ N∗ tal que I = 〈f1, f2, . . . , fs〉 e, assim,

conclúımos que I é finitamente gerado por monômios. 2

Como consequência desse teorema, sempre que um ideal monomial for mencionado,

poderemos supor que o mesmo é gerado por um conjunto finito de monômios. Além

disso, se tal conjunto for minimal, então ele é único, como mostra a proposição a seguir.

Proposição 2.12 Todo ideal monomial possui um único conjunto minimal de geradores

monomiais.
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Demonstração: Seja I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal monomial e considere G1(I) =

{u1, . . . , ur} e G2(I) = {v1, . . . , vs} dois conjuntos minimais de geradores monomiais

de I. Seja ui ∈ G1(I). Assim, existe um monômio vj ∈ G2(I) tal que ui = w1vj, para

algum monômio w1. Da mesma forma, existe uk ∈ G1(I) e um monômio w2 tais que

vj = w2uk. Segue que ui = w1w2uk. Como G1(I) é um conjunto minimal, então k = i

e w1w2 = 1. Em particular, w1 = 1 e, consequentemente, ui = vj ∈ G2(I). Assim,

G1(I) ⊆ G2(I). Procedendo de maneira análoga, temos que G2(I) ⊆ G1(I). Portanto,

G1(I) = G2(I). 2

Mais uma propriedade que será amplamente utilizada ao longo do texto é apresentada

na proposição a seguir.

Proposição 2.13 Sejam I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal monomial e um polinômio f =
r∑
i=1

cimi ∈ K[x1, . . . , xn], em que r ∈ N∗, ci ∈ K\{0} e mi ∈Mn, para todo i ∈ {1, . . . , r},

e mk 6= ml, sempre que k 6= l. Temos que f ∈ I se, e somente se, mi ∈ I, para todo

i ∈ {1, . . . , r}.

Demonstração: Sejam I = 〈n1, . . . , ns〉 ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal monomial e f =
r∑
i=1

cimi ∈ I. Assim, f = g1n1 + · · · + gsns, em que gk =

qk∑
i=1

cikmik ∈ K[x1, . . . , xn],

qk ∈ N∗ e mik ∈ Mn, para todo k ∈ {1, . . . , s}. Note que, eventualmente, dois ou mais

monômios que aparecem em f = g1n1 + · · · + gsns podem ter o mesmo multigrau. Seja

cimi um termo qualquer de f . Temos que cimi é igual à soma de todos os elementos

cikmiknk que têm o mesmo multigrau de cimi. Portanto, cimi ∈ I.

A rećıproca é imediata. 2

Vale ressaltar que a proposição acima só tem validade caso, no polinômio f , não

apareçam monômios repetidos. Isto ficará claro no próximo exemplo.

Exemplo 2.14 Seja I = 〈x2〉 um ideal de K[x, y].

Temos que f = x2 − xy + x3 + xy = x2 + x3 = x2(1 + x) ∈ I. No entanto, xy /∈ I.

Como consequência da Proposição 2.13, o processo, às vezes trabalhoso, de verificar

se um polinômio pertence, ou não, a um ideal monomial se reduz a verificar se todos os

seus monômios pertencem a este ideal, processo já apresentado na Proposição 2.10.
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Agora, antes de encerrar esta seção, vamos relembrar de que maneira os monômios

se comportam com relação a dois importantes conceitos da Álgebra que serão muito

utilizados ao longo de todo o trabalho: o de mı́nimo múltiplo comum e o de máximo

divisor comum.

Sejamm1 = xα1
1 . . . xαn

n , m2 = xβ11 . . . xβnn em = xγ11 . . . xγnn monômios de K[x1, . . . , xn].

Claramente, temos que m é múltiplo de m1 e m2 se, e somente se, γi ≥ αi, βi, para todo

i ∈ {1, ..., n}. De maneira análoga, m é divisor de m1 e m2 se, e somente se, γi ≤ αi, βi,

para todo i ∈ {1, ..., n}. Deste racioćınio, segue a observação.

Observação 2.15 Sejam m1 = xα1
1 . . . xαn

n , m2 = xβ11 . . . xβnn monômios de K[x1, . . . , xn].

Denotaremos o mı́nimo múltiplo comum entre m1 e m2 por mmc(m1,m2) e o máximo

divisor comum entre m1 e m2 por mdc(m1,m2). Além disso, temos:

mmc(m1,m2) = x
max{α1,β1}
1 . . . x

max{αn,βn}
n e mdc(m1,m2) = x

min{α1,β1}
1 . . . x

min{αn,βn}
n .

2.3 Ideais monomiais primos e maximais

Na seção 1.1 do caṕıtulo 1, relembramos a definição de ideal primo. Vamos explorar

tal conceito no contexto de ideais monomiais.

Proposição 2.16 Seja I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal monomial tal que G(I) = {m1, . . . ,mr}.

Se deg(mi) > 1, para algum i ∈ {1, . . . , r}, então I não é um ideal primo.

Demonstração: Seja mi = xα1
1 . . . xαn

n ∈ G(I) tal que deg(mi) > 1. Assim, uma das

seguintes situações deve, necessariamente, acontecer:

1. αi, αj > 0, para certos 1 ≤ i, j ≤ n.

Neste caso, podemos reescrever mi da seguinte maneira:

mi = xα1
1 . . . xαn

n = (xα1
1 . . . xαi

i . . . xαk
k )(xαl

l . . . x
αj

j . . . xαn
n ).

2. αi > 1, para algum 1 ≤ i ≤ n.

Neste caso, mi pode ser reescrito como:
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mi = xα1
1 . . . xαn

n = (xα1
1 . . . xαi−1

i . . . xαn
n )(xi).

O argumento acima nos garante que mi pode ser escrito como um produto de dois

fatores mi
′ e mi

′′, ambos diferentes de 1.

Agora, veja que mi ∈ I e mi
′,mi

′′ /∈ I.

Suponha que mi
′ ∈ I. Então, existe um monômio m tal que mi

′ = mmj, para algum

j ∈ {1, . . . , r}. Logo, mi = mi
′mi
′′ = mmjmi

′′ e, consequentemente, mi é múltiplo de

mj. Isto é um absurdo, uma vez que {m1, . . . ,mr} é um conjunto gerador minimal.

Procedendo de maneira análoga para mi
′′, temos o resultado. 2

A proposição acima garante que, se I = 〈m1, . . . ,mr〉 é um ideal monomial primo,

então deg(mi) ≤ 1, para todo i ∈ {1, . . . , r}. No entanto, se deg(mi) = 0, para algum

i, então mi = 1. Assim, I = K[x1, . . . , xn] e, dessa forma, I não poderia ser primo.

Então, temos que, se I = 〈m1, . . . ,mr〉 é um ideal monomial primo, então deg(mi) = 1,

para todo i ∈ {1, . . . , r}, isto é, se I = 〈m1, . . . ,mr〉 é um ideal monomial primo, então

G(I) ⊂ {x1, . . . , xn}.

Note que nem todas as variáveis do anel aparecem, necessariamente, entre os monômios

geradores. Podemos ter r < n.

Vamos provar que a rećıproca do argumento anterior é válida.

Lema 2.17 Seja I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal monomial. Se G(I) ⊂ {x1, . . . , xn}, então

I é um ideal primo.

Demonstração: Sem perda de generalidade, podemos supor que G(I) = {x1, . . . , xr},

em que r ≤ n.

A aplicação

ϕ : K[x1, . . . , xn] → K[xr+1, . . . , xn]

p(x1, . . . , xn) 7→ p(0, 0, . . . , 0, xr+1, . . . , xn)

é, claramente, um epimorfismo de anéis com Ker(ϕ) = I.

Segue, pelo Teorema do Isomorfismo, que
K[x1, . . . , xn]

I
∼= K[xr+1, . . . , xn], que é um

domı́nio. Assim, I é um ideal primo. 2

A Proposição 2.16 e o Lema 2.17 podem ser reunidos no seguinte resultado:
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Teorema 2.18 O ideal monomial I ⊂ K[x1, . . . , xn] é primo se, e somente se, G(I) ⊂

{x1, . . . , xn}.

Aqui, vale relembrar que um ideal próprio I de um anel R é maximal se, para qualquer

ideal J tal que I ⊆ J , tivermos J = I ou J = R. Como todo ideal maximal é primo,

convém identificarmos quais, dentre os ideais primos, são maximais. A resposta segue

como uma consequência direta do Lema 2.17 e do Teorema 2.18.

Corolário 2.19 O ideal monomial I ⊂ K[x1, . . . , xn] é maximal se, e somente se, I =

〈x1, . . . , xn〉.

Demonstração: Seja I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal monomial maximal. Então, I é primo

e, assim, sem perda de generalidade, podemos supor que I = 〈x1, . . . , xr〉, em que r ≤ n.

Pelo Lema 2.17, segue que
K[x1, . . . , xn]

I
∼= K[xr+1, . . . , xn]. Se r < n, então temos

que K[xr+1, . . . , xn] não é corpo e, dessa forma, I não seria maximal. Assim, segue que

I = 〈x1, . . . , xn〉.

A rećıproca também segue do Lema 2.17. 2
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Caṕıtulo 3

Operações com ideais monomiais

Neste caṕıtulo, o nosso objetivo é estudar as operações já apresentadas no caṕıtulo 1,

mas, agora, aplicadas em ideais monomiais do anel de polinômios K[x1, . . . , xn].

Para cada uma das operações, vamos apresentar um exemplo em K[x, y] acompanhado

de uma representação geométrica que, em alguns casos, pode facilitar o processo de

obtenção do resultado. Para que possamos representar geometricamente os monômios, é

necessário definir uma aplicação.

Considere o conjunto Nn = {(α1, . . . , αn);α1, . . . , αn ∈ N}. Note que podemos con-

siderar este conjunto como um semigrupo com a operação de adição usual, coordenada

a coordenada. Considere, também, o semigrupo Mn, conforme definido no ińıcio do

caṕıtulo 2.

Agora, defina:

ξ : (Mn, ·) → (Nn,+)

xα1
1 . . . xαn

n 7→ (α1, . . . , αn).

Claramente, a aplicação definida acima é um isomorfismo de semigrupos, ou seja, ξ

é bijetora e ξ(m1 ·m2) = ξ(m1) + ξ(m2), para todo m1,m2 ∈Mn. Desta forma, ao invés

de trabalharmos com o monômio, podemos trabalhar com o seu multigrau, o que será
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muito útil em alguns momentos.

Definição 3.1 Seja I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal monomial. Daremos ao conjunto dos

multigraus de todos os monômios de I, isto é, ξ(I) ⊂ Nn, o nome de conjunto expoente

de I.

Note que a aplicação ξ pode ser utilizada para obtermos uma outra interpretação das

operações e resultados envolvendo monômios. Por exemplo, como vimos na Observação

2.15 do caṕıtulo 2, se m1 = xα1
1 . . . xαn

n ,m2 = xβ11 . . . xβnn ∈ Mn, então mmc(m1,m2) =

x
max{α1,β1}
1 . . . x

max{αn,βn}
n e mdc(m1,m2) = x

min{α1,β1}
1 . . . x

min{αn,βn}
n . Assim,

ξ(mmc(m1,m2)) = max(ξ(m1), ξ(m2)) e ξ(mdc(m1,m2)) = min(ξ(m1), ξ(m2)),

em que

max((α1, . . . , αn), (β1, . . . , βn)) = (max{α1, β1}, . . . ,max{αn, βn}),

min((α1, . . . , αn), (β1, . . . , βn)) = (min{α1, β1}, . . . ,min{αn, βn}),

para (α1, . . . , αn), (β1, . . . , βn) ∈ Nn.

Dadosm1 = x2y4,m2 = x4y ∈ K[x, y], temos quemmc(m1,m2) = x4y4 emdc(m1,m2) =

x2y. Graficamente, temos:

Figura 3.1: mmc(m1,m2) e mdc(m1,m2)
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3.1 Operações básicas com ideais monomiais

Retomemos as operações apresentadas no caṕıtulo 1 no contexto de ideais monomiais

e examinemos a que correspondem tais operações em seus conjuntos expoentes.

Vamos começar com a soma de ideais.

Sabemos que, dados dois ideais finitamente gerados I = 〈m1, . . . ,mr〉 e J = 〈n1, . . . , ns〉

de um anel qualquer R, temos que:

I + J = {i+ j; i ∈ I, j ∈ J}

= {a1m1 + · · ·+ armr + b1n1 + · · ·+ bsns; a1, . . . , ar, b1, . . . , bs ∈ R}

= 〈m1, . . . ,mr, n1, . . . , ns〉.

Dessa forma, é evidente que a soma de ideais monomiais é um ideal monomial.

Exemplo 3.2 Sejam I = 〈x3, xy, y4〉, J = 〈x2, xy2〉 ⊂ K[x, y]. Então:

I + J = 〈x3, xy, y4〉+ 〈x2, xy2〉

= 〈x3, xy, y4, x2, xy2〉

= 〈xy, y4, x2〉.

Na Figura 3.2, os monômios geradores de I, J e I + J aparecem representados por

pontos em (a), (b) e (c), respectivamente. A região colorida contém o conjunto expoente

de cada ideal. Note que tal região representa um conjunto de Rn, mas vamos utilizar esse

formato para facilitar a visualização. Observe que a região em verde, que aparece em

(c), foi obtida por meio da união das regiões em azul e roxo, que aparecem em (a) e (b),

respectivamente, o que já era esperado, devido ao algoritmo algébrico definido acima.

Assim, a representação geométrica pode ser utilizada para a obtenção do resultado da

soma, apesar de o processo algébrico ser bastante simples, como mostrado anteriormente.

Temos, assim, que, se I e J são ideais monomiais de K[x1, . . . , xn], então

ξ(I + J) = ξ(I) ∪ ξ(J).
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(a) I (b) J (c) I + J

Figura 3.2: Soma de ideais monomiais

Para analisarmos o produto de dois ideais monomiais, utilizaremos processo seme-

lhante ao da soma. Dados dois ideais finitamente gerados I = 〈m1, . . . ,mr〉 e J =

〈n1, . . . , ns〉 de um anel qualquer R, temos que:

IJ =

{∑
finita

ij; i ∈ I, j ∈ J

}
= 〈{ij; i ∈ I, j ∈ J}〉

= 〈{(a1m1 + · · ·+ armr)(b1n1 + · · ·+ bsns); a1, . . . , ar, b1, . . . , bs ∈ R}〉

= 〈m1n1, . . . ,m1ns, . . . ,mrn1, . . . ,mrns〉.

Mais uma vez, fica claro que o produto de ideais monomiais é um ideal monomial.

Exemplo 3.3 Sejam I = 〈x2, xy, y2〉, J = 〈x, y〉 ⊂ K[x, y]. Então:

IJ = 〈x2, xy, y2〉 · 〈x, y〉

= 〈x3, x2y, xy2, y3〉.

Novamente, é posśıvel utilizar a representação geométrica para encontrar o resultado

da operação, efetuando a soma do multigrau de cada monômio gerador de I com o

multigrau de cada monômio gerador de J . Dito de outro modo, ξ(IJ) é obtido pela soma

de cada elemento de ξ(I) com cada elemento de ξ(J). Tal operação é conhecida como

soma de Minkowski de ξ(I) e ξ(J). Assim,

ξ(IJ) = ξ(I) + ξ(J).
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Mais uma vez, este processo não revela grande benef́ıcio quando comparado ao pro-

cesso algébrico, uma vez que devemos efetuar a soma dos multigraus em ambos os casos.

(a) I (b) J (c) IJ

Figura 3.3: Produto de ideais monomiais

As próximas operações não são tão imediatas quanto a adição e a multiplicação e,

por isso, vamos apresentar mais algumas propriedades.

Para a intersecção, utilizaremos as duas proposições a seguir.

Proposição 3.4 Sejam 〈w〉 e 〈v〉 ideais de K[x1, . . . , xn], em que w e v são monômios.

Então 〈w〉 ∩ 〈v〉 = 〈mmc(w, v)〉.

Demonstração: Dado p um polinômio de K[x1, . . . , xn] e M(p) o conjunto formado

por todos os monômios que aparecem em p, temos as seguintes equivalências:

p ∈ 〈w〉 ∩ 〈v〉 ⇔M(p) ⊂ 〈w〉 ∩ 〈v〉 e p ∈ 〈mmc(w, v)〉 ⇔M(p) ⊂ 〈mmc(w, v)〉.

As equivalências anteriores indicam que podemos realizar os argumentos utilizando

apenas monômios.

Assim, considere w = xα1
1 . . . xαn

n , v = xβ11 . . . xβnn e seja m = xγ11 . . . xγnn um monômio

tal que m ∈ 〈w〉 ∩ 〈v〉. Logo, m é múltiplo de w e de v. Então, para todo i ∈ {1, . . . , n},

temos que γi ≥ αi, βi e, consequentemente, γi ≥ max{αi, βi}, ou seja, γi = max{α1, βi}+

εi, em que εi ∈ N. Dessa forma, temos que
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m = xγ11 . . . xγnn

= xε11 . . . xεnn x
max{α1,β1}
1 . . . xmax{αn,βn}

n ∈ 〈xmax{α1,β1}
1 . . . xmax{αn,βn}

n 〉 = 〈mmc(w, v)〉.

Por outro lado, tome um monômio m ∈ 〈mmc(w, v)〉. Então, existe um monômio

q ∈Mn tal que

m = q ·mmc(w, v)

= qx
max{α1,β1}
1 . . . xmax{αn,βn}

n

= qx
max{α1,β1}−α1

1 . . . xmax{αn,βn}−αn
n xα1

1 . . . xαn
n ∈ 〈w〉.

De maneira análoga, mostramos que m ∈ 〈v〉.

Portanto, 〈w〉 ∩ 〈v〉 = 〈mmc(w, v)〉. 2

Proposição 3.5 Sejam I, J, L ideais monomiais de K[x1, . . . , xn]. Então (I + J) ∩ L =

(I ∩ L) + (J ∩ L).

Demonstração: O item (i) da Proposição 1.3 nos garante que (I ∩ L) + (J ∩ L) ⊆

(I + J) ∩ L.

Para a outra inclusão, seja p ∈ (I + J) ∩ L. Então p = p1 + p2 ∈ L, em que p1 ∈ I e

p2 ∈ J .

Sejam M(p1) o conjunto formado por todos os monômios que aparecem em p1 e M(p2)

o conjunto formado por todos os monômios que aparecem em p2. Assim, como I e J são

ideais monomiais, temos que M(p1) ⊂ I e M(p2) ⊂ J .

Note que podem existir monômios que aparecem tanto em M(p1) quanto em M(p2),

isto é, pode existir m ∈M(p1) ∩M(p2). Se isso acontecer, podemos escrever:

p = p1 + p2 = (p1 − c1m) + (p2 + c1m),

em que p1 − c1m ∈ I e p2 + c1m ∈ J .

Utilizando este procedimento para todos os monômios que aparecerem em ambos os

conjuntos M(p1) e M(p2), poderemos reescrever o polinômio p como

p = p′1 + p′2,
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em que p′1 ∈ I, p′2 ∈ J , de maneira que todos os monômios de p são diferentes uns dos

outros. Dessa forma, como p ∈ L, segue que M(p) ⊂ L e, consequentemente, p′1, p
′
2 ∈ L.

Portanto, p = p′1 + p′2 ∈ (I ∩ L) + (J ∩ L). 2

Observação 3.6 Utilizando indução sobre o número de ideais envolvidos, o resultado

anterior pode ser generalizado. Assim, temos(
k∑
i=1

Ii

)
∩ L =

k∑
i=1

(Ii ∩ L),

em que L e Ii são ideais monomiais, para todo i ∈ {1, . . . , k}. Situações semelhantes

aparecem no decorrer de todo o texto e utilizaremos livremente essa observação.

Com base nas Proposições 3.4, 3.5 e na Observação 3.6, dados dois ideais monomiais

I = 〈m1, . . . ,mr〉, J = 〈n1, . . . , ns〉 ⊂ K[x1, . . . , xn], a intersecção entre eles se expressa

da seguinte forma:

I ∩ J = 〈m1, . . . ,mr〉 ∩ 〈n1, . . . , ns〉

=

(
r∑
i=1

〈mi〉

)
∩ 〈n1, . . . , ns〉

=
r∑
i=1

(〈mi〉 ∩ 〈n1, . . . , ns〉)

=
s∑
j=1

r∑
i=1

〈mi〉 ∩ 〈nj〉

=
s∑
j=1

r∑
i=1

〈mmc(mi, nj)〉. (3.1)

Exemplo 3.7 Sejam I = 〈x3, xy, y4〉, J = 〈x2, xy2〉 ⊂ K[x, y]. Então:

I ∩ J = 〈x3, xy, y4〉 ∩ 〈x2, xy2〉

= 〈x3, x3y2, x2y, xy2, x2y4, xy4〉

= 〈x3, x2y, xy2〉.
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Abaixo, temos a representação geométrica referente à intersecção dos ideais monomi-

ais I e J . Note que a região em verde, que aparece em (c), é a intersecção das regiões

em azul e roxo, que aparecem em (a) e (b), respectivamente. Deste modo, temos que

ξ(I ∩ J) = ξ(I) ∩ ξ(J).

Neste caso, a obtenção do resultado por meio da análise geométrica pode representar

um certo benef́ıcio em relação à obtenção deste mesmo resultado por meio do desenvol-

vimento do que foi apresentado acima, já que esse envolve o cálculo do mı́nimo múltiplo

comum entre cada monômio gerador de I e cada monômio gerador de J .

(a) I (b) J (c) I ∩ J

Figura 3.4: Intersecção de ideais monomiais

Para abordar o quociente de ideais monomiais, também apresentaremos mais dois

resultados a seguir.

Proposição 3.8 Sejam 〈w〉 e 〈v〉 ideais de K[x1, . . . , xn], em que w e v são monômios.

Então, 〈w〉 : 〈v〉 =

〈
w

mdc(w, v)

〉
.

Demonstração: Por motivo já evidenciado anteriormente, faremos toda a demons-

tração para um monômio de K[x1, . . . , xn].

Considere w = xα1
1 . . . xαn

n , v = xβ11 . . . xβnn ∈Mn.
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Note que

v = xβ11 . . . xβnn

= x
β1−min{α1,β1}
1 . . . xβn−min{αn,βn}

n x
min{α1,β1}
1 . . . xmin{αn,βn}

n

= b ·mdc(w, v), (3.2)

em que b = x
β1−min{α1,β1}
1 . . . x

βn−min{αn,βn}
n ∈Mn.

Seja m = xγ11 . . . xγnn um monômio tal que m ∈ 〈w〉 : 〈v〉. Então, mv ∈ 〈w〉 e, assim,

existe um monômio u tal que mv = wu.

Mostremos que b divide u.

Considere u = xδ11 . . . x
δn
n . Como mv = wu, então

xγ11 . . . xγnn x
β1
1 . . . xβnn = xα1

1 . . . xαn
n xδ11 . . . x

δn
n .

Assim, para todo i ∈ {1, . . . , n}, temos que γi + βi = αi + δi. Logo, βi − αi = δi − γi
e, portanto,

βi − αi ≤ δi.

Vamos analisar dois casos.

Se min{αi, βi} = βi, então βi −min{αi, βi} = 0 ≤ δi.

Se min{αi, βi} = αi, então βi −min{αi, βi} = βi − αi ≤ δi.

Assim, b divide u, isto é,
u

b
∈Mn.

Dessa forma, temos que

m =
uw

v
=

uw

b ·mdc(w, v)
=
u

b
· w

mdc(w, v)
,

o que mostra que m ∈
〈

w

mdc(w, v)

〉
.

Por outro lado, seja m ∈
〈

w

mdc(w, v)

〉
. Então, existe um monômio u tal que

m = u · w

mdc(w, v)
.

Logo, m ·mdc(w, v) = uw e, consequentemente, por (3.2), temos que

mv = uwx
β1−min{α1,β1}
1 . . . xβn−min{αn,βn}

n .

36



Assim, mv ∈ 〈w〉 e, portanto, m ∈ 〈w〉 : 〈v〉.

Vale ressaltar que o último passo acontece porque, como 〈w〉 é ideal, então mvq ∈ 〈w〉,

para qualquer polinômio q de K[x1, . . . , xn]. 2

Proposição 3.9 Sejam 〈m1, . . . ,mr〉, 〈w〉 ⊂ K[x1, . . . , xn] ideais monomiais. Então

〈m1, . . . ,mr〉 : 〈w〉 = 〈m1〉 : 〈w〉+ · · ·+ 〈mr〉 : 〈w〉.

Demonstração: O item (ii) da Proposição 1.3 nos garante que 〈m1〉 : 〈w〉+ · · ·+〈mr〉 :

〈w〉 ⊆ 〈m1, . . . ,mr〉 : 〈w〉.

Para a outra inclusão, considere o monômio m ∈ 〈m1, . . . ,mr〉 : 〈w〉. Então, mw ∈

〈m1, . . . ,mr〉 e, consequentemente, existe um monômio q tal que mw = qmi, para algum

i ∈ {1, . . . , r}. Logo, mw ∈ 〈mi〉 e, assim, m ∈ 〈mi〉 : 〈w〉. Portanto, m ∈ 〈m1〉 :

〈w〉+ . . .+ 〈mr〉 : 〈w〉. 2

Assim, de acordo com as Proposições 3.8, 3.9 e com o item (iii) da Proposição 1.3, da-

dos os ideais monomiais I = 〈m1, . . . ,mr〉, J = 〈n1, . . . , ns〉 ⊂ K[x1, . . . , xn], o quociente

entre eles pode ser descrito da seguinte forma:

I : J = 〈m1, . . . ,mr〉 : 〈n1, . . . , ns〉

= 〈m1, . . . ,mr〉 :
s∑
j=1

〈nj〉

=
s⋂
j=1

(〈m1, . . . ,mr〉 : 〈nj〉)

=
s⋂
j=1

r∑
i=1

(〈mi〉 : 〈nj〉)

=
s⋂
j=1

r∑
i=1

〈
mi

mdc(mi, nj)

〉
. (3.3)

Exemplo 3.10 Sejam I = 〈x3, xy, y4〉, J = 〈x2, xy2〉 ⊂ K[x, y]. Então:
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I : J = 〈x3, xy, y4〉 : 〈x2, xy2〉

=

(〈
x3

mdc(x3, x2)

〉
+

〈
xy

mdc(xy, x2)

〉
+

〈
y4

mdc(y4, x2)

〉)
∩
(〈

x3

mdc(x3, xy2)

〉
+

〈
xy

mdc(xy, xy2)

〉
+

〈
y4

mdc(y4, xy2)

〉)
= 〈x, y, y4〉 ∩ 〈x2, 1, y2〉

= 〈x, y〉 ∩K[x, y]

= 〈x, y〉.

Neste caso, a representação geométrica para obtenção dos monômios geradores de

I : J pode não oferecer benef́ıcio. Note que, utilizando as interpretações já realizadas

das operações por meio da aplicação ξ e a relação (3.3), obtemos

ξ(I : J) =
s⋂
j=1

r⋃
i=1

(ξ(mi)−min(ξ(mi), ξ(ni))),

em que I = 〈m1, . . . ,mr〉 e J = 〈n1, . . . , ns〉.

(a) I (b) J (c) I : J

Figura 3.5: Quociente de ideais monomiais

Para finalizar esta seção, estudaremos o radical de um ideal monomial. Para tanto,

vamos apresentar dois conceitos e uma proposição.

Definição 3.11 Um monômio m ∈ K[x1, . . . , xn] é chamado livre de quadrados se m =

xi1 . . . xik , em que i1 < . . . < ik.
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Definição 3.12 Um ideal monomial gerado por monômios livres de quadrados é cha-

mado ideal monomial livre de quadrados.

Exemplo 3.13 O ideal I = 〈x, yz, w〉 ⊂ K[x, y, z, w] é um ideal monomial livre de

quadrados e o ideal J = 〈x2, yz, w〉 ⊂ K[x, y, z, w] não é um ideal monomial livre de

quadrados.

Proposição 3.14 Um ideal monomial livre de quadrados é um ideal radical.

Demonstração: Seja I = 〈m1, . . . ,mr〉 ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal monomial, em que

m1 é livre de quadrados, isto é, m1 = xi1 . . . xik , com i1 < . . . < ik.

Por (3.1), temos que

〈xi1 ,m2, . . . ,mr〉 ∩ . . . ∩ 〈xik ,m2, . . . ,mr〉 = 〈xi1 . . . xik ,m2, . . . ,mr〉 = I.

Agora, suponha que m2 também seja livre de quadrados, isto é, m2 = xj1 . . . xjl , com

j1 < . . . < jl.

Então, dado p ∈ {1, . . . , k}, temos

〈xip , xj1 ,m3, . . . ,mr〉 ∩ . . . ∩ 〈xip , xjl ,m3, . . . ,mr〉 = 〈xip , xj1 . . . xjl ,m3, . . . ,mr〉

= 〈xip ,m2,m3, . . . ,mr〉.

Procedemos com esse processo até o último monômio gerador de I. Assim, suponha

que mr também seja livre de quadrados, isto é, mr = xq1 . . . xqt , com q1 < . . . < qt.

Então, dado w ∈ {1, . . . , t}, temos que
t⋂

w=1

〈xip , . . . , xqw〉 = 〈xip , . . . ,mr〉. Dessa forma, I

é uma intersecção de ideais do tipo 〈xc1 , xc2 , . . . , xcs〉, em que c1, c2, . . . , cs ∈ {1, . . . , n}.

Pelo Teorema 2.18, cada um desses ideais é um ideal primo. Assim, I = P1 ∩ . . . ∩ PN ,

em que P1, . . . , PN são ideais primos.

Utilizando a Proposição 1.5 e o item (iii) da Proposição 1.6, segue que

√
I =

√
P1 ∩ . . . ∩ PN =

√√
P1 ∩ . . . ∩

√
PN =

√
P1 ∩ . . . ∩

√
PN = P1 ∩ . . . ∩ PN = I.

Portanto, I é um ideal radical. 2

O resultado anterior nos permite obter facilmente o radical de um ideal monomial.
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Proposição 3.15 Seja I = 〈m1, . . . ,mr〉 ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal monomial, em que

mi = x
ci1
i1
. . . x

ciki
iki

e cik 6= 0, para todo i ∈ {1, . . . , r} e para todo k ∈ {1, . . . , ki}. Então
√
I = 〈n1, . . . , nr〉, em que ni = xi1 . . . xiki , para todo i ∈ {1, . . . , r}.

Demonstração: Seja ci = max{cik ; k = 1, . . . , ki}, para todo i ∈ {1, . . . , r}. Assim,

ncii = (xi1 . . . xiki )
ci = xcii1 . . . x

ci
iki
∈ I, uma vez que, devido à escolha de ci, x

ci
i1
. . . xciiki

é

múltiplo de x
ci1
i1
. . . x

ciki
iki

= mi.

Seja N = c1 + c2 + · · ·+ cr − r + 1. Temos que

〈n1, . . . , nr〉N ⊆ I ⊆ 〈n1, . . . , nr〉.

Para a primeira inclusão, note que um elemento de 〈n1, . . . , nr〉N é uma soma finita de

produtos da forma
N∏
j=1

(f1jn1 + · · ·+ frjnr), em que fij ∈ K[x1, . . . , xn]. Tal produto, por

sua vez, é igual a uma soma de termos gdn
d1
1 . . . ndrr , em que d = (d1, . . . , dr), d1+· · ·+dr =

N e gd ∈ K[x1, . . . , xn]. Temos que di ≥ ci, para pelo menos um valor de i, pois, caso

contrário, teŕıamos di ≤ ci − 1, para todo i e, assim,
r∑
i=1

di ≤
r∑
i=1

(ci − 1). Logo,

N =
r∑
i=1

di ≤
r∑
i=1

ci − r <
r∑
i=1

ci − r + 1 = N,

o que é um absurdo. Dessa forma, suponha que dj ≥ cj, em que j ∈ {1, . . . , r}. Então,

n
dj
j ∈ I, pois ncii ∈ I, para todo i. Assim, todos os termos gdn

d1
1 . . . ndrr pertencem a I e,

consequentemente, 〈n1, . . . , nr〉N ⊆ I.

Para a segunda inclusão, seja m ∈ I = 〈m1, . . . ,mr〉. Então, para cada i ∈ {1, . . . , r},

existe fi ∈ K[x1, . . . , xn] tal que:

m = f1m1 + · · ·+ frmr

= f1x
c11
11
. . . x

c1k1
1k1

+ · · ·+ frx
cr1
r1 . . . x

crkr
rkr

= f1x
c11−1
11

x11 . . . x
c1k1
−1

1k1
x1k1 + · · ·+ frx

cr1−1
r1 xr1 . . . x

crkr
−1

rkr xrkr

= f1x
c11−1
11

. . . x
c1k1
−1

1k1
n1 + · · ·+ frx

cr1−1
r1 . . . x

crkr
−1

rkr nr ∈ 〈n1, . . . , nr〉.

Assim, pelo item (i) da Proposição 1.6, temos que√
〈n1, . . . , nr〉N ⊆

√
I ⊆

√
〈n1, . . . , nr〉
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e, pelo item (ii) da Proposição 1.6 e pela Proposição 3.14, conclúımos que

〈n1, . . . , nr〉 =
√
〈n1, . . . , nr〉 =

√
〈n1, . . . , nr〉N ⊆

√
I ⊆

√
〈n1, . . . , nr〉 = 〈n1, . . . , nr〉.

Portanto,
√
I = 〈n1, . . . , nr〉. 2

Exemplo 3.16 Seja I = 〈x4, xy2, y3〉 ⊂ K[x, y]. Então:

√
I = 〈x, xy, y〉 = 〈x, y〉.

Note que, neste caso, basta considerar 1 como expoente de cada variável que aparece

nos monômios geradores de I para obter os monômios geradores de
√
I, tornando a

operação muito simples.

(a) I (b)
√
I

Figura 3.6: Radical de ideal monomial

3.2 Fecho integral de um ideal monomial

Na seção 1.2 do caṕıtulo 1, tivemos um primeiro contato com a operação do fecho

integral de um ideal e estudamos algumas de suas propriedades quando aplicadas a ideais

quaisquer. Nesta seção, nosso objetivo é provar que o fecho integral de um ideal monomial

41



é um ideal monomial. Mas, antes, vamos observar uma peculiaridade que essa operação

reserva para o caso em que o ideal é monomial.

Proposição 3.17 Sejam I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal monomial e m um monômio. Então

m ∈ I se, e somente se, existirem k ∈ N∗ e monômios m1, . . . ,mk ∈ I tais que mk −

m1 . . .mk = 0.

Demonstração: Considere m = xα1
1 . . . xαn

n . Temos que m ∈ I se, e somente se, existem

r ∈ N∗ e pi ∈ I i tais que mr + p1m
r−1 + · · · + pr−1m + pr = 0. Como I i é monomial,

segue que M(pi) ⊂ I i, para todo i ∈ {1, . . . , r}.

Agora, note que mr = xrα1
1 . . . xrαn

n . Deste modo, para cada i ∈ {1, . . . , r}, devemos

ter, no máximo, um elemento qi ∈ M(pi) ⊂ I i tal que qim
r−i = xrα1

1 . . . xrαn
n = mr.

Assim, temos bi ∈ K tais que mr + b1q1m
r−1 + · · ·+ br−1qr−1m+ brqr = 0.

Devemos ter, ao menos, um ı́ndice i ∈ {1, . . . , r} tal que bi 6= 0, pois, caso contrário,

teŕıamos mr = 0, o que é um absurdo. Seja k um tal ı́ndice, ou seja, qkm
r−k = mr. Deste

modo, temos que 0 = mr− qkmr−k = mr−k(mk− qk). Logo, mk− qk = 0, em que qk ∈ Ik,

isto é, mk −m1 . . .mk = 0, em que m1, . . . ,mk são monômios que pertencem a I.

A rećıproca é imediata. 2

Na Proposição 2.13 do caṕıtulo 2, vimos que, se I é um ideal monomial, então, para

todo f ∈ I, temos M(f) ⊂ I. O lema a seguir mostra que a rećıproca também é

verdadeira.

Lema 3.18 Seja I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal. Se, para todo f ∈ I, tivermos M(f) ⊂ I,

então I é monomial.

Demonstração: Suponha que, para todo f ∈ I, tenhamos M(f) ⊂ I e considere

S = {m; m é monômio de algum f ∈ I}.

Mostremos que 〈S〉 = I.

Por hipótese, S ⊆ I e, consequentemente, 〈S〉 ⊆ I.

Por outro lado, dado g ∈ I, segue que M(g) ⊂ S e, portanto, g ∈ 〈S〉.

Portanto, I é um ideal monomial. 2

A Proposição 3.17 e o Lema 3.18 nos permitem provar o seguinte teorema.
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Teorema 3.19 O fecho integral de um ideal monomial é um ideal monomial.

Demonstração: Seja I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal monomial. Já mostramos, anterior-

mente, que I é um ideal. Portanto, falta mostrar que I é monomial.

Queremos mostrar que, para todo g ∈ I, temos que M(g) ⊂ I e, dessa forma, o Lema

3.18 garante o resultado.

Suponha que existe g =
r∑
i=1

aimi ∈ I tal que M(g) = {m1, . . . ,mr} 6⊂ I. Então,

considere k ≤ r tal que {mk+1, . . . ,mr} ⊂ I e mi /∈ I, para todo i ∈ {1, . . . , k}. Assim,

f = g − (ak+1mk+1 + · · ·+ armr) = a1m1 + · · ·+ akmk ∈ I.

Se k = 1, o argumento acima evidencia uma contradição e nada mais resta mostrar.

Se k > 1, então considere, inicialmente, que K é um corpo infinito. Tome u1, . . . , un ∈

K\{0} e defina a aplicação:

ϕu : K[x1, . . . , xn] → K[x1, . . . , xn]

xi 7→ uixi.

Não é dif́ıcil mostrar que ϕu é um automorfismo de anéis.

Note que ϕu(I
i) = I i e ϕu(m) 6= 0, para todo monômio m ∈Mn.

Como f ∈ I, então existem r ∈ N∗ e pi ∈ I i tais que f r+p1f
r−1+ · · ·+pr−1f+pr = 0.

Deste modo,

0 = ϕu(0) = ϕu(f
r + p1f

r−1 + · · ·+ pr−1f + pr)

= ϕu(f
r) + ϕu(p1)ϕu(f

r−1) + · · ·+ ϕu(pr−1)ϕu(f) + ϕu(pr)

= (ϕu(f))r + q1(ϕu(f))r−1 + · · ·+ qr−1ϕu(f) + qr,

em que qi = ϕu(pi) ∈ I i. Portanto, ϕu(f) ∈ I.

Denotemos mi = xαi1
1 . . . xαin

n , para todo i ∈ {1, . . . , k}. Como K é um corpo infinito,

existem u1, . . . , un ∈ K\{0} tais que

ϕu(f) = a1u
α11
1 . . . uα1n

n m1 + · · ·+ aku
αk1
1 . . . uαkn

n mk

6= a1u
αk1
1 . . . uαkn

n m1 + · · ·+ aku
αk1
1 . . . uαkn

n mk

= uαk1
1 . . . uαkn

n f.
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Agora, considere h = uαk1
1 . . . uαkn

n f − ϕu(f) 6= 0. Como f, ϕu(f) ∈ I, então temos

que h ∈ I. Note que cada um dos monômios de h (que aparecem em número menor do

que k e pertencem a M(f)) não pertencem a I. Dessa forma, podemos repetir todo este

processo para h e, assim por diante, até obtermos um polinômio constitúıdo de apenas

um monômio m ∈M(f) em I, o que é uma contradição.

Assim, quando K é um corpo infinito, para todo g ∈ I ⊂ K[x1, . . . , xn], temos que

M(g) ⊂ I e, portanto, I é monomial.

Se K não é infinito, consideramos o seu fecho algébrico K, que é infinito, e denotamos

por IK[x1, . . . , xn] o ideal gerado pelos geradores de I em K[x1, . . . , xn].

Seja g ∈ I ⊂ IK[x1, . . . , xn]. Então, pelo que conclúımos acima, segue que M(g) ⊂

IK[x1, . . . , xn]. Mostremos que M(g) ⊂ I.

Seja m ∈M(g). Note que, pela Proposição 3.17, temos que existe j ∈ N∗ e monômios

m1, . . . ,mj ∈ IK[x1, . . . , xn] tais que mj −m1 . . .mj = 0, isto é, mj = m1 . . .mj. Uma

vez que monômios de IK[x1, . . . , xn] são monômios de I, temos que mi ∈ I, para todo

i ∈ {1, . . . , j}. Portanto, m ∈ I. 2

Agora, já sabemos que o fecho integral de um ideal monomial I é um ideal monomial,

mas ainda não temos uma maneira de calculá-lo, como fizemos com as outras operações.

O exemplo a seguir mostra que, utilizando algumas propriedades já vistas, podemos,

ao menos, reduzir o número de posśıveis monômios geradores de I a um conjunto bem

determinado.

Exemplo 3.20 Seja I = 〈x4y, xy3, y4〉 ⊂ K[x, y]. A Figura 3.7 mostra os pontos que

representam os monômios geradores de I em azul e o ponto que representa o monômio

gerador de
√
I = 〈y〉 em amarelo. Como I ⊆ I ⊆

√
I, então os pontos que podem

corresponder aos monômios geradores de I, que aparecem identificados com uma cruz,

só podem estar compreendidos entre as linhas azuis e as amarelas, ou sobre elas, isto é,

a poligonal com vértices nos pontos que indicam os geradores de I e as semirretas com

origem em (0, 1).
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Figura 3.7

O exemplo acima ilustra que, quando é posśıvel representar geometricamente os

monômios, isto é, quando n ≤ 3, conseguimos identificar com bastante clareza qual é

o conjunto de monômios que contém os monômios geradores de I.

Agora, vamos apresentar mais duas proposições. A primeira delas nos fornece outro

critério para identificarmos quando um monômio pertence, ou não, a I. A segunda reduz

o conjunto de posśıveis geradores de I a um pequeno conjunto, resultado semelhante ao

do Exemplo 3.20, mas, desta vez, de forma generalizada.

Proposição 3.21 Sejam I = 〈m1, . . . ,mr〉 ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal monomial em que

mj = x
αj1
1 . . . x

αjn
n , para todo j ∈ {1, . . . , r}, e m = xα1

1 . . . xαn
n um monômio. Temos que

m ∈ I se, e somente se, existirem c1, . . . , cr ∈ Q+, com
r∑
j=1

cj = 1, tais que

(α1, . . . , αn) ≥
r∑
j=1

cj(αj1 , . . . , αjn),

coordenada a coordenada.

Demonstração: Suponha que m ∈ I. Pela Proposição 3.17, existem k ∈ N∗ e um pro-

duto ak de k monômios de I tais que mk−ak = 0. Um produto arbitrário de k monômios

de I é da forma bmi1
1 . . .m

ir
r , em que b é um monômio e i1, . . . , ir ∈ N, com i1+· · ·+ir = k.

Assim, mk = bmi1
1 . . .m

ir
r , isto é, xkα1

1 . . . xkαn
n = bx

i1α11+···+irαr1
1 . . . x

i1α1n+···+irαrn
n . Logo,
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kαl ≥
r∑
j=1

ijαjl , para todo l ∈ {1, . . . , n}. Dessa forma, temos que

αl ≥
r∑
j=1

cjαjl ,

em que cj =
ij
k
∈ Q+, para todo j ∈ {1, . . . , r} e

r∑
j=1

cj =
r∑
j=1

ij
k

= 1.

Por outro lado, sejam c1, . . . , cr ∈ Q+ tais que

r∑
j=1

cj = 1 e (α1, . . . , αn) ≥
r∑
j=1

cj(αj1 , . . . , αjn).

Para cada j, escreva cj =
ij
k

, para algum ij ∈ N e k ∈ N∗. Como
r∑
j=1

cj = 1, então

r∑
j=1

ij = k.

Assim, kαl ≥
r∑
j=1

ijαjl , para todo l ∈ {1, . . . , n}. Logo, mk é múltiplo de mi1
1 . . .m

ir
r ,

isto é, mk = bmi1
1 . . .m

ir
r , em que i1 + · · · + ir = k e b é um monômio de K[x1, . . . , xn].

Portanto, m ∈ I. 2

O próximo resultado nos apresenta uma limitação para o grau dos geradores de I.

Proposição 3.22 Sejam I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal monomial e N o maior entre os

graus dos seus monômios geradores minimais. Então os geradores minimais de I têm

grau menor ou igual a N + n− 1.

Demonstração: Com as notações da proposição anterior, seja m = xα1
1 . . . xαn

n um

gerador minimal de I. Então existem c1, . . . , cr ∈ Q+ tais que

(α1, . . . , αn) ≥
r∑
j=1

cj(αj1 , . . . , αjn), (3.4)

em que (αj1 , . . . , αjn) é o multigrau do gerador minimal mj de I e
r∑
j=1

cj = 1.

Suponha que existe i ∈ {1, . . . , n} tal que αi ≥ 1 +
r∑
j=1

cjαji . Então, o multigrau de

m

xi
= xα1

1 . . . xαi−1
i . . . xαn

n satisfaz a equação em (3.4). Logo,
m

xi
∈ I e, portanto,

m

xi
(e,
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consequentemente, m) é múltiplo de algum gerador minimal de I, o que é um absurdo.

Assim, αi < 1 +
r∑
j=1

cjαji , para todo i ∈ {1, . . . , n} e, então, temos que

n∑
i=1

αi <

n∑
i=1

(1 +
r∑
j=1

cjαji) = n+
n∑
i=1

r∑
j=1

cjαji

= n+
r∑
j=1

cj

n∑
i=1

αji

= n+
r∑
j=1

cj · deg(mj) ≤ n+
r∑
j=1

cj ·N = n+N.

Portanto, deg(m) ≤ n+N − 1. 2

Assim, a Proposição 3.22 nos permite identificar um número finito de posśıveis gerado-

res minimais de I. Então, bastaria checar quais desses monômios satisfazem a Proposição

3.21, tornando a tarefa de identificar o conjunto G(I) fact́ıvel, mesmo que, para isso, seja

necessário utilizar programas computacionais.

A seguir, algumas propriedades e resultados geométricos vão mostrar que é posśıvel

encontrar G(I) de um modo mais simples, nos casos em que pudermos representar os

monômios geometricamente.

Definição 3.23 Seja S ⊆ Rn um conjunto não vazio. Se todos os segmentos de reta

que unem quaisquer dois de seus pontos estiverem inteiramente contidos em S, então S

é convexo. Equivalentemente, S é convexo se for a união de todos os segmentos de reta

que unem quaisquer dois de seus pontos.

Definição 3.24 O fecho convexo de um conjunto S ⊆ Rn é o menor conjunto convexo

que contém S. Equivalentemente, o fecho convexo de S é a união de todos os segmentos

de reta que unem quaisquer dois de seus pontos.

Denotamos o fecho convexo de um conjunto S ⊆ Rn por conv(S) e, assim,

conv(S) = {s(A,B);A,B ∈ S},

em que s(A,B) denota o segmento de reta que une A a B.

Note que, se A,B ∈ S, então o segmento de reta que une A a B pode ser descrito

como o conjunto de pontos que são obtidos por
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λA+ (1− λ)B,

com λ ∈ [0, 1].

Além disto, como conv(S) é um conjunto convexo, segue que, se A,B ∈ conv(S),

então s(A,B) ⊂ conv(S).

Dessa forma, P ∈ conv(S) se, e somente se, P ∈ s(A,B), para algum A,B ∈ conv(S),

isto é, P = λPA+ (1− λP )B, em que λP ∈ [0, 1].

Como A,B ∈ conv(S), devemos ter:

A = λAA1 + (1− λA)B1

e

B = λBA2 + (1− λB)B2,

em que A1, A2, B1, B2 ∈ conv(S) e λA, λB ∈ [0, 1].

Assim,

P = λP [λAA1 + (1− λA)B1] + (1− λP )[λBA2 + (1− λB)B2]

= λPλAA1 + λP (1− λA)B1 + (1− λP )λBA2 + (1− λP )(1− λB)B2.

Note que

λPλA + λP (1− λA) + (1− λP )λB + (1− λP )(1− λB) =

λP (λA + 1− λA) + (1− λP )(λB + 1− λB) =

λP + 1− λP = 1.

Dessa forma, podemos concluir que

P ∈ conv(S) se, e somente se, P = α1S1 + · · ·+ αkSk,

em que αi ≥ 0, Si ∈ conv(S), para todo i ∈ {1, . . . , k} e
k∑
i=1

αi = 1.

Os conceitos anteriores podem ser considerados em Qn. Neste caso, dados A,B ∈

S ⊆ Qn, consideramos s(A,B) = {λA+ (1− λ)B;λ ∈ [0, 1] ∩Q}.

Agora, vamos considerar, novamente, a aplicação:

ξ : Mn → Nn

xα1
1 . . . xαn

n 7→ (α1, . . . , αn).
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Como antes, se I é um ideal monomial, então denotaremos ξ(I) = {ξ(m) : m é

monômio de I}, ou seja, ξ(I) é o conjunto expoente de I.

Proposição 3.25 Seja I = 〈m1, . . . ,mr〉 um ideal monomial em que mj = x
αj1
1 . . . x

αjn
n ,

para todo j ∈ {1, . . . , r}, e considere m = xα1
1 . . . xαn

n ∈ Mn. Temos que (α1, . . . , αn) ∈

conv(ξ(I)) se, e somente se, existirem c1, . . . , cr ∈ Q+ tais que
r∑
j=1

cj = 1 e (α1, . . . , αn) ≥

r∑
j=1

cj(αj1 , . . . , αjn).

Demonstração: Vamos considerar o Q-espaço vetorial Qn. Note que ξ(I) ⊆ Nn ⊆ Qn.

Denote α = (α1, . . . , αn) e αj = (αj1 , . . . , αjn).

Pelo que foi dito anteriormente, temos que

α ∈ conv(ξ(I)) se, e somente se, α =
k∑
i=1

γiSi,

em que Si ∈ conv(ξ(I)), γi ∈ Q+ e
k∑
i=1

γi = 1.

Além disso, como Si ∈ conv(ξ(I)), então existem mi1 ,mi2 geradores minimais de I

tais que Si ∈ s(ξ(mi1) + βi, ξ(mi2) + δi), em que βi, δi ∈ Nn. Assim,

Si = λi(ξ(mi1) + βi) + (1− λi)(ξ(mi2) + δi).

Logo, temos que α ∈ conv(ξ(I)) se, e somente se,

α =
k∑
i=1

γiSi

=
k∑
i=1

γi(λi(ξ(mi1) + βi) + (1− λi)(ξ(mi2) + δi))

=
k∑
i=1

γiλiξ(mi1) + (γi − γiλi)ξ(mi2) + γiλiβi + γi(1− λi)δi

=
r∑
j=1

cjαj + ε,
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em que cj ∈ Q+,
r∑
j=1

cj = 1 e ε ∈ (Q+)
n
. Portanto, α ∈ conv(ξ(I)) se, e somente se,

α ≥
r∑
j=1

cjαj. 2

Como consequência imediata das Proposições 3.21 e 3.25, temos o seguinte resultado.

Corolário 3.26 Seja I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal monomial e m = xα1
1 . . . xαn

n ∈ Mn.

Temos que (α1, . . . , αn) ∈ conv(ξ(I)) se, e somente se, m ∈ I.

Do resultado anterior, temos que o conjunto expoente de I é formado pelos pontos

de Nn que pertencem ao fecho convexo do conjunto expoente de I, ou seja,

ξ(I) = conv(ξ(I)) ∩ Nn.

Isto motiva a seguinte definição.

Definição 3.27 Seja I um ideal monomial de K[x1, . . . , xn]. O fecho convexo, em Rn,

do conjunto expoente de I é chamado de poliedro de Newton de I.

Exemplo 3.28 Seja I = 〈x4y, xy3, y4〉 ⊂ K[x, y]. A letra (a) da Figura 3.8 mostra o

conjunto expoente de I. A letra (b) mostra o poliedro de Newton de I e, em destaque,

o ponto em Nn que pertence a conv(ξ(I)) e que não pertence a ξ(I). Por fim, a letra (c)

mostra o conjunto expoente de I. Assim, I = 〈x4y, x3y2, xy3, y4〉.

(a) Conjunto expoente de I (b) Poliedro de Newton de I (c) Conjunto expoente de I

Figura 3.8: Fecho integral de ideal monomial
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Caṕıtulo 4

O fecho de Ratliff-Rush

Este caṕıtulo é dedicado à última operação que estudaremos neste trabalho: o fecho

de Ratliff-Rush. Para definirmos alguns pontos e apresentarmos algumas propriedades

dessa operação, voltemos a considerar um anel noetheriano R comutativo e com unidade.

Considere um ideal I ⊂ R e a famı́lia

F = {J ; R 6= J é ideal de R e existe n0 ∈ N∗ tal que Jn = In, para todo n ≥ n0}.

Como F 6= ∅, uma vez que I ∈ F , e R é noetheriano, segue que F possui um elemento

maximal Ĩ.

Ratliff e Rush provaram em [RR] que, se I for um ideal regular, isto é, se I contiver

ao menos um elemento não divisor de zero, então Ĩ é único e, além disso,

Ĩ =
⋃
n∈N∗

(In+1 : In). (4.1)

Assim, temos que o ideal Ĩ descrito acima é o maior (com respeito à inclusão) ideal

próprio de R tal que (Ĩ)n = In, para todo n ∈ N∗ suficientemente grande. Chamaremos

tal ideal de fecho de Ratliff-Rush de I e, sempre que tivermos I = Ĩ, então I será um

ideal Ratliff-Rush.

Note que sempre temos a inclusão I ⊆ Ĩ, uma vez que o elemento maximal Ĩ é único

em F . Além disso, Ĩ ⊆ I, pois, se r ∈ Ĩ, então rn ∈ (Ĩ)
n

= In, para algum n ∈ N∗.
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Assim, existe an ∈ In tal que rn−an = 0 e, portanto, r ∈ I. Como já vimos que I ⊆
√
I,

então temos

I ⊆ Ĩ ⊆ I ⊆
√
I.

Dessa forma, segue que todo ideal radical é um ideal integralmente fechado, e este,

por sua vez, é um ideal Ratliff-Rush.

É evidente que os ideais que compoem a união em (4.1) formam a seguinte cadeia

ascendente:

(I2 : I) ⊆ (I3 : I2) ⊆ . . . ⊆ (In+1 : In) ⊆ . . .

Como R é noetheriano, então existe k ∈ N∗ tal que In+1 : In = Ik+1 : Ik, para todo

n ≥ k. Dessa forma, para calcular o fecho de Ratliff-Rush de I, bastaria encontrar o

valor de k para o qual essa igualdade acontece.

Como nosso objetivo, neste caṕıtulo, é calcular o fecho de Ratliff-Rush de certa classe

de ideais monomiais do anel K[x1, . . . , xn], vamos voltar a considerar tais ideais nesse

anel. Note que, como K[x1, . . . , xn] é um domı́nio de integridade, então todo ideal I ⊂

K[x1, . . . , xn] é regular. Além disso, se I é monomial, então, por definição, Ĩ é monomial,

o que pode simplificar o processo.

Apesar de alguns autores já terem estudado o fecho de Ratliff-Rush de ideais mo-

nomiais, ainda não há uma maneira de calculá-lo para qualquer ideal monomial de

K[x1, . . . , xn]. Por isso, neste caṕıtulo, vamos apresentar o algoritmo dado em [G] para

calcular tal operação em uma classe espećıfica de ideais monomiais no anel K[x1, . . . , xn].

Tal processo é uma generalização do algoritmo definido em [A] para uma classe de ideais

monomiais em K[x1, x2].

Agora, vamos definir a classe de ideais monomiais com a qual trabalharemos e apre-

sentar algumas propriedades.

Aqui, vale relembrar que dado um ideal próprio I em um anel R e dados a, b ∈ R

tais que ab ∈ I, se tivermos a ∈ I ou bm ∈ I, para algum m ∈ N∗, então I é um ideal

primário.

Proposição 4.1 Seja I um ideal primário de um anel R. Então m =
√
I é um ideal

primo.
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Demonstração: Sejam I um ideal primário e a, b ∈ R tais que ab ∈ m =
√
I. Então

existe n ∈ N∗ tal que (ab)n ∈ I. Como I é primário, segue que an ∈ I ou (bn)m ∈ I, para

algum m ∈ N∗. Logo, a ∈ m ou b ∈ m. 2

Se I é um ideal primário e m =
√
I, então chamaremos I de ideal m-primário.

A partir deste momento, trabalharemos com os ideais monomiais m-primários de

K[x1, . . . , xn] tais que m seja, além de primo, maximal, isto é, m = 〈x1, . . . , xn〉. Assim,

existem d1, . . . , dn ∈ N∗ tais que {xd11 , . . . , xdnn } ⊂ G(I). Denotaremos µi = xdii , para todo

1 ≤ i ≤ n.

De agora em diante, sempre que mencionarmos o ideal I, estaremos nos referindo a

um ideal nas condições acima.

Além disso, durante todo o texto, usaremos a notação (a1, . . . , an) ≤ (b1, . . . , bn)

quando tivermos a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ N tais que ai ≤ bi, para todo i ∈ {1, . . . , n}.

A seguir, vamos apresentar um conceito que nos permitirá definir a classe de ideais

monomiais m-primários com a qual trabalharemos.

Definição 4.2 Sejam I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal e a1, . . . , an ∈ N. Chamaremos de

caixa associada a I com coordenadas a1, . . . , an o seguinte conjunto:

Ba1,...,an = ([a1d1, (a1 + 1)d1]× . . .× [andn, (an + 1)dn]) ∩ Nn.

Além disso, pontos da forma (k1d1, . . . , kndn) e os monômios ξ−1(k1d1, . . . , kndn), em

que ki ∈ N, para todo i ∈ {1, . . . , n}, e ξ é o isomorfismo de semigrupos definido no ińıcio

do caṕıtulo 3, serão chamados de esquinas.

No que segue, vamos identificar um monômio m com sua imagem ξ(m). Usando tal

identificação, note que todos os geradores minimais de I estão em B0,...,0. De fato, o

conjunto dos geradores minimais de I é formado por {µ1, . . . , µn} e, eventualmente, por

monômios da forma xα1
1 . . . xαn

n , em que αi < di, para todo i ∈ {1, . . . , n}.

53



4.1 Bons ideais

Agora, vamos apresentar uma condição essencial que os ideais monomiais devem ter

para o desenvolvimento do algoritmo.

Definição 4.3 Um ideal I ⊂ K[x1, . . . , xn] será chamado de bom ideal se, para todo l ∈

N∗, todo gerador minimal de I l pertencer a uma caixa Ba1,...,an , em que a1+· · ·+an = l−1.

Vamos explorar a definição anterior por meio dos seguintes exemplos.

Exemplo 4.4 Seja I = 〈x3, y3, z3, xyz〉 ⊂ K[x, y, z]. Note que x2y2z2 é um gerador

minimal de I2 que pertence somente a B0,0,0 e 0 + 0 + 0 6= 1. Portanto, I não é um bom

ideal.

Claramente, verificar que um ideal é um bom ideal requer argumentos mais apurados,

como ilustra o próximo exemplo.

Exemplo 4.5 Seja I = 〈x3, y3, z3, x2y2z2〉 ⊂ K[x, y, z]. Tome l = 2 e note que

G(I2) = {x6, y6, z6, x3y3, x3z3, y3z3, x5y2z2, x2y5z2, x2y2z5},

G(I2) ∩B1,0,0 = {x6, x3y3, x3z3, x5y2z2},

G(I2) ∩B0,1,0 = {y6, x3y3, y3z3, x2y5z2},

G(I2) ∩B0,0,1 = {z6, x3z3, y3z3, x2y2z5}.

Assim, todos os geradores minimais de I2 pertencem a, pelo menos, uma caixa Ba1,...,an

tal que a1 + · · ·+ an = 1.

Temos que G(I2)∩B1,0,0 = µ1G(I), G(I2)∩B0,1,0 = µ2G(I) e G(I2)∩B0,0,1 = µ3G(I).

Assim, I2 = 〈µ1G(I)〉+ 〈µ2G(I)〉+ 〈µ3G(I)〉 = µ1I + µ2I + µ3I.

Agora, utilizando indução sobre l, vamos mostrar que I l =
∑

l1+l2+l3=l−1

µl11 µ
l2
2 µ

l3
3 I, para

todo l ≥ 2, ou seja, que temos o mesmo padrão anterior.

Temos que I2 = µ1I + µ2I + µ3I.
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Suponha que

I l−1 =
∑

k1+k2+k3=l−2

µk11 µ
k2
2 µ

k3
3 I.

Mostremos que

I l =
∑

l1+l2+l3=l−1

µl11 µ
l2
2 µ

l3
3 I.

Note que

I l = I l−1I

=

( ∑
k1+k2+k3=l−2

µk11 µ
k2
2 µ

k3
3 I

)
I

=
∑

k1+k2+k3=l−2

µk11 µ
k2
2 µ

k3
3 I

2

=
∑

k1+k2+k3=l−2

µk11 µ
k2
2 µ

k3
3 (µ1I + µ2I + µ3I)

=
∑

k1+k2+k3=l−2

(µk1+1
1 µk22 µ

k3
3 I + µk11 µ

k2+1
2 µk33 I + µk11 µ

k2
2 µ

k3+1
3 I)

=
∑

l1+l2+l3=l−1

µl11 µ
l2
2 µ

l3
3 I.

Agora, vamos mostrar que, se I l =
∑

l1+l2+l3=l−1

µl11 µ
l2
2 µ

l3
3 I, então I é um bom ideal.

Seja m ∈ G(I l). Temos que m ∈ µl11 µ
l2
2 µ

l3
3 I = 〈µl11 µl22 µl33 gj : j = 1, 2, 3, 4〉, em que

l1 + l2 + l3 = l− 1 e gj ∈ G(I), para todo j ∈ {1, 2, 3, 4}. Assim, existe k ∈ {1, 2, 3, 4} tal

que m = µl11 µ
l2
2 µ

l3
3 gk, e digamos gk = xα1yα2zα3 . Logo, m = xl1d1+α1yl2d2+α2zl3d3+α3 , em

que 0 ≤ αi ≤ di, para todo i ∈ {1, 2, 3}, uma vez que todo gerador de I pertence a B0,0,0.

Dessa forma, temos que lidi ≤ lidi + αi ≤ lidi + di = (li + 1)di. Assim, m ∈ Bl1,l2,l3 , em

que l1 + l2 + l3 = l − 1. Portanto, I é um bom ideal.

Os Teoremas 4.6 e 4.7, a seguir, estabelecem uma condição necessária e outra sufici-

ente, respectivamente, para que um ideal seja bom.

Teorema 4.6 (Uma condição necessária) Seja I ⊂ K[x1, . . . , xn] um bom ideal. Então,

para todo gerador minimal xα1
1 . . . xαn

n de I, temos que

α1

d1
+ · · ·+ αn

dn
≥ 1.
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Demonstração: Suponha que exista m = xα1
1 . . . xαn

n ∈ G(I) tal que
α1

d1
+ · · · + αn

dn
=

1− ε, em que ε > 0.

Mostremos que I não é um bom ideal.

Considere l >
1

ε
e note que ml = xlα1

1 . . . xlαn
n é um gerador de I l. Suponha, sem

perda de generalidade, que ml é um gerador minimal de I l e que ml ∈ Bb1,...,bn tal que

b1 + · · · + bn = l − 1. Assim, para todo i ∈ {1, . . . , n}, temos que bidi ≤ lαi. Logo,
n∑
i=1

bi ≤ l

n∑
i=1

αi
di

, o que nos garante que l − 1 ≤ l(1 − ε) e, consequentemente, l ≤ 1

ε
, o

que é um absurdo. Portanto, I não é um bom ideal. 2

Teorema 4.7 (Uma condição suficiente) Seja I ⊂ K[x1, . . . , xn] um ideal. Suponha

que, para todo gerador minimal xα1
1 . . . xαn

n de I que não seja uma esquina, tenhamos

α1

d1
+ · · ·+ αn

dn
≥ n

2
.

Então I é um bom ideal.

Demonstração: Observe que o conjunto de geradores minimais de I que são esquinas é

exatamente {µ1, . . . , µn}, uma vez que todas as outras esquinas posśıveis seriam múltiplos

de algum µi. Note que o somatório do enunciado é sempre igual a 1 para as esquinas e,

por esse motivo, as eliminamos da hipótese, pois, caso contrário, o ideal nunca seria bom

para n > 2.

Primeiro, vamos mostrar que, dados dois monômios quaisquer m1 = xα1
1 . . . xαn

n e

m2 = xβ11 . . . xβnn tais que
n∑
i=1

αi
di
≥ n

2
e

n∑
i=1

βi
di
≥ n

2
, temos que existe j ∈ {1, . . . , n} tal

que

m1m2 = µjx
γ1
1 . . . xγnn , (4.2)

em que
n∑
i=1

γi
di
≥ n

2
.

De fato, como m1m2 = xα1+β1
1 . . . xαn+βn

n é tal que
n∑
i=1

αi + βi
di

≥ n, então existe

j ∈ {1, . . . , n} de modo que
αj + βj
dj

≥ 1, isto é, αj + βj ≥ dj.

Considere γj = αj + βj − dj e γi = αi + βi, para todo i ∈ {1, . . . , n} tal que i 6= j.

Assim, segue que
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m1m2 = µjx
γ1
1 . . . xγnn e

n∑
i=1

γi
di

=
n∑
i=1

αi + βi
di

− 1 ≥ n− 1.

Como estamos trabalhando com o caso em que n > 1 e, para este caso, vale n− 1 ≥ n

2
,

então temos o resultado.

Agora, seja m ∈ G(I l), com l ≥ 2. Em particular, m é produto de l elementos de

G(I).

Se m = µk11 . . . µknn , com
n∑
i=1

ki = l, então m ∈ Bk1,...,ki−1,...,kn , para algum i ∈

{1, . . . , n}. Assim, podemos supor que m contém, entre seus fatores, geradores minimais

de I que não são esquinas.

Dessa forma, repetindo o processo em (4.2), após um número finito de vezes, podemos

escrever

m = µk11 . . . µknn x
γ1
1 . . . xγnn , em que

n∑
i=1

ki = l − 1 e
n∑
i=1

γi
di
≥ n

2
.

Note que γi < di, para todo i ∈ {1, . . . , n}, pois, se tivéssemos γj ≥ dj para algum

j ∈ {1, . . . , n}, então m seria múltiplo do gerador µk11 . . . µ
kj+1
j . . . µknn de I l, o que não

é posśıvel, uma vez que m ∈ G(I l). Assim, xγ11 . . . xγnn ∈ B0,...,0 e, consequentemente,

m = µk11 . . . µknn x
γ1
1 . . . xγnn ∈ Bk1,...,kn .

Portanto, I é um bom ideal. 2

Veja que, se n = 2, então os resultados anteriores nos dão uma outra caracterização

de um bom ideal.

Além disto, os Teoremas 4.6 e 4.7 fornecem procedimentos rápidos para verificarmos

se um ideal é bom ou não. Porém, há ideais que não satisfazem a condição suficiente, o

que nos impede de afirmar que é um bom ideal, e, por outro lado, satisfazem a condição

necessária, o que, por sua vez, nos impede de afirmar que não é um bom ideal. Para

esses casos, é preciso encontrar estratégias para analisar cada caso, como mostram os

dois exemplos a seguir.

Exemplo 4.8 Seja I = 〈µ1, µ2, µ3,m〉 = 〈x5, y5, z5, xyz4〉 ⊂ K[x, y, z]. É evidente que I

satisfaz a condição necessária e não satisfaz a condição suficiente. Então, vamos analisar

o conjunto G(I l).
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Primeiro, note que m5 = x5y5z20 é múltiplo de x5y5z15 = µ1µ2µ
3
3 ∈ I5 e, portanto,

m5 /∈ G(I5). Assim, dado l ∈ N∗ qualquer, os geradores minimais de I l devem ser da

forma w = µk11 µ
k2
2 µ

k3
3 m

k, com k1 + k2 + k3 + k = l e k ≤ 4, uma vez que m5 é múltiplo

de um gerador minimal de I5.

Veja que, se k = 0, então w = µk11 µ
k2
2 µ

k3
3 m

k = x5k1y5k2z5k3 . Além disso, podemos

garantir que ki 6= 0, para algum i ∈ {1, 2, 3} pois, caso contrário, w seria igual a 1.

Suponha, por exemplo, que i = 1 e note que w ∈ Bk1−1,k2,k3 , com k1− 1 +k2 +k3 = l− 1.

Agora, para analisar os casos em que 1 ≤ k ≤ 4, mostraremos que w pertence a uma

caixa cujas coordenadas somam l − 1 se, e somente se, mk pertence a uma caixa cujas

coordenadas somam k − 1.

Suponha que w ∈ Ba1,a2,a3 , em que a1 + a2 + a3 = l − 1. Então,

5a1 ≤ 5k1 + k ≤ 5(a1 + 1), 5a2 ≤ 5k2 + k ≤ 5(a2 + 1),

5a3 ≤ 5k3 + 4k ≤ 5(a3 + 1).

Como 0 < k < 5, devemos ter a1 = k1 e a2 = k2. Além disso, como a1 + a2 + a3 + 1 =

l = k1 + k2 + k3 + k, então a3 = k3 + k − 1. Dessa forma, da terceira desigualdade segue

que 5(k − 1) ≤ 4k ≤ 5k. Assim, (k, k, 4k) ∈ B0,0,k−1, isto é, mk pertence a uma caixa

cujas coordenadas somam k − 1.

Reciprocamente, suponha que mk ∈ Bb1,b2,b3 , em que b1 + b2 + b3 = k − 1. Como

0 < k < 5, devemos ter b1 = b2 = 0 e, portanto, b3 = k − 1. Assim, 5(k − 1) ≤ 4k ≤ 5k

e, então,

5k3 + 5(k − 1) ≤ 5k3 + 4k ≤ 5k3 + 5k.

Além disso,

5k1 < 5k1 + k < 5k1 + 5 e 5k2 < 5k2 + k < 5k2 + 5,

uma vez que 0 < k < 5. Dessa forma, w ∈ Bk1,k2,k3+k−1, em que k1+k2+k3+k−1 = l−1.

Agora, estamos aptos para checar se mk pertence a uma caixa cuja soma de co-

ordenadas é igual a k − 1, quando 1 ≤ k ≤ 4. Para k = 1, é evidente que sim,

pois todos os geradores minimais de I pertencem a B0,0,0. Além disso, temos que

m2 = x2y2z8 ∈ B0,0,1, m
3 = x3y3z12 ∈ B0,0,2 e m4 = x4y4z16 ∈ B0,0,3.
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Portanto, I é um bom ideal.

Exemplo 4.9 Seja I = 〈x5, y5, z5, x2y2z2〉 ⊂ K[x, y, z]. Note que I satisfaz a condição

necessária, porém não satisfaz a condição suficiente. Veja que x4y4z4 é um gerador

minimal de I2 e pertence apenas a B0,0,0. Como 0 + 0 + 0 6= 1, então I não é um bom

ideal.

Proposição 4.10 Seja I ⊂ K[x1, . . . , xn] um bom ideal. Então, toda esquina µk11 . . . µknn

é um gerador minimal de Ik1+···+kn.

Demonstração: Seja I ⊂ K[x1, . . . , xn] um bom ideal eG(I) = {µ1, . . . , µn,m1, . . . ,mr},

em que mj = x
α1j

1 . . . x
αnj
n , para todo j ∈ {1, . . . , r}. Note que

{µδ11 . . . µδnn m
β1
1 . . .mβr

r ;
n∑
i=1

δi +
r∑
j=1

βj = l}

é conjunto gerador (não, necessariamente, minimal) de I l.

Suponha que existam l′ ≥ 2 e k1, . . . , kn ∈ N tais que
n∑
i=1

ki = l′ e µk11 . . . µknn /∈ G(I l
′
).

Então, existem δ1, . . . , δn, β1, . . . , βr ∈ N tais que

µk11 . . . µknn = mµδ11 . . . µ
δn
n m

β1
1 . . .mβr

r , (4.3)

em que m é um monômio e µδ11 . . . µ
δn
n m

β1
1 . . .mβr

r ∈ G(I l
′
). Como ki ≥ δi, para todo

i ∈ {1, . . . , n}, então a igualdade acima é equivalente a

µγ11 . . . µγnn = mmβ1
1 . . .mβr

r , (4.4)

em que m é um monômio, γi = ki − δi, para todo i ∈ {1, . . . , n} e mβ1
1 . . .mβr

r é um

gerador de I l, em que l = l′ −
n∑
i=1

δi. Podemos supor, sem perda de generalidade, que

mβ1
1 . . .mβr

r ∈ G(I l), pois, caso contrário, podeŕıamos escrever

mβ1
1 . . .mβn

n = m′µ
δ′1
1 . . . µ

δ′n
n m

β′1
1 . . .mβ′r

r ,

em que m′ é um monômio e µ
δ′1
1 . . . µ

δ′n
n m

β′1
1 . . .m

β′r
r ∈ G(I l). Logo, teŕıamos que

µγ11 . . . µγnn = mm′µ
δ′1
1 . . . µ

δ′n
n m

β′1
1 . . .mβ′r

r
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e, assim, podeŕıamos repetir o processo que nos levou de (4.3) para (4.4) um número

finito de vezes.

De (4.4), segue que

r∑
j=1

αijβj ≤ γidi ou, equivalentemente,
r∑
j=1

αij
di
βj ≤ γi,

para todo i ∈ {1, . . . , n}. Como, por hipótese, µγ11 . . . µγnn /∈ G(I l), uma vez que é

múltiplo de mβ1
1 . . .mβr

r ∈ G(I l), então devemos ter, ao menos, um ı́ndice i0 ∈ {1, . . . , n}

tal que
r∑
j=1

αi0j
di0

βj < γi0 , pois, caso contrário, teŕıamos que m = 1 em (4.4) e, assim,

µγ11 . . . µγnn = mβ1
1 . . .mβr

r ∈ G(I l).

Assim, temos que
n∑
i=1

(
r∑
j=1

αij
di
βj

)
<

n∑
i=1

γi = l. (4.5)

Como I é um bom ideal e m1, . . . ,mr ∈ G(I), então, pelo Teorema 4.6, segue que

1 ≤
n∑
i=1

αij
di

, para todo j ∈ {1, . . . , r} ou, equivalentemente,

βj ≤
n∑
i=1

αij
di
βj. (4.6)

Por (4.5) e (4.6), segue que

l =
r∑
j=1

βj ≤
r∑
j=1

(
n∑
i=1

αij
di
βj

)
=

n∑
i=1

(
r∑
j=1

αij
di
βj

)
<

n∑
i=1

γi = l,

o que é um absurdo.

Portanto, temos que µk11 . . . µknn ∈ G(I l
′
), em que l′ =

n∑
i=1

ki. 2

A partir de um bom ideal I, vamos introduzir um outro ideal monomial que será

crucial para o algoritmo do fecho de Ratliff-Rush Ĩ.

Definição 4.11 Sejam I ⊂ K[x1, . . . , xn] um bom ideal e a1, . . . , an ∈ N. Então

Ia1,...,an =

〈
m

µa11 . . . µann
;m ∈ G(I l) ∩Ba1,...,an

〉
,

em que l = a1 + · · ·+ an + 1.

Note que o conjunto gerador acima é minimal, uma vez que m ∈ G(I l), e a proposição

anterior e a seguinte nos indicam que tal conjunto nunca é vazio.
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Proposição 4.12 Seja I ⊂ K[x1, . . . , xn] um bom ideal. Então {µ1, . . . , µn} ⊆ G(Ia1,...,an),

para todo a1, . . . , an ∈ N.

Demonstração: Note que, pela proposição anterior, temos

U =

{
µj

n∏
i=1

µaii ; 1 ≤ j ≤ n

}
⊆ G(I l) ∩Ba1,...,an ,

em que l = a1 + · · ·+ an + 1.

Sem perda de generalidade, tome m = µ1µ
a1
1 . . . µann = x

d1(1+a1)
1 . . . xdnann ∈ U . Pela

proposição anterior, temos que m ∈ G(I1+a1+···+an). Como a1d1 ≤ d1(1+a1) ≤ (a1 +1)d1

e aidi ≤ diai ≤ (ai + 1)di, para todo i ∈ {2, . . . , n}, então m ∈ G(I l) ∩ Ba1,...,an , em que

l = a1 + · · ·+ an + 1.

Por fim, basta observar que, dividindo cada elemento de U por µa11 . . . µann , obteremos

o conjunto {µ1, . . . , µn}. 2

Vamos ilustrar o conceito definido anteriormente por meio de um exemplo.

Exemplo 4.13 Seja I = 〈x5, y5, xy4, x4y〉 ⊂ K[x, y]. Pelo Teorema 4.7, segue que I é

um bom ideal.

Temos que

G(I2) = {x10, y10, x5y5, x6y4, x9y, xy9, x4y6, x2y8, x8y2},

G(I2) ∩B1,0 = {x10, x5y5, x6y4, x9y, x8y2} e G(I2) ∩B0,1 = {y10, x5y5, xy9, x4y6, x2y8}.

Assim,

I0,0 = I,

I1,0 = 〈x5, y5, xy4, x4y, x3y2〉 = I + 〈x3y2〉,

I0,1 = 〈y5, x5, xy4, x4y, x2y3〉 = I + 〈x2y3〉 e

Ia,b = 〈y5, xy4, x2y3, x3y2, x4y, x5〉 = I + 〈x2y3, x3y2〉, para todos outros valores de a e b.

Para mostrar a última igualdade, vamos, primeiro, identificar o conjunto G(I l), em

que l ≥ 3.

Como todos os geradores minimais de I têm grau igual a 5, então todos os geradores

de I l devem pertencer ao conjunto
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A = {xrys; r + s = 5l} = {xry5l−r; 0 ≤ r ≤ 5l}.

Assim, G(I l) ⊆ A. Vamos mostrar que A ⊆ G(I l).

Note que, em A, nenhum monômio é múltiplo de outro. Portanto, basta mostrar que

todo elemento de A pode ser expresso como (x5)a(x4y)b(xy4)c(y5)d, em que a+b+c+d = l.

Tome xry5l−r ∈ A, em que 0 ≤ r ≤ 5l. Temos os seguintes casos.

1. r = 5m.

Neste caso, m ≤ l e, assim, xry5l−r = (x5)m(x4y)0(xy4)0(y5)l−m.

2. r = 5m+ 1.

Neste caso, m+ 1 ≤ l e, então, xry5l−r = (x5)m(x4y)0(xy4)1(y5)l−m−1.

3. r = 5m+ 2.

Neste caso, temos:

• m ≤ 1.

Como l ≥ 3, podemos escrever xry5l−r = (x5)m(x4y)0(xy4)2(y5)l−m−2.

• m ≥ 2.

Uma vez que l ≥ m+1, podemos escrever xry5l−r = (x5)m−2(x4y)3(xy4)0(y5)l−m−1.

4. r = 5m+ 3.

Neste caso, temos:

• m = 0.

Como l ≥ 3, podemos escrever xry5l−r = (x5)0(x4y)0(xy4)3(y5)l−3.

• m ≥ 1.

Como l ≥ m+ 1, podemos escrever xry5l−r = (x5)m−1(x4y)2(xy4)0(y5)l−m−1.

5. r = 5m+ 4.

Neste caso, m+ 1 ≤ l e, então, xry5l−r = (x5)m(x4y)1(xy4)0(y5)l−m−1.
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Assim, G(I l) = A, para l ≥ 3.

Agora, vamos selecionar os monômios xry5l−r ∈ G(I l) que pertencem a uma caixa

Ba,b tal que a+ b = l− 1. Devemos ter 5a ≤ r ≤ 5(a+ 1) e 5b ≤ 5l− r ≤ 5(b+ 1), o que

equivale às desigualdades

0 ≤ r − 5a ≤ 5 e 0 ≤ 5l − r − 5b ≤ 5.

Como a+ b = l − 1, então, para l ≥ 3, temos:

Ia,b = 〈xr−5ay5l−r−5b; 0 ≤ r − 5a ≤ 5, 0 ≤ 5l − r − 5b ≤ 5〉

= 〈xr−5ay5−r+5a; 0 ≤ r − 5a ≤ 5〉

= 〈xiy5−i; 0 ≤ i ≤ 5〉.

A seguir, vamos apresentar mais algumas propriedades envolvendo o ideal Ia1,...,an .

Proposição 4.14 Seja I um bom ideal e a1, . . . , an ∈ N. Temos que

Ia1,...,an = I l : 〈µa11 . . . µann 〉,

em que l = a1 + · · ·+ an + 1.

Demonstração: Sejam a1, . . . , an ∈ N e considere um monômio w ∈ Ia1,...,an . Então,

w é múltiplo de
m

µa11 . . . µann
, em que m ∈ G(I l) ∩ Ba1,...,an , com l = a1 + · · · + an + 1.

Logo, wµa11 . . . µann = qm, em que q ∈ Mn. Assim, w ∈ I l : 〈µa11 . . . µann 〉, uma vez

que wµa11 . . . µann p = qmp ∈ I l, para qualquer polinômio p ∈ K[x1, . . . , xn]. Portanto,

Ia1,...,an ⊆ I l : 〈µa11 . . . µann 〉.

Para mostrar a outra inclusão, considere um monômio w ∈ I l : 〈µa11 . . . µann 〉, em que

a1 + · · ·+ an = l − 1. Então, wµa11 . . . µann ∈ I l e, consequentemente,

wµan1 . . . µann = mq, (4.7)

em que m ∈ G(I l) e q ∈Mn.

Como m ∈ G(I l) e I é um bom ideal, então m pertence a uma caixa Bb1,...,bn , tal que

b1 + · · ·+ bn = l − 1 = a1 + · · ·+ an.
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Temos dois casos para analisar:

Caso 1: (a1, . . . , an) = (b1, . . . , bn).

Neste caso, m ∈ Ba1,...,an .

Suponha que m = xα1
1 . . . xαn

n . Então aidi ≤ αi ≤ (ai + 1)di, para todo i ∈ {1, . . . , n}.

Assim, m = xα1
1 . . . xαn

n é múltiplo de xd1a11 . . . xdnann = µa11 . . . µann e, de (4.7), segue que

w =
m

µa11 . . . µann
· q. Dessa forma, w é múltiplo de

m

µa11 . . . µann
, que é um gerador minimal

de Ia1,...,an e, portanto, w ∈ Ia1,...,an .

Caso 2: (a1, . . . , an) 6= (b1, . . . , bn).

Neste caso, temos que ai < bi, para algum i ∈ {1, . . . , n}, pois a1 + · · · + an =

b1 + · · ·+ bn. Suponha, sem perda de generalidade, que a1 < b1.

Como m = xα1
1 . . . xαn

n ∈ Bb1,...,bn , então bidi ≤ αi, para todo i. Logo, mq =

xα1
1 . . . xαn

n q é múltiplo de xd1b11 e, de (4.7), segue que wxd1a11 . . . xdnann é múltiplo de xd1b11 .

Como a1 < b1, então x1 deve aparecer na fatoração de w elevado a um certo β1, de

maneira que β1 + d1a1 ≥ d1b1. Logo, β1 ≥ d1(b1 − a1). Como b1 − a1 ≥ 1, então β1 ≥ d1.

Assim, como xβ11 aparece na fatoração de w, com β1 ≥ d1, então w é múltiplo de xd11 = µ1.

Pela Proposição 4.12, temos que µ1 ∈ G(Ia1,...,an). Portanto, w ∈ Ia1,...,an . 2

Em particular, a ordem que usamos para comparar elementos de Nn é compat́ıvel com

a inclusão entre ideais como dados na Definição 4.11.

Corolário 4.15 Sejam I ⊂ K[x1, . . . , xn] um bom ideal e a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ N tais

que (a1, . . . , an) ≤ (b1, . . . , bn). Então Ia1,...,an ⊆ Ib1,...,bn.

Demonstração: Sejam a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ N tais que (a1, . . . , an) ≤ (b1, . . . , bn).

Então, para todo i ∈ {1, . . . , n}, existe ci ∈ N tal que bi = ai + ci.

Dado m ∈ Ia1,...,an , a Proposição 4.14 nos garante que m ∈ I l : 〈µa11 . . . µann 〉, em que

l = a1 + · · ·+ an + 1 e, consequentemente, mµa11 . . . µann ∈ I l. Assim,

mµb11 . . . µ
bn
n = mµa1+cn1 . . . µan+cnn ∈ 〈µc11 . . . µcnn 〉I l ⊆ I l

′
,

em que l′ = l+ c1 + · · ·+ cn = b1 + · · ·+ bn + 1. Logo, m ∈ I l′ : 〈µb11 . . . µbnn 〉 e, novamente

pela Proposição 4.14, temos que m ∈ Ib1,...,bn .

Portanto, Ia1,...,an ⊆ Ib1,...,bn . 2
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O corolário acima nos dá ind́ıcios de que deve haver um padrão para potências elevadas

de I, uma vez que o anel com o qual estamos trabalhando é noetheriano e, por este motivo,

cadeias ascendentes de ideais estabilizam.

Agora, vamos apresentar algumas definições puramente geométricas que vão nos au-

xiliar na obtenção do resultado desejado.

Definição 4.16 Sejam a1, . . . , an ∈ N. Chamaremos de cones os conjuntos da forma

Ca1,...,ak,ak+1,...,an = {(b1, . . . , bn) ∈ Nn; b1 = a1, . . . , bk = ak, bk+1 ≥ ak+1, . . . , bn ≥ an}.

Usaremos notação similar para qualquer configuração de coordenadas fixas e não fixas.

Além disso, dado um cone Ca1,...,ak,ak+1,...,an , o número de coordenadas não fixas, isto é,

n− k, é chamado de dimensão e (a1, . . . , an) é o seu vértice.

Exemplo 4.17 O cone C2,5,1 = {(2, e, 1) ∈ N3; e ≥ 5} tem dimensão 1 e vértice (2, 5, 1).

Definição 4.18 Sejam a1, . . . , an ∈ N. Denotaremos por Aa1,...an o conjunto formado

por todos os cones que satisfazem as seguintes condições:

(i) se (b1, . . . , bn) é o vértice do cone, então bi ≤ ai, para todo 1 ≤ i ≤ n;

(ii) se bi = ai, então bi não é coordenada fixa e se bi < ai, então bi é coordenada fixa,

para todo 1 ≤ i ≤ n.

Exemplo 4.19 Sejam n = 2, a1 = 2 e a2 = 1. Temos que

A2,1 = {C0,0, C0,1, C1,0, C1,1, C2,0, C2,1}.

A Figura 4.1 representa os seis cones de A2,1. Note que as linhas foram desenhadas,

apenas, para facilitar a compreensão. O número de linhas é igual à dimensão de cada

cone.
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Figura 4.1: Cones de A2,1

Além disso, observe que todos os pontos de N2 pertencem a algum dos seis cones de

A2,1. Tal propriedade é válida em geral, como mostra o lema a seguir.

Lema 4.20 Sejam a1, . . . , an ∈ N. Temos que os cones de Aa1,...,an formam uma cober-

tura disjunta de Nn.

Demonstração: Primeiro, vamos mostrar que os cones de Aa1,...,an formam uma co-

bertura de Nn, ou seja, que todo ponto (d1, . . . , dn) ∈ Nn pertence a algum cone de

Aa1,...,an .

Defina o cone Cα1,...,αn , em que

αi =

 di, se di < ai

ai, se di ≥ ai,

com i ∈ {1, . . . .n}.

Note que (d1, . . . , dn) ∈ Cα1,...,αn e Cα1,...,αn ∈ Aa1,...,an . Assim, os cones de Aa1,...,an

formam uma cobertura de Nn.

Agora, considere Cβ1,...,βn , Cγ1,...,γn ∈ Aa1,...,an , com

βi =

 bi, se bi < ai

bi, se bi = ai,
e γi =

 ci, se ci < ai

ci, se ci = ai,

isto é, cones com vértices (b1, . . . , bn) e (c1, . . . , cn), respectivamente. Além disso, consi-

dere os conjuntos I = {k; bk = ak} e J = {k; ck = ak}.

Suponha que Cβ1,...,βn 6= Cγ1,...,γn e que exista e = (e1, . . . , en) ∈ Cβ1,...,βn ∩ Cγ1,...,γn .

Assim, devemos ter
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ek = bk < ak, para todo k /∈ I e ek ≥ bk = ak, para todo k ∈ I,

ek = ck < ak, para todo k /∈ J e ek ≥ ck = ak, para todo k ∈ J .

Consequentemente, I = J . Logo, bk = ak = ck, para todo k ∈ I = J e bk = ek = ck, para

todo k /∈ I = J . Portanto, Cβ1,...,βn = Cγ1,...,γn , o que contradiz nossa suposição.

Dessa forma, conclúımos que, se Cβ1,...,βn 6= Cγ1,...,γn , então Cβ1,...,βn ∩ Cγ1,...,γn = ∅.

Portanto, Aa1,...,an é uma cobertura disjunta de Nn. 2

O teorema a seguir fornece uma generalização do lema anterior.

Teorema 4.21 Sejam um cone C ⊆ Nn de dimensão k e um ponto a ∈ C. É sempre

posśıvel decompor C na união disjunta de uma quantidade finita de cones, em que um

cone tem dimensão k e vértice a e todos os outros cones têm dimensão estritamente

menor.

Demonstração: Sem perda de generalidade, vamos supor que C = Cv1,...,vk,vk+1,...,vn e

a = (a1, . . . , ak, vk+1, . . . , vn) ∈ C, em que ai ≥ vi, para todo i ∈ {1, . . . , k}.

Defina A′a como sendo o conjunto formado por todos os cones C∗1,...,∗k,vk+1,...,vn com

vértice (b1, . . . , bk, vk+1, . . . , vn) ∈ C em que vi ≤ bi ≤ ai e

∗i =

 bi, se bi < ai

bi, se bi = ai,

para todo i ∈ {1, . . . , k}.

Note que C ′ ⊆ C, para todo C ′ ∈ A′a. Além disso, temos que

C ′ ∈ A′a ⇔ C ′ = (v1, . . . , vn) + Cb1−v1,...,bk−vk,0,...,0,

em que Cb1−v1,...,bk−vk,0,...,0 = {(e1, . . . , ek, 0, . . . , 0) ∈ Nn : (e1, . . . , ek) ∈ C ′′, para al-

gum C ′′ ∈ Aa1−v1,...,ak−vk}. Como Ca1−v1,...,ak−vk é o único cone de dimensão k em

Aa1−v1,...,ak−vk , então Ca1,...,ak,vk+1,...,vn = (v1, . . . , vn) + Ca1−v1,...,ak−vk,0,...,0 é o único cone

de dimensão k em A′a e tem vértice a = (a1, . . . , ak, vk+1, . . . , vn).

O Lema 4.20 nos garante que C ′′m1
∩ C ′′m2

= ∅, para quaisquer cones distintos de

Aa1−v1,...,ak−vk . Assim, temos que

C ′′m1
∩ C ′′m2

= ∅ ⇔ Cm1,0,...0 ∩ Cm2,0,...,0 = ∅

⇔ Cm1+(v1,...,vk),vk+1,...,vn ∩ Cm2+(v1,...,vk),vk+1,...,vn = ∅,
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isto é, C ′1 ∩ C ′2 = ∅, para quaisquer cones distintos de A′a.

Além disso, novamente pelo Lema 4.20, temos que⋃
C′′∈Aa1−v1,...,ak−vk

C ′′ = Nk.

Logo, ⋃
Cm,0,...,0∈Aa1−v1,...,ak−vk

,0,...,0

Cm,0,...,0 = {(n1, . . . , nk, 0, . . . , 0); (n1, . . . , nk) ∈ Nk},

o que é equivalente a afirmar que

⋃
Cb1,...,bk,vk+1,...,vn

∈A′a

Cb1,...,bk,vk+1,...,vn = C.

Assim, temos o resultado.

2

Exemplo 4.22 Seja C5,7,4,2,3 ⊂ N5 um cone de dimensão 2 e considere (5, 9, 4, 3, 3) ∈

C5,7,4,2,3. Como a primeira, a terceira e a quinta coordenadas estão fixas, então todos os

cones cuja união resulta em C5,7,4,2,3 serão da forma C5,?,4,?,3. Assim, restam a segunda e

a quarta coordenadas, que identificaremos como pontos de N2, isto é, (7, 2) para o cone

e (9, 3) para o ponto. Subtraindo (7, 2) dessas coordenadas, temos (0, 0) e (2, 1), respec-

tivamente. Dessa forma, é suficiente encontrar a decomposição de N2 considerando A2,1,

que, segundo o Exemplo 4.19, nos dá {C0,0, C0,1, C1,0, C11, C2,0, C2,1}. Agora, somando

(7, 2) aos vértices dos cones desse conjunto, obtemos {C7,2, C7,3, C8,2, C8,3, C9,2, C9,3}. Por

fim, basta reinserir a primeira, a terceira e a quinta coordenadas, o que nos dá

{C5,7,4,2,3, C5,7,4,3,3, C5,8,4,2,3, C5,8,4,3,3, C5,9,4,2,3, C5,9,4,3,3}.

Portanto, C5,7,4,2,3 é a união disjunta desses seis cones.

Agora, vamos conectar esses conceitos geométricos aos ideais monomiais.

Teorema 4.23 Seja I um bom ideal. Temos que existe um número finito de cores com

as quais se pode pintar todos os pontos do conjunto Nn, de maneira que se (a1, . . . , an) e

(b1, . . . , bn) ∈ Nn têm a mesma cor, então Ia1,...,an = Ib1,...,bn. Além disso, o conjunto de

pontos pintados com uma mesma cor forma um cone.
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Demonstração: Seja I um bom ideal. O Corolário 4.15 nos garante que, se (a1, . . . , an)

e (b1, . . . , bn) ∈ Nn são tais que (a1, . . . , an) ≤ (b1, . . . , bn), então Ia1,...,an ⊆ Ib1,...,bn .

Agora, note que existe um ponto (a1, . . . , an) ∈ Nn tal que, se (b1, . . . , bn) ≥ (a1, . . . , an),

então Ia1,...,an = Ib1,...,bn . De fato, suponha que, para cada ponto (a1, . . . , an) ∈ Nn, exista

(b1, . . . , bn) ∈ Nn tal que (a1, . . . , an) < (b1, . . . , bn) e Ia1,...,an ( Ib1,...,bn . Assim, existe

uma cadeia ascendente de ideais que nunca estabiliza, o que é imposśıvel, uma vez que o

anel K[x1, . . . , xn] é noetheriano.

Considere o cone n-dimensional Nn e um ponto (a1, . . . , an) ∈ Nn nas condições acima.

Pelo Teorema 4.21, podemos decompor Nn na união finita e disjunta de cones de Aa1,...,an ,

em que apenas um cone tem dimensão n e vértice (a1, . . . , an) e todos os outros têm

dimensão estritamente menor que n. O único cone n-dimensional de Aa1,...,an é Ca1,...,an

e, como acabamos de ver, podemos pintar todos os pontos deste cone com a mesma cor.

Dessa forma, resta uma quantidade finita de cones com dimensão máxima n − 1 para

serem pintados.

Fazemos novamente esse processo, agora com os cones de dimensão n−1, e assim por

diante, baixando a dimensão máxima em uma unidade a cada etapa do procedimento.

Como esse processo é finito, obteremos, no final, uma quantidade finita de cores com as

quais pintamos todos os pontos de Nn. 2

Assim, temos que, para cada bom ideal I, existe um esquema de cores conforme

descrito no teorema acima, e cada esquema de cores representa uma união finita e disjunta

de cones. Além disso, tal esquema de cores não é único, pois depende da escolha do ponto

(a1, . . . , an) em cada etapa do processo, o que ficará mais claro no exemplo a seguir.

Exemplo 4.24 Seja I o bom ideal descrito no Exemplo 4.13. Podemos escolher (a1, a2) =

(1, 1), já que Ib1,b2 = I1,1, para todos b1, b2 ≥ 1. Assim, N2 é a união disjunta dos cones

C1,1, C0,1, C1,0 e C0,0. Agora, considere o cone C0,1. Sabemos que I0,b = I0,2, para todo

b ≥ 2. Logo, podemos considerar a decomposição de C0,1 com relação a (0, 2) e, então,

C0,1 é a união disjunta dos cones C0,2 e C0,1. Procedendo de maneira análoga, temos que

C1,0 é a união disjunta de C2,0 e C1,0. O resultado desse procedimento aparece na letra

(a) da Figura 4.2.
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Alternativamente, podeŕıamos escolher, para o mesmo ideal I, o ponto (a1, a2) =

(0, 2), o que forneceria que N2 é união disjunta de C0,2, C0,1 e C0,0. Decompondo C0,1

com relação a (1, 1), temos que C0,1 é a união disjunta de C1,1 e C0,1. Decompondo

C0,0 com relação a (2, 0), temos que C0,0 é a união disjunta de C2,0, C1,0 e C0,0. Esse

procedimento fornece o esquema de cores que aparece em (b) da Figura 4.2.

(a) Esquema de cores 1 (b) Esquema de cores 2

Figura 4.2: Esquemas de cores relacionados ao ideal I = 〈x5, y5, xy4, x4y〉

Definição 4.25 Sejam I ⊂ K[x1, . . . , xn] um bom ideal e considere E um esquema de

cores, conforme descrito no Teorema 4.23. Denotaremos

L = max{a1 + · · ·+ an; (a1, . . . , an) é vértice de algum cone de E}.

Uma vez identificado L, sabemos exatamente como se comportam todas as potências

de I a partir de IL+1, uma vez que conhecemos o esquema de cores. Por exemplo, no

esquema dado em (a) da Figura 4.2, temos que L = 2. Assim, todas as potências de I

a partir de I3 consistem em um ponto verde (ponto de C2,0), um ponto vermelho (ponto

de C0,2) e vários pontos azuis (pontos de C1,1), e sabemos onde cada um deles está

localizado. Note, ainda, que L depende do esquema de cores considerado. No entanto,

uma vez identificado um esquema de cores, podemos trabalhar com o valor de L fornecido

por este esquema. O que importa é que existe um padrão para potências elevadas de I,

e essa é a chave para calcularmos, por meio do Teorema 4.27, o fecho de Ratliff-Rush de

I. Mas, para isso, vamos precisar do seguinte lema.
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Lema 4.26 Sejam I ⊂ K[x1, . . . , xn] um bom ideal e Q ∈ N. Então existe L(Q) ∈ N

tal que para todo l ≥ L(Q) temos o seguinte: para cada gerador minimal m de I l, existe

i ∈ {1, . . . , n} tal que m = m′µQi , em que m′ é um gerador minimal de I l−Q.

Demonstração: Para Q = 0, nada há que fazer.

Sejam Q > 0, L o número natural descrito na Definição 4.25, L(Q) = L + nQ −

n + 2, l ≥ L(Q) e m um gerador minimal de I l. Como I é um bom ideal, temos que

m ∈ Bb1,...,bn , em que b1 + . . .+ bn = l − 1 ≥ L(Q)− 1 = L+ nQ− n+ 1. Então,

L < b1 + . . .+ bn − nQ+ n.

Temos que (b1, . . . , bn) pertence a algum cone do esquema de cores. Vamos assumir

que (a1, . . . , an) seja o vértice desse cone. Desse modo, bi ≥ ai, para todo i ∈ {1, . . . , n}.

Note que existe i ∈ {1, . . . , n} tal que (b1, . . . , bi−1, bi − Q, bi+1, . . . , bn) pertence ao

mesmo cone que (b1, . . . , bn), pois, caso contrário, teŕıamos bi − Q ≤ ai − 1, para todo

i ∈ {1, . . . , n}, o que nos levaria à seguinte contradição:

L < b1 + . . .+ bn − nQ+ n ≤ a1 + . . .+ an ≤ L.

Assim, existe i tal que bi − Q ≥ ai. Vamos supor, sem perda de generalidade, que

i = 1, o que significa que (b1, . . . , bn) e (b1 − Q, b2, . . . , bn) estão no mesmo cone. Pelo

Teorema 4.23, suas cores são iguais e, consequentemente, Ib1,...,bn = Ib1−Q,b2,...,bn .

Temos que

G(Ib1,...,bn) =

{
m

µb11 . . . µ
bn
n

; m ∈ G(I l) ∩Bb1,...,bn

}
, em que l = b1 + . . .+ bn + 1 e

G(Ib1−Q,b2,...,bn) =

{
m′

µb1−Q1 . . . µbnn
; m′ ∈ G(I l−Q) ∩Bb1−Q,b2,...,bn

}
, em que

l −Q = b1 −Q+ b2 + . . .+ bn + 1.

Como os dois conjuntos acima devem ser iguais, temos que

m

µb11 . . . µ
bn
n

=
m′

µb1−Q1 . . . µbnn
=

m′µQ1
µb11 . . . µ

bn
n

.

Portanto, m = m′µQ1 , em que m′ ∈ G(I l−Q). 2
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4.2 O cálculo do fecho de Ratliff-Rush de bons ideais

Considere a sequência de caixas B0,0,...,0, B1,0,...,0, B2,0,...,0, . . . e seja Bq1,0,...,0 a caixa

que estabiliza essa sequência, isto é, se t ≥ q1, então It,0,...,0 = Iq1,0,...,0. De maneira

análoga, considerando sequências de caixas ao longo dos outros eixos de coordenadas,

obtemos q2, q3, . . . , qn. Seja q = max{q1, . . . , qn}.

O teorema a seguir fornece uma maneira de calcularmos o fecho de Ratliff-Rush de

bons ideais.

Teorema 4.27 Seja I um bom ideal e qi ∈ N o valor que estabiliza a cadeia de ideais

I0,...,0,...,0 ⊆ I0,...,1,...,0 ⊆ . . . ⊆ I0,...,qi,...,0 ⊆ . . ., para cada i ∈ {1, . . . , n}. Então Ĩ =

Iq1,0,...,0 ∩ I0,q2,...,0 ∩ . . . ∩ I0,...,0,qn.

Demonstração: Considere q = max{q1, . . . , qn} e seja l ≥ q. Mostremos que

I l+1 : I l = Iq1,0,...,0 ∩ I0,q2,...,0 ∩ . . . ∩ I0,...,0,qn .

Para mostrar que I l+1 : I l ⊆ Iq1,0,...,0 ∩ I0,q2,...,0 ∩ . . . ∩ I0,...,0,qn , vamos mostrar que

I l+1 : I l ⊆ Iq1,0,...,0. As outras inclusões seguem de maneira análoga.

Como µ1 ∈ G(I), então 〈µl1〉 ⊆ I l. Logo, I l+1 : I l ⊆ I l+1 : 〈µl1〉. Assim, é suficiente

mostrar que I l+1 : 〈µl1〉 ⊆ Iq1,0,...,0.

Pela Proposição 4.14, I l+1 : 〈µl1〉 = Il,0,...,0. Mas, Il,0,...,0 = Iq1,0,...,0, uma vez que

l ≥ q ≥ q1. Assim, temos que I l+1 : I l ⊆ Iq1,0,...,0.

Para a outra inclusão, considere L como descrito na Definição 4.25 e um monômio

m ∈ Iq1,0,...,0 ∩ I0,q2,...,0 ∩ . . .∩ I0,...,0,qn . À semelhança do processo utilizado no Lema 4.26,

considere l ≥ L(q) = L+ nq − n+ 2.

Mostremos que mml ∈ I l+1, para todo ml ∈ I l.

Note que é suficiente tomar ml ∈ G(I l). Assim, o mesmo Lema 4.26 garante que

ml = ml−qµ
q
i ,

em que ml−q ∈ G(I l−q) e i ∈ {1, . . . , n}. Além disso, µq−qii ∈ Iq−qi ,ml−q ∈ I l−q e, como

m pertence, em particular, a I0,...,0,qi,0,...,0 = Iqi+1 : 〈µqii 〉, então mµqii ∈ Iqi+1. Assim,

mml = mµqii µ
q−qi
i ml−q ∈ Iqi+1Iq−qiI l−q = I l+1.
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Portanto, I l+1 : I l = Iq1,0,...,0 ∩ I0,q2,...,0 ∩ . . . ∩ I0,...,0,qn . 2

O teorema acima nos fornece, finalmente, uma maneira de calcular o fecho de Ratliff-

Rush de bons ideais. No entanto, ainda não sabemos como calcular os ideais I0,...,0,qi,0,...,0.

Considerando i = 1, uma vez que os outros casos são análogos, o que temos, até o

momento, é que It,0,...,0 = I t+1 : 〈µt1〉, mas ainda não sabemos para qual valor de t a

sequência de ideais estabiliza e, além disso, o cálculo deste ideal pode ser bem complicado,

dependendo do valor de t.

As proposições a seguir nos permitirão mostrar que o processo não é tão complicado

quanto parece.

Proposição 4.28 Se I é um bom ideal, então It+1,0,...,0 = (It,0,...,0 · I) : 〈µ1〉, para todo

t ≥ 0.

Demonstração: Considere um monômiom ∈ It+1,0,...,0. Então, existemm1 = xα1
1 . . . xαn

n ∈

G(I) e m2 = xβ11 . . . xβnn ∈ G(I t+1) tais que

m =
m1m2

µt+1
1

=
xα1+β1
1 . . . xαn+βn

n

µt+1
1

.

Como m ∈ Mn, então d1(t + 1) ≤ α1 + β1. Além disso, α1 ≤ d1, uma vez que

m1 ∈ G(I). Portanto, d1(t + 1) ≤ α1 + β1 ≤ d1 + β1, ou seja, d1t ≤ β1 e, dessa forma,
m2

µt1
∈ Mn. Como

m2

µt1
· µt1 = m2 ∈ I t+1, então

m2

µt1
∈ I t+1 : 〈µt1〉 = It,0,...,0. Logo,

m ∈ (It,0,...,0 · I) : 〈µ1〉.

Por outro lado, seja m ∈ (It,0,...,0 · I) : 〈µ1〉. Então, mµ1 ∈ It,0,...,0 · I. Assim, existem

monômios m1 ∈ G(I t+1) e m2 ∈ G(I) tais que m =
m1m2

µt+1
1

. Portanto, m ∈ I t+2 : 〈µt+1
1 〉 =

It+1,0,...,0. 2

Uma outra caracterização de It+1,0,...,0 é dada abaixo.

Proposição 4.29 Se I é um bom ideal, então

It+1,0,...,0 =

〈
fm

mdc(fm, µ1)
; f ∈ G(It,0,...,0),m ∈ G(I)

〉
.
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Demonstração: A proposição anterior e as propriedades das operações com ideais

monomiais já vistas garantem que

It+1,0,...,0 = (It,0,...,0 · I) : 〈µ1〉

= 〈fm; f ∈ G(It,0,...,0),m ∈ G(I)〉 : 〈µ1〉

=

 ∑
f∈G(It,0,...,0)

m∈G(I)

〈fm〉

 : 〈µ1〉

=
∑

f∈G(It,0,...,0)

m∈G(I)

(〈fm〉 : 〈µ1〉)

=
∑

f∈G(It,0,...,0)

m∈G(I)

〈
fm

mdc(fm, µ1)

〉

=

〈
fm

mdc(fm, µ1)
; f ∈ G(It,0,...,0),m ∈ G(I)

〉
.

2

Para a próxima proposição, dado m ∈ Mn, denotaremos por degxi(m) o expoente ao

qual está elevada a variável xi em m.

Proposição 4.30 Se I é um bom ideal, então

It+1,0,...,0 =

〈
fm

µ1

; f ∈ G(It,0,...,0),m ∈ G(I), degxi(fm) < di, ∀i = 2, . . . , n

〉
.

Demonstração: Sejam f ∈ G(It,0,...,0) e m ∈ G(I). Considere fm = xα1
1 · · ·xαn

n . Note

que, se αi ≥ di para algum 2 ≤ i ≤ n, então
fm

mdc(fm, µ1)
=
xα1
1 · · ·xαn

n

x
min{α1,d1}
1

é múltiplo de µi.

A Proposição 4.12 nos dá que µi ∈ G(It+1,0,...,0), então todos os monômios geradores de

It+1,0,...,0 múltiplos de µi podem ser eliminados do conjunto gerador. Como consequência,

podemos escrever

It+1,0,...,0 =

〈
fm

mdc(fm, µ1)
; f ∈ G(It,0,...,0),m ∈ G(I), degxi(fm) < di,∀i = 2, . . . , n

〉
.

Além disso, a Proposição 4.14 garante que fµt1 ∈ I t+1. Logo, xα1
1 · · ·xαn

n µt1 = fµt1m ∈

I t+2. Como αi < di, para todo 2 ≤ i ≤ n, então devemos ter α1 ≥ d1, pois, caso

contrário, teŕıamos td1 ≤ td1 + α1 < td1 + d1 e, assim, fµt1m pertenceria a uma caixa
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cujas coordenadas somam, no máximo, t. Isto é um absurdo, pois, como fµt1m ∈ I t+2,

então fµt1m é múltiplo de algum gerador minimal g de I t+2. Como I é um bom ideal,

então g ∈ Ba1,...,an , em que a1 + · · · + an = t + 1. Dessa forma, fµt1m pertence a uma

caixa cujas coordenadas somam, no mı́nimo, t+ 1.

Assim, mdc(fm, µ1) = mdc(xα1
1 · · ·xαn

n , xd11 ) = x
min{α1,d1}
1 x

min{α2,0}
2 · · · xmin{αn,0}

n =

xd11 x
0
2 · · · x0n = µ1 e, portanto, temos o resultado. 2

Como consequência dos resultados anteriores, temos como reconhecer quando a sequência

I0,...,0 ⊆ I1,0,...,0 ⊆ . . . ⊆ It,0,...,0 ⊆ . . . estabiliza.

Corolário 4.31 Se I é um bom ideal e It,0,...,0 = It+1,0,...,0, então Ik,0,...,0 = It,0,...,0, para

todo k ≥ t.

Demonstração: Este corolário é uma consequência imediata da Proposição 4.28. Va-

mos prová-lo por indução sobre k − t.

Se k − t = 1, então o resultado é imediato.

Agora, suponha que It,0,...,0 = Ik−1,0,...,0.

Pela Proposição 4.28, temos que Ik,0,...,0 = (Ik−1,0,...,0 · I) : 〈µ1〉. Logo,

Ik,0,...,0 = (Ik−1,0,...,0 · I) : 〈µ1〉 = (It,0,...,0 · I) : 〈µ1〉 = It+1,0,...,0 = It,0,...,0.

2

Assim, para determinar o fecho de Ratliff-Rush Ĩ de um bom ideal, nos resta identi-

ficar It,0,...,0 = It+1,0,...,0, para algum t.

Suponha que já tenhamos calculado It,0,...,0 e It+1,0,...,0. Sejam Et := G(It,0,...,0) e

Ft+1 := G(It+1,0,...,0)\It,0,...,0. Temos que Et+1 = Et ∪ Ft+1.

A Proposição 4.28 e algumas propriedades relacionadas a operações com ideais mo-

nomiais já vistas nos garantem que

It+2,0,...,0 = (It+1,0,...,0 · I) : 〈µ1〉

= (〈Et ∪ Ft+1〉 · I) : 〈µ1〉

= ((It,0,...,0 + 〈Ft+1〉) · I) : 〈µ1〉

= (It,0,...,0 · I + 〈Ft+1〉 · I) : 〈µ1〉
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= (It,0,...,0 · I) : 〈µ1〉+ (〈Ft+1〉 · I) : 〈µ1〉

= It+1,0,...,0 + (〈Ft+1〉 · I) : 〈µ1〉.

Assim, temos que Ft+2 ⊆ (〈Ft+1〉 · I) : 〈µ1〉. Portanto, para calcularmos Ft+2, preci-

samos calcular os geradores minimais de (〈Ft+1〉 · I) : 〈µ1〉 e descartar os monômios que

estão em It+1,0,...,0.

Note que a Proposição 4.30 nos garante que, na hora de calcularmos 〈Ft+1〉 · I, po-

demos descartar os produtos cujo expoente de xi for maior ou igual a di, para algum

i ∈ {2, . . . , n}. Além disso, podemos excluir µi, para todo i ∈ {1, . . . , n}, de todos os

conjuntos, uma vez que isso não afeta o procedimento. Dessa forma, podemos substituir

G(I) por P (I) := G(I)\{µ1, . . . , µn} em todas as etapas do processo e, por fim, incluir

as esquinas novamente.

Assim, o algoritmo para encontrar I0,...,qi,...,0 para um bom ideal I é definido da seguinte

forma:

Dado G(I), defina

j = 0, E−1 = ∅ e F0 = P (I).

Enquanto tivermos Fj 6= ∅, faça:

Ej = Ej−1 ∪ Fj;

Hj = (〈Fj〉 · 〈P (I)〉) : 〈µi〉;

Fj+1 = G(Hj)\〈Ej〉.

Se Fj+1 6= ∅, repita o processo acima para encontrar Fj+2.

Se Fj+1 = ∅, então temos

I0,...,qi,...,0 = 〈µ1, . . . , µn〉+ 〈Ej〉.

Vamos ilustrar o algoritmo acima nos bons ideais apresentados neste caṕıtulo.

Exemplo 4.32 Seja o bom ideal I = 〈x3, y3, z3, x2y2z2〉 considerado no Exemplo 4.5.

Aplicando o algoritmo acima para Iq1,0,0, começamos com E−1 = ∅ e F0 = P (I) =

{x2y2z2}.

76



No primeiro passo do algoritmo, obtemos:

E0 = P (I) = {x2y2z2};

H0 = ∅;

F1 = ∅.

Portanto, temos que q1 = 0 e I0,0,0 = 〈µ1, µ2, µ3〉+ 〈E0〉 = 〈x3, y3, z3〉+ 〈x2y2z2〉 = I.

Por simetria, obtemos que q2 = q3 = 0 e, pelo Teorema 4.27, temos

Ĩ = I0,0,0 ∩ I0,0,0 ∩ I0,0,0 = I.

Portanto, I é um ideal Ratliff-Rush.

Exemplo 4.33 Consideremos, agora, o bom ideal I = 〈x5, y5, z5, xyz4〉 analisado no

Exemplo 4.8.

O algoritmo anterior para Iq1,0,0 nos dá, inicialmente, E−1 = ∅ e F0 = P (I) = {xyz4}.

Já no primeiro passo, obtemos

E0 = P (I) = {xyz4};

H0 = ∅;

F1 = ∅.

Assim, q1 = 0 e I0,0,0 = 〈x5, y5, z5〉+ 〈xyz4〉 = I.

Por simetria, obtemos q2 = 0.

Como I ⊂ Ĩ = Iq1,0,0 ∩ I0,q2,0 ∩ I0,0,q3 = I ∩ I ∩ I0,0,q3 ⊂ I, segue que Ĩ = I, isto é, I é

um ideal Ratliff-Rush.

Exemplo 4.34 Retomemos o ideal I = 〈x5, y5, xy4, x4y〉 considerado no Exemplo 4.13.

Vamos aplicar o algoritmo para determinar Iq1,0.

Iniciamos com E−1 = ∅ e F0 = P (I) = {xy4, x4y}.

Na primeira iteração do algoritmo, obtemos

E0 = P (I) = {xy4, x4y};

H0 = 〈x3y2〉;

F1 = {x3y2}.
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No segundo passo, encontramos

E1 = {xy4, x4y, x3y2};

H1 = 〈x2y3, x3y2〉;

F2 = {x2y3}.

Na etapa seguinte, obtemos

E2 = {xy4, x4y, x3y2, x2y3};

H2 = 〈xy4〉;

F3 = ∅.

Por simetria, finalizamos o algoritmo com

q1 = q2 = 2 e

I2,0 = I0,2 = 〈x5, x4y, x3y2, x2y3, xy4, y5〉 = I + 〈x3y2, x2y3〉.

Utilizando o isomorfismo de semigrupos ξ, temos a representação geométrica que

aparece na Figura 4.3. Note que, pelo Corolário 3.26, temos que Ĩ = I.

(a) Conjunto expoente de I (b) Conjunto expoente de Ĩ

Figura 4.3: Fecho de Ratliff-Rush de um bom ideal

Exemplo 4.35 Para finalizar, vamos considerar o bom ideal I = 〈x7, y7, x5y2, x2y5〉.

Aplicando o algoritmo para Iq1,0, temos E−1 = ∅ e F0 = P (I) = {x5y2, x2y5}.
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No primeiro passo do algoritmo, temos

E0 = P (I) = {x5y2, x2y5};

H0 = 〈x3y4〉;

F1 = {x3y4}.

Na segunda etapa, obtemos

E1 = {x5y2, x2y5, x3y4};

H1 = 〈xy6〉;

F2 = {xy6}.

Na terceira etapa, temos

E2 = {x5y2, x2y5, x3y4, xy6};

H2 = ∅;

F3 = ∅.

Assim, temos que

q1 = 2 e I2,0 = 〈x7, y7〉+ 〈x5y2, x2y5, x3y4, xy6〉 = I + 〈x3y4, xy6〉.

Por simetria, segue que

q2 = 2 e I0,2 = 〈x7, y7〉+ 〈x5y2, x2y5, x4y3, x6y〉 = I + 〈x4y3, x6y〉.

Assim, temos que

Ĩ = (I + 〈x3y4, xy6〉) ∩ (I + 〈x4y3, x6y〉) = I + 〈x4y4〉.

Observando a Figura 4.4, temos:

I = 〈x7, y7, x5y2, x2y5〉;

Ĩ = 〈x7, y7, x5y2, x2y5, x4y4〉;

I = 〈x7, y7, x5y2, x2y5, xy6, x3y4, x4y3, x6y〉;
√
I = 〈x, y〉.
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Figura 4.4: I ⊂ Ĩ ⊂ I ⊂
√
I

Assim, neste caso, obtemos

I ⊂ Ĩ ⊂ I ⊂
√
I.
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