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Resumo

Neste trabalho, estudamos as simetrias de sistemas de N células idênticas acopladas iden-
ticamente. Em tais sistemas podem surgir um grupo L de simetrias internas e um grupo G de
simetrias globais cujas propriedades de acoplamento geram um grupo de simetrias total dado
pelo produto coroa L o G. Mais precisamente, L o G denota o produto semidireto LN u G, onde
L é um grupo de Lie compacto e G é um grupo �nito de permutações. Por meio de uma abor-
dagem algébrica, caracterizamos todos os subgrupos axiais de L o G, a menos de conjugação,
em função dos subgrupos axiais de L e dos chamados blocos do conjunto {1, . . . , N}. Também
descrevemos a forma geral das matrizes que comutam com esses subgrupos. Com base nesses
resultados e juntamente com o Lema dos Ramos Equivariantes, mostramos a existência de so-
luções de equilíbrio para um sistema de células idênticas acopladas identicamente, admitindo
como o grupo de simetrias um subgrupo axial de L o G.

Palavras-Chave: células acopladas, simetrias, produto coroa, subgrupos axiais, soluções de
equilíbrio.



Abstract

In this work, we study the symmetries of systems of N identical cells with identical coupling.
In such systems, a group L of internal symmetries and a group G of global symmetries can arise
whose coupling properties generate a total symmetry group given by the wreath product L o G.
More precisely, L o G denotes the semidirect product LN u G, where L is a compact Lie group
and G is a �nite group of permutations. Using an algebraic approach, we characterize all axial
subgroups of L o G, up to conjugation, depending on the axial subgroups of L and the so-called
blocks of the set {1, . . . , N}. We also describe the general form of the matrices commuting with
these subgroups. Based on these results and together with the Equivariant Branching Lemma,
we show the existence of equilibrium solutions for a system of identical cells with identical
coupling, having as the group of symmetries an axial subgroup of L o G.

Key words: coupled cells, symmetries, wreath product, axial subgroups, equilibrium solutions.
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Introdução

Em diversas áreas da matemática, da física e da biologia, as simetrias surgem de forma natural,
uma vez que as con�gurações geométricas podem ser simétricas. As simetrias presentes nas
equações de um modelo matemático simpli�cam sua análise e justi�cam fenômenos dinâmicos
que não seriam esperados se elas não fossem levadas em consideração. Por essa razão, o estudo
de sistemas dinâmicos com simetrias tem se estabelecido um ramo importante da teoria de
sistemas dinâmicos não lineares. Esse estudo é descrito formalmente por meio da teoria de
representação de grupos, pois as equações diferenciais que regem tais sistemas são equivariantes
e suas soluções são invariantes sob a ação de um grupo de simetrias.

Paralelamente, sistemas de células acopladas tem sido o foco de atenção de vários autores em
diversas áreas, uma vez que muitos modelos e processos físicos podem ser formulados por meio
desses sistemas. O termo �célula� é usado para indicar um sistema de equações diferenciais
ordinárias (EDOs). Um sistema de células acopladas é, portanto, um conjunto de células
com interações entre suas variáveis de estado. Mais especi�camente, um sistema de N células
acopladas é da forma

ẋ = F (x),

com x = (x1, . . . , xN) ∈ (Rk)N e F : (Rk)N → (Rk)N um campo de vetores, em que k,N ∈ N e
xj é a variável de estado da j-ésima célula representada pela equação diferencial

ẋj = fj(xj) + hj(x).

A aplicação fj : Rk → Rk governa a dinâmica interna de cada célula e hj : (Rk)N → Rk

representa o acoplamento da célula j com as demais células.
De um modo geral, cada célula pode ser pensada como tendo um número de saídas e de

entradas provenientes de outras células do sistema. Assim, tais sistemas apresentam uma

Figura 1: Representação grá�ca de um sistema de quatro células acopladas.
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�arquitetura de rede� que pode ser representada esquematicamente por um grafo orientado
cujos vértices correspondem às células e cada aresta direcionada corresponde a uma conexão
especí�ca de entrada-saída.

As especi�cidades dos sistemas de células acopladas despertaram o interesse de diversos
autores, como em [1, 4, 7, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 21, 26, 28], entre outros. Alexander [2] foi um dos
primeiros a notar que a forma do acoplamento poderia afetar a dinâmica do sistema ao analisar
uma coleção de osciladores1 idênticos acoplados entre si por meio de canais de comunicação
unidirecionais e bidirecionais. Sistemas de células acopladas são largamente utilizados com
o intuito de gerar padrões de oscilação, muitas vezes observados em fenômenos naturais. O
reconhecimento e a classi�cação de padrões tem importantes implicações em diversos campos
da ciência, abrangendo outros domínios cientí�cos além da matemática. Em sistemas físicos
e biológicos, por exemplo, os padrões de oscilação podem ser previstos, como mostrado por
Buono e Golubitsky [8, 9] em um estudo de locomoção animal. Mais especi�camente, o Gerador
Central de Padrões de Locomoção (CPG) é um sistema distribuído na rede neural, localizado
na medula espinhal dos vertebrados, capaz de gerar sinais para o controle de movimentos
periódicos coordenados. Em [8, 9], os autores classi�cam as simetrias espaço-temporais das
soluções periódicas de sistemas de células idênticas acopladas, que modelam CPGs no estudo
da locomoção de quadrúpedes (marchas e galopes).

Neste trabalho, nossa atenção está voltada a sistemas de células idênticas com acoplamento
idêntico, ou seja, a dinâmica interna fj de cada célula é governada por uma única aplicação e
o acoplamento hj entre as células tem a forma

hj(x) =
N∑
i=1

C(i, j)h(xi, xj),

para alguma aplicação h : Rk × Rk → Rk, onde C(i, j) são as entradas de uma matriz de
conexão C. Para esse tipo de acoplamento, surgem naturalmente dois conjuntos de simetrias: o
grupo L das simetrias internas, formado segundo as propriedades simétricas de f , e o grupo G
das simetrias globais induzido pela matriz C. O modo como L e G se combinam pode gerar um
grupo de simetrias total dado pelo produto direto L×G ou pelo produto coroa L o G. Baseado
em [17], concentramos nosso estudo no acoplamento do tipo produto coroa, que ocorre quando
a aplicação de acoplamento h é invariante na coordenada xi e equivariante na coordenada
xj segundo uma ação de L em Rk. Na mesma direção, Dionne, Golubitsky e Stewart [18]
desenvolvem uma teoria análoga para o acoplamento produto direto e, embora os resultados se
apliquem a qualquer sistema com simetria do tipo produto direto, seus estudos são feitos em
termos de uma rede de osciladores simétricos acoplados.

Uma segunda abordagem desse trabalho é utilizar a teoria de bifurcação equivariante no
estudo de sistemas de células acopladas. O termo �bifurcação� se refere ao fenômeno de apa-
recimento de novas soluções de equilíbrio em um sistema, além da solução trivial, conforme
o parâmetro de bifurcação varia. No contexto equivariante, as novas soluções podem admi-
tir menos simetrias do que a solução trivial, originando uma �quebra espontânea de simetria�.
Implicações dessa abordagem em sistemas de células acopladas estão presentes, por exemplo,
no estudo de redes de junções Josephson [3], dispositivos supercondutores com importantes
aplicações tanto em tecnologia (chips de computadores) quanto em ciência básica. Cada célula

1Um oscilador é um sistema de EDOs com um ciclo limite periódico.
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é uma matriz de Josephson com k junções modelada por um sistema de EDOs com grupo de
simetrias internas Sk e cada rede forma um sistema de N células acopladas cujo acoplamento
ocorre de maneira idêntica com todas as células. Nesse caso, o grupo de simetrias globais é dado
pelo grupo de permutações SN , de modo que Sk o SN torna-se o grupo de simetrias do sistema.
Outros trabalhos em teoria de bifurcação para sistemas de células acopladas são apresentados
em [1, 2, 4, 13, 14, 15, 16, 28].

O texto está organizado como segue. No Capítulo 1, apresentamos os conceitos básicos da
teoria de representação de grupos de Lie lineares. Na Seção 1.1, introduzimos a integral de
Haar, uma operação que nos permite identi�car todo grupo de Lie compacto com um subgrupo
do grupo ortogonal (Proposição 1.1.18). Na Seção 1.2, descrevemos a decomposição de um
espaço vetorial de dimensão �nita sob a ação de um grupo Γ como uma soma direta de subes-
paços Γ-irredutíveis (Corolário 1.2.3 e Teorema 1.2.8). Na Seção 1.3, introduzimos os conceitos
de subgrupo de isotropia e subespaço de ponto �xo, os quais nos dão informações sobre as pro-
priedades de uma aplicação equivariante não linear segundo a ação de um grupo. Finalizamos
o capítulo com a Seção 1.4, onde descrevemos a ação do produto coroa em um espaço vetorial
de dimensão �nita.

No Capítulo 2, apresentamos a parte central do projeto no estudo de sistemas de células
acopladas com simetria produto coroa L o G. Na Seção 2.1, de�nimos um sistema de N células
idênticas acopladas identicamente por meio de uma matriz de conexão C e mostramos a relação
entre as simetrias globais de um tal sistema e as entradas de C. Na Seção 2.2 desenvolvemos
a teoria linear e algébrica da ação do produto coroa em um espaço vetorial de dimensão �nita
V N , dividida em três partes: na Subseção 2.2.1 descrevemos os subespaços L o G-irredutíveis
de V N (Lema 2.2.1), na Subseção 2.2.2 caracterizamos os subgrupos axiais de L o G em função
dos subgrupos axiais de L (Teorema 2.2.10) e na Subseção 2.2.3 determinamos a estrutura das
matrizes que comutam com os subgrupos axiais de L o G (Teorema 2.2.16).

No Capítulo 3, discutimos os conceitos básicos da teoria de bifurcação equivariante a �m de
aplicar no estudo de sistemas de células acopladas com simetrias. Na Seção 3.1, apresentamos
o clássico Lema dos Ramos Equivariantes (Teorema 3.1.6), que garante, sob certas condições, a
existência de soluções de equilíbrio simétricas para problemas de bifurcação com simetrias. Na
Seção 3.2, utilizamos o Teorema 3.1.6 para mostrar a existência de um único ramo de soluções
de equilíbrio para sistemas de células acopladas com simetria L o G, correspondendo a cada
um de seus subgrupos axiais (Teorema 3.2.3). Finalizamos essa seção com dois exemplos que
esclarecem as implicações do Teorema 3.2.3.
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Capítulo 1

Preliminares

A noção de simetria (ou equivariância) de um sistema de equações diferenciais ordinárias con-
siste em uma transformação que preserva alguma estrutura particular. No contexto de sistemas
de células acopladas, as simetrias são transformações lineares que preservam, em especial, a dis-
posição das células que compõem o sistema. O conjunto de todas essas transformações tem uma
estrutura de grupo e sua descrição formal é feita por meio da teoria de ação e representação de
grupos.

Neste primeiro capítulo, apresentamos os conceitos básicos sobre grupos de Lie lineares
e a respectiva teoria de representação em um espaço vetorial de dimensão �nita. Para isso,
assumimos familiaridade com os conceitos elementares de teoria de grupos, como o de subgrupo
e homomor�smo de grupos, bem como com os conceitos topológicos em Rn, como conjuntos
abertos, fechados e compacidade.

De maneira geral, dividimos o capítulo como segue: na Seção 1.1, destacamos a existência
de uma integral invariante pela ação de um grupo, a qual nos permite mostrar (Proposição
1.1.18) que todo grupo de Lie linear compacto pode ser identi�cado como um subgrupo fechado
do grupo ortogonal. Na Seção 1.2, descrevemos uma decomposição de um espaço vetorial de
dimensão �nita sob a ação de um grupo Γ como uma soma direta de subespaços Γ-irredutíveis
cuja existência e unicidade são garantidas no Corolários 1.2.3 e no Teorema 1.2.8, respectiva-
mente. Na Seção 1.3, exploramos os conceitos de subgrupo de isotropia e subespaço de ponto
�xo, os quais nos dão informações sobre as especi�cidades de uma aplicação equivariante não
linear segundo a ação de um grupo Γ. Na Seção 1.4, descrevemos a ação do produto coroa
em um espaço vetorial de dimensão �nita, com base em um produto semidireto. Tal ação de-
sempenhará um papel importante no estudo das simetrias de um sistema de células acopladas
desenvolvido nos Capítulos 2 e 3.

Citamos os capítulos XII e XIII de [20] como a principal referência para o que apresentamos
a seguir, exceto para a Seção 1.4 cujo texto foi baseado em [6, Section 3].

1.1 Grupos de Lie Lineares

Um grupo de Lie é uma variedade diferenciável que admite uma estrutura de grupo em que
as operações de multiplicação e inversão são diferenciáveis. Para nossos propósitos é su�ciente
considerar apenas os grupos de Lie lineares cuja de�nição é menos geral, como veremos adiante.

Sejam Mn(R) o conjunto das matrizes quadradras de ordem n com entradas reais e GL(n) o
subconjunto de Mn(R) de todas as matrizes inversíveis. Para de�nir uma topologia em Mn(R),
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utilizamos o isomor�smo Ψ : Mn(R)→ Rn2
dado por

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann

 7→ (a11, a12, . . . , a1n, a21, a22, . . . , ann).

Dizemos que um subconjunto U de matrizes é um aberto emMn(R) se, e somente se, Ψ(U) é um
aberto em Rn2

. Assim, podemos considerar em GL(n) a topologia do subespaço induzida por
Mn(R). Note que GL(n) é um subconjunto aberto de Mn(R), pois se considerarmos a função
contínua

det : Mn(R) → R
A 7→ |A| , (1.1)

onde |A| denota o determinante da matriz A, então GL(n) = det−1(R− {0}).

De�nição 1.1.1. Um grupo de Lie linear é um subgrupo fechado de GL(n), para algum n ∈ N.
Dizemos que um grupo de Lie linear é compacto se ele for compacto como um subconjunto de
Rn2

.

Vejamos alguns exemplos de grupos de Lie lineares. Em todo o texto, At denota a transposta
de uma matriz A, A−1 denota a inversa de A e In denota a matriz identidade em GL(n).

Exemplo 1.1.2. O grupo n-dimensional ortogonal O(n) formado pelas matrizes A ∈ Mn(R)

satisfazendo
AAt = AtA = In,

munido com a operação de multiplicação de matrizes, é um grupo de Lie linear compacto. De
fato, considerando a função contínua

f : Mn(R) −→ Mn(R)

A 7−→ AAt
,

temos que O(n) = f−1({In}). Como {In} é fechado em Mn(R), segue pela continuidade de f
que f−1({In}) é um subconjunto fechado de Mn(R) e, portanto, O(n) é fechado em Mn(R).

Ainda, se A ∈ O(n), então

det(A)2 = det(A) det(At) = det(AAt) = det(In) = 1,

ou seja, det(A) = ±1. Assim, O(n) ⊂ GL(n), implicando que O(n) é um subconjunto fechado
de GL(n). Portanto, O(n) é um grupo de Lie linear. Como O(n) é um subgrupo fechado de
Mn(R), segue que ele é compacto se as entradas das matrizes que o de�nem forem limitadas.

E isso de fato ocorre, pois se A = (aij) ∈ O(n), para cada i = 1, . . . , n temos
√∑n

j=1 a
2
ij = 1 e,

assim, |aij| ≤ 1 para todo i, j = 1, . . . , n. Portanto, O(n) é um grupo de Lie linear compacto.

Exemplo 1.1.3. O grupo ortogonal especial SO(n) de todas as matrizes A ∈ O(n) tais que
det(A) = 1 é um grupo de Lie linear compacto. De fato, Considere a função

f : GL(n) −→ R
A 7−→ |A| .

14



Note que f é uma função contínua, pois é a restrição da função contínua det de�nida em (1.1)
ao subconjunto GL(n) de Mn(R). Então, f−1({1}) = SO(n) é um subconjunto fechado de
GL(n). Portanto, SO(n) é um grupo de Lie linear. Como SO(n) ⊂ O(n), as entradas das
matrizes que o de�nem são limitadas, implicando que SO(n) é compacto.

No caso particular de n = 2, temos que SO(2) é gerado pelas matrizes de rotações de�nidas
por

Rθ =

[
cos(θ) −sen(θ)

sen(θ) cos(θ)

]
, (1.2)

onde θ ∈ [0, 2π). De fato, escreva A ∈ SO(2) como

A =

[
a b

c d

]
,

onde a, b, c, d ∈ R. Como AAt = I2 segue que At = A−1. Calculando a inversa de A e igualando-a
à sua transposta obtemos que

A =

[
a −b
b a

]
,

onde det(A) = a2 + b2 = 1. Assim, existe θ ∈ [0, 2π) tal que a = cos(θ) e b = sen(θ) e, portanto,
A = Rθ. Dessa forma, podemos identi�car SO(2) com o grupo do círculo

S1 = {eiθ ∈ C; θ ∈ [0, 2π)}

pela aplicação Rθ 7→ eiθ. Como S1 pode ser identi�cado com o intervalo [0, 2π) pela aplicação
eiθ 7→ θ, podemos identi�car o grupo especial ortogonal SO(2) com o intervalo [0, 2π) por meio
da composição Rθ 7→ eiθ 7→ θ. Analogamente, podemos mostrar que O(2) é gerado por SO(2)

e pela matriz de re�exão κ, onde

κ =

[
1 0

0 −1

]
, (1.3)

pois se A ∈ O(2) \ SO(2), então existe θ ∈ [0, 2π) tal que A = κRθ.

Exemplo 1.1.4. Todo grupo �nito é isomorfo a um grupo de Lie linear compacto. De fato, seja
G = {a1, a2, . . . , an} um grupo �nito. Pelo Teorema de Cayley, G é isomorfo a um subgrupo
H do grupo SG das permutações dos elementos de G. Provemos agora que H é isomorfo a um
subgrupo de GL(n). Considere a função

ϕ : H −→ GL(n)

σ 7−→ Aσ
,

onde cada entrada Aσij de A
σ é da forma

Aσij =

{
1, se ai = σ(aj)

0, se ai 6= σ(aj).

Note que como cada σ é uma bijeção de G em G, temos que se σ(aj) = ai, então σ(al) 6= ai
para todo l ∈ {1, . . . , n} com l 6= j e σ(aj) 6= at para todo t ∈ {1, . . . , n} com t 6= i. Logo,
Aσ é uma matriz resultante da permutação das linhas ou colunas da matriz identidade In e,
portanto, det(Aσ) = ±1 para toda σ ∈ H, o que mostra que ϕ está bem de�nida. Vamos
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mostrar primeiramente que ϕ é um homomor�smo de grupos. Sejam σ, η ∈ H. Então

ϕ(σ ◦ η) = Aσ◦η = (Aσ◦ηij ),

onde Aσ◦ηij = 1 se σ(η(aj)) = ai e Aσ◦ηij = 0 se σ(η(aj)) 6= ai. Pela de�nição de multiplicação
de matrizes, temos que ϕ(σ)ϕ(η) = B em que B é uma matriz cujas entradas Bij satisfazem

Bij =
n∑
t=1

Aσit A
η
tj.

Assim, Bij = 1 se, e somente se, Aσit = Aηtj = 1, o que ocorre se, e somente se, σ(at) = ai e
η(aj) = at. Portanto, Bij = 1 se σ(η(aj)) = ai e Bij = 0 se σ(η(aj)) 6= ai, isto é, Bij = Aσ◦ηij .

Logo,
ϕ(σ ◦ η) = (Aσ◦ηij ) = (Bij) = B = ϕ(σ)ϕ(η),

mostrando que ϕ é um homomor�smo de grupos. Agora, se σ, η ∈ H são tais que ϕ(σ) = ϕ(η),
então

Aσij = Aηij,

para todo i, j ∈ {1, . . . , n}. Se existir j ∈ {1, . . . , n} tal que σ(aj) 6= η(aj), então existe
t ∈ {1, . . . , n} de modo que σ(aj) = at 6= η(aj), de onde resulta que

1 = Aσtj 6= Aηtj = 0,

o que é um absurdo. Logo σ = η, implicando que ϕ é um homomor�smo injetor. Podemos
então concluir que H é isomorfo a ϕ(H) e, assim, G é isomorfo a ϕ(H). Como o conjunto
gerado pelas permutações das linhas ou colunas da matriz identidade é um subconjunto �nito
de GL(n), que é um espaço de Hausdor�, segue que ϕ(H) é fechado em GL(n). Portanto, ϕ(H)

é um grupo de Lie linear. A compacidade de ϕ(H) segue do fato de que cada matriz Aσ possui
apenas as entradas 1 e 0. Portanto, identi�cando G com ϕ(H), segue que G é um grupo de Lie
linear compacto.

Exemplo 1.1.5. O grupo Sn das permutações do conjunto {1, 2, . . . , n}, com n ≥ 1, é um
grupo de Lie linear compacto. De fato, como Sn é um grupo �nito, segue pelo exemplo anterior
que Sn é um grupo de Lie linear compacto via a identi�cação por meio do homomor�smo injetor

µ : Sn −→ GL(n)

σ 7−→ Aσ
, (1.4)

onde Aσ é a matriz com entradas

Aσij =

{
1, se i = σ(j)

0, se i 6= σ(j).

A matriz Aσ é chamada de matriz de permutação de σ ∈ Sn.

Exemplo 1.1.6. O grupo cíclico Zn de ordem n ≥ 2, que pode ser identi�cado com o grupo
das matrizes de ordem 2 gerado pela rotação R 2π

n
, é um grupo de Lie linear compacto.

Exemplo 1.1.7. O grupo diedral Dn de ordem 2n é o grupo gerado por dois elementos r e
s de ordens n e 2, respectivamente, tais que s ◦ r = r−1 ◦ s. Tal grupo pode ser identi�cado
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com o subgrupo de GL(2) gerado pela rotação R 2π
n
e pela re�exão κ dada em (1.3). Via tal

identi�cação Dn é um grupo de Lie linear compacto, uma vez que é um grupo �nito.

Exemplo 1.1.8. O espaço euclidiano Rn pode ser visto como um grupo de Lie linear quando
identi�cado com o grupo das matrizes da forma

1 a1 a2 · · · an
0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
... · · · ...

0 0 0 · · · 1

 , (1.5)

onde aj ∈ R, j = 1, . . . , n. Note que Rn não é um grupo de Lie linear compacto, pois as entradas
das matrizes em (1.5) não são limitadas.

1.1.1 Ações e Representações de Grupos de Lie Lineares

Estamos agora interessados em determinar como um grupo de Lie linear transforma os elementos
de um espaço vetorial real de dimensão �nita. Formalizamos essa ideia com os conceitos de
ação e representação de grupos.

De�nição 1.1.9. Sejam Γ um grupo de Lie linear e V um espaço vetorial real de dimensão
�nita. Dizemos que Γ age linearmente em V se existir uma aplicação contínua, chamada de
ação,

φ : Γ× V −→ V

(γ, v) 7−→ γ · v

tal que

(i) φ(1Γ, v) = v, onde 1Γ é o elemento neutro de Γ.

(ii) Para cada γ ∈ Γ, a aplicação ργ : V → V de�nida por ργ(v) = γ · v é linear.

(iii) Se γ1, γ2 ∈ Γ, então φ(γ1, φ(γ2, v)) = φ(γ1 ∗ γ2, v) para todo v ∈ V , ou seja,

ργ1 ◦ ργ2 = ργ1∗γ2 ,

onde ∗ é a operação em Γ.

Note que o operador ργ de�nido em (ii) é inversível para todo γ ∈ Γ. De fato, pelo item (i)

da De�nição 1.1.9 temos que ρ1Γ
= Id, onde Id : V → V é o operador identidade. Dado γ ∈ Γ,

como Γ é um grupo temos γ−1 ∈ Γ. Pelo item (iii),

ργ ◦ ργ−1 = ργ∗γ−1 = ρ1Γ
= Id,

ou seja, ργ é inversível e (ργ)
−1 = ργ−1 . Portanto, ργ ∈ GL(V ) para todo γ ∈ Γ, onde GL(V )

denota o grupo dos operadores lineares inversíveis em V .

De�nição 1.1.10. Sejam Γ um grupo de Lie linear e V um espaço vetorial real de dimensão
�nita. Uma representação de Γ em V é um homomor�smo de grupos ρ : Γ→ GL(V ).
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Assim, dada uma ação φ : Γ× V → V , a aplicação de�nida por

ρ : Γ −→ GL(V )

γ 7−→ ργ
(1.6)

é uma representação de Γ em V . De fato, pelo item (iii) da De�nição 1.1.9 temos que

ρ(γ1 ∗ γ2) = ργ1∗γ2 = ργ1 ◦ ργ2 = ρ(γ1) ◦ ρ(γ2),

para todo γ1, γ2 ∈ Γ, implicando que ρ é um homomor�smo de grupos. Portanto, toda ação
está associada a uma respresentação, a qual nos diz como Γ transforma todo o espaço V . Um
cálculo simples prova que dada uma representação ρ : Γ→ GL(V ), a aplicação

φ : Γ× V −→ V

(γ, v) 7−→ ρ(γ)(v)

é uma ação de Γ em V . Portanto, toda representação também está associada a uma ação.

Observação 1.1.11. Se Γ é um grupo de Lie linear agindo linearmente em um espaço vetorial
real de dimensão �nita V , então Γ pode ser identi�cado com um subgrupo de GL(m), onde m
é a dimensão de V. De fato, todo γ ∈ Γ está associado ao operador linear inversível ργ : V → V

de�nido como no item (ii) da De�nição 1.1.9. Considerando a matriz [ργ] de ργ com relação
a uma base �xada de V , podemos identi�car cada γ ∈ Γ com a matriz [ργ] ∈ GL(m), que é
chamada de matriz de representação de γ em V .

Daqui em diante, V é um R-espaço vetorial de dimensão �nita. Todos os exemplos apre-
sentados a seguir serão utilizados no Capítulo 2.

Exemplo 1.1.12. Como todo grupo de Lie linear Γ é um subgrupo de GL(n), para algum
n ≥ 1, então existe uma ação natural de Γ em V dada por

φ : Γ× V −→ V

(A, v) 7−→ Av
, (1.7)

onde Av representa a multiplicação da matriz A ∈ Γ pelas coordenadas do vetor v ∈ V em
relação a uma base �xada de V. De fato, primeiramente observe que φ é uma aplicação contínua.
Se u, v ∈ V e α ∈ R, então φ(In, v) = v e a aplicação ρA : V → V de�nida por ρA(v) = Av

satisfaz
ρA(u+ αv) = A(u+ αv) = Au+ αAv = ρA(u) + αρA(v), (1.8)

para cada A ∈ Γ, de onde segue que ρA é linear para todo A ∈ Γ. Ainda, dados A,B ∈ Γ,

φ(A, φ(B, v)) = φ(A,Bv) = A(Bv) = (AB)v = φ(AB, v),

para todo v ∈ V . Portanto, φ de�ne uma ação de Γ em V .
Observe que a matriz [ρA] do operador linear ρA : V → V , com relação à base canônica de

V , coincide com A. Portanto, a ação φ de Γ em V de�nida em (1.7) nos garante que a matriz
de representação de A ∈ Γ é dada por A.

Exemplo 1.1.13. Neste exemplo, vamos identi�car S1 com o intervalo [0, 2π) por meio do
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isomor�smo eiθ 7→ θ. A aplicação de�nida por

φ : S1 × C −→ C
(θ, z) 7−→ eiθz

(1.9)

é uma ação de S1 em C. De fato, claramente φ é uma aplicação contínua e φ(0, z) = z para
todo z ∈ C. Ainda, dados z, w ∈ C e λ ∈ R, a aplicação ρθ : C → C de�nida por ρθ(z) = eiθz

satisfaz
ρθ(z + λw) = eiθ(z + λw) = eiθz + λeiθw = ρθ(z) + λρθ(w),

para todo θ ∈ S1, implicando que ρθ é linear para todo θ ∈ S1. Se θ1, θ2 ∈ S1, então

φ(θ1, φ(θ2, z)) = φ(θ1, e
iθ2z) = eiθ1eiθ2z = ei(θ1+θ2)z = φ((θ1 + θ2), z),

para todo z ∈ C. Portanto, φ dada em (1.9) de�ne uma ação de S1 em C.
Observe que, para cada θ ∈ S1,

ρθ(1) = cos(θ) + sen(θ)i e ρθ(i) = eiθi = −sen(θ) + cos(θ)i.

Logo, a matriz de ρθ com relação à base β = {1, i} de C como um espaço vetorial real é dada
por

[ρθ] =

[
cos(θ) −sen(θ)

sen(θ) cos(θ)

]
.

Portanto, a matriz de representação de θ em C é a matriz de rotação Rθ de�nida em (1.2).

Exemplo 1.1.14. Seja SN o grupo das permutações do conjunto {1, . . . , N}. A aplicação φ
de�nida por

φ : SN × V N −→ V N

(σ, (v1, . . . , vn)) 7−→ (vσ−1(1), . . . , vσ−1(N))
(1.10)

é uma ação de SN em V N . De fato, φ é uma aplicação contínua, pois φ é linear. Ainda,
se id for a identidade de SN e (v1, . . . , vN) ∈ V N , então φ(id, (v1, . . . , vN)) = (v1, . . . , vn).

A�rmamos que, para cada σ ∈ SN , a aplicação ρσ : V N → V N de�nida por ρσ(v1, . . . , vN) =

(vσ−1(1), . . . , vσ−1(N)) é linear. Com efeito, sejam v = (v1, . . . , vN), w = (w1, . . . , wN) ∈ V N e
λ ∈ R. Então,

ρσ(v + λw) = ρσ((v1 + λw1, . . . , vN + λwN))

= ρσ(x1, . . . , xN)

= (xσ−1(1), . . . , xσ−1(N)),

onde xi = vi + λwi para todo i = 1, . . . , N . Assim,

ρσ(v + λw) = (vσ−1(1) + λwσ−1(1), . . . , vσ−1(N) + λwσ−1(N))

= (vσ−1(1), . . . , vσ−1(N)) + λ(wσ−1(1), . . . , wσ−1(N))

= ρσ(v) + λρσ(w),

implicando que ρσ é linear para todo σ ∈ SN . Agora, sejam σ, η ∈ SN e v = (v1, . . . , vN) ∈ V N .
Então

φ(σ, φ(η, v)) = φ(σ, (vη−1(1), . . . , vη−1(N)))

= φ(σ, (y1, . . . , yN))

= (yσ−1(1), . . . , yσ−1(N)),
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onde yi = vη−1(i) para todo i = 1, . . . , N . Assim, yσ−1(i) = vη−1(σ−1(i)) = v(ση)−1(i), de onde segue
que

φ(σ, φ(η, v)) = (v(ση)−1(1), . . . , v(ση)−1(N)) = φ((ση), v).

Portanto, φ é uma ação de SN em V N .

Observação 1.1.15. Sejam Γ um grupo de Lie linear agindo nos espaços vetoriais reais de
dimensão �nita V eW por meio das ações φ1 : Γ×V → V e φ2 : Γ×W → W , respectivamente.
Podemos de�nir uma ação natural de Γ em V ×W dada pela ação diagonal

φ : Γ× V ×W −→ V ×W
(γ, (v, w)) 7−→ (φ1(γ, v), φ2(γ, w))

.

Sabemos que se β = {b1, . . . , bn} e α = {c1, . . . , cm} são bases de V e W , respectivamente,
então

Ω = {(b1, 0w), . . . , (bn, 0w), (0v, c1), . . . , (0v, cm)}

é uma base de V ×W , em que 0v é o vetor nulo de V e 0w é o vetor nulo de W . Considerando
a base Ω e as respectivas representações

ρ : Γ −→ GL(V )

γ 7−→ ργ
e

ω : Γ −→ GL(W )

γ 7−→ ωγ

de Γ em V e em W , é possível mostrar que a matriz de representação de γ ∈ Γ em V ×W é da
forma

[Ψγ] =

[
[ργ] 0n×m
0m×n [ωγ]

]
,

onde [ργ] e [ωγ] são as matrizes de representação de γ em V e em W , respectivamente, e 0n×m
e 0m×n denotam matrizes nulas. Evidentemente, essa observação se estende ao caso em que Γ

age em um número �nito arbitrário de espaços vetoriais.

Exemplo 1.1.16. Seja O(k) o grupo ortogonal k-dimensional agindo em V por meio da ação
dada em (1.7). A aplicação de�nida por

ϕ : O(k)N × V N −→ V N

((`1, . . . , `N), v) 7−→ (`1v1, . . . , `NvN)

é uma ação de O(k)N em V N , onde v = (v1, . . . , vN). De fato, como cada função coordenada
de ϕ corresponde à ação de O(k) em V dada em (1.7), segue que cada uma delas é contínua.
Logo, ϕ é contínua. Denotando por Ik ∈ O(k) a matriz identidade, temos que

ϕ((Ik, . . . , Ik), v) = (Ikv1, . . . , IkvN) = (v1, . . . , vN) = v,

para todo v = (v1, . . . , vN) ∈ V N . Agora, dado ` = (`1, . . . , `N) ∈ O(k)N , a linearidade da
aplicação

η` : V N −→ V N

(v1, . . . , vN) 7−→ (`1v1, . . . , `NvN)

segue da linearidade da representação ρ`i : V → V de `i ∈ O(k), como mostrado em (1.8).
Ainda, dados ` = (`1, . . . , `N), ξ = (ξ1, . . . , ξN) ∈ O(k)N e v = (v1, . . . , vN) ∈ V N , temos
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ϕ(`, ϕ(ξ, v)) = ϕ(`, (ξ1v1, . . . , ξNvN))

= (`1ξ1v1, . . . , `NξNvN)

= (`ξ, v),

onde `ξ = (`1ξ1, . . . , `NξN) e `iξi denota o produto de matrizes em O(k), para cada i = 1, . . . , N.

Portanto, ϕ é uma ação de O(k)N em V N . Pelo Exemplo 1.1.12 temos que a matriz de repre-
sentação de `i ∈ O(k) coincide com `i, para todo i. Logo, pela observação anterior, a matriz de
representação de ` = (`1, . . . , `N) em V N é dada por

[η`] =


`1 0k×k · · · 0k×k

0k×k `2 · · · 0k×k
...

...
. . .

...
0k×k 0k×k · · · `N

 . (1.11)

Antes de �nalizarmos essa subseção, vamos descrever em termos matriciais a representação
ρσ : V N → V N de cada σ ∈ SN segundo a ação dada em (1.10). Comecemos com o caso
particular em que N = 3 e V = R2, ou seja, o grupo S3 das permutações do conjunto {1, 2, 3}
age em (R2)3 por meio da ação (1.10).

Considere σ = (1 2 3) ∈ S3 a permutação tal que σ(1) = 2, σ(2) = 3 e σ(3) = 1. Pelo
homomor�smo de�nido em (1.4), podemos identi�car σ com a matriz de permutação

Aσ =

 0 0 1

1 0 0

0 1 0

 . (1.12)

Seja C = {e1, e2} a base canônica de V e considere a base ordenada β = {b1
1, b

2
1, b

1
2, b

2
2, b

1
3, b

2
3}

de V 3 em que b1
1 = (e1, 0, 0), b2

1 = (e2, 0, 0), b1
2 = (0, e1, 0), b2

2 = (0, e2, 0), b1
3 = (0, 0, e1) e

b2
3 = (0, 0, e2), onde a coordenada nula denota o vetor nulo (0, 0) ∈ R2. Como a representação
ρσ : V 3 → V 3 de�nida por

ρσ(v1, v2, v3) = (vσ−1(1), vσ−1(2), vσ−1(3))

é linear, podemos determinar sua matriz [ρσ] com relação à base β. Assim, temos:

ρσ(b1
1) = (0, e1, 0) = b1

2; ρσ(b2
1) = (0, e2, 0) = b2

2;

ρσ(b1
2) = (0, 0, e1) = b1

3; ρσ(b2
2) = (0, 0, e2) = b2

3;

ρσ(b1
3) = (e1, 0, 0) = b1

1; ρσ(b2
3) = (e2, 0, 0) = b2

1,

uma vez que σ−1(1) = 3, σ−1(2) = 1 e σ−1(3) = 2. Portanto, a matriz de ρσ com relação à base
β é

21



[ρσ] =



0 0 | 0 0 | 1 0

0 0 | 0 0 | 0 1

− − − − − − − −
1 0 | 0 0 | 0 0

0 1 | 0 0 | 0 0

− − − − − − − −
0 0 | 1 0 | 0 0

0 0 | 0 1 | 0 0


.

Denotando por 02×2 a matriz nula de ordem 2 e por I2 a matriz identidade de ordem 2, con-
cluímos que

[ρσ] = (Bij),

onde cada entrada Bij é uma matriz de ordem 2 tal que

Bij =

{
I2, se i = σ(j)

02×2, se i 6= σ(j)
,

para todo i, j = 1, 2, 3. Em outras palavras, a matriz de representação de σ = (1 2 3) segue o
mesmo padrão de formação de sua matriz associada Aσ dada em (1.12), onde a entrada nula é
substituída pela matriz nula 02×2 e a entrada 1 é substituída pela matriz identidade I2.

De um modo geral, seja V = Rk para algum inteiro k ≥ 1 e considere sua base canônica
C = {e1, . . . , ek}. Construa a base ordenada

β = {b1
1, . . . , b

k
1, b

1
2, . . . , b

k
2, . . . , b

1
N , . . . , b

k
N}

de V N em que
btr = (0k, . . . , 0k︸ ︷︷ ︸

r−1 vezes

, et, 0k, . . . 0k),

com cada coordenada nula representando o vetor nulo de Rk. Assim, se SN age em V N por
meio da ação (1.10), então a matriz de representação [ρσ] de σ ∈ SN com relação à base β é
uma matriz de ordem kN dada por

[ρσ] = (Bij), (1.13)

onde cada entrada Bij é uma matriz de ordem k tal que

Bij =

{
Ik, se i = σ(j)

0k×k, se i 6= σ(j)
.

Tal descrição de ρσ será utilizada no Capítulo 2.

1.1.2 Integral de Haar

Nesta subseção, mostramos que todo grupo de Lie linear compacto Γ ⊂ GL(n) pode ser identi�-
cado com um subgrupo fechado do grupo ortogonal O(n). Tal identi�cação é feita na Proposição
1.1.18 usando a integral de Haar, uma forma de integração invariante sob translações por ele-
mentos de Γ.
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De�nição 1.1.17. Seja f : Γ → R uma função contínua de�nida em um grupo de Lie linear
Γ. A operação

∫
γ∈Γ

f(γ) ∈ R é uma integral de Haar se satisfaz as seguintes três propriedades:

(i) Linearidade: Para f, g : Γ→ R funções contínuas e λ ∈ R,∫
γ∈Γ

(λf(γ) + g(γ)) = λ

∫
γ∈Γ

f(γ) +

∫
γ∈Γ

g(γ) ;

(ii) Positividade: Se f(γ) ≥ 0 para todo γ ∈ Γ, então∫
γ∈Γ

f(γ) ≥ 0 ;

(iii) Invariância por translação: Para cada δ ∈ Γ �xado,∫
γ∈Γ

f(δγ) =

∫
γ∈Γ

f(γ).

Em [23], o autor mostra que se Γ for compacto e f(γ) = 1 para todo γ ∈ Γ, então
∫
γ∈Γ

f(γ)

é �nita, sendo a integral chamada normalizada se
∫
γ∈Γ

f(γ) = 1. Neste caso, a integral de
Haar é única. A compacidade de Γ também assegura que a integral de Haar é invariante por
translações à direita, ou seja, para cada δ ∈ Γ �xado temos que∫

γ∈Γ

f(γδ) =

∫
γ∈Γ

f(γ).

Para mais detalhes sobre a integral de Haar, sugerimos [25].
O seguinte resultado mostra que a existência da integral de Haar para grupos de Lie com-

pactos conduz a uma ação por meio de transformações lineares ortogonais.

Proposição 1.1.18. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em um espaço vetorial V e seja
[ργ] a matriz de representação de γ ∈ Γ em V com relação a uma base ortonormal de V . Então
existe um produto interno em V tal que, para todo γ ∈ Γ, [ργ] é uma matriz ortogonal .

Demonstração: Sejam φ : Γ× V → V uma ação de Γ em V e 〈 , 〉 um produto interno em V .
Para cada v, w ∈ V , considere a função

fv,w : Γ −→ R
γ 7−→ 〈ργ(v), ργ(w)〉 ,

onde ργ : V → V é o operador linear de�nido por ργ(v) = φ(γ, v) para cada γ ∈ Γ. Note que
fv,w(γ) = 〈gv(γ), gw(γ)〉, em que gv, gw : Γ → V são as aplicações de�nidas por gv(γ) = ργ(v)

e gw(γ) = ργ(w). Sabemos que φ é contínua, bem como sua restrição ao conjunto Γ × {v}.
A aplicação hv : Γ → Γ × {v} de�nida por hv(γ) = (γ, v) é contínua, pois a primeira função
coordenada é a identidade e a segunda função coordenada é constante. Logo, gv = φ ◦ hv é
contínua, pois é a composição de aplicações contínuas. Como v ∈ V é arbitrário, gw = φ ◦ hw
também é contínua. Sendo o produto interno uma função contínua, segue que fv,w é contínua.
Assim, �ca bem de�nida a função 〈 , 〉Γ : V × V → R por

〈v, w〉Γ =

∫
γ∈Γ

fv,w(γ) =

∫
γ∈Γ

〈ργ(v), ργ(w)〉. (1.14)
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Provemos agora que 〈 , 〉Γ de�ne um produto interno em V . De fato, sejam v, u, w ∈ V e λ ∈ R.
Então

〈λv + u,w〉Γ =

∫
γ∈Γ

〈ργ(λv + u), ργ(w)〉

=

∫
γ∈Γ

〈ργ(λv) + ργ(u), ργ(w)〉

=

∫
γ∈Γ

〈λργ(v), ργ(w)〉+ 〈ργ(u), ργ(w)〉

= λ

∫
γ∈Γ

〈ργ(v), ργ(w)〉+

∫
γ∈Γ

〈ργ(u), ργ(w)〉

= λ〈v, w〉Γ + 〈u,w〉Γ.

Como 〈ργ(v), ργ(w)〉 = 〈ργ(w), ργ(v)〉, segue também que 〈v, w〉Γ = 〈w, v〉Γ. Por �m, se v 6= 0,
então ργ(v) 6= 0, uma vez que ργ é inversível. Da positividade da integral, obtemos

〈v, v〉Γ =

∫
γ∈Γ

〈ργ(v), ργ(v)〉 > 0.

Agora, como Γ é compacto, a integral de Haar é invariante por translações à direita. Assim,
para cada δ ∈ Γ �xado temos

〈v, w〉Γ =

∫
γ∈Γ

fv,w(γ) =

∫
γ∈Γ

fv,w(γδ) =

∫
γ∈Γ

〈ργδ(v), ργδ(w)〉

=

∫
γ∈Γ

〈ργ(ρδ(v)), ργ(ρδ(w))〉 = 〈ρδ(v), ρδ(w)〉Γ.

Como δ é arbitrário, 〈v, w〉Γ = 〈ργ(v), ργ(w)〉Γ, para todo γ ∈ Γ. Como V é um espaço vetorial
de dimensão �nita, temos que

〈v, w〉Γ = 〈ργ(v), ργ(w)〉Γ = 〈v, ρ∗γ ◦ ργ(w)〉
Γ
,

para todo v, w ∈ V , onde ρ∗γ é o operador adjunto de ργ. Logo ρ∗γ ◦ ργ é o operador identidade,
implicando que [ρ∗γ][ργ] = In. Pelo fato de V ser um espaço vetorial real, segue que [ρ∗γ] = [ργ]

t,
onde t representa a transposta da matriz. Portanto, [ργ]

t[ργ] = In, ou seja, [ργ] é uma matriz
ortogonal, para todo γ ∈ Γ.

�

Lembremos que em todo o texto, V denota um espaço vetorial real de dimensão �nita e Γ

denota um grupo de Lie linear, que por um abuso de terminologia vamos chamar apenas de
grupo de Lie. Também vamos usar a notação γ ·v para representar a ação linear φ : Γ×V → V

de Γ em V da De�nição 1.1.9.
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1.2 Irredutibilidade

O estudo da ação de um grupo de Lie compacto Γ em um espaço vetorial V pode ser feito por
meio de uma decomposição de V em uma soma direta de subespaços Γ-irredutíveis. Nesta seção,
descrevemos as propriedades básicas dessa decomposição e mostramos que ela sempre existe.
Em geral, tal decomposição não é única, mas existem condições que garantem a unicidade.

De�nição 1.2.1. Seja Γ um grupo de Lie agindo em V.

(i) Um subespaço W ⊆ V é Γ-invariante se γ.w ∈ W para todo γ ∈ Γ e w ∈ W .

(ii) Um subespaço vetorial W ⊆ V é Γ-irredutível se ele for Γ-invariante e os seus únicos
subespaços Γ-invariantes forem {0} e W.

Um exemplo simples para a de�nição anterior pode ser visto considerando Z2 = {−1, 1}
agindo em V = R2 como 1 · (x, y) = (x, y) e −1 · (x, y) = (−x,−y). Vejamos que o subespaço
vetorial

W = {(x, 0) ∈ R2; x ∈ R}

é Z2-irredutível. De fato, se (x, 0) ∈ W , então −1 · (x, 0) = (−x, 0) ∈ W e, assim, W é Z2-
invariante. Como W é unidimensional, segue que não existe subespaço Z2-invariante de W
distinto de {0} ou W . Portanto, W é Z2-irredutível.

Uma das principais características das ações de um grupo de Lie compacto Γ é que subes-
paços Γ-invariantes sempre admitem um complementar Γ-invariante.

Proposição 1.2.2. Sejam Γ um grupo de Lie compacto agindo em V e W ⊆ V um subespaço
Γ-invariante. Então existe um subespaço Γ-invariante Z ⊆ V tal que

V = W ⊕Z.

Demonstração: Para cada γ ∈ Γ, considere ργ : V → V o operador linear de�nido por
ργ(v) = γ · v. Como Γ é compacto, segue da demonstração da Proposição 1.1.18 que existe um
produto interno 〈 , 〉Γ : V × V → R que satisfaz

〈v, w〉Γ = 〈ργ(v), ργ(w)〉Γ,

para todo γ ∈ Γ e v, w ∈ V. Seja W ⊆ V um subespaço Γ-invariante. Por [4, Proposição 6.3.4]
segue que V = W ⊕W⊥, onde

W⊥ = {v ∈ V ; 〈v, w〉Γ = 0, ∀w ∈ W}.

Tomando Z = W⊥, precisamos provar que W⊥ é Γ-invariante. De fato, sejam v ∈ W⊥, w ∈ W
e γ ∈ Γ. Então,

〈ργ(v), w〉Γ = 〈ργ(v), ργ(ργ−1(w))〉
Γ

= 〈v, ργ−1(w)〉
Γ

= 0,

pois como W é Γ-invariante segue que ργ−1(w) = γ−1 ·w ∈ W. Logo, 〈ργ(v), w〉Γ = 0 para todo
w ∈ W , de onde concluímos que γ · v = ργ(v) ∈ W⊥. Portanto, W⊥ é Γ-invariante.

�

25



Segue do resultado anterior que V pode ser escrito como uma soma direta de subespaços
Γ-irredutíveis. Mais especi�camente, temos:

Corolário 1.2.3. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em V . Então existem subespaços
Γ-irredutíveis V1, . . . , Vs de V tais que V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vs.

Demonstração: Podemos assumir V um espaço vetorial não nulo. Se V for Γ-irredutivel, então
V1 = V e o resultado está provado. Se não, tome V1 ⊂ V um subespaço não nulo Γ-invariante
de menor dimensão entre todos os subespaços Γ-invariantes de V não nulos. Obviamente, V1 é
Γ-irredutível. Pela Proposição 1.2.2, existe um subespaço Γ-invariante Z de V tal que

V = V1 ⊕Z.

Se Z for Γ-irredutível, então o resultado está provado. Se não, tome V2 ⊂ Z um subespaço não
nulo Γ-invariante de menor dimensão entre todos os subespaços Γ-invariantes de Z não nulos.
Como Z ⊂ V é Γ-invariante, então V2 é um subespaço Γ-invariante de V , que é claramente
Γ-irredutível. Pela Proposição 1.2.2, existe um subespaço Γ-invariante Z1 ⊂ Z tal que

V = V1 ⊕Z = V1 ⊕ V2 ⊕Z1.

Se Z1 for Γ-irredutível, então provamos o resultado. Se não, repetimos o processo. Como V
é um espaço vetorial de dimensão �nita, tal processo deve terminar em um número �nito de
passos, produzindo a decomposição desejada de V em subespaços Γ-irredutíveis.

�

Em geral, a decomposição de V como no corolário anterior não é única. Isso pode ser visto
na própria demonstração, uma vez que a escolha do complementar Γ-invariante na Proposição
1.2.2 não é única. O próximo exemplo também ilustra esse fato.

Exemplo 1.2.4. Seja V = M2(R). Consideramos a ação de SO(2) em V de�nida pela multi-
plicação de matrizes

Rθ · A = RθA,

para todo Rθ ∈ SO(2) e A ∈ V , com θ ∈ [0, 2π). Os subespaços vetoriais

V1 =

{[
a 0

b 0

]
; a, b ∈ R

}
e V2 =

{[
0 c

0 d

]
; c, d ∈ R

}
são SO(2)-irredutíveis. De fato, dados Rθ ∈ SO(2), A ∈ V1 e B ∈ V2, temos

Rθ · A =

[
cos(θ) −sen(θ)

sen(θ) cos(θ)

] [
a 0

b 0

]
=

[
a cos(θ)− b sen(θ) 0

a sen(θ) + b cos(θ) 0

]
∈ V1

e

Rθ ·B =

[
cos(θ) −sen(θ)

sen(θ) cos(θ)

] [
0 c

0 d

]
=

[
0 c cos(θ)− d sen(θ)

0 c sen(θ) + d cos(θ)

]
∈ V2.

Assim, V1 e V2 são subespaços O(2)-invariantes. Agora note que os únicos subespaços de V1

são os triviais e os da forma

Wλ =

{[
a 0

λa 0

]
; a ∈ R

}
e Vλ =

{[
0 0

b 0

]
; b ∈ R

}
,
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para λ ∈ R �xado. Dados Rθ ∈ SO(2) e A ∈ Wλ não nulo, temos

Rθ · A =

[
cos(θ) −sen(θ)

sen(θ) cos(θ)

] [
a 0

λa 0

]
=

[
a(cos(θ)− λ sen(θ)) 0

a(sen(θ) + λ cos(θ)) 0

]
,

que não pertence a Wλ se θ 6= 0 e θ 6= π. De fato, como a 6= 0, a(sen(θ) + λ cos(θ)) =

λa(cos(θ) − λ sen(θ)) se, e somente se, (1 + λ2)sen(θ) = 0, ou seja, sen(θ) = 0. De modo
análogo, dado B ∈ W não nula,

Rθ ·B =

[
cos(θ) −sen(θ)

sen(θ) cos(θ)

] [
0 0

b 0

]
=

[
−b sen(θ) 0

b cos(θ) 0

]
6∈ W

para θ 6= 0 e θ 6= π. Logo, Wλ e W não são subespaços SO(2)-invariantes de V1. Portanto, V1

é SO(2)-irredutível. De forma análoga, podemos mostrar que V2 é SO(2)-irredutível. Como
V = V1 ⊕ V2, temos uma decomposição de M2(R) como no Corolário 1.2.3.

Agora, o subespaço de V dado por

V3 =

{[
8c c

8d d

]
; c, d ∈ R

}
é também SO(2)-irredutível e V = V1 ⊕ V3. Portanto, a decomposição de V em subespaços
SO(2)-irredutíveis não é única.

Nosso próximo objetivo é encontrar condições sob as quais a decomposição de V como no
Corolário 1.2.3 é única. Para tanto, precisamos de dois conceitos prévios:

De�nição 1.2.5. Sejam V e W espaços vetoriais reais e Γ um grupo de Lie agindo em V e
W por meio das ações φ(γ, v) = γ · v e ψ(γ, w) = γ � w, para todo γ ∈ Γ, v ∈ V e w ∈ W.

(i) Dizemos que uma aplicação G : V → W é Γ-equivariante, ou comuta com Γ, se

G(γ · v) = γ �G(v),

para todo γ ∈ Γ e v ∈ V. Nesse caso, γ ∈ Γ é chamado de simetria de G.

(ii) Dizemos que V e W são Γ-isomorfos se existir um isomor�smo linear A : V → W que é
Γ-equivariante. Tal aplicação A é chamada de Γ-isomor�smo.

O ponto crucial da não unicidade da decomposição de V é a existência de subespaços Γ-
irredutíveis que são Γ-isomorfos. Veja no exemplo anterior que V2 e V3 são subespaços SO(2)-
isomorfos via o isomor�smo linear T : V2 → V3 dado por

T

(
0 c

0 d

)
=

(
8c c

8d d

)
,

para c, d ∈ R. Cálculos diretos mostram que

T (Rθ · A) = Rθ · T (A)

para todo Rθ ∈ SO(2) e A ∈ V2.
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No entanto, podemos contornar essa �repetição� de subespaços irredutíveis combinando
todos os subespaços Γ-irredutíveis de V que são Γ-isomorfos entre si. Para isso, dependemos
dos dois próximos lemas.

Lema 1.2.6. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em um R-espaço vetorial W. Suponha
que

W =
∑
α

Uα,

onde cada Uα é um subespaço Γ-invariante e Γ-isomorfo a algum subespaço Γ-irredutível �xado
U de W. Então todo subespaço Γ-irredutível de W é Γ-isomorfo a U .

Demonstração: Mostremos primeiramente que α percorre um conjunto �nito de índices, ou
seja,

W = Uα1 ⊕ Uα2 ⊕ · · · ⊕ Uαs (1.15)

é uma soma direta �nita de subespaços Uα nas condições do lema, com U ⊆ W um subespaço
Γ-irredutível �xado. De fato, seja r = dimRW. Suponha que temos encontrado um subespaço

W1 = Uα1 ⊕ Uα2 ⊕ · · · ⊕ Uαt−1 ⊆ W.

Se W1 = W , então segue o resultado. Se não, existe Uαt ⊂ W tal que Uαt 6⊂ W1. Como
Uαt ∩W1 ⊂ Uαt é Γ-invariante e Uαt é Γ-irredutível, então Uαt ∩W1 = {0}. Portanto, a soma
W1 + Uαt é uma soma direta e temos um subespaço

W2 = Uα1 ⊕ Uα2 ⊕ · · · ⊕ Uαt ⊆ W.

Se W2 = W , segue o resultado. Caso contrário, repetimos o processo. Como W é um espaço
vetorial de dimensão �nita r, concluímos que o processo tem um número �nito de etapas e que
podemos decompor W como em (1.15), com s ≤ r.

Agora mostramos que se X é um subespaço Γ-irredutível de W , então X é Γ-isomorfo a U .
Se X = Uαi para algum i ∈ {1, . . . , s}, então claramente X é Γ-isomorfo a U . Caso contrário,
existe t ≤ s tal que

X 6⊂ Uα1 ⊕ Uα2 ⊕ · · · ⊕ Uαt−1 e X ⊂ Uα1 ⊕ Uα2 ⊕ · · · ⊕ Uαt (1.16)

e, além disso, este t é único. De fato, comoX 6= Uα1 e Uα1 é Γ-irredutível (pois é Γ-isomorfo a U),
temos que X 6⊂ Uα1 . Se X ⊂ Uα1⊕Uα2 , então a condição em (1.16) é válida. Se não, veri�camos
se X ⊂ Uα1 ⊕Uα2 ⊕Uα3 . Se tal inclusão for válida, a prova da a�rmação está terminada. Caso
contrário, repetimos o processo até obter (1.16), pois por (1.15) esse procedimento tem �m.

A partir disso e da Γ-irredutibilidade de X, como X ∩ (Uα1 ⊕ Uα2 ⊕ · · · ⊕ Uαt−1) ⊂ X é
Γ-invariante, segue que

X ∩ (Uα1 ⊕ Uα2 ⊕ · · · ⊕ Uαt−1) = {0}. (1.17)

Considere a projeção
π : Uα1 ⊕ Uα2 ⊕ · · · ⊕ Uαt → Uαt

de�nida por π(xα1 + · · · + xαt) = xαt e πX = π|X : X → π(X) a restrição de π ao subespaço
X. A aplicação πX é injetora, pois se πX(x) = 0 para x = xα1 + · · · + xαt ∈ X, então xαt = 0

e, assim,
x = xα1 + · · ·+ xαt−1 ∈ X ∩ (Uα1 ⊕ Uα2 ⊕ · · · ⊕ Uαt−1).
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Por (1.17), segue que x = 0. Logo, πX é um isomor�smo linear. Como a ação de Γ em W é
linear, temos para todo γ ∈ Γ e x ∈ X que

πX(γ · x) = πX(γ · (xα1 + · · ·+ xαt))

= πX(γ · xα1 + · · ·+ γ · xαt)
= γ · xαt
= γ · πX(xα1 + · · ·+ xαt)

= γ · πX(x),

onde a terceira igualdade segue pois cada subespaço Uαi é Γ-invariante, i = 1, . . . , t. Portanto,
πX é Γ-equivariante, ou seja, πX é um Γ-isomor�smo de X sobre π(X). Assim, πX(X) é um
subespaço Γ-irredutível de W. Por (1.16), temos que X é não nulo. Logo, πX(X) ⊂ Uαt é não
nulo e pela Γ-irredutibilidade de Uαt segue que πX(X) = Uαt . Portanto, X é Γ-isomorfo a Uαt
e, consequentemente, a U .

�

Lema 1.2.7. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em V. Sejam X e Y subespaços Γ-
invariantes de V tais que não existem dois subespaços Γ-irredutíveis não nulos W ⊆ X e
Z ⊆ Y que são Γ-isomorfos. Então

(a) X ∩ Y = {0};

(b) Se W ⊆ X ⊕ Y é Γ-irredutível, então W ⊆ X ou W ⊆ Y .

Demonstração: (a) Como X e Y são Γ-invariantes, então X∩Y é um subespaço Γ- invariante
de V e, portanto, a ação de Γ restrita a X ∩ Y está bem de�nida. Pelo Corolário 1.2.3, X ∩ Y
pode ser escrito como uma soma direta de subespaços Γ-irredutíveis. No entanto, qualquer
subespaço não nulo Γ-irredutível Z de X ∩ Y estaria contido em X e em Y , o que contradiz a
hipótese inicial pois Z é Γ-isomorfo a Z. Portanto, X ∩ Y = {0}.

(b) Seja W ⊆ X⊕Y um subespaço Γ-irredutível. Como X, Y e W são Γ-invariantes, então
X ∩ W e Y ∩ W são subespaços Γ-invariantes de W e a irredutibilidade de W implica que
W ∩ X = {0} ou W ⊆ X, e W ∩ Y = {0} ou W ⊆ Y. Suponhamos que W 6⊂ X e W 6⊂ Y.

Então W ∩X = W ∩ Y = {0}. Considere

πX : X ⊕ Y → X e πY : X ⊕ Y → Y

as projeções canônicas sobre X e sobre Y , respectivamente, e tome w = x + y ∈ W tal que
πX(w) = 0. Então x = 0, implicando que w = y ∈ W ∩ Y = {0}, ou seja, w = 0. Portanto,
πX|W : W → π(W ) é um isomor�smo linear. Ainda,

πX|W (γ ·w) = πX(γ · (x+ y)) = πX(γ · x+ γ · y) = γ · x = γ · πX(x+ y) = γ · πX|W (w), (1.18)

para todo w ∈ W e γ ∈ Γ. Assim, W é Γ-isomorfo a πX(W ) ⊆ X. De modo análogo, podemos
mostrar que W é Γ-isomorfo a πY (W ) ⊆ Y , ou seja, X e Y possuem subespaços não nulos
Γ-irredutíveis que são Γ-isomorfos entre si, o que é um absurdo. Portanto, W ⊆ X ou W ⊆ Y .

�
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O próximo resultado garante a existência das componentes isotípicas cujo nome re�ete o
fato de que todos os subespaços Γ-irredutíveis de cada componente têm o mesmo tipo de
isomor�smo.

Teorema 1.2.8. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em V.

(a) A menos de Γ-isomor�smos, existe um número �nito de subespaços distintos Γ-irredu-
tíveis de V , denotados por U1, U2 , . . . , Us.

(b) De�na Wk como a soma de todos os subespaços Γ-irredutíveis de V que são Γ-isomorfos
a Uk. Então

V = W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Ws. (1.19)

Demonstração: Se V é Γ-irredutível, o teorema está provado. Suponha então que V não é Γ-
irredutível e tome um subespaço Γ-irredutível U1 ⊂ V cuja existência é garantida pelo Corolário
1.2.3. Seja W ′

1 a soma de todos os subespaços Γ-invariantes de V que são Γ-isomorfos a U1. Se
W ′

1 = V , provamos o resultado. Se W ′
1 6= V , como W ′

1 é Γ-invariante, existe um complemento
Γ-invariante Z de W ′

1 (Proposição 1.2.2). Logo, V = W ′
1 ⊕Z. Repetimos o processo em Z, ou

seja, consideramos U2 ⊂ Z um subespaço Γ-irredutível e tomamos W ′
2 como a soma de todos

os subespaços de Z que são Γ-isomorfos a U2. Se W ′
2 = Z temos V = W ′

1⊕W ′
2. Caso contrário,

tomamos um complemento Γ-invariante Z1 de W ′
2 tal que Z = W ′

2⊕Z1 e repetimos o processo
em Z1. Como a dimensão de V é �nita, esse processo termina com

V = W ′
1 ⊕ · · · ⊕W ′

t , (1.20)

para um determinado t ∈ N, onde cadaW ′
k é a soma de um conjunto de subespaços Γ-irredutíveis

de V que são Γ-isomorfos a um subespaço Γ-irredutível Uk de V tal que se k 6= j, então Uk não
é Γ-isomorfo a Uj.

Ainda não sabemos se W ′
k é a soma Wk de todos os subespaços Γ-irredutíveis de V que

são Γ-isomorfos a Uk, pois de�nimos W ′
k em Z. Claramente, W ′

k ⊂ Wk. Para mostrar que
W ′
k = Wk, a�rmamos primeiramente que todo subespaço Γ-irredutível U ⊂ V é Γ-isomorfo a
Uj, para algum j ∈ {1, . . . , t}. Com efeito, se U ⊂ V é Γ-irredutível, pelo item (b) do Lema
1.2.7 segue que

U ⊆ W ′
k

para algum k = 1, . . . , t. Pelo Lema 1.2.6, U é Γ-isomorfo a Uk, o que prova o item (a) do
teorema. Além disso, como todo subespaço Γ-irredutível de V está contido em W ′

k para algum
k, segue que Wk ⊂ W ′

k, comprovando a igualdade. Portanto, t = s e a decomposição de V dada
em (1.20) implica na decomposição (1.19), provando o item (b) do teorema.

�

Os subespaços Wk do teorema anterior são chamados de componentes isotípicas de V do
tipo Uk segundo a ação de Γ, e a decomposição (1.19) é chamada de decomposição isotípica de
V , a qual é única por construção.

Observação 1.2.9. Pela primeira parte da demonstração do Lema 1.2.6 segue que cada com-
ponente isotípica Wk pode ser escrita como uma soma direta �nita

Wk = Vk1 ⊕ · · · ⊕ Vkr ,
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onde os Vkj são subespaços Γ-irredutíveis de V que são Γ-isomorfos a Uk, com k ∈ {1, . . . , s}.

Para nossos propósitos, faz-se necessário entender a estrutura das transformações lineares
que são Γ-equivariantes. Em termos matriciais, a decomposição (1.19) juntamente com o Teo-
rema 1.2.14 nos permitem escrever tais aplicações em uma forma diagonal em blocos. Antes,
de�nimos o seguinte tipo de ação:

De�nição 1.2.10. Uma ação de um grupo Γ em um espaço vetorial V é absolutamente ir-
redutível se os únicos operadores lineares em V Γ-equivariantes são os múltiplos escalares do
operador identidade.

Exemplo 1.2.11. Considere a ação de Γ = O(2) em V = R2 de�nida como

Rθ · (x, y) =

[
cos(θ) −sen(θ)

sen(θ) cos(θ)

] [
x

y

]
e κ · (x, y) = (x,−y),

em que Rθ ∈ SO(2) e κ é a matriz de re�exão dada em (1.3). A�rmamos que essa ação é
absolutamente irredutível. De fato, seja A : R2 → R2 um operador linear cuja matriz com
relação a uma base �xada de R2 é da forma

A =

[
a b

c d

]
,

onde a, b, c, d ∈ R. Se A é O(2)-equivariante, então a matriz A comuta com Rθ, ou seja,

Rθ

[
a b

c d

]
=

[
a b

c d

]
Rθ (1.21)

para todo θ ∈ [0, 2π). Realizando o produto, obtemos c = −b e d = a. Segue então que

A =

[
a b

−b a

]
. (1.22)

Como A é O(2)-equivariante, a matriz (1.22) também comuta com κ, ou seja,[
a b

−b a

] [
1 0

0 −1

]
=

[
1 0

0 −1

] [
a b

−b a

]
,

implicando que b = 0. Logo, A = aI2 para algum a ∈ R. Portanto, A é um múltiplo escalar do
operador identidade e, assim, a ação de O(2) em R2 é absolutamente irredutível.

Lema 1.2.12. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em V. Se a ação de Γ em V é abso-
lutamente irredutível, então V é Γ-irredutível.

Demonstração: Suponha que V não seja Γ-irredutível. Então existe um subespaço W de V
que é Γ-invariante tal que W 6= {0} e W 6= V. Seja W⊥ o complemento Γ-invariante de W , que
existe pela Proposição 1.2.2. Considere a projeção canônica π : W ⊕W⊥ → W de�nida por
π(x+ y) = x, onde x ∈ W e y ∈ W⊥. Temos que π é linear e, da mesma forma que �zemos em
relação à projeção πX em (1.18), concluímos que π é Γ-equivariante. Além disso, π não é um
múltiplo da identidade, pois π é não nula e ker(π) = W⊥ 6= 0, uma vez que W 6= V. Portanto,
a ação de Γ em V não é absolutamente irredutível, o que prova o resultado por contraposição.
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Lema 1.2.13. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo nos R-espaços vetoriais U e V e
considere A : U → V uma transformação linear Γ-equivariante. Se W ⊆ U é um subespaço
Γ-irredutível, então A(W ) é um subespaço Γ-invariante de V que ou é nulo ou é Γ-isomorfo a
W.

Demonstração: Suponha que Γ aja em U e em V por meio das ações φ(γ, u) = γ · u e
ψ(γ, v) = γ � v, para todo γ ∈ Γ, u ∈ U e v ∈ V. Sejam z ∈ A(W ) e γ ∈ Γ. Como A é
Γ-equivariante,

γ � z = γ � A(w) = A(γ · w),

com w ∈ W. Sendo W um subespaço Γ-invariante de U , temos que γ · w ∈ W , de onde segue
que

γ � z = A(γ · w) ∈ A(W ).

Portanto, A(W ) é um subespaço Γ-invariante de V. Agora note que ker(A) é um subespaço
Γ-invariante de U , pois se v ∈ ker(A) e γ ∈ Γ, então

A(γ · v) = γ � A(v) = 0,

implicando que γ · v ∈ ker(A). Assim, ker(A) ∩W é um subespaço Γ-invariante de W . Como
W é Γ-irredutível, segue que ker(A) ∩W = W ou ker(A) ∩W = {0}. No primeiro caso, temos
W ⊆ ker(A), ou seja, A(W ) = {0}. No segundo caso, temos que A|W : W → V é uma
transformação linear injetora, pois ker(A|W ) = ker(A) ∩W = {0}. Logo, A|W : W → A(W ) é
um isomor�smo tal que

A|W (γ · w) = A(γ · w) = γ � A(w) = γ � A|W (w)

para todo γ ∈ Γ e w ∈ W. Portanto, A(W ) e W são Γ-isomorfos.

�

O próximo resultado é válido inclusive para as ações que não são absolutamente irredutíveis.
No caso em que são, a demonstração é trivial.

Teorema 1.2.14. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em V e considere a decomposição
isotípica de V dada em (1.19). Seja A : V → V um operador linear Γ-equivariante. Então
A(Wk) ⊆ Wk para todo k = 1, . . . , s.

Demonstração: Fixe k ∈ {1, . . . , s}. Pela Observação 1.2.9, temos que Wk = Vk1 ⊕ · · · ⊕ Vkr
onde os Vkj são subespaços Γ-irredutíveis de V que são Γ-isomorfos a um subespaço Uk ⊂ V

�xado. Pelo Lema 1.2.13 temos que ou A(Vkj) = {0} ou A(Vkj) é Γ-isomorfo a Vkj . Então ou
A(Vkj) = {0} ou A(Vkj) é Γ-isomorfo a Uk. Se A(Vkj) = {0}, então A(Vkj) ⊆ Wk. Se A(Vkj)

é Γ-isomorfo a Uk, temos que A(Vkj) ⊆ Wk, pois A(Vkj) é Γ-irredutível. Em ambos os casos,
A(Vkj) ⊆ Wk para todo j = 1, . . . , r. Pela linearidade de A, segue que

A(Wk) = A(Vk1 ⊕ · · · ⊕ Vkr) = A(Vk1)⊕ · · · ⊕ A(Vkr) ⊆ Wk

para todo k = 1, . . . , s.

�
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1.3 Subgrupos de Isotropia e Subespaços de Ponto Fixo

Nesta seção, vamos apresentar duas noções simples usadas para descrever a ação de um grupo
em um espaço vetorial: as órbitas e os subgrupos de isotropia. Esses conceitos ajudam a
descrever a estrutura das soluções de um sistema de equações diferenciais em presença de
simetrias, como veremos nos Capítulos 2 e 3. Vamos mostrar também a existência de subespaços
vetoriais invariantes por aplicações Γ-equivariantes, os quais estão naturalmente relacionados
aos subgrupos de isotropia de Γ.

De�nição 1.3.1. Seja Γ um grupo de Lie agindo em V . A órbita da ação de Γ em x ∈ V é o
conjunto

Γx = {γ · x; γ ∈ Γ}.

O subgrupo de isotropia de x ∈ V é o conjunto

Σx = {γ ∈ Γ; γ · x = x}.

Exemplo 1.3.2. Considere a ação padrão de Γ = O(2) em V = R2 de�nida no Exemplo 1.2.11.
A�rmamos que o subgrupo de isotropia de (1, 1) ∈ R2 é o conjunto

Σ(1,1) =

{[
1 0

0 1

]
,

[
0 1

1 0

]}
.

De fato, como vimos no Exemplo 1.1.3, uma matriz em O(2) tem a forma

A =

[
a −b
b a

]
ou B =

[
a b

b −a

]
,

onde a, b ∈ R são tais que a2 + b2 = 1. Por de�nição, A ∈ Σ(1,1) se[
a −b
b a

] [
1

1

]
=

[
1

1

]
,

de onde obtemos a = 1 e b = 0. De modo análogo, B ∈ Σ(1,1) se[
a b

b −a

] [
1

1

]
=

[
1

1

]
,

de onde obtemos a = 0 e b = 1. Assim, as matrizes que �xam o vetor (1, 1) pela ação de O(2)

são as matrizes identidade e [
0 1

1 0

]
.

O próximo lema relaciona os subgrupos de isotropia de pontos em uma mesma órbita. Se
Σ ⊆ Γ é um subgrupo e γ ∈ Γ, então o conjunto

γΣγ−1 = {γσγ−1; σ ∈ Σ}

é chamado de subgrupo conjugado a Σ.
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Lema 1.3.3. Pontos na mesma órbita pela ação de Γ possuem subgrupos de isotropia conjuga-
dos, ou seja, Σγ·x = γΣxγ

−1 para todo γ ∈ Γ e x ∈ V.

Demonstração: Dado x ∈ V , para todo γ ∈ Γ e σ ∈ Σx temos que

(γσγ−1) · (γ · x) = (γσγ−1γ) · x = (γσ) · x = γ · (σ · x) = γ · x.

Logo, γσγ−1 ∈ Σγ·x e, portanto, γΣxγ
−1 ⊂ Σγ·x. Por outro lado, seja σ ∈ Σγ·x, ou seja,

(σγ) · x = σ · (γ · x) = γ · x, para todo γ ∈ Γ. Então

(γ−1σγ) · x = γ−1 · ((σγ) · x) = γ−1 · (γ · x) = (γ−1γ) · x = x.

Logo, γ−1σγ ∈ Σx e, assim, γ−1Σγ·xγ ⊂ Σx. Portanto, Σγ·x = γΣxγ
−1.

�

De�nição 1.3.4. Sejam Γ um grupo de Lie agindo em V e Σ ⊆ Γ um subgrupo. O subespaço
de ponto �xo de Σ é o conjunto

FixV (Σ) = {x ∈ V ; σ · x = x, ∀ σ ∈ Σ}.

Observe que FixV (Σ) é um subespaço vetorial de V , pois

FixV (Σ) =
⋂
σ∈

∑ ker(ρσ − Id),

onde ρσ é a representação de σ de�nida por ρσ(x) = σ ·x, para todo x ∈ V. Além disso, FixV (Σ)

é Σ-invariante. De fato, dados σ ∈ Σ e v ∈ FixV (Σ), então

ξ · (σ · v) = ξ · v = v = σ · v,

para todo ξ ∈ Σ, o que implica que σ · v ∈ FixV (Σ).

Exemplo 1.3.5. Considere novamente a ação padrão de Γ = O(2) em V = R2 como no
Exemplo 1.2.11. Pelo Exemplo 1.3.2 segue que o subgrupo de isotropia de (1, 1) é o conjunto

Σ(1,1) =

{[
1 0

0 1

]
,

[
0 1

1 0

]}
.

Claramente, a identidade �xa todo (x, y) ∈ R2. Agora,[
0 1

1 0

] [
x

y

]
=

[
x

y

]
se, e somente se, x = y. Logo,

FixV (Σ(1,1)) = {(x, x); x ∈ R}.

Subgrupos de isotropia conjugados possuem subespaços de ponto �xo isomorfos, como mos-
tramos a seguir.
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Lema 1.3.6. Seja Σx o subgrupo de isotropia de x ∈ V. Então, para todo γ ∈ Γ, FixV (Σγ·x) é
isomorfo a FixV (Σx). Em particular,

dimR FixV (Σγ·x) = dimR FixV (Σx).

Demonstração: Fixado γ ∈ Γ, considere a aplicação f : FixV (Σx) → FixV (γΣxγ
−1) de�nida

por f(v) = γ ·v para todo v ∈ FixV (Σx). Note que f está bem de�nida, pois dados v ∈ FixV (Σx)

e σ ∈ Σx temos

(γσγ−1) · f(v) = (γσγ−1) · (γ · v) = (γσ) · v = γ · (σ · v) = γ · v = f(v),

o que implica que f(v) ∈ FixV (γΣxγ
−1). Veja que f = ργ|FixV (Σx), onde ργ : V → V é a

representação de γ em V. Como ργ é um isomor�smo linear segue que f é linear e injetora.
Resta mostrar que f é sobrejetora. Seja w ∈ FixV (γΣxγ

−1). Então (γσγ−1) · w = w para todo
σ ∈ Σx, ou seja, σ · (γ−1 · w) = γ−1 · w para todo σ ∈ Σx, implicando que γ−1 · w ∈ FixV (Σx).
Ainda temos que f(γ−1 · w) = w. Portanto, f é sobrejetora e concluímos que

FixV (Σx) ∼= FixV (γΣxγ
−1).

Como γ ∈ Γ é arbitrário, segue do Lema 1.3.3 que FixV (Σγ·x) é isomorfo a FixV (Σx) para todo
γ ∈ Γ.

�

O próximo lema nos mostra uma característica clássica de toda aplicação Γ-equivariante,
que é deixar invariante os subespaços de ponto �xo.

Lema 1.3.7. Sejam f : V → V uma aplicação Γ-equivariante e Σ ⊆ Γ um subgrupo. Então
f(FixV (Σ)) ⊆ FixV (Σ).

Demonstração: Dado x ∈ FixV (Σ), então σ · x = x para todo σ ∈ Σ. Como Σ ⊆ Γ, então f
é Σ-equivariante e, consequentemente, f(x) = f(σ · x) = σ · f(x) para todo σ ∈ Σ. Portanto,
f(x) ∈ FixV (Σ), o que conclui a prova.

�

Observação 1.3.8. Para qualquer subgrupo Σ ⊆ Γ temos que FixV (Σ) = W , onde W é a
soma de todos os subespaços FixV (4) em que 4 ⊇ Σ é um subgrupo de isotropia. De fato,
seja v ∈ FixV (Σ) e Σv o subgrupo de isotropia de v. Então Σ ⊆ Σv e, portanto, FixV (Σv) ⊆ W.

Como v ∈ FixV (Σv), temos que v ∈ W , de onde segue que FixV (Σ) ⊆ W , uma vez que v é
arbitrário. Por outro lado, se w ∈ W , então w = w1 + · · ·+wk, onde wj ∈ FixV (4j) para algum
subgrupo de isotropia 4j ⊇ Σ. Neste caso, σ ·wj = wj para todo σ ∈ Σ, ou seja, wj ∈ FixV (Σ)

para todo 1 ≤ j ≤ k. Logo, w ∈ FixV (Σ) e, assim, W ⊆ FixV (Σ). Portanto, FixV (Σ) = W.

Uma consequência imediata do Lema 1.3.7 é a existência de soluções triviais para aplicações
Γ-equivariantes. Antes de provar esse resultado, de�nimos o seguinte:

De�nição 1.3.9. Se Γ é um grupo de Lie agindo em V , dizemos que uma função f : V → R
é Γ-invariante se

f(γ · v) = f(v),

para todo γ ∈ Γ e v ∈ V.
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Proposição 1.3.10. Seja Γ um grupo de Lie compacto agindo em V. As seguintes a�rmações
são equivalentes:

(a) FixV (Γ) = {0}.

(b) Toda aplicação Γ-equivariante f : V → V satisfaz f(0) = 0 (sempre admite a solução
trivial).

(c) A única função linear Γ-invariante é a função nula.

Demonstração: (a) ⇒ (b) Suponha que FixV (Γ) = {0} e seja f : V → V uma aplicação
Γ-equivariante. Pelo Lema 1.3.7, f(FixV (Γ)) ⊆ FixV (Γ), ou seja, f(0) = 0.

(b) ⇒ (a) Seja v ∈ FixV (Γ) e considere f : V → V a aplicação de�nida por f(x) = v para
todo x ∈ V. Note que f é Γ-equivariante, pois f(γ · x) = v = γ · v = γ · f(x) para todo γ ∈ Γ e
x ∈ V. Por hipótese f(0) = 0, implicando que v = 0. Portanto, FixV (Γ) = {0}.

(a) ⇒ (c) Suponha que FixV (Γ) = {0}. Sejam L : V → R uma função linear Γ-invariante e
〈 , 〉Γ o produto interno Γ-invariante em V de�nido em (1.14). Pelo Teorema da Representação
de Riesz (veja [12, Proposição 7.1.2]), existe um único v ∈ V tal que L(x) = 〈v, x〉Γ para todo
x ∈ V. A�rmamos que v ∈ FixV (Γ). De fato, pela Γ-invariância de L temos que L(x) = L(γ−1·x)

para todo γ ∈ Γ. Logo,

〈v, x〉Γ = 〈v, γ−1 · x〉Γ = 〈v, γt · x〉Γ = 〈γ · v, x〉Γ,

onde a segunda igualdade segue pois Γ ⊆ O(n) (Proposição 1.1.18). Como x ∈ V é arbitrário,
γ · v = v para todo γ ∈ Γ e, assim, v ∈ FixV (Γ). Por hipótese, temos v = 0, de onde segue que
L é a função nula.

(c) ⇒ (b) Seja f : V → V uma aplicação Γ-equivariante. Considere L : V → R a função
de�nida por L(x) = 〈f(0), x〉Γ, onde 〈 , 〉Γ é o produto interno Γ-invariante em V dado em
(1.14). Note que L é linear, pela linearidade do produto interno, e ainda é Γ-invariante, pois

L(γ · x) = 〈f(0), γ · x〉Γ = 〈γ−1 · f(0), x〉Γ = 〈f(γ−1 · 0), x〉Γ = 〈f(0), x〉Γ = L(x)

para todo γ ∈ Γ e x ∈ V . Por hipótese, L(x) = 0 para todo x ∈ V , ou seja, 〈f(0), x〉Γ = 0 para
todo x ∈ V , implicando que f(0) = 0.

�

Consideramos agora uma classe especial de subgrupos de isotropia para a qual obtemos
resultados interessantes. É conhecido da teoria de bifurcação de pontos de equilíbrio que se Σ é
um subgrupo de isotropia axial, então genericamente temos garantida a existência de soluções
que são Σ-equivariantes. Trataremos desse assunto no Capítulo 3. Para tanto de�nimos:

De�nição 1.3.11. Seja Γ um grupo de Lie agindo em V. Um subgrupo de isotropia Σ ⊆ Γ

é axial se dimR FixV (Σ) = 1 e é maximal se não existir um subgrupo de isotropia ∆ de Γ

satisfazendo Σ ( ∆ ( Γ.

Lema 1.3.12. Seja Γ agindo em V. Se Σ é um subgrupo axial de Γ, então Σ é maximal.

36



Demonstração: Seja ∆ um subgrupo de isotropia de Γ tal que Σ ⊂ ∆ ( Γ. Como ∆ 6= Γ = Σ0,
existe y ∈ V não nulo tal que ∆ = Σy. Ademais, como Σ ⊂ ∆, então FixV (∆) ⊆ FixV (Σ), o
que implica que

dimR FixV (∆) ≤ dimR FixV (Σ). (1.23)

Pelo fato de Σ ser um subgrupo de isotropia axial segue que dimR FixV (Σ) = 1, ou seja, existe
x ∈ V não nulo tal que Σ = Σx e FixV (Σ) = [x] é o subespaço gerado por x. Além disso, segue de
(1.23) que dimR FixV (∆) ≤ 1. Como 0 6= y ∈ FixV (∆), temos que FixV (∆) 6= {0} e, portanto,
dimR FixV (∆) = 1. Assim, y ∈ FixV (∆) = FixV (Σ) = [x]. Logo, existe λ ∈ R não nulo tal
que y = λx. Como a ação de Γ em V é linear, então Σλx = Σx, ou seja, ∆ = Σy = Σx = Σ.

Portanto, Σ é um subgrupo de isotropia maximal de Γ.

�

1.4 Ação do Produto Coroa

Nesta seção, introduzimos um caso particular do produto semidireto de dois grupos, chamado
de produto coroa. Esse conceito surge naturalmente no estudo de sistemas de células acopladas
com acoplamento idêntico que apresentamos no Capítulo 2.

Começamos lembrando que um automor�smo de um grupo G é um isomor�smo de G em G.

O conjunto de todos os automor�smos de G é denotado por Aut(G) e tem estrutura de grupo
com a operação de composição.

De�nição 1.4.1. Sejam G e H grupos munidos das operações ? e •, respectivamente, e consi-
dere µ : H → Aut(G) um homomor�smo de grupos, com µ(h) = µh : G→ G para todo h ∈ H.
O conjunto dos pares ordenados (g, h) ∈ G×H munido com a operação

oµ : (G×H)× (G×H) −→ G×H
((g1, h1), (g2, h2)) 7−→ (g1 ? µh1(g2), h1 • h2)

(1.24)

tem estrutura de grupo, chamado de produto semidireto de G por H via o homomor�smo µ e
denotado por GuH.

Para comprovar que GuH é um grupo, veja [27, Theorem 7.22]. Quando o homomor�smo
µ : H → Aut(G) é trivial, o produto semidireto GuH coincide com o produto direto G×H.

Exemplo 1.4.2. Sejam G = {id , (1 2 3) , (1 3 2)} e H = {id , (1 2)} subgrupos de S3. Considere
as aplicações µid : G → G e µ(1 2) : G → G de�nidas, respectivamente, por µid(η) = η e
µ(1 2)(η) = (1 2) η (1 2) para todo η ∈ G. Claramente, µid e µ(1 2) são automor�smos, ou seja,
µid , µ(1 2) ∈ Aut(G). Assim, podemos de�nir o homomor�smo µ : H → Aut(G) por µ(id) = µid
e µ((1 2)) = µ(1 2). Portanto, o produto semidireto GuH é o produto cartesiano G×H munido
com a operação de grupo dada em (1.24), ou seja,

(ξ, id) oµ (β, δ) := (ξµid(β), id δ) = (ξβ, δ)

e
(ξ, (1 2)) oµ (β, δ) := (ξµ(1 2)(β), (1 2)δ) = (ξ(1 2)β(1 2), (1 2)δ),

para todo ξ, β ∈ G e δ ∈ H.
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Dados dois grupos de Lie Γ1 e Γ2, sejam

ρ : Γ1 −→ GL(V )

γ1 7−→ ργ1

e
ω : Γ2 −→ GL(V )

γ2 7−→ ωγ2

as representações de Γ1 e Γ2 no R-espaço vetorial V , respectivamente, dadas por ργ1(v) = γ1 · v
e ωγ2(v) = γ2 � v, para todo v ∈ V. Considere a aplicação φ : (Γ1 u Γ2)× V → V de�nida por

φ((γ1, γ2), v) = γ1 · (γ2 � v) (1.25)

para todo (γ1, γ2) ∈ Γ1 u Γ2 e v ∈ V , onde Γ1 u Γ2 é o produto simidireto de Γ1 por Γ2 via um
automor�smo

µ : Γ2 → Aut(Γ1).

Claramente a aplicação φ é contínua, pois as ações Γ1 e Γ2 em V são contínuas. Além disso,
para cada (γ1, γ2) ∈ Γ1 u Γ2, a aplicação η(γ1,γ2) : V → V de�nida por

η(γ1,γ2)(v) = γ1 · (γ2 � v) = (ργ1 ◦ ωγ2)(v) (1.26)

é linear, pois ργ1 e ωγ2 são lineares para cada γ1 ∈ Γ1 e γ2 ∈ Γ2. Portanto, �xada uma base de
V , a matriz de η(γ1,γ2), denotada por [η(γ1,γ2)], é dada pelo produto das matrizes de ργ1 e ωγ2

com respeito à base �xada, ou seja,

[η(γ1,γ2)] = [ργ1 ][ωγ2 ], (1.27)

para todo (γ1, γ2) ∈ Γ1 u Γ2. Baseado nisso, a próxima proposição fornece uma condição ne-
cessária e su�ciente para que a aplicação φ em (1.25) de�na uma ação do produto semidireto
Γ1 u Γ2 em V.

Proposição 1.4.3. A aplicação φ de�nida em (1.25) é uma ação de Γ1uΓ2 em V se, e somente
se, a representação de µγ2(γ1) em V é uma conjugação escrita como

ρµγ2 (γ1) = ωγ2 ◦ ργ1 ◦ ωγ2

−1,

para todo γ1 ∈ Γ1 e γ2 ∈ Γ2.

Demonstração: Já vimos que φ é uma aplicação contínua e que η(γ1,γ2) : V → V de�nida em
(1.26) é linear. Portanto, pela De�nição 1.1.9, φ de�ne uma ação de Γ1uΓ2 em V se, e somente
se,

η(γ1,γ2) ◦ η(τ1,τ2) = η(γ1,γ2)oµ(τ1,τ2)

para todo (γ1, γ2), (τ1, τ2) ∈ Γ1uΓ2, onde oµ é a operação de�nida em (1.24). Por (1.26) segue
que

η(γ1,γ2) ◦ η(τ1,τ2) = ργ1 ◦ ωγ2 ◦ ρτ1 ◦ ωτ2 . (1.28)

Por outro lado, por (1.24) temos que

η(γ1,γ2)oµ(τ1,τ2) = ργ1?µγ2 (τ1) ◦ ωγ2•τ2 , (1.29)

onde ? e • são as operações de Γ1 e de Γ2 como grupos, respectivamente. Como ρ e ω são
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representações de Γ1 e de Γ2 em V , respectivamente, segue pelo item (iii) da De�nição 1.1.9
que ργ1?µγ2 (τ1) = ργ1 ◦ ρµγ2 (τ1) e ωγ2•τ2 = ωγ2 ◦ ωτ2 . Portanto, (1.29) pode ser reescrito como

η(γ1,γ2)oµ(τ1,τ2) = ργ1 ◦ ρµγ2 (τ1) ◦ ωγ2 ◦ ωτ2 .

Comparando com (1.28) segue que φ é uma ação se, e somente se,

ργ1 ◦ ωγ2 ◦ ρτ1 ◦ ωτ2 = ργ1 ◦ ρµγ2 (τ1) ◦ ωγ2 ◦ ωτ2 .

Como ργ1 , ωγ2 e ωτ2 são inversíveis, concluímos que a última igualdade ocorre se, e somente se,

ρµγ2 (τ1) = ωγ2 ◦ ρτ1 ◦ ωγ2

−1,

para todo τ1 ∈ Γ1 e γ2 ∈ Γ2, como desejado.

�

Um caso particular do produto semidireto é o produto coroa, de�nido considerando Γ1 como
um subgrupo de O(k)N e Γ2 como um subgrupo do grupo das permutações SN , para k,N ∈ N.
Mais especi�camente, temos:

De�nição 1.4.4. Sejam L um subgrupo do grupo ortogonal O(k) e G um subgrupo de SN . O
produto coroa de L por G, denotado por L o G, é o produto semidireto LNuG via o homomor�smo
µ : G → Aut(LN) de�nido por µ(σ) = µσ : LN → LN tal que

µσ(`1, . . . , `N) = (`σ−1(1), . . . , `σ−1(N))

para todo (`1, . . . , `N) ∈ LN e σ ∈ G.

Nas condições da de�nição anterior e considerando V = Rk, de�nimos uma ação do produto
coroa L o G em V N por

ψ : (L o G)× V N −→ V N

((`, σ), v) 7−→ (`1vσ−1(1), . . . , `Nvσ−1(N))
, (1.30)

para todo v = (v1, . . . , vN) ∈ V N e ` = (`1, . . . , `N) ∈ LN . Veja que ψ((`, σ), v) = ϕ̄(`, φ̄(σ, v))

onde φ̄ : G × V N → V N é a restrição a G da ação φ : SN × V N → V N de�nida no Exemplo
1.1.14 e ϕ̄ : LN × V N → V N é a restrição a LN da ação ϕ : O(k)N × V N → V N de�nida no
Exemplo 1.1.16. Portanto, ψ é uma aplicação contínua. Seja (1LN , id) o elemento neutro de
L o G. Então

ψ((1LN , id), v) = (1Lvid−1(1), . . . , 1Lvid−1(N)) = (v1, . . . , vN) = v,

para todo v = (v1, . . . , vN) ∈ V N . Agora, dado (`, σ) ∈ L o G, a aplicação de�nida por

ω(`,σ) : V N −→ V N

(v1, . . . , vN) 7−→ (`1vσ−1(1), . . . , `Nvσ−1(N))

é linear. Com efeito, ω(`,σ) = η` ◦ρσ, onde η` : V N → V N é a representação de ` em V N de�nida
no Exemplo 1.1.16 e ρσ : V N → V N é a representação de σ em V N de�nida no Exemplo
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1.1.14. Como ρσ e η` são lineares, ω(`,σ) também é linear para todo (`, σ) ∈ L o G. Utilizando a
Proposição 1.4.3, a aplicação ψ de�nida em (1.30) é uma ação de L oG em V N se, e somente se,

ηµσ(`) = ρσ ◦ η` ◦ ρσ−1

para todo (`, σ) ∈ L o G, onde o homomor�smo µσ : LN → LN é dado na De�nição 1.4.4.
Em termos matriciais, devemos mostrar que [ηµσ(`)][ρσ] = [ρσ][η`], onde o símbolo [ ] denota a
matriz do operador em relação a uma base �xada de V N . Para ver que essa última igualdade
é válida, relembre de (1.13) que

[ρσ] =


B11 B12 · · · B1N

B21 B22 · · · B2N

...
...

. . .
...

BN1 BN2 · · · BNN

 ,
em que

Bij =

{
Ik, se i = σ(j)

0k×k, se i 6= σ(j)

para todo 1 ≤ i, j ≤ N. Também, por (1.11) temos que

[η`] =


`1 0k×k · · · 0k×k

0k×k `2 · · · 0k×k
...

...
. . .

...
0k×k 0k×k · · · `N


e

[ηµσ(`)] =


`σ−1(1) 0k×k · · · 0k×k
0k×k `σ−1(2) · · · 0k×k
...

...
. . .

...
0k×k 0k×k · · · `σ−1(N)

 ,
com ` = (`1 . . . , `N) ∈ LN . Portanto,

[ηµσ(`)][ρσ] =


`σ−1(1)B11 `σ−1(1)B12 · · · `σ−1(1)B1N

`σ−1(2)B21 `σ−1(2)B22 · · · `σ−1(2)B2N

...
...

. . .
...

`σ−1(N)BN1 `σ−1(N)BN2 · · · `σ−1(N)BNN


e

[ρσ][η`] =


B11`1 B12`2 · · · B1N`N
B21`1 B22`2 · · · B2N`N
...

...
. . .

...
BN1`1 BN2`2 · · · BNN`N

 .
Para cada i = 1, . . . , N �xado, existe um único ri ∈ {1, . . . , N} tal que Biri = Ik, com σ(ri) = i.

Logo, Biq = 0k×k para todo q 6= ri e, assim,

Biri`ri = `ri = `σ−1(i) = `σ−1(i)Biri e Biq`q = 0k×k = `σ−1(q)Biq,
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para todo i, q ∈ {1, . . . , N} tal que q 6= ri. Portanto, [ηµσ(`)][ρσ] = [ρσ][η`], de onde segue que a
aplicação ψ de�nida em (1.30) é uma ação de L o G em V N .

Finalizamos este capítulo formalizando um resultado que exibe uma condição necessária e
su�ciente para que um operador linear de�nido em V comute com a ação de Γ1 u Γ2 de�nida
em (1.25).

Lema 1.4.5. Sejam Γ1 e Γ2 grupos de Lie agindo em V e denote por DΓ1uΓ2, DΓ1 e DΓ2

os conjuntos dos operadores lineares em V que comutam com as ações de Γ1 u Γ2, Γ1 e Γ2,
respectivamente. Então

DΓ1uΓ2 = DΓ1 ∩ DΓ2 .

Demonstração: Denote a ação de Γ1 u Γ2 em V de�nida em (1.25) como

(γ1, γ2)v = γ1 · (γ2 � v).

Então A ∈ DΓ1uΓ2 se, e somente se, para todo (γ1, γ2) ∈ Γ1 u Γ2 e v ∈ V ,

A((γ1, γ2)v) = (γ1, γ2)A(v).

Em particular, para γ1 = 1Γ1 obtemos

A(γ2 � v) = A((1Γ1 , γ2)v) = (1Γ1 , γ2)A(v) = γ2 � A(v),

para todo γ2 ∈ Γ2. Logo, A ∈ DΓ2 . Analogamente, para γ2 = 1Γ2 segue que A(γ1 · v) = γ1 ·A(v)

para todo γ1 ∈ Γ1, o que implica que A ∈ DΓ1 . Assim, DΓ1uΓ2 ⊆ DΓ1 ∩ DΓ2 .
Reciprocamente, se A ∈ DΓ1 ∩ DΓ2 , então para todo (γ1, γ2) ∈ Γ1 u Γ2 e v ∈ V , temos

A((γ1, γ2)v) = A(γ1 · (γ2 � v)) = γ1 · A(γ2 � v) = γ1 · (γ2 � A(v)) = (γ1, γ2)A(v).

Portanto, DΓ1 ∩ DΓ2 ⊆ DΓ1uΓ2 , valendo a igualdade.

�

Pelo lema anterior temos que DL o G = DLN ∩ DG, para as ações de LN e G em V N de�ni-
das como nos Exemplos 1.1.16 e 1.1.14, respectivamente. Como mencionamos, a abordagem
algébrica apresentada nesta seção é utilizada no Capítulo 2 no estudo de sistemas de células
acopladas com acoplamento do tipo produto coroa.
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Capítulo 2

Sistemas de Células Acopladas com
Simetria Produto Coroa

Neste capítulo, abordaremos a parte central do projeto no estudo de sistemas de células acopla-
das com simetrias, cada qual formado por subsistemas de equações diferenciais, denominados
células, que se relacionam entre si por meio de um acoplamento. Tais sistemas possuem natural-
mente dois tipos de simetrias, as globais e as internas, que podem ser combinadas dependendo
de como as simetrias internas afetam o acoplamento.

De um modo geral, em um acoplamento com N células idênticas, as simetrias globais são
induzidas pela maneira como as células estão associadas, o que força o aparecimento de um
grupo G ⊆ SN de permutação. As simetrias internas, por sua vez, modelam a dinâmica de
cada célula e constituem um subgrupo de Lie L do grupo ortogonal O(k), para algum k ∈ N.
Como veremos, nesse contexto podem surgir dois tipos de acoplamentos, um gerado pela ação
do produto direto L×G em (Rk)N e outro gerado pela ação do produto coroa L o G em (Rk)N .

Focamos nossa atenção no estudo das simetrias globais e internas de sistemas de células
acopladas com acoplamento do tipo produto coroa, com base nas referências [17] e [13]. Por
essa razão, nossa abordagem é algébrica na maior parte do texto.

O presente capítulo é dividido da seguinte maneira: na Seção 2.1 de�nimos um sistema de
células idênticas acopladas identicamente por meio de uma matriz de conexão C. O Lema 2.1.4
destaca a relação entre as simetrias globais de um tal sistema e as entradas de C. Na Seção
2.2 desenvolvemos a teoria linear e algébrica para o produto coroa L o G. Mais especi�camente,
na Subseção 2.2.1 caracterizamos, sob certas condições, os subespaços L o G-irredutíveis de V N

(Lema 2.2.1). Nas Subseções 2.2.2 e 2.2.3 demonstramos dois resultados principais, o Teorema
2.2.10 e o Teorema 2.2.16, que caracterizam respectivamente os subgrupos axiais de L o G e as
matrizes em MkN(R) que comutam com tais subgrupos.

2.1 Sistemas de Células Acopladas

Um sistema de N células acopladas pode ser descrito por um sistema de equações diferenciais
ordinárias (EDOs) da forma

ẋ = F (x), (2.1)
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com x = (x1, . . . , xN) ∈ (Rk)N e F : (Rk)N → (Rk)N um campo de vetores, em que k ∈ N e xj
é a variável de estado da j-ésima célula representada pela equação diferencial

ẋj = fj(xj) + hj(x), (2.2)

para cada j = 1, . . . , N. A aplicação fj : Rk → Rk governa a dinâmica interna da célula j e a
aplicação hj : (Rk)N → Rk representa o acoplamento da célula j com as demais N−1 células do
sistema. Assumindo que as células do acoplamento sejam todas idênticas, podemos considerar
fj = f para todo j = 1, . . . , N. Vamos então formular as hipóteses do acoplamento entre as
células por meio de uma matriz quadrada de ordem N como segue:

De�nição 2.1.1. De�nimos a matriz de conexão do sistema (2.1) como a matriz C = (C(i, j))

de ordem N tal que

C(i, j) =

{
1, se a célula i está acoplada à célula j
0, caso contrário.

Com base na matriz C, o acoplamento hj tem a forma

hj(x) =
N∑
i=1

C(i, j)hij(xi, xj),

onde hij : Rk × Rk → Rk é uma aplicação que modela o acoplamento da célula i com a j.
Em outras palavras, hj é determinado somando-se as in�uências de todas as células que estão
acopladas à célula j. Supondo que as células estão identicamente acopladas, segue que hij = h,
para todo i, j = 1, . . . , N. Logo, a equação (2.2) pode ser reescrita como

ẋj = f(xj) +
N∑
i=1

C(i, j)h(xi, xj), (2.3)

em que f : Rk → Rk modela a dinâmica interna da j-ésima célula e h : Rk×Rk → Rk modela o
seu acoplamento com as demais células, para todo j = 1, . . . , N. Portanto, o sistema de EDOs
(2.1) escrito como


ẋ1

ẋ2

...
˙xN

 =


f(x1)

f(x2)
...

f(xN)

+



N∑
i=1

C(i, 1)h(xi, x1)

N∑
i=1

C(i, 2)h(xi, x2)

...
N∑
i=1

C(i, N)h(xi, xN)


(2.4)

de�ne um sistema de N células idênticas acopladas identicamente.
Podemos representar a estrutura geral de um sistema de N células acopladas por um grafo

com N vértices, um para cada célula, conectando o vértice i ao vértice j se a célula i estiver
acoplada à célula j, ou seja, se C(i, j) = 1. A conexão entre as células é feita por meio de setas
cujo sentido depende da aplicação hj, para cada 1 ≤ j ≤ N.
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Figura 2.1: Acoplamento unidirecional e bidirecional.

Vejamos por exemplo a Figura 2.1. No grafo da esquerda temos a representação de um
sistema de quatro células idênticas acopladas governadas por equações diferenciais da forma

ẋj = f(xj) + h(xj−1, xj),

em que j é tomado módulo 4, com f : Rk → Rk e h : Rk × Rk → Rk, para algum k ∈ N. Nesse
grafo, a seta da célula 1 para a célula 2 indica que 1 está acoplada a 2 e analogamente para as
outras células. Além disso, C(j − 1, j) = 1 e C(i, j) = 0 para i 6= j − 1, com 1 ≤ j ≤ 4. Ou
seja, a matriz de conexão do sistema é da forma

C =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

 .
Esse tipo de acoplamento é chamado unidirecional.

No grafo da direita, as equações que governam as quatro células é da forma

ẋj = f(xj) + h(xj−1, xj) + h(xj+1, xj),

para j tomado módulo 4. Nesse caso, C(j − 1, j) = C(j + 1, j) = 1 e C(i, j) = 0 para todo
i 6= j − 1 e i 6= j + 1, sendo a matriz de conexão do sistema da forma

C =


0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 1 0

 .
Esse tipo de acoplamento é chamado bidirecional. Mais especi�camente, analisamos o seguinte
exemplo.

Exemplo 2.1.2. Considere o sistema constituído por quatro células representadas pelas equa-
ções diferenciais

(1)

{
ẋ = x + y + |(p, q)|2x
ẏ = x + y + |(p, q)|2y

(2)

{
ẇ = w + z + |(x, y)|2w
ż = w + z + |(x, y)|2z

44



(3)

{
ṗ = p + q + |(w, z)|2p
q̇ = p + q + |(w, z)|2q

(4)

{
ṁ = m + n
ṅ = m + n.

onde | | denota a norma euclidiana em R2. Sejam x1 = (x, y), x2 = (w, z), x3 = (p, q)
e x4 = (m,n) as variáveis de estado dos subsistemas (1), (2), (3) e (4), respectivamente.
Considere as aplicações h1, h2, h3, h4 : (R2)4 → R2 e f : R2 → R2 de�nidas por

h1(x) = |x3|2x1, h2(x) = |x1|2x2, h3(x) = |x2|2x3, h4(x) = (0, 0),

f(w1, w2) = (w1 + w2, w1 + w2),

para todo x = (x1, x2, x3, x4) ∈ (R2)4 e (w1, w2) ∈ R2. Assim, podemos reescrever os subsistemas
(1)− (4) como

ẋj = f(xj) + hj(x),

para j = 1, 2, 3, 4, constituindo um sistema de quatro células idênticas acopladas. Considerando
a matriz C = (C(i, j)) dada por

C =


0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 0

 (2.5)

e a aplicação h : R2×R2 → R2 de�nida por h(xi, xj) = |xi|2xj, para todo i, j = 1, 2, 3, 4, temos
que cada célula é governada pela equação

ẋj = f(xj) +
4∑
i=1

C(i, j)h(xi, xj).

Logo, a matriz C em (2.5) é a matriz de conexão do sistema. Observe que a célula (1) está
acoplada à celula (2), pois C(1, 2) = 1, e a célula (2) está acoplada à célula (3), pois C(2, 3) = 1.
De maneira análoga, temos que a célula (3) está acoplada à (1) e a célula (4) não está acoplada
a nenhuma outra célula, pois a aplicação h4 é nula. A representação grá�ca de tal acoplamento
é dada na Figura 2.2.

4 3

21

Figura 2.2: Sistema de quatro células acopladas identicamente.

Muitos aspectos da formação de padrões em sistemas de células acopladas são consequências
das simetrias presentes no sistema. Dessa maneira, a abordagem de nosso estudo é baseada
no conhecimento e na análise dessas simetrias. No que segue, vamos construir os grupos de
simetrias globais e internas de um sistema de N células acopladas da forma (2.4). O espaço de
todas as variáveis de estado de um tal sistema é denotado por V N , em que V = Rk. Iniciamos
com a de�nição das simetrias globais utilizando a matriz de conexão C.
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De�nição 2.1.3. De�nimos o grupo de simetrias globais do sistema (2.4) como o conjunto G
de todas as permutações σ ∈ SN tais que

σCσ−1 = C,

em que σ está identi�cada com a sua matriz de permutação Aσ via o homomor�smo µ de�nido
em (1.4).

Observe que G é um subgrupo de SN . É de se esperar que a condição de simetria global
σCσ−1 = C imponha alguma restrição sobre as entradas C(i, j) da matriz de conexão C. Isso
de fato ocorre, como mostramos a seguir.

Lema 2.1.4. Uma permutação σ ∈ SN é uma simetria global do sistema (2.4) se, e somente
se,

C(σ(i), σ(j)) = C(i, j),

para todo i, j = 1, . . . , N.

Demonstração: Sejam σ ∈ SN e C = (C(i, j)) a matriz de conexão do sistema de células
acopladas. Pelo homomor�smo de�nido em (1.4), temos que a matriz de permutação de σ é
dada por Aσ = (Aσij), onde

Aσij =

{
1, se i = σ(j)

0, se i 6= σ(j).

Observe que

(AσC)ij =
N∑
l=1

AσilC(l, j) = C(σ−1(i), j),

uma vez que Aσil = 1 se, e somente se, σ(l) = i, ou seja, l = σ−1(i). Analogamente,

(CAσ)ij =
N∑
l=1

C(i, l)Aσlj = C(i, σ(j)),

uma vez que Aσlj = 1 se, e somente se, l = σ(j). Portanto, σCσ−1 = C se, e somente se,
AσC = CAσ, ou seja,

C(σ−1(i), j) = C(i, σ(j)),

para todo i, j = 1, . . . , N. Como σ é uma bijeção, segue que σ é uma simetria global de (2.4)
se, e somente se,

C(σ(i), σ(j)) = C(i, j),

para todo i, j = 1, . . . , N .

�

Uma consequência natural do Lema 2.1.4 é que G é um grupo de simetrias do campo de
vetores F em (2.1), isto é,

F (σ · x) = σ · F (x), (2.6)

para todo σ ∈ G e x = (x1, . . . , xN) ∈ V N , onde

σ · x = (xσ−1(1), . . . , xσ−1(N)). (2.7)
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Pelo Exemplo 1.1.14, a aplicação Ψ : G × V N → V N de�nida por

Ψ(σ, x) = σ · x = (xσ−1(1), . . . , xσ−1(N))

de�ne uma ação de G em V N que permuta as variáveis de estado xj. Para F = (F1, . . . , FN),
em que Fj : V N → V são as aplicações coordenadas de F , temos que

Fj(x) = ẋj = f(xj) +
N∑
i=1

C(i, j)h(xi, xj) (2.8)

para todo 1 ≤ j ≤ N. Dado σ ∈ G,

F (σ · x) = F (xσ−1(1), . . . , xσ−1(N)) = (F1(y), . . . , FN(y)), (2.9)

com y = σ ·x = (xσ−1(1), . . . , xσ−1(N)). Por (2.8), denotando yj = xσ−1(j) para todo j = 1, . . . , N ,
temos que

Fj(y) = f(yj) +
N∑
i=1

C(i, j)h(yi, yj) = f(xσ−1(j)) +
N∑
i=1

C(i, j)h(xσ−1(i), xσ−1(j)).

Pelo Lema 2.1.4,
C(σ−1(i), σ−1(j)) = C(i, j)

para todo i, j = 1, . . . , N. Logo,

Fj(y) = f(xσ−1(j)) +
N∑
i=1

C(σ−1(i), σ−1(j))h(xσ−1(i), xσ−1(j))

= f(xσ−1(j)) +
N∑
l=1

C(l, σ−1(j))h(xl, xσ−1(j))

= Fσ−1(j)(x)

para todo j = 1, . . . , N. Por (2.9),

F (σ · x) = (Fσ−1(1)(x), . . . , Fσ−1(N)(x)) = σ · F (x),

para todo σ ∈ G e x ∈ V N . Pelo item (i) da De�nição 1.2.5, a aplicação F em (2.1) é
G-equivariante e, nesse caso, dizemos que G é um grupo de simetrias do sistema (2.4).

Observe que a igualdade
Fj(σ · x) = Fσ−1(j)(x) (2.10)

obtida acima implica que o acoplamento do sistema (2.1) é simétrico, ou seja, hj em (2.2)
satisfaz

hj(σ · x) = hσ−1(j)(x),

para todo σ ∈ G, x ∈ V N e j = 1, . . . , N. Para ver isso, basta escrever Fj(x) = f(xj) + hj(x)

e utilizar (2.10). Geometricamente, isso signi�ca que toda simetria global σ ∈ G permuta as
células do sistema enquanto preserva o acoplamento (as setas).

Vamos agora construir o grupo de simetrias internas para o sistema (2.4), considerando a
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ação do grupo ortogonal O(k) em V = Rk como a multiplicação de matrizes, ou seja, `xj denota
o produto da matriz ` ∈ O(k) pelas coordenadas do vetor xj ∈ V com relação a uma base de
V.

De�nição 2.1.5. Seja ` ∈ O(k) uma matriz ortogonal. Dizemos que ` é uma simetria interna
de cada célula do sistema (2.4) se

f(`x) = `f(x)

para todo x ∈ V. O subgrupo L de O(k) constituído por todas as simetrias internas de cada
célula é chamado de grupo de simetrias internas.

Portanto, para construir o grupo L exigimos que a aplicação f : Rk → Rk do sistema (2.4)
seja L-equivariante. Em outras palavras, ` ∈ L age como uma simetria da dinâmica interna f de
cada célula. Esses elementos podem ser simetrias do sistema (2.4) dependendo do acoplamento
h. Exploraremos esse assunto mais adiante.

Exemplo 2.1.6. Considere o sistema de quatro células acopladas do Exemplo 2.1.2. As ma-
trizes em M4(R) que comutam com a matriz C em (2.5) são da forma

a b c 0

c a b 0

b c a 0

0 0 0 d

 ,
onde a, b, c, d ∈ R. Como toda matriz de permutação tem a propriedade de que em cada linha
e em cada coluna a entrada 1 aparece uma única vez e as outras entradas são nulas, as únicas
matrizes de permutação que comutam com C são da forma

I4,


0 0 1 0

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

 e


0 1 0 0

0 0 1 0

1 0 0 0

0 0 0 1

 .
Por identi�cação, essas matrizes correspondem respectivamente às permutações

id, σ1 = (1 2 3) e σ2 = (1 3 2)

em S4. Logo, o grupo de simetrias globais G do sistema em questão é G = {id, σ1, σ2}, o qual é
isomorfo a Z3.

Vimos que a aplicação f : R2 → R2 de�nida por f(w1, w2) = (w1 + w2, w1 + w2) governa a
dinâmica interna de cada célula do sistema. Por de�nição, ` ∈ O(2) é uma simetria interna de
cada célula se f(`(w1, w2)) = `f(w1, w2) para todo (w1, w2) ∈ R2. Denotando

` =

[
a b

c d

]
,

temos que

((a+ c)w1 + (b+ d)w2, (a+ c)w1 + (b+ d)w2) = ((a+ b)w1 + (a+ b)w2, (c+ d)w1 + (c+ d)w2)

48



para todo (w1, w2) ∈ R2, o que implica em a = d e b = c. Como ` ∈ O(2), então ``t = I2, o que
ocorre se, e somente se, a2 + b2 = 1 e ab = 0. Logo, a = 0 e b = ±1 ou b = 0 e a = ±1. Assim,
as simetrias internas de cada célula são dadas por I2, −I2, ` e −`, onde

` =

[
0 1

1 0

]
. (2.11)

Portanto, os possíveis grupos de simetrias internas L são

{I2}, Z`2 = 〈 ` 〉, Z−`2 = 〈−` 〉 e Z`2 × Z−`2
∼= 〈 `,−` 〉,

em que o símbolo 〈 〉 denota o subgrupo gerado.

Como já mencionamos, as simetrias internas também podem ser simetrias do sistema de
células acopladas (2.4) dependendo do tipo de acoplamento. No presente trabalho, focamos
nossa atenção em um tipo especial de acoplamento, porém a teoria desenvolvida para tais
sistemas aborda dois tipos:

1) Quando todo ` ∈ L age simultaneamente em cada célula, o que se resume à condição

h(`xi, `xj) = `h(xi, xj) (2.12)

para todo i, j = 1, . . . , N , ou seja, o acoplamento h é L-equivariante.

2) Quando todo ` ∈ L agindo em cada célula individualmente é uma simetria da equação
(2.3), o que se resume às condições

h(xi, `xj) = `h(xi, xj) (2.13)

e
h(`xi, xj) = h(xi, xj), (2.14)

para todo i, j = 1, . . . , N , ou seja, o acoplamento h é L-equivariante com relação à célula
j e é L-invariante com relação à célula i.

Observe que quaisquer duas equações dentre (2.12), (2.13) e (2.14) implicam na terceira. Em
ambos os casos 1) e 2) existe a possibilidade de combinar os grupos L e G de simetrias internas
e globais, gerando respectivamente dois tipos de acoplamentos conhecidos como produto direto
L × G e produto coroa L o G. Para uma abordagem algébrica do primeiro caso sugerimos [18].

No que segue, concentramos a teoria no acoplamento do tipo produto coroa. Para isso,
considere a aplicação

ψ : LN × V N → V N

(˜̀, x) → (`1x1, . . . , `NxN)
, (2.15)

onde ˜̀ = (`1, . . . , `N) ∈ LN e x = (x1, . . . , xN) ∈ V N . Pelo Exemplo 1.1.16, ψ de�ne uma ação
de LN em V N denotada por

˜̀� x = (`1x1, . . . , `NxN).
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Vamos mostrar que se (2.13) e (2.14) são válidas, então a aplicação F do sistema (2.1) é LN -
equivariante, ou seja,

F (˜̀� x) = ˜̀� F (x), (2.16)

para todo ˜̀∈ LN e x ∈ V N . De fato, dados ˜̀∈ L e x ∈ V N , temos

F (˜̀� x) = F (`1x1, . . . , `NxN)

= (F1(y), . . . , FN(y)),

onde y = (`1x1, . . . , `NxN) e Fj : V N → V são as aplicações coordenadas de F , para todo
j = 1, . . . , N. Denotando yj = `jxj, segue de (2.8) que

Fj(y) = f(yj) +
N∑
i=1

C(i, j)h(yi, yj)

= f(`jxj) +
N∑
i=1

C(i, j)h(`ixi, `jxj)

= `jf(xj) +
N∑
i=1

C(i, j)`jh(`ixi, xj)

= `jf(xj) +
N∑
i=1

C(i, j)`jh(xi, xj)

= `j

(
f(xj) +

N∑
i=1

C(i, j)h(xi, xj)

)
= `jFj(x),

em que a terceira igualdade segue de (2.13) e do fato de `j ser uma simetria interna, a quarta
igualdade segue de (2.14) e a quinta igualdade é válida pois a ação de L em V é linear. Portanto,

F (˜̀� x) = (F1(y), . . . , FN(y))

= (`1F1(x), . . . , `NFN(x))

= ˜̀� F (x),

para todo ˜̀∈ LN e x ∈ V N , implicando que LN é um grupo de simetrias de F e, consequente-
mente, do sistema (2.4).

Já vimos anteriormente que se G é um grupo de simetrias globais de (2.4), então F em (2.1)
é G-equivariante, ou seja

F (σ · x) = σ · F (x),

para todo σ ∈ G e x ∈ V N , em que a ação de G em V N é dada em (2.7). Considerando L o G o
produto coroa de L por G (veja De�nição 1.4.4) cuja ação em V N é de�nida em (1.30), segue
que

F ((˜̀, σ)x) = F (˜̀� (σ · x))

= ˜̀� F (σ · x)

= ˜̀� (σ · F (x))

= (˜̀, σ)F (x),

para todo (˜̀, σ) ∈ LoG e x ∈ V N . Portanto, F é uma aplicação LoG-equivariante, o que mostra
que o produto coroa L o G é um grupo de simetrias de F e, assim, do sistema (2.4).
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Exemplo 2.1.7. Considere o sistema de células acopladas do Exemplo 2.1.2. O acoplamento
entre as células é modelado pela aplicação h : R2 × R2 → R2 de�nida por

h(xi, xj) = |xi|2xj,

para cada 1 ≤ i, j ≤ 4. Vimos no Exemplo 2.1.6 que G = Z3 é o grupo de simetrias globais
de tal sistema e que os possíveis grupos de simetrias internas de cada célula são L = {I2}, Z`2,
Z−`2 , Z`2 × Z−`2 , em que a matriz ` é dada em (2.11). Para qualquer ¯̀∈ L, temos que

h(¯̀xi, xj) = | ¯̀xi |2xj = |xi|2xj = h(xi, xj)

e
h(xi, ¯̀xj) = |xi|2 ¯̀xj = ¯̀|xi|2xj = ¯̀h(xi, xj)

uma vez que, como L ⊂ O(2),

| ¯̀xi |2 = 〈¯̀xi, ¯̀xi〉 = 〈xi, ¯̀t ¯̀xi〉 = 〈xi, xi〉 = |xi|2,

para todo i = 1, 2, 3, 4. Portanto, h é L-invariante na variável xi e L-equivariante na variável
xj, implicando que o sistema apresentado no Exemplo 2.1.2 admite um acoplamento do tipo
produto coroa, em que I2 o Z3, Z`2 o Z3, Z−`2 o Z3 e (Z`2 × Z−`2 ) o Z3 são seus possíveis grupos de
simetrias.

Exemplo 2.1.8. O modelo de Busse e Heikes [10] em convecção rotativa é um exemplo par-
ticularmente simples no qual existe uma correspondência com as soluções de um sistema de
células acopladas. A convecção rotativa é um processo de tranferência de calor por meio de um
�uido, que ocorre devido ao movimento rotacional do próprio �uido. Esse processo tem grande
relevância na área industrial.

Figura 2.3: Rotação de 120◦ e 240◦ com acoplamento bidirecional.

No modelo de Busse e Heikes, a dinâmica do sistema está na forma de três rolos, cada um
rotacionado 120◦ a partir do anterior. Isso consiste basicamente na rotação de uma camada
do �uido aquecido em torno de um eixo (veja Figura 2.3). Tal modelagem é representada pelo
sistema de três equações diferenciais ordinárias

ẋ1 = (1− x1 − βx2 − γx3)x1

ẋ2 = (1− x2 − βx3 − γx1)x2

ẋ3 = (1− x3 − βx1 − γx2)x3

,
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com β, γ ∈ R, visto como um sistema de três células acopladas para k = 1. A partir desse
exemplo, foi proposto por Guckenheimer e Holmes [22] um outro modelo que pode ser visto
como um sistema de três células acopladas da forma

ẋ1 = (λ+ αx2
1 + βx2

2 + γx2
3)x1

ẋ2 = (λ+ γx2
1 + αx2

2 + βx2
3)x2

ẋ3 = (λ+ βx2
1 + γx2

2 + αx2
3)x3

, (2.17)

com α, β, γ, λ ∈ R. Para obter um sistema com acoplamento idêntico tal como aparece na
Figura 2.4, tomamos γ = 0. Logo, (2.17) torna-se

ẋ1 = (λ+ αx2
1 + βx2

2)x1

ẋ2 = (λ+ αx2
2 + βx2

3)x2

ẋ3 = (λ+ βx2
1 + αx2

3)x3

, (2.18)

onde a dinâmica interna de cada célula é governada pela aplicação f : R→ R de�nida por

f(xj) = (λ+ αxj
2)xj

e o acoplamento entre as células é dado pela aplicação h : R× R→ R de�nida por

h(xi, xj) = βx2
ixj,

de modo que

C =

 0 0 1

1 0 0

0 1 0


é a matriz de conexão do sistema (2.18). Nesse caso, pela De�nição 2.1.1, a célula 1 está
acoplada à célula 3, a qual está acoplada à célula 2, que está acoplada à célula 1 (veja Figura
2.4).

Figura 2.4: Rotação de 120◦ e 240◦ com acoplamento unidirecional.

Vamos mostrar primeiramente que o grupo de simetrias internas de cada célula é o grupo
multiplicativo Z2 = {−1, 1} e que o grupo de simetrias globais de (2.18) é isomorfo a Z3. Para
isso, considere a ação de Z2 em R dada por 1 ·x = x e −1 ·x = −x, para todo x ∈ R. Facilmente
vemos que

f(−1 · xj) = f(−xj) = −f(xj) = −1 · f(xj),

o que implica que Z2 é o grupo de simetrias internas. Ainda, por um cálculo simples obtemos
que as matrizes de permutação que comutam com C são
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I3,

 0 1 0

0 0 1

1 0 0

 e

 0 0 1

1 0 0

0 1 0

 ,
ou seja, o grupo de simetrias globais de (2.18) é

G = {id, (1 3 2), (1 2 3)} ∼= Z3.

Note ainda que o acoplamento h é Z2-invariante com relação à primeira coordenada e Z2-
equivariante com relação à segunda coordenada. De fato,

h(−1 · xi, xj) = h(−xi, xj) = β(−xi)2xj = βx2
ixj = h(xi, xj)

e
h(xi,−1 · xj) = h(xi,−xj) = βx2

i (−xj) = −βx2
ixj = −1 · h(xi, xj).

Portanto, o sistema (2.18) admite um acoplamento do tipo produto coroa Z2 oZ3, ou seja, Z2 oZ3

é o grupo de simetrias do sistema (2.18).

2.2 Teoria Linear e Algébrica do Produto Coroa L o G
Nesta seção, estudamos sistemas de células acopladas com acoplamento do tipo produto coroa
do ponto de vista algébrico. Para isso, consideramos a ação de L o G em V N , com V = Rk,
como de�nida em (1.30), ou seja,

(`, σ)(x1, . . . , xN) = (`1xσ−1(1), . . . , `Nxσ−1(N)) (2.19)

para todo ` = (`1, . . . , `N) ∈ LN , σ ∈ G e (x1, . . . , xN) ∈ V N .

2.2.1 Teoria Linear

Nesta subseção, vamos caracterizar os subespaços vetoriais LoG-irredutíveis de V N (veja De�ni-
ção 1.2.1), para então determinar uma condição necessária e su�ciente sob a qual a ação (2.19)
é absolutamente irredutível (veja De�nição 1.2.10). De agora em diante, 1L e 1G denotam os
elementos neutros dos grupos L e G, respectivamente.

Seja W ⊆ V N um subespaço L o G-irredutível. Em particular, W é um subespaço LN -
invariante e G-invariante de V N . Com efeito, dados w = (w1, . . . , wN) ∈ W , (`1, . . . , `N) ∈ LN
e σ ∈ G, temos

(`1, . . . , `N)� (w1, . . . , wn) = (`1w1, . . . , `NwN) = ((`1, . . . , `N), 1G)w ∈ W

e
σ · (w1, . . . , wN) = (wσ−1(1), . . . , wσ−1(N)) = ((1L, . . . , 1L), σ)w ∈ W.

Para cada j = 1, . . . , N , considere

Uj = {v ∈ V ; (0, . . . , v, . . . , 0) ∈ W} e Ũj = {(0, . . . , v, . . . , 0) ∈ W ; v ∈ V } (2.20)
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subespaços vetoriais de V e de V N , respectivamente, em que v está na j-ésima coordenada do
vetor (0, . . . , v, . . . , 0) ∈ V N . Assim, as projeções πj : Ũj → Uj de�nidas por

πj(0, . . . , v, . . . , 0) = v

são isomor�smos lineares, de onde segue que os subespaços Ũj e Uj são isomorfos, para cada
j = 1, . . . , N. A�rmamos que a soma Ũ1 + · · ·+ ŨN é uma soma direta, ou seja,

Ũj ∩ (Ũ1 + · · ·+ Ũj−1 + Ũj+1 + · · ·+ ŨN) = {(0, . . . , 0)}

para cada 1 ≤ j ≤ N. De fato, se

v = (v1, . . . , vN) ∈ Ũj ∩ (Ũ1 + · · ·+ Ũj−1 + Ũj+1 + · · ·+ ŨN),

então vi = 0 para todo i 6= j e, portanto,

v = (0, . . . , vj, . . . , 0) ∈ Ũ1 + · · ·+ Ũj−1 + Ũj+1 + · · ·+ ŨN .

Assim,

v = (u1, . . . , 0) + · · ·+ (0, . . . , uj−1, . . . , 0) + (0, . . . , uj+1, . . . , 0) + · · ·+ (0, . . . , uN)

= (u1, . . . , uj−1, 0, uj+1, . . . , uN),

com uk ∈ V , para todo k 6= j. Segue que vj = 0 e, portanto, v = (0, . . . , 0).

O próximo resultado descreve os subespaços L o G-irredutíveis de V N por meio de uma de-
composição particular, utilizando os subespaços Uj de�nidos em (2.20). Para tanto, assumimos
que G é um subgrupo transitivo de SN , ou seja, para quaisquer dois índices i, j ∈ {1, . . . , N}
existe σ ∈ G tal que σ(i) = j.

Lema 2.2.1. SejaW um subespaço LoG-irredutível de V N . Suponhamos que G seja um subgrupo
transitivo de SN e que LN aja não trivialmente em W. Então

(i) Uj é L-irredutível.

(ii) Todos os Uj são L-isomorfos a um único subespaço L-irredutível U .

(iii) W = UN .

Demonstração: Primeiramente vamos mostrar que W = Ũ1⊕· · ·⊕ ŨN . Por construção temos
que Ũ1 ⊕ · · · ⊕ ŨN ⊆ W. Vejamos que Ũ1 ⊕ · · · ⊕ ŨN é um subespaço G-invariante de W. Com
efeito, dados σ ∈ G e w = w1 + · · ·+ wN ∈ Ũ1 ⊕ · · · ⊕ ŨN , temos que

σ · w = σ · w1 + · · ·+ σ · wN , (2.21)

pela linearidade da ação de G em W. Como W é G-invariante, segue que σ · wi ∈ W para todo
i = 1, . . . , N. Observe que wi = (0, . . . , v, . . . , 0), com v ∈ V na i-ésima coordenada de wi.
Assim, σ · wi ∈ Ũk para k ∈ {1, . . . , N} tal que σ−1(k) = i, pois σ age em wi permutando suas
coordenadas. Pelo fato de σ ser bijetora segue que para cada i �xado, σ · wi ∈ Ũk para um
único k. Logo, reordenando a soma em (2.21) se necessário, obtemos que σ ·w ∈ Ũ1⊕ · · ·⊕ ŨN ,
ou seja, Ũ1 ⊕ · · · ⊕ ŨN é G-invariante.
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Agora, dados ` = (`1, . . . , `N) ∈ LN e w = w1 + · · ·+ wN ∈ Ũ1 ⊕ · · · ⊕ ŨN , temos

`� w = `� w1 + · · ·+ `� wN ,

pela linearidade da ação de LN em W. Escrevendo novamente wi = (0, . . . , v, . . . , 0) ∈ Ũi, com
v ∈ V , e usando o fato de W ser LN -invariante, decorre que

`� wi = (0, . . . , `iv, . . . , 0) ∈ W,

o que implica que `� wi ∈ Ũi para todo i = 1, . . . , N. Logo, `� w ∈ Ũ1 ⊕ · · · ⊕ ŨN para todo
` ∈ LN , implicando que Ũ1⊕· · ·⊕ ŨN é LN -invariante. Portanto, Ũ1⊕· · ·⊕ ŨN é um subespaço
L o G-invariante de W. Por hipótese, W é L o G-irredutível e, portanto,

Ũ1 ⊕ · · · ⊕ ŨN = {(0, . . . , 0)} ou Ũ1 ⊕ · · · ⊕ ŨN = W.

Como LN age não trivialmente em W , existem (`1, . . . `N) ∈ LN e (w1, . . . , wN) ∈ W tais que

(`1, . . . `N)� (w1, . . . , wN) 6= (w1, . . . , wN),

ou seja, existe `j ∈ L tal que `jwj 6= wj. Sem perda de generalidade suponha que `1w1 6= w1

e tome (`1, 1L, . . . , 1L) ∈ LN . Então (`1w1, . . . , wN) = ((`1, 1L, . . . , 1L), 1G)(w1, . . . , wN) ∈ W ,
pela L o G-invariância de W. Logo,

(`1w1 − w1, 0, . . . , 0) = (`1w1, w2, . . . , wN)− (w1, w2, . . . , wN) ∈ W.

Assim, (`1w1 − w1, 0, . . . , 0) ∈ Ũ1, com `1w1 − w1 6= 0, ou seja, Ũ1 6= {(0, . . . , 0)}. Portanto, o
subespaço Ũ1 ⊕ · · · ⊕ ŨN é não nulo, garantindo que

W = Ũ1 ⊕ · · · ⊕ ŨN ,

como desejado.
Vamos mostrar agora que todos os Uj são iguais, ou seja, Uj = U1 para todo j = 2, . . . , N.

De fato, �xe j ∈ {2, . . . , N} e tome v ∈ U1. Por de�nição, (v, . . . , 0) ∈ W. Como G é um
subgrupo transitivo de SN , existe σ ∈ G tal que σ−1(j) = 1. Pelo fato de W ser G-invariante,
temos que

σ · (v, 0, . . . , 0) = (y1, . . . , yN) ∈ W,

onde yi = 0 para todo i 6= j e yj = v. Portanto, (0, . . . , v, . . . , 0) ∈ W , em que v está na
j-ésima coordenada do vetor, ou seja, v ∈ Uj, o que mostra que U1 ⊆ Uj. Por outro lado, seja
v ∈ Uj. Por de�nição, (0, . . . , v, . . . , 0) ∈ W , com v na j-ésima posição. Como G é um subgrupo
transitivo de SN , existe η ∈ G tal que η−1(1) = j. Pelo fato de W ser G-invariante, temos que

η · (0, . . . , v, . . . , 0) = (y1, . . . , yN) ∈ W,

onde y1 = v e yi = 0 para todo i = 2, . . . , N. Logo, (v, 0, . . . , 0) ∈ W e, assim, v ∈ U1. Portanto,
Uj ⊆ U1 para todo 2 ≤ j ≤ N , valendo a igualdade.

Mostramos então que os subespaços Uj são L-invariantes para todo j = 1, . . . , N. Com
efeito, sejam ` ∈ L e v ∈ Uj. Por de�nição, (0, . . . , v, . . . , 0) ∈ W e v aparece na j-ésima
posição. Considere (1L, . . . , `, . . . , 1L) ∈ LN , onde ` ∈ L está na j-ésima coordenada do vetor.
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Como W é LN -invariante, então

(0, . . . , `v, . . . , 0) = (1L, . . . , `, . . . , 1L)� (0, . . . , v, . . . , 0) ∈ W,

ou seja, `v ∈ Uj. Portanto, Uj é L-invariante.
O próximo passo é mostrar que W = U1 × · · · × UN . Claramente, U1 × · · · × UN ⊆ W. Por

outro lado, dado w ∈ W = Ũ1 ⊕ · · · ⊕ ŨN , podemos escrever

w = (u1, . . . , 0) + · · ·+ (0, . . . , uN) = (u1, . . . , uN),

com (0, . . . , ui, . . . , 0) ∈ Ũi ⊆ W para todo i = 1, . . . , N. Logo, ui ∈ Ui, de onde segue que

w = (u1, . . . , uN) ∈ U1 × · · · × UN .

Portanto, W = U1 × · · · × UN . Como Uj = U para todo j = 1, . . . , N e para algum subespaço
L-invariante U de V , temos

W = U × · · · × U = UN ,

o que prova o item (iii). Para provar (i) e (ii), resta mostrar que U é L-irredutível. Para isso,
tome U0 ⊆ U um subespaço L-invariante. Assim, dados (`1, . . . , `N) ∈ LN e (v1, . . . , vN) ∈ UN

0 ,

(`1, . . . , `N)� (v1, . . . , vN) = (`1v1, . . . , `NvN) ∈ UN
0 .

Isso mostra que UN
0 é um subespaço LN -invariante de W. Como W é LN -irredutível, segue que

UN
0 = {(0, . . . , 0)} ou UN

0 = W , ou seja, U0 = {0} ou U0 = U. Portanto, U é L-irredutível.

�

O próximo lema mostra que, sob certas condições, LoG age absolutamente irredutivelmente
em UN se, e somente se, L age absolutamente irredutivelmente em U , onde U é um subespaço
vetorial L-invariante1 de V . Veja que para tal resultado não precisamos da L-irredutibilidade
de U . Para o que segue, denotamos por DL o G(UN) o conjunto dos operadores lineares em UN

que são L o G-equivariantes. De modo análogo para DL(U).

Lema 2.2.2. Seja U um subespaço vetorial L-invariante de V , onde L ⊆ O(k) é tal que
FixU(L) = {0}. Considere G um subgrupo transitivo de SN . Então

DL o G(UN) ∼= DL(U).

Demonstração: Considere f : DL(U) → DL o G(UN) a aplicação tal que f(A) = AN , onde
A : U → U é um operador linear L-equivariante e AN : UN → UN é o operador linear de�nido
por AN(u1, . . . , uN) = (A(u1), . . . , A(uN)). A�rmamos que AN é L o G-equivariante. De fato, se
(`1, . . . , `N) ∈ LN e (u1, . . . , uN) ∈ UN , então

(`1, . . . , `N)� AN(u1, . . . , uN) = (`1, . . . , `N)� (A(u1), . . . , A(uN))

= (`1A(u1), . . . , `NA(uN))

= (A(`1u1), . . . , A(`NuN))

= AN((`1, . . . , `N)� (u1, . . . , uN)),

1A L-invariância de U nos permite restringir a ação de L a U .
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onde a terceira igualdade segue da L-equivariância de A. Logo, AN é LN -equivariante. Agora,
dado σ ∈ G temos que

σ · AN(u1, . . . , uN) = σ · (A(u1), . . . , A(uN))

= (A(uσ−1(1)), . . . , A(uσ−1(N)))

= AN(uσ−1(1), . . . , uσ−1(N))

= AN(σ · (u1, . . . , uN)),

mostrando que AN é também G-equivariante. Pelo Lema 1.4.5, segue que AN é um operador
L o G-equivariante, ou seja, AN ∈ DL o G(UN), o que prova que f está bem de�nida. Por
construção, f é linear e injetora. Mostremos que f é sobrejetora. Com efeito, seja B : UN → UN

um operador linear L o G-equivariante. Escrevendo B em coordenadas como B = (C1, . . . , CN),
onde cada Cj : UN → U é linear, temos

(`1C1(u1, . . . , uN), . . . , `NCN(u1, . . . , uN)) = ((`1, . . . , `N), 1G)B(u1, . . . , uN)

= B(((`1, . . . , `N), 1G)(u1, . . . , uN))

= B(`1u1, . . . , `NuN)

= (C1(`1u1, . . . , `NuN), . . . , CN(`1u1, . . . , `NuN)),

para todo (`1, . . . , `N) ∈ LN e (u1, . . . , uN) ∈ UN , onde a segunda igualdade segue da L o G-
equivariância de B. Portanto,

Cj(`1u1, . . . , `NuN) = `jCj(u1, . . . , uN), (2.22)

para cada j = 1, . . . , N . Pela linearidade de Cj, podemos escrever

Cj(u1, . . . , uN) = Cj(u1, 0, . . . , 0) + · · ·+ Cj(0, . . . , 0, uN),

para cada j �xado. Considere a aplicação Di
j : U → U de�nida por Di

j(u) = Cj(0, . . . , u, . . . , 0),
onde u é a i-ésima coordenada do vetor (0, . . . , u, . . . , 0). Note que a linearidade de Cj implica
na linearidade de Di

j para todo 1 ≤ i ≤ N. Logo,

Cj(u1, . . . , uN) = D1
j (u1) + · · ·+DN

j (uN). (2.23)

Por (2.22), obtemos que

D1
j (`1u1) + · · ·+Dj

j(`juj) + · · ·+DN
j (`NuN) = `jD

1
j (u1) + · · ·+ `jD

j
j(uj) + · · ·+ `jD

N
j (uN),

para todo (`1 . . . , `N) ∈ LN e (u1, . . . , uN) ∈ UN . Em particular, considerando os vetores da
forma (0, . . . , u, . . . , 0) ∈ UN em que u é a i-ésima coordenada do vetor, com 1 ≤ i ≤ N , segue
que

Dj
j(`ju) = `jD

j
j(u) e Di

j(`iu) = `jD
i
j(u)

para todo i 6= j, `i, `j ∈ L e u ∈ U. Portanto, Dj
j é L-equivariante e, tomando `j = 1L, temos que

Di
j(`iu) = Di

j(u) para todo `i ∈ L e u ∈ U , ou seja, Di
j é uma transformação linear L-invariante

para todo i 6= j. Provemos que Di
j ≡ 0 se i 6= j. Para isso, suponha que dimR U = m e considere

Dir
j : U → R as m aplicações coordenadas de Di

j, com 1 ≤ r ≤ m. Como Di
j é L-invariante,

então cada aplicação coordenada Dir
j é também L-invariante. Como FixU(L) = {0}, segue pela
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Proposição 1.3.10 que Dir
j ≡ 0 para todo r = 1, . . . ,m. Logo, Di

j ≡ 0 para todo i 6= j e, por
(2.23), temos Cj(u1, . . . , uN) = Dj

j(uj) para todo j = 1, . . . , N. Portanto,

B(u1, . . . , uN) = (D1
1(u1), . . . , DN

N (uN)),

para todo (u1, . . . , uN) ∈ UN . Pela G-equivariância de B, segue que

σ ·B(u1, . . . , uN) = B(σ · (u1, . . . , uN)) = B(uσ−1(1), . . . , uσ−1(N))

para todo σ ∈ G, ou seja,

(D
σ−1(1)

σ−1(1)(uσ−1(1)), . . . , D
σ−1(N)

σ−1(N)(uσ−1(N))) = (D1
1(uσ−1(1)), . . . , D

N
N (uσ−1(N))).

Em particular, Dσ−1(1)

σ−1(1)(uσ−1(1)) = D1
1(uσ−1(1)) para todo σ ∈ G. Assim, pela arbitrariedade de

uσ−1(1) ∈ U , temos que Dσ−1(1)

σ−1(1) = D1
1. Como G é um subgrupo transitivo de SN , para cada

j ∈ {2, . . . , N} existe σj ∈ G tal que σ−1
j (1) = j. Assim,

Dj
j = D

σ−1
j (1)

σ−1
j (1)

= D1
1

para todo j = 2, . . . , N , implicando que

B(u1, . . . , uN) = (D1
1(u1), . . . , D1

1(uN)) := (D1
1)N(u1, . . . , uN)

para todo (u1, . . . , uN) ∈ UN . Lembrando que D1
1 : U → U é uma aplicação L-equivariante,

segue que f(D1
1) = B com D1

1 ∈ DL(U), o que mostra que f é sobrejetora. Portanto, f é um
isomor�smo linear, de onde segue que

DL o G(UN) ∼= DL(U).

Mais especi�camente, via o isomor�smo f temos que DL o G(UN) é gerado pelo operador identi-
dade IdUN : UN → UN se, e somente se, DL(U) é gerado pelo operador identidade IdU : U → U.

�

2.2.2 Subgrupos Axiais de L o G
Nesta subseção, vamos caracterizar, a menos de conjugação, os subgrupos axiais do produto
coroa L o G a partir de determinados subgrupos axiais de L (Teorema 2.2.10). Tais subgrupos
são de extrema importância na teoria de bifurcação de pontos de equilíbrio apresentada no
Capítulo 3. Começamos com a seguinte de�nição:

De�nição 2.2.3. Seja J ⊆ {1, . . . , N} um subconjunto de índices. Dizemos que J é um bloco
se:

(i) Existe um subgrupo H de G que age transitivamente em J , ou seja, para todo par de
índices i, j ∈ J existe σ ∈ H tal que σ(i) = j.

(ii) σ(J) = J para todo σ ∈ H.
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Note que todos os conjuntos unitários são blocos, pois podemos considerar H = {1G}. A
cada bloco J associamos o subconjunto

QJ = {σ ∈ G; σ(J) = J}, (2.24)

que é naturalmente um subgrupo de G. Observe que QJ age transitivamente em J , pois como
J é um bloco existe um subgrupo H de G que deixa J invariante. Assim, H ⊆ QJ . Como H
age transitivamente em J , QJ também age transitivamente em J.

Observação 2.2.4. Se J ⊆ {1, . . . , N} é um subconjunto de índices, então uma permutação
σ ∈ SN satisfaz σ(J) = J se, e somente se, σ(J) ⊂ J. De fato, como σ é uma bijeção, se
σ(J) ⊂ J , então σ(J) é um subconjunto de J com o mesmo número de elementos de J , de onde
segue a a�rmação.

O próximo resultado utiliza o grupo QJ para nos fornecer uma condição necessária e su�ci-
ente para que um complementar de um bloco no conjunto {1, . . . , N} seja também um bloco.

Proposição 2.2.5. Seja G um subgrupo de SN . Suponha que {1, . . . , N} = J ∪ J̄ , onde J é um
bloco e J̄ é o seu complementar. Então QJ age transitivamente em J̄ se, e somente se, J̄ é um
bloco.

Demonstração: Vamos mostrar inicialmente que se um subgrupo H de G deixa J invariante,
então H deixa J̄ invariante. De fato, seja η ∈ H. Então η−1(J) = J. Note que se i ∈ J̄ , então
η(i) ∈ J̄ , pois caso contrário

i = η−1(η(i)) ∈ J,

o que é uma contradição. Logo, η(J̄) ⊆ J̄ e pela Observação 2.2.4 temos que η(J̄) = J̄ .

Portanto, H deixa J̄ invariante. Em particular, como QJ deixa J invariante, então ele deixa
J̄ invariante. Assim, se QJ age transitivamente em J̄ , segue por de�nição que J̄ é um bloco.
Reciprocamente, se J̄ é um bloco, mostramos que QJ ⊆ QJ̄ . De fato, seja σ ∈ QJ . Note que se
j ∈ J̄ , então σ(j) ∈ J̄ , pois caso contrário, como σ−1 ∈ QJ , temos

j = σ−1(σ(j)) ∈ J,

o que é uma contradição. Logo, σ(J̄) ⊆ J̄ e pela Observação 2.2.4 temos que σ(J̄) = J̄ .

Portanto, σ ∈ QJ̄ , o que implica que QJ ⊆ QJ̄ . De modo análogo, é possível mostrar que QJ̄ ⊆
QJ . Assim, QJ = QJ̄ e, como QJ̄ age transitivamente em J̄ , segue que QJ age transitivamente
em J̄ .

�

Exemplo 2.2.6. Seja G = {id, (1 2 3 4), (1 3)(2 4), (1 4 3 2)} o subgrupo de S4 gerado pela per-
mutação (1 2 3 4). Note que J = {1, 3} é um bloco, pois H = {id, (1 3)(2 4)} é um subgrupo
de G que deixa J invariante e age transitivamente em J. Observe que QJ = H e QJ age
transitivamente em J̄ = {2, 4}. Pela Proposição anterior, segue que J̄ é um bloco.

Como já mencionamos no Capítulo 1, os subgrupos de isotropia axiais (De�nição 1.3.11)
consiste em uma classe de particular interesse no contexto de bifurcação de pontos de equilíbrio.
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Consideramos agora um subconjunto importante de subgrupos axiais de L o G, que será útil
tanto na caracterização de todos os subgrupos axiais de L o G quanto no estudo apresentado no
Capítulo 3 no contexto de sistemas de células acopladas.

Dados A ⊆ L um subgrupo e J um bloco, de�na

Σ(A, J) = B1 × · · · ×BN uQJ , (2.25)

em que QJ é dado em (2.24) e

Bj =

{
A, se j ∈ J
L, se j 6∈ J. (2.26)

A�rmamos que Σ(A, J) é um subgrupo de L o G. De fato, note que ((1L, . . . , 1L), 1G) ∈ Σ(A, J)

e, assim, Σ(A, J) é um subconjunto não vazio. Agora, dados (`, σ), (ξ, η) ∈ Σ(A, J), onde
` = (`1, . . . , `N) e ξ = (ξ1, . . . , ξN), temos que `j, ξj ∈ A se j ∈ J e `j, ξj ∈ L se j 6∈ J. Pela
operação de grupo em L o G de�nida em (1.24), segue que

(`, σ) oµ (ξ, η) = (`µσ(ξ), ση) = ((`1ξσ−1(1), . . . , `Nξσ−1(N)), ση).

Se j ∈ J , então σ−1(j) ∈ J , implicando que ξσ−1(j) ∈ A, de onde segue que `jξσ−1(j) ∈ A. Por
outro lado, se j 6∈ J , então `jξσ−1(j) ∈ L. Como QJ é um subgrupo de G, temos que ση ∈ QJ .
Portanto, (`, σ)oµ (ξ, η) ∈ Σ(A, J). Seja ((`−1

σ(1), . . . , `
−1
σ(N)), σ

−1) o inverso de (`, σ) em L o G. Se
j ∈ J , então `σ(j) ∈ A, implicando que `−1

σ(j) ∈ A, pois A é um subgrupo de L. Agora, se j 6∈ J ,
então `−1

σ(j) ∈ L, ou seja,
((`−1

σ(1), . . . , `
−1
σ(N)), σ

−1) ∈ Σ(A, J).

Portanto, Σ(A, J) é um subgrupo de L o G.

No que segue, apresentamos uma condição su�ciente para Σ(A, J) ser axial.

Proposição 2.2.7. Sejam J um bloco e A ⊂ L um subgrupo axial agindo em um subespaço
vetorial U. Suponha que FixU(L) = {0}. Então Σ(A, J) é um subgrupo de isotropia axial de
L o G.

Demonstração: Sejam J um bloco e A ⊂ L um subgrupo axial. Então existe z ∈ U tal
que A = Σz, onde Σz denota o subgrupo de isotropia de z com dimR FixU(Σz) = 1. Note que
z 6= 0, pois caso contrário Σ0 = L, o que é uma contradição uma vez que FixU(L) = {0}. Seja
x = (x1, . . . , xN) ∈ UN , onde

xj =

{
z, se j ∈ J
0, se j 6∈ J . (2.27)

Vamos mostrar inicialmente que x ∈ FixUN (Σ(A, J)). De fato, seja ((`1, . . . , `N), σ) ∈ Σ(A, J).

Então
((`1, . . . , `N), σ)x = (`1xσ−1(1), . . . , `Nxσ−1(N)).

Como σ ∈ QJ , se j 6∈ J , então σ−1(j) 6∈ J , implicando que `jxσ−1(j) = 0. Por outro lado, se
j ∈ J , então

`jxσ−1(j) = `jz,

pois σ−1(j) ∈ J. Como z é �xado por A e `j ∈ A temos `jz = z. Logo, ((`1, . . . , `N), σ)x = x,
como queríamos mostrar.
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Agora, vejamos que Σ(A, J) é o subgrupo de isotropia do vetor x de�nido em (2.27). Com
efeito, como x é �xado por Σ(A, J), segue que Σ(A, J) ⊆ Σx. Considere ((`1, . . . , `N), σ) ∈ Σx.

Então
(`1xσ−1(1), . . . , `Nxσ−1(N)) = ((`1, . . . , `N), σ)x = x = (x1, . . . , xN).

Observe que se j ∈ J , temos que σ−1(j) ∈ J , pois caso contrário

z = xj = `jxσ−1(j) = 0,

o que é uma contradição. Logo, σ−1(j) ∈ J para todo j ∈ J , ou seja, σ−1(J) ⊆ J. Pela
Observação 2.2.4, segue que σ−1(J) = J e, assim, σ ∈ QJ . Nesse caso, ((1L, . . . , 1L), σ−1) ∈
Σ(A, J) e, como Σ(A, J) ⊆ Σx, temos

((`1, . . . , `N), 1G) = ((`1 . . . , `N), σ) oµ ((1L, . . . , 1L), σ−1) ∈ Σx.

Portanto, x é �xado por ((`1, . . . , `N), 1G), ou seja, (`1x1, . . . , `NxN) = (x1, . . . , xN). Logo,
se j ∈ J , temos que `jz = `jxj = xj = z, implicando que `j ∈ Σz = A. Para j 6∈ J ,
claramente `j ∈ L e, consequentemente, ((`1, . . . , `N), 1G) ∈ Σ(A, J). Como σ ∈ QJ , então
((1L, . . . , 1L), σ) ∈ Σ(A, J), de onde segue que

((`1, . . . , `N), σ) = ((`1, . . . , `N), 1G) oµ ((1L, . . . , 1L), σ) ∈ Σ(A, J).

Portanto, Σx ⊆ Σ(A, J), ou seja, Σ(A, J) = Σx.

Resta mostrar que FixUN (Σ(A, J)) é unidimensional. Para tanto, mostremos que

FixUN (Σ(A, J)) = [x],

onde [x] é o subespaço de UN gerado por x dado em (2.27). De fato, como Σ(A, J) = Σx,
temos que [x] ⊆ FixUN (Σ(A, J)). Por outro lado, seja (y1, . . . , yN) ∈ FixUN (Σ(A, J)). Então
((`1, . . . , `N), σ)(y1, . . . , yN) = (y1, . . . , yN), para todo ((`1, . . . , `N), σ) ∈ Σ(A, J). Em particu-
lar, para σ = 1G, temos

(`1y1 . . . , `NyN) = (y1, . . . , yN), (2.28)

para todo (`1, . . . , `N) ∈ B1 × · · · ×BN , com Bj dado em (2.26). Assim, dado j ∈ J temos que
`jyj = yj, para todo `j ∈ A, implicando que yj ∈ FixU(A). Como A = Σz é axial, temos que
FixU(A) = [z]. Logo,

yj = αjz (2.29)

para algum αj ∈ R e todo j ∈ J. Ainda por (2.28), dado j 6∈ J temos `jyj = yj para todo
`j ∈ L, o que mostra que yj ∈ FixU(L) = {0}. Portanto, yj = 0 para todo j 6∈ J. Em resumo,
se (y1, . . . , yN) ∈ FixUN (Σ(A, J)), então yj = αjz para todo j ∈ J e yj = 0 para todo j 6∈ J.
Mostremos que todos os αj são iguais. Observe que como ((1L, . . . , 1L), σ) ∈ Σ(A, J) se σ ∈ QJ ,
então

(yσ−1(1), . . . , yσ−1(N)) = ((1L, . . . , 1L), σ)(y1, . . . , yN) = (y1, . . . , yN),

implicando que yσ−1(j) = yj para todo σ ∈ QJ e j ∈ J. Considere agora i ∈ J um índice �xado.
Como QJ age transitivamente em J , para cada j ∈ J existe ηj ∈ QJ tal que η−1

j (i) = j. Por
(2.29),

αiz = yi = yη−1
j (i) = αη−1

j (i)z = αjz.
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Como z 6= 0, segue que αj = αi para todo j ∈ J , de onde concluímos que (y1, . . . , yN) = αix ∈
[x]. Logo, FixUN (Σ(A, J)) ⊆ [x] e, portanto, FixUN (Σ(A, J)) = [x]. Como FixUN (Σ(A, J)) é um
subespaço vetorial unidimensional, Σ(A, J) ⊆ L o G é um subgrupo de isotropia axial.

�

Como vimos na demonstração da proposição anterior, se x = (x1, . . . , xN) ∈ FixUN (Σ(A, J)),
então xj = 0 para todo j 6∈ J. Nesse caso, a célula j é chamada de célula inativa e as demais
células são chamadas de ativas.

Exemplo 2.2.8. Considere o sistema de células acopladas do Exemplo 2.1.2. Pelo Exemplo
2.1.7, o produto coroa (Z`2 × Z−`2 ) o Z3 é um grupo de simetrias de um tal sistema, em que
Z`2×Z−`2

∼= 〈`,−`〉 e ` é dada em (2.11). Note que Z`2 = 〈 ` 〉 é um subgrupo axial de Z`2×Z−`2 ,
pois

Z`2 = Σ(1,1) e FixR2(Z`2) = [(1, 1)],

com (1, 1) ∈ R2. Como o grupo de simetrias globais do sistema em questão é

Z3 = {id, (1 2 3), (1 3 2)},

o conjunto de índices J = {1, 2, 3} é um bloco, pois Z3 mantém J invariante e age transi-
tivamente em J. Nesse caso, QJ = Z3. Observe ainda que FixR2(Z`2 × Z−`2 ) = {(0, 0)}, pois
−I2 ∈ Z`2 × Z−`2 . Pela Proposição 2.2.7, como J = {1, 2, 3} é um bloco e A = Z`2 é axial, temos
que

Σ(Z`2, J) = Z`2 × Z`2 × Z`2 × (Z`2 × Z−`2 )u Z3

é um subgrupo axial de (Z`2 × Z−`2 ) o Z3. Veja que nesse exemplo as células (1), (2) e (3) são
ativas e a célula (4) é inativa, em concordância com a Figura 2.2.

Seja πG : L o G → G a aplicação projeção de�nida por πG(`, σ) = σ para todo (`, σ) ∈ L o G
e considere o subespaço vetorial de UN de�nido por

UJ = { (x1, . . . , xN) ∈ UN ; xj = 0 se j 6∈ J }. (2.30)

O próximo lema mostra que para qualquer subgrupo axial Σ de LoG é sempre possível encontrar
um bloco no qual πG(Σ) age transitivamente.

Lema 2.2.9. Suponhamos que Σ seja um subgrupo axial de L o G. Então πG(Σ) age transitiva-
mente em algum bloco J para o qual FixUN (Σ) ⊆ UJ .

Demonstração: Seja Σ um subgrupo axial de L o G. Então existe um vetor não nulo

x = (x1, . . . , xN) ∈ FixUN (Σ)

tal que FixUN (Σ) = [x]. Considere J = {j ∈ {1, . . . , N}; xj 6= 0}.Vamos mostrar primeiramente
que σ(J) = J para todo σ ∈ πG(Σ). De fato, se σ ∈ πG(Σ), então existe (`1, . . . , `N) ∈ LN tal
que πG((`1, . . . , `N), σ) = σ. Como x ∈ FixUN (Σ), temos que

(`1xσ−1(1), . . . , `Nxσ−1(N)) = ((`1, . . . , `N), σ)x = x = (x1, . . . , xN),
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ou seja, `jxσ−1(j) = xj para todo j ∈ J. Desse modo, `jxσ−1(j) 6= 0, o que implica em xσ−1(j) 6= 0.

Logo, σ−1(j) ∈ J para todo j ∈ J e, portanto, σ−1(J) ⊆ J. Pela Observação 2.2.4, temos
que σ(J) = J. Portanto, πG(Σ)(J) = J. Suponhamos, por absurdo, que πG(Σ) não aja transi-
tivamente em J. Então existem i1, i2 ∈ J tais que σ(i1) 6= i2 para todo σ ∈ πG(Σ). De�na o
conjunto

J1 = {j ∈ J ; σ(j) 6= i2, ∀ σ ∈ πG(Σ)}.

Note que J1 é um conjunto não vazio, pois i1 ∈ J1. Além disso, πG(Σ)(J1) ⊆ J1. De fato,
suponha que existem σ ∈ πG(Σ) e j ∈ J1 tais que σ(j) 6∈ J1. Pela de�nição de J1, existe
η ∈ πG(Σ) tal que η(σ(j)) = i2, o que é uma contradição com o fato de j ∈ J1. Logo, para todo
σ ∈ πG(Σ) temos σ(J1) ⊆ J1 e, portanto, πG(Σ)(J1) ⊆ J1. Considere agora J2 = J−J1, ou seja,

J2 = { j ∈ J ; σ(j) = i2, para algum σ ∈ πG(Σ)}.

O conjunto J2 também é não vazio, pois i2 ∈ J2. Veri�quemos que πG(Σ)(J2) ⊆ J2. Para
isso, suponha que existem σ ∈ πG(Σ) e j ∈ J2 tais que σ(j) 6∈ J2. Então σ(j) ∈ J1 e, como
πG(Σ)(J1) ⊆ J1, temos j = σ−1(σ(j)) ∈ J1, o que é uma contradição, pois J1∩J2 é vazio. Logo,
πG(Σ)(J2) ⊆ J2.

Agora de�na y = (y1, . . . , yN) ∈ UN e z = (z1, . . . , zN) ∈ UN como

yj =

{
xj, se j ∈ J1

0, se j 6∈ J1
e zj =

{
xj, se j ∈ J2

0, se j 6∈ J2
.

Veja que y, z ∈ FixUN (Σ). Com efeito, seja ((`1, . . . , `N), σ) ∈ Σ. Então σ ∈ πG(Σ). Se j ∈ J1,
então σ−1(j) ∈ J1, pois πG(Σ)(J1) ⊆ J1, implicando que `jyσ−1(j) = `jxj. Como x ∈ FixUN (Σ),
então ((`1, . . . , `N), 1G)x = x, de onde segue que `jxj = xj. Logo, `jyσ−1(j) = xj para todo
j ∈ J1. Se j 6∈ J1, então σ−1(j) 6∈ J1 e, assim, `jyσ−1(j) = 0. Portanto,

((`1, . . . , `N), σ)y = (`1yσ−1(1), . . . , `Nyσ−1(N)) = (y1, . . . , yN) = y,

ou seja, y ∈ FixUN (Σ). Analogamente, é possível provar que z ∈ FixUN (Σ).

Claramente, y e z são vetores linearmente independentes, uma vez que J2 = J − J1. Logo,
FixUN (Σ) possui dois vetores linearmente independentes, o que é impossível pois FixUN (Σ) é
unidimensional. Portanto, πG(Σ) age transitivamente em J e, como πG(Σ)(J) = J , temos que
J é um bloco. Pela construção de J e pela de�nição de UJ dada em (2.30), temos que x ∈ UJ ,
o que implica que FixUN (Σ) = [x] ⊆ UJ .

�

O próximo teorema caracteriza, a menos de conjugação, os subgrupos axiais de L o G em
função dos subgrupos axiais de L. Mais precisamente, vamos mostrar que todo subgrupo axial
de L o G é conjugado a Σ(A, J), para algum subgrupo axial A de L e algum bloco J. Para
simpli�car a notação, vamos supor, renomeando as células se necessário, que o bloco J cuja
existência é garantida pelo Lema 2.2.9 é da forma J = {1, . . . , s}, com 1 ≤ s ≤ N.

Teorema 2.2.10. Seja Σ um subgrupo axial de L o G. Considere x ∈ FixUN (Σ) não nulo tal
que x = (x1, x2, . . . , xs, 0, . . . , 0), com xj 6= 0 para todo 1 ≤ j ≤ s. Seja A ⊆ L o subgrupo de
isotropia de x1 e suponha que FixU(L) = {0}. Então
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(i) Σ é conjugado a Σ(A, J).

(ii) A é axial.

Demonstração: Sejam Σ um subgrupo axial de L o G e x ∈ FixUN (Σ) não nulo tal que
x = (x1, x2, . . . , xs, 0, . . . , 0). Como x é �xado por Σ, temos que Σ ⊆ Σx, onde Σx denota o
subgrupo de isotropia de x. Pelo Lema 1.3.12, Σ é um subgrupo de isotropia maximal e, como
x é não nulo, podemos asumir Σx 6= L o G. Logo, Σ = Σx.

Vamos mostrar que Σ é conjugado a Σ(A, J), onde A ⊂ L é o subgrupo de isotropia de x1

e Σ(A, J) é como em (2.25), ou seja,

Σ(A, J) = (As × LN−s)uQJ ,

para QJ = {σ ∈ G; σ(J) = J}. Pelo Lema 2.2.9 temos que πG(Σ) age transitivamente no
bloco J = {1, . . . , s}. Logo, para cada j ∈ J , existe (`j, σj) ∈ Σ tal que σ−1

j (j) = 1, com
`j = (`j1, . . . , `

j
N) ∈ LN e σj ∈ G. Como x ∈ FixUN (Σ), temos (`j, σj)x = x, implicando que

xj = `jjxσ−1
j (j) = `jjx1,

para todo 1 ≤ j ≤ s. Assim, obtemos `1
1, . . . `

s
s ∈ L tais que `jjx1 = xj. Por simplicidade,

escrevemos `jj = `j. De�na (h, 1G) = ((`−1
1 , . . . , `−1

s , 1L, . . . , 1L), 1G) ∈ L o G. Pelos Lemas 1.3.3 e
1.3.6, segue que

(h, 1G)Σx(h, 1G)
−1 = Σ(h,1G)x (2.31)

e
dimR FixUN ((h, 1G)Σx(h, 1G)

−1) = dimR FixUN (Σ) = 1, (2.32)

onde (h, 1G)x = (`−1
1 x1, . . . , `

−1
s xs, 0, . . . , 0) = (x1, . . . , x1, 0, . . . , 0). Portanto, (h, 1G)Σx(h, 1G)

−1

é um subgrupo axial de L o G e, pelo Lema 1.3.12, é maximal. Denote z = (h, 1G)x =

(x1, . . . , x1, 0, . . . , 0) e considere

(h, 1G) oµ (k, η) oµ (h, 1G)
−1 ∈ (h, 1G)Σx(h, 1G)

−1,

onde (k, η) ∈ Σx, com k = (k1, . . . , kN) ∈ LN e η ∈ G. Por (2.31),

(h, 1G) oµ (k, η) oµ (h, 1G)
−1z = z,

implicando que `j
−1kj`η−1(j)x1 = x1 para todo j ∈ J. Como A é o subgrupo de isotropia de x1,

segue que `j
−1kj`η−1(j) ∈ A. Claramente, `j

−1kj`η−1(j) ∈ L para todo j 6∈ J. Além disso, η ∈ QJ ,
pois como πG(Σ) deixa J invariante, temos πG(Σ) ⊆ QJ . Logo, (h, 1G) oµ (k, η) oµ (h, 1G)

−1 ∈
Σ(A, J), mostrando que

(h, 1G)Σx(h, 1G)
−1 ⊆ Σ(A, J).

Como (h, 1G)Σx(h, 1G)
−1 é maximal e Σx = Σ, temos que Σ(A, J) = (h, 1G)Σ(h, 1G)

−1, provando
o item (i) do teorema.

Resta mostrar que A é um subgrupo axial de L. Como A é um subgrupo de isotropia, basta
provarmos que FixU(A) é unidimensional. A�rmamos que

FixUN (Σ(A, J)) = Z = {(w, . . . , w︸ ︷︷ ︸
s vezes

, 0, . . . , 0); w ∈ FixU(A)}.
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Com efeito, seja y = (y1, . . . , yN) ∈ FixUN (Σ(A, J)). Então ((`1, . . . , `N), 1G)y = y para todo
((`1, . . . , `N), 1G) ∈ Σ(A, J). Se j ∈ J , então `jyj = yj para todo `j ∈ A, implicando que
yj ∈ FixU(A). Por outro lado, se j 6∈ J temos `jyj = yj para todo `j ∈ L, ou seja, yj ∈ FixU(L).

Como FixU(L) = {0}, por hipótese, segue que yj = 0 se j 6∈ J. Queremos mostrar agora que
yj = y1 para todo j ∈ J. Note que ((1L, . . . , 1L), σ) ∈ Σ(A, J) para todo σ ∈ QJ , de modo que

((1L, . . . , 1L), σ)y = y,

ou seja, yj = yσ−1(j) para todo j ∈ J e σ ∈ QJ . Como QJ age transitivamente em J , para cada
j ∈ J existe ηj ∈ QJ tal que η−1

j (j) = 1. Logo, yj = yη−1
j (j) = y1 para todo j ∈ J , de onde

obtemos que
y = (y1, . . . , y1︸ ︷︷ ︸

s vezes

, 0, . . . , 0) ∈ Z,

pois y1 ∈ FixU(A). Portanto, FixUN (Σ(A, J)) ⊆ Z.

Reciprocamente, se y = (w, . . . , w, 0, . . . , 0) ∈ Z, onde w ∈ FixU(A), então

((`1, . . . , `N), σ)y = (`1w, . . . , `sw, 0 . . . , 0) = (w, . . . , w, 0, . . . , 0) = y

para todo ((`1, . . . , `N), σ) ∈ Σ(A, J), pois `j ∈ A para todo j ∈ J e σ(J) = J. Logo, y ∈
FixUN (Σ(A, J)), ou seja, Z ⊆ FixUN (Σ(A, J)) e, portanto, FixUN (Σ(A, J)) = Z. Por (2.32),
FixUN (Σ(A, J)) é um subespaço unidimensional. Como (x1, . . . , x1, 0, . . . , 0) ∈ Z, pois A = Σx1 ,
então

FixUN (Σ(A, J)) = Z = [(x1, . . . , x1, 0, . . . , 0)],

implicando que
FixU(A) = [x1],

o que prova que FixU(A) é unidimensional. Desse modo, A ⊂ L é axial.

�

O próximo exemplo mostra a importância do Teorema 2.2.10 para a caracterização de todos
os subgrupos axiais de L o G em função apenas dos subgrupos axiais de L e dos blocos de
{1, . . . , N}. Com esse exemplo mostramos uma consequência natural em sistemas de células
acopladas com acoplamento do tipo produto coroa, que é a existência simultânea de células com
dinâmica não trivial, enquanto outras permanecem inativas. Para isso, utilizamos o seguinte
resultado cuja demonstração pode ser encontrada em [11].

Lema 2.2.11. Todo subgrupo de Dn é cíclico ou diedral. Mais especi�camente, todo subgrupo
H de Dn satisfaz um e, somente um, dos itens a seguir:

(i) H = 〈Rd
2π
n

〉, onde d|n;

(ii) H = 〈Rd
2π
n

, Ri
2π
n

κ〉, onde d|n e 0 ≤ i ≤ d− 1.

Demonstração: Veja [11, Theorem 3.1].

�
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Exemplo 2.2.12. Considere ẋ = F (x) um sistema de 15 células acopladas, onde x ∈ V = C
e F : V 15 → V 15 é um campo de vetores. Suponha que L = O(2) seja um grupo de simetrias
internas de cada célula e que G = D15 seja um grupo de simetrias globais desse sistema. As
ações de O(2) e D15 em C ∼= R2 são de�nidas por

φ : O(2)× C → C
(Rθ, z) 7→ eiθz

(κ, z) 7→ z̄

e

ψ : D15 × C → C
(R 2π

15
, z) 7→ ei

2π
15 z

(κ, z) 7→ z̄

,

onde θ ∈ [0, 2π), Rθ é a matriz de�nida em (1.2), κ é a matriz de�nida em (1.3) e z̄ denota o
conjugado de z ∈ C. Observe que FixC(O(2)) = {0} e queD15 pode ser visto como um subgrupo
de permutações de S15, uma vez que seus movimentos de rotação e de re�exão representam
bijeções de D15 em D15. De fato, renomeamos o conjunto {1, . . . , 15} por X = {0, . . . , 14} e
identi�camos os geradores R 2π

15
e κ, respectivamente, com as permutações

σ = (0 1 2 · · · 13 14)

e
β = (1 14)(2 13)(3 12)(4 11)(5 10)(6 9)(7 8)

de S15. O homomor�smo de grupos injetor ϕ : D15 → S15 de�nido por ϕ(R 2π
15

) = σ e ϕ(κ) = β

identi�ca cada elemento de D15 com uma permutação em S15, como mostramos na Tabela 2.1.
Em todo o exemplo, vamos confundir as permutações do subgrupo ϕ(D15) com os elementos
de D15.

Pelo Lema 2.2.11, como os divisores de 15 são 1, 3, 5 e 15, os subgrupos de D15 são:

〈Ri
2π
15
〉, 〈Ri

2π
15
, κ〉 e 〈Ri

2π
15
, Rj

2π
15

κ〉,

com i = 1, 3, 5, 15 e j = 1, . . . i−1. Esses subgrupos são caracterizados, a menos de conjugação,
como {I2}, Z3, Z5, Z15, D1, D3, D5 e D15.

Daqui em diante, denotamos a rotação R 2π
15

simplesmente por R. Vamos agora determinar
todos os possíveis blocos J de X e os respectivos subgrupos QJ associados. Como já menci-
onamos, os conjuntos unitários J = {j}, com 0 ≤ j ≤ 14, são blocos. De fato, o subgrupo
H = {I2} age transitivamente e mantém cada um desses conjuntos invariantes. Observe na
Tabela 2.1 que as únicas permutações que deixam J = {0} invariante são I2 e k, ou seja, para
J = {0} temos

QJ = 〈 k 〉 = D1.

Para o bloco J = {1}, as únicas permutações que o mantém invariante são I2 e κR13. Logo,
QJ = 〈κR13〉 ∼= D1. De modo análogo, é possível veri�car que para cada bloco unitário J = {j},
com 2 ≤ j ≤ 14, temos QJ = 〈κRi〉 ∼= D1 para um único i ∈ {1, . . . , 12, 14}.

Vamos mostrar agora que {0, 5, 10}, {1, 6, 11}, {2, 7, 12}, {3, 8, 13} e {4, 9, 14} também são
blocos. De fato, observe na Tabela 2.1 que dados dois índices i, j ∈ {0, 5, 10}, existe uma
permutação σ ∈ Z3 = {I2, R

5, R10} tal que σ(i) = j, o que mostra que Z3 age transitivamente
em {0, 5, 10}. Além disso, Z3 deixa {0, 5, 10} invariante. Logo, J = {0, 5, 10} é um bloco. Como
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Tabela 2.1: Identi�cação de D15 com um subgrupo de S15.

D15 Permutação

I2 id
R (0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14)
R2 (0 2 4 6 8 10 12 14 1 3 5 7 9 11 13)
R3 (0 3 6 9 12)(1 4 7 10 13)(2 5 8 11 14)
R4 (0 4 8 12 1 5 9 13 2 6 10 14 3 7 11)
R5 (0 5 10)(1 6 11)(2 7 12)(3 8 13)(4 9 14)
R6 (0 6 12 3 9)(1 7 13 4 10)(2 8 14 5 11)
R7 (0 7 14 6 13 5 12 4 11 3 10 2 9 1 8)
R8 (0 8 1 9 2 10 3 11 4 12 5 13 6 14 7)
R9 (0 9 3 12 6)(1 10 4 13 7)(2 11 5 14 8)
R10 (0 10 5)(1 11 6)(2 12 7)(3 13 8)(4 14 9)
R11 (0 11 7 3 14 10 6 2 13 9 5 1 12 8 4)
R12 (0 12 9 6 3)(1 13 10 7 4)(2 14 11 8 5)
R13 (0 13 11 9 7 5 3 1 14 12 10 8 6 4 2)
R14 (0 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1)
κ (1 14)(2 13)(3 12)(4 11)(5 10)(6 9)(7 8)
κR (0 14)(1 13)(2 12)(3 11)(4 10)(5 9)(6 8)
κR2 (0 13)(1 12)(2 11)(3 10)(4 9)(5 8)(6 7)
κR3 (0 12)(1 11)(2 10)(3 9)(4 8)(5 7)(13 14)
κR4 (0 11)(1 10)(2 9)(3 8)(4 7)(5 6)(12 14)
κR5 (0 10)(1 9)(2 8)(3 7)(4 6)(11 14)(12 13)
κR6 (0 9)(1 8)(2 7)(3 6)(4 5)(10 14)(11 13)
κR7 (0 8)(1 7)(2 6)(3 5)(9 14)(10 13)(11 12)
κR8 (0 7)(1 6)(2 5)(3 4)(8 14)(9 13)(10 12)
κR9 (0 6)(1 5)(2 4)(7 14)(8 13)(9 12)(10 11)
κR10 (0 5)(1 4)(2 3)(6 14)(7 13)(8 12)(9 11)
κR11 (0 4)(1 3)(5 14)(6 13)(7 12)(8 11)(9 10)
κR12 (0 3)(1 2)(4 14)(5 13)(6 12)(7 11)(8 10)
κR13 (0 2)(3 14)(4 13)(5 12)(6 11)(7 10)(8 9)
κR14 (0 1)(2 14)(3 13)(4 12)(5 11)(6 10)(7 9)

as permutações κ, κR5 e κR10 também deixam J = {0, 5, 10} invariante,

QJ = 〈R5, κ〉 = D3.

Do mesmo modo, dados i, j ∈ {1, 6, 11}, existe σ ∈ Z3 tal que σ(i) = j e, portanto, Z3 age
transitivamente em J = {1, 6, 11}. Como Z3(J) = J , então J é um bloco. As permutações
κR3, κR8 e κR13 também deixam J = {1, 6, 11} invariante e, assim,

QJ = {I2, R
5, R10, κR3, κR8, κR13}

é conjugado aD3. Analogamente, é possível mostrar que Z3 age transitivamente e mantém inva-
riante os subconjuntos de índices {2, 7, 12}, {3, 8, 13} e {4, 9, 14}, os quais são blocos associados
a QJ = D3 via conjugação. Observe que como Z3 deixa invariante apenas esses subconjuntos
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de índices de três elementos, eles são os únicos blocos nos quais Z3 age transitivamente.
A�rmamos que {0, 3, 6, 9, 12}, {1, 4, 7, 10, 13} e {2, 5, 8, 11, 14} também são blocos. Com

efeito, segue da Tabela 2.1 que dados dois índices i, j ∈ {0, 3, 6, 9, 12}, existe uma permutação
σ ∈ Z5 = 〈R3〉 tal que σ(i) = j, ou seja, Z5 age transitivamente em J = {0, 3, 6, 9, 12}, o qual é
um bloco uma vez que Z5(J) = J. As permutações κ, κR3, κR6, κR9 e κR12 também mantêm
tal J invariante. Logo,

QJ = 〈R3, κ〉 = D5.

Argumentos semelhantes mostram que Z5 age transitivamente e mantém invariante os sub-
conjuntos de índices {1, 4, 7, 10, 13} e {2, 5, 8, 11, 14}. Portanto, J = {1, 4, 7, 10, 13} e J =

{2, 5, 8, 11, 14} são blocos tais que QJ = D5 via conjugação. Como Z5 deixa invariante apenas
esses subconjuntos de índices, eles são os únicos blocos nos quais Z5 age transitivamente. De
modo análogo, pela Tabela 2.1 temos o seguinte:

− Os únicos blocos nos quais D1 = 〈κ〉 age transitivamente são J = {1, 14}, {2, 13}, {3, 12},
{4, 11}, {5, 10}, {6, 9} e {7, 8}. Como κ e I2 são as únicas permutações que deixam cada
J invariante, segue que QJ = D1.

− Os únicos blocos nos quais D3 = 〈R5, κ〉 age transitivamente são J = {1, 4, 6, 9, 11, 14},
{2, 3, 7, 8, 12, 13} e {0, 3, 6, 9, 12}, com D3(J) = J. As únicas permutações que mantêm os
dois primeiros blocos invariantes são I2, R5, R10, κ, κR5 e κR10. Nesse caso, QJ = D3.

Para J = {0, 3, 6, 9, 12}, obtemos QJ = D5 = 〈R3, κ〉.

− O único bloco no qual D5 age transitivamente é J = {1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 11, 13, 14}, com
D5(J) = J Além disso, as únicas permutações que mantêm J invariante são I2, R3, R6,
R9, R12, κ, κR3, κR6, κR9 e κR12. Portanto, QJ = D5.

− O único bloco no qual Z15 = 〈R〉 age transitivamente é J = {0, 1, . . . , 14}, com Z15(J) = J.

Claramente temos QJ = D15.

Na Tabela 2.2 exibimos todos os blocos J de X para o acoplamento do tipo O(2) oD15, com
os respectivos subgrupos QJ associados, a menos de conjugação (segunda e terceira colunas).
Na primeira coluna da tabela apresentamos os possíveis subgrupos H de G = D15 obtidos
utilizando o Lema 2.2.11. Observe que os blocos na segunda coluna são as órbitas de H em X

quando representamos a ação de D15 em C como

R 2π
15

: X −→ X

i 7−→ i+ 1 mod 15
e

κ : X −→ X

i 7−→ −i mod 15
.

A �m de utilizarmos o Teorema 2.2.10, precisamos agora determinar, a menos de conju-
gação, todos os subgrupos axiais de L = O(2). Para isso, seja A ⊂ O(2) um subgrupo axial.
Obviamente, I2 ∈ A. Suponhamos que exista Rθ ∈ SO(2) \ {I2} de modo que Rθ ∈ A. Tome
z ∈ FixC(A) não nulo e escreva z = reiα, com α ∈ [0, 2π) e r > 0. Como Rθ ∈ A, temos

eiθz = z,

isto é, rei(θ+α) = reiα, o que ocorre se, somente se, θ = 0. Mas isso é uma contradição, pois
Rθ 6= I2. Assim, a menos de conjugação, o único subgrupo axial de O(2) é Zκ2 = 〈κ〉, uma vez
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Tabela 2.2: Classi�cação dos blocos de X.

H Bloco J QJ

I2 {j}, 0 ≤ j ≤ 14 D1

Z3 {0, 5, 10}, {1, 6, 11}, {2, 7, 12}, {3, 8, 13}, {4, 9, 14} D3

Z5 {0, 3, 6, 9, 12}, {1, 4, 7, 10, 13}, {2, 5, 8, 11, 14} D5

Z15 {0, 1, . . . , 14} D15

D1 {1, 14}, {2, 13}, {3, 12}, {4, 11}, {5, 10}, {6, 9}, {7, 8} D1

D3
{1, 4, 6, 9, 11, 14}, {2, 3, 7, 8, 12, 13} D3

{0, 3, 6, 9, 12} D5

D5 {1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 11, 13, 14} D5

que
FixC(Zκ2) ∼= R.

Pelo Teorema 2.2.10, os subgrupos axiais de O(2) oD15 são todos conjugados a

Σ(Zκ2 , J) = B1 × · · · ×B15 uQJ ,

com Bj = Zκ2 se j ∈ J e Bj = O(2) se j 6∈ J para cada bloco J listado na Tabela 2.2. Além
disso, segue da demonstração da Proposição 2.2.7 que Σ(Zκ2 , J) é o subgrupo de isotropia de
x = (x0, x1, x2, . . . , x14) ∈ C15, onde xj = 0 se j 6∈ J e todos os xj são não nulos e iguais se
j ∈ J (veja (2.27)).

O resultado de nossa classi�cação pode ser visto na Figura 2.5, onde apresentamos os 14
padrões de células ativas e inativas em um anel de 15 células idênticas acopladas identicamente,
com simetria interna O(2) e simetria global D15. As células ativas estão destacadas em negrito,
de acordo com os blocos exibidos na Tabela 2.2.

2.2.3 Matrizes Σ(A, J)-equivariantes

Nesta subseção, apresentamos a forma geral das matrizes em MkN(R) que comutam com os
subgrupos axiais Σ(A, J) de L o G, onde A é um subgrupo axial de L e J é um bloco. Tal
caracterização é obtida no Teorema 2.2.16, onde mostramos que essa forma geral depende de
ambos os grupos L e G, cada um impondo restrições de um modo sistemático.

Dizemos que uma matriz G ∈ MkN(R) comuta com Σ(A, J) se G comuta com a matriz de
representação de cada (`, σ) ∈ Σ(A, J). Para a demonstração do Teorema 2.2.16 utilizamos os
três seguintes lemas. Por simplicidade, vamos denotar igualmente um operador linear e sua
matriz com relação a uma base �xada.

Lema 2.2.13. Seja H um grupo de Lie agindo linearmente em um R-espaço vetorial U1 ⊕ U2,
onde U1 e U2 são subespaços H-invariantes. Suponha que U1 não tenha uma componente H-
irredutível que seja H-isomorfa a uma componente H-irredutível de U2. Seja P : U1 ⊕ U2 →
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Figura 2.5: Padrões para o acoplamento do tipo O(2) oD15.

U1 ⊕ U2 um operador linear H-equivariante. Então

P = Diag(P1, P2),

onde P1 : U1 → U1 e P2 : U2 → U2 são operadores lineares H-equivariantes.

Demonstração: Sejam β = {u1 . . . , un} e β̃ = {un+1, . . . , um} bases para os subespaços
vetoriais U1 e U2, respectivamente. Então C = {u1, . . . , un, un+1, . . . , um} é uma base de U1⊕U2.

Denote por P = (aij)m×m a matriz do operador linear P com relação à base C. Então

P (ui) =
n∑
j=1

ajiuj +
m∑

l=n+1

aliul,

para todo i = 1, . . . ,m. Considere agora as transformações lineares de�nidas por

P1 : U1 → U1

ui 7→
n∑
j=1

ajiuj
,

Q1 : U1 → U2

ui 7→
m∑

l=n+1

aliul
,

P2 : U2 → U2

uk 7→
m∑

l=n+1

alkul
e

Q2 : U2 → U1

uk 7→
n∑
j=1

ajkuj

para todo i = 1, . . . , n e k = n+ 1, . . . ,m. Logo,

P |U1
= P1 +Q1 e P |U2

= P2 +Q2,
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de modo que a matriz de P com relação à base C é dada por

P =

[
P1 Q2

Q1 P2

]
.

Como P é H-equivariante, então P (h · uj) = h · P (uj) para todo h ∈ H e j = 1, . . . ,m. Como
a ação de H em U1 ⊕ U2 é linear, segue que

P1(h · ui)− h · P1(ui) = h ·Q1(ui)−Q1(h · ui)

para cada i = 1, . . . , n e

P2(h · uk)− h · P2(uk) = h ·Q2(uk)−Q2(h · uk)

para cada k = n+ 1, . . . ,m. Observe que h · ui ∈ U1 e h · uk ∈ U2, pois U1 e U2 são subespaços
H-invariantes. Portanto, P1(h · ui) e Q2(h · uk) pertencem a U1, enquanto que P2(h · uk) e
Q1(h · ui) pertencem a U2. Pela mesma razão, h · P1(ui) e h ·Q2(uk) pertencem a U1, enquanto
que h · P2(uk) e h ·Q1(ui) pertencem a U2, implicando que

P1(h · ui)− h · P1(ui), h ·Q2(uk)−Q2(h · uk) ∈ U1

e
h ·Q1(ui)−Q1(h · ui), P2(h · uk)− h · P2(uk) ∈ U2

para todo h ∈ H. Logo,

P1(h · ui)− h · P1(ui) ∈ U1 ∩ U2 = {0} e h ·Q1(ui)−Q1(h · ui) ∈ U1 ∩ U2 = {0},

o que nos mostra que

P1(h · ui) = h · P1(ui) e Q1(h · ui) = h ·Q1(ui)

para todo h ∈ H e i = 1, . . . , n. Portanto, P1 e Q1 são H-equivariantes. Analogamente,

P2(h · uk)− h · P2(uk) ∈ U1 ∩ U2 = {0} e h ·Q2(uk)−Q2(h · uk) ∈ U1 ∩ U2 = {0}

para todo h ∈ H e k = n+ 1, . . . ,m, implicando que P2 e Q2 são H-equivariantes.
Considere uma decomposição de U1 = W1 ⊕ · · · ⊕Ws em uma soma direta de componentes

H-irredutíveis cuja existência é garantida pelo Corolário 1.2.3. Como Q1 é H-equivariante,
segue pelo Lema 1.2.13 que

Q1(Wj) = {0} ou Q1(Wj) é H-isomorfo a Wj

para todo j = 1, . . . , s. Em ambos os caso, Q1(Wj) é um subespaço H-irredutível de U2. Pela
sobrejetividade e linearidade de Q1, temos

U2 = Q1(W1)⊕ · · · ⊕Q1(Ws)

uma decomposição de U2 em componentes H-irredutíveis. Se Qj(Wj) for H-isomorfo aWj para
algum j, então U1 terá uma componente H-irredutível que é H-isomorfa a uma componente
H-irredutível de U2, o que contradiz a hipotése do lema. Assim, Q1(Wj) = {0} para todo
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j = 1, . . . , s, implicando que Q1 ≡ 0. Analogamente, decompondo U2 em uma soma direta
de componentes H-irredutíveis e utilizando novamente o Lema 1.2.13, podemos concluir que
Q2 ≡ 0. Portanto,

P =

[
P1 0

0 P2

]
,

como queríamos demonstrar.

�

Observamos que o lema anterior pode ser estendido a um operador

P : U1 ⊕ · · · ⊕ Un → U1 ⊕ · · · ⊕ Un,

com n > 2, em que cada subespaço H-invariante Ui não admite uma componente H-irredutível
que seja H-isomorfa a uma componente H-irredutível de Uj, para i 6= j.

Para o próximo resultado, lembremos que 1 ≤ s ≤ N.

Lema 2.2.14. Sejam J = {1, . . . , s} um bloco e A um subgrupo axial de L ⊆ O(k). Considere
G ∈MkN(R) uma matriz que comuta com Σ(A, J) da forma

G = Diag(G1, G2),

onde G1 = (gij) ∈ Msk(R), com gij ∈ Mk(R) para todo i, j = 1, . . . , s, e G2 ∈ Mk(N−s)(R).

Então

gija = agij, gii = g11 e gij = gσ(i)σ(j)

para todo a ∈ A, σ ∈ QJ e i, j = 1, . . . , s. Além disso, agij = gij para todo a ∈ A e i 6= j.

Demonstração: Como J = {1, . . . , s} é um bloco, temos por (2.25) que Σ(A, J) = (As ×
LN−s) u QJ . Considere o subgrupo H = (As × LN−s) u {1G} ⊂ Σ(A, J). Dado a ∈ A, como
1G é representado pela matriz identidade, temos por (1.27) que ((a, . . . , a︸ ︷︷ ︸

s vezes

, 1L, . . . , 1L), 1G) ∈ H

admite a representação matricial dada por

B =

[
Xks 0

0 Ik(N−s)

]
,

onde

Xks =


a 0k×k · · · a0×k

0k×k a · · · 0k×k
...

...
. . .

...
0k×k 0k×k · · · a

 .
Como G comuta com Σ(A, J), segue que G comuta com H. Em particular, GB = BG, ou seja,[

G1 0

0 G2

] [
Xks 0

0 I(N−s)k

]
=

[
Xks 0

0 I(N−s)k

] [
G1 0

0 G2

]
,
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implicando que G1Xks = XksG1. Assim,
g11 · · · g1s

g21 · · · g2s

...
. . .

...
gs1 · · · gss



a 0k×k · · · 0k×k
0k×k a · · · 0k×k
...

...
. . .

...
0k×k 0k×k · · · a

 =


a 0k×k · · · 0k×k
0k×k a · · · 0k×k
...

...
. . .

...
0k×k 0k×k · · · a



g11 · · · g1s

g21 · · · g2s

...
. . .

...
gs1 · · · gss

 ,
de onde segue que

gija = agij

para todo a ∈ A e i, j = 1, . . . , s. Novamente por (1.27), identi�camos o elemento

((a, 1L, . . . , 1L︸ ︷︷ ︸
s vezes

, 1L, . . . , 1L), 1G) ∈ H

com a matriz

D =

[
Yks 0

0 Ik(N−s)

]
,

onde

Yks =


a 0k×k · · · 0k×k
0k×k Ik · · · 0k×k
...

...
. . .

...
0k×k 0k×k · · · Ik

 .
Como GD = DG, por um cálculo simples obtemos G1Ysk = YskG1, ou seja,
g11 · · · g1s

g21 · · · g2s

...
. . .

...
gs1 · · · gss



a 0k×k · · · 0k×k
0k×k Ik · · · 0k×k
...

...
. . .

...
0k×k 0k×k · · · Ik

 =


a 0k×k · · · 0k×k
0k×k Ik · · · 0k×k
...

...
. . .

...
0k×k 0k×k · · · Ik



g11 · · · g1s

g21 · · · g2s

...
. . .

...
gs1 · · · gss

 ,
o que implica em ag1j = g1j para todo a ∈ A e j = 2, . . . , s. De um modo geral, considerando

((1L, . . . , 1L︸ ︷︷ ︸
l vezes

, a, . . . , 1L), 1G) ∈ H,

para todo l = 2, . . . , s, segue pelo mesmo argumento que aglj = glj para todo j = 1, . . . , s, com
j 6= l. Portanto, agij = gij para todo a ∈ A e i 6= j.

Usando novamente o fato de G comutar com Σ(A, J), temos que G comuta o grupo QJ
de�nido em (2.24), ou seja, G comuta com a matriz de representação [ρσ] de�nida em (1.13)
para todo σ ∈ QJ . Lembremos que [ρσ] = (Bij), em que cada entrada Bij é uma matriz de
ordem k tal que

Bij =

{
Ik, se i = σ(j)

0k×k, se i 6= σ(j)
,

para todo i, j = 1, . . . , N. Denotando as entradas da matriz G2 também por gij, temos que

(G[ρσ])ij =
N∑
l=1

gilBlj = girBrj = gir
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com r = σ(j) e

([ρσ]G)ij =
N∑
l=1

Bilglj = Birgrj = grj

com r = σ−1(i). Como G[ρσ] = [ρσ]G para todo σ ∈ QJ , segue que

giσ(j) = gσ−1(i)j

para todo σ ∈ QJ e i, j = 1, . . . , N. Em particular, como σ(J) = J temos

gij = gσ(i)σ(j) (2.33)

para todo i, j = 1, . . . , s. Resta mostrar que gii = g11 para todo i ∈ J. Sabemos que QJ age
transitivamente em J = {1, . . . , s}, ou seja, para cada i = 2, . . . , s existe σi ∈ QJ tal que
σi(1) = i. Por (2.33),

g11 = gσi(1)σi(1) = gii

para todo i = 2, . . . , s, o que conclui a prova.

�

Para o próximo lema lembremos que, segundo uma determinada ação, todo espaço vetorial
V admite uma decomposição da forma (1.19), em que cada Wk é uma componente isotípica de
V do tipo Uk, com Uk ⊆ V um subespaço irredutível sob a ação considerada (veja Teorema
1.2.8).

Lema 2.2.15. Seja A um subgrupo axial de L agindo em V = Rk. Então FixV (A) é uma
componente isotípica de V.

Demonstração: Como FixV (A) é um subespaço A-invariante unidimensional, então FixV (A)

é um subespaço A-irredutível de V. Seja W1 a soma de todos os subespaços A-invariantes de V
que são A-isomorfos a FixV (A). Claramente, FixV (A) ⊆ W1. Mostremos que W1 = FixV (A).

Seja Z um subespaço A-invariante de V que é A-isomorfo a FixV (A). Então existe um
isomor�smo linear A-equivariante ϕ : FixV (A) → Z, de modo que Z é um subespaço unidi-
mensional de V. Sejam B1 = {v} e B2 = {z} bases de FixV (A) e Z, respectivamente. Como ϕ
é uma bijeção, existe um único λ ∈ R tal que ϕ(λv) = z. Dado ` ∈ A,

`z = `ϕ(λv) = ϕ(`(λv)) = ϕ(λ(`v)) = ϕ(λv) = z

implicando que z ∈ FixV (A). Portanto, Z = FixV (A), o que mostra que

W1 = FixV (A).

Portanto, FixV (A) é uma componente isotípica de V.

�

O próximo teorema determina uma caracterização das matrizes em MkN(R) que comutam
com o subgrupo axial Σ(A, J) como de�nido em (2.25). Para compreendê-lo, vamos introduzir
duas novas notações com base no grupo QJ = {σ ∈ G; σ(J) = J}, onde J = {1, . . . , s}, como
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segue: dado σ ∈ QJ , a restrição σ|J : J → J é uma bijeção, de modo que σ|J pertence ao grupo
Ss das permutações de J. Denotamos por

QJ |J = {σ|J ; σ ∈ QJ} (2.34)

o subgrupo de Ss formado por tais bijeções. De modo análogo, como provamos na demonstração
da Proposição 2.2.5, se J̄ = {s + 1, . . . , N} é o complementar de J em {1, . . . , N}, então
σ(J̄) = J̄ para todo σ ∈ QJ . Logo, a restrição σ|J̄ : J̄ → J̄ é uma bijeção e, portanto, σ|J̄
pertence ao grupo SJ̄ das permutações de J̄ . Denotamos por

QJ |J̄ = {σ|J̄ ; σ ∈ QJ} (2.35)

o subgrupo de SJ̄ formado por essas bijeções.

Teorema 2.2.16. Seja G um subgrupo transitivo de SN e suponha que L ⊆ O(k) aja não
trivialmente e absolutamente irredutivelmente em V = Rk. Seja G ∈ MkN(R) uma matriz que
comuta com Σ(A, J), onde A ⊆ L é axial e J = {1, . . . , s} é um bloco. Então existe uma base
de V N tal que

G = Diag(G1, G2),

com
G1 = Diag(C,C1, . . . , C1︸ ︷︷ ︸

s vezes

) e G2 = Diag(λs+1Ik, . . . , λNIk), (2.36)

onde

C =


c11 c12 · · · c1s

c21 c11 · · · c2s

...
...

. . .
...

cs1 cs2 · · · c11

 ∈Ms(R),

C1 ∈ M(k−1)(R) e λs+1, . . . , λN ∈ R. Além disso, C comuta com QJ |J e G2 comuta com
QJ |{s+1,...,N}.

Demonstração: Primeiramente observe que FixV (L) = {0}. De fato, pelo Lema 1.2.12, como
a ação de L em V é absolutamente irredutível, então V é L-irredutível. Sendo FixV (L) um
subespaço L-invariante de V , segue que FixV (L) = {0} ou FixV (L) = V. A última igualdade
não pode ocorrer pois a ação de L em V é não trivial. Logo, FixV (L) = {0}. Vamos mostrar
inicialmente que se G ∈ MkN(R) comuta com Σ(A, J), então G = Diag(G1, G2), com G1 ∈
Mks(R) e G2 ∈Mk(N−s)(R). Considere

H = ({1L}s × LN−s)u {1G}

um subgrupo de Σ(A, J) = (As × LN−s)uQJ e escreva

V N = V s × {0}N−s ⊕ {0}s × V N−s.

Dados ((1L, . . . , 1L, `s+1, . . . , `N), 1G) ∈ H e w1 = (v1, . . . , vs, 0, . . . , 0) ∈ V s × {0}N−s, temos

((1L, . . . , 1L, `s+1, . . . , `N), 1G)w1 = (v1, . . . , vs, 0, . . . , 0) = w1 ∈ V s × {0}N−s.
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Além disso, dado w2 = (0, . . . , 0, vs+1, . . . , vN) ∈ {0}s × V N−s, temos

((1L, . . . , 1L, `s+1, . . . , `N), 1G)w2 = (0, . . . , 0, `s+1vs+1, . . . , `NvN) ∈ {0}s × V N−s.

Portanto, V s × {0}N−s e {0}s × V N−s são subespaços vetoriais H-invariantes de V N . Note que
H age trivialmente em V s × {0}N−s e não trivialmente em {0}s × V N−s.

A�rmamos agora que nenhuma componente H-irredutível de V s × {0}N−s é H-isomorfa
a uma componente H-irredutível de {0}s × V N−s. Com efeito, suponhamos que exista uma
componente H-irredutível Z1 de V s × {0}N−s H-isomorfa a uma componente H-irredutível Z2

de {0}s × V N−s. Então existe um isomor�smo linear H-equivariante φ : Z1 → Z2, ou seja,
φ(hw1) = hφ(w1) para todo h ∈ H e w1 ∈ Z1. Em particular,

((1L, . . . , 1L, `s+1, . . . , `N), 1G)φ(w1) = φ(((1L, . . . , 1L, `s+1, . . . , `N), 1G)w1) = φ(w1)

para todo ((1L, . . . , 1L, `s+1, . . . , `N), 1G) ∈ H e w1 ∈ Z1. Portanto, φ(w1) ∈ FixZ2(H) para
todo w1 ∈ Z1. Como Z2 é H-irredutível e H age não trivialmente em {0}s × V N−s, segue que
FixZ2(H) = {0}, pois FixZ2(H) é um subespaço H-invariante de Z2. Logo, φ ≡ 0, o que é
uma contradição. Portanto, segue a a�rmação. Como G comuta com Σ(A, J), em particular G
comuta com H. Pelo Lema 2.2.13,

G = Diag(G1, G2),

onde G1 : V s × {0}N−s → V s × {0}N−s e G2 : {0}s × V N−s → {0}s × V N−s são operadores
lineares H-equivariantes, ou seja, G1 ∈Mks(R) e G2 ∈Mk(N−s)(R) comutam com H.

Considere os subespaços vetoriais de {0}s × V N−s de�nidos por

Bi = ( 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
(i−1) vezes

, V, 0 . . . , 0) = {( 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
(i−1) vezes

, v, 0 . . . , 0); v ∈ V }

para cada i ∈ J̄ = {s + 1, . . . , N}. Observe que {0}s × V N−s = Bs+1 ⊕ · · · ⊕ BN . Mostremos
que G2 = Diag(Ps+1, . . . , PN), onde Pi : Bi → Bi é um operador linear H-equivariante, para
todo i ∈ J̄ . Dados ((1L, . . . , 1L, `s+1, . . . , `N), 1G) ∈ H e w = ( 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

(i−1) vezes

, v, 0 . . . , 0) ∈ Bi, temos

((1L, . . . , 1L, `s+1, . . . , `N), 1G)w = ( 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
(i−1) vezes

, `iv, 0 . . . , 0) ∈ Bi,

o que mostra que Bi é H-invariante, para todo i ∈ J̄ . Para concluirmos que Bi é um sub-
espaço H-irredutível de {0}s × V N−s, tome W um subespaço H-invariante de Bi. Então W =

{( 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
(i−1) vezes

, v, 0 . . . , 0); v ∈ Z} para algum subespaço Z de V. Dados ` ∈ L e w ∈ W , temos que

((1L, . . . , 1L︸ ︷︷ ︸
(i−1) vezes

, `, 1L . . . , 1L), 1G)w = (0, . . . , 0, `v, 0, . . . , 0) ∈ W.

Assim, `v ∈ Z para todo ` ∈ L e v ∈ Z, ou seja, Z é um subespaço L-invariante de V. Como
V é L-irredutível, Z = {0} ou Z = V. Portanto, W = {(0, . . . , 0)} ou W = Bi e, assim, Bi é
H-irredutível, para todo i ∈ J̄ .

76



A�rmamos que Bi e Bj não são H-isomorfos se i 6= j, com i, j ∈ J̄ . De fato, suponhamos
que exista um isomor�smo linear H-equivariante ψ : Bi → Bj para um par de índices i, j ∈ J̄ ,
com j 6= i. Então

ψ(((1L, . . . , 1L︸ ︷︷ ︸
(j−1) vezes

, `, 1L . . . , 1L), 1G)u) = ((1L, . . . , 1L︸ ︷︷ ︸
(j−1) vezes

, `, 1L . . . , 1L), 1G)ψ(u), (2.37)

para todo ` ∈ L e u ∈ Bi. Como ψ é linear, podemos escrever

ψ(u) = ( 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
(j−1) vezes

, ψj(u), 0 . . . , 0),

onde ψj : Bi → V é uma transformação linear. Para todo u = ( 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
(i−1) vezes

, v, 0, . . . , 0) ∈ Bi, como

j 6= i, temos que

((1L, . . . , 1L︸ ︷︷ ︸
(j−1) vezes

, `, 1L . . . , 1L), 1G)u = ( 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
(i−1) vezes

, v, 0, . . . , 0) = u

e, portanto, segue de (2.37) que

(0, . . . , 0, ψj(u), 0, . . . , 0) = (0, . . . , 0, `ψj(u), 0, . . . , 0),

ou seja, `ψj(u) = ψj(u) para todo ` ∈ L e u ∈ Bi. Logo, ψj(u) ∈ FixV (L) para todo u ∈ Bi.

Como FixV (L) = {0}, então ψj ≡ 0 e, assim, ψ ≡ 0, o que é uma contradição. Portanto,
se i 6= j, então Bi e Bj não são H-isomorfos. Pelo Lema 2.2.13 (mais precisamente, por sua
extensão a {0}s × V N−s = Bs+1 ⊕ · · · ⊕BN), concluímos que

G2 = Diag(Ps+1, . . . , PN),

onde Pi : Bi → Bi é um operador linear H-equivariante, para todo i ∈ J̄ , como queríamos
demonstrar.

Vamos agora caracterizar cada operador Pi. Observe que dado u ∈ Bi podemos escrever

Pi(u) = ( 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
(i−1) vezes

, ξ(u), 0 . . . , 0),

onde ξ : Bi → V é uma transformação linear. Como Pi é H-equivariante,

Pi(((1L, . . . , 1L︸ ︷︷ ︸
(i−1) vezes

, `, 1L . . . , 1L), 1G)u) = ((1L, . . . , 1L︸ ︷︷ ︸
(i−1) vezes

, `, 1L . . . , 1L), 1G)Pi(u),

de onde segue que

(0, . . . , 0, ξ(((1L, . . . , 1L︸ ︷︷ ︸
(i−1) vezes

, `, 1L . . . , 1L), 1G)u), 0, . . . , 0) = (0, . . . , 0, `ξ(u), 0, . . . , 0),
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para todo ` ∈ L. Portanto, se u = (0, . . . 0, v, 0, . . . , 0) ∈ Bi, então

ξ( 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
(i−1) vezes

, `v, 0, . . . , 0) = `ξ( 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
(i−1) vezes

, v, 0, . . . , 0) (2.38)

para todo ` ∈ L e v ∈ V. Para cada i ∈ J̄ , seja χi : V → V o operador linear de�nido por

χi(v) = ξ( 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
(i−1) vezes

, v, 0 . . . , 0)

para todo v ∈ V. Segue de (2.38) que χi(`v) = `χi(v) para todo ` ∈ L e v ∈ V. Portanto, χi
é L-equivariante. Como L age absolutamente irredutivelmente em V , existe λi ∈ R tal que
χi = λiIdV , onde IdV : V → V é operador identidade. Assim,

ξ(u) = ξ( 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
(i−1) vezes

, v, 0, . . . , 0) = λiv

para todo u = (0, . . . , 0, v, 0, . . . , 0) ∈ Bi, o que implica que Pi = λiIdBi para cada i ∈ J̄ .

Portanto,
G2 = Diag(λs+1Ik, . . . , λNIk), (2.39)

onde Ik denota a matriz identidade de ordem k. Observe que G2 = G|{0}s×V N−s . Como G comuta
com Σ(A, J) = (As×LN−s)uQJ , por hipótese, segue pelo Lema 1.4.5 que G comuta com QJ .
Assim, dados σ ∈ QJ e v̄ ∈ {0}s × V N−s,

G2(σ · v̄) = G|{0}s×V N−s(σ · v̄) = G(σ · v̄)

= σ ·G(v̄) = σ ·G|{0}s×V N−s(v̄) = σ ·G2(v̄), (2.40)

mostrando que G2 comuta com QJ . Em outras palavras, G2 é QJ -equivariante.
O próximo objetivo é mostrar que G1 = Diag(C,C1, . . . , C1︸ ︷︷ ︸

s vezes

), onde C1 ∈M(k−1)(R) e

C =


c11 c12 · · · c1s

c21 c11 · · · c2s

...
...

. . .
...

cs1 cs2 · · · c11

 , (2.41)

para cij ∈ R. De fato, pelo Teorema 1.2.8 e pelo Lema 2.2.15,

V = W1 ⊕ · · · ⊕Wr,

onde W1 = FixV (A) e cada Wl é uma componente isotípica de V para a ação de A. Seja B
uma base ordenada de V constítuida pela união das bases de W1, . . . ,Wr. Como A ⊂ L é axial,
então dimR FixV (A) = 1.Desse modo, podemos assumir B = {b1, . . . , bk} tal que FixV (A) = [b1].

Escreva
G1 = (gij)

tal que gij ∈ Mk(R) para todo i, j ∈ J = {1, . . . , s}. Pelo Lema 2.2.14, g11 comuta com A,
implicando que o operador linear associado g11 : V → V é A-equivariante. Pelo Teorema
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1.2.14,
g11(Wl) ⊆ Wl

para todo l = 1, . . . , r. Logo, existem c11 ∈ R e C1 ∈M(k−1)(R) tais que

g11 = Diag(c11, C1)

com relação à base B. Do mesmo modo, pelo Lema 2.2.14, gij comuta com A para todo i, j ∈ J.
No caso em que i = j, temos gii = g11. No caso em que i 6= j, utilizamos o mesmo argumento
descrito anteriormente para concluir, com relação à base B, que

gij = Diag(cij, Cij), (2.42)

onde cij ∈ R e Cij ∈M(k−1)(R).

Nosso próximo passo é mostrar que Cij = 0(k−1)×(k−1) para todo i 6= j. Para isso, considere
a matriz

Dij =

[
01×1 01×(k−1)

0(k−1)×1 Cij

]
∈Mk(R),

para i e j �xados tais que i 6= j. Seja

a =

[
Y1 Y2

Y3 Y4

]
∈ A,

onde Y1 ∈ M1(R), Y2 ∈ M1×(k−1)(R), Y3 ∈ M(k−1)×1(R) e Y4 ∈ M(k−1)(R). Novamente pelo
Lema 2.2.14, temos que agij = gij para todo a ∈ A e i 6= j, ou seja,[

Y1 Y2

Y3 Y4

] [
cij 01×(k−1)

0(k−1)×1 Cij

]
=

[
cij 01×(k−1)

0(k−1)×1 Cij

]
,

o que implica em Y2Cij = 01×(k−1) e Y4Cij = Cij. Disso decorre que

aDij =

[
Y1 Y2

Y3 Y4

] [
01×1 01×(k−1)

0(k−1)×1 Cij

]
=

[
01×1 01×(k−1)

0(k−1)×1 Cij

]
= Dij.

Logo, aDij(v) = Dij(v) para todo a ∈ A e v ∈ V , o que mostra que Dij(v) ∈ FixV (A) = W1.

Além disso, as coordenadas de Dij(v) com relação à base B é da forma [0 β2 · · · βk]t, com
β2, . . . , βk ∈ R, de modo que Dij(v) ∈ W2 ⊕ · · · ⊕Wr. Logo,

Dij(v) ∈ W1 ∩ (W2 + · · ·+Wr) = {0}

para todo v ∈ V , implicando que Dij = 0k×k. Portanto, Cij = 0(k−1)×(k−1) para todo i, j ∈ J
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distintos e, consequentemente,

G1 =



c11 01×(k−1) c12 01×(k−1) · · · c1s 01×(k−1)

0(k−1)×1 C1 0(k−1)×1 0(k−1)×(k−1) · · · 0(k−1)×1 0(k−1)×(k−1)

c21 01×(k−1) c11 01×(k−1) · · · c2s 01×(k−1)

0(k−1)×1 0(k−1)×(k−1) 0(k−1)×1 C1 · · · 0(k−1)×1 0(k−1)×(k−1)

...
...

...
...

. . .
...

...
cs1 01×(k−1) cs2 01×(k−1) · · · c11 01×(k−1)

0(k−1)×1 0(k−1)×(k−1) 0(k−1)×1 0(k−1)×(k−1) · · · 0(k−1)×1 C1


com relação à base B. Reordenando B, se necessário, segue que

G1 = Diag(C,C1, . . . , C1︸ ︷︷ ︸
s vezes

),

onde C é da forma (2.41).
Vamos mostrar agora que a matriz C comuta com QJ |J dado em (2.34), ou seja, C comuta

com a matriz de representação de toda permutação η ∈ QJ |J . De fato, se η ∈ QJ |J , então
existe uma permutação σ ∈ QJ tal que η = σ|J . Pelo Lema 2.2.14, giσ(j) = gσ−1(i)j para todo
σ ∈ QJ e i, j ∈ J. Por (2.42), temos ciσ(j) = cσ−1(i)j, de onde segue que

ciη(j) = cη−1(i)j (2.43)

para todo η ∈ QJ |J e i, j ∈ J. Pelo Exemplo 1.1.5, a matriz de representação Aη de η possui
entradas Aηij tais que

Aηij =

{
1, se i = η(j)

0, se i 6= η(j).

Logo,

(CAη)ij =
s∑
l=1

cilA
η
lj = ciη(j) e (AηC)ij =

s∑
l=1

Aηilclj = cη−1(i)j.

Utilizando (2.43), obtemos que (CAη)ij = (AηC)ij para todo i, j ∈ J , ou seja, CAη = AηC

para todo η ∈ QJ |J . Portanto, C comuta com QJ |J .
Resta mostrar que G2 comuta com QJ |J̄ dado em (2.35), o que signi�ca provar que G2|V N−s

é QJ |J̄ -equivariante para J̄ = {s + 1, . . . , N}. Por (2.39), podemos escrever o operador linear
G2 : {0}s × V N−s → {0}s × V N−s como

G2(0, . . . , 0, vs+1, . . . , vN) = (0, . . . , 0, λs+1vs+1, . . . , λNvN),

para todo vs+1, . . . , vN ∈ V. Como G2 é QJ -equivariante (veja (2.40)), temos que

(0, . . . , 0, λs+1vσ−1(s+1), . . . , λNvσ−1(N)) = G2(0, . . . , 0, vσ−1(s+1), . . . , vσ−1(N))

= G2(σ · (0, . . . , 0, vs+1, . . . , vN))

= σ ·G2(0, . . . , 0, vs+1, . . . , vN)

= σ · (0, . . . , 0, λs+1vs+1, . . . , λNvN)

= (0, . . . , 0, λσ−1(s+1)vσ−1(s+1), . . . , λσ−1(N)vσ−1(N))
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para todo σ ∈ QJ . Portanto,
λi = λσ−1(i) (2.44)

para todo σ ∈ QJ e i ∈ J̄ . Assim, dados τ ∈ QJ |J̄ e (vs+1, . . . , vN) ∈ V N−s, temos que

G2|V N−s(τ · (vs+1, . . . , vN)) = G2|V N−s(vτ−1(s+1), . . . , vτ−1(N))

= (λs+1vτ−1(s+1), . . . , λNvτ−1(N))

= (λτ−1(s+1)vτ−1(s+1), . . . , λτ−1(N)vτ−1(N))

= τ ·G2|V N−s(vs+1, . . . , vN),

o que conclui a demonstração do teorema.

�

Os dois próximos corolários impõem, sob certas condições, restrições no formato das matrizes
C e G2 obtidas no teorema anterior.

Corolário 2.2.17. Nas condições do Teorema 2.2.16, se QJ age transitivamente em J̄ =

{s+ 1, . . . , N}, então λs+1 = · · · = λN . Consequentemente, G2 = λs+1Ik(N−s).

Demonstração: Lembremos de (2.44) que λσ(i) = λi para todo σ ∈ QJ e i ∈ J̄ . Como QJ age
transitivamente em J̄ , para cada j ∈ J̄ existe σj ∈ QJ tal que σj(s+ 1) = j. Portanto,

λj = λσj(s+1) = λs+1

para todo j ∈ J̄ . Por (2.39), obtemos G2 = Diag(λs+1Ik, . . . , λs+1Ik) = λs+1Ik(N−s).

�

Corolário 2.2.18. Nas condições do Teorema 2.2.16, se G = SN , então G2 = λs+1Ik(N−s) e C
em (2.41) é uma matriz simétrica.

Demonstração: Começamos mostrando que QJ age transitivamente em J̄ = {s + 1, . . . , N}.
De fato, dados dois índices i, j ∈ J̄ , temos que η = (i j) ∈ G = SN . Como η(l) = l para todo
l ∈ J = {1, . . . , s}, então η ∈ QJ . Portanto, QJ age transitivamente em J̄ . Pelo Corolário
2.2.17, segue que

G2 = λs+1Ik(N−s).

Ainda, pelo Lema 2.2.14 temos gij = gσ(i)σ(j) para todo σ ∈ QJ e i, j ∈ J , de onde segue por
(2.42) que cij = cσ(i)σ(j). Em particular, como σ = (i j) ∈ QJ para todo i, j ∈ J , temos

cij = cσ(i)σ(j) = cji

para todo i, j ∈ J. Portanto, C é uma matriz simétrica.

�
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Capítulo 3

Bifurcação de Pontos de Equilíbrio com
Simetria do Tipo Produto Coroa

Nosso interesse no presente capítulo é mostrar a existência de soluções de pontos de equilíbrio
para um sistema de N células idênticas acopladas identicamente da forma

ẋ = F (x, λ),

onde F : V N × R → V N é uma aplicação suave L o G-equivariante, com L ⊆ O(k) o grupo
de simetrias internas de cada célula e G ⊆ SN o grupo de simetrias globais do sistema. Para
isso, vamos utilizar a teoria algébrica desenvolvida no Capítulo 2 juntamente com a teoria de
bifurcação equivariante apresentada em [20, XIII]. O ponto chave para a obtenção dos resultados
é a existência de um subgrupo de isotropia axial de L o G.

Este capítulo é dividido como segue: na Seção 3.1, apresentamos o Lema dos Ramos Equi-
variantes (Teorema 3.1.6), um resultado útil no estudo de problemas de bifurcação de pontos
de equilíbrio com simetrias. Na Seção 3.2, utilizamos o Lema dos Ramos Equivariantes para
provar a existência e a unicidade de um ramo de soluções simétricas para F (x, λ) = 0 (Teorema
3.2.3). Finalizamos essa seção com dois exemplos, onde elucidamos o Teorema 3.2.3 e descre-
vemos a forma geral das matrizes jacobianas de F que comutam com os subgrupos axiais de
Z2 o Z3 e Z2 o S3, respectivamente.

Daqui em diante, Γ denota um grupo de Lie (linear) agindo linearmente em Rn segundo a
ação (γ, x) 7→ γx, para todo γ ∈ Γ e x ∈ Rn. Além disso, Γ age trivialmente em R, de modo
que sua ação em Rn × R é dada por

γ(x, λ) = (γx, λ).

Em toda parte, vamos confundir γ ∈ Γ com o operador linear inversível ργ : Rn → Rn de�nido
como ργ(x) = γx. As principais referências neste capítulo são [13] e [20].

3.1 O Lema dos Ramos Equivariantes

Nesta seção, vamos mostrar como as simetrias de um problema de bifurcação podem impor
restrições na forma de suas soluções e no comportamento do sistema em torno de seu ponto
de bifurcação. O principal resultado desta seção é o Teorema 3.1.6, que garante a existência
de soluções com subgrupo de isotropia Σ ⊆ Γ para um problema de bifurcação Γ-equivariante,

82



desde que Σ seja axial.

De�nição 3.1.1. Sejam v0 ∈ Rn e F : U1 ⊆ Rn → Rm uma aplicação suave (de classe C∞)
de�nida em uma vizinhança U1 de v0. O germe de F em v0, denotado por F : (Rn, v0)→ Rm,
é o conjunto de todas as aplicações suaves G : U2 ⊆ Rn → Rm tais que existe uma vizinhança
U ⊆ U1 ∩ U2 de v0 em que F |U = G|U .

Dado Γ um grupo de Lie agindo em Rn × R, considere um sistema autônomo de EDOs da
forma

ẋ = F (x, λ), (3.1)

onde F : (Rn × R, (0, 0))→ Rn é um germe de uma aplicação suave Γ-equivariante, x = x(t) é
a variável de estado e λ ∈ R é um parâmetro auxiliar, chamado de parâmetro de bifurcação.

Observe que como F é Γ-equivariante, então x é uma solução de (3.1) se, e somente se, γx
é uma solução de (3.1), para todo γ ∈ Γ. De fato, se ẋ = F (x, λ), então

˙(γx) = γẋ = γF (x, λ) = F (γx, λ),

para todo γ ∈ R, onde a última igualdade segue da Γ-equivariância de F. A recíproca é trivial.
Em outras palavras, o sistema (3.1) não distingue soluções na mesma órbita.

Dizemos que (x, λ) ∈ Rn × R é um ponto de equilíbrio de (3.1) se

F (x, λ) = 0. (3.2)

A Γ-equivariância de F nos garante que o conjunto dos pontos de equilíbrio de (3.1) constitui
um subespaço Γ-invariante de Rn × R, pois se F (x, λ) = 0, então

F (γ(x, λ)) = F (γx, λ) = γF (x, λ) = 0.

Para cada λ ∈ R, seja n(λ) o número de x's para os quais (x, λ) é uma solução de F (x, λ) = 0.

Estamos interessados em analisar como variam as soluções de F em uma vizinhança de uma
solução (x0, λ0). Para esse estudo local, suponhamos que F esteja de�nido em alguma vizinhança
de (x0, λ0) e que n(λ) denote apenas o número de soluções nessa vizinhança. Temos então o
seguinte:

De�nição 3.1.2. Seja (x0, λ0) ∈ Rn × R tal que F (x0, λ0) = 0. Dizemos que (x0, λ0) é um
ponto de bifurcação da equação (3.2) se, para cada λ ∈ R, o número de soluções n(λ) mudar
conforme λ varia em uma vizinhança de λ0.

Note que se (x0, λ0) é um ponto de bifurcação, então det(dF )(x0,λ0) = 0, onde (dF )(x0,λ0)

denota a matriz jacobiana de F = (F1, . . . , Fn) com relação a x = (x1, . . . , xn), ou seja,

(dF )(x0,λ0) =

(
∂Fi
∂xj

(x0, λ0)

)
n×n

.

De fato, pelo Teorema da Função Implícita (veja [24, Cap. 6, Teorema 6]), se det(dF )(x0,λ0) 6= 0,

então F (x, λ) = 0 pode ser resolvida unicamente para x como uma função de λ, ou seja, para
cada λ próximo de λ0, existe uma única solução de F (x, λ) = 0 próxima de x0. Neste caso,
n(λ) = 1 para todo λ próximo de λ0, o que implica que (x0, λ0) não é um ponto de bifurcação.
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Mais ainda, vamos assumir que se (x0, λ0) é um ponto de bifurcação, então

(dF )(x0,λ0) = 0n×n.

Isso é válido pois se (dF )(x0,λ0) for não nula, podemos usar o método de redução de Liapunov-
Schmidt com simetrias (para mais detalhes, veja [19, VII, �3]) para reduzir F a uma aplicação
associada cuja matriz jacobiana se anula. Assim sendo, introduzimos a seguinte de�nição:

De�nição 3.1.3. Um problema de bifurcação com grupo de simetrias Γ é um germe Γ-equiva-
riante F : (Rn × R, (x0, λ0))→ Rn satisfazendo F (x0, λ0) = 0 e (dF )(x0,λ0) = 0n×n.

Daqui em diante, assumimos sem perda de generalidade que (x0, λ0) = (0, 0). O próximo
resultado, cuja prova será omitida, identi�ca uma classe �genérica� de problemas de bifurcação
com simetrias.

Proposição 3.1.4. Seja F : Rn × R → Rn uma família a um parâmetro de aplicações Γ-
equivariantes tais que F (0, 0) = 0. Seja W = ker(dF )(0,0). Então, genericamente, a ação de Γ

em W é absolutamente irredutível.

Demonstração: Veja [10, XIII, Proposition 3.2] para um esboço da prova.

�

Se F em (3.1) é um problema de bifurcação Γ-equivariante, então F (0, 0) = 0 e (dF )(0,0) =

0n×n. Neste caso, pela Proposição 3.1.4, podemos assumir que genericamanete a ação de Γ em
Rn é absolutamente irredutível, o que nos garante que

(dF )(0,λ) = c(λ)In (3.3)

para cada λ ∈ R, onde c(λ) ∈ R e In denota a matriz identidade de ordem n. De fato, segue
da Γ-equivariância de F que

F (ργ(x), λ) = ργ(F (x, λ))

para todo γ ∈ Γ e (x, λ) ∈ Rn × R. Pela regra da cadeia, como ργ : Rn → Rn é linear, temos

(dF )(ργ(x),λ)ργ = ργ(dF )(x,λ),

onde ργ na última igualdade está denotando a matriz do operador ργ com relação a uma base
de Rn �xada. Tomando x = 0 temos

(dF )(0,λ)ργ = ργ(dF )(0,λ)

para todo λ ∈ R. Isso signi�ca que a matriz jacobiana (dF )(0,λ) comuta com Γ, para todo λ ∈ R.
Como Γ age absolutamente irredutivelmente em Rn, as únicas matrizes que comutam com Γ

são as múltiplas escalares da identidade. Logo,

(dF )(0,λ) = c(λ)In (3.4)

para todo λ ∈ R, onde c : R → R é uma aplicação suave. Como (dF )(0,0) = 0n×n, temos
c(0) = 0.
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A próxima proposição nos fornece um modo de determinar soluções para (3.2) correspon-
dentes a uma classe especial de subgrupos de isotropia de Γ, os subgrupos axiais. Para o que
segue, Fλ : (Rn ×R, (0, 0))→ Rn denota a aplicação derivada de F = (F1, . . . , Fn) com relação
a λ cujas funções coordenadas são as derivadas parciais de Fi : (Rn×R, (0, 0))→ R com relação
a λ, para i = 1, . . . , n.

Proposição 3.1.5. Seja Γ um grupo de Lie agindo em Rn tal que

(i) FixRn(Γ) = {0};

(ii) Σ ⊂ Γ é um subgrupo axial;

(iii) F : (Rn × R, (0, 0))→ Rn é um problema de bifurcação Γ-equivariante satisfazendo

(dFλ)(0,0)(x0) 6= 0, (3.5)

para todo x0 ∈ FixRn(Σ) não nulo.

Então existe um único ramo de soluções suaves da forma (tx0, λ(t)) para a equação F (x, λ) = 0.

Demonstração: Seja (x, λ) ∈ FixRn(Σ) × R. Como F é um problema de bifurcação Γ-
equivariante, então

γF (x, λ) = F (γx, λ) = F (x, λ)

para todo γ ∈ Σ, onde a última igualdade segue pois x ∈ FixRn(Σ). Assim, F (x, λ) ∈ FixRn(Σ),
o que mostra que F (FixRn × R) ⊆ FixRn(Σ). Logo,

F |
FixRn (Σ)×R : FixRn(Σ)× R→ FixRn(Σ)

está bem de�nida. Como dimR FixRn(Σ) = 1, podemos escrever

F (tx0, λ) = h(t, λ)x0

para x0 ∈ FixRn(Σ) não nulo e h : R2 → R uma função suave. Como γF (0, λ) = F (0, λ) para
todo γ ∈ Γ, então F (0, λ) ∈ FixRn(Γ) = {0}, ou seja, F (0, λ) = 0 para todo λ ∈ R. Logo,
h(0, λ) = 0. Em termos da expansão de Taylor de h, podemos reescrever

F (tx0, λ) = k(t, λ)tx0, (3.6)

para alguma função k : R2 → R suave. Derivando (3.6) com relação a t, obtemos

∂k

∂t
(t, λ)tx0 + k(t, λ)x0 = (dF )(tx0,λ)(x0).

Calculando em t = λ = 0 e lembrando que (dF )(0,0) = 0n×n, temos que

k(0, 0)x0 = (dF )(0,0)(x0) = 0.

Como x0 é não nulo, então k(0, 0) = 0. Além disso, derivando (3.6) com relação a λ e depois
com relação a t, obtemos

∂2k

∂t∂λ
(t, λ)tx0 +

∂k

∂λ
(t, λ)x0 = (dFλ)(tx0,λ)(x0).
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Calculando em t = λ = 0 temos

∂k

∂λ
(0, 0)x0 = (dFλ)(0,0)(x0) 6= 0,

por hipótese. Logo,
∂k

∂λ
(0, 0) 6= 0. Pelo Teorema da Função Implícita, existe uma única função

λ : U ⊆ R→ R suave tal que λ(0) = 0 e k(t, λ(t)) = 0 para todo t ∈ U. Portanto,

F (tx0, λ(t)) = k(t, λ(t))tx0 = 0

e, consequentemente, (tx0, λ(t)) é um ramo de soluções suaves de F (x, λ) = 0, com t ∈ U.

�

O próximo teorema é um caso particular da Proposição 3.1.5 e fornece a base de muitos
resultados em teoria de bifurcação para problemas com simetria.

Teorema 3.1.6. (Lema dos Ramos Equivariantes) Suponha que Γ aja absolutamente irreduti-
velmente e não trivialmente em Rn e seja F : (Rn×R, (0, 0))→ Rn um problema de bifurcação
Γ-equivariante1 satisfazendo c′(0) 6= 0. Se Σ é um subgrupo axial de Γ, então existe um único
ramo de soluções suaves para F (x, λ) = 0 tal que o subgrupo de isotropia de cada solução é Σ.

Demonstração: Pelo Lema 1.2.12, o espaço Rn é Γ-irredutível. Como FixRn(Γ) é um subespaço
vetorial Γ-invariante de Rn e a ação de Γ em Rn é não trivial, segue que

FixRn(Γ) = {0}.

Agora, derivando (3.4) com relação λ e calculando em λ = 0, obtemos que(
∂2Fi
∂λ∂xj

(0, 0)

)
n×n

= c′(0)In,

onde Fi : (Rn ×R, (0, 0))→ R denotam as funções coordenadas de F , para i = 1, . . . , n. Como
F é de classe C∞, pelo Teorema de Schwarz ([24, Cap. 3, Teorema 4]) segue que

(dFλ)(0,0) =

(
∂2Fi
∂xj∂λ

(0, 0)

)
n×n

=

(
∂2Fi
∂λ∂xj

(0, 0)

)
n×n

,

o que implica em (dFλ)(0,0) = c′(0)In. Por hipótese, c′(0) 6= 0 e, assim,

(dFλ)(0,0)(x0) 6= 0

para todo x0 ∈ FixRn(Σ) não nulo. Portanto, pela Proposição 3.1.5, existe um único ramo
de soluções suaves (tx0, λ(t)) para F (x, λ) = 0. Claramente, o subgrupo de isotropia de cada
solução para t 6= 0 é Σ, pois como a ação de Γ em Rn × R é linear e x0 ∈ FixR(Σ), temos que

γ(tx0, λ(t)) = (γ(tx0), λ(t)) = (t(γx0), λ(t)) = (tx0, λ(t))

1Lembremos que se a ação de Γ em Rn é absolutamente irredutível e F é um problema de bifurcação

Γ-equivariante, então (dF )(0,λ) = c(λ)In para alguma função suave c : R→ R, com c(0) = 0.
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para todo γ ∈ Σ. Logo, Σ ⊆ Σ(tx0,λ(t)). Pelo Lema 1.3.12, segue que Σ é maximal e, portanto,
Σ = Σ(tx0,λ(t)). �

Observe que a vantagem da Proposição 3.1.5 sobre o Teorema 3.1.6 e que ela não exige que
a ação de Γ em Rn seja absolutamente irredutível. Entretanto, ela impõe uma condição de
não degenerescência, a saber a exigência (3.5), para cada subgrupo axial de Γ. Como vimos na
demonstração do Teorema 3.1.6, quando Γ age absolutamente irredutivelmente em Rn,

(dFλ)(0,0)(x0) = c′(0)x0

para todo x0 ∈ FixRn(Σ) não nulo. Consequentemente, (dFλ)(0,0)(x0) 6= 0 se, e somente se,
c′(0) 6= 0. No entanto, a vantagem da hipótese c′(0) 6= 0 sobre (3.5) é que ela vale simultanea-
mente para todos os subgrupos de Γ.

Portanto, genericamente, problemas de bifurcação com grupo de simetrias Γ têm soluções
correspondendo a todos os subgrupos axiais de Γ, os quais são maximais (Lema 1.3.12). Esse
processo é chamado �quebra de simetria�. Mais especi�camente, como F é Γ-equivariante e
FixRn(Γ) = {0}, então F admite a solução (0, λ) para todo λ ∈ R (Proposição 1.3.10), a qual
obviamente tem Γ como subgrupo de isotropia. Pelo Lema dos Ramos Equivariantes, obtemos
um conjunto de soluções não triviais (x, λ), com x 6= 0, que possui um subgrupo de isotropia
Σ $ Γ. Portanto, o ramo de pontos de equilíbrio cuja existência é garantida pelo Teorema 3.1.6
�quebra� a simetria de Γ para Σ.

Exemplo 3.1.7. Considere a ação de Dn em C ∼= R2 dada por

ψ : Dn × C → C
(R 2π

n
, z) 7→ ei

2π
n z

(κ, z) 7→ z̄

,

onde R 2π
n
é a matriz de rotação de ângulo 2π

n
e κ é a re�exão (1.3). O subgrupo de isotropia

de todo (x, 0) ∈ R2 é o subgrupo Zκ2 gerado por κ. Claramente, FixR2(Zκ2) = R× {0} é unidi-
mensional. Portanto, usando o Lema dos Ramos Equivariantes concluímos que, genericamente,
problemas de bifurcação Dn-equivariantes possuem soluções com simetria Zκ2 .

3.2 O Lema dos Ramos Equivariantes em Sistemas com

Simetria Produto Coroa

Nesta seção, vamos utilizar o Teorema 3.1.6 para provar a existência e a unicidade de um
ramo de soluções de pontos de equilíbrio para um sistema de N células idênticas acopladas
identicamente da forma

ẋ = F (x, λ), (3.7)

onde F : (V N ×R, (0, 0))→ V N é um germe de um campo de vetores suave L o G-equivariante,
com V = Rk, x = (x1, . . . , xN) a variável de estado e λ o parâmetro de bifurcação. Lembremos
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que L o G age trivialmente em R, ou seja,

(˜̀, σ)(x, λ) = ((˜̀, σ)x, λ) = (`1xσ−1(1), . . . , `Nxσ−1(N), λ) (3.8)

para todo ˜̀= (`1, . . . , `N) ∈ LN , σ ∈ G e (x, λ) ∈ V N × R.
Denotando F = (F1, . . . , FN), segue de (2.2) que

Fj(x, λ) = fj(xj, λ) + hj(x, λ)

para cara 1 ≤ j ≤ N , onde fj : (V × R, (0, 0)) → V governa a dinâmica interna da célula j e
hj : (V N × R, (0, 0))→ V descreve o acoplamento da célula j com as demais células. Como as
células são idênticas, temos que fj = f para todo 1 ≤ j ≤ N. Portanto,

Fj(x, λ) = f(xj, λ) + hj(x, λ). (3.9)

Assumindo que G aja transitivamente em {1, . . . , N}, então para cada j = 2, . . . , N �xado
existe uma permutação σj ∈ G tal que σ−1

j (1) = j. Como F é G-equivariante,

(F1(σ · x, λ), . . . , FN(σ · x, λ)) = F (σ · x, λ) = σ · F (x, λ) = (Fσ−1(1)(x, λ), . . . , Fσ−1(N)(x, λ))

para todo σ ∈ G e x ∈ V N . Em particular, para σj ∈ G tal que σ−1
j (1) = j, temos

Fj(x, λ) = Fσ−1
j (1)(x, λ) = F1(σj · x, λ) = F1((xj, xσ−1

j (2), . . . , xσ−1
j (N)), λ), (3.10)

para todo j = 2, . . . , N. Logo, as aplicações coordenadas Fj : (V N × R, (0, 0))→ V dependem
apenas de F1.

A partir de agora, vamos distinguir uma parte de F1 que depende apenas da variável x1 e
possivelmente do parâmetro λ. Em outras palavras, assumimos

F1(x, λ) = f(x1, λ) + h1(x, λ) (3.11)

para todo (x, λ) ∈ V N × R, onde

f(0, λ) = h1((x1, 0, . . . , 0), λ) = 0 (3.12)

para todo x1 ∈ V e λ ∈ R. Segue de (3.10) e de (3.11) que

Fj(x, λ) = f(xj, λ) + h1(σj · x, λ), (3.13)

para todo (x, λ) ∈ V N × R e j = 2, . . . , N , onde σj · x = (xj, xσ−1
j (2), . . . , xσ−1

j (N)). Em outras

palavras, a aplicação hj em (3.9) satisfaz hj(x, λ) = h1(σj · x, λ) para algum σj ∈ G.

Observação 3.2.1. Se FixV (L) = {0}, então a LN -equivariância de F com respeito à variável
x ∈ V N garante a não existência de termos constantes não nulos em cada função coordenada
F1, . . . , FN . De fato, se FixV (L) = {0}, então FixV N (LN) = {0}. Segue da Proposição 1.3.10
que F (0, λ) = 0 para cada λ ∈ R. Portanto, Fj(0, λ) = 0 para cada 1 ≤ j ≤ N , implicando que
Fj não possui termos constantes não nulos, ou seja, Fj não admite monômios que dependam
somente de λ. Assim, não há perda de generalidade em assumirmos que f e h1 de�nidas em
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(3.11) satisfaçam f(0, λ) = h1((x1, 0, . . . , 0), λ) = 0 para todo x1 ∈ V e λ ∈ R.

Destacamos a seguir algumas propriedades de simetrias que os germes das aplicações f e h1

de�nidas em (3.11) satisfazem com relação à ação de L em V.

Proposição 3.2.2. Seja F = (F1, . . . , FN) : (V N×R, (0, 0))→ V N um germe de uma aplicação
LoG-equivariante, onde LoG age em V N como em (2.19) e em V N×R como em (3.8). Suponha
que F1 seja escrito como em (3.11). Então f é L-equivariante e h1 é L-equivariante em x1 e
L-invariante em x2, . . . , xN .

Demonstração: Por hipótese, como F é L o G-equivariante, temos

F ((˜̀, σ)(x, λ)) = F ((˜̀, σ)x, λ) = (˜̀, σ)F (x, λ) (3.14)

para todo (˜̀, σ) ∈ L o G e (x, λ) ∈ V N × R. Em particular, para (˜̀, σ) = ((`, 1L, . . . , 1L), 1G) e
x = (x1, x2, . . . , xN), segue que

F ((`x1, x2, . . . , xN), λ) = (`F1((x1, . . . , xN), λ), . . . , FN((x1, . . . , xN), λ)),

e, portanto, F1((`x1, . . . , xN), λ) = `F1((x1, . . . , xN), λ). Por (3.11), temos que

f(`x1, λ) + h1((`x1, . . . , xN), λ) = `f(x1, λ) + `h1((x1, . . . , xN), λ) (3.15)

para todo ` ∈ L, (x1, . . . , xN) ∈ V N e λ ∈ R. Se x2 = · · · = xN = 0, então

f(`x1, λ) + h1((`x1, 0, . . . , 0), λ) = `f(x1, λ) + `h1((x1, 0, . . . , 0), λ)

e, por (3.12), vale que
f(`x1, λ) = `f(x1, λ) (3.16)

para todo ` ∈ L e (x1, λ) ∈ V × R. Portanto, f é uma aplicação L-equivariante, de modo que
(3.15) torna-se

h1((`x1, . . . , xN), λ) = `h1((x1, . . . , xN), λ)

para todo ` ∈ L e ((x1, x2, . . . , xN), λ) ∈ V N ×R. Logo, h1 é L-equivariante na coordenada x1.

Resta mostrar que h1 é L-invariante nas coordenadas x2, . . . , xN . Para isso, tome

((1L, . . . , `j, . . . , 1L), 1G) ∈ L o G

tal que `j ∈ L esteja na j-ésima coordenada do vetor (1L, . . . , `j, . . . , 1L) ∈ LN , para j ∈
{2, . . . , N} �xado. Segue de (3.14) que

F ((x1, . . . , `jxj, . . . , xN), λ) = (F1(x, λ), . . . , `jFj(x, λ), . . . , FN(x, λ))

para todo x = (x1, . . . , xN) ∈ V N , ou seja,

F1((x1, . . . , `jxj, . . . , xN), λ) = F1(x, λ).

Por (3.11), obtemos

h1((x1, . . . , `jxj, . . . , xN), λ) = h1((x1, . . . , xj, . . . , xN), λ)
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para todo `j ∈ L, com j ∈ {2, . . . , N}. A arbitrariedade de j implica na L-invariância de h1

com relação às coordenadas x2, . . . , xN .

�

Segue da proposição anterior que se a ação de L em V for absolutamente irredutível, então
(df)(0,λ) = C(λ)Ik para alguma função suave C : R → R. De fato, aplicando a regra da cadeia
em (3.16), temos que

(df)(`x1,λ)` = `(df)(x1,λ)

para todo ` ∈ L e (x1, λ) ∈ V ×R. Tomando x1 = 0, obtemos que (df)(0,λ) comuta com a ação
de L em V , o que garante que (df)(0,λ) é uma múltipla escalar da matriz identidade Ik, para
cada λ ∈ R. Portanto,

(df)(0,λ) = C(λ)Ik, (3.17)

para todo λ ∈ R.

No próximo resultado, relacionamos as condições do Lema dos Ramos Equivariantes entre
o sistema de N células acopladas ẋ = F (x, λ) dado em (3.7) e o sistema de uma única célula

u̇ = f(u, λ), (3.18)

em que f : (V × R, (0, 0)) → V satisfaz (3.9), ou seja, f é o germe da aplicação que governa
a dinâmica interna de cada célula do sistema (3.7). A ideia é impor as hipóteses do Lema
dos Ramos Equivariantes para f a �m de que F também esteja nas hipóteses de tal resultado,
garantindo assim a existência de soluções para F (x, λ) = 0 com subgrupo de isotropia menor
do que LoG. Para tanto, exigimos uma condição sobre a aplicação h1 e assumimos que a função
C : R→ R de�nida em (3.17) satisfaça C ′(0) 6= 0.

Teorema 3.2.3. Suponha que L ⊆ O(k) aja não trivialmente e absolutamente irredutivelmente
em V = Rk e que G ⊆ SN aja transitivamente em {1, . . . , N}. Considere o sistema (3.7) tal
que:

(i) F : (V N × R, (0, 0))→ V N seja L o G-equivariante;

(ii) F = (F1, . . . , FN), onde F1 é da forma (3.11) e Fj é da forma (3.13), para 2 ≤ j ≤ N ,
em que f : (V × R, (0, 0)) → V é um problema de bifurcação com grupo de simetrias L
tal que C ′(0) 6= 0 e h1 : (V N × R, (0, 0))→ V satisfaz(

∂h1

∂x1

)
(0,λ)

= 0k×k.

Se J ⊆ {1, . . . , N} é um bloco e A ⊂ L é um subgrupo axial, então existe um único ramo de
soluções suaves para F (x, λ) = 0 com subgrupo de isotropia Σ(A, J).

Demonstração: Como L age absolutamente irredutivelmente em V , temos pelo Lema 1.2.12
que V é L-irredutível. Sendo FixV (L) ⊆ V um subespaço L-invariante e a ação de L em V não
trivial, então

FixV (L) = {0}.
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Pela proposição anterior, f é L-equivariante e, portanto, f(0, λ) = 0 para todo λ ∈ R (Propo-
sição 1.3.10). Ainda, como FixV (L) = {0}, então FixV N (L o G) = {0}, uma vez que todo vetor
(x1, . . . , xN) ∈ V N �xado pela ação de L o G é, em particular, �xado por LN . Segue novamente
pela Proposição 1.3.10 que F (0, λ) = 0 para todo λ ∈ R. Em particular, F (0, 0) = 0.

Pelo Lema 2.2.2, como L age absolutamente irredutivelmente em V , temos que L o G age
absolutamente irredutivelmente em V N . Neste caso, como F é L o G-equivariante, segue que a
matriz jacobiana (dF )(0,λ) é como em (3.3), ou seja, (dF )(0,λ) é múltipla da matriz identidade
IkN . Por hipótese, F1(x, λ) = f(x1, λ) + h1(x, λ), onde(

∂h1

∂x1

)
(0,λ)

= 0k×k.

Logo, utilizando (3.17) concluímos que a derivada parcial de F1 com relação a x1 calculada no
ponto (0, λ) é dada por (

∂F1

∂x1

)
(0,λ)

= (df)(0,λ) +

(
∂h1

∂x1

)
(0,λ)

= C(λ)Ik

Como (dF )(0,λ) é múltipla da identidade e suas entradas são matrizes de ordem k, segue da
igualdade anterior que (dF )(0,λ) = C(λ)IkN . Como f é um problema de bifurcação satisfazendo
(3.17), temos que C(0) = 0. Logo, (dF )(0,0) = 0kN×kN , garantindo que F é um problema de
bifurcação com grupo de simetrias L o G, uma vez que F (0, 0) = 0.

Por hipótese, A é um subgrupo axial de L e J é um bloco. Pela Proposição 2.2.7, Σ(A, J)

de�nido em (2.25) é um subgrupo axial de L o G. Portanto, F satisfaz as hipóteses do Teorema
3.1.6 para Γ = L o G, n = kN e C ′(0) 6= 0, ou seja, existe um único ramo de soluções suaves
para F (x, λ) = 0 tal que o subgrupo de isotropia de cada solução é Σ(A, J).

�

Observe que se (u0, λ0) é uma solução de f(u, λ) = 0, então (x0, λ0) = ((u0, 0, . . . , 0), λ0) é
uma solução de F (x, λ) = 0. De fato, por (3.12) temos que h1((u0, 0, . . . , 0, λ0) = 0 e, portanto,

F1(x0, λ0) = f(u0, λ0) + h1((u0, 0, . . . , 0), λ0) = 0.

De modo análogo, �xado 2 ≤ j ≤ N , segue por (3.12) e por (3.13) que

Fj(x0, λ0) = f(0, λ0) + h1((0, u2, . . . , uN), λ0) = h1((0, u2, . . . , uN), λ0), (3.19)

onde ui = u0 para algum 2 ≤ i ≤ N e uj = 0 para todo j 6= i, com j = 2, . . . , N. Como F é
L o G-equivariante, segue de (3.14) para (˜̀, σ) = ((`, 1L, . . . , 1L), 1G) e x = (0, x2, . . . , xN) que

F ((0, x2 . . . , xN), λ0) = (`F1((0, x2 . . . , xN), λ0), . . . , FN((0, x2 . . . , xN), λ0)),

implicando que F1((0, x2 . . . , xN), λ0) = `F1((0, x2 . . . , xN), λ0) para todo ` ∈ L. Logo, por
(3.11),

f(0, λ0) + h1((0, x2, . . . , xN), λ0) = `f(0, λ0) + `h1((0, x2, . . . , xN), λ0).

Como f(0, λ0) = 0, temos que `h1((0, x2, . . . , xN), λ0) = h1((0, x2, . . . , xN), λ0) para todo ` ∈ L
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e, assim, h1((0, x2, . . . , xN), λ0) ∈ FixV (L) = {0}. Logo,

h1((0, x2, . . . , xN), λ0) = 0

para todo (0, x2, . . . , xN) ∈ V N . Voltando a (3.19) obtemos que Fj(x0, λ0) = 0 para todo
2 ≤ j ≤ N . Portanto, F (x0, λ0) = 0.

Concluímos, assim, que se (u0, λ0) = (0, 0) é um ponto de bifurcação de f(u, λ) = 0, então
(x0, λ0) = (0, 0) é um ponto de bifurcação de F (x, λ) = 0. Isso é válido, pois se (u0, λ0) = (0, 0)

é um ponto de bifurcação, o número n(λ) de u′s para os quais (u, λ) é solução de f(u, λ) = 0

varia para λ em uma vizinhança de λ0 = 0. Como para cada solução (u, λ) de f(u, λ) = 0 é
possível construir uma solução ((u, 0, . . . , 0), λ) para F (x, λ) = 0, segue que o número N(λ) de
x′s para os quais (x, λ) é solução de F (x, λ) = 0 varia para λ em uma vizinhança de λ0 = 0.

Portanto, (x0, λ0) = (0, 0) é um ponto de bifurcação de F (x, λ) = 0.

Para o próximo resultado, lembremos que se J é um bloco e A ⊂ L é o subgrupo de isotropia
de um elemento z ∈ V tal que dimR FixV (A) = 1, então Σ(A, J) é o subgrupo de isotropia de
x0 = (x1, . . . , xN) ∈ V N tal que

xj =

{
z, se j ∈ J
0, se j 6∈ J . (3.20)

Mais ainda, FixV N (Σ(A, J)) é gerado por x0 (veja a demonstração da Proposição 2.2.7). Com
isso em mente, segue da L o G-equivariância de F que

(dF )((˜̀,σ)x,λ)(
˜̀, σ) = (˜̀, σ)(dF )(x,λ) (3.21)

para todo (˜̀, σ) ∈ L o G e (x, λ) ∈ V N × R, onde (˜̀, σ) denota tanto o elemento de LN u G
quanto sua matriz de representação. Tomando x = x0 ∈ FixV N (Σ(A, J)), segue de (3.21) que

(dF )(x0,λ)(˜̀, σ) = (˜̀, σ)(dF )(x0,λ)

para todo (˜̀, σ) ∈ Σ(A, J), o que mostra que (dF )(x0,λ) comuta com Σ(A, J). Concluímos então
o seguinte:

Proposição 3.2.4. Seja F : (V N × R, (0, 0)) → V N um germe de uma aplicação L o G-
equivariante e considere Σ(A, J) o subgrupo de isotropia de x0, onde A ⊂ L é um subgrupo
de isotropia axial, J é um bloco e x0 = (x1, . . . , xN) é dado em (3.20). Então existe uma base
de V N tal que

(dF )(x0,λ) = Diag(G1, G2),

onde G1 e G2 são matrizes em Mks(R) e Mk(N−s)(R) satisfazendo (2.36).

Demonstração: O resultado segue diretamente do Teorema 2.2.16, uma vez que (dF )(x0,λ)

comuta com Σ(A, J).

�

Finalizamos essa seção com dois exemplos que ilustram o Teorema 3.2.3 para os casos em
que L o G = Z2 o Z3 e L o G = Z2 o S3. Também utilizamos a Proposição 3.2.4 para descrever
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a forma geral das matrizes jacobianas (dF )(x0,λ) que comutam com os respectivos subgrupos
axiais de Z2 o Z3 e Z2 o S3.

Exemplo 3.2.5. Considere o sistema
ẋ1 = (λ+ αx2

1 + βx2
2)x1

ẋ2 = (λ+ αx2
2 + βx2

3)x2

ẋ3 = (λ+ βx2
1 + αx2

3)x3

, (3.22)

que con�gura um sistema de três células idênticas acopladas identicamente. Como mostramos
no Exemplo 2.1.8, tal sistema foi proposto por Guckenheimer e Holmes [22] a partir de um
modelo de convecção rotativa e admite Z2 oZ3 como seu grupo de simetrias, em que Z2 = {−1, 1}
é o grupo de simetrias internas de cada célula e Z3 = {id, (1 3 2), (1 2 3)} é o grupo de simetrias
globais. Neste caso, Z2 o Z3 age em R3 × R como

(±1, σ)((x1, x2, x3), λ) = ((±xσ−1(1),±xσ−1(2),±xσ−1(3)), λ) (3.23)

para todo σ ∈ Z3, (x1, x2, x3) ∈ R3 e λ ∈ R. Note que L = Z2 age absolutamente irredutivel-
mente em V = R. De fato, se g : R→ R é um operador linear Z2-equivariante, então

g(−x) = −g(x)

para todo x ∈ R, ou seja, g é uma função ímpar. Como g é linear, g(x) = cx para algum
c ∈ R, ou seja, g é um múltiplo escalar do operador identidade, o que prova a a�rmação. Como
FixR(Z2) = {0} e G = Z3 é um subgrupo transitivo de S3, segue pelo Lema 2.2.2 que Z2 o Z3

age absolutamente irredutivelmente em V 3 = R3.

Observe que o único subgrupo axial de Z2 é A = {1}. Pela De�nição 2.2.3, os únicos blocos
do conjunto {1, 2, 3} são {1}, {2}, {3} e {1, 2, 3}, pois todo subconjunto unitário é bloco e Z3

age transitivamente em {1, 2, 3}, sendo esse o único deixado invariante por Z3. Por (2.25) e pela
Proposição 2.2.7, como A = {1} é axial, temos que

Σ(A, J) =


({1} × (Z2)2)u {id}, se J = J1 = {1}
(Z2 × {1} × Z2)u {id}, se J = J2 = {2}
((Z2)2 × {1})u {id}, se J = J3 = {3}

,

são subgrupos axiais de Z2 oZ3, uma vez que para tais blocos QJ = {σ ∈ Z3; σ(J) = J} = {id}.
Analogamente, para J4 = {1, 2, 3} temos que

Σ(A, J4) = ({1})3 u Z3

é um subgrupo axial de Z2 o Z3, uma vez que QJ4 = Z3. Como A é o subgrupo de isotropia de
x ∈ R∗, considerando z = x no vetor x0 de�nido em (3.20), concluímos2 que Σ(A, J1) = Σ(x,0,0),
Σ(A, J2) = Σ(0,x,0), Σ(A, J3) = Σ(0,0,x) e Σ(A, J4) = Σ(x,x,x), para todo x ∈ R∗. Resumimos
essas informações na Tabela 3.1, onde na primeira coluna listamos o elemento x0 para o qual
Σ(A, Ji) = Σx0 , para cada i = 1, 2, 3, 4.

2Lembremos que Σx0
denota o subgrupo de isotropia de x0 ∈ R3.
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Tabela 3.1: Subgrupos axiais de Z2 o Z3.

Representante Subgrupo axial

(x, 0, 0); x ∈ R∗ Σ1 = Σ(A, {1}) = ({1} × (Z2)2)u {id}

(0, x, 0); x ∈ R∗ Σ2 = Σ(A, {2}) = (Z2 × {1} × Z2)u {id}

(0, 0, x); x ∈ R∗ Σ3 = (Σ(A, {3}) = ((Z2)2 × {1})u {id}

(x, x, x); x ∈ R∗ Σ4 = Σ(A, {1, 2, 3}) = ({1})3 u Z3

Portanto, como Z2 o Z3 é o grupo de simetrias do sistema (3.22), o germe da aplicação
F : (R3 × R, (0, 0))→ R3 de�nida por

F ((x1, x2, x3), λ) = ((λ+ αx2
1 + βx2

2)x1, (λ+ αx2
2 + βx2

3)x2, (λ+ βx2
1 + αx2

3)x3)

é Z2 o Z3-equivariante. Escrevendo F = (F1, F2, F3), temos que F1 satisfaz (3.11) e F2, F3

satisfazem (3.13) para

f(x1, λ) = (λ+ αx2
1)x1, h1((x1, x2, x3), λ) = βx2

2x1, σ2 = (1 3 2) e σ3 = (1 2 3).

Observe que f é Z2-equivariante, ou seja, f(−x1, λ) = −f(x1, λ) para todo (x1, λ) ∈ R × R.
Além disso,

∂h1

∂x1

((0, 0, 0), λ) = βx2
2|x2=0 = 0.

Sendo a ação de L = Z2 em R não trivial e absolutamente irredutível e sendo G = Z3 um
subgrupo transitivo de S3, temos pelo Teorema 3.2.3 que existe um único ramo de soluções
suaves para F ((x1, x2, x3), λ) = 0 com subgrupo de isotropia Σi, para cada i ∈ {1, 2, 3, 4}, como
listado na Tabela 3.1.

Queremos agora utilizar a Proposição 3.2.4 para descrever a matriz jacobiana (dF )(x0,λ)

de F , para cada x0 ∈ R3 listado na primeira coluna da Tabela 3.1. Para tanto, precisamos
primeiramente determinar as matrizes em M3(R) que comutam com os subgrupos axiais Σi

listados na segunda coluna da tabela.
Considere o subgrupo axial Σ1 = ({1} × (Z2)2) u {id} associado ao bloco J1 = {1}. Pelo

Teorema 2.2.16, as matrizes G ∈M3(R) que comutam com Σ1 são da forma G = Diag(G1, G2)

tal que
G1 = (c) e G2 = Diag(λ2I1, λ3I1),

pois nesse caso k = s = 1. Portanto,

G =

 c 0 0

0 λ2 0

0 0 λ3

 , (3.24)

onde c, λ2, λ3 ∈ R. Logo, c, λ2 e λ3 são os autovalores de G e os vetores da base canônica
{e1, e2, e3} de R3 são seus autovetores associados. Em outras palavras, todo operador linear
G : R3 → R3 Σ1-equivariante admite a forma matricial (3.24) com relação à base canônica de
R3. Para os subgrupos axiais Σ2 = (Z2×{1}×Z2)u{id} e Σ3 = ((Z2)2×{1})u{id} obtemos o
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mesmo resultado, uma vez que renumerando as células podemos assumir que os blocos únitarios
são da forma J1 = {1}.

Considere agora o subgrupo axial Σ4 = ({1})3uZ3 associado ao bloco J4 = {1, 2, 3}. Nesse
caso, k = 1 e s = 3. Pelo Teorema 2.2.16, as matrizes em M3(R) que comutam com Σ4 são da
forma G = C, onde

C =

 a b c

d a e

f g a

 (3.25)

comuta com QJ4|J4
, como de�nido em (2.34). No presente caso, como QJ4 = Z3, temos QJ4|J4

=

Z3 cujos elementos admitem as seguintes matrizes de representação:

I3,

 0 1 0

0 0 1

1 0 0

 e

 0 0 1

1 0 0

0 1 0

 .
Portanto, G comuta com cada uma dessas matrizes, resultando em

G =

 a b c

c a b

b c a

 , (3.26)

com a, b, c ∈ R. Desse modo, o polinômio característico de G é dado por

pG(x) = (a− x)3 − 3bc(a− x) + b3 + c3 = (a+ b+ c− x)p2(x),

onde p2 é um polinômio de grau 2. Logo, os autovalores de G são a+b+c e mais dois autovalores
reais ou complexos. No caso em que a + b + c 6= 0, seu autoespaço associado é gerado pelo
vetor (1, 1, 1) = e1 + e2 + e3. Dessa forma, mostramos que todo operador linear G : R3 → R3

Σ4-equivariante admite a forma geral (3.26) com relação a uma base de R3 que contenha o
vetor (1, 1, 1). Uma lista de todas as matrizes que comutam com os subgrupos axiais Σi, para
i = 1, 2, 3, 4, é apresentada na Tabela 3.2.

Tabela 3.2: Forma geral das matrizes que comutam com os subgrupos axiais de Z2 o Z3 e seus
respectivos autovalores e autovetores.

Subgrupo axial Forma geral Autovalor Autovetor

Σ1,Σ2,Σ3

 c 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3

 c e1

λ2 e2

λ3 e3

Σ4

 a b c
c a b
b c a

 a+ b+ c e1 + e2 + e3

Dois autovalores reais
ou complexos

Considerando, portanto, cada x0 ∈ R3 listado na primeira coluna da Tabela 3.1, como a
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matriz jacobiana (dF )(x0,λ) comuta com o subgrupo axial Σi = Σx0 , segue pela Proposição 3.2.4
que (dF )(x0,λ) corresponde a uma das matrizes listadas na segunda coluna da Tabela 3.2.

Exemplo 3.2.6. Considere o produto coroa Z2 o S3 agindo em R3 × R como em (3.23) para
todo σ ∈ S3. Considere um sistema de três células idênticas acopladas identicamente da forma

ẏ = F (y, λ), (3.27)

em que (y, λ) ∈ R3 × R e F satisfaz as hipóteses do Teorema 3.2.3 para L = Z2 e G = S3.

Como mostramos no exemplo anterior, Z2 age absolutamente irredutivelmente em V = R.
Logo, pelo Lema 2.2.2, Z2 o S3 age absolutamente irredutivelmente em V 3. Os possíveis blocos
do conjunto {1, 2, 3} são {1}, {2}, {3}, {1, 3}, {1, 2}, {2, 3} e {1, 2, 3}, pois os subgrupos
{id, (1 2)}, {id, (1 3)} e {id, (2 3)} de S3 agem transitivamente e deixam invariantes {1, 2},
{1, 3} e {2, 3}, respectivamente. Além disso, S3 age transitivamente em {1, 2, 3}.

Como A = {1} é o único subgrupo axial de Z2, temos por (2.25) e pela Proposição 2.2.7
que

Σ(A, J) =


({1} × (Z2)2)u Z2, se J = J1 = {1}
(Z2 × {1} × Z2)u Z2, se J = J2 = {2}
((Z2)2 × {1})u Z2, se J = J3 = {3}

são subgrupos axiais de Z2 o S3, uma vez que QJ1 = {id, (2 3)} ∼= Z2, QJ2 = {id, (1 3)} ∼= Z2 e
QJ3 = {id, (1 2)} ∼= Z2. Ainda,

Σ(A, J) =


(({1})2 × Z2)u Z2, se J = J4 = {1, 2}
({1} × Z2 × {1})u Z2, se J = J5 = {1, 3}
(Z2 × ({1})2)u Z2, se J = J6 = {2, 3}

são subgrupos axiais de Z2 o S3, com QJ4 = {id, (1 2)}, QJ5 = {id, (1 3)} e QJ6 = {id, (2 3)},
todos isomorfos a Z2. Analogamente, para J7 = {1, 2, 3} temos

Σ(A, J7) = ({1})3 u S3

um subgrupo axial de Z2 o S3, pois QJ7 = S3. Como A = Σx para todo x ∈ R∗, considerando
z = x no vetor x0 de�nido em (3.20), obtemos:

Σ(A, J1) = Σ(x,0,0), Σ(A, J2) = Σ(0,x,0), Σ(A, J3) = Σ(0,0,x), Σ(A, J4) = Σ(x,x,0),

Σ(A, J5) = Σ(x,0,x), Σ(A, J6) = Σ(0,x,x) e Σ(A, J7) = Σ(x,x,x).

Na Tabela 3.3 exibimos todos esses subgrupos axiais com o respectivo elemento x0 para o qual
Σ(A, Ji) = Σx0 , para i = 1, . . . , 7.

Pelo Teorema 3.2.3, existe um único ramo de soluções suaves para F (y, λ) = 0 com grupo
de simetrias Σ(A, Ji), para cada i ∈ {1, . . . , 7}. Como a matriz jacobiana (dF )(x0,λ) comuta
com os subgrupos axiais Σ(A, Ji) = Σx0 , para descrevê-la vamos determinar a forma geral das
matrizes em M3(R) que comutam com tais subgrupos.

Considere Σ1 = ({1} × (Z2)2) u Z2 associado ao bloco J1 = {1}. Pelo Teorema 2.2.16, as

96



Tabela 3.3: Subgrupos axiais de Z2 o S3.

Representante Subgrupo axial

(x, 0, 0); x ∈ R∗ Σ1 = Σ(A, {1}) = ({1} × (Z2)2)u Z2

(0, x, 0); x ∈ R∗ Σ2 = Σ(A, {2}) = (Z2 × {1} × Z2)u Z2

(0, 0, x); x ∈ R∗ Σ3 = Σ(A, {3}) = ((Z2)2 × {1})u Z2

(x, x, 0); x ∈ R∗ Σ4 = Σ(A, {1, 2}) = (({1})2 × Z2)u Z2

(x, 0, x); x ∈ R∗ Σ5 = Σ(A, {1, 3}) = ({1} × Z2 × {1})u Z2

(0, x, x); x ∈ R∗ Σ6 = Σ(A, {2, 3}) = (Z2 × ({1})2)u Z2

(x, x, x); x ∈ R∗ Σ7 = Σ(A, {1, 2, 3}) = ({1})3 u S3

matrizes que comutam com Σ1 são da forma G = Diag(G1, G2), onde

G1 = (c) e G2 = Diag(λ2I1, λ3I1)

para c, λ2, λ3 ∈ R, pois nesse caso k = s = 1. Observe que QJ1 = {id, (2, 3)} age transitivamente
em J̄1 = {2, 3}. Pelo Corolário 2.2.17, segue que G2 = λI2. Portanto, temos

G =

 c 0 0

0 λ 0

0 0 λ

 , (3.28)

onde c, λ ∈ R. Os autovalores associados a G são c e λ cujos autoespaços associados são
Aut(c) = [e1] e Aut(λ) = [e2, e3], para c, λ 6= 0. Portanto, todo operador linear Σ1-equivariante
em R3 tem a forma matricial dada em (3.28) com relação à base canônica de R3. De modo
análogo, renumerando as células do sistema (3.27), obtemos que existe uma base de R3 tal que
as matrizes que comutam com Σ2 e Σ3 são da forma (3.28).

Considere agora o subgrupo axial Σ4 = (({1})2 × Z2) u Z2 associado ao bloco J4 = {1, 2}.
Pelo Teorema 2.2.16, as matrizes que comutam com Σ4 são da forma G = Diag(G1, G2), onde

G1 = C =

[
a b

c a

]
e G2 = (λ),

pois nesse caso k = 1 e s = 2. Como G = S3, temos pelo Corolário 2.2.18 que C é uma matriz
simétrica. Portanto,

G =

 a b 0

b a 0

0 0 λ

 , (3.29)

onde a, b, λ ∈ R. O polinômio característico de G é dado por

pG(x) = (λ− x)((a− x)2 − b2).

Logo, os autovalores de G são a + b, a − b e λ cujos autoespaços associados são Aut(a + b) =
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[e1+e2], Aut(a−b) = [e1−e2] e Aut(λ) = [e3], para a±b 6= 0. Portanto, todo operador linear em
R3 que é Σ4-equivariante admite a forma matricial (3.29) com relação à base {e1 +e2, e1−e2, e3}
de R3. Analogamente, renumerando as células do sistema (3.27), existe uma base de R3 segundo
a qual as matrizes que comutam com Σ5 e Σ6 são da forma (3.29).

Para o subgrupo axial Σ7 = ({1})3 u S3 associado ao bloco J7 = {1, 2, 3}, como k = 1 e
s = 3, temos pelo Teorema 2.2.16 que as matrizes emM3(R) que comutam com Σ7 são da forma
G = C, onde C é dada em (3.25) e comuta com QJ7|J7

= S3. As matrizes de representação de
cada elemento de S3 segundo a ação (3.23) são:

I3,

 1 0 0

0 0 1

0 1 0

 ,
 0 0 1

0 1 0

1 0 0

 ,
 0 1 0

1 0 0

0 0 1

 ,
 0 1 0

0 0 1

1 0 0

 e

 0 0 1

1 0 0

0 1 0

 .
Cálculo diretos nos mostram que se C em (3.25) comuta com tais matrizes de representação,
então

G = C =

 a b b

b a b

b b a

 , (3.30)

onde a, b ∈ R. O polinômio característico de G é dado por

pG(x) = (a− x)3 − 2b2(a− x) + 2b3 = (a+ 2b− x)((a− b)− x)2.

Logo, os autovalores da matriz G em (3.30) são a+ 2b e a− b cujos autoespaços associados são
Aut(a+ 2b) = [e1 + e2 + e3] e Aut(a− b) = [e2 − e1, e3 − e2], para a+ 2b, a− b 6= 0.

Tabela 3.4: Forma geral das matrizes que comutam com os subgrupos axiais de Z2 o S3 e seus
respectivos autovalores e autovetores.

Subgrupo axial Forma geral Autovalor Autovetor

Σ1,Σ2,Σ3

 c 0 0
0 λ 0
0 0 λ

 c e1

λ e2, e3

Σ4,Σ5,Σ6

 a b 0
b a 0
0 0 λ

 a+ b e1 + e2

a− b e1 − e2

λ e3

Σ7

 a b b
b a b
b b b

 a+ 2b e1 + e2 + e3

a− b e2 − e1, e3 − e2

Portanto, para cada x0 ∈ R3 listado na primeira coluna da Tabela 3.3, como (dF )(x0,λ)

comuta com o subgrupo axial Σi = Σx0 , segue pela Proposição 3.2.4 que (dF )(x0,λ) corresponde
a uma das matrizes listadas na segunda coluna da Tabela 3.4.
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Considerações Finais

Sistemas de células acopladas são estudados com o intuito de analisar os padrões dinâmicos
muitas vezes observados em fenômenos físicos e naturais. Cada célula é descrita por meio de
um sistema de equações diferenciais ordinárias e o acoplamento entre as células é determinado
por meio de uma matriz de conexão.

Neste trabalho estudamos o caso em que as células são idênticas e acopladas identicamente,
gerando sistemas de equações que apresentam simetrias inerentes à sua con�guração geométrica.
As simetrias induzidas pela forma do acoplamento entre as células são chamadas de simetrias
globais e formam um subgrupo G de permutações. Um outro grupo L de simetrias ocorre
quando as equações diferenciais que governam a dinâmica de cada célula têm suas próprias
simetrias internas. Focamos atenção ao caso em que o grupo total de simetrias do sistema é
dado pelo produto coroa de L por G, denotado por L o G.

Nas últimas décadas, o estudo da ação de grupos de simetrias também tem se mostrado
e�ciente para a descrição e modelagem de muitos sistemas físicos. Por essa razão, em um
primeiro momento utilizamos uma abordagem puramente algébrica, com base nas ferramentas
da teoria de representação de grupos em conjunto com a teoria de álgebra linear. Denotamos por
V N o espaço de todas as variáveis de estado de um sistema de N células idênticas acopladas
identicamente, onde V = Rk para algum natural k. Iniciamos nosso estudo caracterizando
os subespaços vetoriais de V N que são irredutíveis pela a ação do produto coroa L o G. Tal
caracterização é dada apenas em função de um subespaço L-irredutível de V.

Ainda sob o ponto de vista algébrico, caracterizamos via conjugação todos os subgrupos
axiais do produto coroa L oG em função dos subgrupos axiais de L e descrevemos a forma geral
das matrizes que comutam com tais subgrupos, utilizando as restrições impostas por ambos
L e G. Ressaltamos que a existência dos subgrupos axiais do produto coroa foram o ponto
chave para a obtenção dos resultados locais em teoria de bifurcação equivariante apresentados
no último capítulo da dissertação.

De um modo geral, a teoria de bifurcação de pontos de equilíbrio descreve como as soluções
de um sistema de equações diferenciais ordinárias podem se rami�car conforme o parâmetro de
bifurcação varia. No contexto com simetrias, essa teoria utiliza ferramentas de diversas áreas
da matemática, como o cálculo com múltiplas variáveis e a teoria de representação de grupos.
Utilizamos essa abordagem no contexto de sistemas de células idênticas acopladas com grupo
de simetrias L o G, com o intuito de mostrar a existência de soluções de equilíbrio para tais
sistemas. Nessa direção, o clássico Lema dos Ramos Equivariantes nos garante a existência e
a unicidade de um ramo de soluções que admitem como subgrupo de isotropia um subgrupo
axial de L o G.
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