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Resumo

Neste trabalho, estudamos as simetrias de sistemas de N células idénticas acopladas iden-
ticamente. Em tais sistemas podem surgir um grupo £ de simetrias internas e um grupo G de
simetrias globais cujas propriedades de acoplamento geram um grupo de simetrias total dado
pelo produto coroa £1G. Mais precisamente, £ G denota o produto semidireto £Y 4 G, onde
L é um grupo de Lie compacto e G é um grupo finito de permutagoes. Por meio de uma abor-
dagem algébrica, caracterizamos todos os subgrupos axiais de £ G, a menos de conjugacao,
em fungao dos subgrupos axiais de £ e dos chamados blocos do conjunto {1,..., N}. Também
descrevemos a forma geral das matrizes que comutam com esses subgrupos. Com base nesses
resultados e juntamente com o Lema dos Ramos Equivariantes, mostramos a existéncia de so-
lugoes de equilibrio para um sistema de células idénticas acopladas identicamente, admitindo
como o grupo de simetrias um subgrupo axial de £1G.

Palavras-Chave: células acopladas, simetrias, produto coroa, subgrupos axiais, solugoes de
equilibrio.



Abstract

In this work, we study the symmetries of systems of IV identical cells with identical coupling.
In such systems, a group £ of internal symmetries and a group G of global symmetries can arise
whose coupling properties generate a total symmetry group given by the wreath product £1G.
More precisely, £ G denotes the semidirect product £Y 4 G, where £ is a compact Lie group
and G is a finite group of permutations. Using an algebraic approach, we characterize all axial
subgroups of £1G, up to conjugation, depending on the axial subgroups of £ and the so-called
blocks of the set {1,..., N}. We also describe the general form of the matrices commuting with
these subgroups. Based on these results and together with the Equivariant Branching Lemma,
we show the existence of equilibrium solutions for a system of identical cells with identical
coupling, having as the group of symmetries an axial subgroup of £1G.

Key words: coupled cells, symmetries, wreath product, axial subgroups, equilibrium solutions.
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Introducao

Em diversas areas da matematica, da fisica e da biologia, as simetrias surgem de forma natural,
uma vez que as configuragoes geométricas podem ser simétricas. As simetrias presentes nas
equacoes de um modelo matematico simplificam sua andlise e justificam fen6menos dinamicos
que nao seriam esperados se elas nao fossem levadas em consideracao. Por essa razao, o estudo
de sistemas dindmicos com simetrias tem se estabelecido um ramo importante da teoria de
sistemas dinamicos nao lineares. Esse estudo é descrito formalmente por meio da teoria de
representacao de grupos, pois as equagoes diferenciais que regem tais sistemas sao equivariantes
e suas solucoes sao invariantes sob a agao de um grupo de simetrias.

Paralelamente, sistemas de células acopladas tem sido o foco de atencao de varios autores em
diversas areas, uma vez que muitos modelos e processos fisicos podem ser formulados por meio
desses sistemas. O termo “célula” é usado para indicar um sistema de equagoes diferenciais
ordinarias (EDOs). Um sistema de células acopladas é, portanto, um conjunto de células
com interacoes entre suas variaveis de estado. Mais especificamente, um sistema de N células
acopladas é da forma

i = F(a),

com z = (z1,...,zy) € RF)N e F: (R")N — (R*)Y um campo de vetores, em que k, N € N e
x; ¢ a variavel de estado da j-ésima célula representada pela equagao diferencial

Zj = fi(x;) + hy(z).

A aplicagdo f; : R¥ — R* governa a dinamica interna de cada célula e h; : (R*)N — RF
representa o acoplamento da célula j com as demais células.

De um modo geral, cada célula pode ser pensada como tendo um niimero de saidas e de
entradas provenientes de outras células do sistema. Assim, tais sistemas apresentam uma

0=

: . £
e :
Figura 1: Representagao grafica de um sistema de quatro células acopladas.
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“arquitetura de rede” que pode ser representada esquematicamente por um grafo orientado
cujos vértices correspondem as células e cada aresta direcionada corresponde a uma conexao
especifica de entrada-saida.

As especificidades dos sistemas de células acopladas despertaram o interesse de diversos
autores, como em |1, 4, 7, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 21, 26, 28|, entre outros. Alexander 2] foi um dos
primeiros a notar que a forma do acoplamento poderia afetar a dinamica do sistema ao analisar
uma colecao de osciladores' idénticos acoplados entre si por meio de canais de comunicacdo
unidirecionais e bidirecionais. Sistemas de células acopladas sao largamente utilizados com
o intuito de gerar padroes de oscilacao, muitas vezes observados em fenémenos naturais. O
reconhecimento e a classificacao de padroes tem importantes implicagoes em diversos campos
da ciéncia, abrangendo outros dominios cientificos além da matematica. Em sistemas fisicos
e bioldgicos, por exemplo, os padroes de oscilacao podem ser previstos, como mostrado por
Buono e Golubitsky [8, 9] em um estudo de locomogao animal. Mais especificamente, o Gerador
Central de Padroes de Locomogao (CPG) é um sistema distribuido na rede neural, localizado
na medula espinhal dos vertebrados, capaz de gerar sinais para o controle de movimentos
periodicos coordenados. Em [8, 9|, os autores classificam as simetrias espaco-temporais das
solucoes periddicas de sistemas de células idénticas acopladas, que modelam CPGs no estudo
da locomogao de quadripedes (marchas e galopes).

Neste trabalho, nossa atencao esta voltada a sistemas de células idénticas com acoplamento
idéntico, ou seja, a dinamica interna f; de cada célula é governada por uma tnica aplicacao e
o acoplamento h; entre as células tem a forma

N

hj(x) =Y Ci, j)h(wi, z),

i=1

para alguma aplicacao h : R* x R¥ — R* onde C(i,j) sdo as entradas de uma matriz de
conexao C'. Para esse tipo de acoplamento, surgem naturalmente dois conjuntos de simetrias: o
grupo L das simetrias internas, formado segundo as propriedades simétricas de f, e o grupo G
das simetrias globais induzido pela matriz C. O modo como £ e G se combinam pode gerar um
grupo de simetrias total dado pelo produto direto £ x G ou pelo produto coroa £1G. Baseado
em [17], concentramos nosso estudo no acoplamento do tipo produto coroa, que ocorre quando
a aplicacao de acoplamento h é invariante na coordenada x; e equivariante na coordenada
z; segundo uma agdao de £ em R*. Na mesma diregao, Dionne, Golubitsky e Stewart [18]
desenvolvem uma teoria andloga para o acoplamento produto direto e, embora os resultados se
apliquem a qualquer sistema com simetria do tipo produto direto, seus estudos sao feitos em
termos de uma rede de osciladores simétricos acoplados.

Uma segunda abordagem desse trabalho é utilizar a teoria de bifurcacao equivariante no
estudo de sistemas de células acopladas. O termo “bifurcacao” se refere ao fenomeno de apa-
recimento de novas solugoes de equilibrio em um sistema, além da solucao trivial, conforme
o parametro de bifurcacao varia. No contexto equivariante, as novas solucoes podem admi-
tir menos simetrias do que a solucao trivial, originando uma “quebra espontanea de simetria”.
Implicacoes dessa abordagem em sistemas de células acopladas estao presentes, por exemplo,
no estudo de redes de jungoes Josephson 3|, dispositivos supercondutores com importantes
aplicacoes tanto em tecnologia (chips de computadores) quanto em ciéncia basica. Cada célula

!Um oscilador é um sistema de EDOs com um ciclo limite periédico.
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¢ uma matriz de Josephson com k juncoes modelada por um sistema de EDOs com grupo de
simetrias internas Sy e cada rede forma um sistema de N células acopladas cujo acoplamento
ocorre de maneira idéntica com todas as células. Nesse caso, o grupo de simetrias globais é dado
pelo grupo de permutacoes Sy, de modo que Si ! Sy torna-se o grupo de simetrias do sistema.
Outros trabalhos em teoria de bifurcacao para sistemas de células acopladas sao apresentados
em [1, 2, 4, 13, 14, 15, 16, 28].

O texto esta organizado como segue. No Capitulo 1, apresentamos os conceitos bésicos da
teoria de representagao de grupos de Lie lineares. Na Segao 1.1, introduzimos a integral de
Haar, uma operacao que nos permite identificar todo grupo de Lie compacto com um subgrupo
do grupo ortogonal (Proposi¢ao 1.1.18). Na Secao 1.2, descrevemos a decomposicao de um
espaco vetorial de dimensao finita sob a acao de um grupo I' como uma soma direta de subes-
pagos [-irredutiveis (Corolario 1.2.3 e Teorema 1.2.8). Na Secao 1.3, introduzimos os conceitos
de subgrupo de isotropia e subespaco de ponto fixo, os quais nos dao informacoes sobre as pro-
priedades de uma aplicacao equivariante nao linear segundo a acao de um grupo. Finalizamos
o capitulo com a Secao 1.4, onde descrevemos a acao do produto coroa em um espago vetorial
de dimensao finita.

No Capitulo 2, apresentamos a parte central do projeto no estudo de sistemas de células
acopladas com simetria produto coroa £1G. Na Secao 2.1, definimos um sistema de N células
idénticas acopladas identicamente por meio de uma matriz de conexao C' e mostramos a relacao
entre as simetrias globais de um tal sistema e as entradas de C. Na Secao 2.2 desenvolvemos
a teoria linear e algébrica da acao do produto coroa em um espaco vetorial de dimensao finita
VN, dividida em trés partes: na Subsecao 2.2.1 descrevemos os subespacos £ ! G-irredutiveis
de V¥ (Lema 2.2.1), na Subsegio 2.2.2 caracterizamos os subgrupos axiais de £1G em funcao
dos subgrupos axiais de £ (Teorema 2.2.10) e na Subsec¢ao 2.2.3 determinamos a estrutura das
matrizes que comutam com os subgrupos axiais de £1G (Teorema 2.2.16).

No Capitulo 3, discutimos os conceitos bésicos da teoria de bifurcacao equivariante a fim de
aplicar no estudo de sistemas de células acopladas com simetrias. Na Secao 3.1, apresentamos
o classico Lema dos Ramos Equivariantes (Teorema 3.1.6), que garante, sob certas condigoes, a
existéncia de solucoes de equilibrio simétricas para problemas de bifurcagao com simetrias. Na
Secao 3.2, utilizamos o Teorema 3.1.6 para mostrar a existéncia de um tnico ramo de solugoes
de equilibrio para sistemas de células acopladas com simetria £ G, correspondendo a cada
um de seus subgrupos axiais (Teorema 3.2.3). Finalizamos essa se¢ao com dois exemplos que
esclarecem as implicagoes do Teorema 3.2.3.

12



Capitulo 1

Preliminares

A nocao de simetria (ou equivariancia) de um sistema de equagoes diferenciais ordinérias con-
siste em uma transformacgao que preserva alguma estrutura particular. No contexto de sistemas
de células acopladas, as simetrias sao transformacoes lineares que preservam, em especial, a dis-
posicao das células que compoem o sistema. O conjunto de todas essas transformacoes tem uma
estrutura de grupo e sua descricao formal é feita por meio da teoria de acao e representagao de
grupos.

Neste primeiro capitulo, apresentamos os conceitos basicos sobre grupos de Lie lineares
e a respectiva teoria de representacao em um espaco vetorial de dimensao finita. Para isso,
assumimos familiaridade com os conceitos elementares de teoria de grupos, como o de subgrupo
e homomorfismo de grupos, bem como com os conceitos topologicos em R", como conjuntos
abertos, fechados e compacidade.

De maneira geral, dividimos o capitulo como segue: na Secao 1.1, destacamos a existéncia
de uma integral invariante pela acdo de um grupo, a qual nos permite mostrar (Proposi¢do
1.1.18) que todo grupo de Lie linear compacto pode ser identificado como um subgrupo fechado
do grupo ortogonal. Na Secao 1.2, descrevemos uma decomposicao de um espaco vetorial de
dimensao finita sob a acao de um grupo I' como uma soma direta de subespacos ['-irredutiveis
cuja existéncia e unicidade sao garantidas no Corolarios 1.2.3 e no Teorema 1.2.8, respectiva-
mente. Na Secao 1.3, exploramos os conceitos de subgrupo de isotropia e subespago de ponto
fixo, os quais nos dao informacoes sobre as especificidades de uma aplicacdao equivariante nao
linear segundo a acao de um grupo I'. Na Secao 1.4, descrevemos a acao do produto coroa
em um espaco vetorial de dimensao finita, com base em um produto semidireto. Tal acao de-
sempenharda um papel importante no estudo das simetrias de um sistema de células acopladas
desenvolvido nos Capitulos 2 e 3.

Citamos os capitulos XII e XIII de [20] como a principal referéncia para o que apresentamos
a seguir, exceto para a Secao 1.4 cujo texto foi baseado em [6, Section 3].

1.1 Grupos de Lie Lineares

Um grupo de Lie ¢ uma variedade diferencidvel que admite uma estrutura de grupo em que
as operagoes de multiplicacao e inversao sao diferenciaveis. Para nossos propoésitos é suficiente
considerar apenas os grupos de Lie lineares cuja definicao é menos geral, como veremos adiante.

Sejam M, (R) o conjunto das matrizes quadradras de ordem n com entradas reais e GL(n) o
subconjunto de M, (R) de todas as matrizes inversiveis. Para definir uma topologia em M, (R),

13



utilizamos o isomorfismo ¥ : M, (R) — R” dado por

11 Q12 -+ Qip
Q21 QAg2 -+ QAgp

— (CL11> aiz, ..., a1, A21, @22, . . . 7ann)~
ap1 Ap2 - Ann

Dizemos que um subconjunto U de matrizes é um aberto em M, (R) se, e somente se, ¥(U) é um
aberto em R™. Assim, podemos considerar em GL(n) a topologia do subespago induzida por
M, (R). Note que GL(n) é um subconjunto aberto de M,,(R), pois se considerarmos a funcao

continua
det: M,(R) — R

1.1
A — Al (1.1)
onde |A| denota o determinante da matriz A, entdo GL(n) = det™" (R — {0}).

Definigao 1.1.1. Um grupo de Lie linear é um subgrupo fechado de GL(n), para algum n € N.

Dizemos que um grupo de Lie linear é compacto se ele for compacto como um subconjunto de
2

R,
Vejamos alguns exemplos de grupos de Lie lineares. Em todo o texto, A denota a transposta
de uma matriz A, A~! denota a inversa de A e I,, denota a matriz identidade em GL(n).

Exemplo 1.1.2. O grupo n-dimensional ortogonal O(n) formado pelas matrizes A € M,,(R)
satisfazendo
AA'=A'A=1,,

munido com a operacao de multiplicacao de matrizes, é um grupo de Lie linear compacto. De
fato, considerando a funcao continua

f: My,(R) — M,(R)
A — AAY 7

temos que O(n) = f~'({I,}). Como {I,,} é fechado em M, (R), segue pela continuidade de f
que f~1({I,}) ¢ um subconjunto fechado de M, (R) e, portanto, O(n) é fechado em M, (R).
Ainda, se A € O(n), entao

det(A)? = det(A) det(A") = det(AA") = det(I,) = 1,

ou seja, det(A) = £1. Assim, O(n) C GL(n), implicando que O(n) é um subconjunto fechado
de GL(n). Portanto, O(n) é um grupo de Lie linear. Como O(n) é um subgrupo fechado de
M, (R), segue que ele é compacto se as entradas das matrizes que o definem forem limitadas.

E isso de fato ocorre, pois se A = (a;;) € O(n), para cada i = 1,...,n temos /> 7 aj; = le,
assim, |a;;| < 1 para todo i,j = 1,...,n. Portanto, O(n) é um grupo de Lie linear compacto.

Exemplo 1.1.3. O grupo ortogonal especial SO(n) de todas as matrizes A € O(n) tais que
det(A) =1 é um grupo de Lie linear compacto. De fato, Considere a fungao

f: GL(n) — R
A — A

14



Note que f é uma funcdo continua, pois é a restri¢do da fungdo continua det definida em (1.1)
ao subconjunto GL(n) de M, (R). Entao, f~*({1}) = SO(n) ¢ um subconjunto fechado de
GL(n). Portanto, SO(n) é um grupo de Lie linear. Como SO(n) C O(n), as entradas das
matrizes que o definem sao limitadas, implicando que SO(n) é compacto.

No caso particular de n = 2, temos que SO(2) é gerado pelas matrizes de rotagoes definidas

por
cos(f) —sen(6)
= 1.2
Ho [ sen(d)  cos(0) (1.2)
onde 6 € [0,27). De fato, escreva A € SO(2) como
a b
A pu—
)
onde a, b, c,d € R. Como AA! = I, segue que A = A~1. Calculando a inversa de A e igualando-a
4 sua transposta obtemos que
a —b
A =
5

onde det(A) = a®+b* = 1. Assim, existe 6 € [0, 27) tal que a = cos(6) e b = sen(f) e, portanto,
A = Ry. Dessa forma, podemos identificar SO(2) com o grupo do circulo

St ={e? e C; 9c0,2n)}

pela aplicacao Ry — €. Como S* pode ser identificado com o intervalo [0,27) pela aplicacio
e — 0, podemos identificar o grupo especial ortogonal SO(2) com o intervalo [0, 27) por meio
da composigao Ry — € — 0. Analogamente, podemos mostrar que O(2) é gerado por SO(2)

K:[é _H (1.3)

e pela matriz de reflexao x, onde

pois se A € O(2) \ SO(2), entao existe 6 € [0,27) tal que A = kRy.

Exemplo 1.1.4. Todo grupo finito ¢é isomorfo a um grupo de Lie linear compacto. De fato, seja
G = {ay,as,...,a,} um grupo finito. Pelo Teorema de Cayley, G é isomorfo a um subgrupo
H do grupo Sg das permutagoes dos elementos de GG. Provemos agora que H é isomorfo a um
subgrupo de GL(n). Considere a fun¢ao

¢: H — GL(n)
o — A° ’

onde cada entrada Ag’j de A¢ é da forma

I, se a;=o(ay)

Al = { 0, se a;#o(a)).

Note que como cada o é uma bijecao de G em G, temos que se o(a;) = a;, entdo o(a;) # a;
para todo [ € {1,...,n} com [ # j e 0(a;) # a; para todo t € {1,...,n} com ¢ # i. Logo,
A? & uma matriz resultante da permutacao das linhas ou colunas da matriz identidade I,, e,
portanto, det(A?) = +1 para toda ¢ € H, o que mostra que ¢ estd bem definida. Vamos
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mostrar primeiramente que ¢ ¢ um homomorfismo de grupos. Sejam o,n € H. Entao
p(oon) = A7 = (A7),

onde A7 = 1se o(n(a;)) = a; e Aj" = 0se o(n(a;)) # a;. Pela definicdo de multiplicacao
de matrizes, temos que p(0)p(n) = B em que B é uma matriz cujas entradas B;; satisfazem

By =Y Aj Al
t=1

Assim, B;; = 1 se, e somente se, Af = A?j = 1, o que ocorre se, e somente se, o(a;) = a; e
n(a;) = a;. Portanto, B;; = 1 se o(n(a;)) = a; e By = 0 se a(n(a;)) # a;, isto &, By = A"
Logo,

p(oon) = (A7") = (Bij) = B = ¢(o)e(n),

mostrando que ¢ é um homomorfismo de grupos. Agora, se o, n € H sao tais que (o) = ¢(n),
entao

o _ AT

Aij - Aij?
para todo 4,5 € {1,...,n}. Se existir j € {1,...,n} tal que o(a;) # n(a;), entdo existe
t €{1,...,n} de modo que o(a;) = a; # n(a;), de onde resulta que
1 =A% #Al, =0,

o que é um absurdo. Logo ¢ = 7, implicando que ¢ é um homomorfismo injetor. Podemos
entao concluir que H é isomorfo a p(H) e, assim, G é isomorfo a p(H). Como o conjunto
gerado pelas permutagoes das linhas ou colunas da matriz identidade é um subconjunto finito
de GL(n), que é um espaco de Hausdorff, segue que ¢(H) é fechado em GL(n). Portanto, ¢(H)
é um grupo de Lie linear. A compacidade de ¢(H) segue do fato de que cada matriz A” possui
apenas as entradas 1 e 0. Portanto, identificando G' com ¢(H), segue que G é um grupo de Lie
linear compacto.

Exemplo 1.1.5. O grupo S, das permutagoes do conjunto {1,2,...,n}, com n > 1, é um
grupo de Lie linear compacto. De fato, como S,, ¢ um grupo finito, segue pelo exemplo anterior
que S, é um grupo de Lie linear compacto via a identificagao por meio do homomorfismo injetor

p: S, — GL(n)

o — A° ’ (1.4)

onde A? é a matriz com entradas

- 1, se 1=0(j)
J 0, se i#a(j).
A matriz A% é chamada de matriz de permutacao de o € S,,.

Exemplo 1.1.6. O grupo ciclico Z, de ordem n > 2, que pode ser identificado com o grupo
das matrizes de ordem 2 gerado pela rotacao Rz2x, é um grupo de Lie linear compacto.

Exemplo 1.1.7. O grupo diedral D,, de ordem 2n é o grupo gerado por dois elementos r e

s de ordens n e 2, respectivamente, tais que s or = r~! o s. Tal grupo pode ser identificado
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com o subgrupo de GL(2) gerado pela rotacdo Rz e pela reflexdao x dada em (1.3). Via tal
identificacao D,, ¢ um grupo de Lie linear compacto, uma vez que é um grupo finito.

Exemplo 1.1.8. O espaco euclidiano R™ pode ser visto como um grupo de Lie linear quando
identificado com o grupo das matrizes da forma

(1 a; ay -+ a,
o1 0 --- 0
o0 1 - 0], (1.5)
o0 0 - 1 ]
ondea; € R, 5 =1,...,n. Note que R" nao é um grupo de Lie linear compacto, pois as entradas

das matrizes em (1.5) nao sao limitadas.

1.1.1 Acoes e Representacoes de Grupos de Lie Lineares

Estamos agora interessados em determinar como um grupo de Lie linear transforma os elementos
de um espaco vetorial real de dimensao finita. Formalizamos essa ideia com os conceitos de
acao e representacao de grupos.

Definicao 1.1.9. Sejam I' um grupo de Lie linear e V' um espaco vetorial real de dimensdo
finita. Dizemos que I' age linearmente em V se existir uma aplicagao continua, chamada de

acao,
p: I'xV — V
(vsv) — y-v

tal que
(i) ¢(1p,v) = v, onde 1p € o elemento neutro de T'.
(i) Para cada v € T', a aplicagio p, : V — V definida por p,(v) = v € linear.

(iii) Se vy1,72 € T, entdo ¢(v1,d(y2,v)) = ¢(1 * Y2, v) para todo v € V', ou seja,

p’n © 10’72 = p’h*’yzv
onde x € a operacao em I

Note que o operador p, definido em (i7) é inversivel para todo v € I'. De fato, pelo item (¢)
da Definigao 1.1.9 temos que p;. = Id, onde Id : V — V é o operador identidade. Dado v € T,
como I' ¢ um grupo temos vy~ € T. Pelo item (ii7),

Pry O Py=1 = Prsy=1 = P1p = Id,

ou seja, p, € inversivel e (p,)~! = p,-1. Portanto, p, € GL(V') para todo v € T, onde GL(V)
denota o grupo dos operadores lineares inversiveis em V.

Definicao 1.1.10. Sejam I' um grupo de Lie linear e V. um espaco vetorial real de dimensdo
finita. Uma representagao de I' em V' é um homomorfismo de grupos p: T — GL(V).
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Assim, dada uma acao ¢ : I' x V — V, a aplicacao definida por

p: I' — GL(V)

1.6
A G ¥ ( )

¢ uma representacao de I' em V. De fato, pelo item (7i7) da Defini¢do 1.1.9 temos que

P(V1*72) = Pyrsge = Py © Prn = P(71) © p(72),

para todo 7,72 € I', implicando que p é um homomorfismo de grupos. Portanto, toda agao
estd associada a uma respresentacao, a qual nos diz como I' transforma todo o espaco V. Um
célculo simples prova que dada uma representagao p : I' = GL(V'), a aplicacdo

o: I'xV — V
(v,0) = p()(v)

é uma acao de I' em V. Portanto, toda representacao também estd associada a uma acao.

Observacao 1.1.11. Se I' é um grupo de Lie linear agindo linearmente em um espaco vetorial
real de dimensao finita V, entdo I' pode ser identificado com um subgrupo de GL(m), onde m
¢ a dimensao de V. De fato, todo v € I esté associado ao operador linear inversivel p, : V' — V
definido como no item (i) da Definicao 1.1.9. Considerando a matriz [p,] de p, com relacao
a uma base fixada de V, podemos identificar cada v € I' com a matriz [p,] € GL(m), que é
chamada de matriz de representagao de v em V.

Daqui em diante, V' é um R-espaco vetorial de dimensao finita. Todos os exemplos apre-
sentados a seguir serao utilizados no Capitulo 2.

Exemplo 1.1.12. Como todo grupo de Lie linear I' ¢ um subgrupo de GL(n), para algum
n > 1, entao existe uma acao natural de I' em V dada por

p: I'xV — V

(A,v) — Av’ (1.7)

onde Av representa a multiplicacao da matriz A € T' pelas coordenadas do vetor v € V em
relacao a uma base fixada de V. De fato, primeiramente observe que ¢ é uma aplicacao continua.
Se u,v € Ve a € R, entdo ¢(I,,v) = v e a aplicagdo pa : V — V definida por ps(v) = Av
satisfaz

palu+ av) = A(u+ av) = Au+ acAv = pa(u) + apa(v), (1.8)

para cada A € I', de onde segue que py4 é linear para todo A € I". Ainda, dados A, B € T,
¢(A,0(B,v)) = ¢(A, Bv) = A(Bv) = (AB)v = ¢(AB,v),

para todo v € V. Portanto, ¢ define uma acao de I' em V.

Observe que a matriz [p4] do operador linear py : V — V, com relagdo & base canonica de
V, coincide com A. Portanto, a acdo ¢ de I' em V' definida em (1.7) nos garante que a matriz
de representacao de A € I' é dada por A.

Exemplo 1.1.13. Neste exemplo, vamos identificar S' com o intervalo [0,27) por meio do
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isomorfismo e — . A aplicacao definida por

¢p: S'xC — C
, 1.
0,2) — €Y% (1.9)

¢ uma agao de S' em C. De fato, claramente ¢ é uma aplicagao continua e ¢(0,z) = z para
todo z € C. Ainda, dados z,w € C e XA € R, a aplicacio py : C — C definida por py(z) = €z
satisfaz

po(z + I w) = (2 + Iw) = 2 + Ae'w = py(2) + Apg(w),

para todo 0 € S1, implicando que py é linear para todo 6 € S. Se 6;,0, € S*, entao
¢(91a ¢(02a Z)) = ¢(917 eiOQZ) = 6i916i922 = ei(91+02)z = ¢((91 + 02)’ 2)7

para todo z € C. Portanto, ¢ dada em (1.9) define uma agao de S' em C.
Observe que, para cada 6 € S*,

po(1) = cos(f) +sen(f)i e py(i) = i = —sen(f) + cos(0)i.

Logo, a matriz de py com relagdo & base § = {1,i} de C como um espago vetorial real é dada
por
cos(f) —sen(6)
[pe] =
sen(f)  cos(6)

Portanto, a matriz de representagao de 6 em C é a matriz de rotagdo Ry definida em (1.2).

Exemplo 1.1.14. Seja Sy o grupo das permutagoes do conjunto {1,..., N}. A aplicacao ¢
definida por
6:  SyxVN 4 yN

(1.10)
(0, (V1,5 0m)) = (Ve1(1)s -+ Ugm1(n))

¢ uma acao de Sy em VY. De fato, ¢ ¢ uma aplicacdo continua, pois ¢ é linear. Ainda,
se id for a identidade de Sy e (vi,...,vx) € V¥, entdao ¢(id, (vi,...,vn)) = (v1,...,05).

Afirmamos que, para cada o € SV, a aplicagao p, : VN — V¥ definida por p,(v1,...,vn) =
(Vo=1(1) - - - s Ug=1()) € linear. Com efeito, sejam v = (vi,...,vn),w = (wy,...,wy) € VN e
A € R. Entao,
po(V+Aw) = po((v1 + Awy, ..., o8 + Awy))
= polT1,...,2N)
= (To101), -+ Tom1(I))5
onde x; = v; + Aw; para todo¢=1,..., N. Assim,

pU(U + )\w) = (Ug—l(l) + )\wa_l(l), sy Vo1 T+ /\wa—l(N))
= (Ugfl(l), e ,Ugfl(N)) + )\(wgfl(l), o ,wgfl(N))
= po(v) + Aps(w),

implicando que p, é linear para todo o € Sy. Agora, sejam 0,7 € Sy e v = (vy,...,vy) € V.
Entao
¢(a,¢(n,v)) = ¢(o, (vg1(1), -, V1))
¢(o, (Y1, - yn))
= Wo101)s - Yo 1 (V)
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onde y; = vy-1(;) para todo ¢ = 1,..., N. Assim, y,-1(5) = Vp-1(0-1(3i)) = V(on)-1(s), de onde segue
que
(b(U? 925(77; U)) = (U(Un)_l(l)7 cee 7U(UT])_1(N)) = (b((O-n)a U)'

Portanto, ¢ é uma acdo de Sy em V.

Observacgao 1.1.15. Sejam I' um grupo de Lie linear agindo nos espagos vetoriais reais de
dimensao finita V' e W por meio das acoes ¢ : ' xV — Ve ¢9 : ' x W — W, respectivamente.
Podemos definir uma acdo natural de I' em V' x W dada pela agao diagonal

p: I'xVxW — VW
(77 (va)) — (¢1(77U)7¢2<77w)) ‘

Sabemos que se f = {b,...,b,} e @« = {c1,...,cn} s@o bases de V e W, respectivamente,
entao

Q= {(bh Ow)a ceey (bn7 Ow)a (0U7 Cl)a ceey (Ova Cm)}
¢ uma base de V' x W, em que 0, ¢ o vetor nulo de V" e 0,, é o vetor nulo de W. Considerando

a base () e as respectivas representacoes

p: I' — GL(V) R r — GL(W)
Yo Py Yo Wy

de I'em V e em W, & possivel mostrar que a matriz de representacao de vy € 'em V x W é da

wy= [P 0]

Omxn [wv]

forma

onde [p,] e [w,] sdo as matrizes de representacao de v em V' e em W, respectivamente, e 0y,
e 0,,xn denotam matrizes nulas. Evidentemente, essa observagao se estende ao caso em que I’
age em um numero finito arbitrario de espagos vetoriais.

Exemplo 1.1.16. Seja O(k) o grupo ortogonal k-dimensional agindo em V' por meio da acao
dada em (1.7). A aplicacdo definida por

p: OENxVN  — VN
((ly,...,lN),v) — (Lvy,...,LnVN)

¢ uma agao de O(k)Y em V¥, onde v = (vy,...,vx). De fato, como cada fungao coordenada
de ¢ corresponde a agao de O(k) em V dada em (1.7), segue que cada uma delas ¢ continua.
Logo, ¢ é continua. Denotando por I € O(k) a matriz identidade, temos que

gO(([k, . ,[k>,1}) = ([kvl, c. >[kUN) = (Ul, . ,’UN> =,
para todo v = (v1,...,vy) € V. Agora, dado £ = (¢y,...,¢y) € O(k)", a linearidade da
aplicagao
N - VN — VN
(v1,...,o8) = (fv1,...,INVUN)

segue da linearidade da representagdo py, : V. — V de ¢; € O(k), como mostrado em (1.8).
Ainda, dados £ = (¢1,...,0n),E = (&,...,én) € O(K)N e v = (v1,...,vn) € VY, temos
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90<£7 (p(gv U)) = 90<€7 (glvlu o 7§NUN))

(616101, - InEnon)

(€£7 /U)’

onde (€ = (01&1, ..., InEN) e £;€; denota o produto de matrizes em O(k), para cadai=1,..., N.
Portanto, ¢ é uma acio de O(k)Y em V. Pelo Exemplo 1.1.12 temos que a matriz de repre-

sentacao de ¢; € O(k) coincide com ¢;, para todo ¢. Logo, pela observagio anterior, a matriz de

representacao de £ = ({1,...,fy) em VY é dada por
lr Ok oo+ Opxg
= | 2 o e (1.11)
Ok Ogxk o+ Ay

Antes de finalizarmos essa subsecao, vamos descrever em termos matriciais a representacao
ps : VN — V¥V de cada 0 € Sy segundo a acdo dada em (1.10). Comecemos com o caso
particular em que N = 3 e V = R?, ou seja, o grupo Sz das permutagoes do conjunto {1,2,3}
age em (R?)? por meio da agao (1.10).

Considere 0 = (123) € S3 a permutagdo tal que o(1) = 2, 0(2) = 3 e 0(3) = 1. Pelo
homomorfismo definido em (1.4), podemos identificar 0 com a matriz de permutagao

00 1
A7=110 0. (1.12)
010

Seja C' = {e1, ea} a base canonica de V e considere a base ordenada 8 = {b},b?, b3, 03,01, b2}
de V3 em que b} = (e1,0,0), b3 = (e2,0,0), by = (0,e1,0), b3 = (0,e9,0), bi = (0,0,¢;) e
b2 = (0,0, e,), onde a coordenada nula denota o vetor nulo (0,0) € R% Como a representacao
po : V3 — V3 definida por

po(V1,v2,v3) = (00—1(1), Us=1(2), UU_1(3)>

é linear, podemos determinar sua matriz [p,] com relacdo a base (3. Assim, temos:
po(b1) = (0,€1,0) = by;  po(b7) = (0, €3,0) = b3;
po(by) = (0,0,e1) = b33 po(b3) = (0,0, e2) = b3;
po(bs) = (€1,0,0) = by;  po(b3) = (e2,0,0) = bf,

uma vez que o (1) = 3, 071(2) = 1 e 071(3) = 2. Portanto, a matriz de p, com relagao a base

86
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0 0 | 10
0 | | 1
ol | Lo o0 oo
PAA=10 1 ] 00 | 00
00 | 1 0 0
00 ] 01 ] 0

Denotando por 0y a matriz nula de ordem 2 e por I, a matriz identidade de ordem 2, con-
cluimos que

[0o] = (Bjj),
onde cada entrada B;; ¢ uma matriz de ordem 2 tal que
B;; = { L2, > Z - U(D
O2x2, se 1 # d(j)

para todo i,j = 1,2,3. Em outras palavras, a matriz de representagdo de o = (123) segue o
mesmo padrao de formacao de sua matriz associada A% dada em (1.12), onde a entrada nula é
substituida pela matriz nula 0,9 e a entrada 1 é substituida pela matriz identidade I.

De um modo geral, seja V = R¥ para algum inteiro & > 1 e considere sua base canoénica
C ={ey,...,er}. Construa a base ordenada

B={bl,. .. b by .. bE b, DR )

de VY em que
bf« = (Ok, . ,Ok,et,Ok,. . Ok),

r—1 vezes

com cada coordenada nula representando o vetor nulo de R*. Assim, se Sy age em V¥ por
meio da ac¢do (1.10), entdo a matriz de representagio [p,] de o € Sy com relagdo a base 5 é
uma matriz de ordem kN dada por

[0s] = (Bij), (1.13)

onde cada entrada B;; ¢ uma matriz de ordem k tal que

B — I, se 1=0(j)
Yo kaka S€ { 7é J(])

Tal descricao de p, sera utilizada no Capitulo 2.

1.1.2 Integral de Haar

Nesta subsec¢ao, mostramos que todo grupo de Lie linear compacto I' C GL(n) pode ser identifi-
cado com um subgrupo fechado do grupo ortogonal O(n). Tal identificagao é feita na Proposicao
1.1.18 usando a integral de Haar, uma forma de integragao invariante sob translagoes por ele-
mentos de .
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Definicao 1.1.17. Seja f : I' = R uma funcao continua definida em um grupo de Lie linear
I'. A operacio fver f(v) € R € uma integral de Haar se satisfaz as sequintes trés propriedades:

(i) Linearidade: Para f,g: T — R funcdes continuas e A € R,

Lg@ﬂﬂ+ﬂﬁh={ﬁfﬂw+lgﬂw;

(11) Positividade: Se f(v) > 0 para todo v € T', entao

tLJMzm

(iii) Invaridncia por translagcdo: Para cada 6 € T' fizado,

Adwwakgm.

Em [23], o autor mostra que se I' for compacto e f() = 1 para todo v € I, entao f,yer ()
é finita, sendo a integral chamada normalizada se fveF f(yv) = 1. Neste caso, a integral de
Haar é tnica. A compacidade de I' também assegura que a integral de Haar é invariante por
translacoes a direita, ou seja, para cada 0 € I' fixado temos que

Agﬁm—ﬂgﬁw

Para mais detalhes sobre a integral de Haar, sugerimos |25].
O seguinte resultado mostra que a existéncia da integral de Haar para grupos de Lie com-
pactos conduz a uma acao por meio de transformacgoes lineares ortogonais.

Proposicao 1.1.18. Seja I' um grupo de Lie compacto agindo em um espaco vetorial V' e seja
[py] a matriz de representagio de y € I' em V' com relagdo a uma base ortonormal de V. Entdo
existe um produto interno em V' tal que, para todo v € T, [p,] € uma matriz ortogonal .

Demonstragao: Sejam ¢ : ' x V' — V uma a¢ao de I'em V e (, ) um produto interno em V.
Para cada v,w € V, considere a funcao

fow: I' — R
v o {py(v), py(w))

)

onde p, : V. — V & o operador linear definido por p,(v) = ¢(7,v) para cada v € I'. Note que
Jow(¥) = (u(7), gw(7)), em que g,, g, : I' = V s@o as aplicacoes definidas por g,(v) = p,(v)
e gu(y) = py(w). Sabemos que ¢ é continua, bem como sua restricdo ao conjunto I' x {v}.
A aplicagao h, : I' — I' x {v} definida por h,(vy) = (v,v) é continua, pois a primeira funcdo
coordenada é a identidade e a segunda funcao coordenada é constante. Logo, g, = ¢ o h, é
continua, pois ¢ a composicao de aplicacoes continuas. Como v € V' é arbitrario, g, = ¢ o hy,
também ¢é continua. Sendo o produto interno uma fun¢ao continua, segue que f,,, é continua.
Assim, fica bem definida a funcéo (, ) : V x V — R por

@w%jLJwMZ/Jm@%W» (1.14)
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Provemos agora que (, )1 define um produto interno em V. De fato, sejam v,u,w € Ve A € R.
Entao

(A +u,w)yp = /EF<p7(>\U+U>7p'y(w)>
- /eF<P7<)‘U) + pv(u), pV(w»
- / GF<Ap7(v), pr (W) + (py (), py(w))

SR IR ORIy SR AT WA

= ANv,w)p + (u, w)r.

Como <p7(v),pv(w)> = <p’)’(w)7pw(v)>7 segue também que <U7w>1" - <1U,U>1—n Por ﬁma se v 7é 07
entao p,(v) # 0, uma vez que p, é inversivel. Da positividade da integral, obtemos

o= [ o)) > .

Agora, como I' é compacto, a integral de Haar é invariante por translagoes a direita. Assim,
para cada 0 € I fixado temos

@w%aLgmm:[gnwmzlgwmmmw>

_/Qmmwmwmm»—m@wwm-

Como 0 é arbitrario, (v, w)p = (p,(v), py(w)), para todo v € I'. Como V' é um espaco vetorial
de dimensao finita, temos que

(v, w)p = {py(v), py (W) = <v,p: © p’Y(w)>F’

para todo v,w € V, onde pZ, € o operador adjunto de p,. Logo p} o p, € o operador identidade,
implicando que [p?][p,] = I,. Pelo fato de V' ser um espago vetorial real, segue que [p}] = 0],
onde t representa a transposta da matriz. Portanto, [p,]'[p,] = I,., ou seja, [p,] é uma matriz
ortogonal, para todo vy € I.

Lembremos que em todo o texto, V denota um espaco vetorial real de dimensao finita e I'
denota um grupo de Lie linear, que por um abuso de terminologia vamos chamar apenas de
grupo de Lie. Também vamos usar a notacao 7 -v para representar a acao linear ¢ : I'xV — V
de I em V da Definicao 1.1.9.
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1.2 Irredutibilidade

O estudo da acao de um grupo de Lie compacto I' em um espago vetorial V' pode ser feito por
meio de uma decomposi¢ao de V' em uma soma direta de subespacos ['-irredutiveis. Nesta secao,
descrevemos as propriedades bésicas dessa decomposicao e mostramos que ela sempre existe.
Em geral, tal decomposi¢cao nao ¢é tinica, mas existem condigoes que garantem a unicidade.

Definicao 1.2.1. Seja I' um grupo de Lie agindo em V.
(i) Um subespago W C 'V é T-invariante se yw € W para todo v €T e w € W.

(ii)) Um subespaco vetorial W C V' € I'-irredutivel se ele for I'-invariante e os seus unicos
subespagos T'-invariantes forem {0} e W.

Um exemplo simples para a definicio anterior pode ser visto considerando Z, = {—1,1}
agindo em V = R? como 1- (z,y) = (z,y) e —1- (z,y) = (—x, —y). Vejamos que o subespago
vetorial

W = {(x,0) € R* z € R}

é Zo-irredutivel. De fato, se (x,0) € W, entdao —1- (x,0) = (—x,0) € W e, assim, W é Zy-
invariante. Como W é unidimensional, segue que nao existe subespaco Zo-invariante de W
distinto de {0} ou W. Portanto, W é Zy-irredutivel.

Uma das principais caracteristicas das acoes de um grupo de Lie compacto I' é que subes-
pacos [-invariantes sempre admitem um complementar ['-invariante.

Proposicao 1.2.2. Sejam I' um grupo de Lie compacto agindo em V e W C V' um subespago
I'-invariante. Entao existe um subespaco I'-invariante Z C 'V tal que

V=WaoZ.

Demonstracao: Para cada v € I', considere p, : V' — V o operador linear definido por
p~(v) =7 -v. Como I' é compacto, segue da demonstracdo da Proposicao 1.1.18 que existe um
produto interno (, ) : V x V — R que satisfaz

<U, w>F = <p’7(v)> p“/<w)>F’

para todo v € I" e v,w € V. Seja W C V um subespaco I'-invariante. Por [4, Proposi¢do 6.3.4]
segue que V =W @ W+, onde

Wh={veV; (v,w)y, =0, Ywe W}

Tomando Z = W, precisamos provar que W+ é I'-invariante. De fato, sejam v € W+, w € W
e v € I'. Entao,

<pw(v>’w>1“ = <pv(v)7p7<p’fl(w))>r = <U»p'y*1(w)>r =0,

pois como W é I'-invariante segue que p,-1(w) =y~ '-w € W. Logo, (p,(v), w), = 0 para todo
w € W, de onde concluimos que v - v = p,(v) € W. Portanto, W+ é I-invariante.
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Segue do resultado anterior que V pode ser escrito como uma soma direta de subespagos
[-irredutiveis. Mais especificamente, temos:

Corolario 1.2.3. Seja I' um grupo de Lie compacto agindo em V. Entao existem subespacos
I-irredutiveis Vi, ..., Vs de 'V tais que V=V, & --- D V.

Demonstracao: Podemos assumir IV um espaco vetorial nao nulo. Se V' for I'-irredutivel, entao
Vi =V e o resultado estd provado. Se nao, tome V; C V um subespaco nao nulo ['-invariante
de menor dimensao entre todos os subespacos ['-invariantes de V' nao nulos. Obviamente, V; é
[-irredutivel. Pela Proposicao 1.2.2, existe um subespacgo I'-invariante Z de V' tal que

V=VieZ

Se Z for ['-irredutivel, entao o resultado esta provado. Se nao, tome V5 C Z um subespaco nao
nulo ['-invariante de menor dimensao entre todos os subespacos ['-invariantes de Z nao nulos.
Como Z C V é I'-invariante, entao V5 é um subespago ['-invariante de V', que é claramente
[-irredutivel. Pela Proposi¢ao 1.2.2, existe um subespago ['-invariante Z; C Z tal que

V=VeZ=VepV,d Z.

Se Z, for I'-irredutivel, entao provamos o resultado. Se nao, repetimos o processo. Como V'
¢ um espaco vetorial de dimensao finita, tal processo deve terminar em um numero finito de
passos, produzindo a decomposicao desejada de V' em subespacos I'-irredutiveis.

Em geral, a decomposicao de V' como no corolario anterior nao é tnica. Isso pode ser visto
na propria demonstragao, uma vez que a escolha do complementar I'-invariante na Proposicao
1.2.2 nao é tnica. O préximo exemplo também ilustra esse fato.

Exemplo 1.2.4. Seja V = M,(R). Consideramos a a¢ao de SO(2) em V definida pela multi-
plicacao de matrizes
Ry - A= RyA,

para todo Ry € SO(2) e A€V, com 6 € [0,27). Os subespagos vetoriais

a 0 0 c
u={[2 T owser) 0w {[0 <] aucs)

sao SO(2)-irredutiveis. De fato, dados Ry € SO(2), A € V] e B € V,, temos

mea= [0 ][5 o]~ Lo v 0] <

pop= | ) O [0 ][0 el Taem®) ] e,

Assim, V| e V5 sdo subespacos O(2)-invariantes. Agora note que os unicos subespacos de V;
) 2
sao os triviais e os da forma

oe{[ 3] ver o {(22] )
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para A € R fixado. Dados Ry € SO(2) e A € W, ndo nulo, temos

R a= [ o) O [ 0] = [t e b .

que ndo pertence a Wy se 0 # 0 e 6§ # m. De fato, como a # 0, a(sen(f) + Acos(f)) =
Aa(cos(f) — Asen(f)) se, e somente se, (1 + A\?)sen(d) = 0, ou seja, sen(f) = 0. De modo
analogo, dado B € W nao nula,

rer=[ 000 T [ o] =[ Tty o] v

para 6 # 0 e 0 # 7. Logo, Wy e W nao sdo subespacos SO(2)-invariantes de V;. Portanto, V)
& SO(2)-irredutivel. De forma analoga, podemos mostrar que V5 é SO(2)-irredutivel. Como
V =V @ Vs, temos uma decomposigao de My(R) como no Corolario 1.2.3.

Agora, o subespaco de V' dado por

8 ¢
- {[5 2] e

¢ também SO(2)-irredutivel e V' = V; & V3. Portanto, a decomposi¢ao de V' em subespagos
SO(2)-irredutiveis ndo é tnica.

Nosso proximo objetivo é encontrar condicoes sob as quais a decomposicao de V' como no
Corolario 1.2.3 é tnica. Para tanto, precisamos de dois conceitos prévios:

Definicao 1.2.5. Sejam V e W espacos vetoriais reais e I' um grupo de Lie agindo em V e
W por meio das acées ¢(v,v) =v-v e P(y,w) =vOw, para todoy €T, v eV ew e W.

(i) Dizemos que uma aplicagio G : V — W é T'-equivariante, ou comuta com T', se
G(y-v) =70 G(v),
para todo v € I' ev € V. Nesse caso, v € I' é chamado de simetria de G.

(i) Dizemos que Ve W sao T'-isomorfos se existir um isomorfismo linear A :V — W que é
I'-equivariante. Tal aplicacao A € chamada de I'-isomorfismo.

O ponto crucial da nao unicidade da decomposicao de V é a existéncia de subespagos I'-
irredutiveis que sao I'-isomorfos. Veja no exemplo anterior que V5 e V3 sao subespagos SO(2)-
isomorfos via o isomorfismo linear 7" : V5 — V3 dado por

0 ¢ 8¢ ¢
T =
( 0 d ) ( 8d d ) ’
para c,d € R. Calculos diretos mostram que

T(Ry- A) = Ry - T(A)

para todo Ry € SO(2) e A € Va.
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No entanto, podemos contornar essa ‘“repeticao” de subespacos irredutiveis combinando
todos os subespacos I'-irredutiveis de V' que sao I'-isomorfos entre si. Para isso, dependemos
dos dois proximos lemas.

Lema 1.2.6. Seja I' um grupo de Lie compacto agindo em um R-espaco vetorial W. Suponha

W =Y U,

onde cada U, é um subespaco I'-invariante e I'-isomorfo a algum subespaco I'-irredutivel fixado
U de W. Entao todo subespago I'-irredutivel de W ¢é I'-isomorfo a U.

que

Demonstragao: Mostremos primeiramente que « percorre um conjunto finito de indices, ou
seja,
W =Uy, DUy, ® - DUy, (1.15)

é uma soma direta finita de subespacos U, nas condicoes do lema, com U C W um subespago
[-irredutivel fixado. De fato, seja r = dimg W. Suponha que temos encontrado um subespago

Wi=Uy, ®Upy ® - DU,,_, CW.

Se W; = W, entao segue o resultado. Se nao, existe U,, C W tal que U,, ¢ W;. Como
U,, " W1 C U, é T-invariante e U, é T-irredutivel, entdo U,, N W; = {0}. Portanto, a soma
W1 + U, é uma soma direta e temos um subespaco

Wo =Upy, ®Un, © - UL, CW.

Se Wy = W, segue o resultado. Caso contrario, repetimos o processo. Como W é um espaco
vetorial de dimensao finita 7, concluimos que o processo tem um nimero finito de etapas e que
podemos decompor W como em (1.15), com s < 7.

Agora mostramos que se X é um subespaco ['-irredutivel de W, entao X é I'-isomorfo a U.
Se X =U,, para algum i € {1,...,s}, entao claramente X é I'-isomorfo a U. Caso contrério,
existe t < s tal que

X¢ua1@ua2@"'@uat71 € Xcual@qu@"'@Uat (116)

e, além disso, este ¢ é tnico. De fato, como X # U, e U,, é [-irredutivel (pois é T'-isomorfo alf),
temos que X ¢ U,,. Se X C U,, BU,,, entado a condigdo em (1.16) é valida. Se ndo, verificamos
se X C Uy, BU,, DU,,. Se tal inclusao for valida, a prova da afirmacao esta terminada. Caso
contrario, repetimos o processo até obter (1.16), pois por (1.15) esse procedimento tem fim.

A partir disso e da I'-irredutibilidade de X, como X N (Up, @ Uny & -+ DUy, ,) C X &
[-invariante, segue que

XN Upy BUpy & - B U, ,) ={0}. (1.17)

Considere a projecao
T Ulpy BUp, - DUy, — Uy,

definida por m(zo, + -+ + Zo,) = To, € Tx = T|x : X — 7(X) a restri¢do de 7™ ao subespaco
X. A aplicagdo mx é injetora, pois se mx(z) = 0 para £ = T, + -+ + o, € X, entdo z,, =0
e, assim,

T=2a, +  F+Tap EXNUay PUny ® -+ D Ua,_,).
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Por (1.17), segue que z = 0. Logo, mx é um isomorfismo linear. Como a ac¢do de I' em W é
linear, temos para todo vy € I' e x € X que

x(y-x) = mx(v (Ta + 0+ Ta,))
= 7TX('Y'£O¢1+"'+'Y'CU%>

= 7Ty
= 7 7x(Tay + -+ Ta,)
= 7 Tx (.73),
onde a terceira igualdade segue pois cada subespago U, é I'-invariante, : = 1,...,¢. Portanto,

mx ¢ I'-equivariante, ou seja, mx ¢ um I'-isomorfismo de X sobre 7(X). Assim, mx(X) ¢ um
subespaco I'-irredutivel de W. Por (1.16), temos que X ¢é ndo nulo. Logo, mx(X) C Uy, é nao
nulo e pela [-irredutibilidade de U, segue que 7x(X) = U,,. Portanto, X é I'-isomorfo a U,
e, consequentemente, a U.

Lema 1.2.7. Seja I' um grupo de Lie compacto agindo em V. Sejam X e Y subespacos I'-
mwvariantes de 'V tais que nao existem dois subespacos I'-irredutiveis nao nulos W C X e
Z CY que sao I'-isomorfos. Entao

(a) XNY ={0};
(b) Se W C X @Y ¢é-irredutivel, entao W C X ou W C Y.

Demonstracao: (a) Como X e Y sdo I'-invariantes, entao X NY & um subespago I'- invariante
de V e, portanto, a acao de I restrita a X NY estd bem definida. Pelo Corolério 1.2.3, X NY
pode ser escrito como uma soma direta de subespagos ['-irredutiveis. No entanto, qualquer
subespaco nao nulo ['-irredutivel Z de X NY estaria contido em X e em Y, o que contradiz a
hipotese inicial pois Z é T-isomorfo a Z. Portanto, X N Y = {0}.

(b) Seja W C X @Y um subespaco [-irredutivel. Como X, Y e W sdo I'-invariantes, entao
XNWeY NW sao subespacos I'-invariantes de W e a irredutibilidade de W implica que
WNX={0touW CX,e WNY = {0} ou W C Y. Suponhamos que W ¢ X e W ¢ Y.
Entao WNX =W nNY = {0}. Considere

Tx XPY X e my: XY Y

as projecoes canonicas sobre X e sobre Y, respectivamente, e tome w = x +y € W tal que
mx(w) = 0. Entao x = 0, implicando que w =y € W NY = {0}, ou seja, w = 0. Portanto,
Tx, 1 W — m(W) é um isomorfismo linear. Ainda,

x|, (V- w) =7mx(v- (x+y) =ax(y-x+y-y) =72 =7 -7x(r+y) =7 7x), (), (1.18)

para todo w € W e v € I'. Assim, W é I'-isomorfo a mx (W) C X. De modo analogo, podemos
mostrar que W é I-isomorfo a my (W) C Y, ou seja, X e Y possuem subespacos nao nulos
[-irredutiveis que sao I'-isomorfos entre si, o que é um absurdo. Portanto, W C X ou W C Y.
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O proximo resultado garante a existéncia das componentes isotipicas cujo nome reflete o
fato de que todos os subespacos I'-irredutiveis de cada componente tém o mesmo tipo de
isomorfismo.

Teorema 1.2.8. Seja I' um grupo de Lie compacto agindo em V.

(a) A menos de T'-isomorfismos, existe um nidmero finito de subespagos distintos I'-irredu-
tiveis de V', denotados por Uy, Us , ..., Us.

(b) Defina Wy, como a soma de todos os subespagos T-irredutiveis de V' que sao T'-isomorfos
a U,. Entao
V=WaeW,a&- & W, (1.19)

Demonstracao: Se V' é I'-irredutivel, o teorema esta provado. Suponha entao que V nao é I'-
irredutivel e tome um subespaco I'-irredutivel U; C V cuja existéncia é garantida pelo Corolario
1.2.3. Seja W{ a soma de todos os subespagos I'-invariantes de V' que sao [-isomorfos a U;. Se
W{ =V, provamos o resultado. Se W] # V| como W] é I'-invariante, existe um complemento
[-invariante Z de W] (Proposicao 1.2.2). Logo, V = W] @& Z. Repetimos o processo em Z, ou
seja, consideramos Uy C Z um subespago [-irredutivel e tomamos W) como a soma de todos
os subespagos de Z que sao [-isomorfos a Uy. Se W3 = Z temos V = W] @& Wj. Caso contrério,
tomamos um complemento [-invariante Z; de Wj tal que Z = W3 @& Z; e repetimos o processo
em Z;. Como a dimensao de V' ¢é finita, esse processo termina com

V=W&- - oW, (1.20)

para um determinado ¢ € N, onde cada W} é a soma de um conjunto de subespagos I'-irredutiveis
de V que sao I'-isomorfos a um subespaco ['-irredutivel U}, de V' tal que se k # j, entdo U, nao
é I'-isomorfo a U;.

Ainda nao sabemos se W) é a soma W), de todos os subespacos I'-irredutiveis de V' que
sdo I'-isomorfos a Uy, pois definimos W, em Z. Claramente, W, C W,. Para mostrar que
W[ = Wy, afirmamos primeiramente que todo subespaco ['-irredutivel & C V é I'-isomorfo a
U;, para algum j € {1,...,t}. Com efeito, se U C V ¢é I'-irredutivel, pelo item (b) do Lema
1.2.7 segue que

Ucw

para algum k = 1,...,t. Pelo Lema 1.2.6, U é I'-isomorfo a U, o que prova o item (a) do
teorema. Além disso, como todo subespago ['-irredutivel de V' est4 contido em W, para algum
k, segue que W), C W/, comprovando a igualdade. Portanto, t = s e a decomposigdo de V dada
em (1.20) implica na decomposicao (1.19), provando o item (b) do teorema.

Os subespacos W do teorema anterior sao chamados de componentes isotipicas de V' do
tipo Uy, segundo a acao de T', e a decomposigao (1.19) é chamada de decomposicao isotipica de
V', a qual é tinica por construcao.

Observacao 1.2.9. Pela primeira parte da demonstracao do Lema 1.2.6 segue que cada com-
ponente isotipica W) pode ser escrita como uma soma direta finita

W=V, @@V,
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onde os Vj,; sao subespacos I'-irredutiveis de V' que sao I'-isomorfos a Uy, com k € {1,...,s}.

Para nossos propositos, faz-se necessario entender a estrutura das transformacoes lineares
que sdo [-equivariantes. Em termos matriciais, a decomposi¢ao (1.19) juntamente com o Teo-
rema 1.2.14 nos permitem escrever tais aplicacoes em uma forma diagonal em blocos. Antes,
definimos o seguinte tipo de acgao:

Definicao 1.2.10. Uma acao de um grupo I' em um espaco vetorial V é absolutamente ur-
redutivel se os 1nicos operadores lineares em V T'-equivariantes sao os miltiplos escalares do
operador identidade.

Exemplo 1.2.11. Considere a ac¢ao de ' = O(2) em V = R? definida como

cos(0) —sen(6) ] [ x

Roc o) = | S0 O] e e @ = -

em que Ry € SO(2) e k ¢ a matriz de reflexdo dada em (1.3). Afirmamos que essa agao é
absolutamente irredutivel. De fato, seja A : R?> — R? um operador linear cuja matriz com
relacdo a uma base fixada de R? é da forma

a b
A=
)
onde a, b, ¢, d € R. Se A & O(2)-equivariante, entdo a matriz A comuta com Ry, ou seja,
a b a b
w[*=[" 4 ]n aa
para todo 6 € [0, 27). Realizando o produto, obtemos ¢ = —b e d = a. Segue entao que
a b
A= . 1.22
] (1.22)

Como A é O(2)-equivariante, a matriz (1.22) também comuta com &, ou seja,

b =LAl

implicando que b = 0. Logo, A = al, para algum a € R. Portanto, A é um miultiplo escalar do
operador identidade e, assim, a agiao de O(2) em R? é absolutamente irredutivel.

Lema 1.2.12. Seja I' um grupo de Lie compacto agindo em V. Se a acao de I' em V € abso-
lutamente irredutivel, entao V ¢é I'-irredutivel.

Demonstracao: Suponha que V nao seja I'-irredutivel. Entao existe um subespaco W de V
que é T-invariante tal que W # {0} e W # V. Seja W+ o complemento ['-invariante de W, que
existe pela Proposicao 1.2.2. Considere a projecao canonica © : W @& W+ — W definida por
m(z+y) =z, onde x € W ey € Wt Temos que 7 é linear e, da mesma forma que fizemos em
relagdo & projecio mx em (1.18), concluimos que 7 é I'-equivariante. Além disso, 7 ndo é um
miltiplo da identidade, pois 7 é nao nula e ker(r) = W+ # 0, uma vez que W # V. Portanto,
a acao de I' em V nao é absolutamente irredutivel, o que prova o resultado por contraposicao.
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Lema 1.2.13. Seja I' um grupo de Lie compacto agindo nos R-espacos vetoriais U e V e
considere A : U — V' uma transformacao linear I'-equivariante. Se W C U € um subespaco
[-irredutivel, entdo A(W') é um subespaco I'-invariante de V' que ou é nulo ou é I'-isomorfo a
W.

Demonstracao: Suponha que I aja em U e em V por meio das agbes ¢(v,u) = v-u e
P(y,v) = vy©@u, paratodo y € I', u € U ewv € V. Sejam z € A(W) ey € I'. Como A é
I'-equivariante,

TOz=70AWw) = A(y-w),
com w € W. Sendo W um subespaco ['-invariante de U, temos que v -w € W, de onde segue

que
YO z=A(y w) € AW).

Portanto, A(WW) é um subespaco I-invariante de V. Agora note que ker(A) é um subespaco
[-invariante de U, pois se v € ker(A) e v € I, entdo

A(y-v) =7©Av) =0,

implicando que 7 - v € ker(A). Assim, ker(A) N W & um subespaco [-invariante de W. Como
W é T-irredutivel, segue que ker(A) N W = W ou ker(A) N W = {0}. No primeiro caso, temos
W C ker(A), ou seja, A(W) = {0}. No segundo caso, temos que Al : W — V é uma
transformacao linear injetora, pois ker(Alw ) = ker(A) N W = {0}. Logo, Alw : W — A(W) é
um isomorfismo tal que

Alw(y-w) = A(y-w) =70 A(w) =70 Alw(w)

para todo 7 € I' e w € W. Portanto, A(W) e W sao I'-isomorfos.
|

O proximo resultado é valido inclusive para as acoes que nao sao absolutamente irredutiveis.
No caso em que sao, a demonstracao é trivial.

Teorema 1.2.14. Seja I' um grupo de Lie compacto agindo em V' e considere a decomposicao
isotipica de V' dada em (1.19). Seja A : V. — V um operador linear T-equivariante. Entdo
A(Wy) € Wy para todo k =1,...,s.

Demonstracao: Fixe k € {1,...,s}. Pela Observacao 1.2.9, temos que W, =V, & --- @V,
onde os Vi, sdo subespagos I'-irredutiveis de V' que sao I'-isomorfos a um subespago U, C V
fixado. Pelo Lema 1.2.13 temos que ou A(V};) = {0} ou A(V},) é I'-isomorfo a V;,. Entao ou
A(Vi;) = {0} ou A(V4,) é T-isomorfo a Uy. Se A(Vi,) = {0}, entao A(Vy,) € Wi. Se A(Vy,)
¢ I-isomorfo a Uy, temos que A(Vi,) € Wy, pois A(Vy,) é I-irredutivel. Em ambos os casos,
A(Vi,) € Wy, para todo j = 1,...,7. Pela linearidade de A, segue que

AWR) =AWV, @ - ® Vi) = A(Viy) @ - - ® A(Vi,,) € W,

para todo k =1,...,s.
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1.3 Subgrupos de Isotropia e Subespacos de Ponto Fixo

Nesta se¢ao, vamos apresentar duas nocoes simples usadas para descrever a acao de um grupo
em um espaco vetorial: as oOrbitas e os subgrupos de isotropia. Esses conceitos ajudam a
descrever a estrutura das solucoes de um sistema de equacoes diferenciais em presenca de
simetrias, como veremos nos Capitulos 2 e 3. Vamos mostrar também a existéncia de subespacos
vetoriais invariantes por aplicacoes I'-equivariantes, os quais estao naturalmente relacionados
aos subgrupos de isotropia de I'.

Definicao 1.3.1. Seja I' um grupo de Lie agindo em V. A orbita da acdo de ' em x €V € o
conjunto
Ip={y 2 vyeTl}

O subgrupo de isotropia de x € V' € o conjunto

Y.={yel; v -z=ua}

Exemplo 1.3.2. Considere a agao padrao de I' = O(2) em V = R? definida no Exemplo 1.2.11.
Afirmamos que o subgrupo de isotropia de (1,1) € R? é o conjunto

so={[5 TV 0]}

De fato, como vimos no Exemplo 1.1.3, uma matriz em O(2) tem a forma

a —b a b
A_{b a} ou B—{b —a}’

onde a,b € R sdo tais que a® + b* = 1. Por defini¢ao, A € ¥ 1) se

HRIBEH!

de onde obtemos a = 1 e b = 0. De modo analogo, B € X1 1) se

5B

de onde obtemos a = 0 e b = 1. Assim, as matrizes que fixam o vetor (1,1) pela a¢do de O(2)
01
1 0]

O proximo lema relaciona os subgrupos de isotropia de pontos em uma mesma o6rbita. Se

sao as matrizes identidade e

>} C T'" ¢ um subgrupo e v € I', entao o conjunto
Yyt ={yoy7 o e X}
¢ chamado de subgrupo conjugado a 3.
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Lema 1.3.3. Pontos na mesma orbita pela acao de I' possuem subgrupos de isotropia conjuga-
dos, ou seja, X, =YX,y para todoy €T ex € V.

Demonstracao: Dado z € V, para todo v € ' e 0 € Y, temos que

(yoy ™) -(v-2) =(yoy ) -z =(yo) wx=v-(0-2) =72

Logo, yoy~' € X,, e, portanto, vy¥,71 C X,,. Por outro lado, seja o € X,.,, ou seja,
(07)-x=0-(y-x)=7"x, para todo v € I". Entao

(Vloy)a=y"" (o) 2) =77 ()= () e =

Logo, 7 'oy € ¥, e, assim, y7'%, v C ¥,. Portanto, 3., = vX,7 .
[

Definicao 1.3.4. Sejam I' um grupo de Lie agindo em V e X CT' um subgrupo. O subespago
de ponto fizo de ¥ € o conjunto

Fixpy(X)={zeV; c-z=2,YVoei}
Observe que Fixy (3) é um subespaco vetorial de V', pois
Fixy (2) = () ker(p, — Id),
onde p, é a representagao de o definida por p,(z) = o-x, para todo x € V. Além disso, Fixy (2)
é Y-invariante. De fato, dados o € ¥ e v € Fixy(X2), entdo
E-(c-v)=&v=v=0"v,

para todo £ € ¥, o que implica que o - v € Fixy (X).

Exemplo 1.3.5. Considere novamente a agao padrao de I' = O(2) em V = R? como no
Exemplo 1.2.11. Pelo Exemplo 1.3.2 segue que o subgrupo de isotropia de (1,1) é o conjunto

z(w:{[(l) HH (1)]}

Claramente, a identidade fixa todo (z,y) € R?. Agora,
0 1 x| |z
10 vyl |y

Fixy (311)) = {(z,2); v € R}

se, e somente se, r = y. Logo,

Subgrupos de isotropia conjugados possuem subespacos de ponto fixo isomorfos, como mos-
tramos a seguir.
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Lema 1.3.6. Seja X, o subgrupo de isotropia de x € V. Entao, para todo v € I', Fixy (X,.;) €
isomorfo a Fixy(X,). Em particular,

dimR FiXV(Z’y-x) = dlmR FIX{/(EI)

Demonstragio: Fixado v € T, considere a aplicagao f : Fixy(3,) — Fixy (72,77!) definida
por f(v) = ~-v para todo v € Fixy(X,). Note que f estd bem definida, pois dados v € Fixy (X,)
e o € X, temos

(voy ™) - f(v) = (yoy ) - (y-v) = (yo) v =7 (0-v) =7-v = f(v),

o que implica que f(v) € Fixy(y3,77!). Veja que f :p7|FiXV(ZI), onde p, : V. = V é a
representacao de v em V. Como p, ¢ um isomorfismo linear segue que f é linear e injetora.
Resta mostrar que f ¢é sobrejetora. Seja w € Fixy (vX,7™1). Entao (yoy™!) - w = w para todo
o €Y, ouseja, o (y1-w) =771 w para todo o € ¥, implicando que 77! - w € Fixy(XZ,).
Ainda temos que f(y~!-w) = w. Portanto, f é sobrejetora e concluimos que

Fixy (3,) & Fixy (vZ,771).

Como v € I é arbitrario, segue do Lema 1.3.3 que Fixy (X,.;) é isomorfo a Fixy (X,) para todo
vyel.

O proximo lema nos mostra uma caracteristica cléssica de toda aplicacao I'-equivariante,
que é deixar invariante os subespagos de ponto fixo.

Lema 1.3.7. Sejam f : V — V uma aplicagao I'-equivariante e X C I um subgrupo. Entao
f(Fixy (X)) C Fixy (2).

Demonstracao: Dado x € Fixy (X), entdo o - x = z para todo o € 3. Como ¥ C I, entao f
¢ Y-equivariante e, consequentemente, f(x) = f(o-z) = o - f(z) para todo o € X. Portanto,
f(z) € Fixy(X), o que conclui a prova.

Observacao 1.3.8. Para qualquer subgrupo ¥ C I' temos que Fixy(X) = W, onde W é a
soma de todos os subespacos Fixy (A) em que A O 3 é um subgrupo de isotropia. De fato,
seja v € Fixy(X) e ¥, o subgrupo de isotropia de v. Entao X C ¥, e, portanto, Fixy (X,) C W.
Como v € Fixy(%,), temos que v € W, de onde segue que Fixy(X) C W, uma vez que v é
arbitrario. Por outro lado, se w € W, entao w = wy +- - - +wy, onde w; € Fixy (4 ;) para algum
subgrupo de isotropia A; D X. Neste caso, o - w; = w; para todo o € X, ou seja, w; € Fixy ()
para todo 1 < j < k. Logo, w € Fixy(X) e, assim, W C Fixy(X). Portanto, Fixy (X) = W.

Uma consequéncia imediata do Lema 1.3.7 é a existéncia de solucoes triviais para aplicacoes
I-equivariantes. Antes de provar esse resultado, definimos o seguinte:

Definicao 1.3.9. Se I' € um grupo de Lie agindo em V', dizemos que uma funcao f:V — R
¢ I'-invariante se

[y -v) = f(v),
para todo y €' ev € V.
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Proposicao 1.3.10. Seja I' um grupo de Lie compacto agindo em V. As sequintes afirmacoes
sao equivalentes:

(a) Fixy (') = {0}.

(b) Toda aplicagao T'-equivariante f : 'V — V satisfaz f(0) = 0 (sempre admite a solugao
trivial).

(¢) A dnica fungao linear T'-invariante é a fun¢ao nula.

Demonstracao: (a) = (b) Suponha que Fixy(I') = {0} e seja f : V — V uma aplicacdo
[-equivariante. Pelo Lema 1.3.7, f(Fixy(I')) C Fixy(I'), ou seja, f(0) = 0.

(b) = (a) Seja v € Fixy (I') e considere f : V — V a aplicagao definida por f(z) = v para
todo xz € V. Note que f é ['-equivariante, pois f(v-x) =v =~ -v=r- f(z) para todo y € " e
x € V. Por hipotese f(0) = 0, implicando que v = 0. Portanto, Fixy (I") = {0}.

(a) = (c) Suponha que Fixy (I') = {0}. Sejam L : V' — R uma funcdo linear I'-invariante e
(', )p o produto interno I'-invariante em V' definido em (1.14). Pelo Teorema da Representagao
de Riesz (veja [12, Proposicao 7.1.2]), existe um tinico v € V' tal que L(x) = (v, x); para todo

1

x € V. Afirmamos que v € Fixy (I'). De fato, pela I'-invariancia de L temos que L(x) = L(y~'-x)

para todo v € I'. Logo,

-1

(v,z)p = (v,7 - X)p = {v,7°- T)p = (7 v, ),

onde a segunda igualdade segue pois I' C O(n) (Proposi¢ao 1.1.18). Como z € V & arbitrario,
v -v = v para todo v € I e, assim, v € Fixy(I'). Por hipotese, temos v = 0, de onde segue que
L ¢é a funcao nula.

(c) = (b) Seja f : V — V uma aplicagao I'-equivariante. Considere L : V — R a funcao
definida por L(z) = (f(0),x), onde (, )p é o produto interno I'-invariante em V' dado em
(1.14). Note que L é linear, pela linearidade do produto interno, e ainda é I'-invariante, pois

Liy-a2) = (f(0),7 - a)p = (v~ - F(0),2)r = (F(y~ - 0), ) = (f(0), ) = L(z)

para todo v € I' e x € V. Por hipotese, L(z) = 0 para todo x € V, ou seja, (f(0),z). = 0 para
todo x € V, implicando que f(0) = 0.

Consideramos agora uma classe especial de subgrupos de isotropia para a qual obtemos
resultados interessantes. E conhecido da teoria de bifurcacdo de pontos de equilibrio que se ¥ é
um subgrupo de isotropia axial, entao genericamente temos garantida a existéncia de solucoes
que sao Y-equivariantes. Trataremos desse assunto no Capitulo 3. Para tanto definimos:

Definicao 1.3.11. Seja I' um grupo de Lie agindo em V. Um subgrupo de isotropia ¥ C T’
é azial se dimg Fixy(X) = 1 e € mazimal se nao existir um subgrupo de isotropia A de T’
satisfazendo > C A CT.

Lema 1.3.12. Seja I' agindo em V. Se ¥ € um subgrupo azial de I', entao X € maximal.
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Demonstracao: Seja A um subgrupo de isotropia de I' tal que ¥ C A C I'. Como A # ' = X,
existe y € V nao nulo tal que A = ¥,. Ademais, como ¥ C A, entdo Fixy(A) C Fixy(X), o
que implica que

dimg Fixy (A) < dimg Fixy (X). (1.23)

Pelo fato de ¥ ser um subgrupo de isotropia axial segue que dimg Fixy (X) = 1, ou seja, existe
x € V nao nulo tal que ¥ = ¥, e Fixy (X) = [z] é o subespaco gerado por z. Além disso, segue de
(1.23) que dimg Fixy (A) < 1. Como 0 # y € Fixy(A), temos que Fixy (A) # {0} e, portanto,
dimg Fixy (A) = 1. Assim, y € Fixy(A) = Fixy(X) = [z]. Logo, existe A € R nao nulo tal
que y = Az. Como a agao de I' em V' & linear, entao Xy, = ¥;, ou seja, A = X, = >, = 3.
Portanto, > é um subgrupo de isotropia maximal de I'.

1.4 Acao do Produto Coroa

Nesta secao, introduzimos um caso particular do produto semidireto de dois grupos, chamado
de produto coroa. Fsse conceito surge naturalmente no estudo de sistemas de células acopladas
com acoplamento idéntico que apresentamos no Capitulo 2.

Comecamos lembrando que um automorfismo de um grupo G é um isomorfismo de G em G.
O conjunto de todos os automorfismos de G' é denotado por Aut(G) e tem estrutura de grupo
com a operacao de composicao.

Definicao 1.4.1. Sejam G e H grupos munidos das operagoes x e ®, respectivamente, e consi-
dere u: H — Aut(G) um homomorfismo de grupos, com u(h) = pp : G — G para todo h € H.
O conjunto dos pares ordenados (g,h) € G x H munido com a operagao

X, (GxH)x(GxH) — GxH

((91,h1),(g2,h2))  +—— (g1 % pin,(g2), h1 @ ho) (1.24)

tem estrutura de grupo, chamado de produto semidireto de G por H via o homomorfismo u e
denotado por G + H.

Para comprovar que G+ H é um grupo, veja [27, Theorem 7.22]. Quando o homomorfismo
p: H— Aut(G) é trivial, o produto semidireto G + H coincide com o produto direto G x H.

Exemplo 1.4.2. Sejam G = {id,(123),(132)} e H = {id, (12)} subgrupos de S3. Considere
as aplicagoes piq : G — G e pag : G — G definidas, respectivamente, por pq(n) = 1 e
pa2(n) = (12)n(12) para todo n € G. Claramente, ji;q € ji12) sao automorfismos, ou seja,
fid » b1 2) € Aut(G). Assim, podemos definir o homomorfismo o : H — Aut(G) por pu(id) = fiiq
e 11((12)) = pa 2. Portanto, o produto semidireto G+ H é o produto cartesiano G x H munido
com a operacao de grupo dada em (1.24), ou seja,

(&, id) >, (8,06) == (Epia(B),id 6) = (6, 9)

(& (12)) », (8,0) = (a2 (B), (12)0) = (£(12)58(12), (12)),
para todo £, € Ged € H.
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Dados dois grupos de Lie I'y e I'y, sejam

p: It — GL(V) R 'y — GL(V)
’yl — p’Yl 72 — w’\/g

as representacoes de I'; e I's no R-espaco vetorial V', respectivamente, dadas por p,, (v) = v -v
e Wy, (V) = 712 ® v, para todo v € V. Considere a aplicacao ¢ : (I'1 +T'y) x V' — V definida por

¢<<717'72>7U) =7 (72 © U) (125)

para todo (y1,72) € I'1 + Ty e v € V, onde I'y + I'y é o produto simidireto de I'; por I'y via um
automorfismo
p: Ly — Aut(Ty).

Claramente a aplicacao ¢ é continua, pois as agoes I'; e 'y em V s3o continuas. Além disso,
para cada (y1,72) € I't + T's, a aplicac@o 1y, 4,) : V — V definida por

7](71,72)(”) =MN- (’72 © U) = (:0’71 © w’m)(v) (1'26)

é linear, pois p,, e w,, sao lineares para cada v, € I'; e 5 € I'y. Portanto, fixada uma base de
V, a matriz de 1, »,), denotada por [, ,)], ¢ dada pelo produto das matrizes de p,, e w,,
com respeito a base fixada, ou seja,

(M1 )] = [P ][ wns ], (1.27)

para todo (v1,72) € T'y + I's. Baseado nisso, a proxima proposigao fornece uma condigao ne-
cessaria e suficiente para que a aplicacdo ¢ em (1.25) defina uma acdo do produto semidireto
Fl —|— FQ em V.

Proposigao 1.4.3. A aplicacio ¢ definida em (1.25) é uma ag¢io de T'1+Ty em V se, e somente
se, a representagdo de ji,,(71) em V € uma conjugagdo escrita como

_ —1
p““@(“ﬂ) = Wy O Py OWny,

para todo v, € I'y e o € I's.

Demonstragao: J& vimos que ¢ é uma aplicagao continua e que 7y, ,,) : V — V definida em

(1.26) é linear. Portanto, pela Defini¢ao 1.1.9, ¢ define uma agao de I'y +T'5 em V se, e somente
se,

Nviv2) © Nrire) = Nyay2) % (r1,m2)

para todo (y1,72), (11, 72) € I'1 + 'y, onde %, é a operacdo definida em (1.24). Por (1.26) segue
que

N(y1,72) © N(r1,m2) = Pry1 © Wy O Pry O Wiy (1'28)

Por outro lado, por (1.24) temos que

N(y1,72) % (11,72) = Pyikping (11) © Wrygerss (1'29)

onde * e ® sao as operacoes de I'y e de I'y como grupos, respectivamente. Como p e w sao
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representacoes de I'; e de I'y em V| respectivamente, segue pelo item (iii) da Definicao 1.1.9
qUE Py iy (11) = Pt © Phany (1) € Wrpery = Wa, © Wry. Portanto, (1.29) pode ser reescrito como

Ny172) % (11,72) = Pyr © Pryy (1) O Woyy © Wry.

Comparando com (1.28) segue que ¢ é uma agao se, e somente se,

Py1 © Wy © Pry OWry = Py © Py (11) O Wrp O Wry

Como p.,, w,, € wy, sao inversiveis, concluimos que a tdltima igualdade ocorre se, e somente se,

_ —1
pl"vz(Tl) - w'ﬁ © pPr © w’YZ )

para todo 7, € I'y e 75 € I'y, como desejado.
[ |

Um caso particular do produto semidireto é o produto coroa, definido considerando I'y como
um subgrupo de O(k)Y e I'y como um subgrupo do grupo das permutacoes Sy, para k, N € N.
Mais especificamente, temos:

Definicao 1.4.4. Sejam L um subgrupo do grupo ortogonal O(k) e G um subgrupo de Sy. O
produto coroa de L por G, denotado por £1G, é o produto semidireto LN +G via o homomorfismo
p: G — Aut(LN) definido por p(o) = uy : LY — LN tal que

,uo<£1, Ce ,KN) = (go-—l(l), Ce ,gg—l(N)>
para todo (01,...,In) €LY eod€G.

Nas condicoes da definicdo anterior e considerando V = R¥, definimos uma acdo do produto
coroa £1G em V¥ por

b (L1G)x VN — YN

, 1.30
(60)0)  — (Cvgiqy, .o s Exvia) (1.30)

para todo v = (vy,...,vn) € VN el = ({1,...,0x) € LY. Veja que ¥((¢,0),v) = @(L, d(c,v))
onde ¢ : G x VN — VN é a restricdo a G da acdo ¢ : SN x VN — VIV definida no Exemplo
1114 e ¢ : LY x VN — VN ¢ a restricio a LV da agao ¢ : O(k)N x VN — V¥ definida no
Exemplo 1.1.16. Portanto, ¢ é uma aplicagdo continua. Seja (1.~,id) o elemento neutro de
L1G. Entao

’l/)((l[:N,id),U) = (1[;1}1-(1—1(1), RN 1£Uid—1(N)) = (Ul, R ,UN> =,
para todo v = (vy,...,vy) € VV. Agora, dado (¢,0) € £1G, a aplicagao definida por

Wito) - VN — VN
(1}1, R ,'UN) — (61’05—1(1), - 7€NUO'_1(N)>

¢ linear. Com efeito, w,») = 10 p,, onde 7, : VY — V¥V é a representacio de £ em V¥ definida
no Exemplo 1.1.16 e p, : V¥ — V¥ ¢ a representacio de o em V¥ definida no Exemplo
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1.1.14. Como p, e 1, sao lineares, wy, ) também ¢é linear para todo (¢,0) € £1G. Utilizando a
Proposigao 1.4.3, a aplicagao ¢ definida em (1.30) é uma agao de £1G em V¥ se, e somente se,

Nue () = Pa O T © /)o—*l

para todo (¢,0) € LG, onde o homomorfismo p, : LY — LV & dado na Definigdo 1.4.4.
Em termos matriciais, devemos mostrar que [1,, () ][ps] = [ps][1¢], onde o simbolo | | denota a
matriz do operador em relacdo a uma base fixada de V. Para ver que essa tltima igualdade
¢ valida, relembre de (1.13) que

Bin Bz -+ DBy
Byy By -+ Doy
[IOJ] = . . . 5
Byi Bn2 -+ DBnn
em que
{ I, se i=0(j)
Bi; = . .
Okxk, se 1#a(j)

para todo 1 <i,j < N. Também, por (1.11) temos que

O Opx o Orxk
Orpxk 2 -+ Opxg
1] = .
Orxi Opxk -+ Iy
e
lo-rty  Orxk =+ Opxk
Orxk Lo—12) *++ Ok
Dr0) = R : :
Ok Orxe =+ Lo1(w)
com ¢ = ({1...,0y) € LY. Portanto,
lboryB1n o1y Biz -+ L) Bin
bo-12)Bar lg-12)Ba -+ Lls-102)Bon
(s 0] [Po] = . . , .
lo—v(yBn1 oy (yBn2 -+ lo-1(vy By
e
Bty Bialy -+ Binly
Boily  Bayly -+ Bonly
ol = | T Pl B
Bnity Bnaly -+ Bynly
Para cadai¢=1,..., N fixado, existe um tnico r; € {1,..., N} tal que By, = I}, com o(r;) = i.

Logo, Bi; = Oxxi para todo g # r; e, assim,

Bingri = gri = ga—l(i) = go—l(i)Biri e Bing = Okxk = ga—l(q)Biqa
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para todo i,q € {1,..., N} tal que ¢ # r;. Portanto, [n,,)][ps] = [ps]ne], de onde segue que a
aplicacdo ¢ definida em (1.30) ¢ uma agdo de £1G em V.

Finalizamos este capitulo formalizando um resultado que exibe uma condi¢ao necessaria e
suficiente para que um operador linear definido em V comute com a acao de I'y + I'y definida
em (1.25).

Lema 1.4.5. Sejam I'y e I's grupos de Lie agindo em V e denote por Dr,ir,, Dr, e Dr,
0s conjuntos dos operadores lineares em V que comutam com as acgoes de I'y + Ty, T'y e T'y,
respectivamente. Entao

Dr,ir, = Dr, N Dr,.

Demonstracgao: Denote a agdo de I'y + 'y em V' definida em (1.25) como
(Y1, 72)v =7 (2 ©0).

Entao A € Dr,ir, se, e somente se, para todo (y1,7) €1+ Ty ev eV,

A((v1,72)v) = (71, 72) A(v).

Em particular, para v, = 1p, obtemos

Ay ©v) = A((1r,,72)v) = (Iry, 72)A(v) = 72 © A(v),

para todo vy, € I'y. Logo, A € Dr,. Analogamente, para v = 1r, segue que A(y;-v) = 71 - A(v)
para todo 73 € I'y, o que implica que A € Dr,. Assim, Dr, i, C Dr, N Dr,.
Reciprocamente, se A € Dr, N Dr,, entao para todo (v;,72) € I'1 + Ty e v € V, temos

Al(r,72)0) = A - (2 00) =1 A ©v) =1 - (20 A(v)) = (11,72)A(v).
Portanto, Dr, N Dr, C Dr, ir,, valendo a igualdade.
[ |

Pelo lema anterior temos que Dz,g = D,v N Dg, para as acoes de LY e G em V¥ defini-
das como nos Exemplos 1.1.16 e 1.1.14, respectivamente. Como mencionamos, a abordagem
algébrica apresentada nesta secao é utilizada no Capitulo 2 no estudo de sistemas de células
acopladas com acoplamento do tipo produto coroa.
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Capitulo 2

Sistemas de Células Acopladas com
Simetria Produto Coroa

Neste capitulo, abordaremos a parte central do projeto no estudo de sistemas de células acopla-
das com simetrias, cada qual formado por subsistemas de equacoes diferenciais, denominados
células, que se relacionam entre si por meio de um acoplamento. Tais sistemas possuem natural-
mente dois tipos de simetrias, as globais e as internas, que podem ser combinadas dependendo
de como as simetrias internas afetam o acoplamento.

De um modo geral, em um acoplamento com N células idénticas, as simetrias globais sao
induzidas pela maneira como as células estao associadas, o que forca o aparecimento de um
grupo G C Sy de permutacao. As simetrias internas, por sua vez, modelam a dinamica de
cada célula e constituem um subgrupo de Lie £ do grupo ortogonal O(k), para algum k € N.
Como veremos, nesse contexto podem surgir dois tipos de acoplamentos, um gerado pela acao
do produto direto £ x G em (R¥)Y e outro gerado pela acao do produto coroa £1G em (R¥)V.

Focamos nossa atencao no estudo das simetrias globais e internas de sistemas de células
acopladas com acoplamento do tipo produto coroa, com base nas referéncias [17] e [13]. Por
essa razao, nossa abordagem ¢é algébrica na maior parte do texto.

O presente capitulo é dividido da seguinte maneira: na Secao 2.1 definimos um sistema de
células idénticas acopladas identicamente por meio de uma matriz de conexao C. O Lema 2.1.4
destaca a relacao entre as simetrias globais de um tal sistema e as entradas de C. Na Secao
2.2 desenvolvemos a teoria linear e algébrica para o produto coroa £:G. Mais especificamente,
na Subsecao 2.2.1 caracterizamos, sob certas condicoes, os subespacos £ G-irredutiveis de V¥
(Lema 2.2.1). Nas Subsecoes 2.2.2 e 2.2.3 demonstramos dois resultados principais, o Teorema
2.2.10 e o Teorema 2.2.16, que caracterizam respectivamente os subgrupos axiais de £1G e as
matrizes em Mgy (R) que comutam com tais subgrupos.

2.1 Sistemas de Células Acopladas

Um sistema de N células acopladas pode ser descrito por um sistema de equagoes diferenciais
ordinérias (EDOs) da forma
T = F(x), (2.1)
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com z = (z1,...,zy) € (RF)N e F: (RF)Y — (R*)Y um campo de vetores, em que k € N e z;
é a variavel de estado da j-ésima célula representada pela equacao diferencial

1 = fi(x;) + hi(z), (2:2)

para cada j = 1,..., N. A aplicagdo f; : R¥ — R* governa a dinamica interna da célula j e a
aplicagio h; : (R*)N — R” representa o acoplamento da célula j com as demais N — 1 células do
sistema. Assumindo que as células do acoplamento sejam todas idénticas, podemos considerar
f; = f para todo j = 1,..., N. Vamos entao formular as hipoteses do acoplamento entre as
células por meio de uma matriz quadrada de ordem N como segue:

Definicao 2.1.1. Definimos a matriz de conexdo do sistema (2.1) como a matriz C = (C(i, 7))
de ordem N tal que

1, se a célula v estd acoplada a célula j
0, caso contrdrio.

ctii) = {

Com base na matriz C', o acoplamento h; tem a forma

N

hj(z) = Z C(t, g)hij(xi, ),

i=1

onde h;j : RF x R¥ — RF & uma aplicacdo que modela o acoplamento da célula i com a j.
Em outras palavras, h; ¢ determinado somando-se as influéncias de todas as células que estao
acopladas a célula j. Supondo que as células estao identicamente acopladas, segue que h;; = h,

para todo i,7 = 1,..., N. Logo, a equagdo (2.2) pode ser reescrita como
N
&= fx;) + > Cli, j)h(z;, x;), (2.3)
i=1

em que [ : R¥ — R* modela a dinamica interna da j-ésima célula e h : R¥ x R* — R* modela o
seu acoplamento com as demais células, para todo 7 = 1,..., N. Portanto, o sistema de EDOs
(2.1) escrito como

> C( )h(w, 1)
$:1 f (1) v .
35.2 _ f(f:l?2) n ;C(%Q)h(%,xﬂ (2.4)
TN f(xN) N '

ZC(i,N)h(xi,xN)

define um sistema de N células idénticas acopladas identicamente.

Podemos representar a estrutura geral de um sistema de N células acopladas por um grafo
com N vértices, um para cada célula, conectando o vértice ¢ ao vértice j se a célula ¢ estiver
acoplada a célula j, ou seja, se C'(i,7) = 1. A conexao entre as células é feita por meio de setas
cujo sentido depende da aplicacao hj, para cada 1 < j < N.
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Figura 2.1: Acoplamento unidirecional e bidirecional.

Vejamos por exemplo a Figura 2.1. No grafo da esquerda temos a representacdo de um
sistema de quatro células idénticas acopladas governadas por equagoes diferenciais da forma

Zj = f(z) + h(xj-1, 5),

em que j é tomado modulo 4, com f: R¥ — RF e h : R¥ x R¥ — R¥, para algum k € N. Nesse
grafo, a seta da célula 1 para a célula 2 indica que 1 esta acoplada a 2 e analogamente para as
outras células. Além disso, C(j — 1,j) = 1e C(i,j) =0 parai # j—1,com 1 < j < 4. Ou
seja, a matriz de conexao do sistema é da forma

o O O
o O O =
o O = O
o = O O

Esse tipo de acoplamento é chamado unidirecional.
No grafo da direita, as equagoes que governam as quatro células é da forma

,flj’j = f(.fL'g) + h(xj717xj> + h(l‘j+1,l’j)7

para j tomado modulo 4. Nesse caso, C(j — 1,7) = C(j +1,7) = 1 e C(i,5) = 0 para todo
i#7—1ei# j+1,sendo a matriz de conexao do sistema da forma

Q

I
—_— O = O
O~ O

_— O = O

1
0
1
0
Esse tipo de acoplamento é chamado bidirecional. Mais especificamente, analisamos o seguinte

exemplo.

Exemplo 2.1.2. Considere o sistema constituido por quatro células representadas pelas equa-
coes diferenciais

nli=1r+y + |l
(19 . 2
y= z + y + |9y

@) w= w + z + |(x,y)]*w
= w + z + |
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m= m + n
(4){ n m + n.
onde | | denota a norma euclidiana em R?. Sejam z; = (x,y), 7o = (w,2), z3 = (p,q)

e x4 = (m,n) as variaveis de estado dos subsistemas (1), (2), (3) e (4), respectivamente.
Considere as aplicagoes hi, by, hs, hy 1 (R?)* — R? e f: R? — R? definidas por

hi(z) = |zs?1,  ho(x) = 2129,  ha(x) = |zal?23,  ha(z) = (0,0),

f(wl, wg) = (w1 + wq, wy + wg),
para todo x = (11, T2, 73, 74) € (R*)* e (w1, ws) € R?. Assim, podemos reescrever os subsistemas
(1) = (4) como
= f(x;) + h;(x),
para j = 1,2, 3,4, constituindo um sistema de quatro células idénticas acopladas. Considerando
a matriz C' = (C(i,j)) dada por

0100
0010
“=1100 0 (25)
00 00O
e a aplicagdo h : R? x R? — R? definida por h(z;, z;) = |2;]?x;, para todo 7,5 = 1,2, 3,4, temos

que cada célula é governada pela equacao

4

d = fx;) + > Cli, j)h(z;, x;).

i=1

Logo, a matriz C' em (2.5) ¢ a matriz de conexdo do sistema. Observe que a célula (1) esta
acoplada a celula (2), pois C(1,2) = 1, e a célula (2) esté acoplada a célula (3), pois C'(2,3) = 1.
De maneira analoga, temos que a célula (3) esta acoplada a (1) e a célula (4) nao esta acoplada
a nenhuma outra célula, pois a aplicacao hy é nula. A representacao grafica de tal acoplamento
é dada na Figura 2.2.

@

Figura 2.2: Sistema de quatro células acopladas identicamente.

Muitos aspectos da formacao de padroes em sistemas de células acopladas sao consequéncias
das simetrias presentes no sistema. Dessa maneira, a abordagem de nosso estudo é baseada
no conhecimento e na andlise dessas simetrias. No que segue, vamos construir os grupos de
simetrias globais e internas de um sistema de N células acopladas da forma (2.4). O espago de
todas as variaveis de estado de um tal sistema & denotado por V¥, em que V = R*. Iniciamos
com a definicao das simetrias globais utilizando a matriz de conexao C.
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Definigao 2.1.3. Definimos o grupo de simetrias globais do sistema (2.4) como o conjunto G
de todas as permutagoes o € Sy tais que

oCo™! =C,

em que o estd identificada com a sua matriz de permutacao A° via o homomorfismo u definido

em (1.4).

Observe que G & um subgrupo de Sy. E de se esperar que a condicio de simetria global
0Co~! = C imponha alguma restrigao sobre as entradas C(i, j) da matriz de conexao C. Isso
de fato ocorre, como mostramos a seguir.

Lema 2.1.4. Uma permutacio o € Sy € uma simetria global do sistema (2.4) se, e somente

se,
Clo(i),0(5)) = C(i, ),
para todo i,5 =1,..., N.

Demonstracao: Sejam o € Sy e C' = (C(i,7)) a matriz de conexdo do sistema de células
acopladas. Pelo homomorfismo definido em (1.4), temos que a matriz de permutagao de o é

dada por A7 = (A7), onde
AZI{ 1, se i=o0(j)

0, se i#ao(j).

Observe que
N
(A7C)yy =) AZC(ULJ) = Clo7 (), 5),
1=1

uma vez que A9 = 1 se, e somente se, o(l) = i, ou seja, [ = 0~ (i). Analogamente,

N

(CA%)y; =D C, 1A = Cli, o)),

=1
uma vez que A7, = 1 se, e somente se, | = o(j). Portanto, cCo~! = C se, e somente se,
A°C = CA?, ou seja,

C(o7'(0),5) = C(i,0(j)),

para todo i,j = 1,..., N. Como ¢ é uma bije¢do, segue que o é uma simetria global de (2.4)
se, e somente se,

Clo(i),o(j)) = C(i, ),
para todoi,j =1,..., N.

Uma consequéncia natural do Lema 2.1.4 é que G é um grupo de simetrias do campo de
vetores F' em (2.1), isto &,

F(o-x)=0-F(z), (2.6)
para todo o € Ge x = (z1,...,zy) € VY, onde
g--r = (ZEU—l(l), e ,]Ig—l(N)>. (27)
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Pelo Exemplo 1.1.14, a aplicacdo ¥ : G x VN — V¥ definida por
V(o,7) =0 2= (To-101), -, To-1(N))

define uma agdo de G em V¥V que permuta as variaveis de estado z;. Para F = (F},..., Fy),
em que F} : VN — V sao as aplicacoes coordenadas de F', temos que

N
Fj(w) =25 = f(z;) + Y O, j)h(wi, x;) (2.8)
i=1
para todo 1 < 7 < N. Dado 0 € G,
F(o-x)=F(xs101), > Zo-1(ny) = (F1(y),-- -, Fn(y)), (2.9)
comy =02 = (To-10),-..,Te-1(n))- Por (2.8), denotando y; = x,-1(j) paratodo j =1,..., N,
temos que
N N
Fi(y) = fy) + > Cl D, yi) = f(@o-10)) + Y Cli, 5 (X010, Tom1(7))-
i=1 i=1

Pelo Lema 2.1.4,

Fi(y) = f(xo10)+ Y Clo (i), 07 (1)M(e-1), To1(5)

= f(ao1)) + Y CU o™ (G)hlar, 25-1(5)

=1
= Fgfl( )($)

J

para todo j = 1,..., N. Por (2.9),
F(O’ : l’) = (Fa—l(l)(x)v ce ,FU—l(N)(x)) =0 - F(ﬂ?),

para todo 0 € G e x € VN, Pelo item (i) da Defini¢io 1.2.5, a aplicagao F em (2.1) é
G-equivariante e, nesse caso, dizemos que G é um grupo de simetrias do sistema (2.4).
Observe que a igualdade
Fy(o - 2) = Fyigy @) (2.10)

obtida acima implica que o acoplamento do sistema (2.1) é simétrico, ou seja, h; em (2.2)
satisfaz
hi(o - ) = he-1(5(2),

para todo 0 € G, x € VN e j = 1,..., N. Para ver isso, basta escrever F;(x) = f(z;) + h;(x)
e utilizar (2.10). Geometricamente, isso significa que toda simetria global ¢ € G permuta as
células do sistema enquanto preserva o acoplamento (as setas).

Vamos agora construir o grupo de simetrias internas para o sistema (2.4), considerando a
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agao do grupo ortogonal O(k) em V = R* como a multiplicagao de matrizes, ou seja, £z; denota
o produto da matriz ¢ € O(k) pelas coordenadas do vetor z; € V com relacdo a uma base de
V.

Definigao 2.1.5. Seja ¢ € O(k) uma matriz ortogonal. Dizemos que { é uma simelria interna
de cada célula do sistema (2.4) se

flx) = £f(x)

para todo x € V. O subgrupo L de O(k) constituido por todas as simetrias internas de cada
célula € chamado de grupo de simetrias internas.

Portanto, para construir o grupo £ exigimos que a aplicacdo f : R¥ — R* do sistema (2.4)
seja L-equivariante. Em outras palavras, ¢ € £ age como uma simetria da dinamica interna f de
cada célula. Esses elementos podem ser simetrias do sistema (2.4) dependendo do acoplamento
h. Exploraremos esse assunto mais adiante.

Exemplo 2.1.6. Considere o sistema de quatro células acopladas do Exemplo 2.1.2. As ma-
trizes em My(R) que comutam com a matriz C' em (2.5) sao da forma

o o 9
o o0 2 <o
S Q@ 0O
QUL O O O

onde a, b, ¢, d € R. Como toda matriz de permutacao tem a propriedade de que em cada linha
e em cada coluna a entrada 1 aparece uma tUnica vez e as outras entradas sao nulas, as tnicas
matrizes de permutacao que comutam com C' sao da forma

]47

o O = O
o = O O
oS O O =
_ o O O
o = O O
o O O =
o O = O
_ o O O

Por identificacao, essas matrizes correspondem respectivamente as permutacoes
id, 0'1:<123> (& 0'2:<132)

em Sy. Logo, o grupo de simetrias globais G do sistema em questdo é G = {id, 01,02}, 0 qual é
isomorfo a Zs.

Vimos que a aplicagdao f : R? — R? definida por f(wy, ws) = (w1 + wo, wy + ws) governa a
dindmica interna de cada célula do sistema. Por defini¢do, ¢ € O(2) é uma simetria interna de
cada célula se f({(wy,ws)) = £f(wy,wy) para todo (wy,ws) € R% Denotando

temos que

(a4 c)wy + (b+ d)ws, (a + c)wy + (b+ d)ws) = ((a + b)wy + (a + b)ws, (¢ + d)wy + (¢ + d)ws)
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para todo (wy,wy) € R?, o que implica em a = d e b = c. Como £ € O(2), entao (' = I,, o que
ocorre se, e somente se, a4+ 0> =1eab=0. Logo,a=0eb==xloub=0e a=%1. Assim,
as simetrias internas de cada célula sao dadas por I, —1I>, e —{, onde

z:H é] (2.11)

Portanto, os possiveis grupos de simetrias internas £ sao
{L}, Zy=(), Zy'=(—L) e ZyxLy =({l,—L),

em que o simbolo ( ) denota o subgrupo gerado.

Como ja mencionamos, as simetrias internas também podem ser simetrias do sistema de
células acopladas (2.4) dependendo do tipo de acoplamento. No presente trabalho, focamos
nossa atencao em um tipo especial de acoplamento, porém a teoria desenvolvida para tais
sistemas aborda dois tipos:

1) Quando todo ¢ € L age simultaneamente em cada célula, o que se resume a condigao
para todo i, = 1,..., N, ou seja, o acoplamento h é L-equivariante.

2) Quando todo ¢ € L agindo em cada célula individualmente é uma simetria da equagao
(2.3), 0 que se resume as condi¢oes

e
h(fmi,xj) = h([L’i,l’j), (214)
para todo 7,7 = 1,..., N, ou seja, o acoplamento h é L-equivariante com relacao a célula

j e é L-invariante com relacao a célula 1.

Observe que quaisquer duas equacoes dentre (2.12), (2.13) e (2.14) implicam na terceira. Em
ambos os casos 1) e 2) existe a possibilidade de combinar os grupos £ e G de simetrias internas
e globais, gerando respectivamente dois tipos de acoplamentos conhecidos como produto direto
L x G e produto coroa £ G. Para uma abordagem algébrica do primeiro caso sugerimos [18].

No que segue, concentramos a teoria no acoplamento do tipo produto coroa. Para isso,
considere a aplicagao

v LN x VN o YN

> , 2.15
(f,ﬂf) — (61%1,...761\[33]\7) ( )

onde { = ({y,... . 0y) € LY e x = (x1,...,2n) € VY. Pelo Exemplo 1.1.16, ¢ define uma acio

de £V em V¥ denotada por
f@ r = (€1I1, e 7€NxN>~
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Vamos mostrar que se (2.13) e (2.14) sdo validas, entdao a aplicagdo F' do sistema (2.1) ¢ L£N-
equivariante, ou seja,

F(loz) =106 F(z), (2.16)

para todo £ € £V e z € V. De fato, dados £ € £ e z € VY, temos

Ftoz) = F(lzy,....Iyzy)
= (Fl(y)>"'>FN<y>>7

onde y = (l1zy,...,.Iyxy) e Fj : VNV — V sdo as aplicagoes coordenadas de F, para todo
j=1,...,N. Denotando y; = {;z;, segue de (2.8) que

N

Fiy) = fly)+ Y Cli,j)h(y:y;)

=1
N
= f(lz;)+ > Ci,j)h(lim;, ;)
=1

N
= Lif(x;)+ Y Ci, j)h(lm;, ;)

i=1

= 0 f(z;) + Z C(i, j)l;h(x, )

= 4 (f(fcj) +ZC(i7j)h(l’z‘axj))
= ngj(x)v -

em que a terceira igualdade segue de (2.13) e do fato de ¢; ser uma simetria interna, a quarta
igualdade segue de (2.14) e a quinta igualdade é valida pois a acao de £ em V' é linear. Portanto,

F(f@x) = (Fl(y)v"‘7FN(y))
= (LFi(z), ..., nFi(2))
= (O F(x),

para todo ¢ € LN e x € VY, implicando que £Y é um grupo de simetrias de F e, consequente-
mente, do sistema (2.4).
Ja vimos anteriormente que se G ¢ um grupo de simetrias globais de (2.4), entdo F' em (2.1)
é G-equivariante, ou seja
F(lo-z)=0"-F(x),

para todo 0 € Ge z € VY, em que a acdo de G em V¥ & dada em (2.7). Considerando £1G o
produto coroa de £ por G (veja Defini¢do 1.4.4) cuja agao em V¥ & definida em (1.30), segue
que
F((l,o)r) = FU® (0-x))
= (0 F(o-x)
= (O (0 F(z))
= (l,0) F(),

para todo (Z, o) € L1G ez € VN, Portanto, F é uma aplicagdo £1G-equivariante, o que mostra
que o produto coroa £1G é um grupo de simetrias de F' e, assim, do sistema (2.4).
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Exemplo 2.1.7. Considere o sistema de células acopladas do Exemplo 2.1.2. O acoplamento
entre as células ¢ modelado pela aplicacdao h : R? x R? — R? definida por

Wi, ;) = |i|*x;,

para cada 1 < 4,5 < 4. Vimos no Exemplo 2.1.6 que G = Z3 é o grupo de simetrias globais
de tal sistema e que os possiveis grupos de simetrias internas de cada célula sio £ = {5}, Z5,
Zy"' 75 x 75°, em que a matriz £ é dada em (2.11). Para qualquer £ € £, temos que

h(gxl, l’j) = |EIZ |2l’j = |.I‘l‘|2$j = h(l‘“ l’j)

h(l’i,gfl}j) = |5Ei|2l71'j = Z|.I’Z‘|2ZBJ‘ = gh(flfl,l'])

uma vez que, como £ C O(2),
|Zl'z ‘2 = <£_ZL'Z,Z'EZ> = <$Z,Ztgl’z> = <.I'“I'Z> = |ZEZ‘|2,

para todo i = 1,2,3,4. Portanto, h ¢ L-invariante na varidvel x; e L-equivariante na variavel
xj, implicando que o sistema apresentado no Exemplo 2.1.2 admite um acoplamento do tipo
produto coroa, em que I5 Zsz, 751 Zs, Zz_é V23 e (Z4 x ZQ_E) ! Z3 sao seus possiveis grupos de
simetrias.

Exemplo 2.1.8. O modelo de Busse e Heikes [10] em conveccao rotativa é um exemplo par-
ticularmente simples no qual existe uma correspondéncia com as solugoes de um sistema de
células acopladas. A conveccao rotativa é um processo de tranferéncia de calor por meio de um
fluido, que ocorre devido ao movimento rotacional do préoprio fluido. Esse processo tem grande
relevancia na area industrial.

Figura 2.3: Rotagao de 120° e 240° com acoplamento bidirecional.

No modelo de Busse e Heikes, a dinamica do sistema esta na forma de trés rolos, cada um
rotacionado 120° a partir do anterior. Isso consiste basicamente na rotacao de uma camada
do fluido aquecido em torno de um eixo (veja Figura 2.3). Tal modelagem é representada pelo
sistema de trés equacoes diferenciais ordinérias

Ty = (1 — a1 — Bag — y3)13
Ty = (1 — 2y — Pz — yo1)12
23 = (1 — 23 — By — y12)23
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com (3,7 € R, visto como um sistema de trés células acopladas para k£ = 1. A partir desse
exemplo, foi proposto por Guckenheimer e Holmes [22] um outro modelo que pode ser visto
como um sistema de trés células acopladas da forma

i1 = (A4 az? + Bl + yad)y
T = (N + 2% + ax3 + Ba3)zs (2.17)
23 = (A + Bx? + yr3 + ax?)zs

com «,3,7,A € R. Para obter um sistema com acoplamento idéntico tal como aparece na
Figura 2.4, tomamos v = 0. Logo, (2.17) torna-se

.1:1 = ()\ + CY.I'% + 6513%)1’1
Ty = (A + azi + Brd)zs (2.18)
153 = ()\ + ﬁl’% + Oéxg)l’g
onde a dindmica interna de cada célula é governada pela aplicacao f : R — R definida por
fla) = (A + azx;®)z;
e 0 acoplamento entre as células é dado pela aplicacao h : R x R — R definida por
h(x;, x;) = Baix;,
de modo que
0 01
C=|100
010

¢ a matriz de conexdo do sistema (2.18). Nesse caso, pela Definicao 2.1.1, a célula 1 esta
acoplada a célula 3, a qual esta acoplada a célula 2, que esta acoplada a célula 1 (veja Figura
2.4).

/N
2 — 1

Figura 2.4: Rotagao de 120° e 240° com acoplamento unidirecional.

Vamos mostrar primeiramente que o grupo de simetrias internas de cada célula é o grupo
multiplicativo Zs = {—1,1} e que o grupo de simetrias globais de (2.18) é isomorfo a Zj. Para
isso, considere a acao de Zy em R dada por 1.z = x e —1-x = —z, para todo = € R. Facilmente
vemos que

f(=1-z5) = f(=x;) = = f(z;) = =1 f(z)),
o que implica que Zsy é o grupo de simetrias internas. Ainda, por um célculo simples obtemos
que as matrizes de permutacao que comutam com C' sao
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01
I, 0 0
10

S = O
e

o = O

—_ O O

o O =

—_

ou seja, o grupo de simetrias globais de (2.18) é

G ={id, (132),(123)} = Zs.

Note ainda que o acoplamento h é Zs-invariante com relacao & primeira coordenada e Zo-
equivariante com relacao a segunda coordenada. De fato,

W1 a5, 25) = (=, 25) = B(—a:)*x; = faiz; = h(wi, x;)

h(z;,—1-z;) = h(z;, —x;) = 5%2(_55]') = _ﬁﬁ%’ = —1-h(x;, ;).

Portanto, o sistema (2.18) admite um acoplamento do tipo produto coroa Zs1Zs, ou seja, ZolZs
¢ o grupo de simetrias do sistema (2.18).

2.2 Teoria Linear e Algébrica do Produto Coroa £1G

Nesta segao, estudamos sistemas de células acopladas com acoplamento do tipo produto coroa
do ponto de vista algébrico. Para isso, consideramos a acdo de £1G em VY, com V = RF,
como definida em (1.30), ou seja,

(é, U)(l’1, ce ,$N) = (ﬁlfafl(l), c ,€N$U—1(N)) <219>

para todo £ = ({1,...,In) €LY, 0 €Ge (x1,...,ay) €V,

2.2.1 Teoria Linear

Nesta subsecio, vamos caracterizar os subespagos vetoriais £1G-irredutiveis de V¥ (veja Defini-
¢ao 1.2.1), para entao determinar uma condi¢do necesséria e suficiente sob a qual a ac¢ao (2.19)
é absolutamente irredutivel (veja Definicao 1.2.10). De agora em diante, 1, e 1g denotam os
elementos neutros dos grupos £ e G, respectivamente.

Seja W C V¥ um subespaco £ G-irredutivel. Em particular, W é um subespaco L£V-
invariante e G-invariante de V. Com efeito, dados w = (wy,...,wy) € W, (¢1,...,lx) € LY
e o € G, temos

(51,...,&\[) ® (wl,...,wn) = (flwl,...,waN) = ((61,...,€N),1g)w eWw

o (wr,...,wn) = (Wo-1(1y, - -, Wo-r(y) = (1, ..., 1z),0)w € W.

Para cada j =1,..., N, considere

U={veV;0,...,v,....,00 e W} e U;={0,...,v,...,00 e W ; v eV} (2.20)
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subespacos vetoriais de V e de V¥, respectivamente, em que v esti na j-ésima coordenada do
vetor (0,...,v,...,0) € V¥, Assim, as projegoes m; : U; — U; definidas por

Wj(O,...,U,...,O):’U

sao isomorfismos lineares, de onde segue que os subespagos U; e U; sao isomorfos, para cada
j=1,...,N. Afirmamos que a soma U; + - - - + Uy é uma soma direta, ou seja,

Uin (O +-+ Ui+ U+ +0x) = {(0,...,0)}

para cada 1 < j < N. De fato, se

U:(Ul,...,UN)E0jﬂ(01+"'+Uj71+0j+1+"‘+UN),

entao v; = 0 para todo 7 # j e, portanto,

U:(OJ7UJ770)€01++UJ71+U]+1++UN
Assim,

v = ('U,l,...,O)+"'+(0,...,'&]',1,...,0)+(O,...,Uj+1,...,0)+"'+<0,...,UN)

- (Ul,...,Uj_l,o,uj+1,...7UN)7

com uy, € V, para todo k # j. Segue que v; = 0 e, portanto, v = (0,...,0).

O proximo resultado descreve os subespacos £ ! G-irredutiveis de V¥ por meio de uma de-
composi¢ao particular, utilizando os subespagos U; definidos em (2.20). Para tanto, assumimos
que G é um subgrupo transitivo de Sy, ou seja, para quaisquer dois indices i,j € {1,..., N}
existe o € G tal que o(i) = 7.

Lema 2.2.1. Seja W um subespaco L1G-irredutivel de V. Suponhamos que G seja um subgrupo
transitivo de Sy e que LV aja nao trivialmente em W. Entdo

(i) U; é L-irredutivel.
(it) Todos os U; sao L-isomorfos a um unico subespago L-irredutivel U.

(iii) W =UN.

Demonstragao: Primeiramente vamos mostrar que W = U@ --®Uy. Por construcao temos
que Uy & --- ® Uy C W. Vejamos que Uy @ --- @ Uy é um subespaco G-invariante de W. Com
efeito, dadosc e Gew =w; 4+ ---+wy € U; & --- & Uy, temos que

oc-w=0-w+-+0-wy, (2.21)

pela linearidade da acao de G em W. Como W é G-invariante, segue que o - w; € W para todo
i =1,...,N. Observe que w; = (0,...,v,...,0), com v € V na i-ésima coordenada de wj.
Assim, o -w; € Uy, para k € {1,..., N} tal que 0~ (k) = i, pois ¢ age em w; permutando suas
coordenadas. Pelo fato de o ser bijetora segue que para cada ¢ fixado, o - w; € U, para um
tinico k. Logo, reordenando a soma em (2.21) se necessario, obtemos que o -w € U@ Uy,
ou seja, Ul ®---P UN ¢ G-invariante.
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Agora,dadoséz(él,...fjv)GENew:w1+---+wN6(7169---69UN,temos
€®w:€®w1++€®wN,

pela linearidade da acdo de £V em W. Escrevendo novamente w; = (0,...,v,...,0) € Ui, com
v € V, e usando o fato de W ser £V-invariante, decorre que

E@wi:(O,...,&v,...,O)GVV,

o que implica que ¢ ® w; € U; para todoi =1,...,N. Logo, { O w € U; & --- @ Uy para todo
¢ e LN, implicando que U; & - --® Uy é LV-invariante. Portanto, U; @ - - - @ Uy é um subespaco
L G-invariante de W. Por hipotese, W é L G-irredutivel e, portanto,

U@ ®Uy={0,...,00}y ou U,®---@®Uy=W.

Como £V age nao trivialmente em W, existem (¢,...0x) € LY e (wy,...,wy) € W tais que

(ly,...0N) © (wr,...,wy) # (wy,...,wWN),

ou seja, existe ¢; € L tal que {;w; # w;. Sem perda de generalidade suponha que fyw; # wy
e tome ({1,1z,...,1;) € LN, Entao (Cywy, ..., wy) = (01, 1z, ..., 1), 1g) (w1, ..., wy) € W,
pela £ G-invariancia de W. Logo,

(Ciwy —wy,0,...,0) = (Gwy, wy, ..., wy) — (W1, W, ..., wy) € W.

Assim, ((1w; — wy,0,...,0) € Uy, com lyw; — wy # 0, ou seja, Uy # {(0,...,0)}. Portanto, o
subespaco Uy @ ---@® Uy éndo nulo, garantindo que

W=ﬁ1@'--@ﬁm

como desejado.

Vamos mostrar agora que todos os U; sao iguais, ou seja, U; = U; para todo j =2,..., N.
De fato, fixe j € {2,...,N} e tome v € U;. Por definigdo, (v,...,0) € W. Como G é um
subgrupo transitivo de Sy, existe 0 € G tal que o~1(j) = 1. Pelo fato de W ser G-invariante,
temos que

o-(v,0,...,0) = (y1,...,yn) € W,

onde y; = 0 para todo ¢ # j e y; = v. Portanto, (0,...,v,...,0) € W, em que v estd na
j-ésima coordenada do vetor, ou seja, v € U;, o que mostra que U; C U;. Por outro lado, seja
v € U;. Por definigao, (0,...,v,...,0) € W, com v na j-ésima posi¢do. Como G é um subgrupo
transitivo de Sy, existe n € G tal que n~!(1) = j. Pelo fato de W ser G-invariante, temos que

n-(0,...,0,...,0) = (¥1,...,yn) € W,

onde y; = v ey; =0 paratodoi=2,...,N. Logo, (v,0,...,0) € W e, assim, v € U;. Portanto,
U; C Uy para todo 2 < 7 < N, valendo a igualdade.

Mostramos entao que os subespagos U; sao L-invariantes para todo j = 1,..., N. Com
efeito, sejam ¢ € L e v € U;. Por defini¢ao, (0,...,v,...,0) € W e v aparece na j-ésima
posigao. Considere (1¢,...,¢,...,1) € LY, onde £ € L esta na j-ésima coordenada do vetor.
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Como W é LN-invariante, entdo
(0,...,61),...,0):(1£,...,€,...,1£)@(O,...,"U,...,O) ew,

ou seja, fv € U;. Portanto, U; é L-invariante.
O préximo passo é mostrar que W = Uy x --- x Uy. Claramente, U; X --- x Uy C W. Por
outro lado, dadow € W =U; & - - - @ Uy, podemos escrever

w=(ug,...,0)+---+(0,...,ux) = (uq,...,uy),
com (0,...,ui,...,0)eﬁiQWpara todoi=1,...,N. Logo, u; € U;, de onde segue que
w:(ul,...,uN)€U1><~~~><UN.

Portanto, W = U; x --- x Uy. Como U; = U para todo j =1,..., N e para algum subespaco
L-invariante U de V, temos
W=Ux---xU=U",

o que prova o item (iii). Para provar (i) e (i7), resta mostrar que U é L-irredutivel. Para isso,
tome Uy C U um subespago L-invariante. Assim, dados (¢1,...,0x) € LY e (vy,...,vy) € UY,

(Elv"'agN)Q(vlw'wUN) = (€1U1,..-,€N’UN) S UéV

Isso mostra que UL ¢ um subespago £N-invariante de W. Como W ¢ LV-irredutivel, segue que
UYN ={(0,...,0)} ou UY =W, ou seja, Uy = {0} ou Uy = U. Portanto, U é L-irredutivel.

O proximo lema mostra que, sob certas condicoes, £1G age absolutamente irredutivelmente
em UV se, e somente se, £ age absolutamente irredutivelmente em U, onde U ¢ um subespaco
vetorial L-invariante! de V. Veja que para tal resultado nao precisamos da L-irredutibilidade
de U. Para o que segue, denotamos por Dg,g(U") o conjunto dos operadores lineares em U
que sao £ G-equivariantes. De modo anélogo para D, (U).

Lema 2.2.2. Seja U um subespaco vetorial L-invariante de V, onde L C O(k) € tal que
Fixy (L) = {0}. Considere G um subgrupo transitivo de Sy. Entao

Drg(UY) = D (V).

Demonstragao: Considere f : D,(U) — Dr,g(UY) a aplicagao tal que f(A) = AV, onde
A : U — U é um operador linear L-equivariante e AN : UN — U¥ é o operador linear definido
por AN(uy, ... un) = (A(u),. .., A(uy)). Afirmamos que AN é £ G-equivariante. De fato, se
(01,....0n) € LY e (uy,...,uy) € UN, entdo

(fl, PN ,KN) O) AN<U1, SN ,UN) (gl, ce ,EN) ® (A(Ul), ce ,A(UN))
(glA(Ul), ce ,ENA(UN))
= (A(hiu),..., A(lyun))

AN((by, .. ly) © (un, .. uy)),

LA L-invariancia de U nos permite restringir a acio de £ a U.
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onde a terceira igualdade segue da L-equivariancia de A. Logo, AN é LN-equivariante. Agora,
dado o € G temos que

o-AN(uy, ..., uy) = o-(Alw),..., A(uy))
= (A(ua—l(l))7 c. ,A(UU—1(N)))
= AN(uo—l(l),...,ua-1(N))
= AN(o - (uy,...,un)),

mostrando que AY & também G-equivariante. Pelo Lema 1.4.5, segue que AY & um operador
L G-equivariante, ou seja, AN € D.,g(UY), o que prova que f estd bem definida. Por
construcdo, f & linear e injetora. Mostremos que f ¢ sobrejetora. Com efeito, seja B : UY — UN
um operador linear £ ! G-equivariante. Escrevendo B em coordenadas como B = (C,...,Cy),
onde cada C; : UYN — U ¢ linear, temos

(6C (ury .. un), . INCN(ur, . uy)) = ((Gr, -, En), 1g)B(ug, . .., un)
B(((t1,...,n),1g)(ug, ..., un))
B(liuy, ..., {yuy)

= (Cl(flul,...,ENUN),...,C’N(Klul,...,ENuN)),

para todo (¢1,...,0y) € LY e (uy,...,uy) € UY, onde a segunda igualdade segue da L G-
equivariancia de B. Portanto,

Cj(ﬁlul,...,ﬁNuN) :ngj(Ul,...,uN>, (222)
para cada j = 1,..., N. Pela linearidade de C}, podemos escrever
Cj(ul,...,uN) = Cj(ul,O,...,O) + - —i—C'j(O,...,O,uN),
para cada j fixado. Considere a aplicagio D} : U — U definida por D}(u) = C;(0,...,u,...,0),
onde u é a i-ésima coordenada do vetor (0,...,u,...,0). Note que a linearidade de C; implica
na linearidade de Dj- para todo 1 <7 < N. Logo,

Por (2.22), obtemos que

Di(lyuy) + -+ + D (Cuy) + -+ + DY (Uyun) = €D (ur) + -+ + €D (uj) + -+ + £;DY (uy),

para todo (¢1...,0n) € LY e (uy,...,uy) € UN. Em particular, considerando os vetores da
forma (0,...,u,...,0) € UN em que u é a i-ésima coordenada do vetor, com 1 < i < N, segue
que

Dg(éju) = ﬁij:(u) e D;(Ezu) = @Dé(u)

para todo ¢ # j, {;,¢; € L eu € U. Portanto, D;: ¢ L-equivariante e, tomando ¢; = 1., temos que
Dj- (biu) = D; (u) para todo ¢; € L e u € U, ou seja, Dj- ¢ uma transformacao linear L-invariante
para todo i # j. Provemos que D} = 0 se i # j. Para isso, suponha que dimg U = m e considere
DY U — R as m aplicagoes coordenadas de D}, com 1 < r < m. Como D} é L-invariante,
entao cada aplicagdo coordenada DY ¢ também L-invariante. Como Fix;;(£) = {0}, segue pela
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Proposicao 1.3.10 que D}T = 0 para todo r = 1,..., m. Logo, D; = 0 para todo 7 # j e, por
(2.23), temos Cj(uy, ..., un) = Dj(u;) para todo j = 1,..., N. Portanto,

Blur, .., ux) = (Di(ws)...., D (ux)).
para todo (uy,...,uy) € UN. Pela G-equivariancia de B, segue que
o-B(uy,...,un) = B(o - (u,...,un)) = B(ug-1(1), - - -, Ug-1(n))

para todo o € G, ou seja,
o (1 o (N
(D2 (e 1)s -+ Dy s () ttg-1)) = (D1 (tg11)s -+ DN (o1 0):

Em particular, DZ:iEB(ZLoﬁl(l)) = Di(u,-1(1)) para todo o € G. Assim, pela arbitrariedade de

us-1(1y € U, temos que DZ:;S; = D}. Como G é um subgrupo transitivo de Sy, para cada

j€{2,...,N} existe 0; € G tal que o; (1) = j. Assim,

j o (1) 1
D=D7, =D
J o' (1) 1

para todo 7 = 2,..., N, implicando que
B(u17'-'7uN) = (D%(ul)avDi(uN)) = (Di)N(uh'"qu)

para todo (uy,...,uy) € UYN. Lembrando que Di : U — U & uma aplica¢do L-equivariante,
segue que f(D1) = B com D} € D:(U), o que mostra que f é sobrejetora. Portanto, f é um
isomorfismo linear, de onde segue que

Drg(UY) = D (V).

Mais especificamente, via o isomorfismo f temos que D;,g(U") é gerado pelo operador identi-
dade Idy~ : UYN — UN se, e somente se, D (U) é gerado pelo operador identidade Idy : U — U.

2.2.2 Subgrupos Axiais de £1G

Nesta subsecao, vamos caracterizar, a menos de conjugacao, os subgrupos axiais do produto
coroa £1G a partir de determinados subgrupos axiais de £ (Teorema 2.2.10). Tais subgrupos
sao de extrema importancia na teoria de bifurcacao de pontos de equilibrio apresentada no
Capitulo 3. Comecamos com a seguinte definicao:

Definicao 2.2.3. Seja J C {1,..., N} um subconjunto de indices. Dizemos que J é um bloco
se:

(i) Existe um subgrupo H de G que age transitivamente em J, ou seja, para todo par de
indices i,j € J existe 0 € H tal que o(i) = j.

(11) o(J) = J para todo o € H.
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Note que todos os conjuntos unitarios sdo blocos, pois podemos considerar H = {1g}. A
cada bloco J associamos o subconjunto

Q;={0€gG; o(J)=J}, (2.24)

que é naturalmente um subgrupo de G. Observe que Q; age transitivamente em .J, pois como
J é um bloco existe um subgrupo H de G que deixa J invariante. Assim, H C Q;. Como H
age transitivamente em J, Q; também age transitivamente em J.

Observagao 2.2.4. Se J C {1,..., N} é um subconjunto de indices, entdo uma permutagao
o € Sy satisfaz o(J) = J se, e somente se, o(J) C J. De fato, como o é uma bijecdo, se
o(J) C J, entdao o(J) é um subconjunto de J com o mesmo niimero de elementos de J, de onde
segue a afirmacao.

O préximo resultado utiliza o grupo Q; para nos fornecer uma condi¢do necessaria e sufici-
ente para que um complementar de um bloco no conjunto {1,..., N} seja também um bloco.

Proposigao 2.2.5. Seja G um subgrupo de Sy. Suponha que {1,...,N} = JUJ, onde J é um
bloco e J é o seu complementar. Entio Q; age transitivamente em J se, e somente se, J € um
bloco.

Demonstracao: Vamos mostrar inicialmente que se um subgrupo H de G deixa J invariante,
entdo H deixa J invariante. De fato, seja 7 € H. Entdao n~!(J) = J. Note que se i € J, entdo
n(i) € J, pois caso contréirio

i=n""(n(i) € J,

o que & uma contradicdo. Logo, n(J) C J e pela Observacio 2.2.4 temos que 7n(J) = J.
Portanto, A deixa J invariante. Em particular, como Q; deixa J invariante, entdo ele deixa
J invariante. Assim, se Q; age transitivamente em J, segue por definicdo que .J é um bloco.
Reciprocamente, se J ¢ um bloco, mostramos que Q; C Q7. De fato, seja o € Q. Note que se
j € J, entdo o(j) € J, pois caso contrario, como o~ ! € Q. temos

j=0"Yo(j)) € J,

o que ¢ uma contradicdo. Logo, o(J) C J e pela Observacao 2.2.4 temos que o(J) = J.
Portanto, o0 € Q7, o que implica que Q; C Q7. De modo andlogo, é possivel mostrar que Q7 C
Q. Assim, Q; = Qj e, como Q7 age transitivamente em .J, segue que Q; age transitivamente
em J.

Exemplo 2.2.6. Seja G = {id, (1234),(13)(24),(1432)} o subgrupo de Sy gerado pela per-
mutacao (1234). Note que J = {1,3} é um bloco, pois H = {id,(13)(24)} é um subgrupo
de G que deixa J invariante e age transitivamente em J. Observe que Q; = H e Q; age
transitivamente em J = {2,4}. Pela Proposi¢do anterior, segue que J ¢ um bloco.

Como ja mencionamos no Capitulo 1, os subgrupos de isotropia axiais (Defini¢ao 1.3.11)
consiste em uma classe de particular interesse no contexto de bifurcacao de pontos de equilibrio.
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Consideramos agora um subconjunto importante de subgrupos axiais de £ G, que serd tutil
tanto na caracterizacao de todos os subgrupos axiais de £?G quanto no estudo apresentado no
Capitulo 3 no contexto de sistemas de células acopladas.

Dados A C £ um subgrupo e J um bloco, defina

E(A,J):Bl><"'><BN—i-QJ, (225)
em que Q; é dado em (2.24) e
A, se jeJ
B, = ’ 2.26
! {ﬁ, se j&.J (2.26)

Afirmamos que 3(A, J) é um subgrupo de £1G. De fato, note que ((1,...,1.),1g) € X(A,J)
e, assim, X(A,.J) é um subconjunto nao vazio. Agora, dados (¢,0), (£,n) € X(A,J), onde
0= (l,....0n) e &= (&,...,&N), temos que {;, §; € Aseje Jel;, {5 € Lsej¢&J Pela
operagao de grupo em £ G definida em (1.24), segue que

(670) i (6;7]) = (6/1'0(&)70-77) = ((€150—1(1), - >€N£U_1(N)>7U7]>'

Se j € J, entdao o~1(j) € J, implicando que §o-1(j) € A, de onde segue que (;§,-1(;) € A. Por
outro lado, se j ¢ J, entao £;¢,-1(;) € L. Como Q; é um subgrupo de G, temos que on € Q.
Portanto, (¢,0) %, (§,n) € X(A, J). Seja ((6;(11), . ,E;(IN)),U*I) o inverso de (¢,0) em £1G. Se
J € J, entao {,(;) € A, implicando que E;(lj) € A, pois A é um subgrupo de L. Agora, se j € J,
entao E;(lj) € L, ou seja,

((Crys -+ loiny)s07h) € B(A, ).

Portanto, (A, J) é um subgrupo de £ G.

No que segue, apresentamos uma condig¢ao suficiente para (A, J) ser axial.

Proposigao 2.2.7. Sejam J um bloco e A C L um subgrupo azial agindo em um subespago
vetorial U. Suponha que Fixy(L) = {0}. Entao X(A,J) é um subgrupo de isotropia azial de
L£21G.

Demonstracao: Sejam J um bloco e A C £ um subgrupo axial. Entao existe z € U tal
que A = 3., onde X, denota o subgrupo de isotropia de z com dimg Fixy(X,) = 1. Note que
z # 0, pois caso contrario Yo = L, o que é uma contradi¢cdo uma vez que Fixy (L) = {0}. Seja
r=(11,...,o5) € UV, onde
z, se j€J
;= . 2.27
% { 0, se jgJ (227)
Vamos mostrar inicialmente que x € Fixyn (3(A4, J)). De fato, seja ((¢1,...,0n),0) € X(A, J).
Entao

((El, c. ,gN),O')[E = (glfﬁg—l(l), . ,ENZL'J—l(N)).

Como o € Qy, se j & J, entdao o~ '(j) ¢ J, implicando que ¢;z,-1(;y = 0. Por outro lado, se
J € J, entao
gjxo-—l(j) = sz,

pois 07 1(j) € J. Como z & fixado por A e {; € A temos {;z = z. Logo, ((1,...,{n),0)x =z,
como queriamos mostrar.
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Agora, vejamos que 3(A, J) é o subgrupo de isotropia do vetor x definido em (2.27). Com
efeito, como x é fixado por X(A, J), segue que X(A, J) C X,. Considere (({1,...,¢n),0) € X,.
Entao

(O1xo-101)s - INTo1 () = (b1, ... Un),0)x =2 = (21,...,TN).

Observe que se j € J, temos que o~ (j) € J, pois caso contrario
z=1aj =g =0,

o que é uma contradi¢do. Logo, o71(j) € J para todo j € J, ou seja, o~ (J) C J. Pela
Observacgao 2.2.4, segue que o~ '(J) = J e, assim, 0 € Q. Nesse caso, ((1,...,1z),07 1) €
Y(A,J) e, como X(A,J) C 3, temos

(U1, ) 1g) = (1 Ox),0) %, (s 1g),07Y) € B,

Portanto, = é fixado por ((¢1,...,0N),1g), ou seja, (l1z1,...,0yxy) = (x1,...,25). Logo,
se j € J, temos que {;z = ljz; = x; =

claramente (; € L e, consequentemente, ((¢1,...,0n),1g) € X(A,J). Como o € Q,, entao
((1gy...,1z),0) € (A, J), de onde segue que

z, implicando que ¢; € ¥, = A. Para j & J,

((fl,...,gN),O') = ((51,...,£N),1g> Xy ((15,...,15),0’) S Z(A, J)

Portanto, ¥, C (A, J), ou seja, 3(A, J) = X,.
Resta mostrar que Fixyn (3(A, J)) é unidimensional. Para tanto, mostremos que

Fixyn (5(A, ) = [z,

onde [z] é o subespago de UY gerado por z dado em (2.27). De fato, como (A, J) = %,
temos que [z] C Fixpn(X(A4, J)). Por outro lado, seja (yi,...,yn) € Fixpn(X(A, J)). Entdo
((br,.. ., lN),0) Y1y yn) = (Y1, -, yn), para todo (({q,...,0n),0) € X(A,J). Em particu-
lar, para o = 1g, temos

(Gyyr .. Inyn) = (Y1, -, YN), (2.28)

para todo (¢1,...,{y) € By X --- x By, com B; dado em (2.26). Assim, dado j € J temos que
l;y; = y;, para todo {; € A, implicando que y; € Fixy(A). Como A = ¥, é axial, temos que
Fixy (A) = [#]. Logo,

Yj = o,z (2.29)

para algum «; € R e todo j € J. Ainda por (2.28), dado j & J temos {;y; = y; para todo
l; € L, o que mostra que y; € Fixy (L) = {0}. Portanto, y; = 0 para todo j ¢ J. Em resumo,
se (y1,...,yn) € Fixpn(E(4, J)), entdo y; = oz para todo j € J e y; = 0 para todo j & J.
Mostremos que todos os a; sao iguais. Observe que como ((1z,...,1z),0) € 3(A, J)se o € Q,
entao

(ya_l(l)a s aya—l(N)) = ((157 R 1[:)7 0)(y17 s 7yN) = (yla s >yN)>
implicando que y,-1(;) = y; para todo 0 € Q; e j € J. Considere agora 7 € J um indice fixado.

Como Q; age transitivamente em J, para cada j € J existe n; € Q; tal que 77]71(1') = 4. Por
(2.29),
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Como z # 0, segue que «; = o para todo j € J, de onde concluimos que (y1,...,yn) = qx €
[z]. Logo, Fixyn (X(A, J)) C [z] e, portanto, Fixyn (X(A, J)) = [z]. Como Fixyn (X(A, J)) é um
subespago vetorial unidimensional, 3(A, J) C £ G é um subgrupo de isotropia axial.

Como vimos na demonstracao da proposicao anterior, se x = (x1,...,zy) € Fixgn (2(A, J)),
entao x; = 0 para todo j & J. Nesse caso, a célula j é chamada de célula inativa e as demais
células sao chamadas de ativas.

Exemplo 2.2.8. Considere o sistema de células acopladas do Exemplo 2.1.2. Pelo Exemplo
2.1.7, o produto coroa (Z5 x 7591 Zs & um grupo de simetrias de um tal sistema, em que
75 x Tyt =2 (0, () e £ & dada em (2.11). Note que Z5 = (£) é um subgrupo axial de Z§ x Z;*,
pois

Zy=Ya1 e Fixpe(Zy) =[(1,1)],

com (1,1) € R?. Como o grupo de simetrias globais do sistema em questao é

o conjunto de indices J = {1,2,3} & um bloco, pois Z3 mantém J invariante e age transi-
tivamente em J. Nesse caso, Q; = Zs Observe ainda que Fixge(Z5 x Zy%) = {(0,0)}, pois
—1I, € 75 x Z5*. Pela Proposigio 2.2.7, como J = {1,2,3} é um bloco e A = Z! ¢ axial, temos
que

S(Z5,J) = 75 x 7 x 7 x (Z5 x Z5*) + Zs

¢ um subgrupo axial de (Z4 x Zy %) Zs. Veja que nesse exemplo as células (1), (2) e (3) sio
ativas e a célula (4) é inativa, em concordancia com a Figura 2.2.

Seja mg : L1G — G a aplicacao projegao definida por ng(¢,0) = o para todo (¢,0) € L1G
e considere o subespaco vetorial de UV definido por

Uy={(v1,...,an) €UY; 2, =0se j& J}. (2.30)

O préximo lema mostra que para qualquer subgrupo axial ¥ de £1G é sempre possivel encontrar
um bloco no qual 7g(X) age transitivamente.

Lema 2.2.9. Suponhamos que ¥ seja um subgrupo azial de £L1G. Entao g(X) age transitiva-
mente em algum bloco J para o qual Fixy~ (X) C Uy.

Demonstracao: Seja Y um subgrupo axial de £1G. Entao existe um vetor nao nulo

r = (z1,...,2n) € Fixyn (X)
tal que Fixy~ (X) = [z]. Considere J = {j € {1,..., N}; z; # 0}. Vamos mostrar primeiramente
que o(J) = J para todo o € 7g(2). De fato, se o € 1g(2), entdo existe ({1,...,0y) € LV tal
que 7g((l1,...,¢n),0) = 0. Como z € Fixpn (X), temos que

(6133071(1), c. ,KN.QTU—l(N)) = ((61, Ce ,EN),O)x =T = (.Tl, c. 7.(17]\/),
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ou seja, £;z,-1(;y = x; para todo j € J. Desse modo, £;x,-1¢;) # 0, 0 que implica em z,-1(;y # 0.
Logo, 0 '(j) € J para todo j € J e, portanto, 0~(J) C J. Pela Observagao 2.2.4, temos
que o(J) = J. Portanto, mg(X)(J) = J. Suponhamos, por absurdo, que 7g(X) ndo aja transi-
tivamente em J. Entao existem iy,is € J tais que o(i1) # iz para todo o € mg(X). Defina o
conjunto

Ji={je€J; o(j)#i, Voemng(E)}

Note que J; é um conjunto nao vazio, pois i; € J;. Além disso, mg(X)(J1) C J;. De fato,
suponha que existem o € mg(X) e j € J; tais que o(j) € Ji. Pela definicdo de J;, existe
n € mg(X) tal que n(o(j))

= iy, 0 que é uma contradi¢do com o fato de j € J;. Logo, para todo
o € mg(X) temos o(J;) C Ji e, portanto, mg(X)(J1) C Ji. Considere agora Jo = J — Jy, ou seja,

Jo={j € J; o(j) =iy, para algum o € mg(X)}.

O conjunto Jo também é nao vazio, pois iy € Jo. Verifiquemos que mg(X)(J2) C Jo. Para
isso, suponha que existem o € mg(X) e j € J; tais que o(j) € Jo. Entdo o(j) € J; e, como
7g(X)(J1) C Jy, temos j = o~ (o(j)) € J1, 0 que é uma contradigao, pois J; N.Jy & vazio. Logo,
7g(S)(T2) C .

Agora defina y = (y1,...,yn) € UY e 2 = (21,...,2y) € UN como

)T se j€J o L1 se 7€ Jy
Yi 0, se j¢&.J; I 0, se j¢&.Jy

Veja que y, 2z € Fixpn (X). Com efeito, seja ((¢1,...,0y),0) € X. Entdo o € mg(X). Se j € Jp,
entdo o' (j) € Ji, pois mg(X)(J1) C Ji, implicando que ¢;y,-1¢;) = {;x;. Como = € Fixyn (),
entdo (({1,...,0n),1g)r = z, de onde segue que {;z; = z;. Logo, {;y,-1(;) = x; para todo
jei.Sej¢&Ji,entdo o7 (j) € Ji e, assim, {;y,-1(;) = 0. Portanto,

((617 < 7€N)>U)y = (51%—1(1)7 s 7€Nya—1(N)) = (3/1, <o 7yN> =Y,

ou seja, y € Fixpyn (X). Analogamente, é possivel provar que z € Fixpn (2).

Claramente, y e z sao vetores linearmente independentes, uma vez que Jo, = J — J;. Logo,
Fixyn~ (X) possui dois vetores linearmente independentes, o que é impossivel pois Fixy~ (X)) é
unidimensional. Portanto, mg(X) age transitivamente em J e, como 7g(X)(J) = J, temos que
J é um bloco. Pela construcao de J e pela defini¢ao de U; dada em (2.30), temos que z € Uy,
o que implica que Fixy~y(X) = [z] C U;.

O préximo teorema caracteriza, a menos de conjugacao, os subgrupos axiais de £ G em
funcao dos subgrupos axiais de £. Mais precisamente, vamos mostrar que todo subgrupo axial
de £1G é conjugado a X(A,J), para algum subgrupo axial A de £ e algum bloco J. Para
simplificar a notacao, vamos supor, renomeando as células se necesséario, que o bloco J cuja
existéncia é garantida pelo Lema 2.2.9 é da forma J = {1,...,s},com 1 < s < N.

Teorema 2.2.10. Seja X um subgrupo azial de L1 G. Considere v € Fixyn (X) ndo nulo tal
que x = (x1,22,...,%:,0,...,0), com x; # 0 para todo 1 < j < s. Seja A C L o subgrupo de
isotropia de 1 e suponha que Fixy (L) = {0}. Entao

63



(i) 3 é conjugado a (A, J).
(i) A € azxial.

Demonstracao: Sejam Y um subgrupo axial de L1 G e x € Fixyn~(X) ndo nulo tal que
r = (r1,29,...,250,...,0). Como z é fixado por X, temos que ¥ C ¥, onde X, denota o
subgrupo de isotropia de x. Pelo Lema 1.3.12, ¥ é um subgrupo de isotropia maximal e, como
x € nao nulo, podemos asumir >, # £1G. Logo, ¥ = X,.

Vamos mostrar que X é conjugado a X(A, J), onde A C L é o subgrupo de isotropia de z;
e X(A, J) é como em (2.25), ou seja,

Y(A,J) = (A* x LY7%) + 9y,

para Q; = {0 € G; o(J) = J}. Pelo Lema 2.2.9 temos que mg(X) age transitivamente no
bloco J = {1,...,s}. Logo, para cada j € J, existe (#/,0;) € X tal que aj_l(j) = 1, com
t=(0A,... ) €LY eo; €G. Como z € Fixyn(X), temos (¢, 0;)x = x, implicando que

=y =
x; éjxajl(j) tixn,

para todo 1 < j < s. Assim, obtemos ¢1,...(5 € L tais que fgazl = x;. Por simplicidade,
escrevemos () = {;. Defina (h,1g) = ((¢(7',..., 0, 1,...,12),1g) € L1G. Pelos Lemas 1.3.3 e

yvs )

1.3.6, segue que

(h7 1Q)Ex(h7 19)_1 = E(h,lg)x (231)
e
dimg Fixgn ((h, 1g)24(h, 1g) ™) = dimg Fix~ (Z) = 1, (2.32)
onde (h,1g)x = (67 w1, ..., 0712,,0,...,0) = (21,...,21,0,...,0). Portanto, (h, 15)X,(h, ]_g)_l
¢ um subgrupo axial de £ G e, pelo Lema 1.3.12, é maximal. Denote z = (h,1g)z =
(x1,...,21,0,...,0) e considere

(hy1g) 31, (k) >, (B, 1g) ™ € (R, 16)Sa(h, 1g) ™,
onde (k,n) € ¥, com k = (k1,...,ky) € LN en € G. Por (2.31),

(hy1g) %, (kym) %, (R, 1g) " 2 = 2,

implicando que fflkjfn—l(j)xl = ry para todo j € J. Como A é o subgrupo de isotropia de z1,
segue que €j_1kj€,7-1(j) € A. Claramente, fj_lkjﬁn—l(j) € L para todo j ¢ J. Além disso, n € Qy,
pois como 7g(X) deixa J invariante, temos 7g(X) C Q. Logo, (h, 1g) %, (k,n) 1, (h,1g)"" €
Y (A, J), mostrando que

(hv 1Q)Ex(h’ 1Q>71 - E(Aa J)

Como (h, 1g)%,(h,1g) " é maximal e X, = %, temos que X(A, J) = (h, 1g)%(h, 1g)~", provando
o item (7) do teorema.

Resta mostrar que A é um subgrupo axial de £. Como A é um subgrupo de isotropia, basta
provarmos que Fixy(A) é unidimensional. Afirmamos que

Fixpn (2(A, J)) = Z = {(w,...,w,0,...,0); w € Fixy(A)}.

S vezes
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Com efeito, seja y = (y1,...,yn) € Fixyn(X(A,J)). Entao ((¢4,...,4n),1lg)y = y para todo
((01,...,0n),1g) € (A, J). Se j € J, entdo {;y; = y; para todo ¢; € A, implicando que
y; € Fixy(A). Por outro lado, se j & J temos {;y; = y; para todo ¢; € L, ou seja, y; € Fixy(L).
Como Fixy (L) = {0}, por hipotese, segue que y; = 0 se j ¢ J. Queremos mostrar agora que
y; = 11 para todo j € J. Note que ((1¢,...,1z),0) € (A, J) para todo 0 € Q, de modo que

((10 SRR 15),0)?/ =Y,

ou seja, ¥; = Y,-1(;) para todo j € J e o € Q;. Como Q; age transitivamente em .J, para cada
J € J existe n; € Q; tal que 77]._1(]') = 1. Logo, y; = y,-1(;) = y1 para todo j € J, de onde
J
obtemos que
y=(y1,...,41,0,...,0) € Z,
—_—
S vezes
pois y; € Fixy(A). Portanto, Fixpn (X(A, J)) C Z.
Reciprocamente, se y = (w,...,w,0,...,0) € Z, onde w € Fixy(A), entdo

((lr,...,lN),0)y = (Lrw, ..., law,0...,0) = (w,...,w,0,...,0) =y

para todo ((¢1,...,0y),0) € X(A,J), pois ¢; € A para todo j € J e o(J) = J. Logo, y €
Fixpn (X(A, J)), ou seja, Z C Fixpn (2(A, J)) e, portanto, Fixy~ (X(A4,J)) = Z. Por (2.32),
Fixyn (3(A, J)) é um subespaco unidimensional. Como (z,...,21,0,...,0) € Z, pois A = ¥, ,
entao

Fixyn(X(A, J)) = Z = [(z1,...,21,0,...,0)],

implicando que
FlXU(A> = [1'1],
o que prova que Fixy(A) é unidimensional. Desse modo, A C L é axial.

O proximo exemplo mostra a importancia do Teorema 2.2.10 para a caracterizacao de todos
os subgrupos axiais de £ G em funcao apenas dos subgrupos axiais de £ e dos blocos de
{1,...,N}. Com esse exemplo mostramos uma consequéncia natural em sistemas de células
acopladas com acoplamento do tipo produto coroa, que é a existéncia simultanea de células com
dinamica nao trivial, enquanto outras permanecem inativas. Para isso, utilizamos o seguinte
resultado cuja demonstragao pode ser encontrada em [11].

Lema 2.2.11. Todo subgrupo de D,, ¢é ciclico ou diedral. Mais especificamente, todo subgrupo
‘H de D,, satisfaz um e, somente um, dos itens a sequir:

(i) H = (R%,), onde d|n;
(ii) H = (R%,, R k), ondedln e 0 <i<d-—1.

Demonstracao: Veja [11, Theorem 3.1].
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Exemplo 2.2.12. Considere & = F'(z) um sistema de 15 células acopladas, onde x € V = C
e F': V% — V% & um campo de vetores. Suponha que £ = O(2) seja um grupo de simetrias
internas de cada célula e que G = Dy5 seja um grupo de simetrias globais desse sistema. As
acoes de O(2) e D5 em C = R? sdo definidas por

¢»: 02)xC — C Yv: DsyxC — C
(Rg,2) — €Y e (R%,z) — Tz
(k,2) = Z (k,2) +— Z

onde 0 € [0,27), Ry é a matriz definida em (1.2), k é a matriz definida em (1.3) e Z denota o
conjugado de z € C. Observe que Fixc(O(2)) = {0} e que D15 pode ser visto como um subgrupo
de permutacoes de Si5, uma vez que seus movimentos de rotacao e de reflexao representam
bije¢oes de D5 em Dy5. De fato, renomeamos o conjunto {1,...,15} por X = {0,...,14} e
identificamos os geradores R% e K, respectivamente, com as permutagoes

c=(012 --- 13 14)

B =(114)(213)(3 12)(4 11)(5 10)(6 9)(7 8)

de Si5. O homomorfismo de grupos injetor ¢ : D5 — S;5 definido por @(R%T) =oeplk) =p
identifica cada elemento de D5 com uma permutacao em S;5, como mostramos na Tabela 2.1.

Em todo o exemplo, vamos confundir as permutacoes do subgrupo ¢(D;5) com os elementos
de D15.

Pelo Lema 2.2.11, como os divisores de 15 sao 1,3,5 e 15, os subgrupos de D5 sao:

(Rir), (Ris,k) e (Rby, Rhr),
15 15 15 15
com?¢=1,3,5,15ej=1,...i—1. Esses subgrupos sao caracterizados, a menos de conjugacao,

como {Is}, Z3, Zs, Z15, D1, D3, D5 e Dys.

Daqui em diante, denotamos a rotacao R%T simplesmente por R. Vamos agora determinar
todos os possiveis blocos J de X e os respectivos subgrupos Q; associados. Como j& menci-
onamos, os conjuntos unitarios J = {j}, com 0 < j < 14, sdo blocos. De fato, o subgrupo
H = {I3} age transitivamente e mantém cada um desses conjuntos invariantes. Observe na
Tabela 2.1 que as unicas permutagoes que deixam J = {0} invariante sdo I, e k, ou seja, para
J = {0} temos

Q;=(k)=D.

Para o bloco J = {1}, as tinicas permutagoes que o mantém invariante sao Iy e kR'. Logo,
Q; = (kR") 2 D;. De modo analogo, é possivel verificar que para cada bloco unitéario J = {j},
com 2 < j < 14, temos Q; = (kR') = D, para um tnico ¢ € {1,...,12,14}.

Vamos mostrar agora que {0,5,10}, {1,6,11}, {2,7,12}, {3,8,13} e {4,9,14} também sao
blocos. De fato, observe na Tabela 2.1 que dados dois indices i,j € {0,5,10}, existe uma
permutagao o € Zz = {Iy, R*, R'°} tal que o(i) = j, o que mostra que Zz age transitivamente
em {0,5,10}. Além disso, Z3 deixa {0, 5,10} invariante. Logo, J = {0,5,10} é um bloco. Como
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Tabela 2.1: Identificagao de Dy5 com um subgrupo de Sis.

‘ D5 ‘ Permutacao ‘
]2 Zd
(012345678910 111213 14)
(02468101214135791113)
R | (036912)(1471013)(25811 14)
(04812159132610143 7 11)
R> | (0510)(1611)(2712)(3 8 13)(4 9 14)
R | (061239)(1713410)(28145 11)
RT (0714613512411310291 8)
R® (08192103114125136147)
R | (093126)(1104137)(2115148)
R™Y [ (0105)(1116)(2127)(3 13 8)(4 14 9)
RU (0117314106213951 128 4)
R¥Z | (012963)(1131074)(214 118 5)
R® (013119753114121086 4 2)
RY (0141312111098 7654321)
k| (114)(2 13)(3 12)(4 11)(5 10)(6 9)(7 8)
kR | (0 14)(1 13)(2 12)(3 11)(4 10)(5 9)(6 8)
kR* | (0 13)(1 12)(2 11)(3 10)(4 9)(5 8)(6 7)
kR [ (012)(1 11)(2 10)(3 9)(4 8)(5 7)(13 14)
kR | (0 11)(1 10)(2 9)(3 8)(4 7)(5 6)(12 14)
kR® | (010)(19)(28)(3 7)(4 6)(11 14)(12 13)
kR | (09)(18)(27)(3 6)(4 5)(10 14)(11 13)

KR | (08)(1 7)(2 6)(3 5)(9 14)(10 13)(11 12)
KRS | (07)(16)(25)(3 4)(8 14)(9 13)(10 12)
#RY | (0 6)(1 5)(2 4)(7 14)(8 13)(9 12)(10 11)
RRO | (0 5)(1 4)(2 3)(6 14)(7 13)(8 12)(9 11)
<R (0 4)(1 3)(5 14)(6 13)(7 12)(8 11)(9 10)
®R™2 | (03)(1 2)(4 14)(5 13)(6 12)(7 11)(8 10)
kR (0 2)(3 14)(4 13)(5 12)(6 11)(7 10)(8 9)
rRM (0 1)(2 14)(3 13)(4 12)(5 11)(6 10)(7 9)

as permutagoes r, KR° e kR também deixam J = {0, 5,10} invariante,

Do mesmo modo, dados i,j € {1,6,11}, existe 0 € Zs3 tal que o(i) = j e, portanto, Zs age
transitivamente em J = {1,6,11}. Como Zs(J) = J, entdo J é um bloco. As permutagoes
kR3, kR e kR também deixam J = {1,6, 11} invariante e, assim,

Q;={L, R, R kR® kR® xR}

é conjugado a D3 Analogamente, é possivel mostrar que Zs age transitivamente e mantém inva-
riante os subconjuntos de indices {2,7,12}, {3,8,13} e {4,9, 14}, os quais sao blocos associados
a Q; = D3 via conjugacao. Observe que como Zj3 deixa invariante apenas esses subconjuntos
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de indices de trés elementos, eles sao os inicos blocos nos quais Zs age transitivamente.
Afirmamos que {0,3,6,9,12}, {1,4,7,10,13} e {2,5,8,11,14} também sao blocos. Com
efeito, segue da Tabela 2.1 que dados dois indices 7,5 € {0, 3,6, 9,12}, existe uma permutacio
o € Zs = (R?) tal que o(i) = j, ou seja, Zs age transitivamente em J = {0, 3,6,9,12}, o qual é
um bloco uma vez que Zs(J) = J. As permutagoes x, kR3, kR° kR° ¢ kR'? também mantém
tal J invariante. Logo,
QJ = <R3,/€> = D5.

Argumentos semelhantes mostram que Zs age transitivamente e mantém invariante os sub-
conjuntos de indices {1,4,7,10,13} e {2,5,8,11,14}. Portanto, J = {1,4,7,10,13} e J =
{2,5,8,11, 14} sao blocos tais que Q; = D5 via conjugagdo. Como Zs deixa invariante apenas
esses subconjuntos de indices, eles sao os tnicos blocos nos quais Zs age transitivamente. De
modo analogo, pela Tabela 2.1 temos o seguinte:

— Os tnicos blocos nos quais Dy = (k) age transitivamente sao J = {1, 14}, {2, 13}, {3, 12},
{4,11}, {5,10}, {6,9} e {7,8}. Como k e I5 sdo as tnicas permutacoes que deixam cada
J invariante, segue que Q; = Dy.

— Os tinicos blocos nos quais D3 = (R®, k) age transitivamente sao J = {1,4,6,9, 11, 14},
{2,3,7,8,12,13} ¢ {0, 3,6,9, 12}, com D3(J) = J. As tinicas permutagoes que mantém os
dois primeiros blocos invariantes sdo I, R°, R'°, k, kR® e kR'. Nesse caso, Q; = Ds.
Para J = {0, 3,6,9,12}, obtemos Q; = D5 = (R3, k).

— O dnico bloco no qual Dy age transitivamente é J = {1,2,4,5,7,8,10,11,13,14}, com
D;(J) = J Além disso, as tinicas permutagoes que mantém J invariante sao I, R®, RS,
R, R? kK, kR3, kR®, kR® e kR'2. Portanto, Q; = Ds.

— O tnico bloco no qual Z;5 = (R) age transitivamente é J = {0, 1,...,14}, com Z;5(J) = J.
Claramente temos Q; = Dys.

Na Tabela 2.2 exibimos todos os blocos J de X para o acoplamento do tipo O(2)!Dy5, com
os respectivos subgrupos Q; associados, a menos de conjugacao (segunda e terceira colunas).
Na primeira coluna da tabela apresentamos os possiveis subgrupos H de G = D;5 obtidos
utilizando o Lema 2.2.11. Observe que os blocos na segunda coluna sao as o6rbitas de H em X
quando representamos a acao de D15 em C como

R X — X k: X — X

1 +— i+ 1mod 15 ¢ i +— —imod 15’

SIS

A fim de utilizarmos o Teorema 2.2.10, precisamos agora determinar, a menos de conju-
gacao, todos os subgrupos axiais de £ = O(2). Para isso, seja A C O(2) um subgrupo axial.
Obviamente, Iy € A. Suponhamos que exista Ry € SO(2) \ {I2} de modo que Ry € A. Tome
2 € Fixc(A) ndo nulo e escreva z = re'®, com a € [0,27) e r > 0. Como Ry € A, temos

ez =z,

isto &, e+ = rei@ o que ocorre se, somente se, § = 0. Mas isso é uma contradicdo, pois
Ry # I,. Assim, a menos de conjugacdo, o tnico subgrupo axial de O(2) é Z5 = (k), uma vez
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Tabela 2.2: Classificagao dos blocos de X.

H Bloco J Qy
L | {j}, 0<;<14 D,
Zs | {0,5,10},{1,6,11},{2,7,12},{3,8,13},{4,9, 14} D3
Zs | {0,3,6,9,12},{1,4,7,10,13},{2,5,8,11, 14} D;
Zys | {0,1,...,14} Dy
D, | {1,14},{2,13},{3,12},{4,11},{5,10},{6,9},{7,8} | D,
D, {1,4,6,9,11,14},{2,3,7,8,12,13} D;

{0,3,6,9,12} D;
D; | {1,2,4,5,7,8,10,11,13,14} Ds;

que
Fixe(Z5) 2 R.

Pelo Teorema 2.2.10, os subgrupos axiais de O(2) ! Dy5 s@o todos conjugados a
¥(Z5,J) = DBy x -+ x Bis + Qy,

com B; =Z5seje Je B =0(2)se j ¢ J para cada bloco J listado na Tabela 2.2. Além
disso, segue da demonstragao da Proposi¢ao 2.2.7 que X(Zf,J) é o subgrupo de isotropia de
x = (g, T1,Ta,...,214) € C® onde z; = 0 se j € J e todos os x; sdo nao nulos e iguais se
j € J (veja (2.27)).

O resultado de nossa classificacao pode ser visto na Figura 2.5, onde apresentamos os 14
padroes de células ativas e inativas em um anel de 15 células idénticas acopladas identicamente,
com simetria interna O(2) e simetria global Dy5. As células ativas estdo destacadas em negrito,
de acordo com os blocos exibidos na Tabela 2.2.

2.2.3 Matrizes X(A, J)-equivariantes

Nesta subsecdo, apresentamos a forma geral das matrizes em My (R) que comutam com os
subgrupos axiais 3(A,J) de £1G, onde A é um subgrupo axial de £ e J é um bloco. Tal
caracterizacao é obtida no Teorema 2.2.16, onde mostramos que essa forma geral depende de
ambos os grupos £ e G, cada um impondo restricoes de um modo sistemético.

Dizemos que uma matriz G € My (R) comuta com X(A, J) se G comuta com a matriz de
representacao de cada (¢,0) € (A, J). Para a demonstracao do Teorema 2.2.16 utilizamos os
trés seguintes lemas. Por simplicidade, vamos denotar igualmente um operador linear e sua
matriz com relacao a uma base fixada.

Lema 2.2.13. Seja H um grupo de Lie agindo linearmente em um R-espaco vetorial Uy & Us,
onde Uy e Uy sao subespacos H-invariantes. Suponha que Uy, nao tenha uma componente H -
wrredutivel que seja H-isomorfa a uma componente H-irredutivel de Us. Seja P : Uy ® Uy —
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Figura 2.5: Padrdes para o acoplamento do tipo O(2) ¢ D;s.

U, ® Uy um operador linear H-equivariante. FEntao
P = Diag(Pl, PQ),
onde P, : Uy — Uy e Py : Uy — Uy sao operadores lineares H -equivariantes.

Demonstracao: Sejam 5 = {uj...,u,} e B = {Uni1,-..,un} bases para os subespacos
vetoriais U e Uy, respectivamente. Entdo C = {uy, ..., Up, Upt1, ..., Un} € uma base de Uy G Us.
Denote por P = (aij)mxm @ matriz do operador linear P com relacdo a base C. Entao

n

P(u;) = Zajiuj + Z QiU

j=1 l=n+1
para todo i = 1,...,m. Considere agora as transformacoes lineares definidas por
Pli Ul — Ul Qli Ul — UQ
n m
u; > Z AUy ’ u; > Z apu; ’
j=1 l=n+1
PQI U2 — U2 QQI U2 — U1
m n
e
U > Z el U > Z AjLUj
l=n+1 j=1
paratodoi=1,...,nek=n+1,...,m. Logo,
P’U1:P1+Q1 € P’U2:P2+Q2>
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de modo que a matriz de P com relacao a base C é dada por

P @
P‘{Ql PJ'

Como P é H-equivariante, entdo P(h-u;) = h- P(u;) para todo h€ He j=1,...,m. Como
a acao de H em U; @ Us é linear, segue que

Pi(h-ui) = h- Pr(u) = h- Quus) — Qi(h - uy)
paracadat=1,...,ne
Pg(h . uk) — h . PQ(Uk) = h . QQ(Uk) — Qg(h . uk)

para cada k =n+1,...,m. Observe que h-u; € Uy e h-u € Uy, pois Uy e Uy sao subespagos
H-invariantes. Portanto, Pi(h - u;) € Qa(h - uy) pertencem a Uj, enquanto que Py(h - uy) e
Q1(h - u;) pertencem a Us. Pela mesma razao, h- Pi(u;) e h- Q2(ug) pertencem a Uy, enquanto
que h - Py(ug) e h - Q1(u;) pertencem a Uy, implicando que

Pl(h . UZ) —h- Pl(ui), h - Qg(uk) — Qg(h . uk) € U1

h-Q1(u;) — Qi(h-w;), Po(h-ug)—h-Py(ug) € Uy
para todo h € H. Logo,
Pi(h-u;))—h-P(u;) e UyNUy={0} e h-Qi(uw;)—Qi(h-u;) € UyNUy ={0},
0 que nos mostra que
Pi(h-u;))=h-P(u;) e Qi(h-w;)=nh-Q(u)

para todo h € Hei=1,...,n. Portanto, P, e (; sdo H-equivariantes. Analogamente,
PQ(huk)—hPg(uk)EUlﬂng{O} e hQQ(Uk)—Q2<hUk)EUlmUQZ{O}

paratodo he€ He k=n+1,...,m, implicando que P, e ()5 sao H-equivariantes.

Considere uma decomposicao de Uy = W7 @ --- @ W, em uma soma direta de componentes
H-irredutiveis cuja existéncia é garantida pelo Corolario 1.2.3. Como ); ¢ H-equivariante,
segue pelo Lema 1.2.13 que

1(W;) ={0} ou Q1(W;) é H-isomorfo a W

para todo j = 1,...,s. Em ambos os caso, (1(W;) é um subespaco H-irredutivel de U,. Pela
sobrejetividade e linearidade de ()¢, temos

Uy = Q:1(Wh) @ - @ QW)

uma decomposicao de U, em componentes H-irredutiveis. Se Q;(W;) for H-isomorfo a W; para
algum 7, entao U; terd uma componente H-irredutivel que é H-isomorfa a uma componente
H-irredutivel de U, o que contradiz a hipotése do lema. Assim, ¢;(W;) = {0} para todo
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j = 1,...,s, implicando que (); = 0. Analogamente, decompondo U; em uma soma direta
de componentes H-irredutiveis e utilizando novamente o Lema 1.2.13, podemos concluir que

> = 0. Portanto,
S

0 B

como queriamos demonstrar.

Observamos que o lema anterior pode ser estendido a um operador
PUlEBEBUn%Ul@GBUna

com n > 2, em que cada subespago H-invariante U; nao admite uma componente H-irredutivel
que seja H-isomorfa a uma componente H-irredutivel de U;, para ¢ # j.
Para o préximo resultado, lembremos que 1 < s < N.

Lema 2.2.14. Sejam J = {1,...,s} um bloco e A um subgrupo azial de L C O(k). Considere
G € Myn(R) uma matriz que comuta com (A, J) da forma

G = Diag(Gl, GQ),

onde Gi = (gi5) € Mu(R), com g;; € My(R) para todo i,5 = 1,...,5, e Ga € Myn_g(R).
Entao

9ijQ = QG;ij, G = g11 € Gij = Go(i)o(j)
para todo a € A, 0 € Qy ei,j=1,...,s Além disso, ag;j = g;; para todo a € A e i # j.
Demonstracao: Como J = {1,...,s} é um bloco, temos por (2.25) que X(A,J) = (A° x
LN=%) + Q. Considere o subgrupo H = (A% x LN=%) + {15} C X(4,J). Dado a € A, como

g é representado pela matriz identidade, temos por (1.27) que ((a,...,a,1z,...,12),1g) € H
——

S vezes
admite a representacao matricial dada por

X
B _ { ks 0 :| 7
0 lev—s
onde
a Opxk -+ Goxk
X, — 9kxk ? e pkxk
Okxk Okxk -+ a

Como G comuta com (A, J), segue que G comuta com H. Em particular, GB = BG, ou seja,

{Gl()Hsto ]_[sto }{Glo}
0 Gy 0 Iinv—opk 0 Iinv—op 0 Go|’
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implicando que G1 X, = XpsG1. Assim,

g1 s a Opxr -+ Owpxg a Opxt -+ Opxk g1 s
go1 c Gas Opxr @ oo Orxk _ Opxr @ o Opxa go1 t Gas
gs1 " Uss Okxt Okxk -+ a Okxk Okxk -+ a gs1 " Uss

de onde segue que

gij@ = ag;;
para todoa € Aei,j=1,...,s. Novamente por (1.27), identificamos o elemento
((a,lg,...,15,1[;,...,1[;),1(_;) EH
—— —
S vezes
com a matriz
Yie O
2= (6" Ty
0 Iiw—s
onde
a O xk Ok xk
Y — Oxk Ik O xk
Orxt Orxr -+ I

Como GD = DG, por um calculo simples obtemos G1Y,, = Y. G1, ou seja,

g Gis a Okxtk ++ Orxk a Okxk ++ Ogxk g Gis
921 cc G2s Okse Tk = Ok | | Ok T o+ Ok g1 cc Gos
gst "t Jss Orxtk Orxk -+ I Orxt Orxk -+ I gst "t Jss
o que implica em ag;; = g1; para todoa € Ae j =2,...,s. De um modo geral, considerando
ey 1p,a,...,12),1g) € H,
((Le c c):1g)
l vezes
para todo [ = 2,..., s, segue pelo mesmo argumento que ag;; = g;; para todo j =1,...,s, com

j # . Portanto, ag;; = g;; para todo a € A e i # j.

Usando novamente o fato de G comutar com (A, J), temos que G comuta o grupo Q;
definido em (2.24), ou seja, G' comuta com a matriz de representacao [p,] definida em (1.13)
para todo o € Q;. Lembremos que [p,] = (B;;), em que cada entrada B;; é uma matriz de
ordem k£ tal que

B — { I, se i=0(j)
K kak; se 7 75 O’(j) ’
para todo ¢,7 = 1,..., N. Denotando as entradas da matriz G, também por g;;, temos que

N
(G[pa])ij = ZgilBlj = girBrj = Gir

=1
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comr=o(j)e
N
([ps]G)ij = ZBilglj = Birgrj = Grj
I=1
com r = o~ (z). Como G[p,] = [p,|G para todo o € Q,, segue que
Gio(5) = Yo~ ()j

para todo o € Qe i,j=1,...,N. Em particular, como o(J) = J temos

9ij = Yo(i)o () (2.33)
para todo 7,7 = 1,...,s. Resta mostrar que g;; = g1 para todo ¢ € J. Sabemos que Q; age
transitivamente em J = {1,...,s}, ou seja, para cada i = 2,...,s existe o; € Q; tal que

oi(1) = i. Por (2.33),
911 = Yo;(1)o; (1) = YGii

para todo ¢ = 2,...,s, o que conclui a prova.
[ |

Para o préximo lema lembremos que, segundo uma determinada acao, todo espaco vetorial
V admite uma decomposigao da forma (1.19), em que cada W) é uma componente isotipica de
V' do tipo Ui, com U, C V um subespago irredutivel sob a agdo considerada (veja Teorema
1.2.8).

Lema 2.2.15. Seja A um subgrupo azial de L agindo em V = RF. Entio Fixy(A) é uma
componente isotipica de V.

Demonstracao: Como Fixy (A) é um subespago A-invariante unidimensional, entdo Fixy (A)
é um subespaco A-irredutivel de V. Seja W7 a soma de todos os subespacos A-invariantes de V
que sdo A-isomorfos a Fixy (A). Claramente, Fixy (A) C W;. Mostremos que W = Fixy (A).

Seja Z um subespago A-invariante de V' que é A-isomorfo a Fixy(A). Entao existe um
isomorfismo linear A-equivariante ¢ : Fixy(A) — Z, de modo que Z ¢ um subespaco unidi-
mensional de V. Sejam By = {v} e By = {z} bases de Fixy(A) e Z, respectivamente. Como ¢
é uma bijec¢ao, existe um tnico A € R tal que ¢(A\v) = z. Dado ¢ € A,

02 = Lp(W) = (E0W)) = (M) = () = 2

implicando que z € Fixy (A). Portanto, Z = Fixy (A), o que mostra que
W, = Fixy (A).

Portanto, Fixy (A) é uma componente isotipica de V.

O proximo teorema determina uma caracterizagao das matrizes em My (R) que comutam
com o subgrupo axial (A, J) como definido em (2.25). Para compreendé-lo, vamos introduzir
duas novas notagoes com base no grupo Q; = {0 € G; o(J) = J}, onde J = {1,...,s}, como
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segue: dado o € Qy, a restri¢ao 0|, : J — J é uma bijecdo, de modo que o|; pertence ao grupo
S, das permutacoes de J. Denotamos por

Qily;={ol;; 0 €Qs} (2.34)

o subgrupo de S, formado por tais bije¢oes. De modo analogo, como provamos na demonstragao
da Proposi¢do 2.2.5, se J = {s+1,...,N} é o complementar de J em {1,..., N}, entdo
o(J) = J para todo 0 € Q. Logo, a restri¢ao o|; : J — J é uma bije¢ao e, portanto, o|;
pertence ao grupo S; das permutacdes de J. Denotamos por

Qsl;={oly 0 €Qs} (2.35)

o subgrupo de Sy formado por essas bijegoes.

Teorema 2.2.16. Seja G um subgrupo transitivo de Sy e suponha que L C O(k) aja nao
trivialmente e absolutamente irredutivelmente em V = R*. Seja G € Myn(R) uma matriz que
comuta com X(A,J), onde A C L € azxial e J ={1,...,s} é um bloco. Entio existe uma base
de VN tal que

G = Diag(G1, Ga),

com
Gl = Dlag(C, Cl,...,Cl) € G2 = Diag()\s+1]k,...,)\NIk), (236)
N—_——
onde
11 C12 Cis
c c Cos
C— 21 ?1 2 c I\\/JIS(R),
Cs1 Cs2 C11

Cy € Mup-—n(R) e As1,..., v € R. Além disso, C comuta com Q;|;, e Gy comuta com

Demonstracao: Primeiramente observe que Fixy (£) = {0}. De fato, pelo Lema 1.2.12, como
a agao de £ em V é absolutamente irredutivel, entdo V' & L-irredutivel. Sendo Fixy (L) um
subespago L-invariante de V', segue que Fixy (L) = {0} ou Fixy (L) = V. A tltima igualdade
ndo pode ocorrer pois a acdo de £ em V' é nao trivial. Logo, Fixy (L) = {0}. Vamos mostrar
inicialmente que se G € Myn(R) comuta com (A, J), entdo G = Diag(Gy,Gs), com G; €
Mis(R) e G € Myy—s)(R). Considere

M= ({1} x £7*) + {16}
um subgrupo de $(A, J) = (A* x LVN7%) + Q; e escreva
VN =V < {0}V @ {0} x VR
Dados ((1z,...,1z,bs1,. .. 0n),1g) € H e wy = (v1,...,05,0,...,0) € V* x {0}V * temos

(g laia, . Un), 1g)wy = (vr, ..., 05,0,...,0) = wy € Vo x {0}V 7%
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Além disso, dado wy = (0,...,0,vs¢1,...,vx5) € {0}* x V¥4 temos

((1[), ceey 1£7£s+17 ce ,EN), 1g)’w2 = (0, ce ,O,€s+1vs+1, .. ,KNUN) S {0}8 X VN_S.

Portanto, V* x {0}V * e {0}° x VN~ sd0 subespacos vetoriais #-invariantes de V. Note que
H age trivialmente em V* x {0} * e ndo trivialmente em {0}* x VN~

Afirmamos agora que nenhuma componente H-irredutivel de V*® x {O}N_S é H-isomorfa
a uma componente H-irredutivel de {0}° x V=% Com efeito, suponhamos que exista uma
componente H-irredutivel Z; de V* x {O}Nﬁs ‘H-isomorfa a uma componente H-irredutivel Z,
de {0}° x V=%, Entdo existe um isomorfismo linear H-equivariante ¢ : Z; — Z,, ou seja,
¢(hwy) = ho(w;) para todo h € H e wy € Z;. Em particular,

((157 SR 1£7£s+17 cee 7£N)7 1g)(b('w1> = (b(((ll:a sy 1£>€s+17 R 7€N)7 1g)w1) = ¢<w1)

para todo ((1z,...,1z,0541,...,¢n),1g) € H e wy € Z,. Portanto, ¢p(w;) € Fixz,(H) para
todo w; € Z;. Como Z, é H-irredutivel e H age nao trivialmente em {0}° x VN5 segue que
Fixz,(H) = {0}, pois Fixz,(H) ¢ um subespaco H-invariante de Z,. Logo, ¢ = 0, o que ¢é
uma contradi¢do. Portanto, segue a afirmac¢ao. Como G comuta com X(A, J), em particular G
comuta com H. Pelo Lema 2.2.13,

G = Diag(G1, Ga),

onde Gy : Vo x {0}V = Ve x {0}V e Gy : {0} x VN=5 — {0} x VN~ s30 operadores
lineares H-equivariantes, ou seja, G € Ms(R) e G € My(y_s)(R) comutam com H.
Considere os subespagos vetoriais de {0}° x V=% definidos por
B;=(0,...,0,V,0...,0) = {(0,...,0,v,0...,0); v €V}
S—— ——

(i—1) vezes (i—1) vezes

para cada i € J = {s+1,...,N}. Observe que {0} x VN=¢ = B, @ --- ® By. Mostremos

que Go = Diag(Psy1,...,Py), onde P, : B; — B; é um operador linear H-equivariante, para

todo i € J. Dados ((1¢,...,1z,les1,...,¢n),1g) € Hew = (0,...,0,v,0...,0) € B;, temos
———

(i—1) vezes

Ler oA lasrs o Oy),1g)w = (0,...,0,6w,0....0) € B,
((1z £ lsr1 ~), 1g) ( )

(i—1) vezes

o que mostra que B; é H-invariante, para todo i € J. Para concluirmos que B; é um sub-

espaco H-irredutivel de {0} x VV=¢ tome W um subespago H-invariante de B;. Entao W =

{(0,...,0,v,0...,0); v € Z} para algum subespago Z de V. Dados ¢ € L e w € W, temos que
——

(i—1) vezes
Lo, 1,010 1), 1g)w = (0,...,0,0v,0,...,0) € W.
(( L L L L) g) ( )

(i—1) vezes

Assim, fv € Z para todo £ € L e v € Z, ou seja, Z é um subespaco L-invariante de V. Como
V & L-irredutivel, Z = {0} ou Z = V. Portanto, W = {(0,...,0)} ou W = B, e, assim, B; é
H-irredutivel, para todo i € J.
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Afirmamos que B; e B; nao sao H-isomorfos se ¢ # j, com 4, j € J. De fato, suponhamos
que exista um isomorfismo linear H-equivariante ¢ : B; — B; para um par de indices 7, j € J,
com j # i. Entao

Levooo e bl 1) 10)0) = (g oAb dp o 12), 10)0 (w), 2.37
PD((( (z: o1, ), lg)u) = ((1¢ o1 £); 1g)(u) (2.37)
j—1) vezes (§j—1) vezes

para todo £ € L e u € B;. Como 1 é linear, podemos escrever

P(u) = (0,...,0,9;(u),0...,0),

——
(j—1) vezes
onde ¢; : B; — V é uma transformacdo linear. Para todo v = (0,...,0,v,0,...,0) € B;, como
——
(i—1) vezes
J # 1, temos que
((15,...,15,6,15...,15),1g)u: (0,...,0,’0,0,...,0) =Uu
— ——
(5—1) vezes (i—1) vezes

e, portanto, segue de (2.37) que

(0,...,0,0;(w),0,...,0) = (0,...,0,(;(w),0,...,0),

ou seja, (ij(u) = 1;(u) para todo ¢ € L e u € B;. Logo, ¥;(u) € Fixy (L) para todo u € B;.
Como Fixy (L) = {0}, entdo ¢; = 0 e, assim, ¢ = 0, o que ¢ uma contradi¢do. Portanto,
se i # j, entdo B; e B; nao sao H-isomorfos. Pelo Lema 2.2.13 (mais precisamente, por sua
extensdo a {0} x VN~ = B, & --- & By), concluimos que

G2 = Diag(PS+1, RN ,PN),

onde P; : B; — B; ¢ um operador linear H-equivariante, para todo ¢ € J, como queriamos
demonstrar.
Vamos agora caracterizar cada operador P;. Observe que dado u € B; podemos escrever

(i—1) vezes

onde £ : B; — V é uma transformacao linear. Como P; é H-equivariante,

P((e dp 1 1) 10)0) = (Mg Le b1 g 10), 1) Pi(w),
(((1e el e ) lg)u) = ((1¢ ol 1 ) 1g)Pi(u)
(i—1) vezes (i—1) vezes

de onde segue que

(0,...,0,5(((15,...,lﬁ,f,15...,15),1g)u),0,...,0):(O,...,O,Eﬁ(u),O,...,O),

(i—1) vezes
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para todo ¢ € L. Portanto, se u = (0,...0,v,0,...,0) € B;, entao

€(0,...,0,00,0,...,0)=£(0,...,0,0,0,...,0) (2.38)
(i-1) (i-1)

para todo ¢ € L e v € V. Paracadai € J, seja x; : V — V o operador linear definido por

(i—1) vezes

para todo v € V. Segue de (2.38) que x;(fv) = lx;(v) para todo ¢ € L e v € V. Portanto, x;
é L-equivariante. Como L age absolutamente irredutivelmente em V', existe \; € R tal que
Xi = MNildy, onde Idy : V — V é operador identidade. Assim,

(i—1) vezes

para todo u = (0,...,0,v,0,...,0) € B;, o que implica que P, = \;Idp, para cada i € J.
Portanto,
Gy = Diag(Asy1l, - .., AnTk), (2.39)

onde [, denota a matriz identidade de ordem k. Observe que G5 = G|{o}5va75‘ Como G comuta
com X(A,J) = (A° x LN=*) + Qy, por hipotese, segue pelo Lema 1.4.5 que G comuta com Q.
Assim, dados 0 € Qe v € {0}° x VN=5

mostrando que Gy comuta com Q;. Em outras palavras, G, é Q j-equivariante.
O proximo objetivo é mostrar que Gy = Diag(C, Cy, ..., (1), onde C; € M_1)(R) e
—_——
S vezes
Ci1 Ci2 -+ Cis
C C e Cos
o=| T (2.41)
Cs1 Cs2 -+ Cn1

para c¢;; € R. De fato, pelo Teorema 1.2.8 e pelo Lema 2.2.15,
V=W aw,

onde W) = Fixy(A) e cada W, é uma componente isotipica de V' para a agao de A. Seja B
uma base ordenada de V constituida pela uniao das bases de Wy, ..., W,. Como A C L é axial,
entao dimg Fixy (A) = 1. Desse modo, podemos assumir B = {by, ..., b} tal que Fixy (A) = [by].
Escreva

G1 = (9i5)
tal que g;; € M(R) para todo i,j € J = {1,...,s}. Pelo Lema 2.2.14, g;; comuta com A,
implicando que o operador linear associado g;; : V. — V é A-equivariante. Pelo Teorema
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1.2.14,
gu(W,) C W,

para todo [ = 1,...,r. Logo, existem c¢;; € Re €} € M(;_1)(R) tais que

g11 = Diag(clbcl)

com relacao a base B. Do mesmo modo, pelo Lema 2.2.14, ¢;; comuta com A para todo 7,j € J.
No caso em que ¢ = j, temos g;; = g11. No caso em que ¢ # j, utilizamos o0 mesmo argumento
descrito anteriormente para concluir, com relacao a base B, que

95 = Diag(cij, Ciy), (2.42)

onde Cij € Re Cz'j S M(k_l)(R>.
Nosso proximo passo é mostrar que Cj; = O—1)x(k—1) para todo i # j. Para isso, considere
a matriz

O1x1 O1x(k=1) }
Dii = € M, (R),
! |:0(k—1)><1 Cj «(R)

para ¢ e j fixados tais que i # j. Seja

i Y,
= A
a [Y},YZ;}G’

onde Y7 € Mi(R), Yo € Mi,—1)(R), Y5 € My« (R) e Yy € M_1)(R). Novamente pelo
Lema 2.2.14, temos que ag;; = ¢;; para todo a € A e i # j, ou seja,

{ Y1 Y, } { Cij O1x (k-1 } _ { Cij O1x(k—1) }
Y3 Y, O—1yx1 Cij O—1yx1 Cij ’

o que implica em Y5Cy; = 0141y e Y4Cj; = Cj;. Disso decorre que

aDij _ [ le Yé } [ O1x1 01><(k—1) :| _ [ O1x1 01><(k—1)

— Dy,

Y; Y, Ok—1x1 Cij Ok—1x1 Cij ] !

Logo, aD;;(v) = D;;(v) para todo a € A e v € V, o que mostra que D;;(v) € Fixy(A) = Wj.
Além disso, as coordenadas de D;;(v) com relagdo a base B é da forma [0 Sy -+ [i]', com
Ba,..., 0k € R, de modo que D;j(v) € Wo & --- @ W,. Logo,

Dm’(’U) € W1 N (WQ +-- Wr) = {O}

para todo v € V, implicando que D;; = Opxj. Portanto, Cy; = Ox—1)xx—1) para todo i,j € J

79



distintos e, consequentemente,

C11 O1x (k1) C12 Otx(k—1) - C1s O1x(k-1)
Or—1)x1 Cy Ok—1)x1 O—n)xx=1) "+ Og—1)x1 Op—1)xk—1)
Co1 01><(k—1) C11 01><(k;—1) T Cos 01><(k—1)
Gi=| Ox-1x1 Op—1)xk-1) Om—1)x1 Ch o O—1x1 O—1)x(k-1)
Cs1 01><(k:—1) Cs2 01><(k—1) T C11 01><(k—1)
| Oe—n)x1 Oge—nyxk—1) O—1)x1 O—nyxk-1) -+ O—1)x1 Ch ]

com relagao a base B. Reordenando B, se necessario, segue que

Gl = Dlag(C, Cl, ey Cl),
—_—

S vezes

onde C' ¢ da forma (2.41).

Vamos mostrar agora que a matriz C' comuta com Q| ; dado em (2.34), ou seja, C' comuta
com a matriz de representagao de toda permutagao n € Q;|,. De fato, se n € Q,|,, entao
existe uma permutacdo o € Q; tal que n = o|;. Pelo Lema 2.2.14, g,,(;) = 9o-1(3i); para todo
o€ Qyei,jec J Por (2.42), temos cio(j) = Co-13;);, de onde segue que

Cin(j) = Cy=1(3)j (2.43)

para todo n € Q |, e 4,5 € J. Pelo Exemplo 1.1.5, a matriz de representacdo A" de 7 possui
entradas AJ; tais que

n _ 17 se i:n(j)
A"'_{O, se i #n(j).

Logo,
(CA™),; chAlj oy e (ANC), Z Aler; = ey

Utilizando (2.43), obtemos que (CA");; = (A"C);; para todo ¢,5 € J, ou seja, CA" = A"C
para todo n € Q| ;. Portanto, C' comuta com Q| ;.

Resta mostrar que G comuta com Q| ; dado em (2.35), o que significa provar que Gs|; v—.
é Q| ;-equivariante para J = {s+ 1,..., N}. Por (2.39), podemos escrever o operador linear
Gy : {0} x VV=5 — {0}* x VN=* como

GQ(O, . ,0, Ugt1y- - - ,UN) = (O, . ,0, )\s+1vs+1> ey )\NUN),
para todo vg,1,...,vn € V. Como Gy é Qj-equivariante (veja (2.40)), temos que
(0, ce ,0, )\S+1UU—1(S+1), ey )\chrfl(N)) = GQ(O, ce ,O, Vo=1(s4+1)y - - - ,Ug—l(N))

GQ(O' : (0, e ,O,US+1, ce ,UN))

0-G9(0,...,0,0511,...,0N)
[ (O, c. ,0, >\s+1vs+17- . .,)\NUN)

(0,50, Adg=1(51) Vo1 (s41)s - - - s Aa=1 (V) Vo1 ()
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para todo o € Q. Portanto,

A = Apeigh (2.44)
para todo 0 € Qy e i € J. Assim, dados 7 € Q7 e (vsi1,...,vy) € VN4 temos que
G2|VN—S(T . (Us+17 . ,UN)) = G2|VN—S(UT*1(5+1)a Ce ,UTfl(N))
= ()\5+1v7'_1(8+1)7 SO >\N/U7'—1(N))
= <A7_1(3+1)U7_1(S+1)7 SR )\T_l(N)UT_l(N))
— T'G2|VN75</US+17“'J’UN)7

o que conclui a demonstracao do teorema.
[ |

Os dois proximos corolarios impoem, sob certas condicoes, restricoes no formato das matrizes
C e (G5 obtidas no teorema anterior.

Corolario 2.2.17. Nas condigcoes do Teorema 2.2.16, se Qj age transitivamente em J =
{s+1,...,N}, entdao A1 = --- = Ay. Consequentemente, Gy = Agi1p(n—s).

Demonstracao: Lembremos de (2.44) que A,y = A; paratodo o € Qe i € J. Como Qj age
transitivamente em .J, para cada j € J existe o; € Qy tal que 0;(s + 1) = j. Portanto,

>\j = )\crj(erl) = )\s+1

para todo j € J. Por (2.39), obtemos Gy = Diag(As 111k, - -, Aer1ly) = Ast1dp(nv—s).-

Coroléario 2.2.18. Nas condigoes do Teorema 2.2.16, se G = Sy, entao Gy = Agy1lpn—s) ¢ C
em (2.41) é uma matriz simétrica.

Demonstragao: Comegamos mostrando que Q; age transitivamente em J = {s+1,..., N}.
De fato, dados dois indices 4,j € J, temos que n = (i j) € G = Sy. Como n(l) = | para todo
Il € J=1{1,...,s}, entdo n € Q. Portanto, Q; age transitivamente em .J. Pelo Corolério
2.2.17, segue que

Ga = Ast1liv—s)-

Ainda, pelo Lema 2.2.14 temos ¢;; = g,(i)o(;j) Para todo o € Q; e ¢,j5 € J, de onde segue por
(2.42) que ¢;; = Cy(3)0(j)- Em particular, como ¢ = (i j) € Q; para todo ¢, j € J, temos

Cij = Co(i)o(j) = Cji

para todo i, j € J. Portanto, C' € uma matriz simétrica.
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Capitulo 3

Bifurcacao de Pontos de Equilibrio com
Simetria do Tipo Produto Coroa

Nosso interesse no presente capitulo ¢ mostrar a existéncia de solucoes de pontos de equilibrio
para um sistema de N células idénticas acopladas identicamente da forma

&= F(z,X),

onde F: VN x R — V¥ ¢ uma aplicacao suave £ G-equivariante, com £ C O(k) o grupo
de simetrias internas de cada célula e G C Sy o grupo de simetrias globais do sistema. Para
isso, vamos utilizar a teoria algébrica desenvolvida no Capitulo 2 juntamente com a teoria de
bifurcagao equivariante apresentada em |20, XIII]. O ponto chave para a obtencao dos resultados
é a existéncia de um subgrupo de isotropia axial de £1G.

Este capitulo é dividido como segue: na Secao 3.1, apresentamos o Lema dos Ramos Equi-
variantes (Teorema 3.1.6), um resultado 1til no estudo de problemas de bifurcacao de pontos
de equilibrio com simetrias. Na Secao 3.2, utilizamos o Lema dos Ramos Equivariantes para
provar a existéncia e a unicidade de um ramo de solugoes simétricas para F'(z,\) = 0 (Teorema
3.2.3). Finalizamos essa se¢ao com dois exemplos, onde elucidamos o Teorema 3.2.3 e descre-
vemos a forma geral das matrizes jacobianas de F' que comutam com os subgrupos axiais de
Zo U 73 e 7! S3, respectivamente.

Daqui em diante, I' denota um grupo de Lie (linear) agindo linearmente em R™ segundo a
acao (vy,x) — vz, para todo 7 € I' e z € R". Além disso, I' age trivialmente em R, de modo
que sua acao em R™ x R é dada por

Az, ) = (7, ).

Em toda parte, vamos confundir v € I' com o operador linear inversivel p, : R" — R" definido
como p.(x) = vyx. As principais referéncias neste capitulo sdo [13] e [20].

3.1 O Lema dos Ramos Equivariantes

Nesta secdao, vamos mostrar como as simetrias de um problema de bifurcacdo podem impor
restri¢oes na forma de suas solucoes e no comportamento do sistema em torno de seu ponto
de bifurcacao. O principal resultado desta secao é o Teorema 3.1.6, que garante a existéncia
de solucoes com subgrupo de isotropia ¥ C I' para um problema de bifurcacao I'-equivariante,
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desde que Y seja axial.

Definicao 3.1.1. Sejam vy € R" e F : Uy C R" — R™ uma aplicagao suave (de classe C*)
definida em uma vizinhang¢a Uy de vy. O germe de F' em vy, denotado por F : (R" vy) — R™,

€ o conjunto de todas as aplicacoes suaves G : Uy C R™ — R™ tais que existe uma vizinhanca
UCU NU, devy em que F|,; =G|,;.

Dado I' um grupo de Lie agindo em R™ x R, considere um sistema autoénomo de EDOs da
forma

= F(z,\), (3.1)

onde F': (R" x R, (0,0)) — R"™ & um germe de uma aplicagio suave I-equivariante, = = x(t) é
a variavel de estado e A € R é um parametro auxiliar, chamado de parametro de bifurcacao.

Observe que como F' é I'-equivariante, entdo z é uma solugao de (3.1) se, e somente se, yx
¢ uma solucao de (3.1), para todo v € I'. De fato, se & = F/(z, \), entao

(yx) = 7@ = yF(2,\) = Fyz, \),

para todo v € R, onde a tltima igualdade segue da I'-equivariancia de F. A reciproca ¢ trivial.
Em outras palavras, o sistema (3.1) nao distingue solugdes na mesma oOrbita.
Dizemos que (z,A) € R” x R é um ponto de equilibrio de (3.1) se

F(z,\) =0. (3.2)

A T-equivariancia de F' nos garante que o conjunto dos pontos de equilibrio de (3.1) constitui
um subespaco '-invariante de R™ x R, pois se F(x,\) = 0, entao

F(y(z,A) = F(yz,A) = vF(z,A) =0

Para cada A € R, seja n(\) o namero de z’s para os quais (z, \) ¢ uma solu¢ao de F'(z, \) = 0.
Estamos interessados em analisar como variam as solucoes de F' em uma vizinhanca de uma
solugdo (g, \g). Para esse estudo local, suponhamos que F esteja definido em alguma vizinhanga
de (zg, \o) e que n(A) denote apenas o nimero de solugbes nessa vizinhanca. Temos entdo o
seguinte:

Defini¢ao 3.1.2. Seja (zg,\g) € R" X R tal que F(xg,\g) = 0. Dizemos que (xg, \g) € um
ponto de bifurcagao da equaciao (3.2) se, para cada N\ € R, o nimero de solugoes n(\) mudar
conforme X\ varia em uma vizinhanga de \g.

Note que se (xg, A\g) é um ponto de bifurcacao, entdo det(dF)(z,a) = 0, onde (dF)(z20)

denota a matriz jacobiana de F' = (Fy,..., F,) com relacdo a x = (x1,...,x,), ou seja,
OF;
AF) ey = [ 222 (20, A
( )( 0,20) (8$J (l’o 0)>n><n

De fato, pelo Teorema da Fungao Implicita (veja [24, Cap. 6, Teorema 6|), se det(dF)(0,5,) 7 0,
entdo F(x,\) = 0 pode ser resolvida unicamente para x como uma fungao de A, ou seja, para
cada \ proximo de )y, existe uma unica solu¢do de F(z,\) = 0 proxima de z,. Neste caso,
n(A) = 1 para todo A proximo de Ay, o que implica que (zg, A\g) ndo é um ponto de bifurcacao.
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Mais ainda, vamos assumir que se (xg, Ag) ¢ um ponto de bifurcac¢do, entao

(dF)(:ro,)\g) = Onxn'

Isso & valido pois se (dF)(z,5,) for nao nula, podemos usar o método de reducao de Liapunov-
Schmidt com simetrias (para mais detalhes, veja [19, VII, §3|) para reduzir F' a uma aplicagdo
associada cuja matriz jacobiana se anula. Assim sendo, introduzimos a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.1.3. Um problema de bifurca¢ao com grupo de simetrias I' é um germe I'-equiva-
riante F' 1 (R™ x R, (x9, Ao)) = R™ satisfazendo F(xo,\o) =0 € (dF)(z,x0) = Onxn-

Daqui em diante, assumimos sem perda de generalidade que (xg, A\g) = (0,0). O proximo
resultado, cuja prova sera omitida, identifica uma classe “genérica” de problemas de bifurcacao
com simetrias.

Proposicao 3.1.4. Seja F' : R" x R — R" uma familia a um pardmetro de aplicacoes I'-
equivariantes tais que F'(0,0) = 0. Seja W = ker(dF) (). Entao, genericamente, a a¢io de I'
em W € absolutamente irredutivel.

Demonstracao: Veja |10, XIII, Proposition 3.2| para um esbo¢o da prova.
|

Se ' em (3.1) ¢ um problema de bifurcacao I'-equivariante, entao F(0,0) =0 e (dF),0) =
0nxn- Neste caso, pela Proposicao 3.1.4, podemos assumir que genericamanete a acao de [' em
R™ ¢ absolutamente irredutivel, o que nos garante que

(dF) o = c(AN) 1y (3.3)

para cada A € R, onde ¢(\) € R e [, denota a matriz identidade de ordem n. De fato, segue
da I'-equivariancia de F' que
F(py(7),A) = py(F(x,\))

para todo v € I' e (z, \) € R” x R. Pela regra da cadeia, como p, : R — R" é linear, temos

(AF)(py @) 0Py = Py (dF) (),

onde p, na ultima igualdade esta denotando a matriz do operador p., com relagao a uma base
de R" fixada. Tomando =z = 0 temos

(dF) 20y = p(dF) o)

para todo A € R. Isso significa que a matriz jacobiana (dF) () comuta com I', para todo A € R.
Como I' age absolutamente irredutivelmente em R”, as dnicas matrizes que comutam com I’
sao as multiplas escalares da identidade. Logo,

(AF )00 = VI, (3.4)
para todo A € R, onde ¢ : R — R é uma aplicagao suave. Como (dF)o) = Opxn, temos

c(0) = 0.
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A proxima proposigao nos fornece um modo de determinar solugbes para (3.2) correspon-
dentes a uma classe especial de subgrupos de isotropia de I', os subgrupos axiais. Para o que
segue, F) : (R x R, (0,0)) — R™ denota a aplicagdo derivada de F' = (Fy, ..., F,) com relacdo
a A cujas fungoes coordenadas sao as derivadas parciais de F; : (R" xR, (0,0)) — R com relacao
aNparai=1,...,n.

Proposicao 3.1.5. Seja I' um grupo de Lie agindo em R™ tal que
(1) Fixpn(I') = {0};
(i) ¥ C T é um subgrupo axial;

(i1i) F: (R x R, (0,0)) — R™ é um problema de bifurca¢io I'-equivariante satisfazendo

(dF3)(0,0)(w0) # 0, (3.5)

para todo xy € Fixgn(X) ndo nulo.
FEntao existe um inico ramo de solugdes suaves da forma (txo, \(t)) para a equagao F(xz, \) = 0.

Demonstracao: Seja (z,\) € Fixgn(X) x R. Como F' é um problema de bifurcacio I'-
equivariante, entao

vF(z,\) = F(yx,\) = F(z,\)

para todo v € ¥, onde a ultima igualdade segue pois x € Fixgn(X). Assim, F(z,\) € Fixgn(2),
o que mostra que F(Fixg» X R) C Fixgn(2). Logo,

F|F1XR7L(2)XR : Fixgn (X) X R — Fixgn(2)
estd bem definida. Como dimg Fixg(X) = 1, podemos escrever
F<tx07 /\) = h(t, /\)xO

para rg € Fixgs(X) nao nulo e h : R? — R uma fun¢ao suave. Como vF(0,\) = F(0,\) para
todo v € T, entdo F(0,\) € Fixgn(I') = {0}, ou seja, F(0,\) = 0 para todo A € R. Logo,
h(0,A) = 0. Em termos da expansao de Taylor de h, podemos reescrever

F(tzo, \) = k(t, \tzo, (3.6)

para alguma fungao k : R? — R suave. Derivando (3.6) com relagao a ¢, obtemos

ok
E(t, /\)tﬂfo + k(t, /\)l’o = (dF)(txo,/\) (Z[‘())

Calculando em ¢ = A = 0 e lembrando que (dF')0,0) = Onxn, temos que
k((), O)l’o = (dF)(070) (l’o) =0.

Como zy é nao nulo, entao k(0,0) = 0. Além disso, derivando (3.6) com relagdo a A e depois
com relagao a t, obtemos

0%k ok
m(f, )\)th'() + a—)\(t, )\)QZO = (dF)\)(tzo,A)<x0)-
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Calculando em ¢t = A = 0 temos

ok

a(oa O>x0 = (dF,\)(070) (1'0) 7& 0,

ok
por hipotese. Logo, 5(0, 0) # 0. Pelo Teorema da Fungao Implicita, existe uma tnica funcao
A:U C R — R suave tal que A(0) =0 e k(t, A\(t)) = 0 para todo t € U. Portanto,

F(tzo, A(t)) = k(t, \(t))tzo =0
e, consequentemente, (tzo, A(t)) € um ramo de solu¢oes suaves de F'(z,A) =0, com t € U.

O proximo teorema é um caso particular da Proposicao 3.1.5 e fornece a base de muitos
resultados em teoria de bifurcacao para problemas com simetria.

Teorema 3.1.6. (Lema dos Ramos Equivariantes) Suponha que T' aja absolutamente irreduti-
velmente e nao trivialmente em R™ e seja F : (R" xR, (0,0)) — R™ um problema de bifurca¢ao
[-equivariante® satisfazendo /(0) # 0. Se X € um subgrupo azial de T, entdo existe um 1inico
ramo de solugoes suaves para F(x,\) =0 tal que o subgrupo de isotropia de cada solugdo é 3.

Demonstragao: Pelo Lema 1.2.12, o espago R™ é I'-irredutivel. Como Fixgn(I") é um subespago
vetorial [-invariante de R™ e a agao de I' em R™ é nao trivial, segue que

Fixgn (T') = {0}.

Agora, derivando (3.4) com relagao A e calculando em A = 0, obtemos que

0%F, ,
(aw% (0, 0))m = (0)1,,

onde F; : (R" xR, (0,0)) — R denotam as func¢oes coordenadas de F', parai=1,...,n. Como
F ¢é de classe C*, pelo Teorema de Schwarz (|24, Cap. 3, Teorema 4|) segue que

aZE 82E
(dF\)0.0) = <—axjaA(0’0))W - (aAaxj (0’0))W’

o que implica em (dFy)(o,0) = ¢/(0)1,. Por hipotese, ¢’(0) # 0 e, assim,

(dF))0,0)(0) # 0

para todo xy € Fixgn(X) nao nulo. Portanto, pela Proposi¢ao 3.1.5, existe um tinico ramo
de solu¢oes suaves (txg, A(t)) para F(z,\) = 0. Claramente, o subgrupo de isotropia de cada
solucdo para t # 0 é X, pois como a a¢ao de I' em R™ x R ¢ linear e xy € Fixg(X), temos que

V(txo, A1) = (Y(txo), A1) = (H(v0), A(t)) = (Lo, A(1))

!Lembremos que se a acdo de I' em R"™ ¢ absolutamente irredutivel e F é um problema de bifurcacao
[-equivariante, entdo (dF')g,x) = ¢(A)[, para alguma fungao suave ¢ : R — R, com ¢(0) = 0.
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para todo v € X. Logo, X C X)) Pelo Lema 1.3.12, segue que X é maximal e, portanto,
2= BtaoA(1)- -

Observe que a vantagem da Proposicao 3.1.5 sobre o Teorema 3.1.6 e que ela nao exige que
a acao de I' em R”™ seja absolutamente irredutivel. Entretanto, ela impoe uma condicao de
nao degenerescéncia, a saber a exigéncia (3.5), para cada subgrupo axial de I". Como vimos na
demonstragao do Teorema 3.1.6, quando I' age absolutamente irredutivelmente em R",

(dF))0,0)(z0) = ¢'(0)zg

para todo zy € Fixgs(X) nao nulo. Consequentemente, (dFy)(o,0)(z0) # O se, e somente se,
d(0) # 0. No entanto, a vantagem da hipotese ¢(0) # 0 sobre (3.5) é que ela vale simultanea-
mente para todos os subgrupos de I'.

Portanto, genericamente, problemas de bifurcagdo com grupo de simetrias I' tém solugoes
correspondendo a todos os subgrupos axiais de I', os quais sdo maximais (Lema 1.3.12). Esse
processo é chamado “quebra de simetria”. Mais especificamente, como F' é ['-equivariante e
Fixgs (I') = {0}, entdo F' admite a solucao (0, \) para todo A € R (Proposic¢ao 1.3.10), a qual
obviamente tem I' como subgrupo de isotropia. Pelo Lema dos Ramos Equivariantes, obtemos
um conjunto de solugdes nao triviais (z, A), com = # 0, que possui um subgrupo de isotropia
by ; I'. Portanto, o ramo de pontos de equilibrio cuja existéncia ¢ garantida pelo Teorema 3.1.6
“quebra” a simetria de I para .

Exemplo 3.1.7. Considere a acao de D,, em C = R? dada por

¢v: D, xC — C
(Raz,2) — €nz,
(k,z) +— Zz

onde R2x é a matriz de rotacao de angulo 27”
de todo (z,0) € R? é o subgrupo Z5 gerado por x. Claramente, Fixg2(Z5) = R x {0} é unidi-

mensional. Portanto, usando o Lema dos Ramos Equivariantes concluimos que, genericamente,

e k & a reflexdo (1.3). O subgrupo de isotropia

problemas de bifurcagao D, -equivariantes possuem solucoes com simetria Z5.

3.2 O Lema dos Ramos Equivariantes em Sistemas com
Simetria Produto Coroa

Nesta secao, vamos utilizar o Teorema 3.1.6 para provar a existéncia e a unicidade de um
ramo de solugoes de pontos de equilibrio para um sistema de N células idénticas acopladas
identicamente da forma

&= F(z,\), (3.7)

onde F': (VN xR, (0,0)) — V¥ & um germe de um campo de vetores suave £ G-equivariante,
com V =RF z = (z1,...,2y) a varidvel de estado e A o parametro de bifurca¢io. Lembremos
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que £ G age trivialmente em R, ou seja,
(lz 0)(1’7 /\) = ((g, 0)%, )\) = (Ell‘g—l(l), e ,ENZBUfl(N), )\) (38)

para todo £ = ({1,... . ly) € LN, o € Ge (x,)) € VN xR.
Denotando F' = (Fi,..., Fx), segue de (2.2) que

Fj(%A) = fj(mju)‘> + hj(xa >‘)

para cara 1 < j < N, onde f; : (V xR, (0,0)) = V governa a dinamica interna da célula j e
hi: (VN xR, (0,0)) = V descreve o acoplamento da célula j com as demais células. Como as
células sao idénticas, temos que f; = f para todo 1 < j < N. Portanto,

Fi(z,\) = f(z;, ) + hj(z, N). (3.9)

Assumindo que G aja transitivamente em {1,..., N}, entdo para cada j = 2,..., N fixado
existe uma permutacdo o; € G tal que aj_l(l) = j. Como F' é G-equivariante,

(Fi(o-z,A),....,Fn(c-2,\) =F(o-2,\) =0-F(z,\) = (Fo10) (2, A), ..., Fornvy (2, N))
para todo o € G e x € VY. Em particular, para o; € G tal que 0]-_1(1) = 7, temos

Fi(z,\) = F0;1(1)(x, A) =Fi(oj -z, \) = Fl((a:j,xg;1(2), . ,xU;1(N)), A), (3.10)
para todo j = 2,..., N. Logo, as aplicagoes coordenadas F} : (VY x R, (0,0)) — V dependem
apenas de F}.

A partir de agora, vamos distinguir uma parte de F; que depende apenas da variavel x; e
possivelmente do parametro A\. Em outras palavras, assumimos

Fi(z, ) = f(z1,\) + hi(z, N) (3.11)
para todo (z,\) € V¥ x R, onde
F(0,A) = hi((21,0,...,0),A) =0 (3.12)
para todo x; € V e A € R. Segue de (3.10) e de (3.11) que
Fi(z,\) = f(z;,A) + hi(oj - z, ), (3.13)

para todo (z,\) € VN xRej=2,...,N,onde g, -z = (T4, 2,10y +» Tyt () Em outras
J

adlo B
J

palavras, a aplicagdo h; em (3.9) satisfaz h;(z, \) = hy(0; - x, \) para algum o; € G.

Observagao 3.2.1. Se Fixy (£) = {0}, entdo a LY-equivariancia de F' com respeito a variavel
x € VN garante a ndo existéncia de termos constantes ndo nulos em cada funcio coordenada
Fy, ..., Fy. De fato, se Fixy(£) = {0}, entao Fixy~ (L") = {0}. Segue da Proposigao 1.3.10
que F(0,\) = 0 para cada A € R. Portanto, F;(0,\) = 0 para cada 1 < j < N, implicando que
F; nao possui termos constantes nao nulos, ou seja, F; nao admite monémios que dependam
somente de A. Assim, nao ha perda de generalidade em assumirmos que f e h; definidas em

88



(3.11) satisfagcam f(0,A) = hy((x1,0,...,0),\) =0 para todo z; € Ve A € R.

Destacamos a seguir algumas propriedades de simetrias que os germes das aplicacoes f e hy
definidas em (3.11) satisfazem com relagdo a agao de £ em V.

Proposigao 3.2.2. Seja F = (Fy,..., Fy) : (VN XR,(0,0)) — VY um germe de uma aplicagio
L2G-equivariante, onde L1G age em VN como em (2.19) e em VN XR como em (3.8). Suponha
que Fy seja escrito como em (3.11). Entao f € L-equivariante e hy é L-equivariante em x1 e
L-invariante em Ta, ..., TN.

Demonstracao: Por hipotese, como F' é £ G-equivariante, temos

F((t,0)(z,\) =F((l,0)x,\) = ({,0)F(z,\) (3.14)

para todo (/,0) € £L1G e (z,)\) € VN x R. Em particular, para ((,0) = (((,1£,...,17),1g) e
r = (T1,%2,...,TN), SegUe que

F((lxy,z9,...,2N5),A) = (LF (21, ..., 2N), A)y ooy Fn((21, ..., 2n), N)),
e, portanto, Fy(({z1,...,xn),A) = LFi((x1,...,2N),A). Por (3.11), temos que
flxy, N) + hy((bxy, ..y xn), N) = Lf (21, A) + Lha((x1, ..., xN), A) (3.15)
para todo £ € L, (xq,...,2x) EVN e A€ R. Se 29 = -+ = xy = 0, entao
flxy, N) + hy((€21,0,...,0),A) = £f(x1,A) + Lhi((x1,0,...,0),\)

e, por (3.12), vale que
fllaxy, N) = Lf (21, N) (3.16)

para todo £ € L e (x1,\) € V x R. Portanto, f é uma aplicacdo L-equivariante, de modo que
(3.15) torna-se
hl((gxla s 7$N)7 )‘) = €h1<<x17 s 7*1']\7)7 )‘)

para todo £ € L e ((x1,79,...,2n5),\) € VY x R. Logo, h; é L-equivariante na coordenada x;.
Resta mostrar que hy é L-invariante nas coordenadas x», ..., xy. Para isso, tome

(g, by, .. 1), 1g) € £2G

tal que ¢; € L esteja na j-ésima coordenada do vetor (1g,...,¢;,...,1z) € LY, para j €
{2,..., N} fixado. Segue de (3.14) que

F((zq,...,lixj,...,xn),N) = (Fi(z,\), ..., F(z, M), ..., Fy(z,)))
para todo z = (z1,...,zy) € VY, ou seja,
Fi((z1,..., 0y, ..., xN), A) = Fi(z, N).
Por (3.11), obtemos
hi((z1, ..., 0z, ..., on), A) = ha((z1, ..., 25, ..., 2N), A)
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para todo ¢; € £, com j € {2,...,N}. A arbitrariedade de j implica na L-invariancia de hy
com relagao as coordenadas xs, ..., xyN.

Segue da proposicao anterior que se a acao de £ em V for absolutamente irredutivel, entao
(df)0,n) = C(A) I para alguma funcao suave C': R — R. De fato, aplicando a regra da cadeia
em (3.16), temos que

(df ) ez 0 = L(df ) (@1, 0)

para todo £ € L e (z1,\) € V x R. Tomando z; = 0, obtemos que (df),) comuta com a acao
de £ em V, o que garante que (df)( o, € uma miltipla escalar da matriz identidade I, para
cada A € R. Portanto,

(df )00 = C(M) 1k, (3.17)
para todo A € R.

No proximo resultado, relacionamos as condi¢oes do Lema dos Ramos Equivariantes entre
o sistema de N células acopladas & = F(x,\) dado em (3.7) e o sistema de uma tnica célula

= flu,\), (3.18)

em que f: (V xR,(0,0)) — V satisfaz (3.9), ou seja, f é o germe da aplica¢io que governa
a dindmica interna de cada célula do sistema (3.7). A ideia ¢ impor as hipoteses do Lema
dos Ramos Equivariantes para f a fim de que F' também esteja nas hipoteses de tal resultado,
garantindo assim a existéncia de solugoes para F(z,A) = 0 com subgrupo de isotropia menor
do que £1G. Para tanto, exigimos uma condicao sobre a aplicacao h; e assumimos que a fungao
C': R — R definida em (3.17) satisfaca C’(0) # 0.

Teorema 3.2.3. Suponha que L C O(k) aja nao trivialmente e absolutamente irredutivelmente
em V = RF e que G C Sy aja transitivamente em {1,...,N}. Considere o sistema (3.7) tal
que:

(i) F: (VYN xR,(0,0)) = V¥ seja L1 G-equivariante;

(it) F = (F1,...,Fy), onde Fy ¢ da forma (3.11) e F; é da forma (3.13), para 2 < j < N,
em que f: (V xR, (0,0)) — V € um problema de bifurca¢io com grupo de simetrias L
tal que C"(0) #0 e hy : (VN xR, (0,0)) — V satisfaz

Oh
(_1> = kak-
833'1 (0,\)

Se J C{l,...,N} € um bloco e A C L é um subgrupo azial, entio existe um tnico ramo de
solugoes suaves para F(x,\) =0 com subgrupo de isotropia X(A, J).

Demonstracao: Como L age absolutamente irredutivelmente em V', temos pelo Lema 1.2.12
que V é L-irredutivel. Sendo Fixy (£) C V um subespaco L-invariante e a acdo de £ em V nao
trivial, entao
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Pela proposi¢ao anterior, f é L-equivariante e, portanto, f(0,A) = 0 para todo A € R (Propo-
si¢ao 1.3.10). Ainda, como Fixy (L) = {0}, entdo Fixyn~(L£21G) = {0}, uma vez que todo vetor
(21,...,2y5) € VY fixado pela acdo de £1G ¢, em particular, fixado por LY. Segue novamente
pela Proposi¢ao 1.3.10 que F'(0,\) = 0 para todo A € R. Em particular, F'(0,0) = 0.

Pelo Lema 2.2.2, como L age absolutamente irredutivelmente em V', temos que £1G age
absolutamente irredutivelmente em V. Neste caso, como F' ¢ £ G-equivariante, segue que a
matriz jacobiana (dF')(,) € como em (3.3), ou seja, (dF)( é multipla da matriz identidade
Ixn. Por hipotese, Fy(z,\) = f(x1,\) + hi(z, A), onde

h
<Q> = Opxk-
81‘1 (0,\)

Logo, utilizando (3.17) concluimos que a derivada parcial de F} com rela¢do a x; calculada no
ponto (0, A) é dada por

8F1) ahl
OR ) (df)om + (—) —
(8331 0.\ o 971/ (g.5)

Como (dF)( ¢ multipla da identidade e suas entradas sao matrizes de ordem k, segue da
igualdade anterior que (dF) ) = C(A)Ixn. Como f é um problema de bifurcagao satisfazendo
(3.17), temos que C'(0) = 0. Logo, (dF )0 = Ornxkn, garantindo que F' é um problema de
bifurcagao com grupo de simetrias £ G, uma vez que F(0,0) = 0.

Por hipdtese, A é um subgrupo axial de £ e J é um bloco. Pela Proposicao 2.2.7, (A, J)
definido em (2.25) é um subgrupo axial de £1G. Portanto, F' satisfaz as hipoteses do Teorema
31.6 paral' = L1G, n = kN e C'(0) # 0, ou seja, existe um tnico ramo de soluges suaves
para F'(z, A) = 0 tal que o subgrupo de isotropia de cada solugao é (A, J).

Observe que se (ug, A\g) ¢ uma solugdo de f(u,\) = 0, entdo (xo, \g) = ((20,0,...,0),Ag) &
uma solugao de F'(x,\) = 0. De fato, por (3.12) temos que h;((ug,0,...,0,y) = 0 e, portanto,

Fl(.%’(), )\0) = f(UO, )\0) + h1<(uO, O, ce ,O), )\0) =0.
De modo andlogo, fixado 2 < j < N, segue por (3.12) e por (3.13) que
F}(.CE(), )\0) = f(O, )\Q) -+ hl((O,UQ, c. ,’LLN)7 /\0) = h1(<0, U, . .. ,UN), )\0), (319)

onde u; = up para algum 2 < ¢ < N e u; = 0 para todo j # ¢, com j = 2,...,N. Como F' é
L G-equivariante, segue de (3.14) para (¢,0) = ((¢,1¢,...,1;),1g) e x = (0, x9,...,xy) que

F((0,29...,2x),X0) = (LF1((0,22...,2N),0), -, FN((0, 2. .., 2N), No)),

implicando que Fi((0,22...,2n), ) = (F1((0,22...,2x),Ao) para todo ¢ € L. Logo, por
(3.11),
f(07 A0) + hl((07m27 s ,.ﬁUN), A0) = Ef(o) AU) + £h1<<07x27 s ,I'N), )‘0)

Como f(0,\) = 0, temos que (hq((0,x2,...,2x), o) = h1((0,22,...,2xN), Ao) para todo £ € L
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e, assim, hy((0,22,...,2n), Ao) € Fixy (L) = {0}. Logo,
hl((07$2a s 7$N)7 >\0) =0

para todo (0,zs,...,zx) € V¥. Voltando a (3.19) obtemos que Fj(zp,\g) = 0 para todo
2 < j < N. Portanto, F'(xg, A\g) = 0.

Concluimos, assim, que se (ug, Ag) = (0,0) é um ponto de bifurcagao de f(u, ) = 0, entdo
(29, Ao) = (0,0) é um ponto de bifurcagao de F'(z, ) = 0. Isso é valido, pois se (ug, A\g) = (0,0)
¢ um ponto de bifurcacdo, o nimero n(\) de u's para os quais (u, \) é solu¢ao de f(u,\) =0
varia para A em uma vizinhanga de Ay = 0. Como para cada solu¢ao (u,\) de f(u,\) =0 é
possivel construir uma solugao ((u,0,...,0),\) para F(z, ) = 0, segue que o namero N () de
x's para os quais (z,\) é solugao de F'(x,\) = 0 varia para A em uma vizinhanga de Ay = 0.
Portanto, (zg, Ag) = (0,0) ¢ um ponto de bifurcagao de F(x, ) = 0.

Para o proximo resultado, lembremos que se J é um blocoe A C L é o subgrupo de isotropia
de um elemento z € V tal que dimg Fixy (A) = 1, entao X(A, J) é o subgrupo de isotropia de
xo = (z1,...,2y5) € V¥V tal que

z, se j€J
= ) 2
K { 0, se 7&J (3:20)

Mais ainda, Fixy~(X(A, J)) é gerado por zy (veja a demonstracao da Proposi¢ao 2.2.7). Com
isso em mente, segue da £ G-equivariancia de F' que

(dF)((Z,U)x,)\)(g’ o) = (577 0)(dF) @) (3.21)

para todo (,0) € £L1G e (x,\) € VN x R, onde (£,0) denota tanto o elemento de LN + G
quanto sua matriz de representagdo. Tomando z = x¢ € Fixyn~(3(A4, J)), segue de (3.21) que

(dF) o) (0, 0) = (£,0)(dF) (zy )

para todo (£,0) € X(A, J), o que mostra que (dF), . comuta com ¥ (A, J). Concluimos entdo
o seguinte:

Proposigao 3.2.4. Seja F : (VN x R,(0,0)) — VY um germe de uma aplicagio L G-
equivariante e considere X(A, J) o subgrupo de isotropia de xy, onde A C L é um subgrupo
de isotropia azial, J € um bloco e xg = (x1,...,xN) € dado em (3.20). Entdo existe uma base
de VN tal que

(dF)(zo,0) = Diag(G1, Ga),

onde G e Gy sio matrizes em Mys(R) e Myn_s)(R) satisfazendo (2.36).

Demonstracao: O resultado segue diretamente do Teorema 2.2.16, uma vez que (dF) )
comuta com X(A, J).

Finalizamos essa secao com dois exemplos que ilustram o Teorema 3.2.3 para os casos em
que LG = Zo 173 e L2G = Zo ! S3. Também utilizamos a Proposicao 3.2.4 para descrever
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a forma geral das matrizes jacobianas (dF')(,) que comutam com os respectivos subgrupos
axiais de ZQ l Zg e ZQ l Sg.

Exemplo 3.2.5. Considere o sistema

.’13:1 = ()\ + CY.CL'% + ﬂﬂ?%)l’l
Ty = (A + azi + frd)zs (3.22)
T3 = (A + B3 + axd)z;

que configura um sistema de trés células idénticas acopladas identicamente. Como mostramos
no Exemplo 2.1.8, tal sistema foi proposto por Guckenheimer e Holmes [22] a partir de um
modelo de convecgao rotativa e admite Z9!Z3 como seu grupo de simetrias, em que Zs = {—1,1}
é o grupo de simetrias internas de cada célula e Z3 = {id, (132),(123)} é o grupo de simetrias
globais. Neste caso, Zs 1 Zs3 age em R? x R como

(£1,0) (1, 22, 23), A) = (£To-101), £To-1(2), £To-1(3)), A) (3.23)

para todo o € Zs, (v1,79,73) € R3 e X € R. Note que L = Z, age absolutamente irredutivel-
mente em V = R. De fato, se ¢ : R — R é um operador linear Z,-equivariante, entao

para todo x € R, ou seja, g é uma fun¢ao impar. Como ¢ é linear, g(r) = cx para algum
c € R, ou seja, g ¢ um miltiplo escalar do operador identidade, o que prova a afirmacao. Como
Fixg(Zs2) = {0} e G = Z3 é um subgrupo transitivo de S3, segue pelo Lema 2.2.2 que Zy 1 Zs
age absolutamente irredutivelmente em V3 = R3.

Observe que o tinico subgrupo axial de Zs é A = {1}. Pela Definigao 2.2.3, os tinicos blocos
do conjunto {1,2,3} sdo {1}, {2}, {3} e {1,2,3}, pois todo subconjunto unitario ¢ bloco e Z3
age transitivamente em {1, 2,3}, sendo esse o tnico deixado invariante por Zs. Por (2.25) e pela
Proposigao 2.2.7, como A = {1} é axial, temos que

({1} x (Z2)?) + {id},  se J=J, = {1}
S(A, ) = (Zy x {1} x Z) + {id}, se J=Jo={2}

((Zy)?* x {1}) + {id}, se J=J;={3}

sao subgrupos axiais de Zs!Zs, uma vez que para tais blocos Q; = {0 € Zs; o(J) = J} = {id}.
Analogamente, para J; = {1,2,3} temos que

S(A, Jy) = ({1})° + Zs

é um subgrupo axial de Zy ! Zs, uma vez que Q;, = Zs. Como A é o subgrupo de isotropia de
x € R*, considerando z = z no vetor z definido em (3.20), concluimos? que X(A, J1) = E(;.0,0),
Y(A, J2) = X(0,z,0) 2(A J3) = (0,02 € L(A,Js) = Ezeq), para todo z € R*. Resumimos
essas informacoes na Tabela 3.1, onde na primeira coluna listamos o elemento xy para o qual
Y(A, J;) =%, para cada i = 1,2,3,4.

2Lembremos que ¥, denota o subgrupo de isotropia de zy € R3.
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Tabela 3.1: Subgrupos axiais de Zs ! Zs.

’ Representante \ Subgrupo axial ‘
(2,0,0); z € R* | ¥y = X(A, {1}) = ({1} x (Z9)?) + {id}
(0,2,0); € R* | ¥y = X(A,{2}) = (Zy x {1} x Zy) + {id}
(0,0,2); z € R* | ¥3=(X(A4,{3}) = ((Z2)* x {1}) + {id}

( ); x € R* | Xy =3%(A4,{1,2,3}) = ({1})* + Zs

T, T, T

Portanto, como Zy ! Z3 é o grupo de simetrias do sistema (3.22), o germe da aplicacao
F:(R®xR,(0,0)) — R?® definida por

F((zq1,z2,23),\) = (A + Oé:L‘% + 5(173):1:1, (A + am% + ﬁ[lf%)l’g, A+ Bx% + ax%)xg)

& 7y ! Zs-equivariante. Escrevendo F = (Fi, Fy, F3), temos que Fj satisfaz (3.11) e Fy, F3
satisfazem (3.13) para

flz, ) = N+ axDay,  h((z1, 20, 23),\) = Brizy, o2 =(132) e o3=(123).

Observe que f é Zs-equivariante, ou seja, f(—z1,A) = —f(z1,A) para todo (x1,\) € R x R.

Além disso,

oh
a—xi((o, 0,0),A) = Ba3|, o =0.

Sendo a acao de £ = Z, em R nao trivial e absolutamente irredutivel e sendo G = Z3 um
subgrupo transitivo de S3, temos pelo Teorema 3.2.3 que existe um tnico ramo de solugoes
suaves para F'((zq,x2,23), \) = 0 com subgrupo de isotropia 3J;, para cada i € {1,2, 3,4}, como
listado na Tabela 3.1.

Queremos agora utilizar a Proposicdo 3.2.4 para descrever a matriz jacobiana (dF)(z, )
de F, para cada zo € R? listado na primeira coluna da Tabela 3.1. Para tanto, precisamos
primeiramente determinar as matrizes em M3(R) que comutam com os subgrupos axiais >;
listados na segunda coluna da tabela.

Considere o subgrupo axial ¥; = ({1} x (Z3)?) + {id} associado ao bloco J; = {1}. Pelo
Teorema 2.2.16, as matrizes G € M3(R) que comutam com ; sdo da forma G = Diag(G, G2)
tal que

Gi1=(c) e Gy=Diag(Xaly,3]1),

pois nesse caso k = s = 1. Portanto,

c 0 0
G=110 X 0 |, (3.24)
0 0 X

onde ¢, Ao, A3 € R. Logo, ¢, Ay e \3 sd3o os autovalores de G e os vetores da base canonica
{e1,e9,e3} de R3 sdo seus autovetores associados. Em outras palavras, todo operador linear
G : R?® — R3 Yj-equivariante admite a forma matricial (3.24) com relagdo & base canonica de
R3. Para os subgrupos axiais X = (Zy x {1} X Zy) + {id} e X3 = ((Z2)?* x {1}) + {id} obtemos o
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mesmo resultado, uma vez que renumerando as células podemos assumir que os blocos tinitarios
sdo da forma J; = {1}.

Considere agora o subgrupo axial ¥, = ({1})® 4 Z3 associado ao bloco J; = {1,2,3}. Nesse
caso, k =1 e s = 3. Pelo Teorema 2.2.16, as matrizes em Mj3(R) que comutam com ¥, sdo da
forma G = C, onde

a b c
C=1d a e (3.25)
[ g a

comuta com @, , como definido em (2.34). No presente caso, como Q, = Z3, temos Qy,|; =
Zs cujos elementos admitem as seguintes matrizes de representacao:

010 001

1, 001 e 1 00

1 00 010
Portanto, G comuta com cada uma dessas matrizes, resultando em
G =

b
a (3.26)
c

N O
SIS e

com a, b, c € R. Desse modo, o polindmio caracteristico de G é dado por
pa(z) = (a —2)* = 3bcla —x) +b* + c* = (a + b+ c — 2)pa(),

onde p, é um polindmio de grau 2. Logo, os autovalores de G sao a+b-+c e mais dois autovalores
reais ou complexos. No caso em que a + b+ ¢ # 0, seu autoespago associado é gerado pelo
vetor (1,1,1) = e; + e3 + e3. Dessa forma, mostramos que todo operador linear G : R® — R3
¥ -equivariante admite a forma geral (3.26) com relacio a uma base de R® que contenha o
vetor (1,1,1). Uma lista de todas as matrizes que comutam com os subgrupos axiais Y;, para
1 =1,2,3,4, é apresentada na Tabela 3.2.

Tabela 3.2: Forma geral das matrizes que comutam com os subgrupos axiais de Zs ! Z3 e seus
respectivos autovalores e autovetores.

Subgrupo axial | Forma geral Autovalor Autovetor
c 0 0 c e1
21, 29,23 0 X O Ay e
0 0 Mg As es
a b ¢ a+b+c €1+ es + e3
24 c ab Dois autovalores reais
b c a ou complexos
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matriz jacobiana (dF)(, ) comuta com o subgrupo axial ¥; = X, segue pela Proposi¢ao 3.2.4
que (dF)z,,») corresponde a uma das matrizes listadas na segunda coluna da Tabela 3.2.

Exemplo 3.2.6. Considere o produto coroa Z, ! S3 agindo em R? x R como em (3.23) para
todo o € S3. Considere um sistema de trés células idénticas acopladas identicamente da forma

y=Fly N, (3.27)

em que (y,\) € R® x R e F satisfaz as hipoteses do Teorema 3.2.3 para L = Zy e G = Ss.
Como mostramos no exemplo anterior, Zs age absolutamente irredutivelmente em V' = R.
Logo, pelo Lema 2.2.2, Zy ! S5 age absolutamente irredutivelmente em V3. Os possiveis blocos
do conjunto {1,2,3} sao {1}, {2}, {3}, {1.3}, {1,2}, {2,3} e {1,2,3}, pois os subgrupos
{id, (12)}, {id,(13)} e {id,(23)} de S; agem transitivamente e deixam invariantes {1, 2},
{1,3} e {2, 3}, respectivamente. Além disso, S3 age transitivamente em {1, 2, 3}.
Como A = {1} é o unico subgrupo axial de Zs, temos por (2.25) e pela Proposicao 2.2.7
que
({1} x (Z2)?) + Zo,  se J=J ={1}
YA J)=Q (Zox {1} X Zs) +Zsy, se J=Jy={2}
((Z2)* x {1}) + Z,, se J=J3={3}
sdo subgrupos axiais de Zs 1S3, uma vez que Q;, = {id, (23)} = Zo, Qj, = {id, (13)} = Zy ¢
Qy, ={id, (12)} = Z,. Ainda,

({1})? X Zs) + Zo, se J=J,={1,2}
S(AT) =4 ({1} X Zo x (1) + Zo, se J = Js = {1,3}
(Zo x ({11)2) + Zo,  se J=Js—{2,3}

sao subgrupos axiais de Zy ! Sz, com Qj, = {id,(12)}, Qs = {id,(13)} e Q,, = {id,(23)},
todos isomorfos a Z,. Analogamente, para J; = {1,2,3} temos

S(A, J7) = ({11)* + 85

um subgrupo axial de Zy ! S3, pois Q. = S3. Como A = ¥, para todo = € R*, considerando
z = x no vetor xy definido em (3.20), obtemos:

E(Av Jl) = Z(x,(],O)a E(Av JQ) = Z(0,9U,0)7 E(Av J3) = Z(0,0,36)7 E(Av J4) = E(ac,x,O)a

Z<Aa J5) = ZJ(:E,O,av)a E(A7 JG) = ZJ(O,x,gc) € Z(A, J?) = Z(x,x,z)-

Na Tabela 3.3 exibimos todos esses subgrupos axiais com o respectivo elemento xo para o qual
Y(A J;) =%, parai=1,...,T.

Pelo Teorema 3.2.3, existe um tnico ramo de solugoes suaves para F(y,\) = 0 com grupo
de simetrias ¥(A, J;), para cada i € {1,...,7}. Como a matriz jacobiana (dF), comuta
com os subgrupos axiais X(A4, J;) = 3,,, para descrevé-la vamos determinar a forma geral das
matrizes em Mj3(R) que comutam com tais subgrupos.

Considere 3y = ({1} x (Z3)?) + Z, associado ao bloco J; = {1}. Pelo Teorema 2.2.16, as
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Tabela 3.3: Subgrupos axiais de Zj ! Ss.

’ Representante \ Subgrupo axial
(2,0,0); z € R* | Xy = X(A, {1}) = ({1} x (Z,)?) + Zy
(0,2,0); x e R* | ¥y = X(A, {2}) = (Zo x {1} X Zs) + Zy
(0,0,2); v € R* | X3 =3(A,{3}) = ((Z,)? x {1}) + Zy
(r,2,0); x € R* | By = 2(A, {1,2}) = ({1})? x Zy) + Z,
(2,0,2); v € R* | X5 =%(A,{1,3}) = ({1} x Zy x {1}) + Z,
(0,z,2); x € R* | Bg = 2(A,{2,3}) = (Zy x ({1})?) + Z,
(r,m,7); e R* | By = X(A4,{1,2,3}) = ({1})® + S3

matrizes que comutam com ¥; sao da forma G = Diag(Gy, G2), onde
Gi1=(c) e Gy =Diag(Xaly,A3]1)
para ¢, A2, A3 € R, pois nesse caso k = s = 1. Observe que Qj, = {id, (2,3)} age transitivamente

em J; = {2,3}. Pelo Corolario 2.2.17, segue que G = Al,. Portanto, temos

G = (3.28)

o O 0
o > O
> O O

onde ¢, A € R. Os autovalores associados a G sao ¢ e A cujos autoespacos associados sao
Aut(c) = [e1] e Aut(\) = [eq, €3], para ¢, A # 0. Portanto, todo operador linear 3-equivariante
em R? tem a forma matricial dada em (3.28) com relagao a base canonica de R3. De modo
analogo, renumerando as células do sistema (3.27), obtemos que existe uma base de R? tal que
as matrizes que comutam com X, e X3 sdo da forma (3.28).

Considere agora o subgrupo axial ¥, = (({1})? x Z,) + Z, associado ao bloco J; = {1,2}.
Pelo Teorema 2.2.16, as matrizes que comutam com ¥, sdo da forma G = Diag(G, Gs), onde

a b

cC a

GlzC:l } e Gy=()),

pois nesse caso k =1 e s = 2. Como G = S3, temos pelo Corolario 2.2.18 que C' é uma matriz
simétrica. Portanto,

G = (3.29)

S o
> O O

b
a
0
onde a,b, A € R. O polinémio caracteristico de G é dado por

po(z) = (A —z)((a—2)* = b%).

Logo, os autovalores de G sdo a + b,a — b e A cujos autoespagos associados sao Aut(a + b) =
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le1+ea], Aut(a—b) = [e; —ez] e Aut(\) = [es], para a£b # 0. Portanto, todo operador linear em
R3 que & Xy-equivariante admite a forma matricial (3.29) com relagao a base {e; +ea, €1 —e9, €3}
de R3. Analogamente, renumerando as células do sistema (3.27), existe uma base de R? segundo
a qual as matrizes que comutam com X5 ¢ X sdo da forma (3.29).

Para o subgrupo axial ¥y = ({1})® 4 S3 associado ao bloco J; = {1,2,3}, como k = 1 e
s = 3, temos pelo Teorema 2.2.16 que as matrizes em M3(R) que comutam com Y7 sdo da forma
G = C, onde C ¢ dada em (3.25) e comuta com Q. |, = S3. As matrizes de representagio de
cada elemento de S3 segundo a agao (3.23) sdo:

1
I, | O
0

_ O O

0 00 1 0 1
1{,]lo10],]10
0 100 00

_ O O

010 0 01
, 10 0 1 e |1 00
1 00 010
Calculo diretos nos mostram que se C' em (3.25) comuta com tais matrizes de representacao,

entao

a b
G=C=125b b |, (3.30)
b a

>R

onde a,b € R. O polinémio caracteristico de G é dado por
pa(r) = (a —)® = 2b%(a — 2) +2b° = (a + 2b — z)((a — b) — 2)*.

Logo, os autovalores da matriz G em (3.30) sdo a + 2b e a — b cujos autoespagos associados sdo
Aut(a + 2b) = [e; + e2 + e3] e Aut(a — b) = [es — €1, e3 — €5, para a + 2b,a — b # 0.

Tabela 3.4: Forma geral das matrizes que comutam com os subgrupos axiais de Zs ! S3 e seus
respectivos autovalores e autovetores.

Subgrupo axial | Forma geral | Autovalor Autovetor
[ ¢ 0 0] c el
Y1, 2o, 23 0 N0 A €9, €3
0 0 A |
[a b 0] a-+b e1 + ey
24,25,26 b a 0 a—b e — ey
| 0 0 A ] A es
[« b b ] a+2b e+ ey + e
Xq b a b a—2b €y — €1, €3 — €
i b b b | 2 1, €3 2

Portanto, para cada zo € R3 listado na primeira coluna da Tabela 3.3, como (dF)(zo\)
comuta com o subgrupo axial 3; = X, segue pela Proposicao 3.2.4 que (dF)(4,,») corresponde
a uma das matrizes listadas na segunda coluna da Tabela 3.4.
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Consideracoes Finais

Sistemas de células acopladas sao estudados com o intuito de analisar os padrdes dindmicos
muitas vezes observados em fenomenos fisicos e naturais. Cada célula é descrita por meio de
um sistema de equagoes diferenciais ordinédrias e o acoplamento entre as células é determinado
por meio de uma matriz de conexao.

Neste trabalho estudamos o caso em que as células sao idénticas e acopladas identicamente,
gerando sistemas de equagoes que apresentam simetrias inerentes a sua configuracao geométrica.
As simetrias induzidas pela forma do acoplamento entre as células sao chamadas de simetrias
globais e formam um subgrupo G de permutagdes. Um outro grupo L de simetrias ocorre
quando as equagoes diferenciais que governam a dinamica de cada célula tém suas proprias
simetrias internas. Focamos atencao ao caso em que o grupo total de simetrias do sistema é
dado pelo produto coroa de £ por G, denotado por £1G.

Nas ultimas décadas, o estudo da agao de grupos de simetrias também tem se mostrado
eficiente para a descricio e modelagem de muitos sistemas fisicos. Por essa razao, em um
primeiro momento utilizamos uma abordagem puramente algébrica, com base nas ferramentas
da teoria de representacao de grupos em conjunto com a teoria de algebra linear. Denotamos por
VN o espaco de todas as variaveis de estado de um sistema de N células idénticas acopladas
identicamente, onde V = R¥ para algum natural k. Iniciamos nosso estudo caracterizando
os subespacos vetoriais de V¥ que sdo irredutiveis pela a acao do produto coroa £1G. Tal
caracterizacao é dada apenas em funcao de um subespaco L-irredutivel de V.

Ainda sob o ponto de vista algébrico, caracterizamos via conjugacao todos os subgrupos
axiais do produto coroa £1G em funcao dos subgrupos axiais de L e descrevemos a forma geral
das matrizes que comutam com tais subgrupos, utilizando as restrigoes impostas por ambos
L e G. Ressaltamos que a existéncia dos subgrupos axiais do produto coroa foram o ponto
chave para a obtencao dos resultados locais em teoria de bifurcacao equivariante apresentados
no tltimo capitulo da dissertacao.

De um modo geral, a teoria de bifurcagao de pontos de equilibrio descreve como as solugoes
de um sistema de equacoes diferenciais ordinarias podem se ramificar conforme o parametro de
bifurcacao varia. No contexto com simetrias, essa teoria utiliza ferramentas de diversas areas
da matematica, como o calculo com miltiplas variaveis e a teoria de representacao de grupos.
Utilizamos essa abordagem no contexto de sistemas de células idénticas acopladas com grupo
de simetrias £ G, com o intuito de mostrar a existéncia de solugoes de equilibrio para tais
sistemas. Nessa diregao, o classico Lema dos Ramos Equivariantes nos garante a existéncia e
a unicidade de um ramo de solugoes que admitem como subgrupo de isotropia um subgrupo
axial de £1G.
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