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Resumo

Neste trabalho, estudamos a existéncia, unicidade e estabilidade de solucbes para sistemas de
equacoes de ondas lineares e semilineares com amortecimentos do tipo viscoelédsticos. No pri-
meiro problema, consideramos um sistema de equacoes de ondas acopladas com memoria e
provamos a boa colocacao e estabilidade geral uniforme da energia. Para tanto, utilizaremos
funcionais de Liapunov para construir uma perturbagao adequada da energia. No segundo mo-
delo, consideramos um sistema de Klein-Gordon nao linear em um meio nao-homogéneo e sujeito
a duas dissipacoes, uma friccional e outra do tipo Kelvin-Voigt. Neste caso, mostramos que o
problema estd bem-posto e que a energia associada ao sistema decai exponencialmente para zero,
para todos os dados iniciais tomados em conjuntos limitados do espaco de fase. Os ingredientes
principais da prova da estabilidade sao: um principio de continuacao tnica e argumentos de

Anilise Microlocal.

Palavras-chave Amortecimento com meméria. Amortecimento do tipo Kelvin-Voigt. Sistemas

acoplados.



Abstract

In this work, we study the existence, uniqueness and stability of solutions for linear and semi-
linear wave equations systems with viscoelastic damping. In the first problem, we consider a
system of memory-coupled wave equations and prove the well posedness and uniform stability of
the energy. To this end, we use Liapunov functionals to construct a proper perturbed energy. In
the second model, we consider a non-linear Klein-Gordon system in a non-homogeneous medium
and subject to two dissipations, one frictional and the other of Kelvin-Voigt type. In this case,
we show that the problem is well-posed and the energy associated with the system decays expo-
nentially to zero, for all initial data taken in limited sets of phase space. The main ingredients in

the proof of stability are: a Unique Continuation Principle and Microlocal Analysis arguments.

Key-words damping Memory. Kelvin-Voigt damping. Coupled systems.
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Introducao

A presente tese é dedicada ao estudo de existéncia, unicidade e estabilidade de solugoes para
dois sistemas de equagoes de ondas acopladas sujeitos a amortecimentos do tipo viscoelastico.

Vamos apresentar o estado da arte e as devidas contribuicoes separadamente.

12 Problema: Amortecimento viscoeldstico com meméria

Consideramos inicialmente o seguinte problema:

¢
utt—Au—l—/ p1(s)Au(t —s)ds + a(u —v) =0 em Q x RT,
0
t 1)
vttAv+/ po(s)Av(t —s)ds+a(v—u) =0 em Q xRT
0

onde, © é um dominio limitado de R?, as funcdes pu1, jua sdo os nicleos de meméria e o > 0 é o

coeficiente de acoplamento.

O sistema (1) descreve a interacao entre o movimento de dois sélidos viscoelasticos lineares. Em

particular, quando « = 0, o sistema (1) pode ser reduzido a uma tnica equagao da onda
t
uy — Au + / p(s)Au(t —s)ds =0 em xR, (2)
0

que é um exemplo concreto de uma equagao integro-diferencial linear de Volterra [23]. A equagao
(2) foi amplamente estudada por diversos autores e grandes contribui¢oes foram obtidas. Devido
a isso, ja sabemos que (2) é bem posto no sentido de Hadamard [1, 26, 34, 41, 46, 47, 70, 72]
e que, assumindo algumas condigoes de dissipacao adequadas sobre u, o funcional de energia,
associado & equacao (2), torna-se uma funcao decrescente e positiva que decai uniformemente,

em geral, na mesma taxa do nicleo p [24, Proposition 1.1].

A estabilidade das solugoes de (2) (sem explicitar a taxa de decaimento) foi considerada pela
primeira vez por Dafermos em seus artigos seminais [26, 27]. Cerca de vinte anos depois, a
estabilidade exponencial foi estudada por varios autores (veja [1, 48, 72|, entre outros). Nestes

casos, foi assumido que p satisfaz a desigualdade diferencial

W (s) + ku(s) <0, scRT,



para algum k > 0, ou equivalentemente,
Ny = {s e R", p/(s) + ru(s) <0} =R™. (3)

A condicao (3) é crucial para mostrar que o funcional de energia decai exponencialmente para
zero, pois permite fazer estimativas integrais de forma a controlar a parte viscoeldstica da energia

a partir do termo responsavel pela dissipacao.

Em 2008, Conti, Gatti e Pata [23] propuseram uma condi¢ao mais fraca que (3) e provaram o
decaimento uniforme para o funcional de energia correspondente as solugoes de (2). De fato,

assumindo que, dado p € (0, +o0], o nicleo p satisfaz a seguinte desigualdade integral

+o0
/ p(s)ds < CYp(t), t>0
t

onde C' > 0 é constante e

e (6 >0), p=-+oo,
Tp(t) ==

ﬁ, p < +00,
os autores provaram que a energia decai exponencialmente (quando p = +00) e polinomialmente
(quando p < +00) para zero. A grande dificuldade neste caso é o fato que a igualdade N, =
R* nao é garantida para algum s > 0, exigindo a construcao de um funcional adicional na
perturbacao da energia. Para outras condicoes que geram taxas de decaimento exponencial e

polinomial do funcional de energia, veja, por exemplo, [1, 72], entre outros.

Ainda em 2008, outro ponto de vista foi considerado no intuito de gerar taxas arbitrarias que
incluem o caso exponencial e polinomial [18, 19, 44, 49, 50, 59, 60, 64, 65, 67, 68]. Nestes casos,

a seguinte condicao é assumida sobre pu:
W (s)+~(s)H(u(s)) <0, seRT, (4)

para algumas funcgoes v e H. Em geral, considera-se v nao-crescente e H convexa. Para outros
tipos de hipdteses nesse sentido, veja [2, 83]. Recentemente, utilizando uma estratégia similar
a [23], Conti e Pata [24] enfraqueceram a condicao (4) e provaram que o funcional de energia

decai uniformemente para zero. Especificamente, eles supuseram que p satisfaz a condicao:

/+0° u(s)ds < A(t), t>0 (5)

em que A é solucao da desigualdade diferencial

%A(t) + () H(A®)) <0, q.t.p t>0. (6)

Aqui, as funcées v e H cumprem as condi¢Oes supracitadas.

Retornando ao sistema (1), isto é, considerando o > 0, destacamos o trabalho pioneiro de Santos
[79], o qual prova o decaimento exponencial da energia associada, assumindo que o ntcleo estd

compreendido entre duas fungoes exponenciais. Com respeito a trabalhos envolvendo sistemas



do tipo (1) e as condigbes (3) ou (4), mencionamos os artigos [4, 17, 31, 32, 45, 54, 61, 62, 63, 66,
73, 74, 77, 78, 80, 81, 85]. No entanto, nao ha trabalhos na literatura que provam o decaimento

geral uniforme da energia para o sistema (1) assumindo que os nucleos p e pg satisfazem (5).

Do exposto acima, destacamos nossas contribuigoes e justificativas como segue:

(i) Provaremos que (1) é bem-posto utilizando a abordagem apresentada em Conti, Gatti e
Pata [23]. Especificamente, provaremos uma correspondéncia biunivoca entre (1) e um

sistema autéonomo proveniente de um problema com memoria e historia infinita.

(ii) Devido ao acoplamento linear, a boa colocagao de (1) nos permite usar a abordagem de
semigrupo linear para estudar o decaimento geral uniforme para a energia correspondente,

no sentido da seguinte definicao:

Definicao 0.1. Seja © : [0,400) — [0,+00) uma funcdo decrescente tal que ©(t) — 0
quando t — +oo. Dizemos que E(t) decai uniformemente a uma taza ©, se para todo
to > 0, existe uma fungao positiva Q@ = Q(E(0)) tal que

E(t) < Q(t)O(t), t > to.

(iii) Neste trabalho optamos por considerar, por simplicidade, H(s) = s em (6) a fim de

obtermos uma taxa de decaimento mais explicita.

22 Problema: Amortecimento viscoelastico do tipo Kelvin-Voigt localizado

O segundo problema considerado neste trabalho é um sistema Klein-Gordon colocado em um
meio nao-homogéneo e sujeito a um amortecimento localmente distribuido do tipo Kelvin-Voigt,

a saber

p(2)uy — div(K (z)Vu) + v%u + 71 (2)uy — div(a(z)Vu,) =0 em Q x RT,
p(z)vy — div(K (2)Vo) + u?v + y2(z)vy — div(b(x)Vo,)) =0 em Q x RT,

u=v=0 sobre 9Q xRT, (7)
U,(.Z'7O) = UO(x)v ut($7 0) = ul(x) em Q7
v(z,0) = vo(x), ve(z,0) = vi(x) em ).

Aqui, Q € RY, d < 2, 6 um dominio limitado com fronteira regular 9§, p : Q — [0, +00) e
kij : Q= R, 1<14,j < dsao fungdes de classe C*°(2) tais que para todo x € Qe £ € R4,

ag < p(x) < Bo,  kij(z) = kji(z), al¢? <€ K(z) €< BIEP
em que ayg, fo, o, f sdo constantes positivas e K (z) = (ki;j(x));; € uma matriz simétrica positiva
definida.

O modelo de Kelvin-Voigt pode ser obtido a partir de uma andlise fisica com respeito as massas
totais dos nicleos de memoria (ver [22]). Na terminologia de Dautray e Lions [28], essa ¢é a

passagem da viscoelasticidade com memoéria longa para a viscoelasticidade com meméria curta.



O sistema de equagoes de onda semilineares acopladas definido em (7) estd sujeito a dois amor-
tecimentos localizados. O primeiro é do tipo viscoeldastico e se distribui por uma vizinhanca w
da fronteira de acordo com a Condicao Geométrica de Controle. O segundo é um amortecimento
por atrito e consideramos que prejudica a Condicao Geométrica de Controle. Mostraremos que
a energia do sistema decai uniforme e exponencialmente a zero para todos os dados iniciais de
energia finita tomados em conjuntos limitados do espaco de fase. Para este propdsito, argu-
mentos de andlise microlocal refinados sao considerados explorando as ideias de Burq e Gérard
[10].

O objetivo principal do Capitulo 3 é provar a existéncia e unicidade de solucoes generalizadas
para o problema (7) e, ainda, que essas soluc¢oes decaem exponencial e uniformemente para zero,

isto é, considerando

1

Eyp(t) = 2/Qp(ﬂc)IU(ﬂcﬂt)l2 +p(@) (e, ) + Vu(z, )" - K(z) - Vu(z,t) de

1
+ 2/ Vo(z,t)| - K(x) - Vo(z,t) 4+ (uw)*(z, t) d,
Q
existem constantes positivas C, v, tais que
E.(t) < Ce™"'E,(0), para todo t > Ty,

para toda solucao generalizada do problema (7), desde que os dados iniciais {ug,vo,u1,v1}
sejam tomados em conjuntos limitados de H}(2) x HE(Q) x L2(Q) x L%(2). Este resultado é
um resultado de estabilizacdo local. De fato, as constantes C e v sao uniformes em cada bola de
HE(Q) x HY(2) x L2(Q) x L*(2) com raio R > 0 do espago de fase, mas o resultado ndo garante

que a taxa de decaimento seja global.

Inspirados [29] e [30] provamos que dado T' > Tj existe uma constante positiva Cy = Cy(T) tal

que

< Co [/ / 2)|Vug(z, t)]? + 71 () Jue (2, t)|? dadt N
8
/ / )| Vve(a, ) * + va () vy, ¢)[* dadt

desde que os dados iniciais sejam obtidos em conjuntos limitados de H}(2) x H}(2) x L?(2) x
L2(9).

Para provar (8) e, portanto, o resultado da estabilidade, argumentamos por contradi¢ao e en-

n

contramos uma sequéncia de (w™,z") de solugoes generalizadas para o problema (7) tal que

Eynn(0) = 1. A fim de obter uma contradi¢ao, precisamos provar que Eymn .n(0) — 0 quando

n — +00.

Explorando as propriedades de K(z), a(z), b(x), v1(x), v2(x), devemos provar que

T T
/ / lwi? dedt — 0 e / / |22 dxdt — 0, 9)
0 O\Cy 0 O\C>



quando n tende a infinito, em que

oy :{xeA:d(a:,aA) > %}

C2:{$EB:d(x,aB)>%}.

Desejamos propagar a convergéncia (9) de 2\ C; x (0,7) e 2\ Cz x (0,T") para todo o conjunto
Q x (0,7). Para fazer isso, consideramos as medidas de defeito microlocal 1 e ug, associado a

componente cinética de solucao da equacao de onda linear.

Primeiro, devemos estabelecer a convergéncia

p(x)d%w} — div(K (z)Vwl) — 0 em H, 2(Q x (0,T)),

loc

p(2)07 2 — div(K(z)Vz') = 0 em H; 2(Q x (0,T)),

o que ¢é suficiente para garantir que supp(u1) e supp(uz) estejam contidos no conjunto carac-

teristico do operador da onda.
No entanto, a dltima convergéncia nao é suficiente para a propagacao, uma vez que precisamos
de uma convergéncia mais forte, a saber,

p(x)02w] — div(K (z)Vw!) — 0 em H_l(Q x (0,T)),

loc

p(x)0227 — div(K (x)Vzl') — 0 em H,_ Y(Q x (0,7)),

loc

Os termos probleméticos sao precisamente div(a(z)Vw}) e div(b(z)Vz") porque
div(a(z)Vw}) — 0 em H, 2(Q x (0,T))

[§]

div(b(2)V2") — 0 em H,_ 2(Q x (0,T)).

loc

Este é o momento preciso em que as dissipacoes friccionais desempenham um papel fundamental

no colar das fronteiras 0A e 0B.

E importante observar que, no Capitulo 3, para evitar certos detalhes técnicos que podem surgir
ao se considerar a propagacao até a fronteira, consideramos w, a regiao em que o amortecimento
é efetivo, como uma vizinhanga da fronteira e satisfazendo a C.G.C. Nessas condicoes, podemos

usar os resultados de propagagao encontrados em [10].

A estabilidade de uma unica equagao da onda sujeita a um amortecimento Kelvin-Voigt
p(x)uy — div(K (z)Vu) — div(a(x)Vu) =0, (0,L) x (0,00),

torna-se suscetivel a continuidade dos materiais, no sentido de que, ja foi provado para o caso
unidimensional por Liu e Liu em [52] que se o coeficiente de amortecimento a for descontinuo
na interface dos materiais, a energia nao decai uniformemente. O mesmo ocorre para sistemas

de ondas unidimensionais acoplados sujeitos a dois amortecimentos do tipo Kelvin-Voigt. Em



um cendrio de dimensao superior, mesmo com um coeficiente de amortecimento mais regular
e considerando um dado inicial suave, conforme explicado por Liu e Rao [53], hd uma perda
de regularidade das solugdes, o que torna mais dificil o uso dos métodos de multiplicadores
usuais. Portanto, o método de multiplicadores precisa ser combinado com outras técnicas para
superar essas dificuldades. O método leva entdo os autores a impor varias condigoes técnicas
ao coeficiente de amortecimento. No trabalho de Tebou em [84], tais condi¢oes no coeficiente
de amortecimento, bem como as condigoes na regiao de controle de feedback sdo relaxadas.
No entanto, o autor ainda requer uma restricao de desigualdade no gradiente do coeficiente
de amortecimento, que nao sera exigida em nosso trabalho. Em [75] os autores consideram a
equagio yy — div[Vy(t, ) + a(z)Vy(t, )] = 0 no dominio Q@ C RY, a(z) € L'(R) e mostram que
a taxa de decaimento logaritmico para energia do sistema sem qualquer suposicdo geométrica

sobre o subdominio no qual o amortecimento é efetivo.

Existem duas dificuldades principais em relagao ao problema (7). Como estamos lidando com
amortecimentos localizados do tipo Kelvin-Voigt, em uma vizinhanca da fronteira, os operadores
que definem os amortecimentos sdo limitados. Além disso, vale ressaltar que a presenca dos
coeficientes nos operadores da onda, conforme considerado em nosso trabalho, torna a andlise
muito mais apurada em termos dos raios da ética geométrica. Além disso, ndo podemos obter
o resultado de estabilizagdo na dimensao d = 3, uma vez que as estimativas de Strichartz
nio podem ser aplicadas ao problema (7), porque div(a(z)Vu;) ¢ L'(0,T; L%(Q)). Portanto,

trabalhamos apenas em dimensoes d < 2.

A grande vantagem de usar argumentos de andlise microlocal refinados é que podemos usar o
fluxo geodésico a nosso favor, a fim de direcionar as geodésicas para que elas entrem na regiao
onde a dissipagao é efetiva. Isso sé é possivel para certos casos especiais envolvendo a métrica
G = (K/p)~!. Os principais ingredientes da prova sdo: (i) um principio de continuacdo tinica
para sistemas, (ii) a propagagao da medida de defeito microlocal pelo fluxo geodésico como

mencionado anteriormente.

O modelo proposto neste trabalho é inspirado em uma equagao introduzida por Segal em [82],
dado por
wug — Au + m%u +gv’u=0 em QxRT, (10)
vtt—Av+m%v+hu2v:0 em QxRT,
que descreve a interagao dos campos escalares u,v de massa mj,mg, respectivamente, com
constantes de interacao g e h. Este sistema define o movimento da carga de mésons em um
campo eletromagnético. Como o interesse deste trabalho é fazer a andlise matematica, nao ha

perda de generalidade se considerarmos apenas o caso em que m; =mo =0eg=h =1.

O problema (10), quando m; = mg =0, e g = h = 1 com condigao de fronteira de Dirichlet em
09, foi estudado por Medeiros e Menzala [56]. Neste artigo, os autores provaram a existéncia
e unicidade de solucoes globais fracas, usando o método de Galerkin, desde que d < 3. Outras
generalizacoes também sao dadas em [57] e [58] usando o método de Galerkin, onde os autores
consideram as ndo linearidades da forma |v|P*2|u|Pu, |u|P*2|v|?v e algumas hipSteses sobre o

coeficiente p, que estao relacionadas a dimensao d do espaco. Relacionado a existéncia global e



unicidade de solugoes temos também o artigo [3], onde os autores provam a existéncia de solugoes
para um sistema Klein-Gordon com memdria e nao linearidades semelhante as consideradas em
[57] e [58]. Outra generalizacao para este sistema pode ser encontrada em [25], onde os autores

consideram um sistema k x k das equagoes de Klein-Gordon com condigoes de contorno actsticas.

Em [35] Ferreira deduziu resultados de decaimento para as solugoes do sistema de equagdes nao
lineares de Klein-Gordon em R?, mais precisamente, se os dados iniciais sdo tomados em CSO(R3)
entao toda solugao do sistema decai uniformemente em = a taxa (‘)(f%) quando [t| — oo, e é
assintotico para uma solucao livre em t = +00 ou t = —oo. Para obter esses resultados, os

autores usam técnicas desenvolvidas por Morawetz e Strauss.

Gostarfamos também de citar os artigos [36] e [37]. Nesses artigos, a estabilidade exponen-
cial para o sistema (10) é estabelecida, sob a suposi¢ao de dois termos de amortecimento de
friccdo a(x)u; e b(z)vy em vez de amortecimentos Kelvin-Voigt, conforme considerado no pre-
sente trabalho, onde a prova também funciona para qualquer combina¢do de amortecedores do
tipo friccional ou Kelvin-Voigt. Além disso, em [36] e [37] o problema é considerado em um meio
homogéneo que é mais facil de ser analisado, uma vez que as bicaracteristicas sao retas. Notamos
também que em [36] e [37] o autor menciona o trabalho pioneiro de Ruiz [76], que garante a pro-
priedade de continuagao unica para uma tnica equagao com potencial V (¢, ) € L>(0,T; L"(Q))
e a métrica euclidiana G(x) = Iy, e assume, sem demonstracao, que o resultado é vélido para
sistemas acoplados. Finalmente, em [36] e [37], devido ao tipo de dissipacao utilizada, é possivel
obter a existéncia de solucoes regulares e consequentemente a utilizagao de multiplicadores ra-
diais para comprovar a estabilidade exponencial, o que nao pode ser feito definitivamente no
contexto deste trabalho. No artigo [20], os autores consideram um sistema Klein-Gordon ge-
neralizado que consiste em duas equagoes de evolucao semilineares acopladas do tipo misto
hiperbélico-parabdlico degenerado. E ainda, sdo assumidos amortecimentos na fronteira, bem

como, sao provados a existéncia global e a taxa de decaimento assintotico.

Em [38], os autores tém estudado propriedades de decaimento de solu¢oes do problema (10).
Eles mostram que, na norma L (R?) as solucdes decaem na ordem (‘)(tfg) quando t — 400
desde que os dados iniciais sejam suficientemente pequenos. Depois disso, o autor prova que
as soluctes do sistema decaem na norma local quando ¢t — +00. Até onde sabemos, este foi o
primeiro trabalho a abordar a existéncia e unicidade de solucbes para este sistema por meio da

teoria dos semigrupos.

Por fim, destamos [16] em se apresenta um sistema de Klein-Gordon colocado em um meio nao-
homogéneo e sujeito a um amortecimento localmente distribuido do tipo friccional. Para obter

o resultado principal, os autores provam um Principio de Continuacao Unica para sistemas.

Esta tese estd organizada da seguinte forma: O Capitulo 1 consiste da apresentacao de resultados
auxiliares, fundamentais para uma boa compreensao dos demais capitulos. No Capitulo 2,
verificamos a existéncia, unicidade e decaimento geral do sistema (1), os resultados aqui obtidos
estao sendo compilados para publicacao. No Capitulo 3, mostramos a existéncia e unicidade de
solucoes e o decaimento exponencial da energia para o problema (7), resultados publicados no

artigo [13].



Capitulo 1

Resultados Auxiliares

O objetivo deste capitulo preliminar é apresentar uma coletanea de conceitos e resultados fun-

damentais para a compreensao dos demais capitulos desta tese.

1.1 Distribuicoes e Espacos Funcionais

Sejam = = (1,2, ...,24) pontos do R? e a = (a1, as..., ag) d—uplas de niimeros inteiros nio-
negativos. Considerando |a| = a1 + ag... + ag e ol = ajlag!...ay!, denotaremos o operador
derivacdo em R? por

Hlel

D® =
- a1 9,02 Qg *
02" 0x5°...0x

Seja Q um aberto do R% e ¢ : Q — R. Definimos o suporte da funcio ¢ em €, e denotamos por
supp(ep), o fecho em © do conjunto {z € Q;p(z) # 0}. Quando supp(yp) é compacto, dizemos
que ¢ tem suporte compacto em 2. Denotaremos por C3°(€2) o conjunto das funcoes ¢ : @ — R
que sdo infinitamente diferencidaveis em €2 e que possuem suporte compacto.

O espaco das funcoes testes de Q, D(), é o espaco C3°(€2) munido da seguinte nocao de

convergéncia: Dada uma sequéncia (¢, ),en de fungdes de C3°(2) e ¢ € C§°(£2) dizemos que
v, — @ em D(Q) (1.1)

se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de €2 tal que

(i) supp(¢y) C K,Vv e supp(yp) C K;

(ii) D%p, — D“p uniformemente sobre K,Va € N¢,

Uma distribui¢do sobre 2 é uma forma linear sobre D(€2) que é continua no sentido da con-
vergéncia dada em (1.1). Chamaremos por D'(Q2) o espaco vetorial das distribui¢ées sobre
Q. Diremos que (T,),en, uma sequéncia de elementos de D’(Q2), converge para T € D'(Q), e

escrevereinos

T, — T em D'(Q),

quando
(Tv, ) = (T, ), Y € D(Q).

Dada uma distribuicdo T sobre Q e a € N%, a derivada distribucional de ordem a da distribuicao
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T, denotada por DT, é dada por

(DT, ) = (~1)I*N(T, D), Vip € D(Q).

Com essa definigdo, uma distribuicdo 7 € D’(2) possui derivada distribucional de todas as

ordens, D*T € D'(Q) e além disso, a aplicacao

D*:D'(Q) — D(Q)
T — D*T

¢é linear e continua.

1.2 Espagos LF(Q)

Sejam © um subconjunto do R% e p um ndmero real tal que 1 < p < 4o00. Denotaremos por
LP(Q) o espago vetorial das (classes de) fungdes mensurdveis u, definidas em ) tais que |ulP é

Lebesgue integravel sobre €.

O espaco LP(€2) munido da norma
1
lulloy = ([ uto)ac)

Se define por L*>(2) o conjunto das fungdes u :  — R tais que u é mensuravel e existe uma

é um espago de Banach.

constante C tal que |u(x)| < C para quase todo z € . Uma norma em L*°(Q2) é dada por
|[ull oo () = inf{C; Ju(z)| < C q.s. em Q},

a qual o torna um espaco de Banach.

Em particular, L?(Q), com o produto interno

e a norma |lul|? = (u,u), é um espaco de Hilbert.

1 1
Seja 1 < p < +o0. Diz-se que p’ é o indice conjugado de p se — + — =1L
p D

Proposigao 1.1 (Desigualdade de Young). Se a e b sdo nimeros reais nao-negativos entao

1 1
sempre que 1 < p,q < +oo e —+ — = 1.
qQ p
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A desigualdade de Young também pode tomar a sequinte forma

ab < ea? + C(e)bP.

Referéncia: Ver [33, Appendix B.2.c e B.2.d, p. 622].

Proposicio 1.2 (Desigualdade de Holder). Sejam u € LP(Q) e v € L' (Q), com 1 < p < +00.
Entdo uv € LY(Q) e

[t < el ol
Referéncia: Ver [33, Appendix B.2.e, p. 622].

Proposicao 1.3 (Desigualdade de Holder generalizada). Sejam fi, fo, ..., fr fungdes tais que
fi € LPi(Q),1 < i <k, onde % = p% + p% +...+ pik < 1. Entdo o produto f = fifa...fr € LP(Q) e
[ fllo) < 1 fill el foll o2y fiell Lok -

Referéncia: Ver [33, Appendix B.2.g, p. 623].
Teorema 1.4 (Convergéncia Dominada de Lebesgue). Se uma sequéncia (fx)ren de fungoes

integrdveis a Lebesgue num conjunto ) converge quase sempre em §2 para um funcdo f, e se

|fx] < ¥, quase sempre em Q, Vk € N, para um certa fun¢io ¢ € L'(S), entio a integral

fdx existe e
Q

/fda:: lim /fk dx.
Q k—+oo Jo

Referéncia: Ver [39, Theorem 2.24, p. 54].

1.3 Espacos de Sobolev

Sejam © um aberto do R%, 1 < p < 400 e m > 1. O espaco de Sobolev WP (Q) é o espaco

vetorial de todas as fungoes de LP(Q2) tais que D%u € LP(f2), para todo o < m. Simbolicamente,
W™P(Q) ={u e LP(Q); D € LP(Q), V|a| < m}.
Uma norma em WP (Q) é dada por

[ullymriey = 32 [ D" u(@)P da, se 1< p < +oc,

|a|l<m
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[l By = 3 supess [Du(@)|? da, se p = +oc,

\a|<mx€Q

a qual o torna um espaco de Banach. No caso p = 2, escreve-se W™2(Q)) = H™(f2) e, munindo-o

com o produto interno

(u, v) gm () = Z QDo‘u(at)Do‘v(:c) dzx,

|a|<m
temos um espaco de Hilbert.
Define-se o espago W;"*(€) como sendo fecho de C§°(2) em WP (1), ou seja,

7Wm,p(Q) B

Co(©) WP ().

Quando € é limitado em alguma direcao x; de R? e 1 < p < 400, entdo a norma em WP (),

i, = 3 /Q D ()] d,

|a|=m

dada por

é equivalente a norma induzida por W™P ().

Representa-se por W*m’p/(Q) o dual topolégico de Wy"P(€), onde 1 < p < +o0 e p’' é o indice
conjugado de p. Por H~(Q2) denota-se o dual topolégico de Hj*(€2).

Observacao 1.5. Podemos reescrever a norma e o produto interno do espagco H*(Q) da seguinte

maneira:
lallZs = luall? + IVul,  (u,0)mi0) = (u,0) + (Va, Vo), Vu,o € HY(Q),
onde N , N
||Vu||2:; g;i : (VU,VU):;<§;,§;>.

Teorema 1.6 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos que Q0 seja um aberto limitado do RY,

entao, eriste uma constante Cp = Cp(med(Q)) tal que
COp |lull < [Vull,Yu € Hg ().

Referéncia: Ver [12, Proposigao 6.22, p. 441]

Teorema 1.7. Sejam Q um conjunto aberto do R?, de classe C™, com fronteira limitada e m

um inteiro tal que m > 1, e 1 < p < +00. Entao temos as sequintes imersoes continuas:

~ 1 = ym 1_1_m
(1) se 5T d 0 entdo W™P(QQ) — LI(Q), onde + = - —;

3

q " p

S

3

1
(i1) se T d 0 entao W™P(Q) — LI1(Q), V q € [p, +oa;
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1
(iii) se — — % <0 entdo W™P(Q) — L®(Q).
p

Referéncia: Ver [11, Teorema 1, p. 208].

Teorema 1.8 (Teorema de Rellich-Kondrachov). Seja Q um aberto limitado bem regular do RY,

para d > 2. Entao as segquintes imersoes sao compactas:

(i) sep < d entio W'P(Q) <5 LI(Q), V1< q< ddTpp;
(ii) sep=d entdo WP(Q) <5 LI(Q), ¥V q € [1,+oo;

(iii) sep > d entdo W'P(Q) < CO(Q).

Referéncia: Ver [11, Teorema 3, p. 209].

1.4 Traco de uma funcao de H™((2)

Se u € C(Q2), podemos obter os valores de u sobre a fronteira I' de €2, basta para isto tomar a
restricao u.. Entretanto, se u € H (), como a medida n-dimensional de I' é zero, nao tem
sentido, a priori, falar dos valores de u em I'. O objetivo da teoria de trago é dar um significado

para uj,..
Conforme explicitado em [11], existe uma tnica aplicagao

m—1
v Hm(Q) — H Hm_j_1/2(r)u — {’70“) U, ... 77m71u}7
j=0

denominada aplicacao traco, que ¢ linear, continua, sobrejetiva, com nicleo H{*(2), verificando

ou oty —
Yu = <ur,a|]_" 778””1|F>7VUED(Q)7

e admitindo uma inversa & direita y~! linear e continua, isto é, existe uma aplicacdo linear
m—1
-1 . m—1rm—j—1/2 m
v [ HPES HT VAT - HQ),
j=0

que é continua e satisfaz

m—1
vyl =¢ vee [ HVAD).

J=0

Tomando, em particular, m = 1, temos a aplicacao
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Yo : HY(Q) — HY?(T)

U —= You = Up,

que é denominada aplicacao traco de ordem zero.

Consideremos H'(Q) = {u € H'(Q); Au € L?(2)} munido do produto interno

(u,v)301() = (u,0) g1 () + (Au, Av)r2(q),
o que o faz um espaco de Hilbert.
A aplicacao
v : D(Q) - H V(T
U

1%}
U= U= Ir
14

prolonga-se, por continuidade, a uma tinica aplicacio linear e continua v; : H*(Q) — H —1/2 (),
posto que D(Q) é denso em H!(Q).

Proposigao 1.9. A aplicacio traco vy : H'(Q) — HY2(T) € sobrejetiva e, além disso, Ker(yo) =
Hg(Q).

Referéncia: Ver [11, Teorema 2, p. 336].

1.5 Topologias Fracas, Espacos Reflexivos e Separaveis

Nesta secao temos algumas propriedades das topologias fraca e fraca *, assim como resultados

de convergéncia nestas topologias envolvendo a reflexividade e a separabilidade dos espacos.

Considerando X um espaco de Banach, a topologia fraca o(X, X') sobre X é a topologia menos

fina sobre X que torna continuas todas as aplicacoes f € X'.

Seja (5, )nen Uma sequéncia convergente para x na topologia fraca o (X, X’). Quando néo houver
possibilidade de confusao diremos apenas que (z,,) converge fraco para z esse fato denotaremos
por

Ty, — x em X.

Proposicao 1.10. Seja (x,)nen uma sequéncia em X, entao:
(i) xp, — x em X se, e somente se, (f,xn) = (f,z), Vfe X';
(i) Se x, — x em X, entao x, = x em X;

(iii) Se x, = x em X, entao ||x||x € limitada e ||z||x < liminf ||zy||x;
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(iv) Se xyy, = x em X e f, = f em X', entao (fn,xn) = (f, ).

Referéncia: Ver [12, Proposicao 3.12, p. 112].

Sejam X um espaco de Banach e z € X fixo. Considere a aplicagao

J. X' — R
fo= (I f)={f2),

que ¢ linear e continua e portanto J, € X", Vz € X. Deste modo, definamos a aplicagao

J: X — X" tal que J(x) = J,, a qual é chamada de inje¢do candnica de X em X”.

A topologia fraca *, ou o(X’, X), é a topologia menos fina sobre X’ que faz continuas todas as

aplicacoes J;.

Seja (fn)nen uma sequéncia convergente para f na topologia fraca * o(X, X’). Com vistas a
simplificagdo das notagoes escreveremos apenas que (fy,)nen converge fraco * para f, ou simbo-

licamente

fo = fem X',
quando nao houver possibilidade de confusao.

Proposigao 1.11. Seja (fn)nen uma sequéncia em X', entao:

(i) fo— f em X' se, e somente se, (fn,x) — (f,x), Vo € X;
(i1) Se fn — f forte, entdo f, — f em o(X', X");
(iii) Se fr, — f em o(X',X"), entdo f, = f em X';
(iv) Se fr, = f em X', entdo ||fu||x: € limitada e ||f||x < liminf || f,||x;

(v) Se fnif em X' ex, — x em X, entdo (fn,xn) — (f,x).

Referéncia: Ver [12, Proposicao 3.30, p. 123].

Dizemos que um espaco de Banach é reflexivo quando a injecdo canoémica J : X — X" &
sobrejetora. Um espaco métrico X é dito separdvel quando existe um subconjunto M C X

enumeravel e denso em X.

Teorema 1.12. Seja X um espago de Banach tal que X' € separdvel. Entao X € separdvel.

Referéncia: Ver [12, Teorema 3.53, p. 145].

Teorema 1.13. Seja X um espago de Banach separdvel e seja (fn)nen uma sequéncia
limitada em X'. FEntao existe uma subsequéncia (fn,)ken que converge na topologia fraca *
(0(X', X))
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Referéncia: Ver [12, Corolério 3.61, p. 152].

Teorema 1.14. Seja X um espaco de Banach reflexivo e seja (xn)neny um sequéncia limitada

em X. Entao existe uma subsequéncia (xn, )ken que converge na topologia fraca (o(X,X')).

Referéncia: Ver [12, Proposicao 3.63, p. 153].

1.6 Espacos Funcionais a Valores Vetoriais

Nesta secao iremos determinar espacos envolvendo as varidveis temporal e espacial, os quais sao

necessarios para dar sentido a problemas de evolucao.

Para t € (0,T) fixo, interpretamos a funcdo = — wu(x,t) como um elemento do espaco X.

Denotaremos este elemento como u(t) € X com valores no espago X.
Sejam X um espaco de Banach e T' > 0.

O espago LP(0,T; X), 1 < p < +o0, consiste das fungoes (classes) mensurdveis sobre [0,T] com

imagem em X, ou seja, as fungoes u : (0,7) — X tais que

r .
ol o o ::( [ o dt) < too.

O espaco L>°(0,T; X) consiste das fungoes (classes) mensuraveis sobre [a, b] com imagem em X,
isto é, as fungoes u : (0,7) — X limitadas quase sempre em (0,7"). A norma neste espago é dada

por

[[ull oo (0,7, x) = supess [|u(t)]| x -

O espago C™(0,T;X),m =0,1,---, consiste de todas as fungoes continuas w : [0,7] — X que

possuem derivadas continuas até a ordem m sobre [0,7]. A norma, neste caso, é dada por

m

lull == max ‘u(i)(t)’.

“—o te[0,7
Proposicao 1.15. Sejam m =0,1,--- ,1 <p < 400, X eY espacos de Banach.
(a) C™(]0,T]; X) é um espago de Banach sobre K.
(b) LP(0,T;X),1 < p < 400 e L>®(0,T; X) sao espacos de Banach sobre K.
(¢c) C([0,T]; X) € denso LP(0,T;X) e a imersao C([0,T]; X) — LP(0,T;X) é continua.

(d) Se X é um espaco de Hilbert com produto interno (.,.)x entdo L*(0,T;X) é também um

espaco de Hilbert com produto interno

(1,9 207x) = /ﬂ (ult), v(t)) .
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(e) LP(0,T; X) € separdvel se X for separdvel e 1 < p < +o0.
(f) O espaco LP(0,T;X) € reflexivo se 1 < p < +o0.

(9) Se X — Y, entdo L"(0,T;X) — L1(0,T;Y), 1 < g <r < +oo.

Referéncia: Ver [87, Proposition 23.2, p. 407].

Proposigao 1.16. Seja X um espaco de Banach. Para todo u € L*(0,T; X) vale

|/ Tu(t)dtHX < (o) de

Referéncia: Ver [86, Corollary 1, p. 133-134].

O espago dual de LP(0,T;X). Consideremos Y = LP(0,7;X). Temos a seguinte relagdo de

dualidade Y/ = L(0,T; X'), com % + % =1, devido ao seguinte teorema:

Teorema 1.17. Seja X um espago de Banach reflexivo e separdvel, 1 < p,q < +00,

D=

e 0 < T < 4o00. Entdo temos que:

e Seue LP(0,T;X), entdo

<v,/0Tu(t) dt> = /OT<v,u(t)>dt, Voe X'

e Seue LP(0,T;X"), entao

</0Tu(t) dt,v> = /OT(u(t),v> dt, YveX.

Referéncia: Ver[87, Proposition 23.9, p. 412].

Seja X um espac¢o de Banach. Denotaremos por D(0,7; X) o espago localmente convexo e
completo das fungoes vetoriais ¢ : (0,7) — X infinitamente diferencidveis com suporte compacto

em (0,7"). Dizemos que uma sequéncia (p,),en € tal que
¢y — ¢ em D(0, T X)
se:

(i) Existe um compacto K de (0,7 tal que supp(y,) e supp(p) estao contidos em K, para
todo v;
k dk

(ii) Para cada k € N, ﬁgo,,(t) = e em X, uniformemente em ¢ € (0,7).
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O espago das aplicagbes lineares continuas de D(0,7) = D(0,7T;R) em X serd denotado por
D'(0,T; X), ou seja, S € D'(0,T;X) se S : D0,T) — X é linear e se 6, — 0 em D(0,7)
implicar que (S,6,) — (S,0) em X. Diremos que

S, — S em D'(0,T; X)

se

(Sy,,0) = (S,0) em ,V0 € D(0,T).

O espago D(0,7; X) munido da convergéncia acima é denominado espago das distruibui¢does

vetoriais de (0,T) com valores em X.

Denotaremos por Hg(0,T; X) o espago de Hilbert
H}(0,T;X) := {v e L*(0,T; X); v € L*(0,T; X); v(0) = v(T) = 0}

munido com o produto interno
T T
/
(0o = [ wO.o@)xdr+ [ @0.00)x

Identificando L?(0,T; X) com o seu dual [L?(0,T; X)]’, via Teorema de Riez, obtemos
D0, T; X) — H}(0,T;X) — L*(0,T;X) — H (0, T; X) — D'(0,T; X),

onde H1(0,T; X) = [H}(0,T; X))

Lema 1.18 (Compacidade Sequencial Fraco-Estrela). Seja X um espago de Banach reflexivo
e separdvel. Entao, toda sequéncia limitada (vi)keny em L(0,T; X*) admite uma subsequéncia
satisfazendo

vy —~v em L®0,T;X*), quando k — +o0,

isto €, para todo u € L'(0,T; X), temos

T T
/ (v (1), u(t)) x» x dt —>/ (v(t),u(t)) x« x dt,  quando  k — +o0.
0 0

Referéncia: Ver [87, Problem 23.12e, p. 449].

1.7 Resultados Complementares

Teorema 1.19 (Férmulas de Green).

1. Sey € H%(Q), entdo

/V’y-Vudx:—/uA”yda:—i—/avuds, Yue HY(Q).
Q [¢) Fal/
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2. Seu,y € H*(Q), entdo

oy ou

Ay — ~vAudx = — — y—=—ds.
/Quy vyAudz aﬂuay fyays

Referéncia: Ver [7, pg. 316].

Teorema 1.20 (Regularidade Eliptica). Sejam m um inteiro ndo-negativo e

d n

Lu=— Z (aij(az)umi)xj - sz(m)uzl +c(x)u

ij=1 i=1

em que
ad bl ce C™TYQ) (i,j=1,...,n).

Supondo f € H™(Q) e u € H} () uma solugdo fraca do problema de valor de contorno

Lu=f em)
u=0, sobre 0f2

para O de classe C™12, entdo
u e H™2(Q).

Referéncia: Ver [33, Theorem 5, p. 323].
Teorema 1.21 (Teorema da Divergéncia - adaptado). Seja u € H} () tal que
div(K (z)Vu(zx)) € L*(Q),

em que K(z) é uma matriz d x d com entradas kij : Q@ — R, 1 < i,j < d, fungoes de classe
C>®(Q). Considere também v € HL(Y). Entdo,

/ div(K (z)Vu(z)) - v(z) de = — / (Vu(z))" - K(z) - Vo(z) dz.
Q Q

Demonstracdo. Observe que

0 - ou o n ou

=1

Donde segue que

/ div(K (z)Vu(x)) -v(z)de = | div[v(z) - K(z) - Vu(z)] dx
Q Q

- /Q(Vu(az))T - K(z) - Vu(x) dz.
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Como v = 0 em 012, segue do Teorema da Divergéncia que

/ div [v(z) - K(z) - Vu(x)] de = / [v(z) - K(z) - Vu(x)] - v(z) de = 0.
Q

o0N

Logo,

/ div(K (x)Vu(z)) - v(x)de = — / (Vu(z))" - K(z) - Vo(z) dz.
Q Q

O]

Teorema 1.22 (Teorema da Compacidade de Aubin-Lions-Simon). Sejam By C By C By trés
espacos de Banach. Assuma que a imersao de By em Bg € continua e que a imersao de By em

By é compacta. Sejam p,r tais que 1 < p,r < +00. Para cada T > 0, definimos
E,, ={ve LP(0,T;By),v; € L"(0,T;Bs)} .

i) Se p < 400, a imersdo de E,, em LP(0,T; B;) é compacta.

ii) Se p =400 e ser > 1, a imersao de E,, em C([0,T],B1) é compacta.

Referéncia: Ver [8, Theorem 11.5.16, p. 102].

Teorema 1.23 (Lema de Lions). Seja {u,} en uma sequéncia de fungoes pertencentes a L9(Q)

com 1 < g < +oo. Se

(i) w, — u quase sempre em Q;

(ii) HuuHLq(Q) <C, Vpel;

entdo u, — u em L1(Q).

Referéncia: Ver [51, Lemme 1.3, p. 12].

Teorema 1.24 (Teorema de Representacao de Riesz-Fréchet). Seja X um espago de Hilbert.
Dada ¢ € X', existe f € X tinico tal que

(p,u) = (f,u), Vue X.

Além disso,

1 llx = llellx-

Referéncia: Ver [7, Theorem 5.5, p. 135].
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Definicao 1.25. Seja X um espago de Hilbert. Se diz que uma forma bilinear a(-,-) : X xX — R

z

€

(i) continua se existe uma constante C tal que

la(u,v)| < Clullv|, Vu,v e X e

(ii) coerciva se existe uma constante o > 0 tal que
a(v,v) = alv]?, Vv € X.

Teorema 1.26 (Lax-Milgram). Seja a(-,-) : X x X — R uma forma bilinear, continua e

coerciva. Entao para toda ¢ € X', existe um tinico v € X tal que
a(u,v) = (p,v), Yv e X.

Além disso, se a € simétrica, entao u se caracteriza pela propriedade

weX e %a(u,v) — (o, v) :géi)l(l{;a(v,v) - (Wo}.

Referéncia: Ver [12, Corolario 4.15, p. 181].

1.8 Operadores definidos por terna

Consideremos V' e H dois espagos de Hilbert complexos, tais que V < H eV é denso em H.
Seja também a(u,v) uma forma bilinear, hermitiana e continua em V x V| tal que existem «q e

a em R, com « > 0, satisfazendo a condigao de coercividade

Rela(v,v)] + ag(v,v) g > a|jv||#, Vv e V.
Consideremos
D(A) = {u € V; a forma linear v — a(u,v) é continua},

onde V estd munido com a topologia de H.

Pelo teorema de Riesz, para cada u € D(A) existe um tnico Au € H, tal que a(u,v) =

(Au,v)g,Vv € V. Note que, desta forma definimos um operador A com dominio

D(A) ={u e V;3f € H tal que a(u,v) = (f,v)g,YVve V} e Au=f.

Portanto, temos que D(A) é um subespago linear de H e A : D(A) C V — H é um operador
de H. Assim, diremos que A é definido pela terna {V, H, a(u,v)}.
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Proposigao 1.27 (Teorema Espectral). Nas condi¢oes acima, obtemos:
(i) A € auto-adjunto e existe um sistema ortonormal completo (wy)yen de H constituido de
vetores proprios de A.

(ii) Se (Av)ven s@o os valores proprios de A correspondentes aos (wy)yeN, entao
D<M h<...€ <., ey — 0.

(iii) O dominio de A é dado por:

+oo
D) = {u € 1: 3" iyl < 4oc ).

v=1

(iv) Au = ijol A (u, wy)gwy,, Yu € D(A).

Referéncia: Ver [12, Teorema 5.146, p. 368].

1.8.1 O operador —A

Seja —A o operador definido pela terna {Hg(Q), L%(2), a(u,v)}, onde

a(u,v) = / VuVvdz, u,v € Hi(Q),
Q

D(—A) = H}(Q) N H*(Q).

O teorema espectral para operadores auto-adjuntos garante a existéncia de um sistema (w, ) de
L?(2) ortonormal completo constituido pelas autofuncées do operador —A, solugdes do problema
de Dirichlet:

—Awpy = AW,

Wm|r =0.
Se (Ay)ven sao os correspondentes autovalores de —A, entao
D<A hL...€ A\ <... e A\p = 400 quando m — +oo.
Além disso, segue que:

w .
. (m> é um sistema ortonormal completo em H(€2);

VAm

° (L;m) é um sistema ortonormal completo em Hg(Q) N H2(Q).
m
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Este operador é densamente definido, injetivo e auto-adjunto. Além disso, pode ser isometri-
camente estendido para —A : H}(Q) — H~Y(Q), onde H~'(Q) é o dual topolégico de H}(Q).

Esta extensao é definida por
(=AY, 2) r-1),m30) = (Y, V2) 12(0); V'Y, 2 € Hy ().

A partir de agora, por simplicidade, denotaremos —A por —A. Observe que —A é um opera-
dor positivo, de modo que podemos definir suas poténcias fracionarias. De acordo com Lions-
Magenes ([55], (2.7) e (9.1)), temos

D(=AY2) = HY(Q) e D(—AY*) = H2(Q).

Pela teoria espectral, segue que

D(=A) = D((—A)**) = D((-A)"2) = H}(Q) = D((-A)"*) = H2(Q) < L*(9).
1.9 Resultados Utilizados de Semigrupos

Definicao 1.28. Seja X um espaco de Banach. Um operador F' : X — X € um operador

globalmente Lipschitz quando existe uma constante L > 0 tal que para todo x,y € X, temos
I1F(z) = F(y)llx < Lllz — yl[x-

Teorema 1.29. Seja X um espaco de Banach e A: D(A) C X — X um operador dissipativo,
densamente definido e tal que Im(I — A) = X. Se F': X — X ¢ um operador globalmente

Lipschitz, entdo, para qualquer ug € X, o problema

dU
S AU+ F
=AU+ F(U)
U(0) = Uy

admite uma unica solugdo generalizada local U € C([0,400), X), tal que
t
U(t)=S(t) Uy + / S(t—7)F(U(T))dr.
0

Além disso, se X é um espaco de Banach reflexivo e Uy € D(A), entdo a solugdo generalizada

U ¢ classica.

Referéncia: Ver [88, Theorem 2.5.1 e Corollary 2.5.2, p. 46-49].

Definicao 1.30. Seja X um espaco de Banach. Um operador F' : X — X € um operador

localmente Lipschitz quando, para toda constante L > 0, existe uma constante My, > 0 tal que
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se |lzl|x < L, ||yllx < L, entdo

[1F(z) = F(y)llx < Mpllz -yl x.

Teorema 1.31. Seja X um espaco de Banach e A: D(A) C X — X um operador dissipativo,
densamente definido e tal que Im(I — A) = X. Se F': X — X € um operador localmente

Lipschitz, entdo, para qualquer Uy € X, existe uma constante positiva T > 0, tal que o problema

dU
—r =AU+ F(U)
U(0) = Uy

admite, em [0,T], uma tnica solugao generalizada local uw € C([0,T], X), tal que
t
U(t) = S(t) Us +/ S(t—7)FU(r))dr, Vte[0,T].
0

Além disso, se X é um espaco de Banach reflexivo e Uy € D(A), entdo a solug¢do generalizada

U é€ classica.

Referéncia: Ver [88, Theorem 2.5.4, p. 53].

Teorema 1.32. Sob as mesmas hipdteses do Teorema 1.31, a solugdo U pode ser estendida para
uma solug¢ao generalizada mazimal em [0, Tiax) tal que:
(i) Tmax = +00, isto €, o problema admite uma solu¢ao global;
ou
(11) Tnax < +00 €
lim [|U(t)] = +o0,

t—Tmax
isto €, a solucao explode em um tempo finito Tiax.

Referéncia: Ver [88, Theorem 2.5.5, p. 54].

Proposicao 1.33. Seja H um espaco reflexivo e A : D(A) C H — H um operador dissipativo

tal que o operador I — A € sobrejetor. Entao D(A) = H.

Referéncia: Ver [69, Theorem 4.6, p. 16].

Teorema 1.34 (Lumer-Phillips). Seja X um espago de Banach e A : D(A) C X — X um

operador com D(A) = X. Entao A é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracoes

em X se, e somente se, A € dissipativo e o operador Aol — A é sobrejetor para algum Mg > 0.

Referéncia: Ver [69, Theorem 4.3, p. 14].
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1.10 Analise Microlocal

Nesta se¢ao serao enunciados alguns resultados que podem ser encontrados em [10] e [40].

Seja  um subconjunto aberto do R,

Definicao 1.35. Seja m € R. Definimos um simbolo de ordem m em Q como uma func¢do
a: QxR — C de classe C™, com suporte em K x R, onde K é wm subconjunto compacto de
Q, que satisfaz a sequinte estimativa: para todo o € N¢ 3 € N%, exite uma constante Cap >0

tal que

1050 a(,€)] < Cap(1+ (€)1,
Denotamos por ST () o espago vetorial dos simbolos de ordem no mdzimo m em Q.

Proposigao 1.36. Se a € S7"(Q), a formula
Aua) = [ " Sala, () ds (1.2
R4
define, para todo u € C§°(Q2), um elemento Au de C§°(€2).

A férmula (1.2) define uma aplicacdo linear A : C§°(2) — C§°(12), a qual chamaremos de
operador pseudodiferencial de simbolo a. Dizemos que o operador pseudodiferencial A admite um
simbolo principal, denotado por ¢,,(A), se existe uma fungao a,, = o,(A) € C=(Q x (RN {0}))
com suporte, na primeira varidvel, compacto em K x (R?\{0}) e homogénea de ordem m, na
segunda varidvel, tal que, se x € C®°(R%) valendo 0 em uma vizinhanga da origem e 1 fora de

um compacto suficientemente grande, segue que,

a’(xvé) = am(x,ﬁ)x(f) + T(l}f),

onde 7 € S™H(Q x R?). Nestas condigdes, a,, = 0,,(A) é chamado de simbolo principal de A.

Observe que, no caso em que €2 # R¢ a aplicacdo a — A nao é injetora, isto é, um operador
pseudodiferencial nao é definido unicamente por um simbolo, por outro lado, é possivel provar

a unicidade do simbolo principal.

Apesar de termos definido operadores pseudodiferenciais sobre o espaco C§°(§2), é possivel es-
tender a acdo de operadores pseudodiferenciais a espacos de Sobolev. Considerando K um
subconjunto compacto contido em Q e s € R, denotamos por Hj,(€2) o espaco das distribuigoes
com suporte compacto em K, onde o prolongamento com 0 fora de  estd em H*(R?). Denotamos
por HZ,,,,(Q) = U H} (), onde K é tomado sobre todos os compactos de (2.
K

Teorema 1.37. Seja a € S™(Q xR?) e seja K a projecio sobre Q do suporte de a. Entdo, para
todo real s, o operador definido em (1.2) se prolonga de forma unica em uma aplicagao linear e

continua de HS,, (Q) em H; ™ ().

comp

Vamos introduzir, agora, o conceito de medida microlocal de defeito, para tal, seja (ug)geny uma
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sequéncia limitada em L? (Q), i.e.,

sup/ lug(2)]? da < 400,
keN JK

para todo subconjunto compacto K contido em 2.

Dizemos que uy converge fracamente para u € L2, () quando, para todo f € Lgomp(Q), tem-se

0 k—+o00 0
Teorema 1.38. Seja (ux)gen uma sequéncia limitada em L () que converge fracamente para
zero em L2 (Q). Entdo existe uma subsequéncia (uy)ken € uma medida positiva de Radon p

sobre TTQ := Q x S tal que para todo operador pseudodiferencial A de ordem 0 sobre 0 que

admite um simbolo principal oo(A) e para todo x € C§°(Q) tal que xoo(A) = oo(A), tem-se

(A(xur), xuk) 2 — oo(A)(x, &) du(z, §). (1.3)
k—+o00 JOxgd—1
Definigao 1.39. Sob as circunstancias do Teorema 1.38, 1 é chamada de medida de defeito

microlocal (m.d.m.) da sequéncia (ug)keN-

Observagao 1.40. O Teorema 1.58 assegura, para toda sequéncia limitada (ug)gen em L ()

que converge fracamente para zero, a existéncia de uma subsequéncia admitindo uma medida de

defeito microlocal. Observamos que de (1.3), em particular quando A = f € C§°(2),

/Q £() (@) d — f(x) du(z, €),

Qxgd-1
assim ug converge fortemente para 0 se, e somente se, u = 0.

Observagao 1.41. Observe que dadas duas sequéncias (y*)ren e (z¥)ren limitadas em LY ()

convergindo fraco para zero, podemos associar a estas sequéncias, mesmo passando a uma

subsequéncia, medidas microlocais de defeito p, e g, respectivamente. Afirmamos que, se

y* — a2k — 0 em L} (), entdo py = iy

De fato, dado A um operador pseudodiferencial de ordem zero e x € C§°(2) uma funcao nas

condicoes do Teorema 1.38, temos

(A(xa®), xa*) — oo(A)dpy,
QxSgd—1

(Axy™), xy*) — - _oo(A)dpy,
g

com o((A) sendo o simbolo principal de A. Isto nos leva a

(A®),xa®) = (A0 ) — | oo(A)d(pa — ). (1.4)

2 () e, como Ay é um operador continuo em L2 ()

fnd k k
Por hipotese temos que z% —y” — 0 em L Toc
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pelo Teorema 1.37, obtemos

Assim,

Logo, pela unicidade do limite, de (1.4) e (1.5) segue que

/ o0(A)d(pe — py) =0 para todo A,
Qxgd—1

o que nos leva a concluir que p,; — py = 0 e, portanto, fi; = fiy.

Teorema 1.42. Seja P um operador diferencial de ordem m sobre ) e seja (ug)gen uma

2

.(Q) que converge fracamente para 0 e admite uma m.d.m. p. As

sequéncia limitada em L
sequintes afirmacdes sdo equivalentes:

(i) Pup — 0 em H,7(Q) (m >0).

k——+oco

(i1) supp(p) C {(z,€) € QA x ST1: 0,,(P)(z, &) = 0}.

Teorema 1.43. Seja P um operador diferencial de ordem m sobre 2, verificando P* = P,

2

ic(Q) que converge fracamente para 0 e admite

e seja (up)keny uma sequéncia limitada em L

uma m.d.m. . Vamos assumir que Puy k% 0 em Hllozm(Q) Entdo, para toda funcdo
——+00

a € C®(Q x (RH\{0}) de grau 1 — m que é homogénea na sequnda varidvel e com suporte

compacto na primeira varidvel, tem-se

/ (. p} (. €) dpu(r, €) = 0.
QxSgd—-1

Teorema 1.44. Seja X um espaco localmente compacto e de Hausdorff e u uma medida de

Radon positiva em X.

a) Seja N a unido de todos os conjuntos abertos U C X tais que u(U) = 0. Entao N € aberto
e u(N) =0. O complementar de N é chamado de suporte de p.

b) x € supp p se, e somente se, [y fdu >0 para toda f € Co(X) com f(x) > 0.
Demonstragao. O resultado no item a) segue do fato que
w(N) =sup{u(K)| K C N e K compacto}.

Vamos provar o item b). Para isso, suponha que x € supp u = N¢ e considere f € C.(X, [0, 1])
tal que f(z) > 0. Por continuidade, existe uma vizinhanga aberta U de x tal que f(y) > %f(x),
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para todo y € U. Se u(U) = 0, entao sendo U aberto teriamos que U C N, o que contradiz o
fato de € N©. Dessa forma, p(U) > 0 e assim

N |

/fdu>/fdu> Lty w(v) > 0.
X U

Agora, suponha que x ¢ supp p e considere F' = supp u. Entao, existe uma vizinhanga aberta
U de z tal que u(U) =0 e UNF = (. Considere K um conjunto compacto tal que z € K e
K C U. Sabemos, pelo Teorema de Urysohn, que existe uma func¢ao f € Cp(X,[0,1]) tal que
f=1lem K e f =0 fora de um subconjunto compacto de U. Em particular, f(z) =1>0e

/deMZ/deM‘i‘/X\deﬂ
:/dequ/X\UOdu

=0.

ainda,

O]

Teorema 1.45. Seja (un)nen uma sequéncia limitada em L2 () a qual converge para zero e

loc
admite uma medida microlocal de defeito u. Entao, (xo,&p) ¢ supp i se, e somente se, existe
A € WY(Q) essencialmente homogéneo tal que oo(A)(wo,&) # 0 e A(xun) — 0 em L?(Q) para

todo x € C§°(Q).

Demonstragao. Se (xg, &) ¢ supp i, entao existem subconjuntos abertos U C Q, V' C S4=1 tais
que (z9,&) € UxV e (UxV)Nsupp p = (). Considere K uma vizinhanga compacta de &, tal que
K C V etambém ¢ € C®(S%1) tal que suppy C K e 1) = 1 em uma vizinhanca de & contida
em K. Considere ainda ¢ € C5°(€2) tal que ¢ = 1 em uma vizinhanga de z¢ e supp ¢ C U. Tome
n € C*(Q) tal que n = 0 préximo de 0 e n = 1 no infinito e, defina a(z, &) = n(&) ¢(z) ¥ (%)
Tomando A o operador definido por af(,-), note que oo(A)(zo,&0) = 1 e, para todo x € C5°(Q?),

temos:

HAG un) 720y = (Alxtn), Alx un))
= (A(xun), A(x1 X un))
= (A}, o A(x un), x un)

> [ ) e (1.6

em que y; = 1 em uma vizinhanca de supp x. Como suppog(A) C supp ¢ X supp ¢ C € X

/ loo(A)? du = 0.
QxSsd-1

Portanto, ||A(x un)Hiz(Q) — 0 em L3(Q).

S\ supp p, temos

Reciprocamente, se existe A € WY(2) essencialmente homogéneo tal que oo(A)(wo,&) # 0 e
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A(xun) — 0 em L*(Q), para todo x € C§°(2), de (1.6) e da unicidade do limite obtemos

[ P du=o.
QxSgd—1

Utilizando o Teorema 1.44, concluimos que (xo,&p) ¢ supp u. O

A seguir, apresentaremos algumas ferramentas cldssicas referentes ao campo vetorial hamiltoni-

ano e suas curvas bicaracteristicas no (z,£)—espago cotangente para fungoes reais p(z, ).

Definicao 1.46. Seja p € C=(Q x RI\{0}) uma fun¢do real. Chamamos H,, um campo Hamil-
toniano de p, o sequinte campo de vetores definido em € x R¥\{0}:
Op

Hp(xag) = <a€1($v§)7 s

dp ~ Op dp
(0, — o (2,6). ,—axdm,&)).

A derivada de Lie de uma funcao f com respeito ao campo Hamiltoniano Hy, € dada por Hy(f) =

@8 =2 3¢ 50, ~ o, o,

J=1

d <ap af  ap 8f>

Uma curva Hamiltoniana de p é uma curva integrdvel do campo de vetores H,,, isto €, é uma

solug¢do mazximal s € I — (x(s), &(s)) para equagoes Hamilton-Jacobi

9 : 0
{renwo=Fwo, = mwg=7,

onde I € um intervalo aberto de R.

Observacao 1.47. Da identidade H,p = 0 seque que a fungdo p mantém um valor constante
em cada uma de suas curvas Hamiltonianas. Dizemos que tal curva € bicaracteristica de p se

esse valor for nulo.

Observacao 1.48. Seja A\ uma funcio C® em TOQ com valores reais diferentes de zero. Como
Hy, = AH, +pH) = AH,, sep=0,
resulta que as bicaracteristicas de \p e p concidem (mddulo uma reparametriza¢ao).

Podemos agora traduzir os Teoremas 1.42 e 1.43 em termos mais geométricos.

Teorema 1.49. Seja P um operador diferencial autoadjunto de ordem m sobre 2 que admite um
simbolo principal p. Seja (ug)ren uma sequéncia limitada em LZQOC(Q) que converge fracamente
. —(m—1) .
para zero, com uma m.d.m. . Vamos assumir que Puy converge para 0 em H, . . Entao
o suporte de p, supp(u), € uma uniao de curvas do tipo s € I <a:(s), %), onde s € I —

(z(s),&(s)) € uma bicaracteristica de p.
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Proposicao 1.50. A menos de uma mudanca de varidveis, as bicaracteristicas do simbolo

principal do operador de ondas

p(t,x,7,8) = —pla)r? + K(x) &€, &= (6, &),

s@o curvas da sequinte forma

-1
tos (t,x(t),T, . (Im) a':(t)) ,

K

-1
p) sobre 2, parametrizado pelo comprimento

onde t — x(t) é uma geodésica de métrica G = (

de arco.

1.11 Espacos com Peso

Seja g € L'(RT) uma funcdo absolutamente continua, ndo-crescente e nao-negativa.

Definigao 1.51. Seja X um espaco de Banach e 1 < p < +00. Definimos o espago com peso g

por
LE(0, +00; X) := {77 [0, +00) —>X|/ )| |n(s) % dS<+OO}.

Observagao 1.52. Nesta subsecao mostraremos alguns resultados para o espaco com peso

LE(0,+00; X)), porém, ao longo da tese, mais especificamente no Capitulo 2, utilizaremos p = 2.

Proposigao 1.53. Se 1 < p < +oo, entdo o espaco L4 (0,+00; X) € um espago de Banach com

1
—+00 P
wmwmﬁwxy=<[; g@nmwm&dﬁ

Em particular, se X é um espago de Hilbert, entdo L5(0,+00; X) € um espago de Hilbert com

a norma

produto interno definido por

+o0
mo@@mxﬁaé 9(s) (n(s), () ds.

Demonstragao. A prova pode ser feita utilizando argumentos andlogos aos usados para mostrar

que os espagos LP(0,T; X) sao espacos de Banach. ]
Proposicao 1.54. Seja 1 < p < +00. A aplicagdo
Jg + LP(0,+00; X) — X

“+oo
n— Jgn = /O g(s)n(s)ds
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€ linear limitada com

p—1

19gmllx < 111l .F ey 10l Lp 0, 4oex)s 11 € L(0, 4003 X). (1.7)

3=

Demonstragao. Da desigualdade de Holder, temos
(s) [In(s)l|x ds
p—1

+oo too
/0 o(s)|11(s)]x ds = /0 "7 (5)g

00 P
< (/0 g9(s) d8> 1711 L2 0,4 005)

p—1

< HgHLll)(uv-)"nHLg(O,Jroo;X)'

Assim, J, estd bem definida e vale

p—1

+00 p=1
[1Tgnllx < /0 9()In(s)llx ds <lgll .7 ey lInll 220, 400x) V1 € L5(0, 4005 X).

A linearidade de J, ¢ imediata. O

Observagao 1.55. No capitulo 2 desta tese, a desigualdade (1.7) serd utilizada frequentemente

com p =2, isto €,
1
1gnllx < Mgl17: @ InllL2 0 400x) V11 € L3(0, +00; X).

O Teorema 1.56 caracteriza o conceito de Convolucao que sera utilizado para a demonstracao

da Proposicao 1.57.

Teorema 1.56. Sejam f € L'(R") e g € LP(R™) com 1 < p < +oo. Entdo para quase todo

x € R", a fungdo

F:R*" R
y— F(y) = fx—y)g(y)

€ integravel sobre R™. Definimos a convolucao de f com g por
(Feo@ = [ Fo) = [ fa-ow .

Entao, fxg e LP(R™) e
I1f * glle@ny < 11|y l19]] L ®e)-

Referéncia: Ver [7, Teorema 4.15. p. 104].

Proposicao 1.57. Se n € L;(O,—i—OO;X), com X espaco de Hilbert. FEntdo a fungdo 7 :
[0, +00) — X definida por

fi(s) = /0 e’ n(y) dy,
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pertence a LE(O, +00; X). Em particular,

+oo S
/ g(s)/ e’ n(y) dy ds < +o0.
0 0

Demonstragao. Seja n € Lg(()7 +00; X). Note que, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

temos:

+o0 +o0
/0 <>Hn<>uxds:/0 9(3)(7i(s),7(s)) x ds

7i(

< ey 1(y) dy, /0 e (w) dw) ds
/O+°° / e?” / = ((y), n(w)) x dwdyds

I

+oo s
< [Ta ([ e mwisan) ([ ety dw) as

ei(s) = €™ e eals) = [g(s)]2]|n(s)]|x,

temos que £1 € L'(R1) e g5 € L2(RY). Pelo Teorema 1.56, obtemos que a funcio

Denotando por

(e1 % €9)(s) := / e1(y — s)ea(y) dy
0
pertence a L?(R*) com

ller = e2||r2w+y < lletl|pr@yllea]| Lo+

Ainda, pelo Teorema 1.56,

/ " ge)ls) e ds < / s ( I eys\ln(y)llxdy> ( e tmwls dw) s
:/0+°O(51*52)2(s)ds

= lle1 * e2l| 22+

< llealBa g llealiZag

B (/om " ds) 2 ( /Om g(s)lm(s)l ds)

~~

=1

= H77||%5(0,+oo;X) < +oo.

Portanto, 7 pertence a L?] (0, 400; X)), como queriamos. ]
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1.12 Ferramentas Auxiliares

Teorema 1.58 (Principio de Continuagio Unica). Para todo T > 0 e K(x) = (kij(z))i; matriz
simétrica positiva e definida com ki; : Q — R, 1 < 1,5 < d funcoes de classe C™° e tal que

a1lé]? < €T - K(x) - € < B1l€]?, para a1, B1 constantes positivas, temos que a tnica solug@o
u € C(0,T[; L*(2)) N C (10, T H~1(Q))

do problema
p(x)uy — div(K(x)Vu) =0  em Qx (0,7,
u=20 em w x (0,7)

é a trivial u = 0.

Referéncia: Ver [10, Prova do Théoreme 6.3 - equacoes (6.28) e (6.29), p. 75].

Proposicao 1.59 (Principio de Continuagao Unica para Sistemas). Sejam Py(z, D) e Py(z, D)
dois operadores hiperbdlicos de sequnda ordem com coeficientes de classe C?. Seja ¢ uma funcdo
estritamente pseudo-convexa com respeito a Py e Py. Entdo, a propriedade de continuacgdo unica

€ vdlida para solugées do sistema acoplado

Pi(z,D)u+ Viu = Vav
Py(z, D)v + Vou = Vau,

. d+1
em que Vi, Vo e V3 sdo elementos de L™ 2 .

Referéncia: Ver [16, Proposition 2.3, p. 459].

Proposigao 1.60. Seja (X, M, u) um espago mensurdvel. Se {E;}7° CMeEy DE2D..., e
1(Er) < +oo, entdo p (N E;) = lim u(E;).
J—+o0

Referéncia: Ver [39, Theorem 1.8.d, p. 26].

Proposigao 1.61. Seja g : [0,+00) — R™ uma funcdo nao-negativa tal que liin g(s) existe.
S—r—+00

Se EIJ'I_l g(s) = C >0 entio g ¢ L*(RT).

Demonstragao. Suponha que hlf g(s) = C > 0 e considere, na defini¢ao de limite, 0 < e < C.
S—+00
Assim, existe A > 0 tal que se s > A temos que |g(s) — ¢| < €, em outras palavras, existe A > 0

tal que

se s>A entdo C—e<g(s) <C+e.
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Como g é nao-negativa, |g(s)| = g(s) e entao se s > A temos que
C—e<lg(s) <C+e.

Integrando em (A4, a), temos

/a(C’—s)ds</Aa]g(s)|ds</a(0+5)ds

A A

ou seja,

(C—e)(a—A) < /A 19(s)] ds < (C +&)(a — A).

Fazendo a — +00 e observando que C' — ¢ > 0, temos

(C—¢e)la—A) =+
(CH+e)a—A) = +o0

e, portanto

[ s = o

A

Donde,

A 400
91l 21 (m+) :/0 ’9(3)|d8+/A lg(s)|ds = +oo.

E assim g ¢ LY(RT). O



Capitulo 2 ———

Estabilidade geral uniforme para um sistema de

ondas com amortecimento viscoelastico com memoria

Ao longo desse capitulo, vamos considerar  C R? um aberto, limitado e com fronteira suficien-

temente regular.

A fim de nao sobrecarregar a notacao, vamos omitir a depedéncia da variavel x quando necessario.

Além disso, todas as constantes positivas, salvo meng¢ao contraria, serao denotadas por C.

Neste capitulo, consideramos o seguinte sistema de ondas viscoelasticas acopladas

t
utt—Au+/ul(s)Au(t—s)ds—l—a(u—v):O em Q x Rt
0

. (2.1)
vy — Av + /0 p2(s)Av(t —s)ds+a(v—u) =0 em Q xR,
equipado com condig¢oes de fronteira de Dirichlet
u=v=0sobre 90 x RT, (2.2)
e dados iniciais
u(z,0) = up(z), u(z,0)=wui(z), xe€Q, (2.3)
v(x,0) = vo(x), ve(z,0)=v1(z), x €l
Aqui, p1, po sdo nicleos de memoria e o € uma constante positiva.
2.1 Hipdteses, Notagoes e Boa Colocacgao
2.1.1 Utilizando uma abordagem com histéria infinita
Inspirados pelo trabalho [23], consideramos as extensoes
do(a.t) = 4 0@ T=0 ey . @) 120 (2.4)

0, t<0 0, t < 0.
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Entao, podemos ver o sistema com histéria nula (2.1)-(2.3) como um caso particular de um

sistema com histdria infinita, a saber

400
utt—Au+/ p1(s)Au(t —s)ds + afu—v) =0 em Q x RT,
0

oo (2.5)
vtt—Av—i—/ po(s)Av(t —s)ds +a(v—u) =0 em Q x RT,
0
com condicoes de fronteira Dirichlet
u=1v = 0 sobre 0 xR, (2.6)
e dados iniciais
u(z,t) = ao(x,t), w(0)=ui(z), z€Q, t<0, 2.7)
v(z,t) = vo(z,t), v(0)=wv1(z), z€Q, t<O0. '

Com base nas ideias dos trabalhos precursores de Dafermos [26, 27] e gracas as contribuigoes
recentes de Grasselli e Pata [43] é conveniente ver (2.5)-(2.7) em um espago estendido. Para
fazer isso, definimos as varidveis auxiliares deslocamento das histérias n = n'(x,s) e ¢ = ('(z, s)

como

nt(z,s) = u(z,t) —u(z,t —s), (x,t,s) € 2 x RT x RT,
Yz, s) == v(x,t) —v(w,t —5), (x,t,8) € A x RT x RT.

Derivando formalmente temos que 7 e ( satisfazem as equagoes

M (s) +ni(s) = w(t), t € [0, +00), s € RY,

Ci(s) + Ci(s) = wue(t), t € [0,400), s € RT.

Logo, se o par (u,v) é uma solugdo para o sistema (2.5)-(2.7) entao (u,v,n,() satisfazem for-
malmente o sistema:
( +o0

utt—wlAu—/ p1(s)An(s)ds+afu—v) =0 em Q x RT,
0

+o0
vtt—ngv—/ p2(s)Al(s)ds+av—u) =0 em Q x RT, (2.8)
0 .

Mg+ Ms = Ut em Q x RT x RT,
(Gt +Cs = em Q x Rt x RT,

em que, para ¢ = 1,2,

+o0
w; =1 / wi(s) ds.
0
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O problema (2.8) possui condigoes iniciais

u(x,0) = up(z), w(x,0)=mu(x), x €,
1°(z, s) = uo(z) — uo(z, —s) :=mo(w,s), (z,s) € AxRY, (2.9)
o(2,0) = vo(x), vi(,0) = vi(a), TeQ, |
Oz, 5) = vo(z) — vo(z, —8) := Co(x,s), (x,8) € QxR
as condicoes de fronteira
u=v=0 sobre 00 x [0,+00), (2.10)
n=¢=0, sobre 9Q x [0,+00) x RT, ‘
e as condigoes de compatibilidade
nt(0) ;= lim n'(s) =0, Vt >0,
507 (2.11)
¢t(0) := lim ¢'(s) =0, Vt=>0.

s—07F

Por outro lado, ao considerarmos uma solugao (u,v,n,() para o sistema (2.8)-(2.11) é possivel
mostrar que (u,v) é uma solugdo para o sistema (2.5)-(2.7). Este fato é bem conhecido, para
mais detalhes veja [42] e [43].

No que segue estudaremos o sistema (2.8)-(2.11) a fim de obter resultados relacionados ao sistema
(2.1)-(2.3).

2.1.2 Notagoes e Hipdteses

Consideremos os espagos L?(2) e H}(€2) munidos com produto interno e norma usuais definidos,
respectivamente, nas se¢oes 1.2 e 1.3 dos Resultados Auxiliares. Para tratar os termos de des-
locamento das histérias, consideramos o espago de Hilbert com peso M; := Lii (0, +00; HY(€2)),
i = 1,2, equipado do produto interno e norma usuais, definidos na Proposicao 1.53. Considere-

mos o espacgo de fase
H = H}(Q) x H}(Q) x L*() x L*(Q) x My x M,
equipado com o produto interno

(Uy,Uz)g¢ =w1(Vui, Vug) + we(Vor, Vo) + (w1, wa) + (21, 22) + a(ug — v, ug — v2)

+00 +o0
4 / 11 (Y (s), Va(s)) ds + / 12(VC1(s), Via(s)) ds
0 0

e a respectiva norma ||Uy |5, = (U1, Up)gc, em que Uy(t) = (i, vi, wy, 2,05, Gi) € H, i = 1,2

Vamos assumir que os nticleos de memoria satisfazem a seguinte hipétese:

Hipétese 2.1. Os niicleos ji1, 2 € L (RY) sdo fungdes absolutamente continuas, nao-crescentes
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e nao-negativas tais que
+00
4 ::/ i(s)ds € (0,1), i=1,2.
0
Observagao 2.2. A derivada dos nicleos que satisfazem a hipdtese 2.1 existe em quase todo
ponto e pi(s) <0, em quase todo s € RY, parai=1,2.

Observagao 2.3. Sob a hipdtese 2.1, Grasselli e Pata [}3] estudaram rigorosamente o sequinte
problema de Cauchy
%g:Lingh em RT x RT,
€0 = ¢ eM;, (2.12)
§'(0)=0, t=0,

em que o operador linear L; : D(IL;) C M; — M; € definido por
D(L;) = {£ € M;|& € My, £(0) =0}, L& = &, (2.13)

e h € LY(0,T;L?(Q)), para todo T > 0. Os autores mostraram que se h = p; para algum
p € WHY(0,T; L?(Q)), a solugcdo generalizada de (2.12) tem a seguinte expressio

£h(s) = So(s —t) +p(t) —p(0), se t<s, 2.1
p(t) — p(t —s), se 0<s<t.

Os operadores Ly e Ly definidos em (2.13) sdo fundamentais para obter reqularidade adicional da
solugdo do problema (2.1)-(2.3), contribuindo para estimativas de energia adequadas, conforme
veremos nos lemas que compoe a demonstracdo do resultado principal. Além disso, a expressdo
(2.14) permite obter algumas identidades integrais que também auxiliam nas estimativas para

energia, este fato ficard mais evidente no Lema 2.9.

2.1.3 Boa Colocagao: Problema auxiliar (2.8)-(2.11)

Sejam w = uy, z = v e U = (u,v,w, 2,1, (). Desta forma, podemos reescrever (2.8)-(2.11) como

o seguinte problema de Cauchy equivalente

ou
E(t) =AU(t), t >0 (2.15)
U(O) = UOa

em que Uy = (ug, vo, u1,v1,M0,¢o) € 0 operador linear A : D(A) C H — H é dado por

AU =
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em que, por simplicidade, para ¢ = 1,2, adotamos a notacao

+oo
L@ = [ mle)es) ds. g€
O dominio D(A) é formado por todas as fungoes
(u,v,w,2,m,¢) € HYQ) x HY(Q) x H}(Q) x HY(Q) x D(ILy) x D(Ly),

tais que
wiw + Ly, (n), w2 + 1, (C) € H().

Vamos mostrar agora a boa colocagao do PVI (2.15) e, consequentemente, do sistema (2.8)-
(2.11).

Teorema 2.4 (Boa Colocagao). Suponhamos que a Hipdtese 2.1 seja satisfeita. Entao, o ope-

rador linear A € gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragoes S(t) em H, isto €,
1S(#)Uollse < [[Uollac, ¥V Uo € H. (2.16)
Consequentemente, temos:

(i) Se Uy € H, entdo o problema (2.15) possui uma unica solugcdo generalizada na classe
U € C([0,400); H) satisfazendo

U(t) = St)U, 30,

em que S(t) = et denota o semigrupo gerado por A;

(ii) Se, além disso, Uy € D(A), entdo a solu¢ao generalizada U é na verdade uma solugao

classica de (2.15) com

U € C(]0,4+00); D(A)) N C([0, +00); F).
(#i) Para cadat >0 e Uy € D(A), temos

+oo Foo
SISOV = [ @) Pas+ [ m@Ivetas @)

Demonstragao. A demonstracao serd feita em etapas como segue:

A € dissipativo: Considere U = (u,v,w, z,1n,() € D(A). Entao, utilizando a férmula de Green,
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temos

(AU, U) g3 = wi(Vw, Vu) + wa(Vz, Vo) — wi (Vu, Vw) — (I, (Vn), Vw) — a (v — v, w)
— wz(Vo,Vz) = (1, (V(), Vz) —a (v —u,z) + (Vw, 1, (Vn)) + (Vz, 1, (V())

+00 +o0
- / 111(5) (Vns(s), Vin(s)) ds — / ia(s) (Va(s), VC(s)) ds
0 0

+ a(w,u—v)+a(z,v—u)
+00 +oo
— [ T Tae) ds [ (o) (76061, 7<) ds (2.18)

Vamos analisar o primeiro termo em (2.18) utilizando integracao por partes:
—+00
= [ o) (Vo). D) ds

1 ? d
=3 it [ ) (1902 s

2 Z—+oo y—0 y

— 5 1m_ 1 ([ IV - ) 19)I] - [ s 19nsr is). (219

2 2400 y—0 y

Vamos mostrar que

limy g1 (y) [|9n(y)II” = 0. (2:20)

De fato, como pq é nao-negativa, temos

0< () [Va@)|* = m(y) [ Valy) — V()|
2
/y j Vn(s)ds

<m ([ 19n. ds)2
< <</od> ([ [t 19n.o1) ds)é)Q
< (<y> ([ o) 19n.o12 ds>é>2

<y lInslie, -

Zm@ﬂ

0
Y
0

[N

para todo y € RT. Como (u,v,w,z,n,() € D(A), temos ns € M; e, dessa forma HnSH?v[l < +o00.
Donde,

lim p1(y) |[Vn(y)|*> =0,
y—0

como querfamos em (2.20).
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Agora, vamos analisar a segunda parcela em (2.18) e mostrar que

limu(2) [Vn(3)]? = o. (2.21)

zZ—-+o00

De fato, inicialmente vamos considerar a mudanca de varidvel Z = =, em que § > 0. Como

N =

1
Z — +o00, teremos que — — 0. Entao, de (2.20) podemos reescrever (2.19) como

[ rormosina b (o« (o)

Note que o integrando na segunda parcela da igualdade em (2.22) é nao-positivo uma vez que

2 1
y'sVszds.
+/y 4y (5) [Vn(s)| >

(2.22)

1, <0 q.s. e |[Vn(s)||> = 0, entéo, temos duas possibilidades excludentes:

%
(i) existe . lim O/y s (s) IV (s)||? ds e seu valor ¢ igual a uma constante negativa;
<y—0J,

1
(i) / 1 (3) [V ds = —oo.
Yy
Por outro lado,

—/OOO pa(s) (Vns(s), Vi(s)) ds = (ns, e, < Imsllng, Imllye, < +o0, (2.23)

donde podemos concluir que a possibilidade em (ii) nao pode ocorrer, pois a primeira parcela
da igualdade em (2.22) néo pode compensar a segunda parcela, de forma que a soma dentro do

parénteses em (2.22) seja finita como o indicado acima.

Logo, deve ocorrer a possibilidade (i), isto é

im [ i (s) |[Vn(s)|? ds = C < 0. (2.24)
0<y—0 y

2
existe. Logo, pela proposicao

1 1
De (2.22), (2.2 2.24) t li - -
e (222), (2.23) e (2.24) temos que 'lim 'y (g) an (y)

. 1 1
e (5) |7 5)

1.61, temos que

2
:(),

o que prova (2.21).

De (2.20) e (2.21) temos que

+o0 1 [T 9
[ m ), Vats) ds =5 [ u(s) [9a)* ds.
0 0
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Analogamente,

+00 +0oo 9
[ VG Ve ds =5 [ i) IVEs)IP d.
0 0

Logo, utilizando que p}, pub < 0 q.s., deduzimos que

(.AU, U)g-{ =

N =

Portanto, A é um operador dissipativo.

+oo / 2 1 +oeo / 2
/‘ m@NVM$Hd&+2/ h(s) [ V¢(s)|* ds < 0.
0 0

I — A € sobrejetivo:  Queremos mostrar que Im(/ — A) = H. Ou ainda, em outras palavras,
mostrar que dado F' = (f1, f2, f3, f1, f5, f6) € H, devemos encontrar U = (u, v, w, z,1,() € D(A)

tal que
(I —A)U =F,
ou seja,

.
u_w:fla

U_Z:f27

+o0o
wowibu= [ p(e)An()ds +a(u ) = fa
0

—+00
s—wnto = [ (800 ds + alo —u) = fu
0

n_(w_ns) :f57
C_(Z_Cs):fG-
De (2.25), e (2.25), temos
w=u-— fla
z=v— fo.
Multiplicando (2.25)5 por e® temos
D sy e?) = we® + fi(s) e’
dS "7 - 5 .

Se 0 < y < s, podemos reescrever a igualdade acima como

(gm@mﬁzw&+ﬁ@m%

Integrando com relacdo a y em (0, s), temos
S d S S
| s wwen dy=w [ eay+ [ t)era,
0o ay 0 0
e, supondo que 7(0) = 0, segue que

n(s) = w(l —e™) + @, (s),

(2.25)

(2.26)

(2.27)
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S
em que ®f,(s) = / f5(y) % dy estd bem definida, e ainda, pela proposicao 1.57, @, (s) € M;.
0

Substituindo (2.26), em (2.27) temos
n(s) = (u—f)(1 —e*) + P (s). (2.28)
Procedendo de maneira andloga com (2.25)4 obtemos

C(s) =2z(1—e7%) 4+ Dy (s), (2.29)

S
em que O, (s) = / fo(y) €V™° dy estd bem definida, e ainda, pela proposicao 1.57, ®.(s) € Mo.
0

Substituindo (2.26), em (2.29) temos
((s) = (v = fo) (1 =€) + e (s). (2.30)

Substituindo (2.26), e (2.28) em (2.25),, temos

+oo
w— wn A — </O () (1 — =) ds) Au+ afu—v)
—pen ([ e - as)an+ (| " (5 (s) is).

Analogamente, substituindo (2.26), e (2.30) em (2.25),, temos

+oo
v — woAv — (/ ug(s)(l—e_s)ds> Av+ a(v—u)
0 . .
gt ([ e - nas) Ak ([ mean(sds)
0 0
Defina
+oo +0o0
gii= ot fi b ( [ mee - ds) Afi+ ( | mean ds)
0 0
+o00 +oo
g2 = fat fot (/ pa(s) (e = 1) d8> Afa+ (/ p2(s)®@as(s) ds)
0 0
e observe que f3, f1 € L*(Q) — HYQ), fi, fo € H}(Q) — H Q) e, consequentemente,
Afr, Afy € HYQ). E ainda, f5 € My donde Afs € Lil(O,—koo;H_l(Q)) e, pela Proposigao

1.57, concluimos que ®ap € Lil(O,—&—oo;H*l(Q)). Analogamente, concluimos que ®ayz, €
L2,(0,+00; H~1(£2)). Donde segue que

+o0 +o0
/ i1 (5)®ag,(s)ds e / (), (5) ds € H(Q).
0 0
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E assim, g1, go € H~1(Q2). Denotamos, para i = 1,2,

+oo
Cp =1 —/ pi(s)e ®ds > 0.
0
Vamos agora resolver o sistema

U= e A+ alu—0) = g1, .
v — Ccup AV + a(v —u) = go.

Para isto, utilizaremos o Teorema de Lax-Milgram. De fato, vamos definir a forma bilinear
a: [Hy(Q) x Hy(Q)] x [HH(Q) x Hy(Q)] — R
dada por

a((u, ), (#,9)) = (4, 9) + ¢4y (Vu, Vo) + (0,9) + ¢4, (V0, Vi) + a(u = v, 0 — ).

Note que

e a é coerciva: De fato,

a((u,v), (u,v)) = Jul+ep [ Vul® + [[v]* + o [Vl* + aflu — o]
> C (IIVull* + Vo]?)

o que prova a coercividade desejada.

e a é continua: De fato, para todos u, v, ¢, 1 € H}(Q) — L?(Q2), utilizando a desigualdade de

Poincaré, temos

C (lullllel + IVl Vel + lol Il + IVl [Vl + [lu = vl lp = 41
Cllullllell + IVull Vel + vl 11 + Vol V4]
+ Clull + ol Alell + 1))
S CIVull Vel + [IVull Vel + IVl IVl + [Vl [[ V]
+ ClIVulllVell + IVullIVe ] + [[Voll[[ Vel + [Vl V]
< C([Vull + Vo) (IVell + [IVel)

|a((u, v), (¢, 9))]

NN

o que prova a continuidade. Assim, segue do Teorema de Lax-Milgram que existe um unico
(u,v) € HH(Q) x HL(Q) tal que

a((u, ), (,¥)) = (91, 0) g-1(), 11 () T (92, V) H-1(0), 5L () (2.32)

para todo (¢, 1) € HL(Q) x H(Q).
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Agora, motivados por (2.26), (2.27) e (2.29), definimos

w=1u-— fi,

z=0v— fa,

n(s) =w(l—e™*) + Pp(s),
C(s) =2(1—e") + Py (s)

(2.33)

e afirmamos que U = (u,v,w,z,n,() € D(A) e suas componentes satisfazem (2.25). De fato,

considerando 1 € Hi(Q) qualquer e ¢ = 0 em (2.32), temos:
(v, 9) + € (Vv, V) + (v — u,9) = (g2, V) p-1(0), 13 (@)
Utilizando a extensdo do operador Laplaciano em H}((2), temos
(v, ) 1), m2 (@) T Cua{—AV, V) 1) 11 () + (v — w, ) 19y 12 () = (92, ) -1(0), 12 ()
Donde,
(0 = Av + a(v — ), ) -1 (o) = (92:0) g-1(0), 13 (@) V¥ € Hy(Q).
ou seja, da arbitrariedade de ¢ € H{ (), obtemos
V= Av+a(v—u) =go em H '(Q).

E assim, (2.31), é satisfeita em H (). De forma andloga, considerando ¢ € H}(f2) qualquer
e ¢ =0 em (2.32), temos

u—cpyAu+a(u—v) =g em H (Q).

E assim, (2.31), ¢ satisfeita em H~1(Q). Note que, utilizando a definicdo de g; e g2, podemos

reescrever (2.31) como

+0o0o
w— A — /0 pi($)An(s) ds + a(u —v) = f3

+0o0
A /0 1a()AC(s) ds + alv — u) = fu

mostrando que estao satisfeitas (2.25)5 e (2.25),. Além disso, reescrevendo a primeira equacao

do sistema acima,
“+oo
wiAu + / pi(s)An(s)ds = w+ a(u —v) — fs, (2.34)
0

temos que o lado direito em (2.34) estd em L?(12), pois u,v,w € H} () — L*(Q) e f3 € L3(Q),
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donde concluimos que
“+o0o
w1Au + / p1(s)An(s)ds € L*(Q).
0
Analogamente, concluimos também que
+oo
wo Av +/ p2(8)AC(s) ds € L*(Q).
0

Como wu,v, f1, fo € HL(Q) entdo w = u— f1 € HYQ) e z = v — fo € H(Q). Além disso,
reescrevendo, temos que u —w = fi e v — z = fo, satisfazendo (2.25); e (2.25),. Mais ainda, de
(2.33)5 e (2.33), concluimos que 1(0) =0 e ¢(0) = 0.

Observemos agora que 7 € M. Com efeito, utilizando (2.33), temos

+00 +oo oo
/0 ()| Vn(s)||* ds < 2/0 pi(s)(1—e)?||Vw|* ds + 2/0 p1(s) (V@ ()] ds

<20 [Vol® + 2[[Ve 413,

< +00.

De maneira similar, { € My. Assim, (n,() € My x M.

Por fim, observe que, utilizando a Regra de Leibniz para integrais, temos
d S
mio) = g (wi =)+ [Torpit)ay)
8 0
d S
— —s el y—s d
we” ” + ds (/0 e’ f5(y) Z/)
S
=we "’ — / e’ f5(y) dy + f5(y).
0
Dessa forma,
S S
wn = |- [Ce g+ e [y i
0 0
=w+ f5(y),
satisfazendo assim (2.25);. Além disso, como w € H(Q), fs € My e n € My, temos que
ns =w+ fs —n € My.
Analogamente, mostramos que (2.25), ¢ satisfeita e que
G =2+ fs—CeMa.

Portanto, mostramos que as equagoes no sistema (2.25) sao satisfeitas e garantimos a existéncia

de U = (u,v,w,z,n,() € D(A) tal que (I — A)U = F.

Tendo em maos que o operador A é dissipativo, que I — A é sobrejetor e que D(A) é denso em
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H (ver Proposicao 1.33), segue do Teorema de Lumer-Phillips que A é gerador infinitesimal de
um Cp-semigrupo de contragdes S(t) em H. E, pelo Teorema 1.29, tomando F' = 0, garantimos
que o problema (2.15) tem uma tunica solu¢ao generalizada satisfazendo U(t) = S(¢)Up. Além
do mais, se Uy € D(A) entdo a solugdo generalizada é classica, concluindo assim a prova do

teorema. O

2.1.4 Boa Colocagao: Problema Original (2.1)-(2.3)

Agora estamos em condi¢oes de mostrar que o problema original é bem-posto. Para isso, sejam
(UQ,’U(),’U,l,Ul) € H&(Q) X H&(Q) X LQ(Q) X L2(Q) e

V= {(u,v,w, z,m,() € H, n(s) =uel(s)=v, ¥Vs>0}. (2.35)

Se Uy := (ug,vo,u1,v1,m0,C) € V C H, podemos aplicar o Teorema 2.4 para obter uma tnica

solucao generalizada dada por
St)Uo = (u(t), v(t), w(t), z(t),n',¢"), t>0.
Além disso, de (2.14) e (2.35), a fungdo 1 tem a expressao

. u(t), se t<s,
n(s) = :
u(t) —u(t—s), se 0<s<t

Entao, .
ru®) + 1,0 (1) = u(®) = [ m(s)utt =) ds.

Analogamente, temos

wav(t) + 1, (¢1) = v(t) — /Ot wa(s)v(t — s) ds.
Consequentemente, o par (u,v) é uma solucao para (2.1)-(2.3). Isso motiva a seguinte definigao:
Definigao 2.5. O par (u,v) formado pelas duas primeiras componentes do vetor
U(t) = S(t)(ug, u1,vo, v1, ug, ui ),

é dito uma solugdo fraca do sistema (2.1)-(2.3) com dados iniciais (ug,u1,ve,v1) € Hg(Q) x
HE(Q) x L2(Q) x L*(Q).

Assim, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.6. Sob a hipdtese 2.1 e para qualquer

(UO,Uo,ul,Ul) € H&(Q) X H&(Q) X L2(Q) X LQ(Q),
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o sistema (2.1)-(2.3) tem uma unica solugdo fraca (u,v) na classe

(u,v) € C([0, +00), HE(Q) x H(Q)) x CL([0, +00), L*(Q) x L*(2)).

Terminamos esta subsecao resumindo a discussao acima no diagrama a seguir:

Extensao nula Problema com

histéria infinita
(2.5)-(2.7)

dos dados iniciais

Problema com
. . Varidveis de deslocamento
histéria nula

(2.1)-(2.3)

das histérias

Dado inicial Sistema auténomo

equivalente
(2.8)-(2.11)

em V
Figura 2.1: Estratégia para provar a boa-colocacao do sistema (2.1)-(2.3).

2.2 Decaimento geral uniforme da energia

Nesta secao, estudaremos a estabilidade geral do funcional de energia associado a (2.1)-(2.3), a

saber )
E(t) = §IIS(t)Uo||§f, Up e V.

2.2.1 Ferramentas Preliminares

Nessa subsecao apresentaremos as ferramentas técnicas para demonstrar o decaimento geral do
funcional de energia. Para isso, coletamos algumas notacoes, definicoes e resultados auxiliares
de [21, 23, 24].

Seja i = 1,2. Para qualquer conjunto mensurdvel A C R™, consideremos a medida de probabili-

dade [i; associada a p; definida por

fi(4) = /A pi(s) ds. (2.36)
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Dado £ > 0, vamos decompor R™ de forma que R = N; ,UP, ., em que
Niy = {s € RT | pi(s) + rpi(s) <0}, Piy:=RN\N,,.
Escrevendo, para £ € M;,

/ 1i(5) [ VE(3) |2 ds = Py u(8), / () [ VE(3) |2 ds = Nin(E),

1K i,K

temos que

400
€3, = / () [ VE(s)|P ds
/ 9| VE(s)|2ds + / () [VE(s)]? ds
" Nix

= Pin(€) + Nix(£)-
Definimos o conjunto de achatamento de p; como

Fo, = {s € R* | js(s) > 0 e pi(s) = 0},
e a taxa de achatamento de pu; como

Ry = ﬂl(ffuz)

Listamos abaixo algumas propriedades relacionadas as defini¢oes acima.

Lema 2.7. Considerando as notagdes definidas acima e a hipotese 2.1, temos:

(0’) :Rui = }gg% Hi (Pi,n) ;

(b) Para qualquer & € M;, vale:
2
(/N ui(S)HVS(S)HdS> < i f1i(Ni ) Ni s (€)

2
(/P m(S)HW(S)HdS) < i f1i(Pie) Pisn(€)

Demonstragao. Sejai=1,2.

Prova de (a): Inicialmente, afirmamos que

M) Por = T U {s € BT | Bpl(s)}.

x>0

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

De fato, se so € F,, entdo sop € R, pi(so) > 0e pl(so) = 0, donde i} (s0)+rpui(so) = kpi(so) > 0.

Logo, sg € P; . para todo k > 0, isto é, so € [ P .
k>0
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Por outro lado, se sg € R e ul(sp) ndo existe, entdo sy € P, para todo k > 0, isto é,

so € () Pk Agora, se so € [ P, entdo, ocorre uma, e somente uma, das situacoes abaixo:
k>0 k>0

e /5(s0) nao existe

e existe p)(so) e, neste caso, 11;(so) + « pi(so) > 0, para todo x > 0.
Se ocorrer a primeira situagdo entdo, trivialmente, sy € F,, U {s € RT|Aul(s)}. Se ocorrer
que pf(so) + K pi(so) > 0, para todo £ > 0, entdo, fazendo x — 0, temos p(sg) > 0. Por
outro lado, como y; é ndo-crescente, temos p;(so) < 0. Donde segue que pf(sp) = 0. Além

disso, como k > 0 e x pi(s0) > 0, temos que p;(sp) > 0. Assim, sg € F,; e, consequentemente,

s0 € Fy; U{s € R | Aul(s)}. Donde podemos concluir a afirmagio.
Para mostrar o item (a), observamos que:

e A medida do conjunto {s € R | B /(s)} é nula;

e Se k1 > kg entao P, C P ,.

Logo, segue de (2.39), (2.40) e da proposigao 1.60 que

lim fi; (P ) = (ﬂPm> ﬂ 3'“ U{SE]RJFHQ,UZ( )})

rk—0
k>0

Prova de (b): De (2.36) e (2.38), temos

2
(S S S S ils S (s s 2 S "
(/N,,HM( )\|V£()Hd> <</Nmu()d> (/Niyﬁu()HVg( )| d)d

= él ﬂz(Nz,ﬁ) N@,I{(E)

Analogamente provamos a outra estimativa em (2.41). O

Observagao 2.8. Os nicleos de memoria considerados na Hipotese 2.1 podem apresentar uma

possivel singularidade em s =0, como ocorre por exemplo em

Para lidar com essa possibilidade, exploramos o fato de que p; € LY(RY). De fato, para todo

e € (0, 1), podemos escolher s; = s;(g) > 0 tal que

*

/Osl i(s)ds < % (2.42)



2.2 Decaimento geral uniforme da energia 50

Entao, consideramos o micleo truncado pf : RT™ — RT, i =1,2, como
pi (s) = 1(57) X(0,5:1(8) + 1 (8) X(s7, +00) (8) (2.43)
que satisfaz
pi (s) = pi(si) — pi(s)] X(0,571(s) + pi(s) < pa(s), s >0, (2.44)

para it =1,2.

2.2.2 Processo de Regularizagao

Para obtermos as estimativas desejadas para a energia em H, precisamos trabalhar com um
subespago mais regular e denso em H, por exemplo, D(A). No entanto, D(A) NV nao é denso
em V pois

D(A) NV = {(0,0,w,2,0,0), w,z € Hy(Q)}.

Para superar essa dificuldade, seguimos as ideias de [23, 24] e construimos uma sequéncia regu-

larizante que satisfaz algumas propriedades.

Lema 2.9. Dado Uy = (ug, vo, wo, 20, o, Vo) € V, entdo existe 1, € C1([0,+00)) e
(ufy, vy, wi, 20) € [H*(Q) x Ho(Q)] x [H*(Q) x Hy ()] x Hy(2) x Hy (%),
tal que a sequéncia UJ = (ug, v§,wg, 2, Ynug, Ynvy) pertence a D(A) e satisfaz
Uy — Uy em H. (2.45)
Além disso, as duas dltimas componentes de
SMUG = (u"(t),v"(t), uf (t), v} (t), (n")", (C)"),

tem a forma explicita

u(t) —u™(t — s), se 0<s<t
()"(s) = S u(t) + (Wn(s —t) — Duf, se t<s<t+1 (2.46)
u™(t), se s>t+%
e
o™ (t) — ™ (t — s), se 0<s<t
(C)"(s) = Q 0™(t) + (n(s —t) — Dvf, se t<s<t+1 (2.47)
+
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Demonstragdao. Para cada n € N, consideremos a sequéncia ¢y, : [0, +00) — [0, 1] definida por

0, se 0<s< %
Yn(s) = < sen? [g(2ns - 1)} , se 3 <s< 2 (2.48)
1, se s> %
Explorando as imersoes densas
H*(Q) N Hy(Q) = Hy(Q), H(Q) — L*(Q)
garantimos a existéncia de uma sequéncia
(u™, 0™ w", 2") € [H2(Q) N H&(Q)] X [H2(Q) N H&(Q)] x HY () x H}(Q),
tal que
(uly, vl wh, 28 — (ug, vo, wo, 20) em H(Q) x Hi(Q) x L*(Q) x L*(Q). (2.49)

Claramente 1, € C1([0, +00)) e a sequéncia Ul = (ufl, v}, wi, 2%, bnull, bpvd) € D(A). Vamos

mostrar que U satisfaz (2.45). De fato,

IUG" = Usllfe < willVug — Vuo||* + w2 Vo — Vuol® + [Jwg — wol|?

+ 125 = zoll* + 2afluf — uoll® + 2 aflug — vol®

+o0 +o0o
+ / 11(8) || Vbnuly — Vol ds + / 2(8) || Vabnvl — Vuol|*ds.  (2.50)
0 0

De (2.49) temos que os seis primeiros termos de (2.50) tendem a zero. Resta mostrar que o
mesmo ocorre com os dois tltimos termos. A anélise pode ser feita apenas para o sétimo termo
pois, para a oitava parcela basta realizarmos um procedimento andlogo e obtermos a mesma

conclusao. Com efeito, note que
IVpnug — Vol < 2|t — 12 [Vug |* + 2| Vuf — Vuol?.

Da convergéncia (2.49) temos que existe C = C(||Vug||) > 0 tal que | Vug| < C, donde

+00 +oo
/0 11(8) || Vpnul — Vugl|* ds < 02/0 p1(8)|thn — 112 ds + 201||Vul — Vug|?.  (2.51)

Novamente de (2.49) temos que a segunda parcela em (2.51) tende para zero. A fim de verifi-

carmos ue o mesmo ocorre com a primeira parcela, observamos que:
(i) p1(s)[tr, — 1|? é limitada por uma funciao ® € L'(R*) pois,
()b — 12 < pa () ([ ()] +1)* < 4pua (s).

ii) Ao tomarmos o limite quando n tende a infinito, u1(s)|t, — 1|? tende para zero, para todo
7
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s € [0, 400) pois, de (2.48) temos que ¥, (s) — 1 = 0, para todo s > % e, por outro lado,
utilizando a propriedade arquimediana, para todo s > 0 fixo, podemos obter ng € N tal
que s > nio e, assim, podemos concluir que para todo n > ng temos que s > % e, portanto

¥n(s) —1 =0, garantindo a convergéncia desejada.

Agora, tendo em vista (i) e (ii), podemos utilizar o Teorema da Convergéncia dominada para

concluir que

—+00
lim 1 (8) | Vabpuly — Vugl|? ds = 0. (2.52)

n—-+o0o 0

De (2.51) e (2.52), temos que a sétima parcela em (2.50) tende a zero, provando (2.49).
A fim de concluir (2.46), podemos considerar p = u™ em (2.14) e analisar dois casos:

Caso 1: 0 < s < t. De (2.14), segue que

(n')"(s) = u"(t) —u"(t — 5). (2.53)

Caso 2: s > t. De (2.14) e da expressao de U}, obtemos

(n")"(s) = mg (s — 1) +u"(t) — u"(0)
= Yn(s — thug +u"(t) —ug
=u"(t) + (Yn(s — 1) — Dug.

No entanto, para s > t + %, temos que s —t > % e portanto ¥, (s —t) = 1, ou seja,

u™(t) + (Yn(s —t) — D)ugy t<s<t+%,
(n")"(s) = (2.54)
u™(t) s>t+ 1,

e, de (2.53) e (2.54), temos o desejado em (2.46). De modo andlogo também concluimos a

expressao desejada em (2.47). O

2.2.3 Resultado Principal

Para estabelecermos o resultado principal, consideramos para cada ¢ = 1,2, uma funcao absolu-

tamente continua G; : [0, +00) — R* satisfazendo a desigualdade diferencial

%Gi(t) F)Gi) <0, qtp. >0, (2.55)

em que 7; : RT — RT é decrescente e continua com

+o00
/0 min {71(s),72(s)} ds = +oc. (2.56)

Vamos assumir que os nucleos p1 e uo satisfazem a seguinte hipétese adicional:
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Hipétese 2.10. Para cada i = 1,2 e para cada t > 0, vamos assumir que o nicleo u; satisfaz

a sequinte desigualdade:

/+OO pi(s)ds < Gi(t). (2.57)

Nosso principal resultado é o seguinte:

Teorema 2.11. Vamos admitir as hipoteses 2.1, 2.10 e supor ainda que
wy(s), wh(s) <0 para quase todo s > 0. (2.58)

Entao, para todo Uy € V ety > 0, existe uma constante estrutural p = p(tg) > 0 e uma fung¢dao
crescente Q = Q(||Uo||3) tal que

t

E(t) < Q(to)e P o mintn (@2} ds s (2.59)

Como a prova deste teorema é extensa, vamos dividi-la em varios lemas. Para isso, vamos

explorar a forga do Lema 2.9, considerando para qualquer dado inicial
UO = (u07 Vo, Wo, 20, U0, UO) S V,

uma sequéncia
U(? = (ugv U(T]L’ wg? 287 wnugv wnvg) € D(‘A)v

tal que (2.45) é vélida e as duas ultimas componentes de
SMUG = (u"(t),v" (1), uy (t), 07’ (), (n")", (C")") € D(A),
sao dadas por (2.46) e (2.47), respectivamente.

Lema 2.12. Para todo ¢ € (O, %), o funcional W7 dado por

i (8) = (W (), ug' () + (V" (), v’ (1)),

satisfaz a sequinte desigualdade

Gur) < IO + IO~ (@ - Va0 ~ 2~ Ve (1)
- / () (T (1), V(i)™ (s)) ds — / a(s) (Vo™ (£), V(C)"(5)) ds
Py g P
—olu(t) ~ oI + = Nua()") + Nae((€)")]. (2.60)

Demonstragdo. Fazendo a derivada de W (t) e usando (2.8); e (2.8),, temos

Lupt) = O + 1 O -l Va2 - wa T O - alju(t) - " (0]

dt
— (VU™ (), 1, (V (1)) = (Vo (1), i (V(C)™)) - (2.61)
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Por outro lado, utilizando alguns célculos simples, (2.37) e (2.41), podemos estimar os dois

ultimos termos no lado direito de (2.61) como segue

(V" (), 1, (V")) > / pa(s) (Vu™ (1), V(n')"(s)) ds — e[| V" ()]* ~ %Nl,n((nt)”)

Py .
(Vo (1), I (V(C))) = / pa(s) (Vo™(1), V(¢")"(5)) ds — e Vo™ (1)]|* — %€N2,n((Ct)”)

PQ,K,
Substituindo as dltimas estimativas em (2.61), obtemos (2.60). O

Lema 2.13. Para cada € € (O, %), o funcional ¥4 definido por

1 [t 1 [t
W0 =~ [ mE @@= [ e 6. ds

satisfaz a sequinte desigualdade

GO < =D [EOP+ 1 O] + 2272 SV @R + 21900

+ (51/2 + 2;21(P1,n)) Pr((n')") + (51/2 + 2[‘2(132’”)) Pan((ED)

—i—% /Pl,n 1 (s) (V(nt)n(s),vun(t)) ds—l—(';j/PzN 112(s) (V(Ct)n(s),Vv”(t)) ds
g* +oo s* +oo

o [ IS s = 2R [T @ @l ds
(1306 gy B v o

ra [T (B0 - ), -0 0) as

2 o)) + D)) (262

Demonstragdo. Derivando W1 (t) e utilizando as equagoes de (2.8), chegamos em

G0 = 0+ [~ (e - e - ) a2

=
onde
50 = = ([T i) e - o ([ e ds) o
) = g [ 2w 0) dst o [T (€38 0) ds
B = [ i) (). Vo) ds+ 2 [ usts) (V66 T e) ds
720 = o [T (0.5 (T0) ds

g [ (T 61,9 ds

No que segue, estimaremos os termos Jj'(t), k =1,2,3,4.
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Estimativa para J{*(t): Observando (2.42) e (2.44), temos que

o S: c
/ 115 () ds = pi(s7)si + 4 —/ pi(s)ds > £; (1 — 7), i=1,2,
0 0
e assim

Jre) <= (1=3) (@)l + loroIP] (2.64)

Estimativa para J3(t): Usando integragdo por partes, argumentos andlogos a (2.20) e (2.21) e
também o fato que (n')" € D(LLy) e (¢*)™ € D(LL2), podemos escrever

1 > *\/ t\n n 1 o0 %N/ “n n
71/0 (1) () (") (s), ' (1) ds—@/o (15)'(5) ((CH)"(s), v () ds.

Entao, de (2.43) e da desigualdade de Poincaré, obtemos

Jo(t) =

1 [t

2O < = (1) (N0 () luf ()] ds — = / (13) ()™ ($)llvf ()| ds
1Jo

< S IaOP+ O] - 2508 [ 9o as
s¥ +00
e [ eI s (2.65)

Estimativa para J3(t): Escrevendo

wp [T oo
Jg(t) = 711 ; ,ul(s) (V(nt)”(s),Vu ( )) d8+ E ; ,ug(s) (V(Ct)n(s),vlj"(t)) ds
w1 51

=7 | [mls) = ui(s)] (V(")"(s), V" (1)) ds
1Jo
wy [52

A [u2(s) = w3(s)] (V(S)"(s), Vo (1)) ds,

e usando (2.43), (2.37), podemos estimar J§(¢) por

Ol < 2 [T + ST O] + e P + 2an(@O)]

P () (V0 (s). Vur @) ds + 2 [ pa(s) (V¢ (), T0(0) dis
1 JP . 2 JPy,
2 [Nual (1)) + Nol(C))] (2.66)

Estimativa para JJ(t): Executando uma sequéncia de célculos usuais, (2.36), (2.37), (2.41) e
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(2.43), obtemos

FOL < PP + (z1 A (PL) Pr((1)7) F (N1a (7)) 2 + N1 (7))
it (Pea) P2l (V) + 5 (B i(Par) Pan((€))F (N + Nan((€)1)
< 2 [a1(Pre) Pre((n)™) + fia(Pay) Pak ((CH)™)]
+2% [NL (1)) + N ((€HD™)] - (2.67)
Substituindo as estimativas (2.64), (2.65), (2.66) e (2.67) em (2.63), deduzimos (2.62). O

Lema 2.14. O funcional V% dado por

() = /O+oo (/:OO pa(7) xpr o (7) dr) IV () (s) — Vur (@) ds
+/0+OO </:OO H2(7) X (7) dT) V(¢ (s) — Vo (t)]] ds,

satisfaz a igualdade

Sup) = o [ / ) (V)6 T 0) s + / ) (V)" (0), 9 0) s

— [Pl + Pl ()] (2.68)

Demonstragao. De fato, utilizando a Regra de Leibniz para integrais, temos que

%\If”( t) —2/0%0 (/:Oom(f)xm( )d >

(V(
2 [ ([ o, o) di( ()" (5), Ve (1)) ds

_/0+<>o </:OO p(T)xe, (7) d7> @HV(nt)"(s)HQ s

o G e P R (269

A fim de obter (2.68), vamos analisar apenas o primeiro e o terceiro termo em (2.69), pois os

"(s), Vu™(t)) ds

demais seguem de modo andlogo. Para isto, utilizamos de integracao por partes, (2.36) e o fato
de que (n')" € D(Ly) e (¢*)" € D(Lz), obtemos que

/O+oo </s+°° i (T)xpy, (T) dr) % (V(nh)™(s), Vu™(t)) ds :/ pa (7) (Y (1) (s), V' (t)) ds,

Pl,n
(2.70)

/Om (/:OO i (T)xp, . (T) d¢> % V) ()||” ds = Pr((n))"). (2.71)

Combinando (2.69), (2.70) e (2.71), temos o desejado em (2.68). O
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Lema 2.15. Ezxistem k >0 ec € (O, %) tais que o funcional
2

n n n n € n
Wi (t) = RIISOUG I +°(1 - 26) W7 (¢) + W5 (1) + 7 L5,

satisfaz ||\S(t) U2, < W (t) para todo R > 0 suficientemente grande, e

d
g Ya(t) + BollSUG 115 <0, ¢>0, (2.72)

para algum By > 0.
Demonstragdao. Coletando (2.17), (2.60), (2.62) e (2.68), multiplicando cada um pelo seu res-
pectivo peso e somando os resultados, temos

Lo < = [luf 17 + lor 1] = € (1 = 2¢) af|u™ () = " ()]

dt
4 4
3 g — e (B v )2 = & s — b (322 | ven )2
o0, 20,

2 (5 -3 Puaa) = (3 - 36) Panllc
+8(2+§)/meﬂvmW%xWﬂw>w
+52<°22 2)/}32 hn(s), Vo' () ds
+ (2~ g;;)/%ﬂmeWW@P%
+ (20 =200 [T 9o as
rat | [T (M5 i) - o, o)) s
+4e? [Ny (1)) + Nas((€™)] (2.73)

Agora, usando (2.41), temos
(“;j+§) /Pmul(@ (V(n")"(s), Vu(t)) ds 16?15(( 1)) + Cin (P |V (2|2

(?22 + ;> /Pg,,{ /LQ(S) (V(Ct)n(s)’vvn(t)) ds < ECPQ,H((Ct)n) + CﬂQ(PZn)HV’Un(t)HQ

> /‘L*(S) t\n M*(S) t\n n n
o [T () - B e - )0)) d
< Calin(Pr) + fa(Pa) + ] [u(0) = 0" ()17 + 55 [Pral)) + Pan((6)")]
1

12 VL)) + Nawl(€))]
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o8

Entao, substituindo as tltimas estimativas em (2.73), concluimos que

%w t) < =t [Jlup @) + [op ()]

—fa[l = (24 C)e = C (@ (Prx) + fi(Po))] u"(8) — 0" (1)

o< (3350) - S| vwor?

o en- <t (220) - S 1900

—2 (= 32) ) - (g = 3¢) Panll))
+ (2r=E020) [T @196 s

“+o00
#(2r =) [ vl o
522 [Nua((1)") + Nan((C))]

Este é o momento preciso em que usamos (2.58). De fato, com essa condicao, os conjuntos de

achatamento ¥, e F,, tem medida de probabilidade nula e, consequentemente

:RM:W(?M):}JL%'“’Z( Py)=0, 1=12

Entao, dado € > 0, podemos escolher k = k(g) > 0 suficientemente pequeno de tal forma que

fii (Pig) <€, i=1,2.

Y

(2.74)
Agora, procederemos como segue:

e Primeiro, escolhemos ¢( € (0, é) suficientemente pequeno, a saber

. 1 w? w3 1
€0 = min

2 )« f” [+ T

e Para esse ¢, escolhemos s} > 0, i = 1,2, satisfazendo (2.42) e k > 0 satisfazendo (2.74)
Com essas escolhas, temos
4

ZVIH) < —BollSOUF 5 + (2R - C) / [V ") ()17 + ua(s) IV ()" (5)]I7] ds

+C N1 (1)) + Na ke ((€DM]

(2.75)
para algum Sy > 0.
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Note que, de (2.37) temos

+oo

Nis(( )V )" (s)]* ds

R\H

/0

“+o00
NQ n /
0

$)IV(¢")"(s)II ds

x\'—‘

donde, retornando a (2.75), concluimos que

d

SR + Holl SOUE I

< {23— % (” 1)] / " AGITE I + IV )] ds

K

Tomando R > § (%) > 0, concluimos que (2.72) é vélida.
Por fim, a desigualdade || S(t)U||3, < P%(t) segue da estimativa (obtida por meio de uma
sequéncia de contas usuais)

[TTO] + 25 (0)] < CIUSOUG I3, >0, (2.76)

combinada ao fato de W5 > 0 e da escolha de R > 0 suficientemente grande, concluindo assim

a prova do lema. O
Lema 2.16. O funcional

t
WE(t) = /0 [G1(t = s)[IVu ()] + Ga(t — )| V" (s)II] ds

satisfaz

d . n n
U5 (1) + min{m (1), ()} U5 (#) < wlSOUGl5, t>0,

para algum vy > 0.

Demonstragao. Fazendo a derivada de Wy através da aplicacao da Regra de Leibniz para inte-

grais, utilizando a desigualdade (2.55) e o fato de v;(t) ser decrescente para i = 1,2, temos

Ly - /O [G1(t = $)[Vu"(s)|* + Gyt — 5)[[Vo"(5)|°] ds

dt
+G1(0)|[Vu" (B[P + G2(0)[[Vo" (1)

t
~ [ al= 9061t = 9T + (e — )G~ [T 6) 7] ds
(2 2O supes,

w1

< = min{yi(8), 726} (#) + wollSOUF (05,

N

em que 1y := (Gl(o) + G27(0)> > 0. O]

w1 w2
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Lema 2.17. Para todo tg > 0, there existe 6 = 6(to) > 0 tal que o funcional

W (t) .= Wy(t) + flj)\ll’g(t).
satisfaz
IS UG 17 < w5 (t) < CIISOUG I3 + 5 (8) + G1(t) + Ga(t)], t =0 (2.77)
e
d

7 Y6 (t) + omin{n (), ()} ¥e(t) < min{y1(t),72()} (G1(t) + G2(t)), t>to,  (2.78)

para todo n suficientemente grande dependendo somente de |Up||q¢.

Demonstra¢io. Do Lema 2.15 e usando que W > 0, temos || S(¢)UJ |3, < W2(t), para todo ¢ = 0.
Agora, de (2.45) existe M = M(||Up||3c) > 0 tal que ||Uf||sc < M. E ainda, utilizando (2.57) e
as expressoes (2.46) e (2.47), obtemos

() < /0 [G1(8)[Vu" (t = 5)[|* + Ga(s) | V" (t — 5)|°] ds

1

t+1 +x
IV / G (3)[1 — (s — )] ds + [ Vo2 / Ga(s)[L — (s — 1)) ds
< v+ [ L+ ). (279)

Entdo, tomando n > M? [w% + 0712} e combinando (2.76) com (2.79), obtemos a tiltima desigual-
dade de (2.77).

Por outro lado, fazendo a derivada de W§(t) e aplicando o Lema 2.15 e o Lema 2.16, temos

L) + D USOUF O+ 22 minfn (1), 72(1) U5 (1) < 0. (280)
)

Adicionando min{~v;(t),v2(t)} (G1(t) + G2(t)) em ambos os lados de (2.80), chegamos que

i t),72(t)}
suz2 > i SHUL2, Yt=to>0,
” ( ) 0 ||U-C mln{71<t0)772<t0)}|| ( ) 0 ”ﬂ{ 0

e levando em consideracao (2.77), concluimos que (2.78) é vélida, para algum 6 = §(tp) > 0. O

Lema 2.18. Para todo tg > 0, existe p = p(to) > 0 tal que o funcional
U7 (t) == Vg (1) + 2 (G1(t) + G2(1))

satisfaz
t .
U(E) < U(tg)e Pl min{m(na(hds 5y (2.81)

para todo n suficientemente grande dependendo somente de ||Up||s.
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Demonstragdao. Fazendo a derivada de W2 (t) e usando (2.55) e (2.78), temos que

i‘l’?(t) < —min{yi(8), 72(8)} [0WG(E) + (G1(t) + Ga(t))]
<

dt
—pmin{ (), 72 ()} T3 (1), (2.82)

t .
para algum p = p(tg) > 0 e para todot > to. Assim, multiplicando (2.82) por e’ Jig min{m():72(5)} ds

e integrando o resultado em (tg,t), t > to, concluimos que (2.81) é vélida, como queriamos. [

Prova do Teorema 2.11. De (2.77), levando em conta que S(t) é um semigrupo de contragoes

e que G é decrescente, temos
IS(OTF(13: < TF(1) < Q(t) := C [M ot + (M + )] , (2.83)

para n € N suficientemente grande, dependendo somente de ||Up||3c. Entao, combinando (2.81)

e (2.83), deduzimos que
t .
ISOU 13 < Qtg)e " Jrommin(n2(hds =y 4

para n € N suficientemente grande, dependendo somente de ||[Up|gc. Assim, usando a con-
vergéncia (2.45) e observando novamente que S(t) é um semigrupo de contragdes, podemos

fazer n — 400 para concluir que (2.59) é vélida, completando a prova do teorema. ]

Observagao 2.19. Podemos observar que nosso resultado permite uma grande classe de fungoes
relazamento e, no caso em que ocorre (2.56), (2.59) nos dd uma tazxa de decaimento mais geral

da qual as estimativas de decaimento exponencial e polinomial usuais sao apenas casos especiais.
De fato,

o Se i = pp = ae P 0 < p < 1, entdo, para i = 1,2, pi(t) = =(t)pi(t), em que
5 = bp(1+t)P~L. Para constantes positivas adequadamente escolhidas a e b, p; satisfaz as
hipdteses 2.1 e 2.10 e a taza (2.59) € dada por

o Seuy(t) = (13—7115)‘1’ qg>1, e pp(t) = aze 14" 0 < p <1, entdo
C
Elt) < ————.
(1+t)

Para mais exemplos de outras estimativas de decaimentos que podem ser obtidas a partir de
(2.59), ver [63].



Capitulo 3 —————————

Estabilidade uniforme para um sistema de
Klein-Gordon com amortecimento viscoelastico do

tipo Kelvin-Voigt

Este capitulo é destinado ao estudo do sistema Klein-Gordon colocado em um meio nao-homogéneo

e sujeito a um amortecimento localmente distribuido do tipo Kelvin-Voigt, a saber

/

p(x)ugy — div(K (z)Vu) + v2u + 31 (x)uy — div(a(z)Vu,)) =0 em Q x RT,
p(x)vy — div(K (2)Vv) + u?v + v (x)vy — div(b(z) V) = 0 em QxRT,

U=v= sobre 90 x RT, (3.1)
u(x,0) = ug(x), u(z,0) = ui(x) em (,
v(x,0) = vo(x), ve(z,0) = v1(z) em (.

Aqui, Q@ C R?, d < 2, é um dominio limitado com fronteira regular 99, p é uma funcao densidade,
a matriz K (x) estd associada ao meio ndo-homogéneo e as fungoes 71, 2, a e b sdo responsaveis

por localizar as dissipagoes friccionais e viscoeldsticas, respectivamente.

Neste capitulo, sempre que conveniente, serd omitida a dependéncia da varidvel x. Além disso,

todas as constantes positivas, salvo mencao contraria, serao denotadas por C.

3.1 Hipdteses, Notacoes e Boa Colocacao

Ao longo dessa secao vamos assumir a seguinte hipotese:

Hipétese 3.1. Sejam p: Q — [0,+00), kij : Q@ = R, 1 <14,j < d fungoes de classe C*>*(Q) tais
que para todo x € ) e £ € R?,

ap < p(z) < Bo,  kij(x) = kji(x), al¢? <€ K(z)- € < Aléf, (3.2)

onde v, Bo, o1, B1 sdo constantes positivas e K (x) = (kij(x))i; € wma matriz simétrica positiva
definida.

Observagao 3.2. Considerando (3.2), temos que as expressoes
/ Vu(z)" - K(z) - Vo(z)de, u,ve HH(Q) e / plx)[w](z)dz, w,ve L*(Q)  (3.3)
Q Q

definem produtos internos em H}(Q) e L?(), respectivamente. Além disso, estes produtos
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internos induzem normas equivalentes as usuais nestes espacos.

A partir da Observagdo 3.2, neste capitulo, vamos considerar os espagos L?(£2) e H}(£2) munidos

com os produtos internos dados em (3.3). Consideremos também
H = H(Q) x H}(Q) x L*(Q) x L*(Q),
o espaco de fase munido do produto interno
(Uy,Uz) g = /QVul(x)T - K(x) - Vug(x) dx + /Q Vo (z)" - K(z) - Vog(z) dx

+ [ p@lwrwala)da+ [ pla)azla) d.

cuja norma associada é dada por:
U113 := /QVul(x)T - K(z) - Vui(x) dx —i—/QVvl(x)T - K(z) - Vui(x) dz
+ [ @@ P+ [ sl .

em que U = (uy,v1,w1,21), V = (ug, v2, we, 29) € H.

3.1.1 O problema de Cauchy associado

Sejam w = uy, z = vy e U = (u,v,w, z). Desta forma, podemos reescrever (3.1) como o seguinte

problema de Cauchy equivalente

ou
— @) =AU{)+F(U(t
5 () (t) +F(U{@)) (3.4)
U(0) = Uy,
em que Uy = (ug,vg, u1,v1), 0 operador A : D(A) C H — H é dado por
w
z
AU = | = div(K()Vu+ a() V) — —=()
= | —div(K(-)Vu + a(-)Vw) — —n (- )w
o) ()"
1 1
—div(K(-) Vo +b(-)Vz) — —72(:)2
e o operador nao linear ¥ : H — H é definido por
Fu,v,w,z) = <0 0 —LUQU —1u2v> (3.5)
A = 00 g ) |

O dominio D(A) é formado por todas as fungoes

(u,v,w,2) € Hy(Q) x Hy () x Hy(Q) x HH(Q),
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tais que
div(K()\Vu), div(a(-)Vw), div(K(-)Vv), div(b(-)Vz) € L*(Q)

Agora, estamos em condicGes de apresentar o principal resultado desta se¢do que prova que o

problema (3.4) e, consequentemente, o problema (3.1) est4 bem posto.

Teorema 3.3 (Boa colocagao). Suponhamos que a hipdtese 3.1 seja satisfeita e que as fungoes
a(+),b(-) € L®(Q) e y1(+),72(-) € CYQ) sdo nao-negativas.

(i) Se Uy € H, entdo o problema (3.4) possui um unica solug¢do generalizada na classe U €

C(]0,4+00), H) satisfazendo

U(t) = S(t) Uy + /Ot S(t— ) FU(r))dr, VE>0

(ii) Se, além disso, Uy € D(A), entdo a solug¢ao generalizada U do problema (3.4) € cldssica,
com
U e C([0,400), D(A)) N C([0, +00), H).
(iii) E vdlida a sequinte identidade de energia:
to
Euults) — Eunlt]) = / / )| Vg (2, £)[2 + 71 (2) ez, £)|?] da dt
t
ltz
/ / 2)|Voy(z,1)]? + 72 (2)[vr(z, 1) ] dwdt, (3.6)
t1

para todo 0 < t1 < to.

Demonstragao. A demonstracao serd feita em etapas como segue:

A € dissipativo: Considere U = (u,v,w,z) € D(A). Entao, utilizando o Teorema da Di-

vergéncia, temos

(AU, U)g = /Q(Vw(:v))T - K(z) - Vu(z) dr + / (Vz(x)T z) - Vou(z)dx

Q

(
+ /Q div(K (¢)Vu(z) — a(z) Voo(x)) - w(z) dz — /Q i (2) - w2 (z) da

+ [ div(K(z)Vou(z) — b(z) Vz(z)) - 2(z) do — / Yo(x) - 2%(z) dz
Q Q

= / (Vw(z)T - K(z) - Vu(z) dz + / (Vz(z)T - K(x) - Vo(z) dz
Q Q
+ /Q div(K (z)Vu(z)) - w(x) dz + /Qdiv(K(x)Vv(a:)) - z(x) dz
- / (a(2) |[Vw(z)|? + b(z) [Va(x)|?) dx — / (n(@)w(@)]” + 2 (2)|2(2)|?) dz
Q Q
= - / (a(z) [Vw(@)]* + b(z) [Va2(2)[?) da — / (m(@)|w(@)]? + y2(z)|2(2)[?) da
Q Q

<0.
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Segue dal que A é dissipativo.

Im(I — A) = H: Com efeito, para qualquer (my, ma, ms,mg) € H exibiremos U = (u,v,w, z) €
D(A) tal que

(I _-A>(U,'U,w,2’) = (mlvaam37m4)a

ou seja,

U —w=1m

v—2z=my
3.7
w — ﬁ div(K (z)Vu + a(x)Vw) + ﬁ’yl (x)w = mg (3.7)
[z~ ﬁ div(K (z)Vu + b(z)Vz) + ﬁ”yg(m)z = my.
De (3.7); e (3.7),, temos
w=u—mi,
(3.8)
zZ=v—ma.
Substituindo as equacoes (3.8) em (3.7)5 e (3.7), respectivamente, obtemos
p(x)u — div(K(x)Vu + a(x)Vu) + v1(x)u = g1, (3.9)
p(x)v — div(K (z)Vv + b(z) Vo) + y2(z)v = go. '

Vamos agora resolver o sistema (3.9) em que

g1 := —div(a(-)Vmy) +y1(-)m1 + p(-)(m1 +m3) € H1(Q),
go := — div(b(-)Vma) + v2(-)ma + p(-)(ma + my) € H1(Q).
Para isto, utilizaremos o Teorema de Lax-Milgram. De fato, definimos a forma bilinear
¢: [Ho(Q) x Hy()] x [Hy(Q) x Hy(Q)] — R

dada por

C((urv), (p10)) = /Q [p(e) + m (@)]ule) () do + / (Vu(@)T - K(x) - Vep(a) da

Q

+ /Q (Vu(e))Ta(@) Vi(z) dz + /Q (p(z) + pa(@)]o(@) () de
+ /Q(Vv(w))T -K(x) - Vi(x)de + /Q(VU(I’))TZ)(:L')VI/J(Z‘) dzx.

Mostraremos, agora, que ((-,-) é continua e coerciva.

e ( é continua. De fato, da hipdtese 3.1, sabemos que 71,y € Cp(£2). Assim, existem constantes
My, My > 0 tais que y1(z) < My e yo(x) < Ms, para todo z € Q. Além disso, levando

em consideragao a equivaléncia de normas (observada no inicio da se¢do) e a desigualdade de
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Poincaré, temos que

C((u, v ‘/ z) + n (@) u(z) p(z) do| + (VU(w))T'K(Cv)'VSD(w) dx

+ /Q(Vu(:n)) a(x) - Vo(x)dz| +

\/ 2) + 72(2)] v(z) Y(z) da

" /Q (Vo()T - K(2) - V() da| + /Q (Vo)) Tb(z) - Vib(z) da

C(IVullVell + [IVull Vel + [[Vul [IVel)
+ C (Vo VY[ + Vol [V + ([ Vol [[Va]])
C(IVull + [Voll) (IVell + IVel)

o que prova a continuidade desejada.

e ( é coerciva: Com efeito, levando em consideracao a equivaléncia de normas, temos
() (0,0) = [ @) + (@@ do+ [ (Fu(a))Ta(w)Vulo) do
Q Q
T
# [1pe) + @@l de+ [ (7o) o) Vo) da
+ / (Vu(z))" - K(z) - Vu(z) dz + / (Vo(z))" - K(z) - Vu(z) do
Q

Q
C(IVul® + [IVol?) -

o que prova a coercividade. Sendo ((-,-) bilinear, continua e coerciva, segue do Teorema de

Lax-Milgram que existe um tnico (u,v) € H}(Q) x H}(Q) tal que

C((u,0), (@, 9)) = (91, ©) -1 (), 12 () T (92, V) -1(0). 1L () (3.10)

para quaisquer (p,1) € Ha(Q) x HL(Q).
Motivados por (3.8), definimos

{wzu—ml € H}(Q) (3.11)

z=v—my € HYQ).

e afirmamos que U = (u,v,w,z) € D(A) e suas componentes satisfazem (3.7). De fato, consi-
deremos ¢ =0 e ¢ € D(Q) em (3.10), obtemos

/ (o) + 72 (2)) v(@) () der — / div(K (2)Vo(x) + b(@) Vo(z))i(z) dz = / go(x) ¥ (x) d,
Q Q

Q

para qualquer ¥ € D(2). Donde segue que
((p() +2()v = div(K () Vv + b(-)Vv), ) pr) p) = (92, ¥)pr(9),D(0)
para qualquer i € D(Q), isto é,

(p(-) + 72(-))v — div(K (-)Vo + b(-)Vv) = g em D'(Q).
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Observando que ambos os lados da tltima igualdade estdo em H~1(£2), temos que
(p() +72(-))v — div(K () Vv +b(-)Vv) = g2 em H~'(Q),
satisfazendo (3.9),. Além disso, utilizando (3.11),, temos
— div(K ()Vv +b(-)Vz) = 32()ma + p() (m2 +ma) = (p(-) +72(-))v em H™H(Q).
Como o lado direito da igualdade acima estd em L?(f2) temos que a condicio div(K(-)Vv +

b(-)Vz) € L*(Q) no dominio D(A) estd satisfeita, como querfamos.

Procedendo de maneira inteiramente andloga (tomando =0 e ¢ € D(Q)), obtemos que a
condicio div(K(-)Vu+a(-)Vw) € L*(2), bem como (3.9), sdo satisfeitas. Mais ainda, de (3.11)
temos que w e z € H ().

Note que, utilizando a definigao de g; e g2 e (3.11), segue de (3.9) que estao satisfeitas as equagoes
(3.7)5 e (3.7),. Além disso, também de (3.11) temos satisfeitas (3.7); e (3.7),.

Assim, garantimos a existéncia de U = (u,v,w,z) € D(A) que satisfaz as equagdes em (3.7),

garantindo a sobrejetividade do operador I — A, como queriamos.

Tendo em maos que o operador A é dissipativo, que I — A é sobrejetor e que D(A) é denso em
H (ver Proposigao 1.33), segue do Teorema de Lumer-Phillips que A é gerador infinitesimal de

um Cp-semigrupo de contracoes S(t) em K.

Além disso, o operador nao linear F : H — H dado em (3.5) é localmente Lipschitz. De fato,
dado R > 0 tal que ||U;||3¢ < R, onde U; = (uj, v, w;, z;) € H, i = 1,2, temos

2

1
1500 - T = | (0.0.~ 20t — hua). L (uon — )
H
= / L v2u2 v%ul](l‘)|2 daz+/ b |[ugvg - u%vl](az)’2 dz
p(z) a p(@)
1 ? 1 ?
= T(USUQ — viug + viuy — viug)|| + —l(ugvg — wdvy + udvg — udvy)
p? p2
1 ? 1 ’
= || ((v3 = vD)ug + v (ug —w))|| + || ((u3 — u})va + ui(vy — v1))
p? p2
2 2
Lo o Lo o
SO | |7y —v)u|| + || (ug —ui)va
p2 p2
1 ? 1 ?
+C Tv%(z@ —uy)|| + —lu%(vg — 1) (3.12)
p? p2

Vamos mostrar que cada termo do lado direito de (3.12) é limitado por uma constante positiva
(que depende de R) multiplicada por ||[U; — Us||g. Para isso, basta analisar o primeiro e o

ultimo termo pois a estimativa para os demais € realizada de forma andloga. De fato, utilizando



3.1 Hipéteses, Notagoes e Boa Colocagao

68

a hipdtese sobre p, a desigualdade de Holder com 2 + 1 = 1 e a imersdo H{(Q2) < L5(9), temos

= [ <l = wl@PI + @) Pluaa)  de

<c( [ 1 —m](m)lde)é ([ 1 +vl]<:c>|3|m<ﬂc>|3dac>g

<c</ﬂ[v2—v1]<:c>|6d:c>é [(/Q|u2<x>|%c>é (/Q\[szrvl](f)!Gdl“)ér

< C||Vuz|? ([ Vool* + VU ]]?) [V (v2 — 01)]?
< C(R) Uy — Us))3

2

= L1;964112—1)1:):217
= | @l - wl@Pd

<C (/Q |u1(:v)|6d:17>§ (/Q Ifvg — vl](x)|6d:r>é

< O Vur|*[V (v2 = v)|?
< C(R) IV (vz = vy)|?
< C(R)||Ur = Ualf3.

p2

1
Hlu%(vg — 1)

De (3.12), (3.13) e (3.14) obtemos que
1F(01) = F(U) 5 < C(R) U1 = Va3,

o que prova que F é localmente Lipshitz.

(3.13)

(3.14)

Assim, temos garantida — pelos Teoremas 1.31 e 1.32 — a existéncia de um tempo maximal T,

tal que o problema (3.4) tem uma tnica solucao generalizada U € C([0, Tax); H) satisfazendo

t
U(t) = MUy + / AIF(U(s))ds, V1 € [0, Trua)-
0

Em particular, se Uy € D(A) entao a solucdo generalizada é cléssica e
U € C([0, Trmax); D(A)) N CH([0, Tinax); H).

Além disso, tal Tinax € (0, +00] e goza da seguinte propriedade:

(i) Tmax = +00, isto é, o problema admite uma solugao global ou

(i) Tmax < 00 €

lim [[U()]3¢ = +oc.

_>Tmax

(3.15)
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A fim de provar a existéncia global, é suficiente provar que (ii) ndo pode ocorrer. De fato,
suponhamos o contrario, isto é, consideremos que: Thmax < +00, vale (3.15) e Uy € D(A).

Multiplicando (3.1), por u; e (3.1), por v, integrando em Q2 e adicionando os resultados, obtemos

%Eu,v(t) =— /Q a(x)|Vug(z,t)2dx — /Qb(x)]Vvt(:z:,t)|2dx <0, (3.16)

em que

1 1
Bun(®) = 510 0(0) w(t), v ) + 5 [ (w0)* (.o (3.17)
Da hipétese 3.1 e (3.16), temos que Elu ) (t) é nao-crescente, e, consequentemente,

Euy(t) < Byo(0), Vit € [0, Tmax)- (3.18)

)

De (3.17) e (3.18), temos

)

1
5”(%%%,%)“%{ < Eyp(t) < Eyp(0), para todo t € [0, Tnax)-

Logo,
lim [[U(t)]|s < +oc,

t—Tmax

e, pelo Teorema 1.32, concluimos que Ty, = +00. Assim, fica provado os itens (i) e (ii).

Por fim, integrando (3.16) em (t1,?2), obtemos

to
Fun(ts) — Fun(t) = / / ) Ve, ) + 7 (@) [ur(z, )[2] da dt
t
1t2
/ / 2)[Vor(, )2 + va(@)or(, 6)[2] dadt,
t1

para todo 0 < t; < t2, 0 que prova (iii). Portanto, vale (i), (ii) e (iii) e o teorema fica demons-
trado. O

3.2 Decaimento Exponencial

Nesta secao vamos utilizar a seguinte variante da desigualdade de Poincaré:
Jull 2wy < el Vullr2), YVue H' (w), (3.19)

para alguma constante ¢ > 0. A demonstracao desse resultado utiliza argumentos andlogos aos

mencionados em [28, Remark 4, pg. 129]

Além disso, vamos supor que as seguintes hipdteses sejam vélidas:

Hipétese 3.4. Sejam A={rx € Q:a(z) =0} e B={x € Q:b(x) =0}. Assumimos que A e
B sdo subconjuntos compactos e conexos de ) com fronteiras suaves e interiores nao-vazios. As

fungdes nao-negativas a(-) e b(+), responsdveis pelo efeito dissipativo localizado sdo consideradas
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continuas e estritamente positivas em uma vizinhanca de toda a fronteira 0S), ou seja, elas

satisfazem as sequintes condigoes:
a(-) € L®(Q)NC(01) e b(:) € L®(Q) N C(O2)

em que O1 =Q\ A eOy=Q\ B.

Vamos admitir que v1(+), y2(-) € C°(Q) sdo funcoes nio-negativas satisfazendo as sequintes
condigoes: dado € > 0, considere y1(z) > 0 em A, = {x € Q : d(z,y) < &, y € 0A} com
Y(z)=co>0em G ={z€Q:d(z,y) <5, ye€dA} eva(z) >0 em B. = {z € Q:d(z,y) <
g, y € OB} comy2(z) =¢1 >0 em Go = {w € Q:d(z,y) < §, y € OB}.

Observagao 3.5. Em virtude dessas suposi¢coes, existem constantes positivas ag e by tais que

a(z) > ap >0 emwy = Q\ (A+ B:(0) e b(x) > by >0 em wp = Q\ (B + B:(0)). Vamos

denotar por w a intersecdo dos conjuntos wi e ws.

Figura 3.1: Os amortecimentos do tipo Kelvin-Voigt agindo em O; = Q\A e O3 = Q\B enquanto os
amortecimentos friccionais sdo efetivos em um colar de 9A e 9B.

Hipotese 3.6. w controla €2 geometricamente, isto €, existe Ty > 0, tal que toda geodésica da
métrica G(zx), em que G(z) = ([;((j))
de t =0, encontra o conjunto w em um tempo t < Ty.

-1
) viajando com velocidade constante igual a 1 e partindo

Hipétese 3.7. Para todo T > Ty, a tnica solugdo u, v € C(]0,T[; L*(Q)) N C(]0, T[; H~1(2))

para o sistema

p(x)uy — div(K (x)Vu) + Vi(z, t)u = V3(z,t)v  em Q x (0,7),
p(x)vy — div(K (x)Vv) + Va(z, t)v = V3(z,t)u em Q x (0,7),

u=v=>0 sobre w,

d+1

em que Vi(z,t), Va(z,t) e V3(z,t) sdo elementos de L>(0,T;L 2 (R2)), € a solugao trivial v =
v=0.

Observacgao 3.8. Vamos ressaltar algumas consequéncias da hipdtese 3.6:

e A hipdtese 3.6 é chamada de Condi¢ao Geométrica de Controle (C.G.C.). Sabemos que a
C.G.C. ¢ uma condicdo necessdria e suficiente para o controle e estabilizacdo da equacdo da
onda linear (ver [5], [9], [14], [15], [30], [71] e suas referéncias). Nessa dire¢ao, vale mencionar
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o trabalho de Beteli, Gulliver e Littman [6] onde os autores discutem a questdo das geodésicas
fechadas no interior da regidgo 2. Tais geodésicas fechadas tornam o controle impossivel jd
que as bicaracteristicas nunca encontram a regiGo onde o controle € posto. Neste artigo ([6])
0s autores mostram que, no caso bidimensional, a mao existéncia de geodésicas fechadas mo
interior € também uma condi¢do suficiente para o controle. Por essa razdo e pelo fato de ndo
termos menhum controle sobre as geodésicas ja que estamos em um meio nao-homogéneo, neste
capitulo, consideramos w uma vizinhanca de todo bordo 02 e damos condicdes sobre a métrica
G = (K/p)~! de forma que todas as geodésicas dessa métrica encontrem o conjunto w em um

tempo t < Tp.

o F importante observar que a Hipdtese 3.6 ndo € trivialmente satisfeita para toda matriz
G = (K/p)~t. Por exemplo, o equador na esfera unitdria S*> é uma geodésica periddica e po-
demos considerar Q0 C S?, que contém o equador, como um dominio em R? munido da métrica

Riemanniana G.

Observagao 3.9. A Hipdtese 3.7 € chamada de Principio de Continuacdo Unica. Conforme o
trabalho [29], este tipo de condi¢ao € geralmente assumida em resultados que visam obter algum
controle/estabiliza¢ao. Na secao 1.12, apresentamos um resultado estabelecido por Cavalcanti
et. al. [16] que visa garantir determinadas situagées em que o Principio de Continuag¢do Unica

dado na Hipotese 3.7 € vdlido ao menos localmente.

Vale a pena mencionar que se a(z) = b(x) = 0, entdo os amortecimentos friccionais v;(x) e y2(x)
nao sao fortes o suficiente para fornecerem um decaimento exponencial e uniforme da energia,

uma vez que violam severamente a Condigdo Geométrica de Controle (C.G.C.), ver [5], [9].

a(r) >0 a(z) >0
O : :
Yi(z) >0 7(z) >0
o @) =0 . . n@) =0 o
oY) J0A a(z) =0 0A o1
A
Q

Figura 3.2: Exemplos de conjuntos unidimensionais de {2 em que o amortecimento viscoeldstico

do tipo Kelvin-Voigt e o amortecimento friccional sao localizados.
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Figura 3.3: Geometrias admissiveis para a interagao entre os amortecimentos do tipo Kelvin-

Voigt e friccionais, respectivamente.

Nessa secao vamos provar o principal resultado deste capitulo, a saber

Teorema 3.10. Suponha vdlidas as hipdteses 3.4, 3.6 e¢ 8.7. FEntao, dado R > 0 existem

constantes positivas C = C(R) e v = v(R) tais que a sequinte desigualdade é vdlida
Eyu(t) < Ce ™ E,,(0), t >0, (3.20)

para toda solugdo generalizada do problema (3.1) desde que E, ,,(0) < R.

Observagao 3.11. Por argumentos usuais de densidade € suficiente trabalhar com solugdes

requlares, uma vez que a taza de decaimento (3.20) pode ser recuperada para solugées fracas.

Para mostrar (3.20) é importante observar que os dados iniciais {ug,vg,u1,v1} precisam ser
tomados em conjuntos limitados de H, transformando o Teorema 3.10 em um resultado de
estabilizacao local. De fato, as constantes C' e v sdo uniformes em cada bola de H com raio
R > 0 do espaco de fase, mas o resultado nao garante que (3.20) seja vélida com constantes C'

e v que sejam independentes dos dados iniciais.

A fim de demonstrar o Teorema 3.10 e inspirados nos argumentos de [29] e [30], apresentamos
uma prova da desigualdade inversa do problema (3.1), ou seja, provamos primeiro a seguinte

estimativa de observabilidade:

Lema 3.12. Para todo T > Ty e para todo R > 0, existe uma constante positiva Co = Co(T, R)

tal que a desigualdade

Fuu(0) < Co U / Ve (@, )2+ 71 () gz, )2 dadt o

/ / )| Vug(a, ) * + v2 () vy, ¢)[* dadt
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é vdlida para toda solugao regular (u,v) do problema (3.1), desde que os dados || (ug, vo, u1,v1)||5 <

R.

Demonstragdo. Para provar (3.21), argumentaremos por contradi¢do. Suponhamos que (3.21)
nao é valida. Entdo, existe uma sequéncia (u',v"™) de solugoes regulares para o problema, de

acordo com o Teorema 3.3, tal que os dados iniciais satisfazem
Eu",v” (0) < L, Vn € N, (322)

e para algum L > 0. Além disso,

FEyn yn
lim v (0)

n=ee [ fo a(@)|Vaup (z,8)2 + 71 (@)l (2, 1) + b(@) | Voi (2, )2 + y2(@) vf (2, 1) |2 dedt -
(3.23)

De (3.23) obtemos

I o a@)I Ve @, ) 4 (@) (@, D + b(@) Ve (@, 4+ a @) of (2, 8) P dad
n—oo Eun’vn<0)

(3.24)

De (3.22) e (3.24) temos

Jim / [ a@IVu @) + (@) 0 + @) Ve o, OF + (@)l o ) dadt = 0.

(3.25)
e (3.19) e (3.25), temos
T
<
0< nh_}ngo / |ul (z,t)|* dz dt
< Cy, hm/ / x)|Vul (z,t)? d dt
n—oo w1

< Cy, nh_>ngo/ / )| Vup (z,t)|* de dt

(3.26)

Logo,

T
lim / / (2, £)|2 dadt = 0. (3.27)
w1

n—o0 0

Analogamente, tem-se

T
lim / ol (x, t)|? dadt = 0. (3.28)
wa

n—oo 0
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Usando novamente (3.25), obtemos

hm/ / lug (z,t ]2dxdt<— hm/ /’yl Vg (z,t)|? de dt = 0, (3.29)
= o fen cp n—oo

o que implica que

T
lim/ / [uf (2, t)|* dzdt = 0. (3.30)
Gy

n—oo 0

De modo andlogo, resulta que

lim / / [ol (z,t)|? dazdt = 0. (3.31)
n—oo Go

Das convergéncias (3.27), (3.28), (3.30) e (3.31), temos

T
lim/ / \uf (z,t)|* dedt = 0 (3.32)
($
T
lim / / i (a, 8)|2 dadt = 0, (3.33)
em que

O = (OGN (A+B
Cy:=(NG2)N(B+ B

(0)) {:UEA d(z,0A) 2}
(0)) {JUEB d(xz,0B) 2}

to\m

(3.34)

E
2

Como Eyn 4n(t) é ndo-crescente e (3.22) é vélida, temos que a sequéncia (u™, v™, uy', v}") é limitada
em H. Assim, obtemos uma subsequéncia, a qual ainda serd denotada por (u",v"™, u}', v{"), que
verifica

,0") = (u,0) em [L(0,T; Hg ()%,

(uf!, uf') N (ug,v) em [L*(0,T; LZ(Q))]Q. (3.35)

De (3.35), utilizando o Teorema de Aubin-Lions-Simon (Teorema 1.22) e a cadeia de imersoes
HE(Q) <= LY(Q) — L?*(Q), para todo q € [2,+00), temos, para uma eventual subsequéncia (a

qual ainda serd denotada da mesma forma), que
(u™, v™) — (u,v) em [L°°(0,T; L9(Q))]?, para todo q € [2,4+00). (3.36)
Note que

(v™)2u™ — v2u em L%(0,T; L3()),

(3.37)
(u™)?v"™ — u?v em L2(0,T; L?(R)).
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De fato,

T
/ /|[(v")2u"](9ﬁﬂf)—[UZU](:E,L‘)\2 dx dt
0 Q

T
= [ [l = (o) + (" P, — PP of deds

(/ /‘ (u" —u](xt dmdt—i—/ /‘{ 2 v u}(x, t)‘ d:cdt)
gc/o /Q’[“n_“](”“"”f)’2 df”dHC/O A}[(v")2—u2](x,t)]2 da dt. (3.38)

Como consequéncia de (3.36), a primeira parcela em (3.38) tende para zero quando n tende para
infinito. Para a segunda parcela realizamos um procedimento analogo e obtemos que - ao passar
ao limite - ela também tende a zero. Donde concluimos a primeira convergéncia em (3.37). A

segunda convergéncia é obtida de modo andlogo.
Nesse ponto iremos dividir a prova em quatro casos:

Caso (i): u =0 e v # 0. Consideremos u = 0 e a seguinte sequéncia de problemas

;

p(z)ul — div(K (z)Vu™) + (v™)%u"™ + y1(z)u? — div(a(z)Vul) =0 em Q x (0,T),
p(x)vl — div(K (z) Vo) + (u™)20"™ + o (z)vp — div(b(x)Vopr) =0 em Q x (0,7),

u=v=0 sobre 02 x (0,7,
u™(z,0) = uf(x), up(z,0) = uf(z) em (),
v"(z,0) = v§(x), vi(z,0) = v (z) em ).

(3.39)

Passando o limite em (3.39) e tendo em conta (3.25), (3.27), (3.28), (3.35) e (3.36), temos

p(x)vy — div(K(z)Vo) =0  em D'(Qx (0,7)),

(3.40)
vy =0 em wx (0,7).

Derivando (3.40) no sentido das distribuigdes e tomando z = v; obtemos

p(z)zy —div(K(2)Vz) =0 em D'(Qx (0,7)),
z2=0 em w x (0,7),

o que implica, pelo Teorema 1.58, que z = v; = 0 em 2 x (0,7). Multiplicando (3.40); por v,

integrando em € x (0,7") e utilizando o Teorema da divergéncia, temos

/T / (Vo(z, )T - K(x) - Vou(z,t)dxdt = 0.
0 Q
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Da desigualdade de Poincaré e a equivaléncia entre as normas, temos

T T
o< [ [ 0P drar<cr [ [ Vet dvd
0 Q 0 Q

T
T' xX) - v\xr X
<c/0 /Q(Vv(:c,t)) K(z) - Vo(x,t) dz dt
=0.

E assim, [[v||z2(0,7;r2(0)) = 0, 0 que implica que v = 0 em L2(0,T; L*(2)), o que é um absurdo

pois supomos v # 0.

Caso (ii): v =0 e u # 0. Consideremos v = 0 e a sequéncia de problemas (3.39).

Passando o limite em (3.39) e observando (3.25), (3.27), (3.28), (3.35) e (3.36) temos

p(z)uy — div(K(z)Vu) =0 em D'(Q x (0,7)),
ug =0 em w x (0,7).

Analogamente ao caso anterior, mostramos que u = 0 em L2(0,T; L%(9)), o que é um absurdo.

Caso (iii): u # 0 e v # 0. Passando o limite em (3.39) e observando (3.26), (3.29) e (3.35)-
(3.37), temos

p()ugy — div(K(z)Vu) +v?u=0 em D'(Q x (0,T)),
p(z)vy — div(K(2)Vo) +u?v =0 em D'(Qx (0,7)), (3.41)

u=v =0 em w x (0,7).
Derivando (3.41) no sentido das distribuigdes e tomando w = u; e z = v; obtemos
p(@)wy — div(K (z)Vw) 4+ 2vuz + v*w =0 em D'(Qx (0,7)),

p(2)zy — div(K(2)Vz2) + 2uvw +u?2 =0  em D'(Q x (0,7)), (3.42)

w=z=0 em wx (0,7).

Definindo V;(x,t) = v2(z,t), Va(x,t) = u?(x,t) e V3(x,t) = —2[uv](x,t), o sistema (3.42) pode

ser reescrito como

p(zx)wy — div(K(z)Vw) + Vi(z, t)w = Va(x,t)z  em D'(2x (0,T)),
p(x)zee — div(K (z)Vz) + Va(z, t)z = Va(x, t)w em D'(2x(0,7)),

w=z=0 em w x (0,7).

Observamos que Vi, V5 e V3 sao elementos de L*°(0, T L%(Q))

o V1 € L™(0,T; L%(Q)) Com efeito, utilizando a imersdo H}(Q) < L3(Q),

[ G0l de = [ foGe. 0 do < CITu@ 01 < Cllllogomymay <+ Yt € 0.7).
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Logo, Vi € L>®(0, T; L (Q)).
o V5 € L*>(0,T; L%(Q)) A demonstracio desse fato é andloga a que acabamos de fazer.

o V3 € L™(0,T; L%(Q)) Com efeito, utilizando a imersdo H}(Q) < L3(Q),

/|V3(m,t)|3dx:C’/|u(x,t)v(x,t)|gdx
Q Q

<C </Q|u(ac,t)|5’>dx>é (/ﬂm(:c,t)?’dmf

3 3
< O||Vu(t)|? [ Vo(t)] 2
< C|’u”c([0’T];H3(Q))HU”C([O,T};H(%(Q))

< 400,

como queriamos. Agora, utilizando a Hipétese 3.7, concluimos que (w, z) = (0,0) em Q x (0,7).
Multiplicando (3.41), por u, (3.41), por v, integrando em €2 x (0,7T) e utilizando o Teorema da

divergéncia, temos

T T
/ /(Vu(a:,t))T - K(z) - Vu(z,t) de dt + / / |[uv](z,t)|* dz dt = 0
o 0 (3.43)

T T
T K(x) Vo(x T vul(z, t)|? dz dt = 0.
/0 /Q(Vv(:n,t)) K(z)-Vou(z,t)d dt+/0 /Q|[ [(x,t)|*dedt =0

De (3.43),, segue que

T T
/O/Q(v(,t)) K(z) - Vu(z, t) dz dt /O/QH (e O dird < 0

Donde, da desigualdade de Poincaré e a equivaléncia entre as normas, temos

T T
0</ /\u(x,t)rz drdt < c/ /\wx,t)y? du i
0 Q 0 Q

T
u\x T‘ x) - u\x X
<c/0 /Q<V<,t>> K(x) - Vu(e,t) dr di
<0.

E assim, |lullz2(0.1;2(0)) = 0, 0 que implica que u = 0 em L?(0,T; L?*(2)) e, procedendo de
forma andloga para (3.43),, deduzimos que v = 0 em L?(0,T; L?(Q)), o que é uma contradigao

com o que assumimos no caso ().

Caso (iv): (u,v) = (0,0).

Agora, vamos definir

= [Buyn o (02, w™ = —, 2" := — (3.44)
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e considerarmos a seguinte sequéncia de problemas:

/

p()wl — div(K (z)Vuw™) + a2 (2")2w" + 71 (z)w? — div(a(z)VwP) =0  em Qx (0,7T),
p(x)2l — div(K (2)V2") + a2 (w™)%2" + yo(z) 2 — div(b(z)V 27') = 0 em Qx (0,7),

Wy =2p, =0 sobre 0§ x (0,7,
w™(x,0) = wy(z) = %, wi(x,0) = wi(z) = Zi em (2,
2"(x,0) = 2§ (x) = %, z{(x,0) = 2f(x) = % em (.

(3.45)

Multiplicando (3.45); por wj e (3.45), por z;*, integrando em € e adicionando os resultados
deduzimos que

1

o}

Ew",z" (t) = Eu”,v” (t) (346)

De (3.46) segue que Eyn .n(0) = 1, para todo n € N. A fim de obter uma contradi¢ao, vamos
provar agora que E,n .»(0) converge a zero. De fato, de maneira andloga a obtencao de (3.26)-

(3.33) temos que

lim / / z)|Vw(x,t)|? dedt = 0, (3.47)
(§
lim / / )|V, O dadt = 0. (3.48)
Ainda
T
lim/ /71(J;)|wf(x,t)]2da:dt20, (3.49)
(§

T
lim / /Q o)) 27 (2, ) davdt = 0. (3.50)

n—o0 0

Como a(x) > ag > 0 quase sempre em wq, de (3.47) obtemos

T
lim \Vw (z,t)|* dedt = 0, (3.51)
n—oo 0 wi

e também, como b(x) > by > 0 quase sempre em wy , de (3.48) resulta que
T
lim V2 (z, )| dedt = 0. (3.52)

n—oo J ws

De (3.19), (3.51) e (3.52), segue que

T
lim / (2, ) dedt = 0 (3.53)
w1

n—oo 0
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T
lim L/m]zf(x,ﬂ|2dxdt::0. (3.54)
n—oo Jq wa

Como v1(z) =co >0 em Gy e 12(z) = ¢; > 0 em Ga, de (3.49) e (3.50) deduzimos que

T
lim/ / Jwi(x, t)]? dadt = 0 (3.55)
n—oo 0 Gl

T
lim/ / |20 (x, t)|? dadt = 0. (3.56)
0 Ga

n—oo

Das convergéncias (3.53), (3.54), (3.55) e (3.56), temos

T
hm/‘/ o (2, )2 davdt = 0 (3.57)
(§
T
lim/ / |20, t)|? dadt = 0, (3.58)

para C; e Cy definidos em (3.34). Como Eyn .n(t) é nao-crescente e Eyn ,n(0) é uma sequéncia
limitada, temos que a sequéncia (w™, 2", w}’, z{*) é limitada em 3. Assim, obtemos uma sub-

sequéncia, a qual ainda sera denotada por (w", 2™, w}, z}'), que verifica

(w™, 2™) A (w,z) em (L*®(0,T; H(Q)))?,

(W, 27) = (wr, ) em (L0, T; L2(2)))>. (3.59)

Novamente, pelo Teorema de Aubin-Lions-Simon (Teorema 1.22), para uma eventual subsequéncia,

a qual serd denotada pela mesma notacao, temos que

(w™, 2™) = (w, z) em (L°°(0,T; LY(Q)))?, para todo q € [2,00). (3.60)

Agora, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequéncia de ay,, a qual serd deno-

tada pela mesma notagao, tal que a,, — « € [0, +00). Vamos analisar os dois casos possiveis:
e Se a = 0, entao
anw™ =u" — 0 em L>(0,T; H}(Q)),

(3.61)
anz™ =" — 0 em L>®(0,T; H} (Q)).
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Observando (3.47), (3.48), (3.59), (3.61) e passando ao limite o sistema (3.45), obtemos

p(x)wy — div(K(z)Vw) =0  em D'(Q x (0,7)),
p(x)zy — div(K(x)Vz) =0 em D'(Qx (0,7)), (3.62)

wy =2 =0 em w x (0,7).
Derivando (3.62), e (3.62), no sentido das distribuicoes e definindo ¢ = w; e 1) = 2z, temos

p(x)py —div(K(x)Ve) =0 em D'(Q2x (0,7)),

p(x)py — div(K(2)Vy) =0 em D'(2x (0,7)),

p=1=0 em w X (0,7)
o que implica que ¢ = 1» = 0 e, consequentemente, retornando para (3.62) em um processo
andlogo ao realizado no caso (i), segue que w = z = 0.

e Se a > 0, entdo, passando ao limite o sistema (3.45) chegamos em

p(x)wy — div(K (2)Vw) + 222w =0 em D'(Q x (0,T)),
p(x)zy — div(K(2)Vz) + ?w?z = 0 em D'(Qx (0,7)), (3.63)

wy =2 =0 em wx (0,T).
Tomando ¢ = w; e ¥ = z; em (3.63), temos

p(2) gy — div(K (z)Vw) + 2022w + a?2?0 =0  em D'(Q x (0,T)),

p(2)hy — div(K (z) V) + 2awzp + o*w?*p =0  em D'(Q x (0,T)), (3.64)
p=1=0 em wx (0,T).
Denotando Vi(x,t) = a?2%(z,t), Va(x,t) = a?w?(z,t) e V3(z,t) = —2a2[zw](x,t) podemos

reescrever (3.64) como

(z
(z
2

o — div(K (z)Vw) + Vi(z,t)p = Va(x,t)yp  em D'(2 x (0,7)),
Yy — div(K(2) V) + Va(z, 1)y = Va(x, 1) em D'(Qx (0,T)),
Y=0 em wx (0,7T).

p(z)
p(z)

Observando que Vi, Va e V3 sdo elementos de L*(0, T L%(Q)) (demonstragao andloga a reali-
zada no caso (iii)) e utilizando a Hipédtese 3.7, concluimos que (p, %) = (0,0) em Q x (0,7).

Retornando a (3.63) (contas andlogas as apresentadas no caso (iii)) segue que w = z = 0.

Assim, em ambos os casos (« = 0 e a # 0), concluimos que w = z = 0. Como consequéncia
disso, w = z = 0 nas convergéncias (3.59) e (3.60). Analogamente a (3.37), podemos mostrar
que

a2 (22w — az?w em L2(0,T; L*(2)),
a2 (w™)?2" — aw?z em L2(0,T; L*(2))

n
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e, utilizando que w = z = 0, concluimos que

a2 (22w — 0 em L%(0,T; L*(Q)),
(3.65)
a2 (w™)?2™ — 0 em L%(0,T; L*(Q)).

n

Lembremos que nosso objetivo é provar que E,n .n(0) converge para zero, em que

Bunon(t) = ;A;mwm£@¢ﬂ2+pu>4muwﬁ+«Vw”u¢»T-Ktw-Vw%x¢wm

1 2, b)) - K () V" (x o2 w2 (x x
43 (T 0)T - K@) 920 + 0" (o, 0) do

Para isso, vamos utilizar a seguinte notacao

d
Pi=—p(@)0f — Y O, (kij(2)0a;).
ij=1
Considerando as convergéncias (3.47), (3.48), (3.49), (3.50) e (3.65) para zero e observando as

hip6teses sobre a(z), b(z),y1(z) e y2(x), deduzimos que

Puf = 0 (@30 = (a)uf + diva(@)Vup) 50 em HEZQx OD), o
Pz = 0y (2 (w")22" — y(a)zf + div(b(@)V2p)) - 0 em H2(Q x (0,T)).

loc

Desejamos propagar as convergéncias (3.57) e (3.58) de 2\ C; x (0,7) e 2\ Cy x (0,T) para
todo o conjunto © x (0,7"). No entanto, as convergéncias em (3.66) nao sao suficientes para este
propdsito, uma vez que precisamos de uma convergéncia em H fog (2x(0,T)) para tal propagagao.
Mas, observamos que, de fato

O (a2 (2")*w™ — y(z)wy’) — 0 em H;, 1 (2 x (0,T))

n loc

e

O (a2 (w")?2" — ya(x)z)") — 0 em H; 1 (Q x (0,T)).

n loc
Os termos problematicos sao precisamente div(a(z)Vwy') e div(b(z)Vz]) porque
div(a(z)Vw}") — 0 em H; (9 x (0,T)),

[§]

div(b(z)Vz) — 0 em H, 2(Q x (0,T)).

Este é o momento preciso em que os amortecimentos friccionais desempenham um papel fun-

damental no colar das fronteiras 0A e 0B. De fato, note que a(x)Vwj = 0 em A x (0,T) e
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b(x)Vz* =0 em B x (0,T). Consequentemente, de (3.45) temos

p(z)wl — div(K (z)Vu™) = —a? (2")?w"™ — v (z)w? em A x (0,T),

n

e

p(x)zl — div(K (2)V2") = —a (w™)?2" — ya(z)2 em B x (0,T).
Considerando (3.45), (3.49), (3.50) e (3.65), resulta que

Ow}® — 0 em H, ! (int A x (0,7)),
[§]

Oz — 0 em H;,! (int B x (0,T)),

em que O = 02 — A é o operador D’Alambertiano.

Vamos denotar por j1 e u2 as medidas de defeito microlocal associadas a w e zf* em L?(int A x
(0,7)) e L?(int B x (0,T)), respectivamente, as quais existem em virtude do Teorema 1.38.

Entao, da Hipétese 3.6, deduzimos dois fatos:

(i) Os suportes das medidas p1 e pg estao contidos no conjunto caracteristico do operador de

onda.

(ii) p1 e po se propagam ao longo do fluxo bicaracteristico deste operador, o que significa,
particularmente, que se algum ponto wy = (tg, xo, 70,&0) ndo pertence a algum dos con-

juntos supp(u1) ou supp(pe) entao todo o bicaracteristico emitido de wy permanece fora

de supp(u1) ou supp(uz).

Das convergéncias obtidas e do Teorema 1.42, deduzimos o item (3).

Além disso, pela Proposicdo 1.50 e o Teorema 1.49, segue que supp(u) € (2 x (0,7)) x S% é uma

uniao de curvas do tipo

telv my(t) = (t =1 FG@)i ) : (3.67)

,z(t), \/1 T ‘G(a:-)_%‘"Qj \/1 + |G (x)2]?

em que t € I — x(t) € Q é uma geodésica da métrica G(z), para i = 1, 2.

Como wf* — 0 em L?2(Q\C1 x (0,T)) e 2 — 0 em L2(2\ Cs x (0,T)), temos pelo Teorema 1.45
que 1 = pe = 0 em w e, consequentemente, supp(py) C Cq x (0,T) e supp(uz) C Ca x (0,7).

Por outro lado, sejam (to, xo, 70, &0) € supp(u1) Usupp(usa), to € (0,4+00) e z uma geodésica de
G definida préoximo de tg. Sabendo que as geodésicas partindo de pontos dentro de C1 e Co,
entram necessariamente na regiao w, elas também interceptam o conjunto 2\ Cy e 2\ Cq, entao,
para qualquer geodésica da métrica G, com 0 € [ existe t > 0 tal que m(t) ndo pertence a

supp(u1) e supp(u2) e assim, m4 (tp) também nao pertence, o que mostra a validade do item (7).

Dessa forma, supp(u1) e supp(ug) sdo vazios. Como consequéncia disso, temos que wj' — 0 e
Z — 0em L2 (2% (0,7)). Ja que vy — 0em L*(Q\C1 x(0,T)) e 2 = 0 em L*(Q\C2 % (0,T))
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concluimos que

(3.68)

w =0 em L%0,T;L*(9)),
20— 0 em L2(0,T;L%*Q)).

Agora vamos utilizar (3.68) para mostrar a seguinte afirmacao: dado ¢ > 0, satisfazendo ¢ <

T — e, é vélido que

T—e

n—-+o0o e

Na verdade, vamos mostrar que cada componente de Eyn .n(t) converge a zero. Para isso,

consideremos a fungao de corte § € C*°(0,T) tal que

0<0t) <1, t)=1lem (e,T—¢) e 6(0)=0(T)=0. (3.70)

Multiplicando (3.45), por w™#, integrando em € x (0, T") e utilizando o Teorema da Divergéncia,

obtemos
/ / V"] (z, )0(¢) d dt + /T / (V' (2, 0)T - K(z) - Vo, )0(t) dedt  (3.71)
vt [ [ i [ [ ooy g0
/ / D)Vl (2, 1) - Vo' (z, 1)0(t) da dt = 0.
Note que
| @l 080 de == [ polurorlie. 000 de ~ [ p@)fupure 00 da
v | p@ o) da.

E, utilizando (3.70), temos

/ / ) [whaw™] t)9(t)d1:dt:—/0T9(t)/Qp(x)wf(az,t)|2dxdt

T
- / o (1) / (@)t (e, 8 dudt. (3.72)
0 Q

Substituindo (3.72) em (3.71) temos a seguinte expressao

T T
- o) wi (z, )| dedt — ! x)[wiw"](z,t) d .
|00 [ ol dede— [ 0@) [ ptowren)e. ) dode (3.73)
T T
—i—/o 9(t)/Q(Vw”(w,t))T-K(m)-Vw"(a:,t) dmdt%—ai/o H(t)/ﬂ[(z")z(w")Q](x,t) dxdt
T T
+/0 G(t)/Q’yl(x)[w?w”](x,t) dxdt—}-/o G(t)/Qa(m)Vw?(x,t)-Vw"(x,t) dxdt = 0.

Vamos estimar os termos de (3.73). Para isso, observamos as condigoes estabelecidas sobre p, 71
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e 0, as convergéncias (3.47), (3.65) e (3.68), a imersdo H}(2) = L*(Q) e a limitacdo proveniente

de (3.59). Desta forma, para o primeiro termo, temos

[ o) [ st < [ oo [ oo o dea

< CllwpllZ20r.220)
—0. (3.74)

Para o segundo termo, obtemos

T T
/O o(t) /Q p<x>[w?w"]<x,t>dxdt\< /0 9'(1)) /Q (@)l )| [, )| dx

T
<C / (e, )|V (a, £)] dt

< Nwi'llzo.mc2@) Wl 220,081 )

— 0.

Analisando o quarto termo, podemos concluir que

T T
o /0 (1) /Q [(z">2(wn>21<x,t>dxdt\< / 6(1)] / 02 [, 1) P (1) 2 e

c/ a2 (=2 (. ||V (e, )] dt

< Cllaa(z" )2wn||L2(0,T;L2(Q)”wn”LQ(O,T;HOI(Q))
— 0. (3.75)

Ao estimar o quinto termo, deduzimos que

T T
/0 (1) /Q (@) [P (2, 1) d:cdt] < / 0(1)] /Q I @) e (D) [, )] e

T
<C /0 (e, )|V (e, 0)] dt

< Nwillzo.mc2@) w22 0,081 )

— 0.

Por fim, para o sexto termo, observamos que

T T
/0 O(t)Aa(x)[waVw”](x,t) dmdt‘ </ |.9(t)|/|a(x)||wg(m,t)\||w"(x,t)|d;pdt

1
2
(/ [ @IV @0 ddt) oo
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De (3.73) e as estimativas realizadas, concluimos que

T
lim 0(t) / (V"™ (z,t)! - K(z) - Vw"(z,t) dedt = 0.
0 Q

n—-+00

Analogamente, multiplicando (3.45), por 2”6, integrando em Q x (0,7") e estimando os termos

como fizemos para (3.73), concluimos também que

T
lim H(t)/ (), )2 dar dt = 0,
n—-+o0o 0 Q
. (3.76)
lim 6(t) / (V2"(z,t)T - K(z) - V2"(x,t) dx dt = 0.
n—-+o0o 0 QO
Utilizando (3.70), temos que
T—e
/ / (Vw"™(z,t)! - K(z) - Vw"(z,t) dz dt
< / o(t )/(Vz (z,t)" - K(z) - V2"(x,t) dx dt
0 Q
—0
donde concluimos que
T—e
Jim / / (V' (z,6))T - K (z) - Vo (@, ) da dt = 0,
n——+00 c Q
. (3.77)
lim / / (V2" (z, )T - K(z) - V2"(z,t) de dt = 0.
n—-+00 e Q
De (3.70), (3.74), (3.75), (3.76) e (3.77), concluimos a prova de (3.69).
Como Eyn .n(t) é ndo-crescente, temos que, para t € (¢,T — ¢) ¢ vélido que
Eu)",z" (t) 2 Ew",z" (T — E).
Donde
T—¢ T—e
/ En o (8) dt > / Funon (T — &) dt = (T — 2) Eunon(T — £) > 0.
€ 1>
Portanto, de (3.69), segue que
(T — 2€)Ewn7zn (T — 5) — 0.
Como ¢ < T — €, temos que
lim Eyn (T —e)=0. (3.78)

n—-+oo
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Por outro lado, da identidade da energia, podemos concluir que

T—e
Eunon(T — &) — Bynon(e) = — / / a(@) |Vl ()% + 7 (@)l (z, 1) dedt
Q
6T—E
[ [ @IV )P + vl 2w, O dad.
€ Q

Das convergéncias (3.47), (3.48), (3.49) e (3.50) bem como o lado direito da igualdade imedia-
tamente acima tende a zero e de (3.78), temos que a primeira parcela do lado esquerdo tende a

zero. Donde podemos deduzir que

lim Eyn .n(e) = 0.

n——+oo

Pela arbitrariedade de € > 0, segue que Eyn .n(0) — 0, o que é um absurdo. Portanto, vale

(3.21) e a prova do lema esta concluida. O

De posse do Lema 3.12 vamos provar o decaimento dado em (3.20). Com efeito, tomando Ty > 0
suficientemente grande, temos, como consequéncia da identidade de energia, que a aplicacao

t €[0,+00) — E,,(t) é ndo-crescente. Logo,
Eu,v(TO) < Eu,v(o)

e, de (3.21) obtemos

To
Euw(To) < Cy [/ /a(w)\Wt(w,t)IQ+71(x)lm(x,t)dedt
0 Ja (3.79)

To
—i—/o /Qb(x)]Vvt(x,t)]z—i—’yg(x)\vt(a;,t)]Qda:dt

com Cy = Cy(Tp, R) onde T e R estao fixados. Por outro lado, ainda da identidade de energia,

obtemos

To
Eyu(To) — Eu0(0) = —/ / a(x)| Vg (z,t)]? + y1(2) |ug (2, 1) | dedt
O S (3.80)
/ / b(x) |V (x,)|* + 2 (2)|ve (2, )| dadt.
0o Jo
Combinando (3.79) e (3.80), resulta que existe Cy = Co(Tp, R) > 0 tal que

Eu,v(TO) g C’O (_Eu,v (TO) + Eu,v(o)) ’

donde concluimos que

Eu,v(TO) < <1 f()c,()) Eu,v(o)' (381)



3.2 Decaimento Exponencial 87

Argumentando de forma similar agora para o intervalo [Ty, 27p] concluimos que

Co
14+ Cy

Eun(2Ty) < ( ) Fuu(Ty). (3.82)

De (3.81) e (3.82) deduzimos que

By (2Tp) < % \pg (Tp) < Co 2E (0)
u,v 0) x 1+OO u,w\40) X 1+CO u,v .

Recursivamente, resulta que

Co
1+ Cy

Ey»(nTp) < < ) E,.(0), para todo n € N. (3.83)

Note que ¢ possivel realizar esse processo pois E,, ,(n7Tp) < Ey(0) < R.

Consideremos t > Tj. Entao, existe n € N tal que t = nTy + r, para 0 < r < Ty. Consequente-

mente de (3.83) e do fato de E, ,(t) ser nao-crescente, obtemos

Eup(t) < Bup(t =7)

Cy "
< EU'U
<1+Co> ’ (0)

t—r

- <1 f(z?o) " B
(

C 1“(1%0 )
In 4) A1+,
4+C /e To E,,(0), para todo t > Ty,

_r
= e To

_r 1H(&) 1n<1_‘_C—g> . . .
tomando C':=e T "\1*C/ e v = ———-=02 femos o desejado em (3.20), finalizando assim a

prova do principal resultado do capitulo.
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