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Agradeço aos meus familiares, amigos e colegas que direta ou indiretamente contribúıram
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Resumo

Neste trabalho, estudamos a existência, unicidade e estabilidade de soluções para sistemas de

equações de ondas lineares e semilineares com amortecimentos do tipo viscoelásticos. No pri-

meiro problema, consideramos um sistema de equações de ondas acopladas com memória e

provamos a boa colocação e estabilidade geral uniforme da energia. Para tanto, utilizaremos

funcionais de Liapunov para construir uma perturbação adequada da energia. No segundo mo-

delo, consideramos um sistema de Klein-Gordon não linear em um meio não-homogêneo e sujeito

a duas dissipações, uma friccional e outra do tipo Kelvin-Voigt. Neste caso, mostramos que o

problema está bem-posto e que a energia associada ao sistema decai exponencialmente para zero,

para todos os dados iniciais tomados em conjuntos limitados do espaço de fase. Os ingredientes

principais da prova da estabilidade são: um prinćıpio de continuação única e argumentos de

Análise Microlocal.

Palavras-chave Amortecimento com memória. Amortecimento do tipo Kelvin-Voigt. Sistemas

acoplados.



Abstract

In this work, we study the existence, uniqueness and stability of solutions for linear and semi-

linear wave equations systems with viscoelastic damping. In the first problem, we consider a

system of memory-coupled wave equations and prove the well posedness and uniform stability of

the energy. To this end, we use Liapunov functionals to construct a proper perturbed energy. In

the second model, we consider a non-linear Klein-Gordon system in a non-homogeneous medium

and subject to two dissipations, one frictional and the other of Kelvin-Voigt type. In this case,

we show that the problem is well-posed and the energy associated with the system decays expo-

nentially to zero, for all initial data taken in limited sets of phase space. The main ingredients in

the proof of stability are: a Unique Continuation Principle and Microlocal Analysis arguments.

Key-words damping Memory. Kelvin-Voigt damping. Coupled systems.
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1.11 Espaços com Peso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

1.12 Ferramentas Auxiliares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2 Estabilidade geral uniforme para um sistema de ondas com amortecimento
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Introdução

A presente tese é dedicada ao estudo de existência, unicidade e estabilidade de soluções para

dois sistemas de equações de ondas acopladas sujeitos à amortecimentos do tipo viscoelástico.

Vamos apresentar o estado da arte e as devidas contribuições separadamente.

1º Problema: Amortecimento viscoelástico com memória

Consideramos inicialmente o seguinte problema:
utt −∆u+

∫ t

0
µ1(s)∆u(t− s) ds+ α(u− v) = 0 em Ω× R+,

vtt −∆v +

∫ t

0
µ2(s)∆v(t− s) ds+ α(v − u) = 0 em Ω× R+

(1)

onde, Ω é um domı́nio limitado de Rd, as funções µ1, µ2 são os núcleos de memória e α > 0 é o

coeficiente de acoplamento.

O sistema (1) descreve a interação entre o movimento de dois sólidos viscoelásticos lineares. Em

particular, quando α = 0, o sistema (1) pode ser reduzido a uma única equação da onda

utt −∆u+

∫ t

0
µ(s)∆u(t− s) ds = 0 em Ω× R+, (2)

que é um exemplo concreto de uma equação integro-diferencial linear de Volterra [23]. A equação

(2) foi amplamente estudada por diversos autores e grandes contribuições foram obtidas. Devido

a isso, já sabemos que (2) é bem posto no sentido de Hadamard [1, 26, 34, 41, 46, 47, 70, 72]

e que, assumindo algumas condições de dissipação adequadas sobre µ, o funcional de energia,

associado à equação (2), torna-se uma função decrescente e positiva que decai uniformemente,

em geral, na mesma taxa do núcleo µ [24, Proposition 1.1].

A estabilidade das soluções de (2) (sem explicitar a taxa de decaimento) foi considerada pela

primeira vez por Dafermos em seus artigos seminais [26, 27]. Cerca de vinte anos depois, a

estabilidade exponencial foi estudada por vários autores (veja [1, 48, 72], entre outros). Nestes

casos, foi assumido que µ satisfaz a desigualdade diferencial

µ′(s) + κµ(s) ⩽ 0, s ∈ R+,
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para algum κ > 0, ou equivalentemente,

Nκ :=
{
s ∈ R+, µ′(s) + κµ(s) ⩽ 0

}
= R+. (3)

A condição (3) é crucial para mostrar que o funcional de energia decai exponencialmente para

zero, pois permite fazer estimativas integrais de forma a controlar a parte viscoelástica da energia

a partir do termo responsável pela dissipação.

Em 2008, Conti, Gatti e Pata [23] propuseram uma condição mais fraca que (3) e provaram o

decaimento uniforme para o funcional de energia correspondente as soluções de (2). De fato,

assumindo que, dado p ∈ (0,+∞], o núcleo µ satisfaz a seguinte desigualdade integral∫ +∞

t
µ(s) ds ⩽ CΥp(t), t > 0

onde C > 0 é constante e

Υp(t) :=

e−δt(δ > 0), p = +∞,
1

(1+t)p , p < +∞,

os autores provaram que a energia decai exponencialmente (quando p = +∞) e polinomialmente

(quando p < +∞) para zero. A grande dificuldade neste caso é o fato que a igualdade Nκ =

R+ não é garantida para algum κ > 0, exigindo a construção de um funcional adicional na

perturbação da energia. Para outras condições que geram taxas de decaimento exponencial e

polinomial do funcional de energia, veja, por exemplo, [1, 72], entre outros.

Ainda em 2008, outro ponto de vista foi considerado no intuito de gerar taxas arbitrárias que

incluem o caso exponencial e polinomial [18, 19, 44, 49, 50, 59, 60, 64, 65, 67, 68]. Nestes casos,

a seguinte condição é assumida sobre µ:

µ′(s) + γ(s)H(µ(s)) ⩽ 0, s ∈ R+, (4)

para algumas funções γ e H. Em geral, considera-se γ não-crescente e H convexa. Para outros

tipos de hipóteses nesse sentido, veja [2, 83]. Recentemente, utilizando uma estratégia similar

a [23], Conti e Pata [24] enfraqueceram a condição (4) e provaram que o funcional de energia

decai uniformemente para zero. Especificamente, eles supuseram que µ satisfaz a condição:∫ +∞

t
µ(s) ds ⩽ Λ(t), t > 0 (5)

em que Λ é solução da desigualdade diferencial

d

dt
Λ(t) + γ(t)H(Λ(t)) ⩽ 0, q.t.p t > 0. (6)

Aqui, as funções γ e H cumprem as condições supracitadas.

Retornando ao sistema (1), isto é, considerando α > 0, destacamos o trabalho pioneiro de Santos

[79], o qual prova o decaimento exponencial da energia associada, assumindo que o núcleo está

compreendido entre duas funções exponenciais. Com respeito a trabalhos envolvendo sistemas
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do tipo (1) e as condições (3) ou (4), mencionamos os artigos [4, 17, 31, 32, 45, 54, 61, 62, 63, 66,

73, 74, 77, 78, 80, 81, 85]. No entanto, não há trabalhos na literatura que provam o decaimento

geral uniforme da energia para o sistema (1) assumindo que os núcleos µ1 e µ2 satisfazem (5).

Do exposto acima, destacamos nossas contribuições e justificativas como segue:

(i) Provaremos que (1) é bem-posto utilizando a abordagem apresentada em Conti, Gatti e

Pata [23]. Especificamente, provaremos uma correspondência biuńıvoca entre (1) e um

sistema autônomo proveniente de um problema com memória e história infinita.

(ii) Devido ao acoplamento linear, a boa colocação de (1) nos permite usar a abordagem de

semigrupo linear para estudar o decaimento geral uniforme para a energia correspondente,

no sentido da seguinte definição:

Definição 0.1. Seja Θ : [0,+∞) → [0,+∞) uma função decrescente tal que Θ(t) → 0

quando t → +∞. Dizemos que E(t) decai uniformemente à uma taxa Θ, se para todo

t0 > 0, existe uma função positiva Q = Q(E(0)) tal que

E(t) ⩽ Q(t0)Θ(t), t ⩾ t0.

(iii) Neste trabalho optamos por considerar, por simplicidade, H(s) = s em (6) a fim de

obtermos uma taxa de decaimento mais expĺıcita.

2º Problema: Amortecimento viscoelástico do tipo Kelvin-Voigt localizado

O segundo problema considerado neste trabalho é um sistema Klein-Gordon colocado em um

meio não-homogêneo e sujeito a um amortecimento localmente distribúıdo do tipo Kelvin-Voigt,

a saber

ρ(x)utt − div(K(x)∇u) + v2u+ γ1(x)ut − div(a(x)∇ut) = 0 em Ω× R+,

ρ(x)vtt − div(K(x)∇v) + u2v + γ2(x)vt − div(b(x)∇vt) = 0 em Ω× R+,

u = v = 0 sobre ∂Ω× R+,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em Ω,

v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x) em Ω.

(7)

Aqui, Ω ⊂ Rd, d ⩽ 2, é um domı́nio limitado com fronteira regular ∂Ω, ρ : Ω → [0,+∞) e

kij : Ω→ R, 1 ⩽ i, j ⩽ d são funções de classe C∞(Ω) tais que para todo x ∈ Ω e ξ ∈ Rd,

α0 ⩽ ρ(x) ⩽ β0, kij(x) = kji(x), α|ξ|2 ⩽ ξ⊤ ·K(x) · ξ ⩽ β|ξ|2,

em que α0, β0, α, β são constantes positivas e K(x) = (kij(x))i,j é uma matriz simétrica positiva

definida.

O modelo de Kelvin-Voigt pode ser obtido a partir de uma análise f́ısica com respeito as massas

totais dos núcleos de memória (ver [22]). Na terminologia de Dautray e Lions [28], essa é a

passagem da viscoelasticidade com memória longa para a viscoelasticidade com memória curta.
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O sistema de equações de onda semilineares acopladas definido em (7) está sujeito a dois amor-

tecimentos localizados. O primeiro é do tipo viscoelástico e se distribui por uma vizinhança ω

da fronteira de acordo com a Condição Geométrica de Controle. O segundo é um amortecimento

por atrito e consideramos que prejudica a Condição Geométrica de Controle. Mostraremos que

a energia do sistema decai uniforme e exponencialmente a zero para todos os dados iniciais de

energia finita tomados em conjuntos limitados do espaço de fase. Para este propósito, argu-

mentos de análise microlocal refinados são considerados explorando as ideias de Burq e Gérard

[10].

O objetivo principal do Caṕıtulo 3 é provar a existência e unicidade de soluções generalizadas

para o problema (7) e, ainda, que essas soluções decaem exponencial e uniformemente para zero,

isto é, considerando

Eu,v(t) =
1

2

∫
Ω
ρ(x)|u(x, t)|2 + ρ(x)|v(x, t)|2 +∇u(x, t)⊤ ·K(x) · ∇u(x, t) dx

+
1

2

∫
Ω
∇v(x, t)⊤ ·K(x) · ∇v(x, t) + (uv)2(x, t) dx,

existem constantes positivas C, ν, tais que

Eu(t) ⩽ Ce−ν tEu(0), para todo t ⩾ T0,

para toda solução generalizada do problema (7), desde que os dados iniciais {u0, v0, u1, v1}
sejam tomados em conjuntos limitados de H1

0 (Ω) × H1
0 (Ω) × L2(Ω) × L2(Ω). Este resultado é

um resultado de estabilização local. De fato, as constantes C e ν são uniformes em cada bola de

H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)×L2(Ω)×L2(Ω) com raio R > 0 do espaço de fase, mas o resultado não garante

que a taxa de decaimento seja global.

Inspirados [29] e [30] provamos que dado T > T0 existe uma constante positiva C0 = C0(T ) tal

que

Eu,v(0) ⩽ C0

[∫ T

0

∫
Ω
a(x)|∇ut(x, t)|2 + γ1(x)|ut(x, t)|2 dxdt

+

∫ T

0

∫
Ω
b(x)|∇vt(x, t)|2 + γ2(x)|vt(x, t)|2 dxdt

] (8)

desde que os dados iniciais sejam obtidos em conjuntos limitados de H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)×L2(Ω)×
L2(Ω).

Para provar (8) e, portanto, o resultado da estabilidade, argumentamos por contradição e en-

contramos uma sequência de (wn, zn) de soluções generalizadas para o problema (7) tal que

Ewn,zn(0) = 1. A fim de obter uma contradição, precisamos provar que Ewn,zn(0) → 0 quando

n→ +∞.

Explorando as propriedades de K(x), a(x), b(x), γ1(x), γ2(x), devemos provar que∫ T

0

∫
Ω\C1

|wn
t |2 dxdt→ 0 e

∫ T

0

∫
Ω\C2

|znt |2 dxdt→ 0, (9)
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quando n tende a infinito, em que

C1 =
{
x ∈ A : d(x, ∂A) >

ε

2

}
e

C2 =
{
x ∈ B : d(x, ∂B) >

ε

2

}
.

Desejamos propagar a convergência (9) de Ω \C1× (0, T ) e Ω \C2× (0, T ) para todo o conjunto

Ω× (0, T ). Para fazer isso, consideramos as medidas de defeito microlocal µ1 e µ2, associado à

componente cinética de solução da equação de onda linear.

Primeiro, devemos estabelecer a convergência

ρ(x)∂2tw
n
t − div(K(x)∇wn

t )→ 0 em H−2
loc (Ω× (0, T )),

ρ(x)∂2t z
n
t − div(K(x)∇znt )→ 0 em H−2

loc (Ω× (0, T )),

o que é suficiente para garantir que supp(µ1) e supp(µ2) estejam contidos no conjunto carac-

teŕıstico do operador da onda.

No entanto, a última convergência não é suficiente para a propagação, uma vez que precisamos

de uma convergência mais forte, a saber,

ρ(x)∂2tw
n
t − div(K(x)∇wn

t )→ 0 em H−1
loc (Ω× (0, T )),

ρ(x)∂2t z
n
t − div(K(x)∇znt )→ 0 em H−1

loc (Ω× (0, T )),

Os termos problemáticos são precisamente div(a(x)∇wn
t ) e div(b(x)∇znt ) porque

div(a(x)∇wn
t )→ 0 em H−2

loc (Ω× (0, T ))

e

div(b(x)∇znt )→ 0 em H−2
loc (Ω× (0, T )).

Este é o momento preciso em que as dissipações friccionais desempenham um papel fundamental

no colar das fronteiras ∂A e ∂B.

É importante observar que, no Caṕıtulo 3, para evitar certos detalhes técnicos que podem surgir

ao se considerar a propagação até a fronteira, consideramos ω, a região em que o amortecimento

é efetivo, como uma vizinhança da fronteira e satisfazendo a C.G.C. Nessas condições, podemos

usar os resultados de propagação encontrados em [10].

A estabilidade de uma única equação da onda sujeita a um amortecimento Kelvin-Voigt

ρ(x)utt − div(K(x)∇u)− div(a(x)∇ut) = 0, (0, L)× (0,∞),

torna-se suscet́ıvel à continuidade dos materiais, no sentido de que, já foi provado para o caso

unidimensional por Liu e Liu em [52] que se o coeficiente de amortecimento a for descont́ınuo

na interface dos materiais, a energia não decai uniformemente. O mesmo ocorre para sistemas

de ondas unidimensionais acoplados sujeitos a dois amortecimentos do tipo Kelvin-Voigt. Em



6

um cenário de dimensão superior, mesmo com um coeficiente de amortecimento mais regular

e considerando um dado inicial suave, conforme explicado por Liu e Rao [53], há uma perda

de regularidade das soluções, o que torna mais dif́ıcil o uso dos métodos de multiplicadores

usuais. Portanto, o método de multiplicadores precisa ser combinado com outras técnicas para

superar essas dificuldades. O método leva então os autores a impor várias condições técnicas

ao coeficiente de amortecimento. No trabalho de Tebou em [84], tais condições no coeficiente

de amortecimento, bem como as condições na região de controle de feedback são relaxadas.

No entanto, o autor ainda requer uma restrição de desigualdade no gradiente do coeficiente

de amortecimento, que não será exigida em nosso trabalho. Em [75] os autores consideram a

equação ytt−div[∇y(t, x)+a(x)∇yt(t, x)] = 0 no domı́nio Ω ⊂ Rd, a(x) ∈ L1(Ω) e mostram que

a taxa de decaimento logaŕıtmico para energia do sistema sem qualquer suposição geométrica

sobre o subdomı́nio no qual o amortecimento é efetivo.

Existem duas dificuldades principais em relação ao problema (7). Como estamos lidando com

amortecimentos localizados do tipo Kelvin-Voigt, em uma vizinhança da fronteira, os operadores

que definem os amortecimentos são limitados. Além disso, vale ressaltar que a presença dos

coeficientes nos operadores da onda, conforme considerado em nosso trabalho, torna a análise

muito mais apurada em termos dos raios da ótica geométrica. Além disso, não podemos obter

o resultado de estabilização na dimensão d = 3, uma vez que as estimativas de Strichartz

não podem ser aplicadas ao problema (7), porque div(a(x)∇ut) /∈ L1(0, T ;L2(Ω)). Portanto,

trabalhamos apenas em dimensões d ⩽ 2.

A grande vantagem de usar argumentos de análise microlocal refinados é que podemos usar o

fluxo geodésico a nosso favor, a fim de direcionar as geodésicas para que elas entrem na região

onde a dissipação é efetiva. Isso só é posśıvel para certos casos especiais envolvendo a métrica

G = (K/ρ)−1. Os principais ingredientes da prova são: (i) um prinćıpio de continuação única

para sistemas, (ii) a propagação da medida de defeito microlocal pelo fluxo geodésico como

mencionado anteriormente.

O modelo proposto neste trabalho é inspirado em uma equação introduzida por Segal em [82],

dado por utt −∆u+m2
1u+ gv2u = 0 em Ω× R+,

vtt −∆v +m2
2v + hu2v = 0 em Ω× R+,

(10)

que descreve a interação dos campos escalares u, v de massa m1,m2, respectivamente, com

constantes de interação g e h. Este sistema define o movimento da carga de mésons em um

campo eletromagnético. Como o interesse deste trabalho é fazer a análise matemática, não há

perda de generalidade se considerarmos apenas o caso em que m1 = m2 = 0 e g = h = 1.

O problema (10), quando m1 = m2 = 0, e g = h = 1 com condição de fronteira de Dirichlet em

∂Ω, foi estudado por Medeiros e Menzala [56]. Neste artigo, os autores provaram a existência

e unicidade de soluções globais fracas, usando o método de Galerkin, desde que d ⩽ 3. Outras

generalizações também são dadas em [57] e [58] usando o método de Galerkin, onde os autores

consideram as não linearidades da forma |v|ρ+2|u|ρu, |u|ρ+2|v|ρv e algumas hipóteses sobre o

coeficiente ρ, que estão relacionadas à dimensão d do espaço. Relacionado à existência global e
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unicidade de soluções temos também o artigo [3], onde os autores provam a existência de soluções

para um sistema Klein-Gordon com memória e não linearidades semelhante às consideradas em

[57] e [58]. Outra generalização para este sistema pode ser encontrada em [25], onde os autores

consideram um sistema k×k das equações de Klein-Gordon com condições de contorno acústicas.

Em [35] Ferreira deduziu resultados de decaimento para as soluções do sistema de equações não

lineares de Klein-Gordon em R3, mais precisamente, se os dados iniciais são tomados em C∞
0 (R3)

então toda solução do sistema decai uniformemente em x à taxa O(t−
3
2 ) quando |t| → ∞, e é

assintótico para uma solução livre em t = +∞ ou t = −∞. Para obter esses resultados, os

autores usam técnicas desenvolvidas por Morawetz e Strauss.

Gostaŕıamos também de citar os artigos [36] e [37]. Nesses artigos, a estabilidade exponen-

cial para o sistema (10) é estabelecida, sob a suposição de dois termos de amortecimento de

fricção a(x)ut e b(x)vt em vez de amortecimentos Kelvin-Voigt, conforme considerado no pre-

sente trabalho, onde a prova também funciona para qualquer combinação de amortecedores do

tipo friccional ou Kelvin-Voigt. Além disso, em [36] e [37] o problema é considerado em um meio

homogêneo que é mais fácil de ser analisado, uma vez que as bicaracteŕısticas são retas. Notamos

também que em [36] e [37] o autor menciona o trabalho pioneiro de Ruiz [76], que garante a pro-

priedade de continuação única para uma única equação com potencial V (t, x) ∈ L∞(0, T ;Ln(Ω))

e a métrica euclidiana G(x) = Id, e assume, sem demonstração, que o resultado é válido para

sistemas acoplados. Finalmente, em [36] e [37], devido ao tipo de dissipação utilizada, é posśıvel

obter a existência de soluções regulares e consequentemente a utilização de multiplicadores ra-

diais para comprovar a estabilidade exponencial, o que não pode ser feito definitivamente no

contexto deste trabalho. No artigo [20], os autores consideram um sistema Klein-Gordon ge-

neralizado que consiste em duas equações de evolução semilineares acopladas do tipo misto

hiperbólico-parabólico degenerado. E ainda, são assumidos amortecimentos na fronteira, bem

como, são provados a existência global e a taxa de decaimento assintótico.

Em [38], os autores têm estudado propriedades de decaimento de soluções do problema (10).

Eles mostram que, na norma L∞(R3) as soluções decaem na ordem O(t−
3
2 ) quando t → +∞

desde que os dados iniciais sejam suficientemente pequenos. Depois disso, o autor prova que

as soluções do sistema decaem na norma local quando t → +∞. Até onde sabemos, este foi o

primeiro trabalho a abordar a existência e unicidade de soluções para este sistema por meio da

teoria dos semigrupos.

Por fim, destamos [16] em se apresenta um sistema de Klein-Gordon colocado em um meio não-

homogêneo e sujeito a um amortecimento localmente distribúıdo do tipo friccional. Para obter

o resultado principal, os autores provam um Prinćıpio de Continuação Única para sistemas.

Esta tese está organizada da seguinte forma: O Caṕıtulo 1 consiste da apresentação de resultados

auxiliares, fundamentais para uma boa compreensão dos demais caṕıtulos. No Caṕıtulo 2,

verificamos a existência, unicidade e decaimento geral do sistema (1), os resultados aqui obtidos

estão sendo compilados para publicação. No Caṕıtulo 3, mostramos a existência e unicidade de

soluções e o decaimento exponencial da energia para o problema (7), resultados publicados no

artigo [13].



Caṕıtulo 1

Resultados Auxiliares

O objetivo deste caṕıtulo preliminar é apresentar uma coletânea de conceitos e resultados fun-

damentais para a compreensão dos demais caṕıtulos desta tese.

1.1 Distribuições e Espaços Funcionais

Sejam x = (x1, x2, ..., xd) pontos do Rd e α = (α1, α2..., αd) d−uplas de números inteiros não-

negativos. Considerando |α| = α1 + α2... + αd e α! = α1!α2!...αd!, denotaremos o operador

derivação em Rd por

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ∂xα2

2 ...∂xαd
d

.

Seja Ω um aberto do Rd e φ : Ω→ R. Definimos o suporte da função φ em Ω, e denotamos por

supp(φ), o fecho em Ω do conjunto {x ∈ Ω;φ(x) ̸= 0}. Quando supp(φ) é compacto, dizemos

que φ tem suporte compacto em Ω. Denotaremos por C∞
0 (Ω) o conjunto das funções φ : Ω→ R

que são infinitamente diferenciáveis em Ω e que possuem suporte compacto.

O espaço das funções testes de Ω, D(Ω), é o espaço C∞
0 (Ω) munido da seguinte noção de

convergência: Dada uma sequência (φν)ν∈N de funções de C∞
0 (Ω) e φ ∈ C∞

0 (Ω) dizemos que

φν → φ em D(Ω) (1.1)

se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de Ω tal que

(i) supp(φν) ⊂ K,∀ν e supp(φ) ⊂ K;

(ii) Dαφν → Dαφ uniformemente sobre K,∀α ∈ Nd.

Uma distribuição sobre Ω é uma forma linear sobre D(Ω) que é cont́ınua no sentido da con-

vergência dada em (1.1). Chamaremos por D′(Ω) o espaço vetorial das distribuições sobre

Ω. Diremos que (Tν)ν∈N, uma sequência de elementos de D′(Ω), converge para T ∈ D′(Ω), e

escreveremos

Tν → T em D′(Ω),

quando

⟨Tν , φ⟩ → ⟨T, φ⟩ , ∀φ ∈ D(Ω).

Dada uma distribuição T sobre Ω e α ∈ Nd, a derivada distribucional de ordem α da distribuição
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T , denotada por DαT , é dada por

⟨DαT, φ⟩ = (−1)|α| ⟨T,Dαφ⟩ , ∀φ ∈ D(Ω).

Com essa definição, uma distribuição T ∈ D′(Ω) possui derivada distribucional de todas as

ordens, DαT ∈ D′(Ω) e além disso, a aplicação

Dα : D′(Ω) → D′(Ω)

T 7→ DαT

é linear e cont́ınua.

1.2 Espaços Lp(Ω)

Sejam Ω um subconjunto do Rd e p um número real tal que 1 ⩽ p < +∞. Denotaremos por

Lp(Ω) o espaço vetorial das (classes de) funções mensuráveis u, definidas em Ω tais que |u|p é

Lebesgue integrável sobre Ω.

O espaço Lp(Ω) munido da norma

||u||Lp(Ω) =

(∫
Ω
|u(x)|pdx

) 1
p

é um espaço de Banach.

Se define por L∞(Ω) o conjunto das funções u : Ω → R tais que u é mensurável e existe uma

constante C tal que |u(x)| ⩽ C para quase todo x ∈ Ω. Uma norma em L∞(Ω) é dada por

||u||L∞(Ω) = inf{C; |u(x)| ⩽ C q.s. em Ω},

a qual o torna um espaço de Banach.

Em particular, L2(Ω), com o produto interno

(u, v) =

∫
Ω
u(x) v(x) dx

e a norma ∥u∥2 = (u, u), é um espaço de Hilbert.

Seja 1 ⩽ p ⩽ +∞. Diz-se que p′ é o ı́ndice conjugado de p se
1

p
+

1

p′
= 1.

Proposição 1.1 (Desigualdade de Young). Se a e b são números reais não-negativos então

ab ⩽
aq

q
+
bp

p

sempre que 1 < p, q < +∞ e
1

q
+

1

p
= 1.
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A desigualdade de Young também pode tomar a seguinte forma

ab ⩽ εaq + C(ε)bp.

Referência: Ver [33, Appendix B.2.c e B.2.d, p. 622].

Proposição 1.2 (Desigualdade de Hölder). Sejam u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lp′(Ω), com 1 ⩽ p ⩽ +∞.

Então uv ∈ L1(Ω) e ∫
Ω
|uv| ⩽ ||u||Lp(Ω)||v||Lp′ (Ω).

Referência: Ver [33, Appendix B.2.e, p. 622].

Proposição 1.3 (Desigualdade de Hölder generalizada). Sejam f1, f2, ..., fk funções tais que

fi ∈ Lpi(Ω), 1 ⩽ i ⩽ k, onde 1
p = 1

p1
+ 1

p2
+ ...+ 1

pk
⩽ 1. Então o produto f = f1f2...fk ∈ Lp(Ω) e

∥f∥Lp(Ω) ⩽ ∥f1∥Lp1(Ω)∥f2∥Lp2(Ω)...∥fk∥Lpk(Ω).

Referência: Ver [33, Appendix B.2.g, p. 623].

Teorema 1.4 (Convergência Dominada de Lebesgue). Se uma sequência (fk)k∈N de funções

integráveis a Lebesgue num conjunto Ω converge quase sempre em Ω para um função f, e se

|fk| ⩽ ψ, quase sempre em Ω, ∀k ∈ N, para um certa função ψ ∈ L1(Ω), então a integral∫
Ω
f dx existe e ∫

Ω
fdx = lim

k→+∞

∫
Ω
fk dx.

Referência: Ver [39, Theorem 2.24, p. 54].

1.3 Espaços de Sobolev

Sejam Ω um aberto do Rd, 1 ⩽ p ⩽ +∞ e m ⩾ 1. O espaço de Sobolev Wm,p(Ω) é o espaço

vetorial de todas as funções de Lp(Ω) tais que Dαu ∈ Lp(Ω), para todo α ⩽ m. Simbolicamente,

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω); Dαu ∈ Lp(Ω), ∀ |α| ⩽ m} .

Uma norma em Wm,p(Ω) é dada por

||u||pWm,p(Ω) =
∑

|α|⩽m

∫
Ω
|Dαu(x)|p dx, se 1 ⩽ p < +∞,
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e

||u||pWm,∞(Ω) =
∑

|α|⩽m

sup
x∈Ω

ess |Dαu(x)|p dx, se p = +∞,

a qual o torna um espaço de Banach. No caso p = 2, escreve-seWm,2(Ω) = Hm(Ω) e, munindo-o

com o produto interno

(u, v)Hm(Ω) =
∑

|α|⩽m

∫
Ω
Dαu(x)Dαv(x) dx,

temos um espaço de Hilbert.

Define-se o espaço Wm,p
0 (Ω) como sendo fecho de C∞

0 (Ω) em Wm,p(Ω), ou seja,

C∞
0 (Ω)

Wm,p(Ω)
=Wm,p

0 (Ω).

Quando Ω é limitado em alguma direção xi de Rd e 1 ⩽ p < +∞, então a norma em Wm,p
0 (Ω),

dada por

||u||pm,p =
∑

|α|=m

∫
Ω
|Dαu(x)|p dx,

é equivalente a norma induzida por Wm,p(Ω).

Representa-se por W−m,p′(Ω) o dual topológico de Wm,p
0 (Ω), onde 1 ⩽ p < +∞ e p′ é o ı́ndice

conjugado de p. Por H−m(Ω) denota-se o dual topológico de Hm
0 (Ω).

Observação 1.5. Podemos reescrever a norma e o produto interno do espaço H1(Ω) da seguinte

maneira:

∥u∥21,2 = ∥u∥2 + ∥∇u∥2, (u, v)H1(Ω) = (u, v) + (∇u,∇v), ∀u, v ∈ H1(Ω),

onde

∥∇u∥2 =
N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥2 , (∇u,∇v) =

N∑
i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)
.

Teorema 1.6 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos que Ω seja um aberto limitado do Rd,

então, existe uma constante CP = CP (med (Ω)) tal que

CP ∥u∥ ⩽ ∥∇u∥, ∀u ∈ H1
0 (Ω).

Referência: Ver [12, Proposição 6.22, p. 441]

Teorema 1.7. Sejam Ω um conjunto aberto do Rd, de classe Cm, com fronteira limitada e m

um inteiro tal que m ⩾ 1, e 1 ⩽ p < +∞. Então temos as seguintes imersões cont́ınuas:

(i) se
1

p
− m

d
> 0 então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), onde 1

q = 1
p − m

d ;

(ii) se
1

p
− m

d
= 0 então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀ q ∈ [p,+∞[;
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(iii) se
1

p
− m

d
< 0 então Wm,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

Referência: Ver [11, Teorema 1, p. 208].

Teorema 1.8 (Teorema de Rellich-Kondrachov). Seja Ω um aberto limitado bem regular do Rd,

para d ≥ 2. Então as seguintes imersões são compactas:

(i) se p < d então W 1,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), ∀ 1 ⩽ q < dp

d−p ;

(ii) se p = d então W 1,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), ∀ q ∈ [1,+∞[;

(iii) se p > d então W 1,p(Ω)
c
↪→ C0(Ω).

Referência: Ver [11, Teorema 3, p. 209].

1.4 Traço de uma função de Hm(Ω)

Se u ∈ C(Ω), podemos obter os valores de u sobre a fronteira Γ de Ω, basta para isto tomar a

restrição u|Γ . Entretanto, se u ∈ Hm(Ω), como a medida n-dimensional de Γ é zero, não tem

sentido, a priori, falar dos valores de u em Γ. O objetivo da teoria de traço é dar um significado

para u|Γ .

Conforme explicitado em [11], existe uma única aplicação

γ : Hm(Ω) −→
m−1∏
j=0

Hm−j−1/2(Γ)u 7−→ {γ0u, γ1u, . . . , γm−1u},

denominada aplicação traço, que é linear, cont́ınua, sobrejetiva, com núcleo Hm
0 (Ω), verificando

γu =

(
u|Γ ,

∂u

∂ν
|Γ , . . . ,

∂m−1u

∂m−1
ν

|Γ
)
, ∀u ∈ D(Ω),

e admitindo uma inversa à direita γ−1 linear e cont́ınua, isto é, existe uma aplicação linear

γ−1 :
m−1∏
j=0

Hm−1
j=0 H

m−j−1/2(Γ)→ Hm(Ω),

que é cont́ınua e satisfaz

γ(γ−1ξ) = ξ, ∀ ξ ∈
m−1∏
j=0

Hm−j−1/2(Γ).

Tomando, em particular, m = 1, temos a aplicação
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γ0 : H
1(Ω)→ H1/2(Γ)

u 7→ γ0u = u|Γ ,

que é denominada aplicação traço de ordem zero.

Consideremos H1(Ω) = {u ∈ H1(Ω) ; ∆u ∈ L2(Ω)} munido do produto interno

(u, v)H1(Ω) = (u, v)H1(Ω) + (∆u,∆v)L2(Ω),

o que o faz um espaço de Hilbert.

A aplicação

γ1 : D(Ω)→ H−1/2(Γ)

u 7→ γ1u =
∂u

∂ν
|Γ

prolonga-se, por continuidade, a uma única aplicação linear e cont́ınua γ1 : H
1(Ω)→ H−1/2(Γ),

posto que D(Ω) é denso em H1(Ω).

Proposição 1.9. A aplicação traço γ0 : H
1(Ω)→ H1/2(Γ) é sobrejetiva e, além disso, Ker(γ0) =

H1
0 (Ω).

Referência: Ver [11, Teorema 2, p. 336].

1.5 Topologias Fracas, Espaços Reflexivos e Separáveis

Nesta seção temos algumas propriedades das topologias fraca e fraca ∗, assim como resultados

de convergência nestas topologias envolvendo a reflexividade e a separabilidade dos espaços.

Considerando X um espaço de Banach, a topologia fraca σ(X,X ′) sobre X é a topologia menos

fina sobre X que torna cont́ınuas todas as aplicações f ∈ X ′.

Seja (xn)n∈N uma sequência convergente para x na topologia fraca σ(X,X ′). Quando não houver

possibilidade de confusão diremos apenas que (xn) converge fraco para x esse fato denotaremos

por

xn ⇀ x em X.

Proposição 1.10. Seja (xn)n∈N uma sequência em X, então:

(i) xn ⇀ x em X se, e somente se, ⟨f, xn⟩ → ⟨f, x⟩ , ∀ f ∈ X ′;

(ii) Se xn → x em X, então xn ⇀ x em X;

(iii) Se xn ⇀ x em X, então ||x||X é limitada e ||x||X ⩽ lim inf ||xn||X ;
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(iv) Se xn ⇀ x em X e fn → f em X ′, então ⟨fn, xn⟩ → ⟨f, x⟩.

Referência: Ver [12, Proposição 3.12, p. 112].

Sejam X um espaço de Banach e x ∈ X fixo. Considere a aplicação

Jx : X ′ −→ R
f 7→ ⟨Jx, f⟩ = ⟨f, x⟩ ,

que é linear e cont́ınua e portanto Jx ∈ X ′′, ∀x ∈ X. Deste modo, definamos a aplicação

J : X → X ′′ tal que J(x) = Jx, a qual é chamada de injeção canônica de X em X ′′.

A topologia fraca ∗, ou σ(X ′, X), é a topologia menos fina sobre X ′ que faz cont́ınuas todas as

aplicações Jx.

Seja (fn)n∈N uma sequência convergente para f na topologia fraca ∗ σ(X,X ′). Com vistas a

simplificação das notações escreveremos apenas que (fn)n∈N converge fraco ∗ para f , ou simbo-

licamente

fn
∗
⇀ f em X ′,

quando não houver possibilidade de confusão.

Proposição 1.11. Seja (fn)n∈N uma sequência em X ′, então:

(i) fn
∗
⇀ f em X ′ se, e somente se, ⟨fn, x⟩ → ⟨f, x⟩ , ∀x ∈ X;

(ii) Se fn → f forte, então fn ⇀ f em σ(X ′, X ′′);

(iii) Se fn ⇀ f em σ(X ′, X ′′), então fn
∗
⇀ f em X ′;

(iv) Se fn
∗
⇀ f em X ′, então ||fn||X′ é limitada e ||f ||X′ ⩽ lim inf ||fn||X′;

(v) Se fn
∗
⇀ f em X ′ e xn → x em X, então ⟨fn, xn⟩ → ⟨f, x⟩.

Referência: Ver [12, Proposição 3.30, p. 123].

Dizemos que um espaço de Banach é reflexivo quando a injeção canônica J : X → X ′′ é

sobrejetora. Um espaço métrico X é dito separável quando existe um subconjunto M ⊂ X

enumerável e denso em X.

Teorema 1.12. Seja X um espaço de Banach tal que X ′ é separável. Então X é separável.

Referência: Ver [12, Teorema 3.53, p. 145].

Teorema 1.13. Seja X um espaço de Banach separável e seja (fn)n∈N uma sequência

limitada em X ′. Então existe uma subsequência (fnk
)k∈N que converge na topologia fraca ∗

(σ(X ′, X)).
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Referência: Ver [12, Corolário 3.61, p. 152].

Teorema 1.14. Seja X um espaço de Banach reflexivo e seja (xn)n∈N um sequência limitada

em X. Então existe uma subsequência (xnk
)k∈N que converge na topologia fraca (σ(X,X ′)).

Referência: Ver [12, Proposição 3.63, p. 153].

1.6 Espaços Funcionais a Valores Vetoriais

Nesta seção iremos determinar espaços envolvendo as variáveis temporal e espacial, os quais são

necessários para dar sentido a problemas de evolução.

Para t ∈ (0, T ) fixo, interpretamos a função x 7→ u(x, t) como um elemento do espaço X.

Denotaremos este elemento como u(t) ∈ X com valores no espaço X.

Sejam X um espaço de Banach e T > 0.

O espaço Lp(0, T ;X), 1 ⩽ p < +∞, consiste das funções (classes) mensuráveis sobre [0, T ] com

imagem em X, ou seja, as funções u : (0, T )→ X tais que

∥u∥Lp(0,T ;X) :=

(∫ T

0
∥u(t)∥pX dt

) 1
p

< +∞.

O espaço L∞(0, T ;X) consiste das funções (classes) mensuráveis sobre [a, b] com imagem em X,

isto é, as funções u : (0, T )→ X limitadas quase sempre em (0, T ). A norma neste espaço é dada

por

∥u∥L∞(0,T ;X) := sup ess ∥u(t)∥X .

O espaço Cm(0, T ;X),m = 0, 1, · · · , consiste de todas as funções cont́ınuas u : [0, T ] → X que

possuem derivadas cont́ınuas até a ordem m sobre [0, T ]. A norma, neste caso, é dada por

∥u∥ :=
m∑
i=0

max
t∈[0,T ]

∣∣∣u(i)(t)∣∣∣ .
Proposição 1.15. Sejam m = 0, 1, · · · , 1 ⩽ p < +∞, X e Y espaços de Banach.

(a) Cm([0, T ];X) é um espaço de Banach sobre K.

(b) Lp(0, T ;X), 1 ⩽ p < +∞ e L∞(0, T ;X) são espaços de Banach sobre K.

(c) C([0, T ];X) é denso Lp(0, T ;X) e a imersão C([0, T ];X) ↪→ Lp(0, T ;X) é cont́ınua.

(d) Se X é um espaço de Hilbert com produto interno (., .)X então L2(0, T ;X) é também um

espaço de Hilbert com produto interno

(u, v)L2(0,T ;X) :=

∫
Ω
(u(t), v(t))Xdt.
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(e) Lp(0, T ;X) é separável se X for separável e 1 ⩽ p < +∞.

(f) O espaço Lp(0, T ;X) é reflexivo se 1 < p < +∞.

(g) Se X ↪→ Y, então Lr(0, T ;X) ↪→ Lq(0, T ;Y ), 1 ⩽ q ⩽ r ⩽ +∞.

Referência: Ver [87, Proposition 23.2, p. 407].

Proposição 1.16. Seja X um espaço de Banach. Para todo u ∈ L1(0, T ;X) vale∥∥∥∥∫ T

0
u(t) dt

∥∥∥∥
X

⩽
∫ T

0
∥u(t)∥X dt

Referência: Ver [86, Corollary 1, p. 133-134].

O espaço dual de Lp(0, T ;X). Consideremos Y = Lp(0, T ;X). Temos a seguinte relação de

dualidade Y ′ = Lq(0, T ;X ′), com 1
p + 1

q = 1, devido ao seguinte teorema:

Teorema 1.17. Seja X um espaço de Banach reflexivo e separável, 1 < p, q < +∞, 1
p +

1
q = 1

e 0 ⩽ T < +∞. Então temos que:

• Se u ∈ Lp(0, T ;X), então〈
v,

∫ T

0
u(t) dt

〉
=

∫ T

0
⟨v, u(t)⟩ dt, ∀ v ∈ X ′.

• Se u ∈ Lp (0, T ;X ′), então〈∫ T

0
u(t) dt, v

〉
=

∫ T

0
⟨u(t), v⟩ dt, ∀ v ∈ X.

Referência: Ver[87, Proposition 23.9, p. 412].

Seja X um espaço de Banach. Denotaremos por D(0, T ;X) o espaço localmente convexo e

completo das funções vetoriais φ : (0, T )→ X infinitamente diferenciáveis com suporte compacto

em (0, T ). Dizemos que uma sequência (φν)ν∈N é tal que

φν −→ φ em D(0, T ;X)

se:

(i) Existe um compacto K de (0, T ) tal que supp(φν) e supp(φ) estão contidos em K, para

todo ν;

(ii) Para cada k ∈ N,
dk

dtk
φν(t)→

dk

dtk
φ em X, uniformemente em t ∈ (0, T ).
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O espaço das aplicações lineares cont́ınuas de D(0, T ) = D(0, T ;R) em X será denotado por

D′(0, T ;X), ou seja, S ∈ D′(0, T ;X) se S : D(0, T ) → X é linear e se θν → θ em D(0, T )

implicar que ⟨S, θν⟩ → ⟨S, θ⟩ em X. Diremos que

Sν −→ S em D′(0, T ;X)

se

⟨Sν , θ⟩ → ⟨S, θ⟩ em ,∀ θ ∈ D(0, T ).

O espaço D(0, T ;X) munido da convergência acima é denominado espaço das distruibuições

vetoriais de (0, T ) com valores em X.

Denotaremos por H1
0 (0, T ;X) o espaço de Hilbert

H1
0 (0, T ;X) := {v ∈ L2(0, T ;X); v′ ∈ L2(0, T ;X); v(0) = v(T ) = 0}

munido com o produto interno

(w, v)H1
0 (0,T ;X) =

∫ T

0
(w(t), v(t))X dt+

∫ T

0
(w′(t), v′(t))X dt.

Identificando L2(0, T ;X) com o seu dual [L2(0, T ;X)]′, via Teorema de Riez, obtemos

D(0, T ;X) ↪→ H1
0 (0, T ;X) ↪→ L2(0, T ;X) ↪→ H−1(0, T ;X) ↪→ D′(0, T ;X),

onde H−1(0, T ;X) = [H1
0 (0, T ;X)]′.

Lema 1.18 (Compacidade Sequencial Fraco-Estrela). Seja X um espaço de Banach reflexivo

e separável. Então, toda sequência limitada (vk)k∈N em L∞(0, T ;X∗) admite uma subsequência

satisfazendo

vk
∗
⇀ v em L∞(0, T ;X∗), quando k → +∞,

isto é, para todo u ∈ L1(0, T ;X), temos∫ T

0
⟨vk(t), u(t)⟩X∗,X dt −→

∫ T

0
⟨v(t), u(t)⟩X∗,X dt, quando k → +∞.

Referência: Ver [87, Problem 23.12e, p. 449].

1.7 Resultados Complementares

Teorema 1.19 (Fórmulas de Green).

1. Se γ ∈ H2(Ω), então∫
Ω
∇γ · ∇udx = −

∫
Ω
u∆γdx+

∫
Γ

∂γ

∂ν
uds, ∀u ∈ H1(Ω).
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2. Se u, γ ∈ H2(Ω), então ∫
Ω
u∆γ − γ∆udx =

∫
∂Ω
u
∂γ

∂ν
− γ ∂u

∂ν
ds.

Referência: Ver [7, pg. 316].

Teorema 1.20 (Regularidade Eĺıptica). Sejam m um inteiro não-negativo e

Lu = −
d∑

i,j=1

(
aij(x)uxi

)
xj

+

n∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u

em que

aij , bi, c ∈ Cm+1(Ω) (i, j = 1, . . . , n).

Supondo f ∈ Hm(Ω) e u ∈ H1
0 (Ω) uma solução fraca do problema de valor de contorno{

Lu = f, em Ω

u = 0, sobre ∂Ω

para ∂Ω de classe Cm+2, então

u ∈ Hm+2(Ω).

Referência: Ver [33, Theorem 5, p. 323].

Teorema 1.21 (Teorema da Divergência - adaptado). Seja u ∈ H1
0 (Ω) tal que

div(K(x)∇u(x)) ∈ L2(Ω),

em que K(x) é uma matriz d × d com entradas kij : Ω → R, 1 ⩽ i, j ⩽ d, funções de classe

C∞(Ω). Considere também v ∈ H1
0 (Ω). Então,∫

Ω
div(K(x)∇u(x)) · v(x) dx = −

∫
Ω
(∇u(x))⊤ ·K(x) · ∇v(x) dx.

Demonstração. Observe que

∫
Ω

∂

∂xi

 n∑
j=1

kij(x)
∂u

∂xj
(x)

 · v(x) dx =

∫
Ω

∂

∂xi

 n∑
j=1

kij(x)
∂u

∂xj
(x) · v(x)

 dx
−
∫
Ω

 n∑
j=1

kij(x)
∂u

∂xj
(x)

 ∂v

∂xi
(x) dx.

Donde segue que∫
Ω
div(K(x)∇u(x)) · v(x) dx =

∫
Ω
div [v(x) ·K(x) · ∇u(x)] dx

−
∫
Ω
(∇u(x))⊤ ·K(x) · ∇v(x) dx.
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Como v = 0 em ∂Ω, segue do Teorema da Divergência que∫
Ω
div [v(x) ·K(x) · ∇u(x)] dx =

∫
∂Ω

[v(x) ·K(x) · ∇u(x)] · v(x) dx = 0.

Logo, ∫
Ω
div(K(x)∇u(x)) · v(x) dx = −

∫
Ω
(∇u(x))⊤ ·K(x) · ∇v(x) dx.

Teorema 1.22 (Teorema da Compacidade de Aubin-Lions-Simon). Sejam B0 ⊂ B1 ⊂ B2 três

espaços de Banach. Assuma que a imersão de B1 em B2 é cont́ınua e que a imersão de B0 em

B1 é compacta. Sejam p, r tais que 1 ⩽ p, r ⩽ +∞. Para cada T > 0, definimos

Ep,r = {v ∈ Lp(0, T ;B0), vt ∈ Lr(0, T ;B2)} .

i) Se p < +∞, a imersão de Ep,r em Lp(0, T ;B1) é compacta.

ii) Se p = +∞ e se r > 1, a imersão de Ep,r em C([0, T ], B1) é compacta.

Referência: Ver [8, Theorem II.5.16, p. 102].

Teorema 1.23 (Lema de Lions). Seja {uµ}µ∈N uma sequência de funções pertencentes a Lq(Q)

com 1 < q < +∞. Se

(i) uµ → u quase sempre em Q;

(ii) ∥uµ∥Lq(Q) ⩽ C, ∀µ ∈ N;

então uµ ⇀ u em Lq(Q).

Referência: Ver [51, Lemme 1.3, p. 12].

Teorema 1.24 (Teorema de Representação de Riesz-Fréchet). Seja X um espaço de Hilbert.

Dada φ ∈ X ′, existe f ∈ X único tal que

⟨φ, u⟩ = (f, u) , ∀u ∈ X.

Além disso,

||f ||X = ||φ||X′ .

Referência: Ver [7, Theorem 5.5, p. 135].
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Definição 1.25. Seja X um espaço de Hilbert. Se diz que uma forma bilinear a(·, ·) : X×X → R
é

(i) cont́ınua se existe uma constante C tal que

|a(u, v)| ⩽ C|u||v|, ∀u, v ∈ X e

(ii) coerciva se existe uma constante α > 0 tal que

a(v, v) ⩾ α|v|2, ∀ v ∈ X.

Teorema 1.26 (Lax-Milgram). Seja a(·, ·) : X × X → R uma forma bilinear, cont́ınua e

coerciva. Então para toda φ ∈ X ′, existe um único u ∈ X tal que

a(u, v) = ⟨φ, v⟩ , ∀ v ∈ X.

Além disso, se a é simétrica, então u se caracteriza pela propriedade

u ∈ X e
1

2
a(u, v)− ⟨φ, v⟩ = min

v∈X

{
1

2
a(v, v)− ⟨φ, v⟩

}
.

Referência: Ver [12, Corolário 4.15, p. 181].

1.8 Operadores definidos por terna

Consideremos V e H dois espaços de Hilbert complexos, tais que V
c
↪→ H e V é denso em H.

Seja também a(u, v) uma forma bilinear, hermitiana e cont́ınua em V × V, tal que existem α0 e

α em R, com α > 0, satisfazendo a condição de coercividade

Re[a(v, v)] + α0(v, v)H ⩾ α∥v∥2V ,∀ v ∈ V.

Consideremos

D(A) = {u ∈ V ; a forma linear v 7→ a(u, v) é cont́ınua},

onde V está munido com a topologia de H.

Pelo teorema de Riesz, para cada u ∈ D(A) existe um único Au ∈ H, tal que a(u, v) =

(Au, v)H , ∀ v ∈ V. Note que, desta forma definimos um operador A com domı́nio

D(A) = {u ∈ V ;∃f ∈ H tal que a(u, v) = (f, v)H , ∀ v ∈ V } e Au = f.

Portanto, temos que D(A) é um subespaço linear de H e A : D(A) ⊂ V −→ H é um operador

de H. Assim, diremos que A é definido pela terna {V,H, a(u, v)}.
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Proposição 1.27 (Teorema Espectral). Nas condições acima, obtemos:

(i) A é auto-adjunto e existe um sistema ortonormal completo (wν)ν∈N de H constitúıdo de

vetores próprios de A.

(ii) Se (λν)ν∈N são os valores próprios de A correspondentes aos (wν)ν∈N, então

0 < λ1 ⩽ λ2 ⩽ . . . ⩽ λν ⩽ . . . , e λν −→ +∞.

(iii) O domı́nio de A é dado por:

D(A) =

{
u ∈ H;

+∞∑
ν=1

λ2ν |(u, ων)H |2 < +∞
}
.

(iv) Au =
∑+∞

ν=1 λν(u, ων)Hων , ∀u ∈ D(A).

Referência: Ver [12, Teorema 5.146, p. 368].

1.8.1 O operador −∆

Seja −∆ o operador definido pela terna {H1
0 (Ω), L

2(Ω), a(u, v)}, onde

a(u, v) =

∫
Ω
∇u∇v dx, u, v ∈ H1

0 (Ω),

e

D(−∆) = H1
0 (Ω) ∩H2(Ω).

O teorema espectral para operadores auto-adjuntos garante a existência de um sistema (ων) de

L2(Ω) ortonormal completo constitúıdo pelas autofunções do operador−∆, soluções do problema

de Dirichlet: −∆ωm = λmωm,

ωm|Γ = 0.

Se (λν)ν∈N são os correspondentes autovalores de −∆, então

0 < λ1 ⩽ λ2 ⩽ . . . ⩽ λm < . . . e λm → +∞ quando m→ +∞.

Além disso, segue que:

•
(
ωm√
λm

)
é um sistema ortonormal completo em H1

0 (Ω);

•
(
ωm

λm

)
é um sistema ortonormal completo em H1

0 (Ω) ∩H2(Ω).
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Este operador é densamente definido, injetivo e auto-adjunto. Além disso, pode ser isometri-

camente estendido para −∆̃ : H1
0 (Ω) → H−1(Ω), onde H−1(Ω) é o dual topológico de H1

0 (Ω).

Esta extensão é definida por

⟨−∆̃y, z⟩H−1(Ω),H1
0 (Ω) = (∇y,∇z)L2(Ω); ∀ y, z ∈ H1

0 (Ω).

A partir de agora, por simplicidade, denotaremos −∆̃ por −∆. Observe que −∆ é um opera-

dor positivo, de modo que podemos definir suas potências fracionárias. De acordo com Lions-

Magenes ([55], (2.7) e (9.1)), temos

D(−∆1/2) = H1
0 (Ω) e D(−∆1/4) = H

1
2 (Ω).

Pela teoria espectral, segue que

D(−∆) ↪→ D((−∆)3/4) ↪→ D((−∆)1/2) = H1
0 (Ω) ↪→ D((−∆)1/4) = H

1
2 (Ω) ↪→ L2(Ω).

1.9 Resultados Utilizados de Semigrupos

Definição 1.28. Seja X um espaço de Banach. Um operador F : X → X é um operador

globalmente Lipschitz quando existe uma constante L > 0 tal que para todo x, y ∈ X, temos

∥F (x)− F (y)∥X ⩽ L∥x− y∥X .

Teorema 1.29. Seja X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X → X um operador dissipativo,

densamente definido e tal que Im(I − A) = X. Se F : X → X é um operador globalmente

Lipschitz, então, para qualquer u0 ∈ X, o problema
dU

dt
= AU + F (U)

U(0) = U0

admite uma única solução generalizada local U ∈ C([0,+∞), X), tal que

U(t) = S(t)U0 +

∫ t

0
S(t− τ)F (U(τ)) dτ.

Além disso, se X é um espaço de Banach reflexivo e U0 ∈ D(A), então a solução generalizada

U é clássica.

Referência: Ver [88, Theorem 2.5.1 e Corollary 2.5.2, p. 46-49].

Definição 1.30. Seja X um espaço de Banach. Um operador F : X → X é um operador

localmente Lipschitz quando, para toda constante L > 0, existe uma constante ML > 0 tal que
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se ∥x∥X ⩽ L, ∥y∥X ⩽ L, então

∥F (x)− F (y)∥X ⩽ML∥x− y∥X .

Teorema 1.31. Seja X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X → X um operador dissipativo,

densamente definido e tal que Im(I − A) = X. Se F : X → X é um operador localmente

Lipschitz, então, para qualquer U0 ∈ X, existe uma constante positiva T > 0, tal que o problema
dU

dt
= AU + F (U)

U(0) = U0

admite, em [0, T ], uma única solução generalizada local u ∈ C([0, T ], X), tal que

U(t) = S(t)U0 +

∫ t

0
S(t− τ)F (U(τ)) dτ, ∀ t ∈ [0, T ].

Além disso, se X é um espaço de Banach reflexivo e U0 ∈ D(A), então a solução generalizada

U é clássica.

Referência: Ver [88, Theorem 2.5.4, p. 53].

Teorema 1.32. Sob as mesmas hipóteses do Teorema 1.31, a solução U pode ser estendida para

uma solução generalizada maximal em [0, Tmax) tal que:

(i) Tmax = +∞, isto é, o problema admite uma solução global;

ou

(ii) Tmax < +∞ e

lim
t→T−

max

∥U(t)∥ = +∞,

isto é, a solução explode em um tempo finito Tmax.

Referência: Ver [88, Theorem 2.5.5, p. 54].

Proposição 1.33. Seja H um espaço reflexivo e A : D(A) ⊂ H → H um operador dissipativo

tal que o operador I −A é sobrejetor. Então D(A) = H.

Referência: Ver [69, Theorem 4.6, p. 16].

Teorema 1.34 (Lumer-Phillips). Seja X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X → X um

operador com D(A) = X. Então A é gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações

em X se, e somente se, A é dissipativo e o operador λ0I −A é sobrejetor para algum λ0 > 0.

Referência: Ver [69, Theorem 4.3, p. 14].
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1.10 Análise Microlocal

Nesta seção serão enunciados alguns resultados que podem ser encontrados em [10] e [40].

Seja Ω um subconjunto aberto do Rd.

Definição 1.35. Seja m ∈ R. Definimos um śımbolo de ordem m em Ω como uma função

a : Ω×Rd → C de classe C∞, com suporte em K ×Rd, onde K é um subconjunto compacto de

Ω, que satisfaz a seguinte estimativa: para todo α ∈ Nd, β ∈ Nd, exite uma constante Cα,β > 0

tal que

|∂αx ∂βξ a(x, ξ)| ⩽ Cα,β(1 + |ξ|)m−|β|.

Denotamos por Sm
c (Ω) o espaço vetorial dos śımbolos de ordem no máximo m em Ω.

Proposição 1.36. Se a ∈ Sm
c (Ω), a fórmula

Au(x) =

∫
Rd

e2πix.ξa(x, ξ)û(ξ)dξ, (1.2)

define, para todo u ∈ C∞
0 (Ω), um elemento Au de C∞

0 (Ω).

A fórmula (1.2) define uma aplicação linear A : C∞
0 (Ω) → C∞

0 (Ω), a qual chamaremos de

operador pseudodiferencial de śımbolo a. Dizemos que o operador pseudodiferencial A admite um

śımbolo principal, denotado por σm(A), se existe uma função am = σm(A) ∈ C∞(Ω× (Rd\{0}))
com suporte, na primeira variável, compacto em K × (Rd\{0}) e homogênea de ordem m, na

segunda variável, tal que, se χ ∈ C∞(Rd) valendo 0 em uma vizinhança da origem e 1 fora de

um compacto suficientemente grande, segue que,

a(x, ξ) = am(x, ξ)χ(ξ) + r(x, ξ),

onde r ∈ Sm−1
c (Ω× Rd). Nestas condições, am = σm(A) é chamado de śımbolo principal de A.

Observe que, no caso em que Ω ̸= Rd a aplicação a 7→ A não é injetora, isto é, um operador

pseudodiferencial não é definido unicamente por um śımbolo, por outro lado, é posśıvel provar

a unicidade do śımbolo principal.

Apesar de termos definido operadores pseudodiferenciais sobre o espaço C∞
0 (Ω), é posśıvel es-

tender a ação de operadores pseudodiferenciais a espaços de Sobolev. Considerando K um

subconjunto compacto contido em Ω e s ∈ R, denotamos por Hs
K(Ω) o espaço das distribuições

com suporte compacto emK, onde o prolongamento com 0 fora de Ω está emHs(Rd). Denotamos

por Hs
comp(Ω) =

⋃
K

Hs
K(Ω), onde K é tomado sobre todos os compactos de Ω.

Teorema 1.37. Seja a ∈ Sm
c (Ω×Rd) e seja K a projeção sobre Ω do suporte de a. Então, para

todo real s, o operador definido em (1.2) se prolonga de forma única em uma aplicação linear e

cont́ınua de Hs
comp(Ω) em Hs−m

K (Ω).

Vamos introduzir, agora, o conceito de medida microlocal de defeito, para tal, seja (uk)k∈N uma
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sequência limitada em L2
loc(Ω), i.e.,

sup
k∈N

∫
K
|uk(x)|2 dx < +∞,

para todo subconjunto compacto K contido em Ω.

Dizemos que uk converge fracamente para u ∈ L2
loc(Ω) quando, para todo f ∈ L2

comp(Ω), tem-se∫
Ω
uk(x) f(x) dx −→

k→+∞

∫
Ω
u(x) f(x) dx.

Teorema 1.38. Seja (uk)k∈N uma sequência limitada em L2
loc(Ω) que converge fracamente para

zero em L2
loc(Ω). Então existe uma subsequência (uk)k∈N e uma medida positiva de Radon µ

sobre T 1Ω := Ω× Sd−1 tal que para todo operador pseudodiferencial A de ordem 0 sobre Ω que

admite um śımbolo principal σ0(A) e para todo χ ∈ C∞
0 (Ω) tal que χσ0(A) = σ0(A), tem-se

(A(χuk), χuk)L2 −→
k→+∞

∫
Ω×Sd−1

σ0(A)(x, ξ) dµ(x, ξ). (1.3)

Definição 1.39. Sob as circunstâncias do Teorema 1.38, µ é chamada de medida de defeito

microlocal (m.d.m.) da sequência (uk)k∈N.

Observação 1.40. O Teorema 1.38 assegura, para toda sequência limitada (uk)k∈N em L2
loc(Ω)

que converge fracamente para zero, a existência de uma subsequência admitindo uma medida de

defeito microlocal. Observamos que de (1.3), em particular quando A = f ∈ C∞
0 (Ω),∫

Ω
f(x)|uk(x)|2 dx→

∫
Ω×Sd−1

f(x) dµ(x, ξ),

assim uk converge fortemente para 0 se, e somente se, µ = 0.

Observação 1.41. Observe que dadas duas sequências (yk)k∈N e (xk)k∈N limitadas em L2
loc(Ω)

convergindo fraco para zero, podemos associar a estas sequências, mesmo passando a uma

subsequência, medidas microlocais de defeito µy e µx, respectivamente. Afirmamos que, se

yk − xk → 0 em L2
loc(Ω), então µy = µx.

De fato, dado A um operador pseudodiferencial de ordem zero e χ ∈ C∞
0 (Ω) uma função nas

condições do Teorema 1.38, temos

(A(χxk), χxk)→
∫
Ω×Sd−1

σ0(A)dµx,

(A(χyk), χyk)→
∫
Ω×Sd−1

σ0(A)dµy,

com σ0(A) sendo o śımbolo principal de A. Isto nos leva a

(A(χxk), χxk)− (A(χyk), χyk) −→
∫
Ω×Sd−1

σ0(A)d(µx − µy). (1.4)

Por hipótese temos que xk− yk → 0 em L2
loc(Ω) e, como Aχ é um operador cont́ınuo em L2

loc(Ω)
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pelo Teorema 1.37, obtemos

A(χ(xk − yk))→ 0 em L2(Ω).

Assim,

(A(χxk), χxk)− (A(χyk), χyk) = (A(χxk), χxk)− (A(χyk), χxk)

+ (A(χyk), χxk)− (A(χyk), χyk)

= (A(χ(xk − yk)), χxk) + (A(χyk), χ(xk − yk))
−→ 0.

(1.5)

Logo, pela unicidade do limite, de (1.4) e (1.5) segue que∫
Ω×Sd−1

σ0(A)d(µx − µy) = 0 para todo A,

o que nos leva a concluir que µx − µy = 0 e, portanto, µx = µy.

Teorema 1.42. Seja P um operador diferencial de ordem m sobre Ω e seja (uk)k∈N uma

sequência limitada em L2
loc(Ω) que converge fracamente para 0 e admite uma m.d.m. µ. As

seguintes afirmações são equivalentes:

(i) Puk −→
k→+∞

0 em H−m
loc (Ω) (m > 0).

(ii) supp(µ) ⊂ {(x, ξ) ∈ Ω× Sd−1 : σm(P )(x, ξ) = 0}.

Teorema 1.43. Seja P um operador diferencial de ordem m sobre Ω, verificando P ∗ = P ,

e seja (uk)k∈N uma sequência limitada em L2
loc(Ω) que converge fracamente para 0 e admite

uma m.d.m. µ. Vamos assumir que Puk −→
k→+∞

0 em H1−m
loc (Ω). Então, para toda função

a ∈ C∞(Ω × (Rd)\{0}) de grau 1 − m que é homogênea na segunda variável e com suporte

compacto na primeira variável, tem-se∫
Ω×Sd−1

{a, p}(x, ξ) dµ(x, ξ) = 0.

Teorema 1.44. Seja X um espaço localmente compacto e de Hausdorff e µ uma medida de

Radon positiva em X.

a) Seja N a união de todos os conjuntos abertos U ⊂ X tais que µ(U) = 0. Então N é aberto

e µ(N) = 0. O complementar de N é chamado de suporte de µ.

b) x ∈ supp µ se, e somente se,
∫
X f dµ > 0 para toda f ∈ C0(X) com f(x) > 0.

Demonstração. O resultado no item a) segue do fato que

µ(N) = sup{µ(K) |K ⊂ N e K compacto}.

Vamos provar o item b). Para isso, suponha que x ∈ suppµ = NC e considere f ∈ Cc(X, [0, 1])

tal que f(x) > 0. Por continuidade, existe uma vizinhança aberta U de x tal que f(y) > 1
2f(x),
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para todo y ∈ U . Se µ(U) = 0, então sendo U aberto teŕıamos que U ⊂ N , o que contradiz o

fato de x ∈ NC . Dessa forma, µ(U) > 0 e assim∫
X
f dµ ⩾

∫
U
f dµ ⩾

1

2
f(x)µ(U) > 0.

Agora, suponha que x /∈ suppµ e considere F = suppµ. Então, existe uma vizinhança aberta

U de x tal que µ(U) = 0 e U ∩ F = ∅. Considere K um conjunto compacto tal que x ∈ K e

K ⊂ U . Sabemos, pelo Teorema de Urysohn, que existe uma função f ∈ C0(X, [0, 1]) tal que

f ≡ 1 em K e f = 0 fora de um subconjunto compacto de U . Em particular, f(x) = 1 > 0 e

ainda, ∫
X
f dµ =

∫
U
f dµ+

∫
X\U

f dµ

=

∫
U
f dµ+

∫
X\U

0 dµ

= 0.

Teorema 1.45. Seja (un)n∈N uma sequência limitada em L2
loc(Ω) a qual converge para zero e

admite uma medida microlocal de defeito µ. Então, (x0, ξ0) /∈ suppµ se, e somente se, existe

A ∈ Ψ0
c(Ω) essencialmente homogêneo tal que σ0(A)(x0, ξ0) ̸= 0 e A(χun) → 0 em L2(Ω) para

todo χ ∈ C∞
0 (Ω).

Demonstração. Se (x0, ξ0) /∈ suppµ, então existem subconjuntos abertos U ⊂ Ω, V ⊂ Sd−1 tais

que (x0, ξ0) ∈ U×V e (U×V )∩supp µ = ∅. ConsidereK uma vizinhança compacta de ξ0, tal que

K ⊂ V e também ψ ∈ C∞(Sd−1) tal que suppψ ⊂ K e ψ ≡ 1 em uma vizinhança de ξ0 contida

em K. Considere ainda ϕ ∈ C∞
0 (Ω) tal que ϕ ≡ 1 em uma vizinhança de x0 e supp ϕ ⊂ U . Tome

η ∈ C∞(Ω) tal que η ≡ 0 próximo de 0 e η ≡ 1 no infinito e, defina a(x, ξ) = η(ξ)ϕ(x)ψ
(

ξ
|ξ|

)
.

Tomando A o operador definido por a(·, ·), note que σ0(A)(x0, ξ0) = 1 e, para todo χ ∈ C∞
0 (Ω),

temos:

||A(χun)||2L2(Ω) = (A(χun), A(χun))

= (A(χun), A(χ1 χun))

=
(
A∗

χ1
◦A(χun), χ un

)
→
∫
Ω×Sd−1

|σ0(A)(x, ξ)|2 dµ, (1.6)

em que χ1 ≡ 1 em uma vizinhança de supp χ. Como suppσ0(A) ⊂ supp ϕ × supp ψ ⊂ Ω ×
Sd−1\ supp µ, temos ∫

Ω×Sd−1

|σ0(A)|2 dµ = 0.

Portanto, ||A(χun)||2L2(Ω) → 0 em L2(Ω).

Reciprocamente, se existe A ∈ Ψ0
c(Ω) essencialmente homogêneo tal que σ0(A)(x0, ξ0) ̸= 0 e
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A(χun)→ 0 em L2(Ω), para todo χ ∈ C∞
0 (Ω), de (1.6) e da unicidade do limite obtemos∫

Ω×Sd−1

|σ0(A)|2 dµ = 0.

Utilizando o Teorema 1.44, conclúımos que (x0, ξ0) /∈ supp µ.

A seguir, apresentaremos algumas ferramentas clássicas referentes ao campo vetorial hamiltoni-

ano e suas curvas bicaracteŕısticas no (x, ξ)−espaço cotangente para funções reais p(x, ξ).

Definição 1.46. Seja p ∈ C∞(Ω×Rd\{0}) uma função real. Chamamos Hp um campo Hamil-

toniano de p, o seguinte campo de vetores definido em Ω× Rd\{0}:

Hp(x, ξ) =

(
∂p

∂ξ1
(x, ξ), · · · , ∂p

∂ξd
(x, ξ);− ∂p

∂x1
(x, ξ), · · · ,− ∂p

∂xd
(x, ξ)

)
.

A derivada de Lie de uma função f com respeito ao campo Hamiltoniano Hp é dada por Hp(f) =

{p, f}, onde

{p, f}(x, ξ) =
d∑

j=1

(
∂p

∂ξj

∂f

∂xj
− ∂p

∂xj

∂f

∂ξj

)
.

Uma curva Hamiltoniana de p é uma curva integrável do campo de vetores Hp, isto é, é uma

solução maximal s ∈ I 7→ (x(s), ξ(s)) para equações Hamilton-Jacobi{
ẋ = pξ(x, ξ) =

∂p

∂ξ
(x, ξ), ξ̇ = −px(x, ξ) = −

∂p

∂x

}
,

onde I é um intervalo aberto de R.

Observação 1.47. Da identidade Hpp = 0 segue que a função p mantém um valor constante

em cada uma de suas curvas Hamiltonianas. Dizemos que tal curva é bicaracteŕıstica de p se

esse valor for nulo.

Observação 1.48. Seja λ uma função C∞ em T 0Ω com valores reais diferentes de zero. Como

Hλp = λHp + pHλ = λHp se p = 0,

resulta que as bicaracteŕısticas de λp e p concidem (módulo uma reparametrização).

Podemos agora traduzir os Teoremas 1.42 e 1.43 em termos mais geométricos.

Teorema 1.49. Seja P um operador diferencial autoadjunto de ordem m sobre Ω que admite um

śımbolo principal p. Seja (uk)k∈N uma sequência limitada em L2
loc(Ω) que converge fracamente

para zero, com uma m.d.m. µ. Vamos assumir que Puk converge para 0 em H
−(m−1)
loc . Então

o suporte de µ, supp(µ), é uma união de curvas do tipo s ∈ I 7→
(
x(s), ξ(s)

|ξ(s)|

)
, onde s ∈ I 7→

(x(s), ξ(s)) é uma bicaracteŕıstica de p.
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Proposição 1.50. A menos de uma mudança de variáveis, as bicaracteŕısticas do śımbolo

principal do operador de ondas

p(t, x, τ, ξ) = −ρ(x)τ2 +K(x) ξ · ξ, ξ = (ξ1, · · · , ξd),

são curvas da seguinte forma

t 7→
(
t, x(t), τ,−τ

(
K(x(t))

ρ(x(t))

)−1

ẋ(t)

)
,

onde t 7→ x(t) é uma geodésica de métrica G =
(
K
ρ

)−1
sobre Ω, parametrizado pelo comprimento

de arco.

1.11 Espaços com Peso

Seja g ∈ L1(R+) uma função absolutamente cont́ınua, não-crescente e não-negativa.

Definição 1.51. Seja X um espaço de Banach e 1 ⩽ p < +∞. Definimos o espaço com peso g

por

Lp
g(0,+∞;X) :=

{
η : [0,+∞)→ X |

∫ +∞

0
g(s)||η(s)||pX ds < +∞

}
.

Observação 1.52. Nesta subseção mostraremos alguns resultados para o espaço com peso

Lp
g(0,+∞;X), porém, ao longo da tese, mais especificamente no Caṕıtulo 2, utilizaremos p = 2.

Proposição 1.53. Se 1 ⩽ p < +∞, então o espaço Lp
g(0,+∞;X) é um espaço de Banach com

a norma

||η||Lp
g(0,+∞;X) :=

(∫ +∞

0
g(s)||η(s)||pX ds

) 1
p

.

Em particular, se X é um espaço de Hilbert, então Lp
g(0,+∞;X) é um espaço de Hilbert com

produto interno definido por

(η, ζ)Lp
g(0,+∞;X) :=

∫ +∞

0
g(s) (η(s), ζ(s))X ds.

Demonstração. A prova pode ser feita utilizando argumentos análogos aos usados para mostrar

que os espaços Lp(0, T ;X) são espaços de Banach.

Proposição 1.54. Seja 1 ⩽ p < +∞. A aplicação

Ig : Lp
g(0,+∞;X) −→ X

η 7−→ Igη =

∫ +∞

0
g(s)η(s) ds
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é linear limitada com

||Igη||X ⩽ ||g||
p−1
p

L1(R+)
||η||Lp

g(0,+∞;X), ∀ η ∈ Lp
g(0,+∞;X). (1.7)

Demonstração. Da desigualdade de Hölder, temos∫ +∞

0
g(s)||η(s)||X ds =

∫ +∞

0
g

p−1
p (s) g

1
p (s) ||η(s)||X ds

⩽

(∫ +∞

0
g(s) ds

) p−1
p

||η||Lp
g(0,+∞;X)

⩽ ||g||
p−1
p

L1(R+)
||η||Lp

g(0,+∞;X).

Assim, Ig está bem definida e vale

||Igη||X ⩽
∫ +∞

0
g(s)||η(s)||X ds ⩽ ||g||

p−1
p

L1(R+)
||η||Lp

g(0,+∞;X) ∀ η ∈ Lp
g(0,+∞;X).

A linearidade de Ig é imediata.

Observação 1.55. No caṕıtulo 2 desta tese, a desigualdade (1.7) será utilizada frequentemente

com p = 2, isto é,

||Igη||X ⩽ ||g||
1
2

L1(R+)
||η||L2

g(0,+∞;X) ∀ η ∈ L2
g(0,+∞;X).

O Teorema 1.56 caracteriza o conceito de Convolução que será utilizado para a demonstração

da Proposição 1.57.

Teorema 1.56. Sejam f ∈ L1(Rn) e g ∈ Lp(Rn) com 1 ⩽ p ⩽ +∞. Então para quase todo

x ∈ Rn, a função

F : Rn → R

y 7→ F (y) = f(x− y)g(y)

é integrável sobre Rn. Definimos a convolução de f com g por

(f ∗ g)(x) =
∫
Rn

F (y) =

∫
Rn

f(x− y) g(y) dy.

Então, f ∗ g ∈ Lp(Rn) e

||f ∗ g||Lp(Rn) ⩽ ||f ||L1(Rn)||g||Lp(Rn).

Referência: Ver [7, Teorema 4.15. p. 104].

Proposição 1.57. Se η ∈ L2
g(0,+∞;X), com X espaço de Hilbert. Então a função η̃ :

[0,+∞)→ X definida por

η̃(s) :=

∫ s

0
ey−sη(y) dy,
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pertence a L2
g(0,+∞;X). Em particular,∫ +∞

0
g(s)

∫ s

0
ey−sη(y) dy ds < +∞.

Demonstração. Seja η ∈ L2
g(0,+∞;X). Note que, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

temos:∫ +∞

0
g(s)||η̃(s)||2X ds =

∫ +∞

0
g(s)(η̃(s), η̃(s))X ds

=

∫ +∞

0
g(s)

(∫ s

0
ey−sη(y) dy,

∫ s

0
ew−sη(w) dw

)
ds

=

∫ +∞

0
g(s)

∫ s

0
ey−s

∫ s

0
ew−s (η(y), η(w))X dw dy ds

⩽
∫ +∞

0
g(s)

(∫ s

0
ey−s||η(y)||X dy

)(∫ s

0
ew−s||η(w)||X dw

)
ds.

Denotando por

ε1(s) = e−s e ε2(s) = [g(s)]
1
2 ||η(s)||X ,

temos que ε1 ∈ L1(R+) e ε2 ∈ L2(R+). Pelo Teorema 1.56, obtemos que a função

(ε1 ∗ ε2)(s) :=
∫ s

0
ε1(y − s)ε2(y) dy

pertence a L2(R+) com

||ε1 ∗ ε2||L2(R+) ⩽ ||ε1||L1(R+)||ε2||L2(R+).

Ainda, pelo Teorema 1.56,∫ +∞

0
g(s)||η̃(s)||2X ds ⩽

∫ +∞

0
g(s)

(∫ s

0
ey−s||η(y)||X dy

)(∫ s

0
ew−s||η(w)||X dw

)
ds

=

∫ +∞

0
(ε1 ∗ ε2)2(s) ds

= ||ε1 ∗ ε2||2L2(R+)

⩽ ||ε1||2L1(R+)||ε2||2L2(R+)

=

(∫ +∞

0
e−s ds

)2

︸ ︷︷ ︸
=1

(∫ +∞

0
g(s)||η(s)||2X ds

)

= ||η||2L2
g(0,+∞;X) < +∞.

Portanto, η̃ pertence a L2
g(0,+∞;X), como queŕıamos.
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1.12 Ferramentas Auxiliares

Teorema 1.58 (Prinćıpio de Continuação Única). Para todo T > 0 e K(x) = (kij(x))i,j matriz

simétrica positiva e definida com kij : Ω → R, 1 ⩽ i, j ⩽ d funções de classe C∞ e tal que

α1|ξ|2 ⩽ ξ⊤ ·K(x) · ξ ⩽ β1|ξ|2, para α1, β1 constantes positivas, temos que a única solução

u ∈ C(]0, T [;L2(Ω)) ∩ C(]0, T [;H−1(Ω))

do problema ρ(x)utt − div(K(x)∇u) = 0 em Ω× (0, T ),

u = 0 em ω × (0, T )

é a trivial u = 0.

Referência: Ver [10, Prova do Théorème 6.3 - equações (6.28) e (6.29), p. 75].

Proposição 1.59 (Prinćıpio de Continuação Única para Sistemas). Sejam P1(x,D) e P2(x,D)

dois operadores hiperbólicos de segunda ordem com coeficientes de classe C2. Seja ϕ uma função

estritamente pseudo-convexa com respeito a P1 e P2. Então, a propriedade de continuação única

é válida para soluções do sistema acopladoP1(x,D)u+ V1u = V3v

P2(x,D)v + V2v = V3u,

em que V1, V2 e V3 são elementos de L
d+1
2 .

Referência: Ver [16, Proposition 2.3, p. 459].

Proposição 1.60. Seja (X,M, µ) um espaço mensurável. Se {Ej}+∞
1 ⊂M e E1 ⊃ E2 ⊃ . . ., e

µ(E1) < +∞, então µ
(⋂+∞

1 Ej

)
= lim

j→+∞
µ(Ej).

Referência: Ver [39, Theorem 1.8.d, p. 26].

Proposição 1.61. Seja g : [0,+∞) → R+ uma função não-negativa tal que lim
s→+∞

g(s) existe.

Se lim
s→+∞

g(s) = C > 0 então g /∈ L1(R+).

Demonstração. Suponha que lim
s→+∞

g(s) = C > 0 e considere, na definição de limite, 0 < ε < C.

Assim, existe A > 0 tal que se s > A temos que |g(s)− c| < ε, em outras palavras, existe A > 0

tal que

se s > A então C − ε < g(s) < C + ε.
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Como g é não-negativa, |g(s)| = g(s) e então se s > A temos que

C − ε < |g(s)| < C + ε.

Integrando em (A, a), temos∫ a

A
(C − ε) ds <

∫ a

A
|g(s)| ds <

∫ a

A
(C + ε) ds

ou seja,

(C − ε)(a−A) <
∫ a

A
|g(s)| ds < (C + ε)(a−A).

Fazendo a→ +∞ e observando que C − ε > 0, temos

(C − ε)(a−A)→ +∞
(C + ε)(a−A)→ +∞

e, portanto ∫ +∞

A
|g(s)| ds = +∞.

Donde,

∥g∥L1(R+) =

∫ A

0
|g(s)| ds+

∫ +∞

A
|g(s)| ds = +∞.

E assim g /∈ L1(R+).



Caṕıtulo 2

Estabilidade geral uniforme para um sistema de

ondas com amortecimento viscoelástico com memória

Ao longo desse caṕıtulo, vamos considerar Ω ⊂ Rd um aberto, limitado e com fronteira suficien-

temente regular.

A fim de não sobrecarregar a notação, vamos omitir a depedência da variável x quando necessário.

Além disso, todas as constantes positivas, salvo menção contrária, serão denotadas por C.

Neste caṕıtulo, consideramos o seguinte sistema de ondas viscoelásticas acopladas
utt −∆u+

∫ t

0
µ1(s)∆u(t− s) ds+ α(u− v) = 0 em Ω× R+,

vtt −∆v +

∫ t

0
µ2(s)∆v(t− s) ds+ α(v − u) = 0 em Ω× R+,

(2.1)

equipado com condições de fronteira de Dirichlet

u = v = 0 sobre ∂Ω× R+, (2.2)

e dados iniciais u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,

v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x), x ∈ Ω.
(2.3)

Aqui, µ1, µ2 são núcleos de memória e α é uma constante positiva.

2.1 Hipóteses, Notações e Boa Colocação

2.1.1 Utilizando uma abordagem com história infinita

Inspirados pelo trabalho [23], consideramos as extensões

ũ0(x, t) :=

u0(x), t = 0

0, t < 0
e ṽ0(x, t) :=

v0(x), t = 0,

0, t < 0.
(2.4)



2.1 Hipóteses, Notações e Boa Colocação 35

Então, podemos ver o sistema com história nula (2.1)-(2.3) como um caso particular de um

sistema com história infinita, a saber
utt −∆u+

∫ +∞

0
µ1(s)∆u(t− s) ds+ α(u− v) = 0 em Ω× R+,

vtt −∆v +

∫ +∞

0
µ2(s)∆v(t− s) ds+ α(v − u) = 0 em Ω× R+,

(2.5)

com condições de fronteira Dirichlet

u = v = 0 sobre ∂Ω× R, (2.6)

e dados iniciais u(x, t) = ũ0(x, t), ut(0) = u1(x), x ∈ Ω, t ⩽ 0,

v(x, t) = ṽ0(x, t), vt(0) = v1(x), x ∈ Ω, t ⩽ 0.
(2.7)

Com base nas ideias dos trabalhos precursores de Dafermos [26, 27] e graças às contribuições

recentes de Grasselli e Pata [43] é conveniente ver (2.5)-(2.7) em um espaço estendido. Para

fazer isso, definimos as variáveis auxiliares deslocamento das histórias η = ηt(x, s) e ζ = ζt(x, s)

como ηt(x, s) := u(x, t)− u(x, t− s), (x, t, s) ∈ Ω× R+ × R+,

ζt(x, s) := v(x, t)− v(x, t− s), (x, t, s) ∈ Ω× R+ × R+.

Derivando formalmente temos que η e ζ satisfazem as equaçõesηtt(s) + ηts(s) = ut(t), t ∈ [0,+∞), s ∈ R+,

ζtt (s) + ζts(s) = vt(t), t ∈ [0,+∞), s ∈ R+.

Logo, se o par (u, v) é uma solução para o sistema (2.5)-(2.7) então (u, v, η, ζ) satisfazem for-

malmente o sistema:

utt − ω1∆u−
∫ +∞

0
µ1(s)∆ η(s) ds+ α(u− v) = 0 em Ω× R+,

vtt − ω2∆ v −
∫ +∞

0
µ2(s)∆ ζ(s) ds+ α(v − u) = 0 em Ω× R+,

ηt + ηs = ut em Ω× R+ × R+,

ζt + ζs = vt em Ω× R+ × R+,

(2.8)

em que, para i = 1, 2,

ωi := 1−
∫ +∞

0
µi(s) ds.
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O problema (2.8) possui condições iniciais

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,

η0(x, s) = u0(x)− u0(x,−s) := η0(x, s), (x, s) ∈ Ω× R+,

v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x), x ∈ Ω,

ζ0(x, s) = v0(x)− v0(x,−s) := ζ0(x, s), (x, s) ∈ Ω× R+,

(2.9)

as condições de fronteira u = v = 0 sobre ∂Ω× [0,+∞),

η = ζ = 0, sobre ∂Ω× [0,+∞)× R+,
(2.10)

e as condições de compatibilidade
ηt(0) := lim

s→0+
ηt(s) = 0, ∀ t ⩾ 0,

ζt(0) := lim
s→0+

ζt(s) = 0, ∀ t ⩾ 0.
(2.11)

Por outro lado, ao considerarmos uma solução (u, v, η, ζ) para o sistema (2.8)-(2.11) é posśıvel

mostrar que (u, v) é uma solução para o sistema (2.5)-(2.7). Este fato é bem conhecido, para

mais detalhes veja [42] e [43].

No que segue estudaremos o sistema (2.8)-(2.11) a fim de obter resultados relacionados ao sistema

(2.1)-(2.3).

2.1.2 Notações e Hipóteses

Consideremos os espaços L2(Ω) e H1
0 (Ω) munidos com produto interno e norma usuais definidos,

respectivamente, nas seções 1.2 e 1.3 dos Resultados Auxiliares. Para tratar os termos de des-

locamento das histórias, consideramos o espaço de Hilbert com peso Mi := L2
µi
(0,+∞;H1

0 (Ω)),

i = 1, 2, equipado do produto interno e norma usuais, definidos na Proposição 1.53. Considere-

mos o espaço de fase

H = H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)× L2(Ω)× L2(Ω)×M1 ×M2,

equipado com o produto interno

⟨U1, U2⟩H =ω1(∇u1,∇u2) + ω2(∇v1,∇v2) + (w1, w2) + (z1, z2) + α(u1 − v1, u2 − v2)

+

∫ +∞

0
µ1(∇η1(s),∇η2(s)) ds+

∫ +∞

0
µ2(∇ζ1(s),∇ζ2(s)) ds

e a respectiva norma ∥U1∥2H = ⟨U1, U1⟩H, em que Ui(t) = (ui, vi, wi, zi, ηi, ζi) ∈ H, i = 1, 2.

Vamos assumir que os núcleos de memória satisfazem a seguinte hipótese:

Hipótese 2.1. Os núcleos µ1, µ2 ∈ L1(R+) são funções absolutamente cont́ınuas, não-crescentes
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e não-negativas tais que

ℓi :=

∫ +∞

0
µi(s) ds ∈ (0, 1), i = 1, 2.

Observação 2.2. A derivada dos núcleos que satisfazem a hipótese 2.1 existe em quase todo

ponto e µ′i(s) ⩽ 0, em quase todo s ∈ R+, para i = 1, 2.

Observação 2.3. Sob a hipótese 2.1, Grasselli e Pata [43] estudaram rigorosamente o seguinte

problema de Cauchy 
d

dt
ξ = Liξ + h em R+ × R+,

ξ0 = ξ0 ∈Mi,

ξt(0) = 0, t ⩾ 0,

(2.12)

em que o operador linear Li : D(Li) ⊂Mi →Mi é definido por

D(Li) = {ξ ∈Mi | ξs ∈Mi, ξ(0) = 0}, Liξ = −ξs, (2.13)

e h ∈ L1(0, T ;L2(Ω)), para todo T > 0. Os autores mostraram que se h = pt para algum

p ∈W 1,1(0, T ;L2(Ω)), a solução generalizada de (2.12) tem a seguinte expressão

ξt(s) =

ξ0(s− t) + p(t)− p(0), se t < s,

p(t)− p(t− s), se 0 < s ⩽ t.
(2.14)

Os operadores L1 e L2 definidos em (2.13) são fundamentais para obter regularidade adicional da

solução do problema (2.1)-(2.3), contribuindo para estimativas de energia adequadas, conforme

veremos nos lemas que compõe a demonstração do resultado principal. Além disso, a expressão

(2.14) permite obter algumas identidades integrais que também auxiliam nas estimativas para

energia, este fato ficará mais evidente no Lema 2.9.

2.1.3 Boa Colocação: Problema auxiliar (2.8)-(2.11)

Sejam w = ut, z = vt e U = (u, v, w, z, η, ζ). Desta forma, podemos reescrever (2.8)-(2.11) como

o seguinte problema de Cauchy equivalente
∂U

∂t
(t) = AU(t), t > 0

U(0) = U0,

(2.15)

em que U0 = (u0, v0, u1, v1, η0, ζ0) e o operador linear A : D(A) ⊂ H→ H é dado por

AU =



w

z

∆ [ω1u+ Iµ1(η)]− α(u− v)
∆ [ω2v + Iµ2(ζ)]− α(v − u)

w − L1(η)

z − L2(ζ)


,
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em que, por simplicidade, para i = 1, 2, adotamos a notação

Iµi(ξ) :=

∫ +∞

0
µi(s)ξ(s) ds, ξ ∈Mi.

O domı́nio D(A) é formado por todas as funções

(u, v, w, z, η, ζ) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)×D(L1)×D(L2),

tais que

ω1u+ Iµ1(η), ω2v + Iµ2(ζ) ∈ H2(Ω).

Vamos mostrar agora a boa colocação do PVI (2.15) e, consequentemente, do sistema (2.8)-

(2.11).

Teorema 2.4 (Boa Colocação). Suponhamos que a Hipótese 2.1 seja satisfeita. Então, o ope-

rador linear A é gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações S(t) em H, isto é,

∥S(t)U0∥H ⩽ ∥U0∥H, ∀U0 ∈ H. (2.16)

Consequentemente, temos:

(i) Se U0 ∈ H, então o problema (2.15) possui uma única solução generalizada na classe

U ∈ C([0,+∞);H) satisfazendo

U(t) = S(t)U0, t ⩾ 0,

em que S(t) = etA denota o semigrupo gerado por A;

(ii) Se, além disso, U0 ∈ D(A), então a solução generalizada U é na verdade uma solução

clássica de (2.15) com

U ∈ C([0,+∞);D(A)) ∩ C1([0,+∞);H).

(iii) Para cada t > 0 e U0 ∈ D(A), temos

d

dt
∥S(t)U0∥2H =

∫ +∞

0
µ′1(s)∥∇η(s)∥2 ds+

∫ +∞

0
µ′2(s)∥∇ζ(s)∥2 ds. (2.17)

Demonstração. A demonstração será feita em etapas como segue:

A é dissipativo: Considere U = (u, v, w, z, η, ζ) ∈ D(A). Então, utilizando a fórmula de Green,
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temos

(AU,U)H = ω1(∇w,∇u) + ω2(∇z,∇v)− ω1(∇u,∇w)− (Iµ1(∇η),∇w)− α (u− v, w)
− w2(∇v,∇z)− (Iµ2(∇ζ),∇z)− α (v − u, z) + (∇w, Iµ1(∇η)) + (∇z, Iµ2(∇ζ))

−
∫ +∞

0
µ1(s) (∇ηs(s),∇η(s)) ds−

∫ +∞

0
µ2(s) (∇ζs(s),∇ζ(s)) ds

+ α (w, u− v) + α (z, v − u)

= −
∫ +∞

0
µ1(s) (∇ηs(s),∇η(s)) ds−

∫ +∞

0
µ2(s) (∇ζs(s),∇ζ(s)) ds (2.18)

Vamos analisar o primeiro termo em (2.18) utilizando integração por partes:

−
∫ +∞

0
µ1(s) (∇ηs(s),∇η(s)) ds

= −1

2
lim

z̃→+∞
lim
y→0

∫ z̃

y
µ1(s)

(
d

ds
∥∇η(s)∥2

)
ds

= −1

2
lim

z̃→+∞
lim
y→0

([
µ1(z̃) ∥∇η(z̃)∥2 − µ1(y) ∥∇η(y)∥2

]
−
∫ z̃

y
µ′1(s) ∥∇η(s)∥2 ds

)
. (2.19)

Vamos mostrar que

lim
y→0

µ1(y) ∥∇η(y)∥2 = 0. (2.20)

De fato, como µ1 é não-negativa, temos

0 ⩽ µ1(y) ∥∇η(y)∥2 = µ1(y) ∥∇η(y)−∇η(0)∥2

= µ1(y)

∥∥∥∥∫ y

0

d

ds
∇η(s) ds

∥∥∥∥2
⩽ µ1(y)

(∫ y

0
∥∇ηs(s)∥ ds

)2

⩽

((∫ y

0
ds

) 1
2
(∫ y

0

[
(µ1(s))

1
2 ∥∇ηs(s)∥

]2
ds

) 1
2

)2

⩽

(
(y)

1
2

(∫ y

0
µ1(s) ∥∇ηs(s)∥2 ds

) 1
2

)2

⩽ y ∥ηs∥2M1
,

para todo y ∈ R+. Como (u, v, w, z, η, ζ) ∈ D(A), temos ηs ∈M1 e, dessa forma ∥ηs∥2M1
< +∞.

Donde,

lim
y→0

µ1(y) ∥∇η(y)∥2 = 0,

como queŕıamos em (2.20).
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Agora, vamos analisar a segunda parcela em (2.18) e mostrar que

lim
z̃→+∞

µ1(z̃) ∥∇η(z̃)∥2 = 0. (2.21)

De fato, inicialmente vamos considerar a mudança de variável z̃ =
1

ỹ
, em que ỹ > 0. Como

z̃ → +∞, teremos que
1

ỹ
→ 0. Então, de (2.20) podemos reescrever (2.19) como

−
∫ +∞

0
µ1(s) (∇ηs(s),∇η(s)) ds =

1

2
lim
y→0

(
−µ1

(
1

ỹ

)∥∥∥∥∇η(1

ỹ

)∥∥∥∥2 + ∫ 1
ỹ

y
µ′1(s) ∥∇η(s)∥2 ds

)
.

(2.22)

Note que o integrando na segunda parcela da igualdade em (2.22) é não-positivo uma vez que

µ′1 ⩽ 0 q.s. e ∥∇η(s)∥2 ⩾ 0, então, temos duas possibilidades excludentes:

(i) existe lim
0<y→0

∫ 1
ỹ

y
µ′1(s) ∥∇η(s)∥2 ds e seu valor é igual a uma constante negativa;

(ii)

∫ 1
ỹ

y
µ′1(s) ∥∇η(s)∥2 ds = −∞.

Por outro lado,

−
∫ ∞

0
µ1(s) (∇ηs(s),∇η(s)) ds = (ηs, η)

2
M1

⩽ ∥ηs∥M1
∥η∥M1

< +∞, (2.23)

donde podemos concluir que a possibilidade em (ii) não pode ocorrer, pois a primeira parcela

da igualdade em (2.22) não pode compensar a segunda parcela, de forma que a soma dentro do

parênteses em (2.22) seja finita como o indicado acima.

Logo, deve ocorrer a possibilidade (i), isto é

lim
0<y→0

∫ 1
ỹ

y
µ′1(s) ∥∇η(s)∥2 ds = C < 0. (2.24)

De (2.22), (2.23) e (2.24) temos que lim
0<y→0

µ1

(
1

ỹ

)∥∥∥∥∇η(1

ỹ

)∥∥∥∥2 existe. Logo, pela proposição

1.61, temos que

lim
0<y→0

µ1

(
1

ỹ

)∥∥∥∥∇η(1

ỹ

)∥∥∥∥2 = 0,

o que prova (2.21).

De (2.20) e (2.21) temos que

−
∫ +∞

0
µ1(s)(∇ηs(s),∇η(s)) ds =

1

2

∫ +∞

0
µ′1(s) ∥∇η(s)∥2 ds.
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Analogamente,

−
∫ +∞

0
µ2(s)(∇ζs(s),∇ζ(s)) ds =

1

2

∫ +∞

0
µ′2(s) ∥∇ζ(s)∥2 ds.

Logo, utilizando que µ′1, µ
′
2 ⩽ 0 q.s., deduzimos que

(AU,U)H =
1

2

∫ +∞

0
µ′1(s) ∥∇η(s)∥2 ds+

1

2

∫ +∞

0
µ′2(s) ∥∇ζ(s)∥2 ds ⩽ 0.

Portanto, A é um operador dissipativo.

I −A é sobrejetivo: Queremos mostrar que Im(I − A) = H. Ou ainda, em outras palavras,

mostrar que dado F = (f1, f2, f3, f4, f5, f6) ∈ H, devemos encontrar U = (u, v, w, z, η, ζ) ∈ D(A)

tal que

(I −A)U = F,

ou seja, 

u− w = f1,

v − z = f2,

w − ω1∆u−
∫ +∞

0
µ1(s)∆η(s) ds+ α(u− v) = f3,

z − ω2∆v −
∫ +∞

0
µ2(s)∆ζ(s) ds+ α(v − u) = f4,

η − (w − ηs) = f5,

ζ − (z − ζs) = f6.

(2.25)

De (2.25)1 e (2.25)2 temos {
w = u− f1,
z = v − f2.

(2.26)

Multiplicando (2.25)5 por es temos

d

ds
(η(s) es) = w es + f5(s) e

s.

Se 0 ⩽ y ⩽ s, podemos reescrever a igualdade acima como

d

dy
(η(y) ey) = w ey + f5(y) e

y.

Integrando com relação a y em (0, s), temos∫ s

0

d

dy
(η(y) ey) dy = w

∫ s

0
ey dy +

∫ s

0
f5(y) e

y dy,

e, supondo que η(0) = 0, segue que

η(s) = w(1− e−s) + Φf5(s), (2.27)
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em que Φf5(s) =

∫ s

0
f5(y) e

y−s dy está bem definida, e ainda, pela proposição 1.57, Φf5(s) ∈M1.

Substituindo (2.26)1 em (2.27) temos

η(s) = (u− f1)(1− e−s) + Φf5(s). (2.28)

Procedendo de maneira análoga com (2.25)6 obtemos

ζ(s) = z(1− e−s) + Φf6(s), (2.29)

em que Φf6(s) =

∫ s

0
f6(y) e

y−s dy está bem definida, e ainda, pela proposição 1.57, Φf6(s) ∈M2.

Substituindo (2.26)2 em (2.29) temos

ζ(s) = (v − f2)(1− e−s) + Φf6(s). (2.30)

Substituindo (2.26)1 e (2.28) em (2.25)3, temos

u− ω1∆u−
(∫ +∞

0
µ1(s)(1− e−s) ds

)
∆u+ α(u− v)

= f3 + f1 +

(∫ +∞

0
µ1(s)(e

−s − 1) ds

)
∆f1 +

(∫ +∞

0
µ1(s)Φ∆f5(s) ds

)
.

Analogamente, substituindo (2.26)2 e (2.30) em (2.25)4, temos

v − ω2∆v −
(∫ +∞

0
µ2(s)(1− e−s) ds

)
∆v + α(v − u)

= f4 + f2 +

(∫ +∞

0
µ2(s)(e

−s − 1) ds

)
∆f2 +

(∫ +∞

0
µ2(s)Φ∆f6(s) ds

)
.

Defina 
g1 := f3 + f1 +

(∫ +∞

0
µ1(s)(e

−s − 1) ds

)
∆f1 +

(∫ +∞

0
µ1(s)Φ∆f5(s) ds

)
g2 := f4 + f2 +

(∫ +∞

0
µ2(s)(e

−s − 1) ds

)
∆f2 +

(∫ +∞

0
µ2(s)Φ∆f6(s) ds

)
e observe que f3, f4 ∈ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω), f1, f2 ∈ H1

0 (Ω) ↪→ H−1(Ω) e, consequentemente,

∆f1, ∆f2 ∈ H−1(Ω). E ainda, f5 ∈ M1 donde ∆f5 ∈ L2
µ1
(0,+∞;H−1(Ω)) e, pela Proposição

1.57, conclúımos que Φ∆f5 ∈ L2
µ1
(0,+∞;H−1(Ω)). Analogamente, conclúımos que Φ∆f6 ∈

L2
µ2
(0,+∞;H−1(Ω)). Donde segue que∫ +∞

0
µ1(s)Φ∆f5(s) ds e

∫ +∞

0
µ2(s)Φ∆f6(s) ds ∈ H−1(Ω).
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E assim, g1, g2 ∈ H−1(Ω). Denotamos, para i = 1, 2,

cµi := 1−
∫ +∞

0
µi(s) e

−s ds > 0.

Vamos agora resolver o sistemau− cµ1∆u+ α(u− v) = g1,

v − cµ2∆v + α(v − u) = g2.
(2.31)

Para isto, utilizaremos o Teorema de Lax-Milgram. De fato, vamos definir a forma bilinear

a :
[
H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω)

]
×
[
H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω)

]
−→ R

dada por

a((u, v), (φ,ψ)) = (u, φ) + cµ1(∇u,∇φ) + (v, ψ) + cµ2(∇v,∇ψ) + α(u− v, φ− ψ).

Note que

• a é coerciva: De fato,

a((u, v), (u, v)) = ∥u∥2+cµ1∥∇u∥2 + ∥v∥2 + cµ2∥∇v∥2 + α∥u− v∥2

⩾ C
(
∥∇u∥2 + ∥∇v∥2

)
,

o que prova a coercividade desejada.

• a é cont́ınua: De fato, para todos u, v, φ, ψ ∈ H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω), utilizando a desigualdade de

Poincaré, temos

|a((u, v), (φ,ψ))| ⩽ C (∥u∥ ∥φ∥+ ∥∇u∥ ∥∇φ∥+ ∥v∥ ∥ψ∥+ ∥∇v∥ ∥∇ψ∥+ ∥u− v∥ ∥φ− ψ∥)
⩽ C [∥u∥ ∥φ∥+ ∥∇u∥ ∥∇φ∥+ ∥v∥ ∥ψ∥+ ∥∇v∥ ∥∇ψ∥]
+ C [(∥u∥+ ∥v∥) (∥φ∥+ ∥ψ∥)]

⩽ C [∥∇u∥ ∥∇φ∥+ ∥∇u∥ ∥∇φ∥+ ∥∇v∥ ∥∇ψ∥+ ∥∇v∥ ∥∇ψ∥]
+ C [∥∇u∥∥∇φ∥+ ∥∇u∥∥∇ψ∥+ ∥∇v∥∥∇φ∥+ ∥∇v∥∥∇ψ∥]

⩽ C (∥∇u∥+ ∥∇v∥) (∥∇φ∥+ ∥∇ψ∥) ,

o que prova a continuidade. Assim, segue do Teorema de Lax-Milgram que existe um único

(u, v) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) tal que

a((u, v), (φ,ψ)) = ⟨g1, φ⟩H−1(Ω),H1
0 (Ω) + ⟨g2, ψ⟩H−1(Ω),H1

0 (Ω), (2.32)

para todo (φ,ψ) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω).
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Agora, motivados por (2.26), (2.27) e (2.29), definimos

w = u− f1,
z = v − f2,
η(s) = w(1− e−s) + Φf5(s),

ζ(s) = z(1− e−s) + Φf6(s)

(2.33)

e afirmamos que U = (u, v, w, z, η, ζ) ∈ D(A) e suas componentes satisfazem (2.25). De fato,

considerando ψ ∈ H1
0 (Ω) qualquer e φ = 0 em (2.32), temos:

(v, ψ) + cµ2(∇v,∇ψ) + α(v − u, ψ) = ⟨g2, ψ⟩H−1(Ω),H1
0 (Ω).

Utilizando a extensão do operador Laplaciano em H1
0 (Ω), temos

⟨v, ψ⟩H−1(Ω),H1
0 (Ω) + cµ2⟨−∆v, ψ⟩H−1(Ω),H1

0 (Ω) + α⟨v − u, ψ⟩H−1(Ω),H1
0 (Ω) = ⟨g2, ψ⟩H−1(Ω),H1

0 (Ω).

Donde,

⟨v − cµ2∆v + α(v − u), ψ⟩H−1(Ω),H1
0 (Ω) = ⟨g2, ψ⟩H−1(Ω),H1

0 (Ω), ∀ψ ∈ H1
0 (Ω).

ou seja, da arbitrariedade de ψ ∈ H1
0 (Ω), obtemos

v − cµ2∆v + α(v − u) = g2 em H−1(Ω).

E assim, (2.31)2 é satisfeita em H−1(Ω). De forma análoga, considerando φ ∈ H1
0 (Ω) qualquer

e ψ = 0 em (2.32), temos

u− cµ1∆u+ α(u− v) = g1 em H−1(Ω).

E assim, (2.31)1 é satisfeita em H−1(Ω). Note que, utilizando a definição de g1 e g2, podemos

reescrever (2.31) como
w − ω1∆u−

∫ +∞

0
µ1(s)∆η(s) ds+ α(u− v) = f3

z − ω2∆v −
∫ +∞

0
µ2(s)∆ζ(s) ds+ α(v − u) = f4

mostrando que estão satisfeitas (2.25)3 e (2.25)4. Além disso, reescrevendo a primeira equação

do sistema acima,

ω1∆u+

∫ +∞

0
µ1(s)∆η(s) ds = w + α(u− v)− f3, (2.34)

temos que o lado direito em (2.34) está em L2(Ω), pois u, v, w ∈ H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) e f3 ∈ L2(Ω),
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donde conclúımos que

ω1∆u+

∫ +∞

0
µ1(s)∆η(s) ds ∈ L2(Ω).

Analogamente, conclúımos também que

ω2∆v +

∫ +∞

0
µ2(s)∆ζ(s) ds ∈ L2(Ω).

Como u, v, f1, f2 ∈ H1
0 (Ω) então w = u − f1 ∈ H1

0 (Ω) e z = v − f2 ∈ H1
0 (Ω). Além disso,

reescrevendo, temos que u−w = f1 e v − z = f2, satisfazendo (2.25)1 e (2.25)2. Mais ainda, de

(2.33)3 e (2.33)4 conclúımos que η(0) = 0 e ζ(0) = 0.

Observemos agora que η ∈M1. Com efeito, utilizando (2.33)3, temos∫ +∞

0
µ1(s)∥∇η(s)∥2 ds ⩽ 2

∫ +∞

0
µ1(s)(1− e−s)2 ∥∇w∥2 ds+ 2

∫ +∞

0
µ1(s) ∥∇Φf5(s)∥2 ds

⩽ 2 ℓ1 ∥∇w∥2 + 2 ∥∇Φf5∥2M1

< +∞.

De maneira similar, ζ ∈M2. Assim, (η, ζ) ∈M1 ×M2.

Por fim, observe que, utilizando a Regra de Leibniz para integrais, temos

ηs(s) =
d

ds

(
w(1− e−s) +

∫ s

0
ey−sf5(y) dy

)
= we−s +

d

ds

(∫ s

0
ey−sf5(y) dy

)
= we−s −

∫ s

0
ey−sf5(y) dy + f5(y).

Dessa forma,

η + ηs =

[
(1− e−s)w +

∫ s

0
ey−sf5(y) dy

]
+

[
we−s −

∫ s

0
ey−sf5(y) dy + f5(y)

]
= w + f5(y),

satisfazendo assim (2.25)5. Além disso, como w ∈ H1
0 (Ω), f5 ∈M1 e η ∈M1, temos que

ηs = w + f5 − η ∈M1.

Analogamente, mostramos que (2.25)6 é satisfeita e que

ζs = z + f6 − ζ ∈M2.

Portanto, mostramos que as equações no sistema (2.25) são satisfeitas e garantimos a existência

de U = (u, v, w, z, η, ζ) ∈ D(A) tal que (I −A)U = F .

Tendo em mãos que o operador A é dissipativo, que I −A é sobrejetor e que D(A) é denso em
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H (ver Proposição 1.33), segue do Teorema de Lumer-Phillips que A é gerador infinitesimal de

um C0-semigrupo de contrações S(t) em H. E, pelo Teorema 1.29, tomando F ≡ 0, garantimos

que o problema (2.15) tem uma única solução generalizada satisfazendo U(t) = S(t)U0. Além

do mais, se U0 ∈ D(A) então a solução generalizada é clássica, concluindo assim a prova do

teorema.

2.1.4 Boa Colocação: Problema Original (2.1)-(2.3)

Agora estamos em condições de mostrar que o problema original é bem-posto. Para isso, sejam

(u0, v0, u1, v1) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)× L2(Ω)× L2(Ω) e

V := {(u, v, w, z, η, ζ) ∈ H, η(s) = u e ζ(s) = v, ∀ s > 0} . (2.35)

Se U0 := (u0, v0, u1, v1, η0, ζ0) ∈ V ⊂ H, podemos aplicar o Teorema 2.4 para obter uma única

solução generalizada dada por

S(t)U0 = (u(t), v(t), w(t), z(t), ηt, ζt), t > 0.

Além disso, de (2.14) e (2.35), a função η tem a expressão

ηt(s) =

u(t), se t < s,

u(t)− u(t− s), se 0 < s ⩽ t
.

Então,

ω1u(t) + Iµ1(η
t) = u(t)−

∫ t

0
µ1(s)u(t− s) ds.

Analogamente, temos

ω2v(t) + Iµ2(ζ
t) = v(t)−

∫ t

0
µ2(s)v(t− s) ds.

Consequentemente, o par (u, v) é uma solução para (2.1)-(2.3). Isso motiva a seguinte definição:

Definição 2.5. O par (u, v) formado pelas duas primeiras componentes do vetor

U(t) = S(t)(u0, u1, v0, v1, u0, u1),

é dito uma solução fraca do sistema (2.1)-(2.3) com dados iniciais (u0, u1, v0, v1) ∈ H1
0 (Ω) ×

H1
0 (Ω)× L2(Ω)× L2(Ω).

Assim, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.6. Sob a hipótese 2.1 e para qualquer

(u0, v0, u1, v1) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)× L2(Ω)× L2(Ω),
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o sistema (2.1)-(2.3) tem uma única solução fraca (u, v) na classe

(u, v) ∈ C([0,+∞), H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω))× C1([0,+∞), L2(Ω)× L2(Ω)).

Terminamos esta subseção resumindo a discussão acima no diagrama a seguir:

Problema com

história nula

(2.1)-(2.3)

Problema com

história infinita

(2.5)-(2.7)

Sistema autônomo

equivalente

(2.8)-(2.11)

Variáveis de deslocamento

das histórias

Extensão nula

dos dados iniciais

Dado inicial

em V

Figura 2.1: Estratégia para provar a boa-colocação do sistema (2.1)-(2.3).

2.2 Decaimento geral uniforme da energia

Nesta seção, estudaremos a estabilidade geral do funcional de energia associado a (2.1)-(2.3), a

saber

E(t) =
1

2
∥S(t)U0∥2H, U0 ∈ V.

2.2.1 Ferramentas Preliminares

Nessa subseção apresentaremos as ferramentas técnicas para demonstrar o decaimento geral do

funcional de energia. Para isso, coletamos algumas notações, definições e resultados auxiliares

de [21, 23, 24].

Seja i = 1, 2. Para qualquer conjunto mensurável A ⊂ R+, consideremos a medida de probabili-

dade µ̂i associada a µi definida por

µ̂i(A) =
1

ℓi

∫
A
µi(s) ds. (2.36)
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Dado κ > 0, vamos decompor R+ de forma que R+ = Ni,κ ∪̇Pi,κ, em que

Ni,κ := {s ∈ R+ |µ′i(s) + κµi(s) ⩽ 0}, Pi,κ := R+\Ni,κ. (2.37)

Escrevendo, para ξ ∈Mi,∫
Pi,κ

µi(s)∥∇ξ(s)∥2 ds := Pi,κ(ξ),

∫
Ni,κ

µi(s)∥∇ξ(s)∥2 ds := Ni,κ(ξ), (2.38)

temos que

∥ξ∥2Mi
=

∫ +∞

0
µi(s)∥∇ξ(s)∥2 ds

=

∫
Pi,κ

µi(s)∥∇ξ(s)∥2 ds+
∫
Ni,κ

µi(s)∥∇ξ(s)∥2 ds

= Pi,κ(ξ) +Ni,κ(ξ).

Definimos o conjunto de achatamento de µi como

Fµi := {s ∈ R+ |µi(s) > 0 e µ′i(s) = 0}, (2.39)

e a taxa de achatamento de µi como

Rµi := µ̂i(Fµi). (2.40)

Listamos abaixo algumas propriedades relacionadas as definições acima.

Lema 2.7. Considerando as notações definidas acima e a hipótese 2.1, temos:

(a) Rµi = lim
κ→0

µ̂i (Pi,κ) ;

(b) Para qualquer ξ ∈Mi, vale:

(∫
Ni,κ

µi(s)∥∇ξ(s)∥ ds
)2

⩽ ℓi µ̂i(Ni,κ)Ni,κ(ξ)

(∫
Pi,κ

µi(s)∥∇ξ(s)∥ ds
)2

⩽ ℓi µ̂i(Pi,κ)Pi,κ(ξ)

(2.41)

Demonstração. Seja i = 1, 2.

Prova de (a): Inicialmente, afirmamos que⋂
κ>0

Pi,κ = Fµi ∪ {s ∈ R+ |∄µ′i(s)}.

De fato, se s0 ∈ Fµi então s0 ∈ R+, µi(s0) > 0 e µ′i(s0) = 0, donde µ′i(s0)+κµi(s0) = κµi(s0) > 0.

Logo, s0 ∈ Pi,κ para todo κ > 0, isto é, s0 ∈
⋂
κ>0

Pi,κ.
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Por outro lado, se s0 ∈ R+ e µ′i(s0) não existe, então s0 ∈ Pi,κ para todo κ > 0, isto é,

s0 ∈
⋂
κ>0

Pi,κ. Agora, se s0 ∈
⋂
κ>0

Pi,κ então, ocorre uma, e somente uma, das situações abaixo:

• µ′i(s0) não existe

• existe µ′i(s0) e, neste caso, µ′i(s0) + κµi(s0) > 0, para todo κ > 0.

Se ocorrer a primeira situação então, trivialmente, s0 ∈ Fµi ∪ {s ∈ R+ | ∄µ′i(s)}. Se ocorrer

que µ′i(s0) + κµi(s0) > 0, para todo κ > 0, então, fazendo κ → 0, temos µ′i(s0) ⩾ 0. Por

outro lado, como µi é não-crescente, temos µ′i(s0) ⩽ 0. Donde segue que µ′i(s0) = 0. Além

disso, como κ > 0 e κµi(s0) > 0, temos que µi(s0) > 0. Assim, s0 ∈ Fµi e, consequentemente,

s0 ∈ Fµi ∪ {s ∈ R+ |∄µ′i(s)}. Donde podemos concluir a afirmação.

Para mostrar o item (a), observamos que:

• A medida do conjunto {s ∈ R+ |∄µ′i(s)} é nula;

• Se κ1 > κ2 então Pi,κ1 ⊆ Pi,κ2 .

Logo, segue de (2.39), (2.40) e da proposição 1.60 que

lim
κ→0

µ̂i (Pi,κ) = µ̂i

(⋂
κ>0

Pi,κ

)
= µ̂i

(
Fµi ∪ {s ∈ R+ | ∄µ′i(s)}

)
= µ̂i(Fµi) + µ̂i

(
{s ∈ R+ |∄µ′i(s)}

)
= µ̂i(Fµi)

= Rµi .

Prova de (b): De (2.36) e (2.38), temos

(∫
Ni,κ

µi(s)∥∇ξ(s)∥ ds
)2

⩽

(∫
Ni,κ

µi(s) ds

)(∫
Ni,κ

µi(s)∥∇ξ(s)∥2 ds
)
dx

= ℓi µ̂i(Ni,κ)Ni,κ(ξ).

Analogamente provamos a outra estimativa em (2.41).

Observação 2.8. Os núcleos de memória considerados na Hipótese 2.1 podem apresentar uma

posśıvel singularidade em s = 0, como ocorre por exemplo em

g(s) =
e−s

s
.

Para lidar com essa possibilidade, exploramos o fato de que µi ∈ L1(R+). De fato, para todo

ε ∈
(
0, 1

2

)
, podemos escolher s∗i = s∗i (ε) > 0 tal que

∫ s∗i

0
µi(s) ds <

εℓi
2
. (2.42)
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Então, consideramos o núcleo truncado µ∗i : R+ → R+, i = 1, 2, como

µ∗i (s) := µ(s∗i )χ(0, s∗i ]
(s) + µi(s)χ(s∗i ,+∞)(s) (2.43)

que satisfaz

µ∗i (s) = [µi(s
∗
i )− µi(s)]χ(0,s∗i ]

(s) + µi(s) ⩽ µi(s), s > 0, (2.44)

para i = 1, 2.

2.2.2 Processo de Regularização

Para obtermos as estimativas desejadas para a energia em H, precisamos trabalhar com um

subespaço mais regular e denso em H, por exemplo, D(A). No entanto, D(A) ∩ V não é denso

em V pois

D(A) ∩ V =
{
(0, 0, w, z, 0, 0), w, z ∈ H1

0 (Ω)
}
.

Para superar essa dificuldade, seguimos as ideias de [23, 24] e constrúımos uma sequência regu-

larizante que satisfaz algumas propriedades.

Lema 2.9. Dado U0 = (u0, v0, w0, z0, u0, v0) ∈ V, então existe ψn ∈ C1([0,+∞)) e

(un0 , v
n
0 , w

n
0 , z

n
0 ) ∈ [H2(Ω)×H1

0 (Ω)]× [H2(Ω)×H1
0 (Ω)]×H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω),

tal que a sequência Un
0 = (un0 , v

n
0 , w

n
0 , z

n
0 , ψnu

n
0 , ψnv

n
0 ) pertence a D(A) e satisfaz

Un
0 → U0 em H. (2.45)

Além disso, as duas últimas componentes de

S(t)Un
0 = (un(t), vn(t), unt (t), v

n
t (t), (η

t)n, (ζt)n),

tem a forma expĺıcita

(ηt)n(s) =


un(t)− un(t− s), se 0 < s ⩽ t

un(t) + (ψn(s− t)− 1)un0 , se t < s ⩽ t+ 1
n

un(t), se s > t+ 1
n

(2.46)

e

(ζt)n(s) =


vn(t)− vn(t− s), se 0 < s ⩽ t

vn(t) + (ψn(s− t)− 1)vn0 , se t < s ⩽ t+ 1
n

vn(t), se s > t+ 1
n .

(2.47)
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Demonstração. Para cada n ∈ N, consideremos a sequência ψn : [0,+∞)→ [0, 1] definida por

ψn(s) =


0, se 0 ⩽ s < 1

2n

sen2
[π
2
(2ns− 1)

]
, se 1

2n ⩽ s ⩽ 1
n

1, se s > 1
n .

(2.48)

Explorando as imersões densas

H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) ↪→ H1

0 (Ω), H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω)

garantimos a existência de uma sequência

(un, vn, wn, zn) ∈
[
H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)
]
×
[
H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)
]
×H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω),

tal que

(un0 , v
n
0 , w

n
0 , z

n
0 )→ (u0, v0, w0, z0) em H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω)× L2(Ω)× L2(Ω). (2.49)

Claramente ψn ∈ C1([0,+∞)) e a sequência Un
0 = (un0 , v

n
0 , w

n
0 , z

n
0 , ψnu

n
0 , ψnv

n
0 ) ∈ D(A). Vamos

mostrar que Un
0 satisfaz (2.45). De fato,

∥Un
0 − U0∥2H ⩽ ω1∥∇un0 −∇u0∥2 + ω2∥∇vn0 −∇v0∥2 + ∥wn

0 − w0∥2

+ ∥zn0 − z0∥2 + 2α∥un0 − u0∥2 + 2α∥vn0 − v0∥2

+

∫ +∞

0
µ1(s)∥∇ψnu

n
0 −∇u0∥2 ds+

∫ +∞

0
µ2(s)∥∇ψnv

n
0 −∇v0∥2 ds. (2.50)

De (2.49) temos que os seis primeiros termos de (2.50) tendem a zero. Resta mostrar que o

mesmo ocorre com os dois últimos termos. A análise pode ser feita apenas para o sétimo termo

pois, para a oitava parcela basta realizarmos um procedimento análogo e obtermos a mesma

conclusão. Com efeito, note que

∥∇ψnu
n
0 −∇u0∥2 ⩽ 2 |ψn − 1|2 ∥∇un0∥2 + 2 ∥∇un0 −∇u0∥2.

Da convergência (2.49) temos que existe C = C(∥∇un0∥) > 0 tal que ∥∇un0∥ ⩽ C, donde∫ +∞

0
µ1(s)∥∇ψnu

n
0 −∇u0∥2 ds ⩽ C2

∫ +∞

0
µ1(s)|ψn − 1|2 ds+ 2ℓ1∥∇un0 −∇u0∥2. (2.51)

Novamente de (2.49) temos que a segunda parcela em (2.51) tende para zero. A fim de verifi-

carmos que o mesmo ocorre com a primeira parcela, observamos que:

(i) µ1(s)|ψn − 1|2 é limitada por uma função Φ ∈ L1(R+) pois,

µ1(s)|ψn − 1|2 ⩽ µ1(s)(|ψn(s)|+ 1)2 ⩽ 4µ1(s).

(ii) Ao tomarmos o limite quando n tende a infinito, µ1(s)|ψn−1|2 tende para zero, para todo
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s ∈ [0,+∞) pois, de (2.48) temos que ψn(s) − 1 = 0, para todo s > 1
n e, por outro lado,

utilizando a propriedade arquimediana, para todo s > 0 fixo, podemos obter n0 ∈ N tal

que s > 1
n0

e, assim, podemos concluir que para todo n > n0 temos que s > 1
n e, portanto

ψn(s)− 1 = 0, garantindo a convergência desejada.

Agora, tendo em vista (i) e (ii), podemos utilizar o Teorema da Convergência dominada para

concluir que

lim
n→+∞

∫ +∞

0
µ1(s)∥∇ψnu

n
0 −∇u0∥2 ds = 0. (2.52)

De (2.51) e (2.52), temos que a sétima parcela em (2.50) tende a zero, provando (2.49).

A fim de concluir (2.46), podemos considerar p = un em (2.14) e analisar dois casos:

Caso 1: 0 < s ⩽ t. De (2.14), segue que

(ηt)n(s) = un(t)− un(t− s). (2.53)

Caso 2: s > t. De (2.14) e da expressão de Un
0 , obtemos

(ηt)n(s) = ηn0 (s− t) + un(t)− un(0)
= ψn(s− t)un0 + un(t)− un0
= un(t) + (ψn(s− t)− 1)un0 .

No entanto, para s > t+ 1
n , temos que s− t > 1

n e portanto ψn(s− t) = 1, ou seja,

(ηt)n(s) =


un(t) + (ψn(s− t)− 1)un0 t < s ⩽ t+ 1

n ,

un(t) s > t+ 1
n .

(2.54)

e, de (2.53) e (2.54), temos o desejado em (2.46). De modo análogo também conclúımos a

expressão desejada em (2.47).

2.2.3 Resultado Principal

Para estabelecermos o resultado principal, consideramos para cada i = 1, 2, uma função absolu-

tamente cont́ınua Gi : [0,+∞)→ R+ satisfazendo a desigualdade diferencial

d

dt
Gi(t) + γi(t)Gi(t) ⩽ 0, q.t.p. t > 0, (2.55)

em que γi : R+ → R+ é decrescente e cont́ınua com∫ +∞

0
min {γ1(s), γ2(s)} ds = +∞. (2.56)

Vamos assumir que os núcleos µ1 e µ2 satisfazem a seguinte hipótese adicional:
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Hipótese 2.10. Para cada i = 1, 2 e para cada t ⩾ 0, vamos assumir que o núcleo µi satisfaz

a seguinte desigualdade: ∫ +∞

t
µi(s) ds ⩽ Gi(t). (2.57)

Nosso principal resultado é o seguinte:

Teorema 2.11. Vamos admitir as hipóteses 2.1, 2.10 e supor ainda que

µ′1(s), µ
′
2(s) < 0 para quase todo s > 0. (2.58)

Então, para todo U0 ∈ V e t0 > 0, existe uma constante estrutural ρ = ρ(t0) > 0 e uma função

crescente Q = Q(∥U0∥H) tal que

E(t) ⩽ Q(t0)e
−ρ

∫ t
t0

min{γ1(s),γ2(s)} ds, t ⩾ t0. (2.59)

Como a prova deste teorema é extensa, vamos divid́ı-la em vários lemas. Para isso, vamos

explorar a força do Lema 2.9, considerando para qualquer dado inicial

U0 = (u0, v0, w0, z0, u0, v0) ∈ V,

uma sequência

Un
0 = (un0 , v

n
0 , w

n
0 , z

n
0 , ψnu

n
0 , ψnv

n
0 ) ∈ D(A),

tal que (2.45) é válida e as duas últimas componentes de

S(t)Un
0 = (un(t), vn(t), unt (t), v

n
t (t), (η

t)n, (ζt)n) ∈ D(A),

são dadas por (2.46) e (2.47), respectivamente.

Lema 2.12. Para todo ε ∈
(
0, 1

2

)
, o funcional Ψn

1 dado por

Ψn
1 (t) = (un(t), unt (t)) + (vn(t), vnt (t)),

satisfaz a seguinte desigualdade

d

dt
Ψn

1 (t) ⩽ ∥unt (t)∥2 + ∥vnt (t)∥2 − (ω1 − ε)∥∇un(t)∥2 − (ω2 − ε)∥∇vn(t)∥2

−
∫
P1,κ

µ1(s)
(
∇un(t),∇(ηt)n(s)

)
ds−

∫
P2,κ

µ2(s)
(
∇vn(t),∇(ζt)n(s)

)
ds

−α∥un(t)− vn(t)∥2 + 1

4ε

[
N1,κ((η

t)n) +N2,κ((ζ
t)n)

]
. (2.60)

Demonstração. Fazendo a derivada de Ψn
1 (t) e usando (2.8)1 e (2.8)2, temos

d

dt
Ψn

1 (t) = ∥unt (t)∥2 + ∥vnt (t)∥2 − ω1∥∇un(t)∥2 − ω2∥∇vn(t)∥2 − α∥un(t)− vn(t)∥2

−
(
∇un(t), Iµ1(∇(ηt)n)

)
−
(
∇vn(t), Iµ2(∇(ζt)n)

)
. (2.61)



2.2 Decaimento geral uniforme da energia 54

Por outro lado, utilizando alguns cálculos simples, (2.37) e (2.41), podemos estimar os dois

últimos termos no lado direito de (2.61) como segue
(
∇un(t), Iµ1(∇(ηt)n)

)
⩾
∫
P1,κ

µ1(s)
(
∇un(t),∇(ηt)n(s)

)
ds− ε∥∇un(t)∥2 − 1

4ε
N1,κ((η

t)n)(
∇vn(t), Iµ2(∇(ζt)n)

)
⩾
∫
P2,κ

µ2(s)
(
∇vn(t),∇(ζt)n(s)

)
ds− ε∥∇vn(t)∥2 − 1

4ε
N2,κ((ζ

t)n)

Substituindo as últimas estimativas em (2.61), obtemos (2.60).

Lema 2.13. Para cada ε ∈
(
0, 1

2

)
, o funcional Ψn

2 definido por

Ψn
2 (t) = −

1

ℓ1

∫ +∞

0
µ∗1(s)((η

t)n(s), unt (t)) ds−
1

ℓ2

∫ +∞

0
µ∗2(s)((ζ

t)n(s), vnt (t)) ds,

satisfaz a seguinte desigualdade

d

dt
Ψn

2 (t) ⩽ − (1− ε)
[
∥unt (t)∥2 + ∥vnt (t)∥2

]
+ 2ε1/2

[
ω1

ℓ1
∥∇un(t)∥2 + ω2

ℓ2
∥∇vn(t)∥2

]
+
(
ε1/2 + 2µ̂1(P1,κ)

)
P1,κ((η

t)n) +
(
ε1/2 + 2µ̂2(P2,κ)

)
P2,κ((ζ

t)n)

+
ω1

ℓ1

∫
P1,κ

µ1(s)
(
∇(ηt)n(s),∇un(t)

)
ds+

ω2

ℓ2

∫
P2,κ

µ2(s)
(
∇(ζt)n(s),∇vn(t)

)
ds

− µ1(s
∗
1)

2CP ℓ21ε

∫ +∞

0
µ′1(s)∥∇(ηt)n(s)∥2 ds−

µ2(s
∗
2)

2CP ℓ22ε

∫ +∞

0
µ′2(s)∥∇(ζt)n(s)∥2 ds

+α

∫ ∞

0

(
µ∗1(s)

ℓ1
(ηt)n(s)− µ∗2(s)

ℓ2
(ζt)n(s), (un − vn)(t)

)
ds

+
3

ε

[
N1,κ((η

t)n) +N2,κ((ζ
t)n)

]
. (2.62)

Demonstração. Derivando Ψn
2 (t) e utilizando as equações de (2.8), chegamos em

d

dt
Ψn

2 (t) =

4∑
k=1

Jn
k (t) + α

∫ ∞

0

(
µ∗1(s)

ℓ1
(ηt)n(s)− µ∗2(s)

ℓ2
(ζt)n(s), (un − vn)(t)

)
ds, (2.63)

onde

Jn
1 (t) := − 1

ℓ1

(∫ ∞

0
µ∗1(s) ds

)
∥unt (t)∥2 −

1

ℓ2

(∫ ∞

0
µ∗2(s) ds

)
∥vnt (t)∥2,

Jn
2 (t) :=

1

ℓ1

∫ ∞

0
µ∗1(s)

(
(ηt)ns (s), u

n
t (t)

)
ds+

1

ℓ2

∫ ∞

0
µ∗2(s)

(
(ζt)ns (s), v

n
t (t)

)
ds,

Jn
3 (t) :=

ω1

ℓ1

∫ ∞

0
µ∗1(s)

(
∇(ηt)n(s),∇un(t)

)
ds+

ω2

ℓ2

∫ ∞

0
µ∗2(s)

(
∇(ζt)n(s),∇vn(t)

)
ds,

Jn
4 (t) :=

1

ℓ1

∫ ∞

0
µ∗1(s)

(
∇(ηt)n(s), Iµ1(∇(ηt)n)

)
ds

+
1

ℓ2

∫ ∞

0
µ∗2(s)

(
∇(ζt)n(s), Iµ2(∇(ζt)n)

)
ds.

No que segue, estimaremos os termos Jn
k (t), k = 1, 2, 3, 4.
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Estimativa para Jn
1 (t): Observando (2.42) e (2.44), temos que

∫ ∞

0
µ∗i (s) ds = µi(s

∗
i )s

∗
i + ℓi −

∫ s∗i

0
µi(s) ds ⩾ ℓi

(
1− ε

2

)
, i = 1, 2,

e assim

Jn
1 (t) ⩽ −

(
1− ε

2

) [
∥unt (t)∥2 + ∥vnt (t)∥2

]
. (2.64)

Estimativa para Jn
2 (t): Usando integração por partes, argumentos análogos a (2.20) e (2.21) e

também o fato que (ηt)n ∈ D(L1) e (ζt)n ∈ D(L2), podemos escrever

Jn
2 (t) = −

1

ℓ1

∫ ∞

0
(µ∗1)

′(s)
(
(ηt)n(s), unt (t)

)
ds− 1

ℓ2

∫ ∞

0
(µ∗2)

′(s)
(
(ζt)n(s), vnt (t)

)
ds.

Então, de (2.43) e da desigualdade de Poincaré, obtemos

|Jn
2 (t)| ⩽ − 1

ℓ1

∫ +∞

0
(µ∗1)

′(s)∥(ηt)n(s)∥∥unt (t)∥ ds−
1

ℓ2

∫ +∞

0
(µ∗2)

′(s)∥(ζt)n(s)∥∥vnt (t)∥ ds

⩽
ε

2

[
∥unt (t)∥2 + ∥vnt (t)∥2

]
− µ1(s

∗
1)

2CP ℓ21ε

∫ +∞

0
µ′1(s)∥∇(ηt)n(s)∥2 ds

− µ2(s
∗
2)

2CP ℓ22ε

∫ +∞

0
µ′2(s)∥∇(ζt)n(s)∥2 ds. (2.65)

Estimativa para Jn
3 (t): Escrevendo

Jn
3 (t) =

ω1

ℓ1

∫ +∞

0
µ1(s)

(
∇(ηt)n(s),∇un(t)

)
ds+

ω2

ℓ2

∫ +∞

0
µ2(s)

(
∇(ζt)n(s),∇vn(t)

)
ds

−ω1

ℓ1

∫ s∗1

0
[µ1(s)− µ∗1(s)]

(
∇(ηt)n(s),∇un(t)

)
ds

−ω2

ℓ2

∫ s∗2

0
[µ2(s)− µ∗2(s)]

(
∇(ζt)n(s),∇vn(t)

)
ds,

e usando (2.43), (2.37), podemos estimar Jn
3 (t) por

|Jn
3 (t)| ⩽ 2ε

1
2

[
ω1

ℓ1
∥∇un(t)∥2 + ω1

ℓ2
∥∇vn(t)∥2

]
+ ε

1
2
[
P1,κ((η

t)n) + P2,κ((ζ
t)n)

]
+
ω1

ℓ1

∫
P1,κ

µ1(s)
(
∇(ηt)n(s),∇un(t)

)
ds+

ω2

ℓ2

∫
P2,κ

µ2(s)
(
∇(ζt)n(s),∇vn(t)

)
ds

+
3

2ε

[
N1,κ((η

t)n) +N2,κ((ζ
t)n)

]
. (2.66)

Estimativa para Jn
4 (t): Executando uma sequência de cálculos usuais, (2.36), (2.37), (2.41) e
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(2.43), obtemos

|Jn
4 (t)| ⩽ µ̂1(P1,κ)P1,κ((η

t)n) +
2

ℓ1

(
l21 µ̂1(P1,κ)P1,κ((η

t)n)
) 1

2
(
N1,κ((η

t)n)
) 1

2 +N1,κ((η
t)n)

+µ̂1(P2,κ)P2,κ((ζ
t)n) +

2

ℓ2

(
l22 µ̂2(P2,κ)P2,κ((ζ

t)n)
) 1

2 (N2,κ(ζ))
1
2 +N2,κ((ζ

t)n)

⩽ 2
[
µ̂1(P1,κ)P1,κ((η

t)n) + µ̂2(P2,κ)P2,κ((ζ
t)n)

]
+

3

2ε

[
N1,κ((η

t)n) +N2,κ((ζ
t)n)

]
. (2.67)

Substituindo as estimativas (2.64), (2.65), (2.66) e (2.67) em (2.63), deduzimos (2.62).

Lema 2.14. O funcional Ψn
3 dado por

Ψn
3 (t) =

∫ +∞

0

(∫ +∞

s
µ1(τ)χP1,κ(τ) dτ

)∥∥∇(ηt)n(s)−∇un(t)∥∥2 ds
+

∫ +∞

0

(∫ +∞

s
µ2(τ)χP2,κ(τ) dτ

)∥∥∇(ζt)n(s)−∇vn(t)∥∥2 ds,
satisfaz a igualdade

d

dt
Ψn

3 (t) = 2

[∫
P1,κ

µ1(s)
(
∇(ηt)n(s),∇un(t)

)
ds+

∫
P2,κ

µ2(s)
(
∇(ζt)n(s),∇vn(t)

)
ds

]
−
[
P1,κ((η

t)n) + P2,κ((ζ
t)n)

]
. (2.68)

Demonstração. De fato, utilizando a Regra de Leibniz para integrais, temos que

d

dt
Ψn

3 (t) = 2

∫ +∞

0

(∫ +∞

s
µ1(τ)χP1,κ(τ) dτ

)
d

ds

(
∇(ηt)n(s),∇un(t)

)
ds

+ 2

∫ +∞

0

(∫ +∞

s
µ2(τ)χP2,κ(τ) dτ

)
d

ds

(
∇(ζt)n(s),∇vn(t)

)
ds

−
∫ +∞

0

(∫ +∞

s
µ1(τ)χP1,κ(τ) dτ

)
d

ds

∥∥∇(ηt)n(s)∥∥2 ds
−
∫ +∞

0

(∫ +∞

s
µ2(τ)χP2,κ(τ) dτ

)
d

ds

∥∥∇(ζt)s(s)∥∥2 ds. (2.69)

A fim de obter (2.68), vamos analisar apenas o primeiro e o terceiro termo em (2.69), pois os

demais seguem de modo análogo. Para isto, utilizamos de integração por partes, (2.36) e o fato

de que (ηt)n ∈ D(L1) e (ζt)n ∈ D(L2), obtemos que∫ +∞

0

(∫ +∞

s
µ1(τ)χP1,κ(τ) dτ

)
d

ds

(
∇(ηt)n(s),∇un(t)

)
ds =

∫
P1,κ

µ1(τ)
(
∇(ηt)n(s),∇un(t)

)
ds,

(2.70)

e ∫ +∞

0

(∫ +∞

s
µ1(τ)χP1,κ(τ) dτ

)
d

ds

∥∥∇(ηt)n(s)∥∥2 ds = P1,κ((η
t)n). (2.71)

Combinando (2.69), (2.70) e (2.71), temos o desejado em (2.68).
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Lema 2.15. Existem κ > 0 e ε ∈
(
0, 12
)
tais que o funcional

Ψn
4 (t) := R ∥S(t)Un

0 ∥2H + ε3(1− 2ε)Ψn
1 (t) + ε3Ψn

2 (t) +
ε2

4
Ψn

3 (t),

satisfaz ∥S(t)Un
0 ∥2H ≤ Ψn

4 (t) para todo R > 0 suficientemente grande, e

d

dt
Ψn

4 (t) + β0∥S(t)Un
0 ∥2H ⩽ 0, t > 0, (2.72)

para algum β0 > 0.

Demonstração. Coletando (2.17), (2.60), (2.62) e (2.68), multiplicando cada um pelo seu res-

pectivo peso e somando os resultados, temos

d

dt
Ψn

4 (t) ⩽ −ε4
[
∥unt (t)∥2 + ∥vnt (t)∥2

]
− ε3 (1− 2ε)α∥un(t)− vn(t)∥2

−ε3
[
ω1 − ε

1
2

(
3ℓ1 + 4

2ℓ1

)]
∥∇un(t)∥2 − ε3

[
ω2 − ε

1
2

(
3ℓ2 + 4

2ℓ2

)]
∥∇vn(t)∥2

−ε2
(
1

4
− 3ε

)
P1,κ((η

t)n)− ε2
(
1

4
− 3ε

)
P2,κ((ζ

t)n)

+ε2
(
ω1

ℓ1
+

5

2

)∫
P1,κ

µ1(s)
(
∇(ηt)n(s),∇un(t)

)
ds

+ε2
(
ω2

ℓ2
+

5

2

)∫
P2,κ

µ2(s)
(
∇(ζt)n(s),∇vn(t)

)
ds

+

(
2R− µ1(s

∗
1)ε

2

2CP ℓ21

)∫ +∞

0
µ′1(s)∥∇(ηt)n(s)∥2 ds

+

(
2R− µ2(s

∗
2)ε

2

2CP ℓ22

)∫ +∞

0
µ′2(s)∥∇(ζt)n(s)∥2 ds

+αε3
[∫ ∞

0

(
µ∗1(s)

ℓ1
(ηt)n(s)− µ∗2(s)

ℓ2
(ζt)n(s), (un − vn)(t)

)
ds

]
+4ε2

[
N1,κ((η

t)n) +N2,κ((ζ
t)n)

]
. (2.73)

Agora, usando (2.41), temos
(
ω1

ℓ1
+

5

2

)∫
P1,κ

µ1(s)
(
∇(ηt)n(s),∇un(t)

)
ds ⩽

1

16
P1,κ((η

t)n) + Cµ̂1(P1,κ)∥∇un(t)∥2(
ω2

ℓ2
+

5

2

)∫
P2,κ

µ2(s)
(
∇(ζt)n(s),∇vn(t)

)
ds ⩽

1

16
P2,κ((ζ

t)n) + Cµ̂2(P2,κ)∥∇vn(t)∥2

e

α

∫ ∞

0

(
µ∗1(s)

ℓ1
(ηt)n(s)− µ∗2(s)

ℓ2
(ζt)n(s), (un − vn)(t)

)
ds

⩽ Cα [µ̂1(P1,κ) + µ̂2(P2,κ) + ε] ∥un(t)− vn(t)∥2 + 1

16

[
P1,κ((η

t)n) + P2,κ((ζ
t)n)

]
+

1

4ε

[
N1,κ((η

t)n) +N2,κ((ζ
t)n)

]
.



2.2 Decaimento geral uniforme da energia 58

Então, substituindo as últimas estimativas em (2.73), conclúımos que

d

dt
Ψn

4 (t) ⩽ −ε4
[
∥unt (t)∥2 + ∥vnt (t)∥2

]
−ε3α [1− (2 + C)ε− C (µ̂1(P1,κ) + µ̂2(P2,κ))] ∥un(t)− vn(t)∥2

−ε3
[
ω1 − ε

1
2

(
3ℓ1 + 4

2ℓ1

)
− C

ε
µ̂1(P1,κ)

]
∥∇un(t)∥2

−ε3
[
ω2 − ε

1
2

(
3ℓ2 + 4

2ℓ2

)
− C

ε
µ̂2(P2,κ)

]
∥∇vn(t)∥2

−ε2
(
1

8
− 3ε

)
P1,κ((η

t)n)− ε2
(
1

8
− 3ε

)
P2,κ((ζ

t)n)

+

(
2R− µ1(s

∗
1)ε

2

2CP ℓ21

)∫ +∞

0
µ′1(s)∥∇(ηt)n(s)∥2 ds

+

(
2R− µ2(s

∗
2)ε

2

2CP ℓ22

)∫ +∞

0
µ′2(s)∥∇(ζt)n(s)∥2 ds

+5ε2
[
N1,κ((η

t)n) +N2,κ((ζ
t)n)

]
.

Este é o momento preciso em que usamos (2.58). De fato, com essa condição, os conjuntos de

achatamento Fµ1 e Fµ2 tem medida de probabilidade nula e, consequentemente,

Rµi = µ̂i(Fµi) = lim
κ→0

µ̂i (Pi,κ) = 0, i = 1, 2.

Então, dado ε > 0, podemos escolher κ = κ(ε) > 0 suficientemente pequeno de tal forma que

µ̂i (Pi,κ) < ε2, i = 1, 2. (2.74)

Agora, procederemos como segue:

• Primeiro, escolhemos ε0 ∈
(
0, 12
)
suficientemente pequeno, a saber

ε0 = min

 1

2 + 3C
,

ω2
1[(

3ℓ1+4
2ℓ1

)
+ C

]2 , ω2
2[(

3ℓ2+4
2ℓ2

)
+ C

]2 , 1

24

 .

• Para esse ε0, escolhemos s∗i > 0, i = 1, 2, satisfazendo (2.42) e κ > 0 satisfazendo (2.74).

Com essas escolhas, temos

d

dt
Ψn

4 (t) ⩽ −β0∥S(t)Un
0 ∥2H + (2R− C)

∫ +∞

0

[
µ′1(s)∥∇(ηt)n(s)∥2 + µ′2(s)∥∇(ζt)n(s)∥2

]
ds

+C
[
N1,κ((η

t)n) +N2,κ((ζ
t)n)

]
, (2.75)

para algum β0 > 0.
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Note que, de (2.37) temos
N1,κ((η

t)n) ⩽ −1

κ

∫ +∞

0
µ′1(s)∥∇(ηt)n(s)∥2 ds

N2,κ((ζ
t)n) ⩽ −1

κ

∫ +∞

0
µ′2(s)∥∇(ζt)n(s)∥2 ds

donde, retornando a (2.75), conclúımos que

d

dt
Ψn

4 (t) + β0∥S(t)Un
0 ∥2H

⩽

[
2R− C

(
κ+ 1

κ

)]∫ +∞

0

[
µ′1(s)∥∇(ηt)n(s)∥2 + µ′2(s)∥∇(ζt)n(s)∥2

]
ds.

Tomando R > C
2

(
1+κ
κ

)
> 0, conclúımos que (2.72) é válida.

Por fim, a desigualdade ∥S(t)Un
0 ∥2H ⩽ Ψn

4 (t) segue da estimativa (obtida por meio de uma

sequência de contas usuais)

|Ψn
1 (t)|+ |Ψn

2 (t)| ⩽ C∥S(t)Un
0 ∥2H, t ⩾ 0, (2.76)

combinada ao fato de Ψn
3 ⩾ 0 e da escolha de R > 0 suficientemente grande, concluindo assim

a prova do lema.

Lema 2.16. O funcional

Ψn
5 (t) :=

∫ t

0

[
G1(t− s)∥∇un(s)∥2 +G2(t− s)∥∇vn(s)∥2

]
ds,

satisfaz
d

dt
Ψn

5 (t) + min{γ1(t), γ2(t)}Ψn
5 (t) ⩽ ν0∥S(t)Un

0 ∥2H, t ⩾ 0,

para algum ν0 > 0.

Demonstração. Fazendo a derivada de Ψn
5 através da aplicação da Regra de Leibniz para inte-

grais, utilizando a desigualdade (2.55) e o fato de γi(t) ser decrescente para i = 1, 2, temos

d

dt
Ψn

5 (t) =

∫ t

0

[
G′

1(t− s)∥∇un(s)∥2 +G′
2(t− s)∥∇vn(s)∥2

]
ds

+G1(0)∥∇un(t)∥2 +G2(0)∥∇vn(t)∥2

⩽ −
∫ t

0

[
γ1(t− s)G1(t− s)∥∇un(s)∥2 + γ2(t− s)G2(t− s)∥∇vn(s)∥2

]
ds

+

(
G1(0)

ω1
+
G2(0)

ω2

)
∥S(t)Un

0 (t)∥2H

⩽ −min{γ1(t), γ2(t)}Ψn
5 (t) + ν0∥S(t)Un

0 (t)∥2H,

em que ν0 :=
(
G1(0)
ω1

+ G2(0)
ω2

)
> 0.
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Lema 2.17. Para todo t0 > 0, there existe δ = δ(t0) > 0 tal que o funcional

Ψn
6 (t) := Ψn

4 (t) +
β0
2ν0

Ψn
5 (t).

satisfaz

∥S(t)Un
0 ∥2H ⩽ Ψn

6 (t) ⩽ C
[
∥S(t)Un

0 ∥2H +Ψn
5 (t) +G1(t) +G2(t)

]
, t ⩾ 0 (2.77)

e

d

dt
Ψn

6 (t) + δmin{γ1(t), γ2(t)}Ψn
6 (t) ⩽ min{γ1(t), γ2(t)} (G1(t) +G2(t)) , t ⩾ t0, (2.78)

para todo n suficientemente grande dependendo somente de ∥U0∥H.

Demonstração. Do Lema 2.15 e usando que Ψn
5 ⩾ 0, temos ∥S(t)Un

0 ∥2H ⩽ Ψn
6 (t), para todo t ⩾ 0.

Agora, de (2.45) existe M = M(∥U0∥H) > 0 tal que ∥Un
0 ∥H ⩽ M . E ainda, utilizando (2.57) e

as expressões (2.46) e (2.47), obtemos

Ψn
3 (t) ⩽

∫ t

0

[
G1(s)∥∇un(t− s)∥2 +G2(s)∥∇vn(t− s)∥2

]
ds

+∥∇un0∥2
∫ t+ 1

n

t
G1(s)[1− ψn(s− t)] ds+ ∥∇vn0 ∥2

∫ t+ 1
n

t
G2(s)[1− ψn(s− t)] ds

⩽ Ψn
5 (t) +

M2

n

[
1

ω1
+

1

ω2

]
(G1(t) +G2(t)) . (2.79)

Então, tomando n > M2
[

1
ω1

+ 1
ω2

]
e combinando (2.76) com (2.79), obtemos a última desigual-

dade de (2.77).

Por outro lado, fazendo a derivada de Ψn
6 (t) e aplicando o Lema 2.15 e o Lema 2.16, temos

d

dt
Ψn

6 (t) +
β0
2
∥S(t)Un

0 (t)∥2H +
β0
2ν0

min{γ1(t), γ2(t)}Ψn
5 (t) ⩽ 0. (2.80)

Adicionando min{γ1(t), γ2(t)} (G1(t) +G2(t)) em ambos os lados de (2.80), chegamos que

∥S(t)Un
0 ∥2H ⩾

min{γ1(t), γ2(t)}
min{γ1(t0), γ2(t0)}

∥S(t)Un
0 ∥2H, ∀ t ⩾ t0 > 0,

e levando em consideração (2.77), conclúımos que (2.78) é válida, para algum δ = δ(t0) > 0.

Lema 2.18. Para todo t0 > 0, existe ρ = ρ(t0) > 0 tal que o funcional

Ψn
7 (t) := Ψn

6 (t) + 2 (G1(t) +G2(t))

satisfaz

Ψn
7 (t) ⩽ Ψn

7 (t0)e
−ρ

∫ t
t0

min{γ1(s),γ2(s)} ds, t ⩾ t0, (2.81)

para todo n suficientemente grande dependendo somente de ∥U0∥H.



2.2 Decaimento geral uniforme da energia 61

Demonstração. Fazendo a derivada de Ψn
7 (t) e usando (2.55) e (2.78), temos que

d

dt
Ψn

7 (t) ⩽ −min{γ1(t), γ2(t)} [δΨn
6 (t) + (G1(t) +G2(t))]

⩽ −ρmin{γ1(t), γ2(t)}Ψn
7 (t), (2.82)

para algum ρ = ρ(t0) > 0 e para todo t ⩾ t0. Assim, multiplicando (2.82) por e
ρ
∫ t
t0

min{γ1(s),γ2(s)} ds

e integrando o resultado em (t0, t), t ⩾ t0, conclúımos que (2.81) é válida, como queŕıamos.

Prova do Teorema 2.11. De (2.77), levando em conta que S(t) é um semigrupo de contrações

e que G é decrescente, temos

∥S(t)Un
0 ∥2H ⩽ Ψn

7 (t) ⩽ Q(t) := C
[
M2ν0t+

(
M2 + ν0

)]
, (2.83)

para n ∈ N suficientemente grande, dependendo somente de ∥U0∥H. Então, combinando (2.81)

e (2.83), deduzimos que

∥S(t)Un
0 ∥2H ⩽ Q(t0)e

−ρ
∫ t
t0

min{γ1(s),γ2(s)} ds, t ⩾ t0,

para n ∈ N suficientemente grande, dependendo somente de ∥U0∥H. Assim, usando a con-

vergência (2.45) e observando novamente que S(t) é um semigrupo de contrações, podemos

fazer n→ +∞ para concluir que (2.59) é válida, completando a prova do teorema.

Observação 2.19. Podemos observar que nosso resultado permite uma grande classe de funções

relaxamento e, no caso em que ocorre (2.56), (2.59) nos dá uma taxa de decaimento mais geral

da qual as estimativas de decaimento exponencial e polinomial usuais são apenas casos especiais.

De fato,

• Se µ1 = µ2 = ae−b(1+t)p, 0 < p ⩽ 1, então, para i = 1, 2, µ′i(t) = −γ̃(t)µi(t), em que

γ̃ = bp(1+ t)p−1. Para constantes positivas adequadamente escolhidas a e b, µi satisfaz as

hipóteses 2.1 e 2.10 e a taxa (2.59) é dada por

E(t) ⩽ Ce−ω̃b(1+t)p .

• Se µ1(t) =
a1

(1 + t)q
, q > 1, e µ2(t) = a2e

−b(1+t)p, 0 < p ⩽ 1, então

E(t) ⩽
C

(1 + t)qω̃
.

Para mais exemplos de outras estimativas de decaimentos que podem ser obtidas a partir de

(2.59), ver [63].



Caṕıtulo 3

Estabilidade uniforme para um sistema de

Klein-Gordon com amortecimento viscoelástico do

tipo Kelvin-Voigt

Este caṕıtulo é destinado ao estudo do sistema Klein-Gordon colocado em ummeio não-homogêneo

e sujeito a um amortecimento localmente distribúıdo do tipo Kelvin-Voigt, a saber

ρ(x)utt − div(K(x)∇u) + v2u+ γ1(x)ut − div(a(x)∇ut) = 0 em Ω× R+,

ρ(x)vtt − div(K(x)∇v) + u2v + γ2(x)vt − div(b(x)∇vt) = 0 em Ω× R+,

u = v = 0 sobre ∂Ω× R+,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em Ω,

v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x) em Ω.

(3.1)

Aqui, Ω ⊂ Rd, d ⩽ 2, é um domı́nio limitado com fronteira regular ∂Ω, ρ é uma função densidade,

a matriz K(x) está associada ao meio não-homogêneo e as funções γ1, γ2, a e b são responsáveis

por localizar as dissipações friccionais e viscoelásticas, respectivamente.

Neste caṕıtulo, sempre que conveniente, será omitida a dependência da variável x. Além disso,

todas as constantes positivas, salvo menção contrária, serão denotadas por C.

3.1 Hipóteses, Notações e Boa Colocação

Ao longo dessa seção vamos assumir a seguinte hipótese:

Hipótese 3.1. Sejam ρ : Ω→ [0,+∞), kij : Ω→ R, 1 ⩽ i, j ⩽ d funções de classe C∞(Ω) tais

que para todo x ∈ Ω e ξ ∈ Rd,

α0 ⩽ ρ(x) ⩽ β0, kij(x) = kji(x), α1|ξ|2 ⩽ ξ⊤ ·K(x) · ξ ⩽ β1|ξ|2, (3.2)

onde α0, β0, α1, β1 são constantes positivas e K(x) = (kij(x))i,j é uma matriz simétrica positiva

definida.

Observação 3.2. Considerando (3.2), temos que as expressões∫
Ω
∇u(x)⊤ ·K(x) · ∇v(x) dx, u, v ∈ H1

0 (Ω) e

∫
Ω
ρ(x)[uv](x) dx, u, v ∈ L2(Ω) (3.3)

definem produtos internos em H1
0 (Ω) e L2(Ω), respectivamente. Além disso, estes produtos
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internos induzem normas equivalentes as usuais nestes espaços.

A partir da Observação 3.2, neste caṕıtulo, vamos considerar os espaços L2(Ω) e H1
0 (Ω) munidos

com os produtos internos dados em (3.3). Consideremos também

H = H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)× L2(Ω)× L2(Ω),

o espaço de fase munido do produto interno

⟨U1, U2⟩H :=

∫
Ω
∇u1(x)⊤ ·K(x) · ∇u2(x) dx+

∫
Ω
∇v1(x)⊤ ·K(x) · ∇v2(x) dx

+

∫
Ω
ρ(x)[w1w2](x) dx+

∫
Ω
ρ(x)[z1z2](x) dx.

cuja norma associada é dada por:

∥U1∥2H :=

∫
Ω
∇u1(x)⊤ ·K(x) · ∇u1(x) dx+

∫
Ω
∇v1(x)⊤ ·K(x) · ∇v1(x) dx

+

∫
Ω
ρ(x)|w1(x)|2 dx+

∫
Ω
ρ(x)|z1(x)|2 dx.

em que U = (u1, v1, w1, z1), V = (u2, v2, w2, z2) ∈ H.

3.1.1 O problema de Cauchy associado

Sejam w = ut, z = vt e U = (u, v, w, z). Desta forma, podemos reescrever (3.1) como o seguinte

problema de Cauchy equivalente 
∂U

∂t
(t) = AU(t) + F(U(t))

U(0) = U0,

(3.4)

em que U0 = (u0, v0, u1, v1), o operador A : D(A) ⊂ H→ H é dado por

AU =



w

z
1

ρ(·) div(K(·)∇u+ a(·)∇w)− 1

ρ(·)γ1(·)w

1

ρ(·) div(K(·)∇v + b(·)∇z)− 1

ρ(·)γ2(·)z


e o operador não linear F : H→ H é definido por

F(u, v, w, z) =

(
0, 0,− 1

ρ(·)v
2u,− 1

ρ(·)u
2v

)
. (3.5)

O domı́nio D(A) é formado por todas as funções

(u, v, w, z) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω),
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tais que

div(K(·)∇u), div(a(·)∇w), div(K(·)∇v), div(b(·)∇z) ∈ L2(Ω)

Agora, estamos em condições de apresentar o principal resultado desta seção que prova que o

problema (3.4) e, consequentemente, o problema (3.1) está bem posto.

Teorema 3.3 (Boa colocação). Suponhamos que a hipótese 3.1 seja satisfeita e que as funções

a(·), b(·) ∈ L∞(Ω) e γ1(·), γ2(·) ∈ C0(Ω) são não-negativas.

(i) Se U0 ∈ H, então o problema (3.4) possui um única solução generalizada na classe U ∈
C([0,+∞),H) satisfazendo

U(t) = S(t)U0 +

∫ t

0
S(t− τ)F(U(τ)) dτ, ∀ t ⩾ 0.

(ii) Se, além disso, U0 ∈ D(A), então a solução generalizada U do problema (3.4) é clássica,

com

U ∈ C([0,+∞),D(A)) ∩ C1([0,+∞),H).

(iii) É válida a seguinte identidade de energia:

Eu,v(t2)− Eu,v(t1) = −
∫ t2

t1

∫
Ω

[
a(x)|∇ut(x, t)|2 + γ1(x)|ut(x, t)|2

]
dx dt

−
∫ t2

t1

∫
Ω

[
b(x)|∇vt(x, t)|2 + γ2(x)|vt(x, t)|2

]
dx dt, (3.6)

para todo 0 ⩽ t1 ⩽ t2.

Demonstração. A demonstração será feita em etapas como segue:

A é dissipativo: Considere U = (u, v, w, z) ∈ D(A). Então, utilizando o Teorema da Di-

vergência, temos

(AU,U)H =

∫
Ω
(∇w(x))T ·K(x) · ∇u(x) dx+

∫
Ω
(∇z(x))T ·K(x) · ∇v(x) dx

+

∫
Ω
div(K(x)∇u(x)− a(x)∇w(x)) · w(x) dx−

∫
Ω
γ1(x) · w2(x) dx

+

∫
Ω
div(K(x)∇v(x)− b(x)∇z(x)) · z(x) dx−

∫
Ω
γ2(x) · z2(x) dx

=

∫
Ω
(∇w(x))T ·K(x) · ∇u(x) dx+

∫
Ω
(∇z(x))T ·K(x) · ∇v(x) dx

+

∫
Ω
div(K(x)∇u(x)) · w(x) dx+

∫
Ω
div(K(x)∇v(x)) · z(x) dx

−
∫
Ω
(a(x) |∇w(x)|2 + b(x) |∇z(x)|2) dx−

∫
Ω
(γ1(x)|w(x)|2 + γ2(x)|z(x)|2) dx

= −
∫
Ω
(a(x) |∇w(x)|2 + b(x) |∇z(x)|2) dx−

∫
Ω
(γ1(x)|w(x)|2 + γ2(x)|z(x)|2) dx

⩽ 0.
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Segue dáı que A é dissipativo.

Im(I −A) = H: Com efeito, para qualquer (m1,m2,m3,m4) ∈ H exibiremos U = (u, v, w, z) ∈
D(A) tal que

(I −A)(u, v, w, z) = (m1,m2,m3,m4),

ou seja, 

u− w = m1

v − z = m2

w − 1
ρ(x) div(K(x)∇u+ a(x)∇w) + 1

ρ(x)γ1(x)w = m3

z − 1
ρ(x) div(K(x)∇v + b(x)∇z) + 1

ρ(x)γ2(x)z = m4.

(3.7)

De (3.7)1 e (3.7)2, temos {
w = u−m1,

z = v −m2.
(3.8)

Substituindo as equações (3.8) em (3.7)3 e (3.7)4 respectivamente, obtemos{
ρ(x)u− div(K(x)∇u+ a(x)∇u) + γ1(x)u = g1,

ρ(x)v − div(K(x)∇v + b(x)∇v) + γ2(x)v = g2.
(3.9)

Vamos agora resolver o sistema (3.9) em queg1 := −div(a(·)∇m1) + γ1(·)m1 + ρ(·)(m1 +m3) ∈ H−1(Ω),

g2 := −div(b(·)∇m2) + γ2(·)m2 + ρ(·)(m2 +m4) ∈ H−1(Ω).

Para isto, utilizaremos o Teorema de Lax-Milgram. De fato, definimos a forma bilinear

ζ :
[
H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω)

]
×
[
H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω)

]
−→ R

dada por

ζ((u, v), (φ,ψ)) =

∫
Ω
[ρ(x) + γ1(x)]u(x)φ(x) dx+

∫
Ω
(∇u(x))⊤ ·K(x) · ∇φ(x) dx

+

∫
Ω
(∇u(x))⊤a(x)∇φ(x) dx+

∫
Ω
[ρ(x) + γ2(x)]v(x)ψ(x) dx

+

∫
Ω
(∇v(x))⊤ ·K(x) · ∇ψ(x) dx+

∫
Ω
(∇v(x))⊤b(x)∇ψ(x) dx.

Mostraremos, agora, que ζ(·, ·) é cont́ınua e coerciva.

• ζ é cont́ınua. De fato, da hipótese 3.1, sabemos que γ1, γ2 ∈ C0(Ω̄). Assim, existem constantes

M1,M2 > 0 tais que γ1(x) ⩽ M1 e γ2(x) ⩽ M2, para todo x ∈ Ω̄. Além disso, levando

em consideração a equivalência de normas (observada no ińıcio da seção) e a desigualdade de
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Poincaré, temos que

|ζ((u, v), (φ,ψ))| ⩽
∣∣∣∣∫

Ω
[ρ(x) + γ1(x)]u(x)φ(x) dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
Ω
(∇u(x))⊤ ·K(x) · ∇φ(x) dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
Ω
(∇u(x))⊤a(x) · ∇φ(x) dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
Ω
[ρ(x) + γ2(x)] v(x)ψ(x) dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
Ω
(∇v(x))⊤ ·K(x) · ∇ψ(x) dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
Ω
(∇v(x))⊤b(x) · ∇ψ(x) dx

∣∣∣∣
⩽ C (∥∇u∥ ∥∇φ∥+ ∥∇u∥ ∥∇φ∥+ ∥∇u∥ ∥∇φ∥)

+ C (∥∇v∥ ∥∇ψ∥+ ∥∇v∥ ∥∇ψ∥+ ∥∇v∥ ∥∇ψ∥)
⩽ C (∥∇u∥+ ∥∇v∥) (∥∇φ∥+ ∥∇ψ∥) ,

o que prova a continuidade desejada.

• ζ é coerciva: Com efeito, levando em consideração a equivalência de normas, temos

ζ((u, v), (u, v)) =

∫
Ω
[ρ(x) + γ1(x)]|u(x)|2 dx+

∫
Ω
(∇u(x))⊤a(x)∇u(x) dx

+

∫
Ω
[ρ(x) + γ2(x)]|v(x)|2 dx+

∫
Ω
(∇v(x))⊤b(x)∇v(x) dx

+

∫
Ω
(∇u(x))⊤ ·K(x) · ∇u(x) dx+

∫
Ω
(∇v(x))⊤ ·K(x) · ∇v(x) dx

⩾ C
(
∥∇u∥2 + ∥∇v∥2

)
.

o que prova a coercividade. Sendo ζ(·, ·) bilinear, cont́ınua e coerciva, segue do Teorema de

Lax-Milgram que existe um único (u, v) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) tal que

ζ((u, v), (φ,ψ)) = ⟨g1, φ⟩H−1(Ω),H1
0 (Ω) + ⟨g2, ψ⟩H−1(Ω),H1

0 (Ω) (3.10)

para quaisquer (φ,ψ) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω).

Motivados por (3.8), definimos {
w = u−m1 ∈ H1

0 (Ω)

z = v −m2 ∈ H1
0 (Ω).

(3.11)

e afirmamos que U = (u, v, w, z) ∈ D(A) e suas componentes satisfazem (3.7). De fato, consi-

deremos φ = 0 e ψ ∈ D(Ω) em (3.10), obtemos∫
Ω
[(ρ(x) + γ2(x)) v(x)]ψ(x) dx−

∫
Ω
div(K(x)∇v(x) + b(x)∇v(x))ψ(x) dx =

∫
Ω
g2(x)ψ(x) dx,

para qualquer ψ ∈ D(Ω). Donde segue que

⟨(ρ(·) + γ2(·))v − div(K(·)∇v + b(·)∇v), ψ⟩D′(Ω),D(Ω) = ⟨g2, ψ⟩D′(Ω),D(Ω),

para qualquer ψ ∈ D(Ω), isto é,

(ρ(·) + γ2(·))v − div(K(·)∇v + b(·)∇v) = g2 em D′(Ω).
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Observando que ambos os lados da última igualdade estão em H−1(Ω), temos que

(ρ(·) + γ2(·))v − div(K(·)∇v + b(·)∇v) = g2 em H−1(Ω),

satisfazendo (3.9)2. Além disso, utilizando (3.11)2, temos

−div(K(·)∇v + b(·)∇z) = γ2(·)m2 + ρ(·)(m2 +m4)− (ρ(·) + γ2(·))v em H−1(Ω).

Como o lado direito da igualdade acima está em L2(Ω) temos que a condição div(K(·)∇v +

b(·)∇z) ∈ L2(Ω) no domı́nio D(A) está satisfeita, como queŕıamos.

Procedendo de maneira inteiramente análoga (tomando ψ=0 e φ ∈ D(Ω)), obtemos que a

condição div(K(·)∇u+a(·)∇w) ∈ L2(Ω), bem como (3.9)1 são satisfeitas. Mais ainda, de (3.11)

temos que w e z ∈ H1
0 (Ω).

Note que, utilizando a definição de g1 e g2 e (3.11), segue de (3.9) que estão satisfeitas as equações

(3.7)3 e (3.7)4. Além disso, também de (3.11) temos satisfeitas (3.7)1 e (3.7)2.

Assim, garantimos a existência de U = (u, v, w, z) ∈ D(A) que satisfaz as equações em (3.7),

garantindo a sobrejetividade do operador I −A, como queŕıamos.

Tendo em mãos que o operador A é dissipativo, que I −A é sobrejetor e que D(A) é denso em

H (ver Proposição 1.33), segue do Teorema de Lumer-Phillips que A é gerador infinitesimal de

um C0-semigrupo de contrações S(t) em H.

Além disso, o operador não linear F : H → H dado em (3.5) é localmente Lipschitz. De fato,

dado R > 0 tal que ∥Ui∥H ⩽ R, onde Ui = (ui, vi, wi, zi) ∈ H, i = 1, 2, temos

∥F(U1)− F(U2)∥2H =

∥∥∥∥(0, 0,−1

ρ
(v21u1 − v22u2),−

1

ρ
(u21v1 − u22v2)

)∥∥∥∥2
H

=

∫
Ω

1

ρ(x)

∣∣[v22u2 − v21u1](x)∣∣2 dx+

∫
Ω

1

ρ(x)

∣∣[u22v2 − u21v1](x)∣∣2 dx
=

∥∥∥∥∥ 1

ρ
1
2

(v22u2 − v21u2 + v21u2 − v21u1)
∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥ 1

ρ
1
2

(u22v2 − u21v2 + u21v2 − u21v1)
∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥ 1

ρ
1
2

((v22 − v21)u2 + v21(u2 − u1))
∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥ 1

ρ
1
2

((u22 − u21)v2 + u21(v2 − v1))
∥∥∥∥∥
2

⩽ C

∥∥∥∥∥ 1

ρ
1
2

(v22 − v21)u2
∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥ 1

ρ
1
2

(u22 − u21)v2
∥∥∥∥∥
2


+ C

∥∥∥∥∥ 1

ρ
1
2

v21(u2 − u1)
∥∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥ 1

ρ
1
2

u21(v2 − v1)
∥∥∥∥∥
2
 . (3.12)

Vamos mostrar que cada termo do lado direito de (3.12) é limitado por uma constante positiva

(que depende de R) multiplicada por ∥U1 − U2∥H. Para isso, basta analisar o primeiro e o

último termo pois a estimativa para os demais é realizada de forma análoga. De fato, utilizando
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a hipótese sobre ρ, a desigualdade de Hölder com 2
3 +

1
3 = 1 e a imersão H1

0 (Ω) ↪→ L6(Ω), temos∥∥∥∥∥ 1

ρ
1
2

(v22 − v21)u2
∥∥∥∥∥
2

=

∫
Ω

1

ρ(x)
|[v2 − v1](x)|2|[v2 + v1](x)|2|u2(x)|2 dx

⩽ C

(∫
Ω
|[v2 − v1](x)|6 dx

) 1
3
(∫

Ω
|[v2 + v1](x)|3|u2(x)|3 dx

) 2
3

⩽ C

(∫
Ω
|[v2 − v1](x)|6 dx

) 1
3

[(∫
Ω
|u2(x)|6 dx

) 1
2
(∫

Ω
|[v2 + v1](x)|6 dx

) 1
2

] 2
3

⩽ C ∥∇u2∥2
(
∥∇v2∥2 + ∥∇v1∥2

)
∥∇(v2 − v1)∥2

⩽ C(R) ∥U1 − U2∥2H (3.13)

e ∥∥∥∥∥ 1

ρ
1
2

u21(v2 − v1)
∥∥∥∥∥
2

=

∫
Ω

1

ρ(x)
|u1(x)|4|[v2 − v1](x)|2 dx

⩽ C

(∫
Ω
|u1(x)|6 dx

) 2
3
(∫

Ω
|[v2 − v1](x)|6 dx

) 1
3

⩽ C∥∇u1∥4∥∇(v2 − v1)∥2

⩽ C(R) ∥∇(v2 − v1)∥2

⩽ C(R) ∥U1 − U2∥2H. (3.14)

De (3.12), (3.13) e (3.14) obtemos que

∥F(U1)− F(U2)∥2H ⩽ C(R) ∥U1 − U2∥2H,

o que prova que F é localmente Lipshitz.

Assim, temos garantida – pelos Teoremas 1.31 e 1.32 – a existência de um tempo maximal Tmax,

tal que o problema (3.4) tem uma única solução generalizada U ∈ C([0, Tmax);H) satisfazendo

U(t) = eAtU0 +

∫ t

0
eA(t−s)F (U(s)) ds, ∀ t ∈ [0, Tmax).

Em particular, se U0 ∈ D(A) então a solução generalizada é clássica e

U ∈ C([0, Tmax);D(A)) ∩ C1([0, Tmax);H).

Além disso, tal Tmax ∈ (0,+∞] e goza da seguinte propriedade:

(i) Tmax = +∞, isto é, o problema admite uma solução global ou

(ii) Tmax < +∞ e

lim
t→T−

max

∥U(t)∥H = +∞. (3.15)
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A fim de provar a existência global, é suficiente provar que (ii) não pode ocorrer. De fato,

suponhamos o contrário, isto é, consideremos que: Tmax < +∞, vale (3.15) e U0 ∈ D(A).

Multiplicando (3.1)1 por ut e (3.1)2 por vt, integrando em Ω e adicionando os resultados, obtemos

d

dt
Eu,v(t) = −

∫
Ω
a(x)|∇ut(x, t)|2dx−

∫
Ω
b(x)|∇vt(x, t)|2dx ⩽ 0, (3.16)

em que

Eu,v(t) =
1

2
∥(u(t), v(t), ut(t), vt(t))∥2H +

1

2

∫
Ω
(uv)2(x, t) dx. (3.17)

Da hipótese 3.1 e (3.16), temos que E(u,v)(t) é não-crescente, e, consequentemente,

Eu,v(t) ⩽ Eu,v(0), ∀ t ∈ [0, Tmax). (3.18)

De (3.17) e (3.18), temos

1

2
∥(u, v, ut, vt)∥2H ⩽ Eu,v(t) ⩽ Eu,v(0), para todo t ∈ [0, Tmax).

Logo,

lim
t→T−

max

∥U(t)∥H < +∞,

e, pelo Teorema 1.32, conclúımos que Tmax = +∞. Assim, fica provado os itens (i) e (ii).

Por fim, integrando (3.16) em (t1, t2), obtemos

Eu,v(t2)− Eu,v(t1) = −
∫ t2

t1

∫
Ω

[
a(x)|∇ut(x, t)|2 + γ1(x)|ut(x, t)|2

]
dx dt

−
∫ t2

t1

∫
Ω

[
b(x)|∇vt(x, t)|2 + γ2(x)|vt(x, t)|2

]
dx dt,

para todo 0 ⩽ t1 ⩽ t2, o que prova (iii). Portanto, vale (i), (ii) e (iii) e o teorema fica demons-

trado.

3.2 Decaimento Exponencial

Nesta seção vamos utilizar a seguinte variante da desigualdade de Poincaré:

∥u∥L2(ω) ⩽ c ∥∇u∥L2(ω), ∀u ∈ H1(ω), (3.19)

para alguma constante c > 0. A demonstração desse resultado utiliza argumentos análogos aos

mencionados em [28, Remark 4, pg. 129]

Além disso, vamos supor que as seguintes hipóteses sejam válidas:

Hipótese 3.4. Sejam A = {x ∈ Ω : a(x) = 0} e B = {x ∈ Ω : b(x) = 0}. Assumimos que A e

B são subconjuntos compactos e conexos de Ω com fronteiras suaves e interiores não-vazios. As

funções não-negativas a(·) e b(·), responsáveis pelo efeito dissipativo localizado são consideradas
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cont́ınuas e estritamente positivas em uma vizinhança de toda a fronteira ∂Ω, ou seja, elas

satisfazem as seguintes condições:

a(·) ∈ L∞(Ω) ∩ C(O1) e b(·) ∈ L∞(Ω) ∩ C(O2)

em que O1 = Ω \A e O2 = Ω \B.

Vamos admitir que γ1(·), γ2(·) ∈ C0(Ω) são funções não-negativas satisfazendo as seguintes

condições: dado ε > 0, considere γ1(x) > 0 em Aε = {x ∈ Ω : d(x, y) ⩽ ε, y ∈ ∂A} com

γ1(x) = c0 > 0 em G1 =
{
x ∈ Ω : d(x, y) ⩽ ε

2 , y ∈ ∂A
}
e γ2(x) > 0 em Bε = {x ∈ Ω : d(x, y) ⩽

ε, y ∈ ∂B} com γ2(x) = c1 > 0 em G2 =
{
x ∈ Ω : d(x, y) ⩽ ε

2 , y ∈ ∂B
}
.

Observação 3.5. Em virtude dessas suposições, existem constantes positivas a0 e b0 tais que

a(x) > a0 > 0 em ω1 = Ω \ (A + B ε
2
(0)) e b(x) > b0 > 0 em ω2 = Ω \ (B + B ε

2
(0)). Vamos

denotar por ω a interseção dos conjuntos ω1 e ω2.

A = {x ∈ Ω : a(x) = 0}←−
−→

O1 = Ω\A

a(x) > 0

Ω

γ1(x) ≥ c0 >
0

A

A+Bε(0)

B = {x ∈ Ω : b(x) = 0}←−
−→

O2 = Ω\B

b(x) > 0

Ω

γ2(x) ≥ c1 >
0

B

B +Bε(0)

Figura 3.1: Os amortecimentos do tipo Kelvin-Voigt agindo em O1 = Ω\A e O2 = Ω\B enquanto os
amortecimentos friccionais são efetivos em um colar de ∂A e ∂B.

Hipótese 3.6. ω controla Ω geometricamente, isto é, existe T0 > 0, tal que toda geodésica da

métrica G(x), em que G(x) =
(
K(x)
ρ(x)

)−1
viajando com velocidade constante igual a 1 e partindo

de t = 0, encontra o conjunto ω em um tempo t < T0.

Hipótese 3.7. Para todo T > T0, a única solução u, v ∈ C(]0, T [;L2(Ω)) ∩ C(]0, T [;H−1(Ω))

para o sistema
ρ(x)utt − div(K(x)∇u) + V1(x, t)u = V3(x, t)v em Ω× (0, T ),

ρ(x)vtt − div(K(x)∇v) + V2(x, t)v = V3(x, t)u em Ω× (0, T ),

u = v = 0 sobre ω,

em que V1(x, t), V2(x, t) e V3(x, t) são elementos de L∞(0, T ;L
d+1
2 (Ω)), é a solução trivial u =

v = 0.

Observação 3.8. Vamos ressaltar algumas consequências da hipótese 3.6:

• A hipótese 3.6 é chamada de Condição Geométrica de Controle (C.G.C.). Sabemos que a

C.G.C. é uma condição necessária e suficiente para o controle e estabilização da equação da

onda linear (ver [5], [9], [14], [15], [30], [71] e suas referências). Nessa direção, vale mencionar
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o trabalho de Betelú, Gulliver e Littman [6] onde os autores discutem a questão das geodésicas

fechadas no interior da região Ω. Tais geodésicas fechadas tornam o controle imposśıvel já

que as bicaracteŕısticas nunca encontram a região onde o controle é posto. Neste artigo ([6])

os autores mostram que, no caso bidimensional, a não existência de geodésicas fechadas no

interior é também uma condição suficiente para o controle. Por essa razão e pelo fato de não

termos nenhum controle sobre as geodésicas já que estamos em um meio não-homogêneo, neste

caṕıtulo, consideramos ω uma vizinhança de todo bordo ∂Ω e damos condições sobre a métrica

G = (K/ρ)−1 de forma que todas as geodésicas dessa métrica encontrem o conjunto ω em um

tempo t < T0.

• É importante observar que a Hipótese 3.6 não é trivialmente satisfeita para toda matriz

G = (K/ρ)−1. Por exemplo, o equador na esfera unitária S2 é uma geodésica periódica e po-

demos considerar Ω ⊂ S2, que contém o equador, como um domı́nio em R2 munido da métrica

Riemanniana G.

Observação 3.9. A Hipótese 3.7 é chamada de Prinćıpio de Continuação Única. Conforme o

trabalho [29], este tipo de condição é geralmente assumida em resultados que visam obter algum

controle/estabilização. Na seção 1.12, apresentamos um resultado estabelecido por Cavalcanti

et. al. [16] que visa garantir determinadas situações em que o Prinćıpio de Continuação Única

dado na Hipótese 3.7 é válido ao menos localmente.

Vale a pena mencionar que se a(x) = b(x) = 0, então os amortecimentos friccionais γ1(x) e γ2(x)

não são fortes o suficiente para fornecerem um decaimento exponencial e uniforme da energia,

uma vez que violam severamente a Condição Geométrica de Controle (C.G.C.), ver [5], [9].

a(x) = 0 ∂Ω
γ1(x) = 0

∂Ω

γ1(x) > 0

γ1(x) = 0

a(x) > 0

∂ A ∂ A

γ1(x) > 0

γ1(x) = 0

A

a(x) > 0

I

a(x) = 0 ∂ Ωa(x) = 0∂ Ω

γ1(x) > 0

γ1(x) = 0

a(x) > 0

∂ A ∂ A

γ1(x) > 0

γ1(x) = 0

A

a(x) > 0

II

A = {x ∈ Ω : a(x) = 0}

Ω

Figura 3.2: Exemplos de conjuntos unidimensionais de Ω em que o amortecimento viscoelástico

do tipo Kelvin-Voigt e o amortecimento friccional são localizados.
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Ω
∂Ω

A

γ1(x) = 0

a(x) = 0

∂A

γ 1
(x
) =

0

0 ≤
γ 1
(x
) ≤

c 0

γ 1
(x
) =

c 0
>
0

γ 1
(x
) =

c 0
>
0

0 ≤
γ 1
(x
) ≤

c 0 ε/
2

ε/
2

A
+
B

ε (0)

a(x) =
0

a(x) =
0

a(x) >
0

a(x) >
0

a(x) >
0

Figura 3.3: Geometrias admisśıveis para a interação entre os amortecimentos do tipo Kelvin-

Voigt e friccionais, respectivamente.

Nessa seção vamos provar o principal resultado deste caṕıtulo, a saber

Teorema 3.10. Suponha válidas as hipóteses 3.4, 3.6 e 3.7. Então, dado R > 0 existem

constantes positivas C = C(R) e ν = ν(R) tais que a seguinte desigualdade é válida

Eu,v(t) ⩽ Ce−νtEu,v(0), t > 0, (3.20)

para toda solução generalizada do problema (3.1) desde que Eu,v(0) ⩽ R.

Observação 3.11. Por argumentos usuais de densidade é suficiente trabalhar com soluções

regulares, uma vez que a taxa de decaimento (3.20) pode ser recuperada para soluções fracas.

Para mostrar (3.20) é importante observar que os dados iniciais {u0, v0, u1, v1} precisam ser

tomados em conjuntos limitados de H, transformando o Teorema 3.10 em um resultado de

estabilização local. De fato, as constantes C e ν são uniformes em cada bola de H com raio

R > 0 do espaço de fase, mas o resultado não garante que (3.20) seja válida com constantes C

e ν que sejam independentes dos dados iniciais.

A fim de demonstrar o Teorema 3.10 e inspirados nos argumentos de [29] e [30], apresentamos

uma prova da desigualdade inversa do problema (3.1), ou seja, provamos primeiro a seguinte

estimativa de observabilidade:

Lema 3.12. Para todo T > T0 e para todo R > 0, existe uma constante positiva C0 = C0(T,R)

tal que a desigualdade

Eu,v(0) ⩽ C0

[∫ T

0

∫
Ω
a(x)|∇ut(x, t)|2 + γ1(x)|ut(x, t)|2 dxdt

+

∫ T

0

∫
Ω
b(x)|∇vt(x, t)|2 + γ2(x)|vt(x, t)|2 dxdt

] (3.21)
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é válida para toda solução regular (u, v) do problema (3.1), desde que os dados ∥(u0, v0, u1, v1)∥H ⩽

R.

Demonstração. Para provar (3.21), argumentaremos por contradição. Suponhamos que (3.21)

não é válida. Então, existe uma sequência (un, vn) de soluções regulares para o problema, de

acordo com o Teorema 3.3, tal que os dados iniciais satisfazem

Eun,vn(0) ⩽ L, ∀n ∈ N, (3.22)

e para algum L > 0. Além disso,

lim
n→∞

Eun,vn(0)∫ T
0

∫
Ω a(x)|∇unt (x, t)|2 + γ1(x)|unt (x, t)|2 + b(x)|∇vnt (x, t)|2 + γ2(x)|vnt (x, t)|2 dxdt

= +∞.

(3.23)

De (3.23) obtemos

lim
n→∞

∫ T
0

∫
Ω a(x)|∇unt (x, t)|2 + γ1(x)|unt (x, t)|2 + b(x)|∇vnt (x, t)|2 + γ2(x)|vnt (x, t)|2 dxdt

Eun,vn(0)
= 0.

(3.24)

De (3.22) e (3.24) temos

lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω
a(x)|∇unt (x, t)|2 + γ1(x)|unt (x, t)|2 + b(x)|∇vnt (x, t)|2 + γ2(x)|vnt (x, t)|2 dxdt = 0.

(3.25)

De (3.19) e (3.25), temos

0 ⩽ lim
n→∞

∫ T

0

∫
ω1

|unt (x, t)|2 dx dt

⩽ Cω1 lim
n→∞

∫ T

0

∫
ω1

a(x)|∇unt (x, t)|2 dx dt

⩽ Cω1 lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω
a(x)|∇unt (x, t)|2 dx dt

= 0. (3.26)

Logo,

lim
n→∞

∫ T

0

∫
ω1

|unt (x, t)|2 dxdt = 0. (3.27)

Analogamente, tem-se

lim
n→∞

∫ T

0

∫
ω2

|vnt (x, t)|2 dxdt = 0. (3.28)
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Usando novamente (3.25), obtemos

0 ⩽ lim
n→∞

∫ T

0

∫
G1

|unt (x, t)|2 dx dt ⩽
1

c0
lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω
γ1(x)|unt (x, t)|2 dx dt = 0, (3.29)

o que implica que

lim
n→∞

∫ T

0

∫
G1

|unt (x, t)|2 dxdt = 0. (3.30)

De modo análogo, resulta que

lim
n→∞

∫ T

0

∫
G2

|vnt (x, t)|2 dxdt = 0. (3.31)

Das convergências (3.27), (3.28), (3.30) e (3.31), temos

lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω\C1

|unt (x, t)|2 dxdt = 0 (3.32)

e

lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω\C2

|vnt (x, t)|2 dxdt = 0, (3.33)

em que C1 := (Ω\G1) ∩ (A+B ε
2
(0)) =

{
x ∈ A : d(x, ∂A) > ε

2

}
,

C2 := (Ω\G2) ∩ (B +B ε
2
(0)) =

{
x ∈ B : d(x, ∂B) > ε

2

}
.

(3.34)

Como Eun,vn(t) é não-crescente e (3.22) é válida, temos que a sequência (un, vn, unt , v
n
t ) é limitada

em H. Assim, obtemos uma subsequência, a qual ainda será denotada por (un, vn, unt , v
n
t ), que

verifica (un, vn)
∗
⇀ (u, v) em [L∞(0, T ;H1

0 (Ω))]
2,

(unt , u
n
t )

∗
⇀ (ut, vt) em [L∞(0, T ;L2(Ω))]2.

(3.35)

De (3.35), utilizando o Teorema de Aubin-Lions-Simon (Teorema 1.22) e a cadeia de imersões

H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) ↪→ L2(Ω), para todo q ∈ [2,+∞), temos, para uma eventual subsequência (a

qual ainda será denotada da mesma forma), que

(un, vn)→ (u, v) em [L∞(0, T ;Lq(Ω))]2, para todo q ∈ [2,+∞). (3.36)

Note que (vn)2un → v2u em L2(0, T ;L2(Ω)),

(un)2vn → u2v em L2(0, T ;L2(Ω)).
(3.37)
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De fato,∫ T

0

∫
Ω

∣∣[(vn)2un](x, t)− [v2u](x, t)
∣∣2 dx dt

=

∫ T

0

∫
Ω

∣∣[(vn)2un](x, t)− [(vn)2u](x, t) + [(vn)2u](x, t)− [v2u](x, t)
∣∣2 dx dt

⩽ C

(∫ T

0

∫
Ω

∣∣[(vn)2(un − u)](x, t)∣∣2 dx dt+ ∫ T

0

∫
Ω

∣∣{[(vn)2 − v2]u}(x, t)∣∣2 dx dt)
⩽ C

∫ T

0

∫
Ω
|[un − u](x, t)|2 dx dt+ C

∫ T

0

∫
Ω

∣∣[(vn)2 − v2](x, t)∣∣2 dx dt. (3.38)

Como consequência de (3.36), a primeira parcela em (3.38) tende para zero quando n tende para

infinito. Para a segunda parcela realizamos um procedimento análogo e obtemos que - ao passar

ao limite - ela também tende a zero. Donde conclúımos a primeira convergência em (3.37). A

segunda convergência é obtida de modo análogo.

Nesse ponto iremos dividir a prova em quatro casos:

Caso (i): u = 0 e v ̸= 0. Consideremos u = 0 e a seguinte sequência de problemas

ρ(x)untt − div(K(x)∇un) + (vn)2un + γ1(x)u
n
t − div(a(x)∇unt ) = 0 em Ω× (0, T ),

ρ(x)vntt − div(K(x)∇vn) + (un)2vn + γ2(x)v
n
t − div(b(x)∇vnt ) = 0 em Ω× (0, T ),

u = v = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

un(x, 0) = un0 (x), u
n
t (x, 0) = un1 (x) em Ω,

vn(x, 0) = vn0 (x), v
n
t (x, 0) = vn1 (x) em Ω.

(3.39)

Passando o limite em (3.39) e tendo em conta (3.25), (3.27), (3.28), (3.35) e (3.36), temosρ(x)vtt − div(K(x)∇v) = 0 em D′(Ω× (0, T )),

vt = 0 em ω × (0, T ).
(3.40)

Derivando (3.40) no sentido das distribuições e tomando z = vt obtemosρ(x)ztt − div(K(x)∇z) = 0 em D′(Ω× (0, T )),

z = 0 em ω × (0, T ),

o que implica, pelo Teorema 1.58, que z = vt = 0 em Ω × (0, T ). Multiplicando (3.40)1 por v,

integrando em Ω× (0, T ) e utilizando o Teorema da divergência, temos∫ T

0

∫
Ω
(∇v(x, t))T ·K(x) · ∇v(x, t) dx dt = 0.
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Da desigualdade de Poincaré e a equivalência entre as normas, temos

0 ⩽
∫ T

0

∫
Ω
|v(x, t)|2 dx dt ⩽ CP

∫ T

0

∫
Ω
|∇v(x, t)|2 dx dt

⩽ C

∫ T

0

∫
Ω
(∇v(x, t))T ·K(x) · ∇v(x, t) dx dt

= 0.

E assim, ∥v∥L2(0,T ;L2(Ω)) = 0, o que implica que v = 0 em L2(0, T ;L2(Ω)), o que é um absurdo

pois supomos v ̸= 0.

Caso (ii): v = 0 e u ̸= 0. Consideremos v = 0 e a sequência de problemas (3.39).

Passando o limite em (3.39) e observando (3.25), (3.27), (3.28), (3.35) e (3.36) temosρ(x)utt − div(K(x)∇u) = 0 em D′(Ω× (0, T )),

ut = 0 em ω × (0, T ).

Analogamente ao caso anterior, mostramos que u = 0 em L2(0, T ;L2(Ω)), o que é um absurdo.

Caso (iii): u ̸= 0 e v ̸= 0. Passando o limite em (3.39) e observando (3.26), (3.29) e (3.35)-

(3.37), temos 
ρ(x)utt − div(K(x)∇u) + v2u = 0 em D′(Ω× (0, T )),

ρ(x)vtt − div(K(x)∇v) + u2v = 0 em D′(Ω× (0, T )),

ut = vt = 0 em ω × (0, T ).

(3.41)

Derivando (3.41) no sentido das distribuições e tomando w = ut e z = vt obtemos
ρ(x)wtt − div(K(x)∇w) + 2vuz + v2w = 0 em D′(Ω× (0, T )),

ρ(x)ztt − div(K(x)∇z) + 2uvw + u2z = 0 em D′(Ω× (0, T )),

w = z = 0 em ω × (0, T ).

(3.42)

Definindo V1(x, t) = v2(x, t), V2(x, t) = u2(x, t) e V3(x, t) = −2[uv](x, t), o sistema (3.42) pode

ser reescrito como
ρ(x)wtt − div(K(x)∇w) + V1(x, t)w = V3(x, t)z em D′(Ω× (0, T )),

ρ(x)ztt − div(K(x)∇z) + V2(x, t)z = V3(x, t)w em D′(Ω× (0, T )),

w = z = 0 em ω × (0, T ).

Observamos que V1, V2 e V3 são elementos de L∞(0, T ;L
3
2 (Ω)).

• V1 ∈ L∞(0, T ;L
3
2 (Ω)). Com efeito, utilizando a imersão H1

0 (Ω) ↪→ L3(Ω),∫
Ω
|V1(x, t)|

3
2 dx =

∫
Ω
|v(x, t)|3 dx ⩽ C∥∇v(x, t)∥3 ⩽ C∥v∥C([0,T ];H1

0 (Ω)) < +∞, ∀ t ∈ (0, T ).
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Logo, V1 ∈ L∞(0, T ;L
3
2 (Ω)).

• V2 ∈ L∞(0, T ;L
3
2 (Ω)). A demonstração desse fato é análoga a que acabamos de fazer.

• V3 ∈ L∞(0, T ;L
3
2 (Ω)). Com efeito, utilizando a imersão H1

0 (Ω) ↪→ L3(Ω),∫
Ω
|V3(x, t)|

3
2 dx = C

∫
Ω
|u(x, t)v(x, t)| 32 dx

⩽ C

(∫
Ω
|u(x, t)|3 dx

) 1
2
(∫

Ω
|u(x, t)|3 dx

) 1
2

⩽ C∥∇u(t)∥ 3
2 ∥∇v(t)∥ 3

2

⩽ C∥u∥C([0,T ];H1
0 (Ω))∥v∥C([0,T ];H1

0 (Ω))

< +∞,

como queŕıamos. Agora, utilizando a Hipótese 3.7, conclúımos que (w, z) = (0, 0) em Ω× (0, T ).

Multiplicando (3.41)1 por u, (3.41)2 por v, integrando em Ω× (0, T ) e utilizando o Teorema da

divergência, temos
∫ T

0

∫
Ω
(∇u(x, t))T ·K(x) · ∇u(x, t) dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
|[uv](x, t)|2 dx dt = 0∫ T

0

∫
Ω
(∇v(x, t))T ·K(x) · ∇v(x, t) dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
|[vu](x, t)|2 dx dt = 0.

(3.43)

De (3.43)1, segue que∫ T

0

∫
Ω
(∇u(x, t))T ·K(x) · ∇u(x, t) dx dt = −

∫ T

0

∫
Ω
|[uv](x, t)|2 dx dt ⩽ 0.

Donde, da desigualdade de Poincaré e a equivalência entre as normas, temos

0 ⩽
∫ T

0

∫
Ω
|u(x, t)|2 dx dt ⩽ C

∫ T

0

∫
Ω
|∇u(x, t)|2 dx dt

⩽ C

∫ T

0

∫
Ω
(∇u(x, t))T ·K(x) · ∇u(x, t) dx dt

⩽ 0.

E assim, ∥u∥L2(0,T ;L2(Ω)) = 0, o que implica que u = 0 em L2(0, T ;L2(Ω)) e, procedendo de

forma análoga para (3.43)2, deduzimos que v = 0 em L2(0, T ;L2(Ω)), o que é uma contradição

com o que assumimos no caso (iii).

Caso (iv): (u, v) = (0, 0).

Agora, vamos definir

αn := [Eun,vn(0)]
1/2, wn :=

un

αn
, zn :=

vn

αn
(3.44)
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e considerarmos a seguinte sequência de problemas:

ρ(x)wn
tt − div(K(x)∇wn) + α2

n(z
n)2wn + γ1(x)w

n
t − div(a(x)∇wn

t ) = 0 em Ω× (0, T ),

ρ(x)zntt − div(K(x)∇zn) + α2
n(w

n)2zn + γ2(x)z
n
t − div(b(x)∇ znt ) = 0 em Ω× (0, T ),

wn = zn = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

wn(x, 0) = wn
0 (x) =

un
0

αn
, wn

t (x, 0) = wn
1 (x) =

un
1

αn
em Ω,

zn(x, 0) = zn0 (x) =
vn0
αn
, znt (x, 0) = zn1 (x) =

vn1
αn

em Ω.

(3.45)

Multiplicando (3.45)1 por wn
t e (3.45)2 por znt , integrando em Ω e adicionando os resultados

deduzimos que

Ewn,zn(t) =
1

α2
n

Eun,vn(t). (3.46)

De (3.46) segue que Ewn,zn(0) = 1, para todo n ∈ N. A fim de obter uma contradição, vamos

provar agora que Ewn,zn(0) converge à zero. De fato, de maneira análoga a obtenção de (3.26)-

(3.33) temos que

lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω
a(x)|∇wn

t (x, t)|2 dxdt = 0, (3.47)

e

lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω
a(x)|∇znt (x, t)|2 dxdt = 0. (3.48)

Ainda

lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω
γ1(x)|wn

t (x, t)|2 dxdt = 0, (3.49)

e

lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω
γ2(x)|znt (x, t)|2 dxdt = 0. (3.50)

Como a(x) ⩾ a0 > 0 quase sempre em ω1, de (3.47) obtemos

lim
n→∞

∫ T

0

∫
ω1

|∇wn
t (x, t)|2 dxdt = 0, (3.51)

e também, como b(x) ⩾ b0 > 0 quase sempre em ω2 , de (3.48) resulta que

lim
n→∞

∫ T

0

∫
ω2

|∇znt (x, t)|2 dxdt = 0. (3.52)

De (3.19), (3.51) e (3.52), segue que

lim
n→∞

∫ T

0

∫
ω1

|wn
t (x, t)|2 dxdt = 0 (3.53)



3.2 Decaimento Exponencial 79

e

lim
n→∞

∫ T

0

∫
ω2

|znt (x, t)|2 dxdt = 0. (3.54)

Como γ1(x) = c0 > 0 em G1 e γ2(x) = c1 > 0 em G2, de (3.49) e (3.50) deduzimos que

lim
n→∞

∫ T

0

∫
G1

|wn
t (x, t)|2 dxdt = 0 (3.55)

e

lim
n→∞

∫ T

0

∫
G2

|znt (x, t)|2 dxdt = 0. (3.56)

Das convergências (3.53), (3.54), (3.55) e (3.56), temos

lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω\C1

|wn
t (x, t)|2 dxdt = 0 (3.57)

e

lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω\C2

|znt (x, t)|2 dxdt = 0, (3.58)

para C1 e C2 definidos em (3.34). Como Ewn,zn(t) é não-crescente e Ewn,zn(0) é uma sequência

limitada, temos que a sequência (wn, zn, wn
t , z

n
t ) é limitada em H. Assim, obtemos uma sub-

sequência, a qual ainda será denotada por (wn, zn, wn
t , z

n
t ), que verifica(wn, zn)

∗
⇀ (w, z) em (L∞(0, T ;H1

0 (Ω)))
2,

(wn
t , z

n
t )

∗
⇀ (wt, zt) em (L∞(0, T ;L2(Ω)))2.

(3.59)

Novamente, pelo Teorema de Aubin-Lions-Simon (Teorema 1.22), para uma eventual subsequência,

a qual será denotada pela mesma notação, temos que

(wn, zn)→ (w, z) em (L∞(0, T ;Lq(Ω)))2, para todo q ∈ [2,∞). (3.60)

Agora, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequência de αn, a qual será deno-

tada pela mesma notação, tal que αn → α ∈ [0,+∞). Vamos analisar os dois casos posśıveis:

• Se α = 0, então αnw
n = un → 0 em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)),

αnz
n = vn → 0 em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)).
(3.61)
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Observando (3.47), (3.48), (3.59), (3.61) e passando ao limite o sistema (3.45), obtemos
ρ(x)wtt − div(K(x)∇w) = 0 em D′(Ω× (0, T )),

ρ(x)ztt − div(K(x)∇z) = 0 em D′(Ω× (0, T )),

wt = zt = 0 em ω × (0, T ).

(3.62)

Derivando (3.62)1 e (3.62)2 no sentido das distribuições e definindo φ = wt e ψ = zt, temos
ρ(x)φtt − div(K(x)∇φ) = 0 em D′(Ω× (0, T )),

ρ(x)ψtt − div(K(x)∇ψ) = 0 em D′(Ω× (0, T )),

φ = ψ = 0 em ω × (0, T )

o que implica que φ = ψ = 0 e, consequentemente, retornando para (3.62) em um processo

análogo ao realizado no caso (i), segue que w = z = 0.

• Se α > 0, então, passando ao limite o sistema (3.45) chegamos em
ρ(x)wtt − div(K(x)∇w) + α2z2w = 0 em D′(Ω× (0, T )),

ρ(x)ztt − div(K(x)∇z) + α2w2z = 0 em D′(Ω× (0, T )),

wt = zt = 0 em ω × (0, T ).

(3.63)

Tomando φ = wt e ψ = zt em (3.63), temos
ρ(x)φtt − div(K(x)∇w) + 2α2zwψ + α2z2φ = 0 em D′(Ω× (0, T )),

ρ(x)ψtt − div(K(x)∇ψ) + 2α2wzφ+ α2w2ψ = 0 em D′(Ω× (0, T )),

φ = ψ = 0 em ω × (0, T ).

(3.64)

Denotando V1(x, t) = α2z2(x, t), V2(x, t) = α2w2(x, t) e V3(x, t) = −2α2[zw](x, t) podemos

reescrever (3.64) como
ρ(x)φtt − div(K(x)∇w) + V1(x, t)φ = V3(x, t)ψ em D′(Ω× (0, T )),

ρ(x)ψtt − div(K(x)∇ψ) + V2(x, t)ψ = V3(x, t)φ em D′(Ω× (0, T )),

φ = ψ = 0 em ω × (0, T ).

Observando que V1, V2 e V3 são elementos de L∞(0, T ;L
3
2 (Ω)) (demonstração análoga a reali-

zada no caso (iii)) e utilizando a Hipótese 3.7, conclúımos que (φ,ψ) = (0, 0) em Ω × (0, T ).

Retornando a (3.63) (contas análogas as apresentadas no caso (iii)) segue que w = z = 0.

Assim, em ambos os casos (α = 0 e α ̸= 0), conclúımos que w = z = 0. Como consequência

disso, w = z = 0 nas convergências (3.59) e (3.60). Analogamente a (3.37), podemos mostrar

que α2
n(z

n)2wn → αz2w em L2(0, T ;L2(Ω)),

α2
n(w

n)2zn → αw2z em L2(0, T ;L2(Ω))
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e, utilizando que w = z = 0, conclúımos queα2
n(z

n)2wn → 0 em L2(0, T ;L2(Ω)),

α2
n(w

n)2zn → 0 em L2(0, T ;L2(Ω)).
(3.65)

Lembremos que nosso objetivo é provar que Ewn,zn(0) converge para zero, em que

Ewn,zn(t) =
1

2

∫
Ω
ρ(x)|wn

t (x, t)|2 + ρ(x)|znt (x, t)|2 + (∇wn(x, t))⊤ ·K(x) · ∇wn(x, t) dx

+
1

2

∫
Ω
(∇zn(x, t))⊤ ·K(x) · ∇zn(x, t) + α2

n[w
nzn]2(x, t) dx.

Para isso, vamos utilizar a seguinte notação

P := −ρ(x)∂2t −
d∑

i,j=1

∂xi(kij(x)∂xj ).

Considerando as convergências (3.47), (3.48), (3.49), (3.50) e (3.65) para zero e observando as

hipóteses sobre a(x), b(x), γ1(x) e γ2(x), deduzimos quePwn
t = ∂t

(
α2
n(z

n)2wn − γ1(x)wn
t + div(a(x)∇wn

t )
)
→ 0 em H−2

loc (Ω× (0, T )),

P znt = ∂t
(
α2
n(w

n)2zn − γ2(x)znt + div(b(x)∇znt )
)
→ 0 em H−2

loc (Ω× (0, T )).
(3.66)

Desejamos propagar as convergências (3.57) e (3.58) de Ω \ C1 × (0, T ) e Ω \ C2 × (0, T ) para

todo o conjunto Ω× (0, T ). No entanto, as convergências em (3.66) não são suficientes para este

propósito, uma vez que precisamos de uma convergência emH−1
loc (Ω×(0, T )) para tal propagação.

Mas, observamos que, de fato

∂t
(
α2
n(z

n)2wn − γ1(x)wn
t

)
→ 0 em H−1

loc (Ω× (0, T ))

e

∂t
(
α2
n(w

n)2zn − γ2(x)znt
)
→ 0 em H−1

loc (Ω× (0, T )).

Os termos problemáticos são precisamente div(a(x)∇wn
t ) e div(b(x)∇znt ) porque

div(a(x)∇wn
t )→ 0 em H−2

loc (Ω× (0, T )),

e

div(b(x)∇znt )→ 0 em H−2
loc (Ω× (0, T )).

Este é o momento preciso em que os amortecimentos friccionais desempenham um papel fun-

damental no colar das fronteiras ∂A e ∂B. De fato, note que a(x)∇wn
t = 0 em A × (0, T ) e
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b(x)∇znt = 0 em B × (0, T ). Consequentemente, de (3.45) temos

ρ(x)wn
tt − div(K(x)∇wn) = −α2

n(z
n)2wn − γ1(x)wn

t em A× (0, T ),

e

ρ(x)zntt − div(K(x)∇zn) = −α2
n(w

n)2zn − γ2(x)znt em B × (0, T ).

Considerando (3.45), (3.49), (3.50) e (3.65), resulta que

2wn
t → 0 em H−1

loc (intA× (0, T )),

e

2znt → 0 em H−1
loc (intB × (0, T )),

em que 2 = ∂2t −∆ é o operador D’Alambertiano.

Vamos denotar por µ1 e µ2 as medidas de defeito microlocal associadas a wn
t e znt em L2(intA×

(0, T )) e L2(intB × (0, T )), respectivamente, as quais existem em virtude do Teorema 1.38.

Então, da Hipótese 3.6, deduzimos dois fatos:

(i) Os suportes das medidas µ1 e µ2 estão contidos no conjunto caracteŕıstico do operador de

onda.

(ii) µ1 e µ2 se propagam ao longo do fluxo bicaracteŕıstico deste operador, o que significa,

particularmente, que se algum ponto ω0 = (t0, x0, τ0, ξ0) não pertence a algum dos con-

juntos supp(µ1) ou supp(µ2) então todo o bicaracteŕıstico emitido de ω0 permanece fora

de supp(µ1) ou supp(µ2).

Das convergências obtidas e do Teorema 1.42, deduzimos o item (i).

Além disso, pela Proposição 1.50 e o Teorema 1.49, segue que supp(µ) ∈ (Ω× (0, T ))×Sd é uma

união de curvas do tipo

t ∈ I 7→ m±(t) =

(
t, x(t),

±1√
1 + |G(x)ẋ|2

,
∓G(x)ẋ√
1 + |G(x)ẋ|2

)
, (3.67)

em que t ∈ I 7→ x(t) ∈ Ω é uma geodésica da métrica G(x), para i = 1, 2.

Como wn
t → 0 em L2(Ω\C1× (0, T )) e znt → 0 em L2(Ω\C2× (0, T )), temos pelo Teorema 1.45

que µ1 = µ2 = 0 em ω e, consequentemente, supp(µ1) ⊂ C1 × (0, T ) e supp(µ2) ⊂ C2 × (0, T ).

Por outro lado, sejam (t0, x0, τ0, ξ0) ∈ supp(µ1) ∪ supp(µ2), t0 ∈ (0,+∞) e x uma geodésica de

G definida próximo de t0. Sabendo que as geodésicas partindo de pontos dentro de C1 e C2,

entram necessariamente na região ω, elas também interceptam o conjunto Ω\C1 e Ω\C2, então,

para qualquer geodésica da métrica G, com 0 ∈ I existe t > 0 tal que m±(t) não pertence a

supp(µ1) e supp(µ2) e assim, m±(t0) também não pertence, o que mostra a validade do item (ii).

Dessa forma, supp(µ1) e supp(µ2) são vazios. Como consequência disso, temos que wn
t → 0 e

znt → 0 em L2
loc(Ω×(0, T )). Já que vnt → 0 em L2(Ω\C1×(0, T )) e znt → 0 em L2(Ω\C2×(0, T ))
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conclúımos que wn
t → 0 em L2(0, T ;L2(Ω)),

znt → 0 em L2(0, T ;L2(Ω)).
(3.68)

Agora vamos utilizar (3.68) para mostrar a seguinte afirmação: dado ε > 0, satisfazendo ε <

T − ε, é válido que

lim
n→+∞

∫ T−ε

ε
Ewn,zn(t) dt = 0. (3.69)

Na verdade, vamos mostrar que cada componente de Ewn,zn(t) converge a zero. Para isso,

consideremos a função de corte θ ∈ C∞(0, T ) tal que

0 ⩽ θ(t) ⩽ 1, θ(t) = 1 em (ε, T − ε) e θ(0) = θ(T ) = 0. (3.70)

Multiplicando (3.45)1 por wnθ, integrando em Ω× (0, T ) e utilizando o Teorema da Divergência,

obtemos∫ T

0

∫
Ω
ρ(x)[wn

ttw
n](x, t)θ(t) dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
(∇wn(x, t))⊤ ·K(x) · ∇wn(x, t)θ(t) dx dt (3.71)

+ α2
n

∫ T

0

∫
Ω
[(zn)2(wn)2](x, t)θ(t) dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
γ1(x)[w

n
t w

n](x, t)θ(t) dxdt

+

∫ T

0

∫
Ω
a(x)∇wn

t (x, t) · ∇wn(x, t)θ(t) dx dt = 0.

Note que∫
Ω
ρ(x)[wn

ttw
n](x, t)θ(t) dx =−

∫
Ω
ρ(x)[wn

t w
n
t ](x, t)θ(t) dx−

∫
Ω
ρ(x)[wn

t w
n](x, t)θ′(t) dx

+
d

dt

∫
Ω
ρ(x)[wn

t w
n](x, t)θ(t) dx.

E, utilizando (3.70), temos∫ T

0

∫
Ω
ρ(x)[wn

ttw
n](x, t)θ(t) dx dt =−

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
ρ(x)|wn

t (x, t)|2 dx dt

−
∫ T

0
θ′(t)

∫
Ω
ρ(x)[wn

t w
n](x, t) dx dt. (3.72)

Substituindo (3.72) em (3.71) temos a seguinte expressão

−
∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
ρ(x)|wn

t (x, t)|2 dxdt−
∫ T

0
θ′(t)

∫
Ω
ρ(x)[wn

t w
n](x, t) dxdt (3.73)

+

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
(∇wn(x, t))⊤ ·K(x) · ∇wn(x, t) dxdt+ α2

n

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
[(zn)2(wn)2](x, t) dxdt

+

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
γ1(x)[w

n
t w

n](x, t) dxdt+

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
a(x)∇wn

t (x, t) · ∇wn(x, t) dxdt = 0.

Vamos estimar os termos de (3.73). Para isso, observamos as condições estabelecidas sobre ρ, γ1
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e θ, as convergências (3.47), (3.65) e (3.68), a imersão H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) e a limitação proveniente

de (3.59). Desta forma, para o primeiro termo, temos∣∣∣∣∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
ρ(x)(wn

t )
2(x, t) dx dt

∣∣∣∣ ⩽ ∫ T

0
|θ(t)|

∫
Ω
|ρ(x)||wn

t (x, t)|2 dx dt

⩽ C∥wn
t ∥2L2(0,T ;L2(Ω))

→ 0. (3.74)

Para o segundo termo, obtemos∣∣∣∣∫ T

0
θ′(t)

∫
Ω
ρ(x)[wn

t w
n](x, t) dx dt

∣∣∣∣ ⩽ ∫ T

0
|θ′(t)|

∫
Ω
|ρ(x)||wn

t (x, t)|||wn(x, t)| dx dt

⩽ C

∫ T

0
∥wn

t (x, t)∥∥∇wn(x, t)∥ dt

⩽ ∥wn
t ∥L2(0,T ;L2(Ω))∥wn∥L2(0,T ;H1

0 (Ω))

→ 0.

Analisando o quarto termo, podemos concluir que∣∣∣∣α2
n

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
[(zn)2(wn)2](x, t) dx dt

∣∣∣∣ ⩽ ∫ T

0
|θ(t)|

∫
Ω
α2
n|zn(x, t)|2|wn(x, t)|2 dx dt

⩽ C

∫ T

0
∥α2

n[(z
n)2wn](x, t)∥∥∇wn(x, t)∥ dt

⩽ C∥α2
n(z

n)2wn∥L2(0,T ;L2(Ω)∥wn∥L2(0,T ;H1
0 (Ω))

→ 0. (3.75)

Ao estimar o quinto termo, deduzimos que∣∣∣∣∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
γ1(x)[w

n
t w

n](x, t) dx dt

∣∣∣∣ ⩽ ∫ T

0
|θ(t)|

∫
Ω
|γ1(x)||wn

t (x, t)|||wn(x, t)| dx dt

⩽ C

∫ T

0
∥wn

t (x, t)∥∥∇wn(x, t)∥ dt

⩽ ∥wn
t ∥L2(0,T ;L2(Ω))∥wn∥L2(0,T ;H1

0 (Ω))

→ 0.

Por fim, para o sexto termo, observamos que∣∣∣∣∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
a(x)[∇wn

t ∇wn](x, t) dx dt

∣∣∣∣ ⩽ ∫ T

0
|θ(t)|

∫
Ω
|a(x)||∇wn

t (x, t)|||∇wn(x, t)| dx dt

⩽ C

(∫ T

0

∫
Ω
a(x)|∇wn

t (x, t)|2 dx dt
) 1

2

∥wn∥L2(0,T ;H1
0 (Ω))

→ 0.
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De (3.73) e as estimativas realizadas, conclúımos que

lim
n→+∞

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
(∇wn(x, t))T ·K(x) · ∇wn(x, t) dxdt = 0.

Analogamente, multiplicando (3.45)2 por znθ, integrando em Ω× (0, T ) e estimando os termos

como fizemos para (3.73), conclúımos também que
lim

n→+∞

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
ρ(x)|wn

t (x, t)|2 dx dt = 0,

lim
n→+∞

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
(∇zn(x, t))T ·K(x) · ∇zn(x, t) dx dt = 0.

(3.76)

Utilizando (3.70), temos que

0 ⩽
∫ T−ε

ε

∫
Ω
(∇wn(x, t))T ·K(x) · ∇wn(x, t) dx dt

⩽
∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
(∇zn(x, t))T ·K(x) · ∇zn(x, t) dx dt

→ 0

donde conclúımos que
lim

n→+∞

∫ T−ε

ε

∫
Ω
(∇wn(x, t))T ·K(x) · ∇wn(x, t) dx dt = 0,

lim
n→+∞

∫ T−ε

ε

∫
Ω
(∇zn(x, t))T ·K(x) · ∇zn(x, t) dx dt = 0.

(3.77)

De (3.70), (3.74), (3.75), (3.76) e (3.77), conclúımos a prova de (3.69).

Como Ewn,zn(t) é não-crescente, temos que, para t ∈ (ε, T − ε) é válido que

Ewn,zn(t) ⩾ Ewn,zn(T − ε).

Donde ∫ T−ε

ε
Ewn,zn(t) dt ⩾

∫ T−ε

ε
Ewn,zn(T − ε) dt = (T − 2ε)Ewn,zn(T − ε) ⩾ 0.

Portanto, de (3.69), segue que

(T − 2ε)Ewn,zn(T − ε)→ 0.

Como ε < T − ε, temos que

lim
n→+∞

Ewn,zn(T − ε) = 0. (3.78)



3.2 Decaimento Exponencial 86

Por outro lado, da identidade da energia, podemos concluir que

Ewn,zn(T − ε)− Ewn,zn(ε) = −
∫ T−ε

ε

∫
Ω
a(x)|∇wn

t (x, t)|2 + γ1(x)|wn
t (x, t)|2 dxdt

−
∫ T−ε

ε

∫
Ω
b(x)|∇znt (x, t)|2 + γ2(x)|znt (x, t)|2 dxdt.

Das convergências (3.47), (3.48), (3.49) e (3.50) bem como o lado direito da igualdade imedia-

tamente acima tende a zero e de (3.78), temos que a primeira parcela do lado esquerdo tende a

zero. Donde podemos deduzir que

lim
n→+∞

Ewn,zn(ε) = 0.

Pela arbitrariedade de ε > 0, segue que Ewn,zn(0) → 0, o que é um absurdo. Portanto, vale

(3.21) e a prova do lema está conclúıda.

De posse do Lema 3.12 vamos provar o decaimento dado em (3.20). Com efeito, tomando T0 > 0

suficientemente grande, temos, como consequência da identidade de energia, que a aplicação

t ∈ [0,+∞) 7−→ Eu,v(t) é não-crescente. Logo,

Eu,v(T0) ⩽ Eu,v(0)

e, de (3.21) obtemos

Eu,v(T0) ⩽ C1

[∫ T0

0

∫
Ω
a(x)|∇ut(x, t)|2 + γ1(x)|ut(x, t)|2 dx dt

+

∫ T0

0

∫
Ω
b(x)|∇vt(x, t)|2 + γ2(x)|vt(x, t)|2 dx dt

] (3.79)

com C0 = C0(T0, R) onde T0 e R estão fixados. Por outro lado, ainda da identidade de energia,

obtemos

Eu,v(T0)− Eu,v(0) = −
∫ T0

0

∫
Ω
a(x)|∇ut(x, t)|2 + γ1(x)|ut(x, t)|2 dxdt

−
∫ T0

0

∫
Ω
b(x)|∇vt(x, t)|2 + γ2(x)|vt(x, t)|2 dxdt.

(3.80)

Combinando (3.79) e (3.80), resulta que existe C0 = C0(T0, R) > 0 tal que

Eu,v(T0) ⩽ C0 (−Eu,v(T0) + Eu,v(0)) ,

donde conclúımos que

Eu,v(T0) ⩽

(
C0

1 + C0

)
Eu,v(0). (3.81)
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Argumentando de forma similar agora para o intervalo [T0, 2T0] conclúımos que

Eu,v(2T0) ⩽

(
C0

1 + C0

)
Eu,v(T0). (3.82)

De (3.81) e (3.82) deduzimos que

Eu,v(2T0) ⩽

(
C0

1 + C0

)
Eu,v(T0) ⩽

(
C0

1 + C0

)2

Eu,v(0).

Recursivamente, resulta que

Eu,v(nT0) ⩽

(
C0

1 + C0

)n

Eu,v(0), para todo n ∈ N. (3.83)

Note que é posśıvel realizar esse processo pois Eu,v(nT0) ⩽ Eu,v(0) ⩽ R.

Consideremos t > T0. Então, existe n ∈ N tal que t = nT0 + r, para 0 ⩽ r < T0. Consequente-

mente de (3.83) e do fato de Eu,v(t) ser não-crescente, obtemos

Eu,v(t) ⩽ Eu,v(t− r)

⩽

(
C0

1 + C0

)n

Eu,v(0)

=

(
C0

1 + C0

) t−r
T0

Eu,v(0)

= e
− r

T0
ln
(

C0
1+C0

)
e

ln

(
C0

1+C0

)
T0

t
Eu,v(0), para todo t > T0,

tomando C := e
− r

T0
ln
(

C0
1+C0

)
e ν = −

ln
(

C0
1+C0

)
T0

, temos o desejado em (3.20), finalizando assim a

prova do principal resultado do caṕıtulo.
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