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2021



 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Dados Internacionais de Catalogação na Publicação (CIP) 
(Biblioteca Setorial BSE-DMA-UEM, Maringá, PR, Brasil) 

 

        Delatorre, Leonel Giacomini  
D341b       Boa colocação e estabilidade para problemas 

hiperbólicos com amortecimento localizado : uma equação da 

viga extensível e um sistema de Klein-Gordon generalizado / 

Leonel Giacomini Delatorre. -- Maringá, 2021. 
           117 f. : il. 
 

           Orientador: Prof.º Dr.º Marcelo Moreira Cavalcanti. 
           Tese (doutorado) - Universidade Estadual de Maringá, 

Centro de Ciências Exatas, Programa de Pós-Graduação em 

Matemática - Área de Concentração: Análise, 2021. 
 

           1. Problemas hiperbólicos semilineares – Amortecimento 

localizado. 2. Equação da viga extensível. 3. Sistema de 

Klein-Gordon generalizado. 4. Semilinear hyperbolic 

problems. 5. Extensible beam equation. 6. Generalized Klein-

Gordon system. I. Cavalcanti, Marcelo Moreira, orient. II. 

Universidade Estadual de Maringá. Centro de Ciências Exatas. 

Programa de Pós-Graduação em Matemática - Área de 

Concentração: Análise. III. Título. 
 

CDD 22.ed. 515.35  
       Edilson Damasio CRB9-1.123 

 



LEONEL GIACOMINI DELATORRE
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Resumo

Neste trabalho, estudamos a boa colocação e comportamentos assintótico de soluções
para dois problemas associados a modelos hiperbólicos semilineares com amortecimento lo-
calizado em domı́nios limitados. No primeiro modelo, consideramos a equação de uma viga
semilinear com um amortecimento não linear localmente distribuı́do e provamos a boa colocação
e a estabilidade uniforme do funcional de energia associado. Para fazer isso, construı́mos
aproximações regularizantes adequadas e, a partir de uma desigualdade de observabilidade
associada ao problema linear e uma propriedade de continuação única, obtemos o resultado
desejado. No segundo problema, consideramos um sistema Klein-Gordon não linear agindo
em um meio não-homogêneo e sujeito a um amortecimento localizado. Para esse sistema,
mostramos a boa colocação e que a energia correspondente ao sistema decai exponencialmente
para zero, para todos os dados iniciais tomados em conjuntos limitados do espaço de fase.

Palavras-Chave: Problemas hiperbólicos semilineares com amortecimento localizado; Equação
da viga extensı́vel; Sistema de Klein-Gordon generalizado.



Abstract

In this work, we study the well-posedness and asymptotic behavior of solutions to two
problems associated with semilinear hyperbolic models with localized damping in limited
domains. In the first model, we consider the equation of a semilinear beam with locally
distributed nonlinear damping and prove the well-posedness and uniform stability of the
associated energy functional. To do this, we construct suitable regularizing approximations and,
from an observability inequality associated with the linear problem and a unique continuation
property, we obtain the desired result. In the second problem, we consider a non-linear Klein-
Gordon system acting in a non-homogeneous medium and subject to localized damping. For
this system, we show the well-posedness and that the energy corresponding to the system
decays exponentially to zero, for all initial data taken in bounded sets of phase space.

Key-words: Semilinear hyperbolic problems with localized damping; Extensible beam equation;
Generalized Klein-Gordon system.
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Introdução

Nesta tese investigaremos a boa colocação e estabilidade de energia para dois proble-
mas de valor inicial e de fronteira associados ao seguinte modelo hiperbólico semilinear com
amortecimento localizado:ρ(x) ∂2t u+ Au+ f1(u, v) + a(x) g1(∂tu) = 0,

ρ(x) ∂2t v + Av + f2(u, v) + b(x) g2(∂tv) = 0.
(1)

Sistemas do tipo (1) são amplamente estudados na literatura, principalmente quando
A = −div(K(x)∇u) [23], o qual engloba o caso A = −∆ [31, 32, 50, 51, 52, 63]. Em particular,
considerando v ≡ 0, f1(u, v) = f(u), f2 ≡ 0, reduzimos o sistema original a uma única equação:

ρ(x) ∂2t u+ Au+ f̃(u) + a(x) g(∂tu) = 0. (2)

A equação (2) possui uma gama de resultados na literatura. De fato, mencionamos os
trabalhos [1], [7], [9], [14], [16], [22], [24], [28], [30], [36], [41], [42], [43], [48], [53], [54], [55], [58],
[59], [62], [67], [68], [70], [76] no caso em que A = −∆ e [18], [19], [34], [35], [38], [40], [44], [49],
[56], [69], [71] no caso em que A = ∆2.

Desta forma, o foco da presente tese será nos seguintes casos:

• Problema 1: O primeiro problema a ser estudado será um caso particular de (2) com

ρ ≡ 1, A = ∆2, f̃(u) = −b∥∇u(t)∥2L2(Ω)∆u+ f(u).

Ou seja,
∂2t u+∆2u− b∥∇u(t)∥2L2(Ω)∆u+ f(u) + a(x) g(∂tu) = 0. (3)

• Problema 2: O segundo problema a ser estudado será um caso particular de (1) com

A = −div(K(x)∇(·)), f1(u, v) = |v|p+2 |u|p u f2(u, v) = |u|p+2 |v|p v, g1(s) = g2(s) = s.

Ou seja, ρ(x)∂2t u− div(K(x)∇u) + |v|p+2 |u|p u+ a(x)∂tu = 0 em Ω× (0,∞),

ρ(x)∂2t v − div(K(x)∇v) + |u|p+2 |v|p v + b(x)∂tv = 0 em Ω× (0,∞).
(4)

No que segue, apresentamos o estado da arte de cada problema abordado nesta tese.



2

Problema 1: Uma Equação da viga extensı́vel

Estimativas de taxas de decaimento para o funcional de energia associada as soluções de
equações hiperbólicas com amortecimentos localizados têm sido amplamente estudadas por
muitos autores, sob diferentes condições. Dentre os artigos relacionados a este tema, destacamos
inicialmente o trabalho de Zuazua [76]. Neste trabalho, o autor prova o decaimento exponencial
uniforme do funcional de energia correspondente as soluções de uma equação da onda semili-
near, reduzindo o problema em questão ao uso do principio de continuação única provado por
Ruiz [61]. Para outro trabalhos com respeito a equação da onda com amortecimento localizado,
veja [3, 16, 22, 23]. No entanto, devido a ausência de resultados similares para problemas de
viga/placa, a estabilidade exponencial para problemas do tipo (3) (mesmo com b = 0) ainda
permaneceu em aberto por um tempo. Especificamente, esta insuficiência estaria associada à
falta de um resultado de continuação única para as soluções fracas da equação da viga/placa
com coeficientes não suaves. Porém, esta questão foi recentemente resolvida por Khanmamedov
e Simsek [39, 65] ao considerar amortecimentos localizados do tipo friccional e Kelvin-Voight em
domı́nios ilimitados. Em particular, ressaltamos que no trabalho [65], os autores mostram que o
funcional de energia é de fato uma contração, o que leva ao decaimento exponencial de energia
para o problema. Para isso, foi utilizada uma combinação da compacidade assintótica uniforme
para a famı́lia de semigrupos gerados pelas soluções fracas do problema em questão com uma
propriedade dissipativa da equação da placa semilinear estabelecida em [37], e também invocam
algumas desigualdades de energia obtidas em [77] para o caso superlinear.

Nesta perspectiva, destacamos que as principais contribuições deste trabalho residem na
complementação dos trabalhos acima mencionados [39, 65], em dois sentidos:

(i) Considerar um termo de amortecimento não linear localizado a(·) g(∂tu) e um termo de
extensibilidade da viga b ∥∇u(t)∥2L2(Ω)∆u;

(ii) Introduzir uma nova abordagem ao tratar das estimativas de decaimento uniforme asso-
ciadas ao problema (3), utilizando a desigualdade de observabilidade para o problema
linear 

∂2t z +∆2z = f in Ω× (0, T )

z = ∂νz = 0 on ∂Ω× (0, T ),

z(0) = z0, ∂tz(0) = z1 in Ω,

(5)

estabelecida por Tucsnak [71], bem como o fato de que a aplicação que associa os dados
iniciais {z0, z1, f} com a única solução do problema linear (5) é linear e contı́nua [47].

É importante ressaltar que a ausência de resultados de continuação única para domı́nios
gerais torna bastante difı́cil tanto o tratamento dos termos não lineares na passagem ao limite,
quanto a obtenção de uma propriedade de continuação única para o modelo dado em (3).
Isto nos motivou a adotar uma nova estratégia para estabilizar equações de vigas localmente
amortecidas, embasando um primeiro trabalho com modelos aproximados cujos termos fonte
são Lipschitz contı́nuos. Mais especificamente, ao invés de estudar o problema (3), vamos tratar
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da seguinte sequência de problemas auxiliares truncados:
∂2t u+∆2u− b∥∇u(t)∥2L2(Ω)∆u+ fk(u) + a(x)g(∂tu) = 0 em Ω× (0,+∞),

u = ∂νu = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x) ut(x, 0) = u1(x) em Ω,

em que, para cada k ∈ N, definimos uma sequência de truncamentos de f , a saber, fk : R −→ R
por:

fk(s) :=


f(s), |s| ⩽ k,

f(k), s > k,

f(−k), s < −k.

A partir de tais modelos aproximados, construiremos uma sequência de soluções (uk)
que possuem as propriedades desejadas de unicidade e regularidade forte (no sentido de
semigrupos não-lineares) que nos conduzirão, na passagem ao limite, a uma solução fraca
do problema original (3). Neste sentido, nos concentraremos na estabilidade uniforme das
soluções desses modelos aproximados. Isto é consideravelmente mais simples do que trabalhar
com o modelo não linear, visto que podemos obter, a partir do trabalho de Kim [40], uma
propriedade de continuação única para os modelos aproximados. Com isso, poderemos validar
uma desigualdade de observabilidade para o nosso problema (3) e estabelecer o decaimento da
energia a partir de uma equação diferencial ordinária não linear, conforme trabalho de Lasiecka
e Tataru [41].

Problema 2: Um sistema de Klein-Gordon Generalizado

O modelo proposto neste trabalho é inspirado em um sistema introduzido por Segal em
[63], dado por utt −∆u+m2

1u+ gv2u = 0 em Ω× R∗
+,

vtt −∆v +m2
2v + hu2v = 0 em Ω× R∗

+,
(6)

que descreve a interação dos campos escalares u, v de massa m1,m2, respectivamente, com
constantes de interação g e h. Como o interesse deste trabalho é fazer a análise matemática,
não há perda de generalidade em considerar apenas o caso em que m1 = m2 = 0 e g = h = 1.
Estas condições, aliadas à condição de fronteira de Dirichlet em ∂Ω, embasaram o trabalho de
Medeiros e Menzala [50]. Neste artigo, os autores provaram a existência e unicidade de soluções
globais fracas, usando o método de Galerkin restrito a dimensões d ⩽ 3.

Ainda, nesse sentido, destacamos os trabalhos [51, 52], onde os autores consideram
as não linearidades da forma |v|p+2|u|pu, |u|p+2|v|pv, em que a potência de crescimento p está
relacionada à dimensão d do espaço. Com respeito à existência global e unicidade de soluções
mencionamos o artigo de Andrade e Mognon [2], onde os autores provam a existência de
soluções para um sistema Klein-Gordon com memória e não linearidades semelhantes às
consideradas em [51, 52]. Outra generalização para este sistema pode ser encontrada no trabalho
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de Cousin et al [26], onde os autores consideram um sistema k×k das equações de Klein-Gordon
com condições de fronteira acústicas.

No caso em que os meios são homogêneos, ressaltamos os trabalhos [31, 32]. Nestes
artigos, a estabilidade exponencial para o sistema (6) é estabelecida considerando dois termos
de amortecimento friccionais a(x)∂tu e b(x)∂tv. Ainda, em um trabalho mais recente, Cavalcanti
et al [23] consideraram o seguinte problema em R3:

ρ(x)utt − div(K(x)∇u) + v2u+ a(x)ut − γ(x)vt = 0 in Ω× (0,∞),

ρ(x)vtt − div(K(x)∇v) + u2v + b(x)vt + γ(x)ut = 0 in Ω× (0,∞),

u = v = 0 on ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) in Ω,

v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x) in Ω,

(7)

Utilizando argumentos de análise microlocal e estimativas de Strichartz, os autores obtiveram
o decaimento exponencial para as soluções do problema (7) desde que os dados iniciais sejam
tomados em conjuntos limitados do espaço de fase natural.

Motivados pela exposição bibliográfica supracitada, o objetivo principal relacionado
ao sistema (4), é provar a existência e unicidade de soluções generalizadas e ainda, que essas
soluções decaem exponencialmente e uniformemente para zero, isto é, considerando

E(u,v)(t) =
1

2

[∫
Ω
ρ(x)|ut(x, t)|2dx+

∫
Ω
ρ(x)|vt(x, t)|2dx+

∫
Ω
∇u(x, t)⊤ ·K(x) · ∇u(x, t)dx

]
+

1

2

[∫
Ω
∇v(x, t)⊤ ·K(x) · ∇v(x, t)dx+

2

p+ 2

∫
Ω
|uv|p+2(x, t)dx

]
,

provaremos que existem constantes positivas C, γ, tais que

E(u,v)(t) ⩽ Ce−γ tE(u,v)(0), para todo t ⩾ T0, (8)

para toda solução generalizada do problema (4), desde que os dados iniciais (u0, v0, u1, v1)

sejam tomados em conjuntos limitados de H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)× L2(Ω)× L2(Ω). Este resultado é
um resultado de estabilização local. De fato, as constantes C e γ são uniformes em cada bola de
H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω)×L2(Ω)×L2(Ω) com raio R > 0 do espaço de fase, mas o resultado não garante

que a taxa de decaimento seja global, ou seja, que (8) é válido com constantes C, γ, que são
independentes dos dados iniciais.

Inspirados por argumentos de Dehman, Gérard, Lebeau [27] ou Dehman, G. Lebeau e
Zuazua [28], apresentaremos uma prova direta da desigualdade de observabilidade para (4), ou
seja, provaremos que dado T > T0 existe uma constante positiva C = C(T ) tal que

E(u,v)(0) ⩽ C

∫ T

0

∫
Ω
(a(x) |∂tu(x, t)|2 + b(x) |∂tv(x, t)|2) dx dt, (9)

desde que os dados iniciais sejam considerados em conjuntos limitados de H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)×
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L2(Ω) × L2(Ω). Com (9) em mãos juntamente com a identidade de energia correspondente,
mostramos que a energia é dominada por uma função exponencial com taxa negativa. Ao não
assumimos quaisquer restrições ao expoente de crescimento da não linearidade, generalizamos
resultados anteriores disponı́veis na literatura para d = 2. Além disso, a grande vantagem de
usar argumentos de análise microlocal é que podemos usar o fluxo geodésico a nosso favor, a
fim de direcionar as geodésicas para que elas entrem na região onde a dissipação é efetiva e, por
isso, consideramos d = 2. Isso só é possı́vel para certos casos especiais envolvendo a métrica
G = (K/ρ)−1.

A presente tese está organizada da seguinte maneira:

• O capı́tulo 1 consiste da apresentação de alguns resultados preliminares, essenciais para
uma boa compreensão dos demais capı́tulos;

• No capı́tulo 2 mostramos resultados de boa colocação e estabilidade (localmente) uniforme
para (3) utilizando aproximações e argumentos de compacidade. Tais resultados estão
publicados no artigo [15];

• No capı́tulo 3, apresentamos a existência e unicidade de soluções generalizadas (no sentido
da fórmula da variação dos parâmetros) para (4), bem como o decaimento exponencial da
energia associada as soluções de (4). Para isso, utilizamos a medida de defeito microlocal
para propagar as convergências do termo dissipativo para todo o domı́nio. Os resultados
deste capı́tulo estão publicados no artigo [12].



Capı́tulo 1

Resultados Preliminares

1.1 Distribuições e Espaços Funcionais

Sejam x = (x1, x2, ..., xd) pontos do Rd e α = (α1, α2..., αd) d−uplas de números inteiros
não negativos. Considerando |α| = α1 + α2...+ αd e α! = α1!α2!...αd!, denotaremos o operador
derivação em Rd por

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ∂xα2

2 ...∂xαd
d

.

Seja Ω um aberto do Rd e φ : Ω → R. Definimos o suporte da função φ em Ω, e denotamos
por supp(φ), o fecho em Ω do conjunto {x ∈ Ω;φ(x) ̸= 0}. Quando supp(φ) é compacto, dizemos
que φ tem suporte compacto em Ω. Denotaremos por C∞

0 (Ω) o conjunto das funções φ : Ω → R
que são infinitamente diferenciáveis em Ω e que possuem suporte compacto.

O espaço das funções testes de Ω, D(Ω), é o espaço C∞
0 (Ω) munido da seguinte noção de

convergência: Dada uma sequência (φν)ν∈N de funções de C∞
0 (Ω) e φ ∈ C∞

0 (Ω) dizemos que

φν → φ em D(Ω) (1.1)

se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de Ω tal que

(i) supp(φν) ⊂ K,∀ν e supp(φ) ⊂ K;

(ii) Dαφν → Dαφ uniformemente sobre K,∀α ∈ Nd.

Uma distribuição sobre Ω é uma forma linear sobre D(Ω) que é contı́nua no sentido da
convergência dada em (1.1). Chamaremos por D′(Ω) o espaço vetorial das distribuições sobre
Ω. Diremos que (Tν)ν∈N, uma sequência de elementos de D′(Ω), converge para T ∈ D′(Ω), e
escreveremos

Tν → T em D′(Ω),

quando
⟨Tν , φ⟩ → ⟨T, φ⟩ , ∀φ ∈ D(Ω).

Dada uma distribuição T sobre Ω e α ∈ Nd, a derivada distribucional de ordem α da
distribuição T , denotada por DαT , é dada por

⟨DαT, φ⟩ = (−1)|α| ⟨T,Dαφ⟩ , ∀φ ∈ D(Ω).

Com essa definição, uma distribuição T ∈ D′(Ω) possui derivada distribucional de todas
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as ordens, DαT ∈ D′(Ω) e além disso, a aplicação

Dα : D′(Ω) → D′(Ω)

T 7→ DαT

é linear e contı́nua.

1.2 Espaços Lp(Ω)

Sejam Ω um subconjunto do Rd e p um número real tal que 1 ⩽ p < ∞. Denotaremos
por Lp(Ω) o espaço vetorial das (classes de) funções mensuráveis u, definidas em Ω tais que |u|p

é Lebesgue integrável sobre Ω.

O espaço Lp(Ω) munido da norma

||u||Lp(Ω) =

(∫
Ω
|u(x)|pdx

) 1
p

é um espaço de Banach.

Se define por L∞(Ω) o conjunto das funções u : Ω → R tais que u é mensurável e existe
uma constante C tal que |u(x)| ⩽ C para quase todo x ∈ Ω. Uma norma em L∞(Ω) é dada por

||u||L∞(Ω) = inf{C; |u(x)| ⩽ C q.s. em Ω},

a qual o torna um espaço de Banach.

Em particular, L2(Ω), com o produto interno

(u, v)L2(Ω) =

∫
Ω
u(x) v(x) dx

e a norma ∥u∥2L2(Ω) = (u, u)L2(Ω), é um espaço de Hilbert.

Seja 1 ⩽ p ⩽ ∞. Diz-se que p′ é o ı́ndice conjugado de p se
1

p
+

1

p′
= 1.

Proposição 1.1 (Desigualdade de Young). Se a e b são números reais não negativos então

ab ⩽
aq

q
+
bp

p

sempre que 1 < p, q <∞ e
1

q
+

1

p
= 1.

A desigualdade de Young também pode tomar a seguinte forma

ab ⩽ εaq + C(ε) bp.

Referência: [29, Apêndice B.2.c e B.2.d, p. 622]
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Proposição 1.2 (Desigualdade de Hölder). Sejam u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lp′(Ω), com 1 ⩽ p ⩽ ∞. Então
uv ∈ L1(Ω) e ∫

Ω
|uv| ⩽ ||u||Lp(Ω)||v||Lp′ (Ω).

Referência: Ver [29, Apêndice B.2.e, p. 622].

Proposição 1.3 (Desigualdade de Hölder generalizada). Sejam f1, f2, ..., fk funções tais que fi ∈
Lpi(Ω), 1 ⩽ i ⩽ k, onde 1

p = 1
p1

+ 1
p2

+ ...+ 1
pk

⩽ 1. Então o produto f = f1f2...fk ∈ Lp(Ω) e

∥f∥Lp(Ω) ⩽ ∥f1∥Lp1(Ω)∥f2∥Lp2(Ω)...∥fk∥Lpk(Ω).

Referência: Ver [29, Apêndice B.2.g, p. 623].

Teorema 1.4 (Convergência Dominada de Lebesgue). Se uma sequência {fk} de funções integráveis
a Lebesgue num conjunto Ω converge quase sempre em Ω para um função f, e se |fk| ⩽ ψ, quase sempre

em Ω, ∀k ∈ N, para um certa função ψ ∈ L1(Ω), então a integral
∫
Ω
f existe e

∫
Ω
fdx = lim

k→∞

∫
Ω
fk dx.

Referência: Ver [4, Teorema 1.2.6, p. 9].

Teorema 1.5 (Teorema da Convergência Dominada Inversa). Sejam Ω ⊂ Rd um aberto e {uk}k ⊂
Lp(Ω), p ∈ [1,+∞], uma sequência tal que uk → u in Lp(Ω) quando k → ∞. Então, existe uma
subsequência

{
ukj
}
j

e uma função v ∈ Lp(Ω) tais que

(i) ukj (x) → u(x) q. s. em Ω quando j → ∞;

(ii) para todo j,
∣∣ukj (x)∣∣ ⩽ v(x) q. s. em Ω.

Referência: Ver [4, Teorema 1.2.7 ; p. 10].

1.3 Espaços de Sobolev

Sejam Ω um aberto do Rd, 1 ⩽ p ⩽ +∞ em ⩾ 1. O espaço de SobolevWm,p(Ω) é o espaço
vetorial de todas as funções de Lp(Ω) tais que Dαu ∈ Lp(Ω), para todo α ⩽ m. Simbolicamente,

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω); Dαu ∈ Lp(Ω), ∀ |α| ⩽ m} .

Uma norma em Wm,p(Ω) é dada por

||u||pWm,p(Ω) =
∑

|α|⩽m

∫
Ω
|Dαu(x)|p dx, se 1 ⩽ p < +∞,
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||u||pWm,∞(Ω) =
∑

|α|⩽m

sup
x∈Ω

ess |Dαu(x)|p dx, se p = +∞,

a qual o torna um espaço de Banach. No caso p = 2, escreve-se Wm,2(Ω) = Hm(Ω) e, munindo-o
com o produto interno

(u, v)Hm(Ω) =
∑

|α|⩽m

∫
Ω
Dαu(x)Dαv(x) dx,

temos um espaço de Hilbert.

Define-se o espaço Wm,p
0 (Ω) como sendo fecho de C∞

0 (Ω) em Wm,p(Ω), ou seja,

C∞
0 (Ω)

Wm,p(Ω)
=Wm,p

0 (Ω), 1 ⩽ p < +∞.

Quando Ω é limitado em alguma direção xi de Rd e 1 ⩽ p < +∞, então a norma em
Wm,p

0 (Ω), dada por

||u||pm,p =
∑

|α|=m

∫
Ω
|Dαu(x)|p dx,

é equivalente a norma induzida por Wm,p(Ω).

Observação 1.6. Em particular, consideramos em Hm
0 (Ω) a norma

||u||2Hm
0 (Ω) =

∑
|α|=m

∫
Ω
|Dαu(x)|2 dx,

é equivalente a norma induzida por Hm(Ω).

Representa-se por W−m,p′(Ω) o dual topológico de Wm,p
0 (Ω), onde 1 ⩽ p < +∞ e p′ é o

ı́ndice conjugado de p. Por H−m(Ω) denota-se o dual topológico de Hm
0 (Ω).

Teorema 1.7 (Desigualdade de Poincaré). Suponhamos que Ω seja um aberto limitado do Rd, então,
existe uma constante C = C(med (Ω)) tal que

∥u∥ ⩽ C ∥∇u∥,∀u ∈ H1
0 (Ω).

Referência: Ver [21, Proposição 6.22, p. 441]

Teorema 1.8. Sejam Ω um conjunto aberto do Rd, de classe Cm, com fronteira limitada e m um inteiro
tal que m ⩾ 1, e 1 ⩽ p <∞. Então temos as seguintes imersões contı́nuas:

(i) se 1
p − m

d > 0 então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), onde 1
q = 1

p − m
d ;

(ii) se 1
p − m

d = 0 então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀ q ∈ [p,+∞[;

(iii) se 1
p − m

d < 0 então Wm,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

Referência: Ver [20, Teorema 1, p. 208].
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Teorema 1.9 (Teorema de Rellich-Kondrachov). Seja Ω um aberto limitado bem regular do Rd, para
d ⩾ 2. Então as seguintes imersões são compactas:

(i) se p < d então W 1,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), ∀ 1 ⩽ q < dp

d−p ;

(ii) se p = d então W 1,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), ∀ q ∈ [1,+∞[;

(iii) se p > d então W 1,p(Ω)
c
↪→ C0(Ω).

Referência: Ver [20, Teorema 3, p. 209].

Teorema 1.10. Seja u ∈W 1,p(I) com 1 ⩽ p ⩽ ∞, em que I é um intervalo limitado de R. Então, existe
ũ ∈ C(Ī) tal que

u = ũ q. s. em I

e
ũ(x)− ũ(y) =

∫ x

y
u′(t) dt,

para quaisquer x, y ∈ Ī .

Referência: Ver [11, Teorema 8.2, p. 204].

1.4 Traço de uma função de Hm(Ω)

Se u ∈ C(Ω), podemos obter os valores de u sobre a fronteira Γ de Ω, basta para isto
tomar a restrição u|Γ . Entretanto, se u ∈ Hm(Ω), como a medida n-dimensional de Γ é zero,
não tem sentido, a priori, falar dos valores de u em Γ. O objetivo da teoria de traço é dar um
significado para u|Γ .

Conforme explicitado em [20], existe uma única aplicação

γ : Hm(Ω) −→
m−1∏
j=0

Hm−j−1/2(Γ)u 7−→ {γ0u, γ1u, . . . , γm−1u},

denominada aplicação traço, que é linear, contı́nua, sobrejetiva, com núcleo Hm
0 (Ω), verificando

γu =

(
u|Γ ,

∂u

∂ν
|Γ , . . . ,

∂m−1u

∂m−1
ν

|Γ
)
, ∀u ∈ D(Ω),

e admitindo uma inversa à direita γ−1 linear e contı́nua, isto é, existe uma aplicação linear

γ−1 :

m−1∏
j=0

Hm−1
j=0 H

m−j−1/2(Γ) → Hm(Ω),
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que é contı́nua e satisfaz

γ(γ−1ξ) = ξ, ∀ ξ ∈
m−1∏
j=0

Hm−j−1/2(Γ).

Tomando, em particular, m = 1, temos a aplicação

γ0 : H
1(Ω) → H1/2(Γ)

u 7→ γ0u = u|Γ ,

que é denominada aplicação traço de ordem zero.

Consideremos H1(Ω) = {u ∈ H1(Ω) ; ∆u ∈ L2(Ω)} munido do produto interno

(u, v)H1(Ω) = (u, v)H1(Ω) + (∆u,∆v)L2(Ω),

o que o faz um espaço de Hilbert. A aplicação

γ1 : D(Ω) → H−1/2(Γ)

u 7→ γ1u =
∂u

∂ν
|Γ

prolonga-se, por continuidade, a uma única aplicação linear e contı́nua γ1 : H1(Ω) → H−1/2(Γ),

posto que D(Ω) é denso em H1(Ω).

Proposição 1.11. A aplicação traço γ0 : H1(Ω) → H1/2(Γ) é sobrejetiva e, além disso,

Ker(γ0) = H1
0 (Ω).

Referência: Ver [20, Teorema 2, p. 336].

1.5 Topologias Fracas, Espaços Reflexivos e Separáveis

Nesta seção temos algumas propriedades das topologias fraca e fraca-∗, assim como
resultados de convergência nestas topologias envolvendo a reflexividade e a separabilidade dos
espaços.

Considerando X um espaço de Banach, a topologia fraca σ(X,X ′) sobre X é a topologia
menos fina sobre X que torna contı́nuas todas as aplicações f ∈ X ′.

Seja (xn)n∈N uma sequência convergente para x na topologia fraca σ(X,X ′). Quando
não houver possibilidade de confusão diremos apenas que (xn) converge fraco para x esse fato
denotaremos por

xn ⇀ x em X.
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Proposição 1.12. Seja (xn)n∈N uma sequência em X , então:

(i) xn ⇀ x em X se, e somente se, ⟨f, xn⟩ → ⟨f, x⟩ , ∀ f ∈ X ′;

(ii) Se xn → x em X , então xn ⇀ x em X ;

(iii) Se xn ⇀ x em X , então ||x||X é limitada e ||x||X ⩽ lim inf ||xn||X ;

(iv) Se xn ⇀ x em X e fn → f em X ′, então ⟨fn, xn⟩ → ⟨f, x⟩.

Referência: Ver [21, Proposição 3.12, p. 112].

Sejam X um espaço de Banach e x ∈ X fixo. Considere a aplicação

Jx : X ′ −→ R
f 7→ ⟨Jx, f⟩ = ⟨f, x⟩ ,

que é linear e contı́nua e portanto Jx ∈ X ′′, ∀x ∈ X . Deste modo, definamos a aplicação
J : X → X ′′ tal que J(x) = Jx, a qual é chamada de injeção canônica de X em X ′′.

A topologia fraca ∗, ou σ(X ′, X), é a topologia menos fina sobre X ′ que faz contı́nuas
todas as aplicações Jx.

Seja (fn)n∈N uma sequência convergente para f na topologia fraca ∗ σ(X,X ′). Com
vistas a simplificação das notações escreveremos apenas que {fn} converge fraco ∗ para f , ou
simbolicamente

fn
∗
⇀ f em X ′,

quando não houver possibilidade de confusão.

Proposição 1.13. Seja (fn)n∈N uma sequência em X ′, então:

(i) fn
∗
⇀ f em X ′ se, e somente se, ⟨fn, x⟩ → ⟨f, x⟩ , ∀x ∈ X ;

(ii) Se fn → f forte, então fn ⇀ f em σ(X ′, X ′′);

(iii) Se fn ⇀ f em σ(X ′, X ′′), então fn
∗
⇀ f em X ′;

(iv) Se fn
∗
⇀ f em X ′, então ||fn||X′ é limitada e ||f ||X′ ⩽ lim inf ||fn||X′ ;

(v) Se fn
∗
⇀ f em X ′ e xn → x em X , então ⟨fn, xn⟩ → ⟨f, x⟩.

Referência: Ver [21, Proposição 3.30, p. 123].

Dizemos que um espaço de Banach é reflexivo quando a injeção canônica J : X → X ′′

é sobrejetora. Um espaço métrico X é dito separável quando existe um subconjunto M ⊂ X

enumerável e denso em X .
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Teorema 1.14. Seja X um espaço de Banach tal que X ′ é separável. Então X é separável.

Referência: Ver [21, Teorema 3.53, p. 145].

Teorema 1.15. Seja X um espaço de Banach separável e seja (fn)n∈N uma sequência
limitada em X ′. Então existe uma subsequência (fnk

)k∈N que converge na topologia fraca ∗ (σ(X ′, X)).

Referência: Ver [21, Corolário 3.61, p. 152].

Teorema 1.16. Seja X um espaço de Banach reflexivo e seja (xn)n∈N um sequência limitada em X . Então
existe uma subsequência (xnk

)k∈N que converge na topologia fraca (σ(X,X ′)).

Referência: Ver [21, Proposição 3.63, p. 153].

1.6 Espaços Funcionais a Valores Vetoriais

Nesta seção iremos determinar espaços envolvendo as variáveis temporal e espacial, os
quais são necessários para dar sentido a problemas de evolução.

Para t ∈ (0, T ) fixo, interpretamos a função x 7→ u(x, t) como um elemento do espaço X.
Denotaremos este elemento como u(t) ∈ X com valores no espaço X.

Sejam X um espaço de Banach e T > 0. Define-se:

• O espaço Lp(0, T ;X), 1 ⩽ p < +∞, consiste das funções (classes) mensuráveis sobre [0, T ]

com imagem em X, ou seja, as funções u : (0, T ) → X tais que

∥u∥Lp(0,T ;X) :=

(∫ T

0
∥u(t)∥pX dt

) 1
p

< +∞.

• O espaço L∞(0, T ;X) consiste das funções (classes) mensuráveis sobre [0, T ] com imagem
em X, isto é, as funções u : (0, T ) → X limitadas quase sempre em (0, T ). A norma neste
espaço é dada por

∥u∥L∞(0,T ;X) := sup ess ∥u(t)∥X .

• O espaço Cm([0, T ];X), m = 0, 1, 2, · · · , consiste de todas as funções contı́nuas u : [0, T ] →
X que possuem derivadas contı́nuas até a ordem m sobre [0, T ]. A norma, neste caso, é
dada por

∥u∥ :=

m∑
i=0

max
t∈[0,T ]

∣∣∣u(i)(t)∣∣∣ .
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Proposição 1.17. Sejam m = 0, 1, · · · , 1 ⩽ p < +∞, X e Y espaços de Banach.

(a) Cm([0, T ];X) é um espaço de Banach sobre K.

(b) Lp(0, T ;X), 1 ⩽ p < +∞ e L∞(0, T ;X) são espaços de Banach sobre K.

(c) C([0, T ];X) é denso Lp(0, T ;X) e a imersão C([0, T ];X) ↪→ Lp(0, T ;X) é contı́nua.

(d) Se X é um espaço de Hilbert com produto interno (., .)X então L2(0, T ;X) é também um espaço
de Hilbert com produto interno

(u, v)L2(0,T ;X) :=

∫
Ω
(u(t), v(t))X dt.

(e) Lp(0, T ;X) é separável se X for separável e 1 ⩽ p < +∞.

(f) O espaço Lp(0, T ;X) é reflexivo se 1 < p < +∞.

(g) Se X ↪→ Y, então Lr(0, T ;X) ↪→ Lq(0, T ;Y ), 1 ⩽ q ⩽ r ⩽ +∞.

Referência: Ver [75, Proposição 23.2, p. 407].

Proposição 1.18. Seja X um espaço de Banach. Para todo u ∈ L1(0, T ;X) vale∥∥∥∥∫ T

0
u(t) dt

∥∥∥∥
X

⩽
∫ T

0
∥u(t)∥X dt

Referência: Ver [73, Corolário 1, p. 133-134].

O espaço dual de Lp(0, T ;X). Consideremos Y = Lp(0, T ;X). Temos a seguinte relação
de dualidade Y ′ = Lq(0, T ;X ′), com 1

p + 1
q = 1, devido ao seguinte teorema:

Teorema 1.19. Seja X um espaço de Banach reflexivo e separável, 1 < p, q < +∞, 1
p + 1

q = 1 e
0 ⩽ T < +∞. Então temos que:

• Se u ∈ Lp(0, T ;X), então〈
v,

∫ T

0
u(t) dt

〉
=

∫ T

0
⟨v, u(t)⟩ dt, ∀ v ∈ X ′.

• Se u ∈ Lp (0, T ;X ′), então〈∫ T

0
u(t) dt, v

〉
=

∫ T

0
⟨u(t), v⟩ dt, ∀ v ∈ X.

Referência: Ver [75, Proposição 23.9, p. 412].
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Seja X um espaço de Banach. Denotaremos por D(0, T ;X) o espaço localmente convexo
e completo das funções vetoriais φ : (0, T ) → X infinitamente diferenciáveis com suporte
compacto em (0, T ). Dizemos que uma sequência (φν)ν∈N é tal que

φν −→ φ em D(0, T ;X)

se:

(i) Existe um compacto K de (0, T ) tal que supp(φν) e supp(φ) estão contidos em K, para
todo ν;

(ii) Para cada k ∈ N,
dk

dtk
φν(t) →

dk

dtk
φ em X , uniformemente em t ∈ (0, T ).

O espaço das aplicações lineares contı́nuas de D(0, T ) = D(0, T ;R) em X será denotado
por D′(0, T ;X), ou seja, S ∈ D′(0, T ;X) se S : D(0, T ) → X é linear e se θν → θ em D(0, T )

implicar que ⟨S, θν⟩ → ⟨S, θ⟩ em X . Diremos que

Sν −→ S em D′(0, T ;X)

se
⟨Sν , θ⟩ → ⟨S, θ⟩ em ,∀ θ ∈ D(0, T ).

O espaço D(0, T ;X) munido da convergência acima é denominado espaço das distruibuições
vetoriais de (0, T ) com valores em X .

Sendo H um espaço de Hilbert, denotaremos por H1
0 (0, T ;H) o espaço

H1
0 (0, T ;H) := {v ∈ L2(0, T ;H); v′ ∈ L2(0, T ;H); v(0) = v(T ) = 0}

que também é de Hilbert, quando munido com o produto interno

(w, v)H1
0 (0,T ;H) =

∫ T

0
(w(t), v(t))H dt+

∫ T

0
(w′(t), v′(t))H dt.

Identificando L2(0, T ;H) com o seu dual [L2(0, T ;H)]′, via Teorema de Riesz, obtemos

D(0, T ;H) ↪→ H1
0 (0, T ;H) ↪→ L2(0, T ;H) ↪→ H−1(0, T ;H) ↪→ D′(0, T ;H),

onde H−1(0, T ;H) = [H1
0 (0, T ;H)]′.

Lema 1.20 (Compacidade Sequencial Fraco-Estrela). Seja X um espaço de Banach reflexivo e
separável. Então, toda sequência limitada (vk) em L∞(0, T ;X

′
) admite uma subsequência satisfazendo

vk
∗−−−⇀ v em L∞(0, T ;X

′
), quando k → ∞,

isto é, para todo u ∈ L1(0, T ;X), temos∫ T

0
⟨vk(t), u(t)⟩X′ ,X dt −−−→

∫ T

0
⟨v(t), u(t)⟩X′ ,X dt, quando k → ∞.

Referência: Ver [75, Problema 23.12e; p. 449].
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Lema 1.21. Sejam X e Y dois espaços de Banach, X um espaço reflexivo, tais que X ↪→ Y . Definimos
Cw(0, T ;Y ) como o espaço das funções η ∈ L∞(0, T ;Y ) que são escalarmente contı́nuas de [0, T ] 7→ Y ,
isto é, funções tais que a aplicação t→ ⟨η(t), y′⟩ é contı́nua em [0, T ], ∀ y′ ∈ Y

′ , dual topológico de Y .
Então,

L∞(0, T ;X) ∩ Cw(0, T ;Y ) = Cw(0, T ;X).

Referência: Ver [47, Lema 8.1; p. 297].

Proposição 1.22. Sejam X e Y dois espaços de Banach tais que X ↪→ Y. Se u ∈ L1(0, T ;X) e
∂tu ∈ L1(0, T ;Y ), então u ∈ C([0, T ];Y ).

Referência: Ver [75, Problema 23.13a; p. 450].

Lema 1.23. Seja X um espaço de Banach reflexivo e separável. Se

v′k = uk sobre (0, T ), para todo k ∈ N,

no sentido distribucional e, ainda, valem as convergências

uk
∗−−−⇀ u em L∞(0, T ;X

′
), quando k → ∞,

vk
∗−−−⇀ v em L∞(0, T ;X

′
), quando k → ∞,

então,
v′ = u sobre (0, T ).

Referência: Ver [75, Problema 23.12g; p. 449-450].

1.7 Resultados Complementares

Teorema 1.24 (Fórmulas de Green).

1. Se γ ∈ H2(Ω), então∫
Ω
∇γ · ∇udx = −

∫
Ω
u∆γdx+

∫
Γ

∂γ

∂ν
uds, ∀u ∈ H1(Ω).

2. Se u, γ ∈ H2(Ω), então ∫
Ω
u∆γ − γ∆udx =

∫
∂Ω
u
∂γ

∂ν
− γ

∂u

∂ν
ds.

Referência: Ver [11, p. 316].
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Teorema 1.25 (Regularidade Elı́ptica). Sejam m um inteiro não negativo e

Lu = −
d∑

i,j=1

(
aij(x)uxi

)
xj

+
n∑

i=1

bi(x)uxi + c(x)u

em que
aij , bi, c ∈ Cm+1(Ω) (i, j = 1, . . . , n).

Supondo f ∈ Hm(Ω) e u ∈ H1
0 (Ω) uma solução fraca do problema de valor de contorno{

Lu = f, em Ω

u = 0, sobre ∂Ω

para ∂Ω de classe Cm+2, então
u ∈ Hm+2(Ω).

Referência: Ver [29, Teorema 5; p. 323].

Teorema 1.26 (Teorema da Divergência - adaptado). Seja u ∈ H1
0 (Ω) tal que

div(K(x)∇u(x)) ∈ L2(Ω),

em que K(x) é uma matriz d× d com entradas kij : Ω −−→ R, 1 ⩽ i, j ⩽ d, funções de classe C∞(Ω).
Considere também v ∈ H1

0 (Ω). Então,∫
Ω
div(K(x)∇u(x)) · v(x) dx = −

∫
Ω
(∇u(x))⊤ ·K(x) · ∇v(x) dx.

Demonstração. Observe que

∫
Ω

∂

∂xi

 n∑
j=1

kij(x)
∂u

∂xj
(x)

 · v(x) dx =

∫
Ω

∂

∂xi

 n∑
j=1

kij(x)
∂u

∂xj
(x) · v(x)

 dx
−
∫
Ω

 n∑
j=1

kij(x)
∂u

∂xj
(x)

 ∂v

∂xi
(x) dx.

Segue daı́ que ∫
Ω
div(K(x)∇u(x)) · v(x) dx =

∫
Ω
div [v(x) ·K(x) · ∇u(x)] dx

−
∫
Ω
(∇u(x))⊤ ·K(x) · ∇v(x) dx.

Como v = 0 em ∂Ω, segue do Teorema da Divergência que∫
Ω
div [v(x) ·K(x) · ∇u(x)] dx =

∫
∂Ω

[v(x) ·K(x) · ∇u(x)] · v(x) dx = 0.
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Logo, ∫
Ω
div(K(x)∇u(x)) · v(x) dx = −

∫
Ω
(∇u(x))⊤ ·K(x) · ∇v(x) dx.

Teorema 1.27 (Teorema da Compacidade de Aubin-Lions-Simon). Sejam B0 ⊂ B1 ⊂ B2 três
espaços de Banach. Assuma que a imersão de B1 em B2 é contı́nua e que a imersão de B0 em B1 é
compacta. Sejam p, r tais que 1 ⩽ p, r ⩽ +∞. Para cada T > 0, definimos

Ep,r = {v ∈ Lp(0, T ;B0), vt ∈ Lr(0, T ;B2)} .

i) Se p < +∞, a imersão de Ep,r em Lp(0, T ;B1) é compacta.

ii) Se p = +∞ e se r > 1, a imersão de Ep,r em C([0, T ], B1) é compacta.

Referência: Ver [10, Teorema II.5.16, p. 102].

Lema 1.28 (Lema de Lions). Seja (uµ) uma sequência de funções em Lq(Q) com 1 < q <∞. Se

(i) uµ → u quase sempre em Q;

(ii) ∥uµ∥Lq(Q) ⩽ C, ∀µ ∈ N;

então uµ ⇀ u fraco em Lq(Q).

Referência: Ver [45, Lema 1.3, p. 12].

Proposição 1.29 (Lema de Gronwall). Sejam z ∈ L∞(0, T ) e φ ∈ L1(0, T ) tais que z(x) ⩾ 0,
φ(t) ⩾ 0 e seja c ⩾ 0 uma constante. Se

φ(t) ⩽ c+

∫ t

0
z(s)φ(s)ds, ∀t ∈ (0, T ),

então
φ(t) ⩽ c.e

∫ t
0 z(s)ds, ∀t ∈ (0, T ).

Referência: Ver [64, Lema 4.2’, p. 179].

Teorema 1.30 (Teorema de Representação de Riesz-Fréchet). Seja H um espaço de Hilbert. Dada
φ ∈ H ′, existe f ∈ H único tal que

⟨φ, u⟩ = (f, u) , ∀u ∈ H.

Além disso,
||f ||H = ||φ||H′ .

Referência: Ver [11, Teorema 5.5, p. 135].
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Definição 1.31. Seja H um espaço de Hilbert. Se diz que uma forma bilinear a(·, ·) : H ×H → R é

(i) contı́nua se existe uma constante C tal que

|a(u, v)| ⩽ C|u||v|, ∀u, v ∈ H e

(ii) coerciva se existe uma constante α > 0 tal que

a(v, v) ⩾ α|v|2, ∀v ∈ H.

Teorema 1.32 (Lax-Milgram). Seja a(·, ·) : H × H → R uma forma bilinear, contı́nua e coerciva.
Então para toda φ ∈ H ′, existe um único u ∈ H tal que

a(u, v) = ⟨φ, v⟩ , ∀v ∈ H.

Além disso, se a é simétrica, então u se caracteriza pela propriedade

u ∈ H e
1

2
a(u, v)− ⟨φ, v⟩ = min

v∈H

{
1

2
a(v, v)− ⟨φ, v⟩

}
.

Referência: Ver [21, Corolário 4.15, p. 181].

Teorema 1.33 (Teorema de Holmgren). Seja P um operador diferencial com coeficientes constantes
em Rd. Seja u solução de Pu = 0 em Q1, onde Q1 é um aberto de Rd. Suponha u = 0 em Q2, onde Q2

é um subconjunto aberto e não vazio de Q1. Então u = 0 em Q3, onde Q3 é um subconjunto aberto de
Q1 que contém Q2 e tal que qualquer hiperplano caracterı́stico do operador P que intersecta Q3 também
intersecta Q2.

Referência: Ver [46, Teorema 8.1, p. 88].

Proposição 1.34 (Desigualdade de Jensen). Seja B um hipercubo do Rd, então, para toda função
côncava F e toda função integrável g ∈ L1(B), teremos

F

(
1

medB

∫
B
g(x)dx

)
⩾

1

medB

∫
B
F (g(x))dx.

Referência: Ver [60, Teorema 3.3, p. 62].

Lema 1.35 (Lema de Strauss). Sejam O um aberto e limitado de RN , N ⩾ 1, 1 < q < +∞ e {un}n∈N
uma sequência que é limitada em Lq(O). Se un → u q. s. em O, então u ∈ Lq(O) e un ⇀ u em Lq(O).
Mais do que isso, se 1 ⩽ r < q então un → u em Lr(O).

Referência: Ver [11, Exercı́cio 4.16, p. 123] ou [66].
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1.8 Operadores definidos por terna

Consideremos V e H dois espaços de Hilbert complexos, tais que V
c
↪→ H e V é denso

em H. Seja também a(u, v) uma forma bilinear, hermitiana e contı́nua em V × V, tal que existem
α0 e α em R, com α > 0, satisfazendo a condição de coercividade

Re[a(v, v)] + α0(v, v)H ⩾ α∥v∥2V ,∀v ∈ V.

Consideremos

D(A) = {u ∈ V ; a forma linear v 7→ a(u, v) é contı́nua},

onde V está munido com a topologia de H.

Pelo teorema de Riesz, para cada u ∈ D(A) existe um único Au ∈ H, tal que a(u, v) =
(Au, v)H ,∀v ∈ V. Note que, desta forma definimos um operador A com domı́nio

D(A) = {u ∈ V ; ∃f ∈ H tal que a(u, v) = (f, v)H , ∀v ∈ V } e Au = f.

Portanto, temos que D(A) é um subespaço linear de H e A : D(A) ⊂ V −→ H é um
operador de H. Assim, diremos que A é definido pela terna {V,H, a(u, v)}.

Proposição 1.36 (Teorema Espectral). Nas condições acima, obtemos:
(i) A é auto-adjunto e existe um sistema ortonormal completo (wν)ν∈N de H constituı́do de vetores
próprios de A.
(ii) Se (λν)ν∈N são os valores próprios de A correspondentes aos (wν)ν∈N, então

0 < λ1 ⩽ λ2 ⩽ ... ⩽ λν ⩽ ..., e λν −→ ∞.

(iii) O domı́nio de A é dado por:

D(A) =

{
u ∈ H;

∞∑
ν=1

λ2ν |(u, ων)H |2 <∞

}
.

(iv) Au =
∑∞

ν=1 λν(u, ων)Hων ,∀u ∈ D(A).

Referência: Ver [21, Teorema 5.146, p. 368].

1.8.1 Os operadores −∆ e ∆2

Seja −∆ o operador definido pela terna {H1
0 (Ω), L

2(Ω), a(u, v)}, onde

a(u, v) =

∫
Ω
∇u∇v dx, u, v ∈ H1

0 (Ω),
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e
D(−∆) = H1

0 (Ω) ∩H2(Ω).

O teorema espectral para operadores auto-adjuntos garante a existência de um sistema (ων)

de L2(Ω) ortonormal completo constituı́do pelas autofunções do operador −∆, soluções do
problema de Dirichlet: −∆ωm = λmωm,

ωm|Γ = 0.

Se (λν)ν∈N são os correspondentes autovalores de −∆, então

0 < λ1 ⩽ λ2 ⩽ ... ⩽ λm < ... e λm → +∞ quando m→ +∞. (1.2)

Além disso, segue que:

•
(
ωm√
λm

)
é um sistema ortonormal completo em H1

0 (Ω);

•
(
ωm

λm

)
é um sistema ortonormal completo em H1

0 (Ω) ∩H2(Ω).

Este operador é densamente definido, injetivo e auto-adjunto. Além disso, pode ser isometrica-
mente estendido para −∆̃ : H1

0 (Ω) → H−1(Ω), onde H−1(Ω) é o dual topológico de H1
0 (Ω). Esta

extensão é definida por

⟨−∆̃y, z⟩H−1(Ω),H1
0 (Ω) = (∇y,∇z)L2(Ω); ∀y, z ∈ H1

0 (Ω).

A partir de agora, por simplicidade, denotaremos −∆̃ por −∆. Observe que −∆ é um operador
positivo, de modo que podemos definir suas potências fracionárias. De acordo com Lions-
Magenes [47], (2.7) e (9.1), temos

D((−∆)1/2) = H1
0 (Ω) e D((−∆)1/4) = H

1
2 (Ω). (1.3)

Pela teoria espectral, segue que

D(−∆) ↪→ D((−∆)3/4) ↪→ D((−∆)1/2) = H1
0 (Ω) ↪→ D((−∆)1/4) = H

1
2 (Ω) ↪→ L2(Ω).

De maneira análoga, concluı́mos que o operador bilaplaciano (ou biharmônico) ∆2 é definido
pela terna {H2

0 (Ω), L
2(Ω), b(u, v)}, onde

b(u, v) =

∫
Ω
∆u∆v dx, u, v ∈ H2

0 (Ω),

e
D(∆2) = H2

0 (Ω) ∩H4(Ω).
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Além disso, H4(Ω) ∩H2
0 (Ω) é denso em L2(Ω), ∆2 é um operador fechado, auto-adjunto

e não limitado em L2(Ω) e vale a cadeia de imersões

D(∆2) = H4(Ω) ∩H2
0 (Ω) ↪→ H2

0 (Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−2(Ω) ↪→
[
H4(Ω) ∩H2

0 (Ω)
]′
.

1.9 Resultados Utilizados de Semigrupos

Consideramos o seguinte problema abstrato de Cauchy
dU

dt
+AU = F (U)

U(0) = U0
. (1.4)

Definição 1.37. Seja X um espaço de Banach. Um operador F : X → X é um operador localmente
Lipschitz quando, para toda constante L > 0, existe uma constante ML > 0 tal que se ∥x∥X ⩽ L,
∥y∥X ⩽ L, então

∥F (x)− F (y)∥X ⩽ML∥x− y∥X .

Teorema 1.38. Seja X um espaço de Banach e −A : D(−A) ⊂ X → X um operador linear dissipativo,
densamente definido e tal que Im(I+A) = X . Se F : X → X é um operador localmente Lipschitz, então
para qualquer U0 ∈ X , existe uma constante positiva T > 0, dependendo de ∥U0∥, tal que o problema
(1.4) admite, em [0, T ], uma única solução generalizada local U ∈ C([0, T ], X), tal que

U(t) = S(t)U0 +

∫ t

0
S(t− τ)F (U(τ)) dτ, ∀t ∈ [0, T ].

Além disso, se X é um espaço de Banach reflexivo e U0 ∈ D(A), então a solução generalizada U é clássica.

Referência: Ver [74, Teorema 2.5.4, p. 53].

Teorema 1.39. Sob as mesmas hipóteses do Teorema 1.38, a solução U pode ser estendida para uma
solução generalizada maximal em [0, Tmax) tal que:

(i) Tmax = +∞, isto é, o problema admite uma solução global;

ou

(ii) Tmax < +∞ e
lim

t→T−
max

∥U(t)∥ = +∞,

isto é, a solução explode em um tempo finito Tmax.

Referência: Ver [74, Teorema 2.5.5, p. 54].
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Definição 1.40 (Solução Forte). Uma função u : [0,∞) → X diz-se solução forte de (1.4) se

(i) u é contı́nua em [0,∞) e lipschitziana em cada subconjunto compacto de (0,∞);

(ii) u é diferenciável em quase todo ponto de (0,∞);

(iii) u(t) ∈ D(A) para quase todo t ∈ (0,∞);

(iv) −du
dt (t) ∈ Au(t) para quase todo t ∈ (0,∞).

Teorema 1.41. Suponha que A é maximal monótono e que 0 ∈ A0. Se U0 ∈ D(A) e F : H → H é
um operador localmente Lipschitz, então existe Tmax ⩽ +∞ tal que o problema de Cauchy (1.4) tem
uma única solução forte no intervalo [0, Tmax). Além disso, se U0 ∈ D(A), obtemos uma única solução
generalizada U ∈ C([0, Tmax);H) para o problema de Cauchy (1.4). Em ambos os casos, se Tmax < +∞,

então lim
t↗Tmax

∥U(t)∥H = +∞.

Referência: Considerar f ≡ 0 e B = −F em [25, Teorema 7.2, p. 1945].

Proposição 1.42. Seja H um espaço reflexivo e A : D(A) ⊂ H → H um operador linear dissipativo tal
que o operador I −A é sobrejetor. Então D(A) = H .

Referência: Ver [57, Teorema 4.6, p. 16].

Teorema 1.43 (Lumer-Phillips). Seja X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X → X um operador
linear com D(A) = X . Então A é gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações em X se, e
somente se, A é dissipativo e o operador λ0I −A é sobrejetor para algum λ0 > 0.

Referência: Ver [57, Teorema 4.3, p. 14].

Proposição 1.44. SejaX um espaço reflexivo e sejaR um operador deX emX ′ monótono e hemicontı́nuo.
Seja S um operador maximal monótono de X em X ′. Então R + S é maximal monótono de X em X ′.

Além disso, se R+ S é coercivo, então Im(R+ S) = X ′.

Referência: Ver [5, Corolário 1.3, p. 48].

Lema 1.45. Sejam X um espaço de Banach reflexivo e A um subconjunto maximal monótono de X ×X
′ .

Suponha (un, vn) ∈ A tal que un ⇀ u, vn ⇀ v e, ainda,

lim sup
n,m→∞

(un − um, vn − vm) ⩽ 0

ou
lim sup
n→∞

(un − u, vn − v) ⩽ 0

Então (u, v) ∈ A e (un, vn) → (u, v) quando n→ ∞.

Referência: Ver [6, Lema 2.3; p. 38].
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1.10 Análise Microlocal

Iniciamos esta seção anunciando alguns resultados devidos a Burq e Gérard em [13] e
Gérard em [33].

Seja Ω um subconjunto aberto do Rd.

Definição 1.46. Sejam ∈ R.Definimos um sı́mbolo de ordemm em Ω como uma função a : Ω×Rd →
C de classe C∞, com suporte em K × Rd, onde K é um subconjunto compacto de Ω, que satisfaz a
seguinte estimativa: para todo α ∈ Nd, β ∈ Nd, exite uma constante Cα,β > 0 tal que

|∂αx ∂
β
ξ a(x, ξ)| ⩽ Cα,β(1 + |ξ|)m−|β|.

Denotamos por Sm
c (Ω) o espaço vetorial dos sı́mbolos de ordem no máximo m em Ω.

Proposição 1.47. Se a ∈ Sm
c (Ω), a fórmula

Au(x) =

∫
Rd

e2πix.ξa(x, ξ)û(ξ)dξ, (1.5)

define, para todo u ∈ C∞
0 (Ω), um elemento Au de C∞

0 (Ω).

A fórmula (1.5) define uma aplicação linear A : C∞
0 (Ω) → C∞

0 (Ω), a qual chamaremos
de operador pseudodiferencial de sı́mbolo a. Dizemos que o operador pseudodiferencial
A admite um sı́mbolo principal, denotado por σm(A), se existe uma função am = σm(A) ∈
C∞(Ω× (Rd\{0})) com suporte, na primeira variável, compacto em K × (Rd\{0}) e homogênea
de ordem m, na segunda variável, tal que, se χ ∈ C∞(Rd) valendo 0 em uma vizinhança da
origem e 1 fora de um compacto suficientemente grande, segue que,

a(x, ξ) = am(x, ξ)χ(ξ) + r(x, ξ),

onde r ∈ Sm−1
c (Ω× Rd). Nestas condições, am = σm(A) é chamado de sı́mbolo principal de A.

Observe que, no caso em que Ω ̸= Rd a aplicação a 7→ A não é injetora, isto é, um
operador pseudodiferencial não é definido unicamente por um sı́mbolo, por outro lado, é
possı́vel provar a unicidade do sı́mbolo principal.

Apesar de termos definido operadores pseudodiferenciais sobre o espaço C∞
0 (Ω), é

possı́vel estender a ação de operadores pseudodiferenciais a espaços de Sobolev. Considerando
K um subconjunto compacto contido em Ω e s ∈ R, denotamos por Hs

K(Ω) o espaço das
distribuições com suporte compacto em K, onde o prolongamento com 0 fora de Ω está em
Hs(Rd). Denotamos por Hs

comp(Ω) =
⋃
K

Hs
K(Ω), onde K é tomado sobre todos os compactos de

Ω.

Teorema 1.48. Seja a ∈ Sm
c (Ω × Rd) e seja K a projeção sobre Ω do suporte de a. Então, para todo

real s, o operador definido em (1.5) se prolonga de forma única em uma aplicação linear e contı́nua de
Hs

comp(Ω) em Hs−m
K (Ω).
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Vamos introduzir, agora, o conceito de medida microlocal de defeito, para tal, seja
{uk}k∈N uma sequência limitada em L2

loc(Ω), i.e.,

sup
k∈N

∫
K
|uk(x)|2 dx < +∞,

para todo subconjunto compacto K contido em Ω.

Dizemos que uk converge fracamente para u ∈ L2
loc(Ω) quando, para todo f ∈ L2

comp(Ω),
tem-se ∫

Ω
uk(x) f(x) dx −→

k→∞

∫
Ω
u(x) f(x) dx.

Teorema 1.49. Seja {uk}k∈N uma sequência limitada em L2
loc(Ω) que converge fracamente para zero em

L2
loc(Ω). Então existe uma subsequência {uk} e uma medida positiva de Radon µ sobre T 1Ω := Ω×Sd−1

tal que para todo operador pseudodiferencial A de ordem 0 sobre Ω que admite um sı́mbolo principal
σ0(A) e para todo χ ∈ C∞

0 (Ω) tal que χσ0(A) = σ0(A), tem-se

(A(χuk), χuk)L2 −→
k→+∞

∫
Ω×Sd−1

σ0(A)(x, ξ) dµ(x, ξ). (1.6)

Definição 1.50. Sob as circunstâncias do Teorema 1.49, µ é chamada de medida de defeito microlocal
(m.d.m.) da sequência {uk}k∈N.

Observação 1.51. O Teorema 1.49 assegura, para toda sequência limitada {uk}k∈N em L2
loc(Ω) que

converge fracamente para zero, a existência de uma subsequência admitindo uma medida de defeito
microlocal. Observamos que de (1.6), em particular quando A = f ∈ C∞

0 (Ω),∫
Ω
f(x)|uk(x)|2 dx→

∫
Ω×Sd−1

f(x) dµ(x, ξ), (1.7)

assim uk converge fortemente para 0 se, e somente se, µ = 0.

Observação 1.52. Observe que dadas duas sequências (yk) e (xk) limitadas em L2
loc(Ω) convergindo

fraco para zero, podemos associar a estas sequências, mesmo passando a uma subsequência, medidas
microlocais de defeito µy e µx, respectivamente. Afirmamos que, se yk − xk → 0 em L2

loc(Ω), então
µy = µx.

De fato, dadoA um operador pseudodiferencial de ordem zero e χ ∈ C∞
0 (Ω) uma função

nas condições do Teorema 1.49, temos

(A(χxk), χxk) →
∫
Ω×Sd−1

σ0(A)dµx,

(A(χyk), χyk) →
∫
Ω×Sd−1

σ0(A)dµy,

com σ0(A) sendo o sı́mbolo principal de A. Isto nos leva a

(A(χxk), χxk)− (A(χyk), χyk) −→
∫
Ω×Sd−1

σ0(A)d(µx − µy). (1.8)
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Por hipótese temos que xk − yk → 0 em L2
loc(Ω) e, como Aχ é um operador contı́nuo em

L2
loc(Ω) pelo Teorema 1.48, obtemos

A(χ(xk − yk)) → 0 em L2(Ω).

Assim,

(A(χxk), χxk)− (A(χyk), χyk) = (A(χxk), χxk)− (A(χyk), χxk)

+ (A(χyk), χxk)− (A(χyk), χyk)

= (A(χ(xk − yk)), χxk) + (A(χyk), χ(xk − yk))

−→ 0.

(1.9)

Logo, pela unicidade do limite, de (1.8) e (1.9) segue que∫
Ω×Sd−1

σ0(A)d(µx − µy) = 0 para todo A,

o que nos leva a concluir que µx − µy = 0 e, portanto, µx = µy.

Teorema 1.53. Seja P um operador diferencial de ordem m sobre Ω e seja {uk} uma sequência limitada
em L2

loc(Ω) que converge fracamente para 0 e admite uma m.d.m. µ. As seguintes afirmações são
equivalentes:

(i) Puk −→
k→+∞

0 fortemente em H−m
loc (Ω) (m > 0).

(ii) supp(µ) ⊂ {(x, ξ) ∈ Ω× Sd−1 : σm(P )(x, ξ) = 0}.

Teorema 1.54. Seja P um operador diferencial de ordem m sobre Ω, verificando P ∗ = P , e seja {uk}
uma sequência limitada em L2

loc(Ω) que converge fracamente para 0 e admite uma m.d.m. µ. Vamos
assumir que Puk −→

k→+∞
0 fortemente em H1−m

loc (Ω). Então, para toda função a ∈ C∞(Ω× (Rd)\{0})
de grau 1−m que é homogênea na segunda variável e com suporte compacto na primeira variável, tem-se∫

Ω×sd−1

{a, p}(x, ξ) dµ(x, ξ) = 0. (1.10)

Teorema 1.55. Seja X um espaço localmente compacto e de Hausdorff e µ uma medida de Radon positiva
em X .

a) Seja N a união de todos os conjuntos abertos U ⊂ X tais que µ(U) = 0. Então N é aberto e
µ(N) = 0. O complementar de N é chamado de suporte de µ.

b) x ∈ supp µ se, e somente se,
∫
X f dµ > 0 para toda f ∈ C0(X) com f(x) > 0.

Demonstração. O resultado no item a) segue do fato que µ(N) = sup{µ(K) |K ⊂ N eK compacto}.

Vamos provar o item b). Para isso, suponha que x ∈ suppµ = NC e considere f ∈ Cc(X, [0, 1])

tal que f(x) > 0. Por continuidade, existe uma vizinhança aberta U de x tal que f(y) > 1
2f(x),

para todo y ∈ U . Se µ(U) = 0, então sendo U aberto terı́amos que U ⊂ N , o que contradiz o fato
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de x ∈ NC . Dessa forma, µ(U) > 0 e assim∫
X
f dµ ⩾

∫
U
f dµ ⩾

1

2
f(x)µ(U) > 0.

Agora, suponha que x /∈ suppµ e considere F = suppµ. Então, existe uma vizinhança aberta U
de x tal que µ(U) = 0 e U ∩ F = ∅. Considere K um conjunto compacto tal que x ∈ K e K ⊂ U .
Sabemos, pelo Teorema de Urysohn, que existe uma função f ∈ C0(X, [0, 1]) tal que f ≡ 1 em K

e f = 0 fora de um subconjunto compacto de U . Em particular, f(x) = 1 > 0 e ainda,∫
X
f dµ =

∫
U
f dµ+

∫
X\U

f dµ

=

∫
U
f dµ+

∫
X\U

0 dµ

= 0.

Teorema 1.56. Seja {un}n uma sequência limitada em L2
loc(Ω) a qual converge para zero e admite

uma medida microlocal de defeito µ. Então, (x0, ξ0) /∈ suppµ se, e somente se, existe A ∈ Ψ0
c(Ω)

essencialmente homogêneo tal que σ0(A)(x0, ξ0) ̸= 0 e A(χun) → 0 em L2(Ω) para todo χ ∈ C∞
0 (Ω).

Demonstração. Se (x0, ξ0) /∈ suppµ, então existem subconjuntos abertos U ⊂ Ω, V ⊂ Sd−1 tais
que (x0, ξ0) ∈ U×V e (U×V )∩supp µ = ∅. ConsidereK uma vizinhança compacta de ξ0, tal que
K ⊂ V e também ψ ∈ C∞(Sd−1) tal que suppψ ⊂ K e ψ ≡ 1 em uma vizinhança de ξ0 contida
em K. Considere ainda ϕ ∈ C∞

0 (Ω) tal que ϕ ≡ 1 em uma vizinhança de x0 e supp ϕ ⊂ U . Tome
η ∈ C∞(Ω) tal que η ≡ 0 próximo de 0 e η ≡ 1 no infinito e, defina a(x, ξ) = η(ξ)ϕ(x)ψ

(
ξ
|ξ|

)
.

Tomando A o operador definido por a(·, ·), note que σ0(A)(x0, ξ0) = 1 e, para todo χ ∈ C∞
0 (Ω),

temos:

||A(χun)||2L2(Ω) = (A(χun), A(χun))

= (A(χun), A(χ1 χun))

=
(
A∗

χ1
◦A(χun), χ un

)
→
∫
Ω×Sd−1

|σ0(A)(x, ξ)|2 dµ, (1.11)

em que χ1 ≡ 1 em uma vizinhança de supp χ. Como suppσ0(A) ⊂ supp ϕ × supp ψ ⊂ Ω ×
Sd−1\ supp µ, temos ∫

Ω×Sd−1

|σ0(A)|2 dµ = 0.

Portanto, ||A(χun)||2L2(Ω) → 0 em L2(Ω).

Reciprocamente, se existe A ∈ Ψ0
c(Ω) essencialmente homogêneo tal que σ0(A)(x0, ξ0) ̸= 0 e
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A(χun) → 0 em L2(Ω), para todo χ ∈ C∞
0 (Ω), de (1.11) e da unicidade do limite obtemos∫

Ω×Sd−1

|σ0(A)|2 dµ = 0.

Utilizando o Teorema 1.55, concluı́mos que (x0, ξ0) /∈ supp µ.

A seguir, apresentaremos algumas ferramentas clássicas referentes ao campo vetorial
hamiltoniano e suas curvas bicaracterı́sticas no (x, ξ)−espaço cotangente para funções reais
p(x, ξ).

Definição 1.57. Seja p ∈ C∞(Ω×Rd\{0}) uma função real. ChamamosHp um campo Hamiltoniano
de p, o seguinte campo de vetores definido em Ω× Rd\{0}:

Hp(x, ξ) =

(
∂p

∂ξ1
(x, ξ), · · · , ∂p

∂ξd
(x, ξ);− ∂p

∂x1
(x, ξ), · · · ,− ∂p

∂xd
(x, ξ)

)
.

A derivada de Lie de uma função f com respeito ao compo Hamiltoniano Hp é dado por Hp(f) =

{p, f}, onde

{p, f}(x, ξ) =
d∑

j=1

(
∂p

∂ξj

∂f

∂xj
− ∂p

∂xj

∂f

∂ξj

)
.

Uma curva Hamiltoniana de p é uma curva integrável do campo de vetores Hp, isto é, é uma
solução maximal s ∈ I 7→ (x(s), ξ(s)) para equações Hamilton-Jacobi{

ẋ = pξ(x, ξ) =
∂p

∂ξ
(x, ξ), ξ̇ = −px(x, ξ) = −∂p

∂x

}
, (1.12)

onde I é um intervalo aberto de R.

Observação 1.58. Da identidade Hpp = 0 segue que a função p mantém um valor constante em cada
uma de suas curvas Hamiltonianas. Dizemos que tal curva é bicaracterı́stica de p se esse valor for nulo.

Observação 1.59. Seja λ uma função C∞ em T 0Ω com valores reais diferentes de zero. Como

Hλp = λHp + pHλ = λHp se p = 0,

resulta que as bicaracterı́sticas de λp e p concidem (módulo uma reparametrização).

Podemos agora traduzir os Teoremas 1.53 e 1.54 em termos mais geométricos.

Teorema 1.60. Seja P um operador diferencial autoadjunto de ordem m sobre Ω que admite um sı́mbolo
principal p. Seja {uk}k uma sequência limitada em L2

loc(Ω) que converge fracamente para zero, com uma
m.d.m. µ. Vamos assumir que Puk converge para 0 em H

−(m−1)
loc . Então o suporte de µ, supp(µ), é uma

união de curvas do tipo s ∈ I 7→
(
x(s), ξ(s)

|ξ(s)|

)
, onde s ∈ I 7→ (x(s), ξ(s)) é uma bicaracterı́stica de p.
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Proposição 1.61. A menos de uma mudança de variáveis, as bicaracterı́sticas do sı́mbolo principal do
operador de ondas

p(t, x, τ, ξ) = −ρ(x)τ2 +K(x) ξ · ξ, ξ = (ξ1, · · · , ξd), (1.13)

são curvas da seguinte forma

t 7→

(
t, x(t), τ,−τ

(
K(x(t))

ρ(x(t))

)−1

ẋ(t)

)
,

onde t 7→ x(t) é uma geodésica de métrica G =
(
K
ρ

)−1
sobre Ω, parametrizado pelo comprimento de

arco.

1.11 Ferramentas Auxiliares

Teorema 1.62. Suponha A um operador definido pela terna {V,H, a(u, v)}. Então, após uma possı́vel
modificação em um conjunto de medida nula, a solução u de∂2t u(t) +A(t)u(t) = f(t)

u(0) = u0, ∂tu(0) = u1

em que u ∈ L2(0, T ;V ) e ∂tu ∈ L2(0, T ;H), verificando

(u, ∂tu) ∈ C([0, T ];V )× C([0, T ];H)

torna a aplicação {f, u0, u1} → (u, ∂tu) contı́nua de

L2(0, T ;H)× V ×H → C([0, T ];V )× C([0, T ];H).

Referência: Ver [47, Teorema 8.2; p. 296-297].

Teorema 1.63. (Propriedade de Continuação Única para Placas) Consideramos
∂2t v +∆2v + p1(x, t)∆v + p2(x, t) v = 0 em D′(Ω× (0, T )),

v = ∂νv = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

v = 0 em ω × (0, T ),

(1.14)

em que assumimos

p1 ∈ C(Ω× (0, T )) ∩ L∞(0, T ;W 3,∞(Ω)) ∩W 1,∞(0, T ;L∞(Ω)),

p2 ∈ C(Ω× (0, T )) ∩ L∞(0, T ;W 1,∞(Ω)) ∩W 1,∞(0, T ;L∞(Ω)).

Sejam ω uma vizinhança aberta da fronteira ∂Ω e v uma solução de (1.14) em Ω× (0, T ) e suponha que
v ∈ C

(
0, T ;L2(Ω)

)
∩ C1

(
0, T ;H−2(Ω)

)
. Se v = 0 em ω × (0, T ), então v = 0 em Ω× (0, T ).
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Referência: Considerar

bα =


p1, se |α| = 2,

0, se |α| = 1,

p2, se α = 0,

e d ≡ 0 em [40, Proposição 1.6, p. 1007].

Lema 1.64. Seja p uma função positiva e crescente, com p(0) = 0. Nestas condições, podemos definir
uma função crescente q dada por q(x) = x − (I + p)−1(x) e considerar uma sequência de números
positivos (sm) que satisfaz

sm+1 + p (sm+1) ⩽ sm.

Então sm ⩽ S(m), em que S(t) é uma solução da equação diferencial

d

dt
S(t) + q(S(t)) = 0, S(0) = s0.

Além disso, se p(x) > 0 para x > 0, então limt→∞ S(t) = 0.

Referência: Ver [41, Lema 3.3; p. 531].

Teorema 1.65 (Princı́pio de Continuação Única). Para todo T > 0, a única solução u ∈ C((0, T );L2(Ω))∩
C((0, T );H−1(Ω)) do problemaρ(x)∂2t u− div(K(x)∇u) = 0 em Ω× (0, T ),

u = 0 em ω × (0, T )
(1.15)

é a trivial u = 0.

Referência: Ver [13, Prova do Teorema 6.3, p. 75].

Proposição 1.66 (Princı́pio de Continuação Única para Sistemas). Sejam P1(x,D) e P2(x,D) dois
operadores hiperbólicos de segunda ordem com coeficientes de classe C2. Seja ϕ uma função estritamente
pseudo-convexa com respeito a P1 e P2. Então, a propriedade de continuação única é válida para soluções
do sistema acoplado P1(x,D)u+ V1u = V3v

P2(x,D)v + V2v = V3u,
(1.16)

em que V1, V2 e V3 são elementos de L
d+1
2 .

Referência: Ver [23, Proposição 2.3, p. 459].

Observação 1.67. Em diversas etapas do texto, por simplicidade, utilizaremos a notação “≲” para
expressar a ideia de “menor a menos de constante”.



Capı́tulo 2

Estimativas de decaimento uniforme para uma equação da
viga extensı́vel com amortecimento não linear localmente

distribuı́do

Neste capı́tulo, estamos interessados em estabelecer taxas de decaimento uniforme para
soluções da equação de uma viga extensı́vel, sujeita a um amortecimento não linear localmente
distribuı́do:

∂2t u+∆2u− b∥∇u(t)∥2L2(Ω)∆u+ f(u) + a(x)g(∂tu) = 0 em Ω× (0,+∞),

u = ∂νu = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x) ut(x, 0) = u1(x) em Ω,

(2.1)

em que Ω é um domı́nio limitado de Rd (d ⩾ 1) com fronteira ∂Ω regular. A constante b > 0 re-
presenta o coeficiente de extensibilidade da viga, f(u) é o termo fonte, enquanto a é responsável
pela localização da região efetiva do amortecimento não linear, cujo comportamento é descrito
pela função g.

Estaremos considerando o espaço de fase

H := H2
0 (Ω)× L2(Ω),

que é um espaço de Hilbert quando munido do produto interno e norma usuais, a saber,

(U1, U2)H =

∫
Ω
∆u1(x)∆u2(x) dx+

∫
Ω
v1(x) v2(x) dx,

∥U1∥2H =

∫
Ω
|∆u1(x)|2 dx+

∫
Ω
|v1(x)|2 dx.

em que U1 = (u1, v1) e U2 = (u2, v2).

Ao longo deste capı́tulo, vamos impor as seguintes hipóteses sobre as funções a, f e g:

(H.1) A função a(x) é não-negativa, satisfazendo

a(·) ∈ L∞(Ω) ∩ C(Ω), com a(x) ⩾ a0 > 0 em ω ⊂ Ω.

(H.2) A função f : R → R é continuamente diferenciável com

|f ′(s)| ⩽ kf (1 + |s|)p−1, ∀ s ∈ R, (2.2)

para algum kf > 0, desde que 1 ⩽ p ⩽ d
d−4 se d ⩾ 5 ou p ⩾ 1 se d = 1, 2, 3, 4. Além disso,
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supomos ainda que

0 ⩽ F (s) ⩽ f(s) s, ∀s ∈ R, (2.3)

com F (s) :=
∫ s
0 f(λ) dλ.

(H.3) A função g : R → R é contı́nua, monótona crescente e, ainda, satisfaz

g(s) s > 0 para s ̸= 0 e M s2 ⩽ g (s) s ⩽M s2, para |s| > 1,

em que M e M são constantes positivas.

A critério de organização, apresentamos a seguir alguns resultados auxiliares que serão
utilizados ao longo do texto, os quais permitem um melhor entendimento acerca das proprieda-
des de f e g. Ressaltamos, ainda, que consideraremos nas demonstrações apenas o caso p > 1,
pois quando p = 1 a função f tem o comportamento de uma função afim.

Lema 2.1 (Propriedades de f e de F ). Se a hipótese (H.2) é válida, então f(0) = 0 e

|f(s)− f(r)| ⩽ Cf

(
1 + |s|p−1 + |r|p−1

)
|s− r|, ∀ r, s ∈ R, (2.4)

para algum Cf > 0. Consequentemente,|f(s)| ⩽ Cf

[
|s|+ |s|p

]
,

F (s) ⩽ Cf

[
|s|2 + |s|p+1

]
,

∀ s ∈ R. (2.5)

Demonstração. Por hipótese, temos que f(s) s ⩾ 0 para todo s ∈ R, ou seja,f(s) ⩾ 0, se s > 0

f(s) ⩽ 0, se s < 0.

Da continuidade de f em R, temos

0 ⩽ lim
s→0+

f(s) = f(0) = lim
s→0−

f(s) ⩽ 0.

Logo, f(0) = 0.

Sabemos, ainda, que f ∈ C1(R). Assim sendo, dados r, s ∈ R existe, pelo Teorema do Valor
Médio, τ = τ(s, r) ∈ (0, 1) para o qual vale

|f(s)− f(r)| ⩽ |f ′ ((1− τ) s+ τ r) | |s− r|. (2.6)

Da condição (2.2) aplicada a (2.6) obtemos

|f(s)− f(r)| ⩽ kf (1 + |(1− τ) s+ τ r|)p−1 |s− r|. (2.7)
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Observe que 0 < 1 + |(1 − τ) s + τ r| ⩽ 1 + |1 − τ | |s| + |τ | |r| ⩽ 1 + |s| + |r| e, sendo p > 1, a
função potência xp−1 é crescente no intervalo (0,+∞). Daı́ segue que:

(1 + |(1− τ) s+ τ r|)p−1 ⩽ (1 + |s|+ |r|)p−1 .

Disto e de (2.7), temos que

|f(s)− f(r)| ⩽ kf (1 + |s|+ |r|)p−1 |s− r|

⩽ kf 2
p−1

(
1 + (|s|+ |r|)p−1

)
|s− r|

⩽ kf 2
p−1

(
1 + 2p−1 (|s|p−1 + |r|p−1)

)
|s− r|

⩽ kf 2
2(p−1)︸ ︷︷ ︸

:=Cf

(
1 + |s|p−1 + |r|p−1

)
|s− r|,

obtendo a desigualdade (2.4). Como consequência, tomando r = 0 em (2.4), de f(0) = 0, temos:

|f(s)| ⩽ Cf

(
1 + |s|p−1

)
|s| = Cf [|s|+ |s|p] ∀ s ∈ R,

e, ainda, ao considerar (2.3), temos

|F (s)| ⩽ |f(s)| |s| ⩽ Cf [|s|+ |s|p] |s| = Cf

[
|s|2 + |s|p+1

]
,

concluindo (2.5) e a prova deste resultado.

Lema 2.2 (Propriedades de g). Suponha válidas as condições da Hipótese (H.3). Então, g satisfaz as
seguintes condições:

(a) g(0) = 0;

(b) M |s| ⩽ |g(s)| ⩽M |s|, para |s| > 1;

(c) Se |s| ⩽ 1, então |g(s)| ⩽ Kg, para algum Kg > 0;

(d) Se φ ∈ Lp(Ω), então g(φ) ∈ Lp(Ω), qualquer que seja p ∈ [1,+∞). Ainda,

∥g(φ)∥Lp(Ω) ⩽ Cg (1 + ∥φ∥Lp(Ω)). (2.8)

(e) O operador A : L2(Ω) −→ L2(Ω), em que Au = a g(u), é maximal monótono.

Demonstração. Provaremos cada item separadamente.

(a) Sabemos, por hipótese, que g(s) s > 0 para s ̸= 0. ou seja,g(s) > 0, se s > 0

g(s) < 0, se s < 0.
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Além disso, da continuidade de g em R, temos

0 ⩽ lim
s→0+

g(s) = g(0) = lim
s→0−

g(s) ⩽ 0.

(b) Da última desigualdade em (H.3), temos, em valor absoluto:

M |s|2 ⩽ |g(s)||s| ⩽M |s|2 =⇒︸︷︷︸
|s|>1

M |s| ⩽ |g(s)| ⩽M |s|,

(c) Basta observar que

|g(s)| ⩽ sup
y∈[−1,1]

|g(y)| = max
y∈[−1,1]

|g(y)| := Kg.

(d) Seja φ ∈ Lp(Ω), 1 ⩽ p < +∞.

Considere os conjuntos:

Ω1
φ = {x ∈ Ω : |φ(x)| ⩽ 1},

Ω2
φ = {x ∈ Ω : |φ(x)| > 1}.

(2.9)

Note que Ω = Ω1
φ ∪̇Ω2

φ e

∥g(φ)∥pLp(Ω) =

∫
Ω
|g(φ(x))|p dx =

∫
Ω1

φ

|g(φ(x))|p dx+

∫
Ω2

φ

|g(φ(x))|p dx := I1 + I2.

Observe, inicialmente, que

{|g(φ(x))|p : x ∈ Ω1
φ} = {|g(φ(x))|p : |φ(x)| ⩽ 1} ⊂ {|g(y)|p : |y| ⩽ 1}. (2.10)

Então:

I1 =

∫
Ω1

φ

|g(φ(x))|p dx ⩽ sup
x∈Ω1

φ

|g(φ(x))|p med(Ω1
φ)

(2.10)︷︸︸︷
⩽ sup

y∈[−1,1]
|g(y)|p med(Ω1

φ)

⩽ Kp
g med(Ω) < +∞.

Ainda,

I2 =

∫
Ω2

φ

|g(φ(x))|p dx ⩽M
p
∫
Ω2

φ

|φ(x)|p dx ⩽M
p
∫
Ω
|φ(x)|p dx

=M
p ∥φ∥pLp(Ω) < +∞.

Assim, g(φ) ∈ Lp(Ω) e vale (2.8) para Cg = max
{
Kg med(Ω)1/p; M

}
.

(e) A fim de obter o desejado, mostraremos que A é monótono, hemicontı́nuo e leva conjuntos
limitados em limitados.
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A é monótono. Sejam u1, u2 ∈ L2(Ω). Então:

(
Au1 − Au2, u1 − u2

)
L2(Ω)

=

∫
Ω
a(x) [g(u1(x)− g(u2(x))] (u1(x)− u2(x)) dx ⩾ 0,

pois a(x) é uma função não-negativa e g é monótona crescente.

A é hemicontı́nuo. Seja (tm) ⊂ R uma sequência tal que tm → 0, quando m → +∞. Daı́
segue que |tm| ⩽ K̃, para algum K̃ > 0.
Note que, dados u1, u2, u3 ∈ L2(Ω), temos:

lim
m→+∞

(
A(u1 + tm u2), u3

)
L2(Ω)

= lim
m→+∞

∫
Ω
a(x) g(u1(x) + tm u2(x))u3(x) dx.

Defina:
hm(x) := a(x) g(v1(x) + tm v2(x)) v3(x)

e observe que temos a seguinte convergência pontual:

hm(x) = a(x) g(u1(x) + tm u2(x))u3(x) −→ a(x) g(u1(x))u3(x) = h(x), ∀x ∈ Ω,

dada a continuidade de g. Além disso,

– Se |u1(x) + tm u2(x)| ⩽ 1, temos

|hm(x)| ⩽ a(x) |g(u1(x) + tm u2(x))| |u3(x)| ⩽ Kg ∥a∥L∞(Ω) |u3(x)|,

pelo item (c) do Lema 2.2.

– Se |v1(x) + tm v2(x)| > 1, do item (b) do Lema 2.2 temos que

|hm(x)| = |a(x) g(u1(x) + tm u2(x))u3(x)|

⩽M ∥a∥L∞(Ω) |u1(x) + tm u2(x)| |u3(x)|

⩽M ∥a∥L∞(Ω)

[
|u1(x)|+ K̃ |u2(x)|

]
|u3(x)|

⩽ C [|u1(x)|+ |u2(x)|] |u3(x)|.

Desta forma, definindo

h̃(x)(x) :=
[
K ∥a∥L∞(Ω) + C ( |u1(x)|+ |u2(x)|)

]
|u3(x)|,

temos
|hm(x)| ⩽ h̃(x)(x), q.s. em Ω,

com h ∈ L1(Ω), visto que ui ∈ L2(Ω), i = 1, 2, 3. Logo, pelo Teorema da Convergência
Dominada, temos:

lim
m→+∞

(
A(u1 + tm u2), u3

)
L2(Ω)

=

∫
Ω
a(x) g(u1(x))u3(x) dx =

(
Au1, u3

)
L2(Ω)

,

garantindo que A é hemicontı́nuo.
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A leva conjuntos limitados em conjuntos limitados. Seja v0 ∈ Dδ = {u ∈ L2(Ω) : ∥u∥L2(Ω) ⩽ δ}.
Então,

∥Av0∥H =

∫
Ω
|a(x) g(v0(x))|2 dx =

∫
Ω1

|a(x) g(v0(x))|2 dx+

∫
Ω2

|a(x) g(v0(x))|2 dx,

em que estamos considerando Ω1 e Ω2, respectivamente, como os conjuntos definidos
em (2.9), para φ = v0. Daı́,

∥Av0∥H ⩽ ∥a∥L∞(Ω)Kg med(Ω) + ∥a∥L∞(Ω)M
2 ∥v0∥2L2(Ω)

⩽ ∥a∥L∞(Ω)Kg med(Ω) + ∥a∥L∞(Ω)M
2
δ := δ′.

Assim, se v0 ∈ Dδ, temos Av0 ∈ Dδ′ , como querı́amos.

2.1 Boa Colocação

Antes de enunciarmos o principal resultado desta seção – que nos garante a boa colocação
do problema (2.1) – apresentamos o conceito de solução que estaremos buscando.

Definição 2.3 (Solução fraca). Sejam T > 0 e (u0, u1) ∈ H. Uma função u(x, t) é dita ser uma solução
fraca para o problema (2.1) se u satisfizer

(u, ∂tu) ∈ C([0, T ];H), (u(0), ∂tu(0)) = (u0, u1) em H,

e, ainda, é válida a equação variacional

−
∫ T

0
θ′(t)

∫
Ω
∂tu(x, t)φ(x) dx dt+

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
∆u(x, t)∆φ(x) dx dt

+ b

∫ T

0
θ(t)∥∇u(t)∥2L2(Ω)

∫
Ω
∇u(x, t)∇φ(x) dx dt (2.11)

+

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
f(u(x, t))φ(x) dx dt+

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
a(x)g(∂tu(x, t))φ(x) dx dt = 0,

para toda φ ∈ H2
0 (Ω) e para toda θ ∈ D(0, T ).

Neste sentido, nos concentraremos em demostrar a validade do resultado seguinte, que
nos assegura que o problema em questão está bem posto.

Teorema 2.4 (Boa Colocação). Assuma que a ∈ L∞(Ω) é não negativa e que as funções f e g satisfazem,
respectivamente, as hipóteses (H.2) e (H.3). Então, dado (u0, u1) ∈ H o problema (2.1) admite uma única
solução global no sentido da Definição 2.3. Além disso, quaisquer que sejam 0 ⩽ t1 ⩽ t2 <∞, é válida a
identidade da energia

Eu(t2)− Eu(t1) = −
∫ t2

t1

∫
Ω
a(x) g(∂tu(x, t)) ∂tu(x, t) dx dt,
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em que Eu é definida por:

Eu(t) =
1

2

∫
Ω

(
|∂tu(x, t)|2 + |∆u(x, t)|2

)
dx dt+

b

4
∥∇u(t)∥4L2(Ω) +

∫
Ω
F (u(x, t)) dx. (2.12)

2.1.1 Estratégia da prova do Teorema 2.4 e ferramentas preliminares

A demonstração deste resultado é extensa e, por isso, dedicaremos a presente subseção
para explicitar a metodologia adotada.

O Princı́pio de Continuação Única (PCU) que utilizaremos neste trabalho é válido
para termos de fonte Lipschitz contı́nuos, propriedade não garantida para f nas condições da
Hipótese (H.2). Neste sentido, não apenas mostraremos a existência e unicidade de uma solução
fraca u no sentido da Definição 2.3, como também construiremos uma sequência de soluções
fortes (uk), associadas a problemas auxiliares truncados, cujos termos fonte fk são Lipschitz
contı́nuos.

Nesta perspectiva, a prova do Teorema 2.4 será organizada segundo as seguintes etapas:

(E.1) Motivados por Lasiecka e Tataru [41], vamos considerar, para cada k ∈ N, a função
truncamento fk : R −→ R dada por

fk(s) :=


f(s), |s| ⩽ k,

f(k), s > k,

f(−k), s < −k.

(2.13)

Figura 2.1: Representação de uma possı́vel função f e seu truncamento fk.

Fonte: Autor.
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A partir disto, vamos mostrar que para todo par (u0, u1) ∈ (H4(Ω) ∩H2
0 (Ω)) ×H2

0 (Ω) e
para cada k ∈ N, o problema

∂2t u+∆2u− b∥∇u(t)∥2L2(Ω)∆u+ fk(u) + a(x)g(∂tu) = 0 em Ω× (0,+∞),

u = ∂νu = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x) ut(x, 0) = u1(x) em Ω,

admite uma única solução forte, no sentido de Semigrupos Não-Lineares.

(E.2) Dados (u0, u1) ∈ H2
0 (Ω)× L2(Ω). Por argumentos usuais de densidade, vamos considerar

uma sequência
(u0,k, u1,k) ∈

(
H2

0 (Ω) ∩H4(Ω)
)
×H2

0 (Ω)

tal que

(u0,k, u1,k) −−→ (u0, u1) em H2
0 (Ω)× L2(Ω).

A partir do que observamos na etapa (E.1), vamos obter uma limitação uniforme para a
sequência de soluções fortes (uk) do seguinte problema

∂2t uk +∆2uk − b∥∇uk(t)∥2L2(Ω)∆uk + fk(uk) + a(x)g(∂tuk) = 0 em Ω× (0,+∞),

uk = ∂νuk = 0 sobre Ω× (0,+∞),

uk(x, 0) = u0,k(x), ∂tuk(x, 0) = u1,k(x) em Ω.

Em particular, vamos obter também algumas convergências em espaços adequados.

(E.3) De posse das convergências e limitações obtidas na etapa anterior, obtemos por passagem
ao limite uma função u que satisfaz a identidade variacional (2.11), a menos do termo
correspondente à dissipação.

(E.4) A seguir, mostraremos que u satisfaz, de fato, a identidade variacional e possui a regulari-
dade requerida na Definição 2.3. Para isso, usaremos o Lema 1.45, bem como a completude
de C([0, T ];H).

(E.5) Utilizando as convergências da etapa (E.2) e a identidade variacional (2.11) garantiremos
que as condições iniciais são satisfeitas, isto é, (u(0), ∂tu(0)) = (u0, u1) em H.

(E.6) Uma vez mostrada a existência, estamos aptos a mostrar a unicidade da solução u, por
meio do método de regularização de Visik-Ladyzhenskaya. O uso desta técnica justifica-se
pela falta de regularidade da solução fraca obtida.

(E.7) Por fim, utilizando novamente as convergências obtidas nas etapas anteriores, prova-se a
identidade de energia (2.12). A maior dificuldade recai na convergência∫

Ω
Fk(uk(x, t)) dx −−→

∫
Ω
F (u(x, t)) dx, ∀ t ∈ [0, T ].



2.1 Boa Colocação 39

em que

Fk(s) =

∫ s

0
fk(λ) dλ =



∫ s

0
f(λ) dλ, |s| ⩽ k,∫ k

0
f(λ) dλ+ f(k)[s− k], s > k,

f(−k)[s+ k] +

∫ −k

0
f(λ) dλ, s < −k.

(2.14)

A critério de simplicidade, vamos elencar algumas propriedades das funções fk e Fk

antes de passarmos, efetivamente, à demonstração do Teorema 2.4.

Lema 2.5. A derivada distribucional f ′k da função fk definida em (2.13) é a função essencialmente
limitada f̃k : R → R dada por

f̃k(s) :=


f ′(s), |s| ⩽ k,

0, s > k,

0, s < −k.

Demonstração. Inicialmente, observe que f̃k é essencialmente limitada.

De fato,

|f̃k(s)| ⩽ sup
s∈R

|f̃k(s)| = sup
s∈[−k,k]

|f̃k(s)| = sup
s∈[−k,k]

|f ′(s)| = C̃.

Segue daı́ que fk ∈ L∞(R). Como consequência, temos que f̃k ∈ L1
loc(R).

Agora, mostremos que fk ∈ L1
loc(R). Com efeito, dado K ⊂ R um compacto, temos:∫

K
|fk(s)| ds ⩽ sup

s∈K
|fk(s)|

∫
K
ds = max

s∈K
|fk(s)| med(K) < +∞,

visto que fk é contı́nua. Nestas condições, tome φ ∈ D(R) e, como fk, f̃k ∈ L1
loc(R), temos

〈
f ′k, φ

〉
D′(R),D(R) = −

〈
fk, φ

′〉
D′(R),D(R) = −

∫
R
fk(s)φ

′(s) ds

= −
[∫ −k

−∞
f(−k)φ′(s) ds+

∫ k

−k
f(s)φ′(s) ds+

∫ +∞

k
f(k)φ′(s) ds

]
= −

[
f(−k)φ(−k) +

(
f(k)φ(k)− f(−k)φ(−k)−

∫ k

−k
f ′(s)φ(s) ds

)
− f(k)φ(k)

]
=

∫ k

−k
f ′(s)φ(s) ds =

∫
R
f̃k(s)φ(s) ds =

〈
f̃k, φ

〉
D′(R),D(R)

,

isto é, 〈
f ′k, φ

〉
D′(R),D(R) =

〈
f̃k, φ

〉
D′(R),D(R)

, ∀φ ∈ D(R).

Portanto, f ′k e f̃k são iguais em D′(R), como querı́amos.
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Lema 2.6 (Propriedade Lispschitz de fk). Para cada k ∈ N, existe uma constante positiva Ck para a
qual

|fk(r)− fk(s)| ⩽ Ck |r − s|, ∀ r, s ∈ R,

em que fk é a função definida em (2.13).

Demonstração. Sejam r, s ∈ R, os quais supomos satisfazer s ⩽ r, sem perda de generalidade.
Para tais, consideramos o intervalo J = (s− ε0, r + ε0), para algum ε0 > 0 fixo, que é limitado
em R.

Afirmamos que fk ∈W 1,p(J), para qualquer n ∈ N e 1 ⩽ p ⩽ +∞, isto é:

(i) fk ∈ Lp(J) para 1 ⩽ p ⩽ +∞;

(ii) f ′k ∈ Lp(J) para 1 ⩽ p ⩽ +∞.

Com efeito,

|fk(s)| ⩽ sup
s∈J

|fk(s)| ⩽ sup
s∈R

|fk(s)| = sup
s∈[−k,k]

|fk(s)| = max
s∈[−k,k]

|f(s)| < +∞.

Assim, fk ∈ L∞(J) e, sendo med(J) < +∞, temos L∞(J) ⊂ Lp(J) para 1 ⩽ p ⩽ +∞,
concluindo a prova do item (i).
De maneira inteiramente análoga, concluı́mos que f ′k ∈ Lp(J) para 1 ⩽ p ⩽ ∞, como desejado
no item (ii), concluindo a afirmação feita.

Com a garantia de que fk ∈W 1,p(J), para qualquer n ∈ N e 1 ⩽ p ⩽ +∞, estamos em condições
de aplicar o Teorema 1.10. Deste, segue que:

fk(r)− fk(s) =

∫ r

s
f ′k(s) ds q.t.p. r, s ∈ J.

Utilizando o Lema 2.5, obtemos:

|fk(r)− fk(s)| =
∣∣∣∣ ∫ r

s
f ′k(s) ds

∣∣∣∣ ⩽ ∫ r

s
|f ′k(s)| ds ⩽ sup

s∈J
|f ′k(s)|

∫ r

s
ds

⩽ sup
s∈R

|f ′k(s)| |r − s| = sup
s∈[−k,k]

|f ′(s)|︸ ︷︷ ︸
:=Ck

|r − s| = Ck |r − s|,

finalizando a demonstração.

Lema 2.7 (Propriedades de fk e Fk). Sejam fk e Fk, conforme definido em (2.13) e (2.14). Então, para
cada k ∈ N, temos:

(i) fk é contı́nua;

(ii) |fk(s)| ⩽ C
[
|s|+ |s|p

]
, para todo s ∈ R;

(iii) 0 ⩽ Fk(s) ⩽ fk(s) s, para todo s ∈ R;

(iv) Fk(s) ⩽ C
[
|s|2 + |s|p+1

]
, para todo s ∈ R.
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Demonstração. Demonstraremos cada item separadamente.

(i) Decorre imediatamente da continuidade de f , da definição de fk dada em (2.13) e do Lema
de Colagem.

(ii) Vamos considerar as três possibilidades para s ∈ R: |s| ⩽ k, s > k ou s < −k.

Se |s| ⩽ k, então
|fk(s)| = |f(s)| ⩽ C

[
|s|+ |s|p

]
.

Se s > k, então
|fk(s)| = |f(k)| ⩽ C

[
|k|+ |k|p

]
⩽ C

[
|s|+ |s|p

]
,

uma vez que 0 < k < s implica que |s| > |k|.
Se s < −k, então

|fk(s)| = |f(−k)| ⩽ C
[
| − k|+ | − k|p

]
⩽ C

[
|s|+ |s|p

]
,

uma vez que s < −k < 0 implica que |s| > | − k|.

(iii) Novamente, temos as três possibilidades para s ∈ R: |s| ⩽ k, s > k ou s < −k.

Se |s| ⩽ k, então fk(s) = f(s) e Fk(s) = F (s). Neste caso, segue imediatamente que

0 ⩽ Fk(s) ⩽ fk(s) s.

Se s > k, então

0 ⩽ Fk(s) = F (k) + f(k) (s− k) ⩽ f(k) k + f(k) (s− k) = f(k) s = fk(s) s,

uma vez que de k > 0 e k f(k) ⩾ 0, temos f(k) ⩾ 0.
Se s < −k, então

0 ⩽ Fk(s) = F (−k) + f(−k) (s+ k) ⩽ f(−k) (−k) + f(−k) (s+ k) = f(−k) s = fk(s) s,

uma vez que de −k < 0 e (−k) f(−k) ⩾ 0, temos f(−k) ⩽ 0.

(iv) Segue imediatamente dos itens (ii) e (iii).

2.1.2 Prova do Teorema 2.4

• Problemas Auxiliares Truncados: Considere, inicialmente, (u0, u1) ∈ (H2
0 (Ω) ∩ H4(Ω)) ×

H2
0 (Ω). Mostraremos que, para cada k ∈ N, o problema

∂2t u+∆2u− b ∥∇u(t)∥2L2(Ω)∆u+ fk(u) + a(x)g(∂tu) = 0 em Ω× (0,+∞),

u = ∂νu = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x) ut(x, 0) = u1(x) em Ω,

(2.15)
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admite uma única solução forte (no sentido de Semigrupos Não-Lineares).

Denotando v = ∂tu e U(t) = (u, v), podemos reescrever o problema (2.15) na forma do seguinte
problema abstrato de Cauchy em H

∂U

∂t
(t) +AU(t) = Fk(U(t)),

U(0) = U0,
(2.16)

com U0 = (u0, u1) e para o qual denotamos o operador A : D(A) ⊂ H −→ H por

A = A+B,

em que

A =

(
0 −I(·)

∆2(·) 0

)
e B =

(
0 0

0 A

)
.

onde A é o operador definido no Lema 2.2. Ainda, o operador Fk : H −→ H é definido por:

Fk(U(t)) =

(
0

b ∥∇u(t)∥2L2(Ω)∆u− fk(u)

)
. (2.17)

A partir das hipóteses descritas na seção seguinte, temos

D(A) = (H2
0 (Ω) ∩H4(Ω))×H2

0 (Ω),

D(B) = H2
0 (Ω)× L2(Ω) = H.

e, portanto,
D(A) = D(A) ∩D(B) = (H2

0 (Ω) ∩H4(Ω))×H2
0 (Ω).

A fim de mostrar a existência e unicidade, vamos utilizar o Teorema 1.41. Neste sentido,
precisamos mostrar que

(i) A = A+B é um operador maximal monótono;

(ii) Fk é um operador localmente Lipschitz, para todo k ∈ N.

Para mostrar (i), precisamos apenas mostrar que o operador linear A é maximal monótono
visto que, do item (e) do Lema 2.2, concluı́mos que o operador B é monótono, hemicontı́nuo e
leva conjuntos limitados em conjuntos limitados. Com isso, a Proposição 1.44 nos garante que
A = A+B é um operador maximal monótono e temos o desejado.

A é monótono. SendoA um operador linear, basta mostrar queA é positivo, ou seja, (AU,U)H ⩾ 0,
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para todo U = (u, v) ∈ D(A). Com efeito, temos

(AU,U)H =
(
(−v,∆2u), (u, v)

)
H
= −

∫
Ω
∆v(x) ·∆u(x) dx+

∫
Ω
∆2u(x) · v(x) dx

= −
∫
Ω
∆v(x) ·∆u(x) dx+

∫
Ω
∆v(x) ·∆u(x) dx

= 0.

A é maximal. Para provar a maximalidade de A, é suficiente provar que Im(I +A) = H. Neste
sentido, seja J = (j1, j2) ∈ H e mostremos a existência de U = (u, v) ∈ D(A) tal que

U +AU = J,

ou seja, devemos exibir u ∈ H2
0 (Ω) ∩H4(Ω) e v ∈ H2

0 (Ω) satisfazendo{
u− v = j1,

v +∆2u = j2.
(2.18)

De (2.18)1 obtemos que v = u− j1 e, substituindo em (2.18)2, obtemos

u+∆2u = j, (2.19)

em que j := j2 − j1 ∈ L2(Ω) ↪→ H−2(Ω).

Definimos, então, a forma bilinear:

Φ : H2
0 (Ω)×H2

0 (Ω) −→ R
(u, v) 7−→ Φ(u, v) = (∆u,∆v)L2(Ω) + (u, v)L2(Ω)

a qual mostraremos ser contı́nua e coerciva.
Com efeito, observe que:

|Φ(u, v)| ⩽
∣∣(∆u,∆v)L2(Ω)

∣∣+ ∣∣(u, v)L2(Ω)

∣∣
⩽ ∥∆u∥L2(Ω)∥∆v∥L2(Ω) + ∥u∥L2(Ω)∥v∥L2(Ω)

⩽ (1 + C̃2) ∥∆u∥L2(Ω)∥∆v∥L2(Ω),

de onde segue a continuidade de Φ.
Ainda, note que

|Φ(u, u)| = ∥∆u∥2L2(Ω) + ∥u∥2L2(Ω) ⩾ ∥∆u∥2L2(Ω),

e temos garantida, também, a coercividade de Φ.

Sendo Φ(·, ·) bilinear, contı́nua e coerciva, segue do Teorema de Lax-Milgram, que existe uma
única u ∈ H2

0 (Ω), tal que

Φ(u,w) = ⟨j, w⟩H−2(Ω),H2
0 (Ω), ∀w ∈ H2

0 (Ω).
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Decorre daı́ que u satisfaz a seguinte equação:

⟨u+∆2u,w⟩H−2(Ω),H2
0 (Ω) = ⟨j, w⟩H−2(Ω),H2

0 (Ω), ∀w ∈ H2
0 (Ω).

Desta forma, temos u+∆2u = j em H−2(Ω) e, então,

u+∆2u = j ∈ L2(Ω).

Portanto, u ∈ H2
0 (Ω) ∩ H4(Ω) e satisfaz (2.19). Definindo v = u − j1 ∈ H2

0 (Ω), segue que v
satisfaz (2.18)1. Concluı́mos, assim, a existência de (u, v) ∈ D(A) satisfazendo (2.18), como
querı́amos. Logo, A é maximal monótono.

Agora, mostremos a validade de (ii), ou seja, que Fk definido em (2.17) é localmente Lipschitz,
para todo k ∈ N. Sejam U1 = (u1, v1), U2 = (u2, v2) ∈ H, tais que ∥U1∥H ⩽ R e ∥U2∥H ⩽ R.
Então:

∥FkU2 − FkU1∥2H =
∥∥∥(0, b ∥∇u2∥2L2(Ω)∆u2 − b ∥∇u1∥2L2(Ω)∆u1 + fk(u1)− fk(u2)

)∥∥∥2
H

=
∥∥∥b ∥∇u2∥2L2(Ω)∆u2 − b ∥∇u1∥2L2(Ω)∆u1 + fk(u1)− fk(u2)

∥∥∥2
L2(Ω)

(2.20)

⩽ 2 b2
∥∥∥∥∇u2∥2L2(Ω)∆u2 − b ∥∇u1∥2L2(Ω)∆u1

∥∥∥2
L2(Ω)

+ 2 ∥fk(u1)− fk(u2)∥2L2(Ω)

:= 2 b2N1 + 2Nfk .

Observe que, sendo fk Lipschitz contı́nua, para todo k ∈ N, temos que:

Nfk =

∫
Ω
|fk(u1(x))− fk(u2(x))|2 dx ⩽ Ck

∫
Ω
|u1(x)− u2(x)|2 dx

= Ck ∥u1 − u2∥2L2(Ω) ⩽ C̃k ∥u1 − u2∥2H2
0 (Ω)

⩽ C̃k∥U2 − U1∥2H. (2.21)

No que segue, a constante C(R) denotará, de maneira geral, todas as constantes positivas
dependentes de R.
Considerando a imersão H2

0 (Ω) ↪→ H1
0 (Ω), temos:

N1 =
∥∥∥∥∇u2∥2L2(Ω)∆(u2 − u1) +

(
∥∇u2∥2L2(Ω) − ∥∇u1∥2L2(Ω)

)
∆u1

∥∥∥2
L2(Ω)

⩽

(∥∥∥∥∇u2∥2L2(Ω)∆(u2 − u1)
∥∥∥
L2(Ω)

+
∥∥∥(∥∇u2∥2L2(Ω) − ∥∇u1∥2L2(Ω)

)
∆u1

∥∥∥
L2(Ω)

)2

⩽ 2∥∇u2∥4L2(Ω) ∥∆(u2 − u1)∥2L2(Ω) + 2
(
∥∇u2∥2L2(Ω) − ∥∇u1∥2L2(Ω)

)2
∥∆u1∥2L2(Ω)

⩽ 2C ∥∆u2∥4L2(Ω) ∥∆(u2 − u1)∥2L2(Ω) + 2
(
∥∇u2∥2L2(Ω) − ∥∇u1∥2L2(Ω)

)2
∥∆u1∥2L2(Ω)

⩽ C(R)

[
∥∆(u2 − u1)∥2L2(Ω) +

(
∥∇u2∥2L2(Ω) − ∥∇u1∥2L2(Ω)

)2]
⩽ C(R)

[
∥U2 − U1∥2H +

(
∥∇u2∥2L2(Ω) − ∥∇u1∥2L2(Ω)

)2
︸ ︷︷ ︸

:=N2

]
. (2.22)
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Ainda, estimando separadamente o segundo termo:

N2 =
(
∥∇u2∥L2(Ω) − ∥∇u1∥L2(Ω)

)2 (∥∇u2∥L2(Ω) + ∥∇u1∥L2(Ω)

)2
⩽ ∥∇(u2 − u1)∥2L2(Ω)C

(
∥∆u2∥L2(Ω) + ∥∆u1∥L2(Ω)

)2
⩽ C(R) ∥∆(u2 − u1)∥2L2(Ω)

⩽ C(R) ∥U2 − U1∥2H.

Finalmente, retornando a (2.22), temos:

N1 ⩽ C(R)∥U2 − U1∥2H. (2.23)

De (2.20), (2.21) e (2.23), segue que

∥FkU2 − FkU1∥H ⩽ Ck(R) ∥U2 − U1∥H,

como querı́amos.

Assim, o Teorema 1.41, nos garante que existe Tmax ∈ (0,+∞] para o qual:

• se U0 ∈ H, então o problema (2.16) possui uma única solução generalizada

U ∈ C([0, Tmax);H).

• se U0 ∈ D(A), então tal solução é forte no sentido da Definição 1.40, com regularidade

U ∈W 1,1((0, Tmax];H) ∩ C([0, Tmax];H)

com U(t) ∈ D(A), para quase todo t ∈ (0, Tmax].

Vejamos agora que Tmax = +∞. De fato, ao supormos, por absurdo, Tmax < +∞, ainda pelo
Teorema 1.41, temos

lim
t↗Tmax

∥U(t)∥H = +∞. (2.24)

Por outro lado, multiplicando a equação (2.15)1 por ∂tu e integrando em Ω, temos

dEk
u

dt
(t) +

(∫
Ω
a(x) g(∂tu(x, t)) ∂tu(x, t) dx

)
= 0, (2.25)

em que

Ek
u(t) :=

1

2

[∫
Ω
|∂tu(x, t)|2 dx+

∫
Ω
|∆u(x, t)|2 dx+

b

2
∥∇u(t)∥4L2(Ω)

]
+

∫
Ω
Fk(u(x, t)) dx.

Assim, de (2.25), segue que Ek
u(t) ⩽ Ek

u(0), ∀ t ∈ [0, Tmax), visto que g é monótona crescente e a
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é não negativa. Além disso,

Ek
u(t) =

1

2

[∫
Ω
|∂tu(x, t)|2 dx+

∫
Ω
|∆u(x, t)|2 dx+

b

2
∥∇u(t)∥4L2(Ω)

]
+

∫
Ω
Fk(u(x, t)) dx

⩾
1

2

[∫
Ω
|∂tu(x, t)|2 dx+

∫
Ω
|∆u(x, t)|2 dx

]
=

1

2
∥(u(t), ∂tu(t))∥2H =

1

2
∥U(t)∥2H,

e, portanto,
∥U(t)∥2H ⩽ 2Ek

u(t) ⩽ 2Ek
u(0) ⩽ C(∥U0∥H), ∀ t ∈ [0, Tmax),

contrariando (2.24). Logo, só pode ocorrer Tmax = +∞.

Em busca de uma solução fraca no sentido da Definição 2.3, consideramos (u0, u1) ∈ H2
0 (Ω)×

L2(Ω). Por argumentos usuais de densidade, vamos considerar uma sequência

(u0,k, u1,k) ∈
(
H2

0 (Ω) ∩H4(Ω)
)
×H2

0 (Ω)

tal que

(u0,k, u1,k) −−→ (u0, u1) em H2
0 (Ω)× L2(Ω). (2.26)

Pela argumentação utilizada anteriormente, dada a sequência de problemas auxiliares truncados
∂2t uk +∆2uk − b∥∇uk(t)∥2L2(Ω)∆uk + fk(uk) + a(x)g(∂tuk) = 0 em Ω× (0,+∞),

uk = ∂νuk = 0 sobre Ω× (0,+∞),

uk(x, 0) = u0,k(x), ∂tuk(x, 0) = u1,k(x) em Ω.

(2.27)

garantimos a existência de uma sequência de soluções fortes (uk), isto é, uma sequência em que,
para cada k ∈ N e T > 0, temos

uk ∈W 2,1((0, T ];L2(Ω)) ∩ C1([0, T ];L2(Ω)) ∩ C([0, T ];H2
0 (Ω)),

com (uk(t), ∂tuk(t)) ∈ D(A), para quase todo t ∈ (0, T ]. No que segue, vamos obter estimativas
uniformes para (uk).

• Estimativas a priori: Observamos que a energia associada ao problema (2.27) é dada por:

Euk
(t) = Ek

uk
(t) =

1

2

∫
Ω

(
|∂tuk(x, t)|2 + |∆uk(x, t)|2

)
dx

+
b

4
∥∇uk(t)∥4L2(Ω) +

∫
Ω
Fk(uk(x, t)) dx.

(2.28)

em que Fk(s) =
∫ s
0 fk(λ) dλ. Segue daı́ que

Euk
(0) =

1

2
∥u1,k∥2L2(Ω) +

1

2
∥∆u0,k∥2L2(Ω) +

b

4
∥∇u0,k∥4L2(Ω) +

∫
Ω
Fk(u0,k(x)) dx, (2.29)
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para todo k ∈ N. Sabemos que

(u0,k, u1,k) −−→ (u0, u1) em H2
0 (Ω)× L2(Ω),

e, portanto,
∥u0,k∥H2

0 (Ω) −−→ ∥u0∥H2
0 (Ω) em R,

∥u1,k∥L2(Ω) −−→ ∥u1∥L2(Ω) em R,
(2.30)

e, da imersão H2
0 (Ω) ↪→ H1

0 (Ω), segue ainda que:

∥u0,k∥H1
0 (Ω) −−→ ∥u0∥H1

0 (Ω) em R. (2.31)

Das convergências (2.30) e (2.31), temos as limitações:

∥u0,k∥H2
0 (Ω) ⩽ C1, ∥u1,k∥L2(Ω) ⩽ C2 e ∥u0,k∥H1

0 (Ω) ⩽ C3, ∀ k ∈ N. (2.32)

Além disso,∫
Ω
Fk(u0,k(x)) dx ⩽ C

∫
Ω

[
|u0,k(x)|2 + |u0,k(x)|p+1

]
dx = C

[
∥u0,k∥2L2(Ω) + ∥u0,k∥p+1

Lp+1(Ω)

]
.

(2.33)

Note que, para qualquer d, vale
H2

0 (Ω) ↪→ Lp+1(Ω),

visto que 2 ⩽ p+ 1 ⩽ 2d−4
d−4 ⩽ 2d

d−4 = 2∗. Retornando a (2.33), temos∫
Ω
Fk(u0,k(x)) dx ⩽ C

[
∥u0,k∥2L2(Ω) + ∥u0,k∥p+1

Lp+1(Ω)

]
≲ ∥u0,k∥2H2

0 (Ω) + ∥u0,k∥p+1
H2

0 (Ω)
⩽ C̃,

em que consideramos a primeira limitação dada em (2.32). Desta forma, obtemos que todos os
termos à direita de (2.29) são limitados, isto é,

Euk
(0) ⩽ R, ∀k ∈ N,

em que R é uma constante que independe de k e t. Agora, como g é monótona crescente, a é não
negativa e vale

d

dt
Euk

(t) +

(∫
Ω
a(x)g(∂tuk(x, t)) ∂tuk(x, t) dx

)
= 0 e Fk(s) ⩾ 0,

para quaisquer t > 0 e s ∈ R, temos:

0 ⩽ Euk
(t) ⩽ Euk

(0) ⩽ R, ∀t ⩾ 0, (2.34)

e, portanto, cada termo de (2.28) é menor ou igual a R. Assim, como R independe de k ∈ N e de
t ⩾ 0, temos
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∥∆uk∥L∞(0,T ;L2(Ω)) ⩽
√
2R, (2.35)

∥∂tuk∥L∞(0,T ;L2(Ω)) ⩽
√
2R, (2.36)

para todo k ∈ N. Das limitações (2.35) e (2.36), pelo Lema 1.20, temos:

uk
∗−−−⇀ u em L∞(0, T ;H2

0 (Ω)), ∀T > 0, (2.37)

∂tuk
∗−−−⇀ ∂tu em L∞(0, T ;L2(Ω)), ∀T > 0. (2.38)

Além disso, note que de (2.8) e (2.36), temos

∥a(x) · g(∂tuk)∥2L2(Ω×(0,T )) =

∫ T

0

∫
Ω
|a(x)|2 |g(∂tuk(t))|2 dx dt

⩽ ∥a∥2L∞(Ω)

∫ T

0

∫
Ω
|g(∂tuk(x, t))|2 dx dt

= ∥a∥2L∞(Ω)

∫ T

0
∥g(∂tuk(t))∥2L2(Ω) dt

⩽ ∥a∥2L∞(Ω)Cg

∫ T

0

(
1 + ∥∂tuk(t)∥L2(Ω)

)
dt

⩽ C(R)T.

Desta forma, a sequência (a(x) · g(∂tuk))k∈N é limitada em L2(Ω × (0, T )) que é um espaço
reflexivo (pois é Hilbert). Assim, existe uma subsequência, denotada da mesma forma por
simplicidade, para a qual:

a(x)g(∂tuk) −−⇀ χ em L2(Ω× (0, T )), ∀T > 0. (2.39)

Agora, note que podemos considerar no Teorema 1.27 de Aubin-Lions-Simon as seguintes
imersões:

B0 = H2
0 (Ω)

c
↪→ B1 = H2−ε

0 (Ω) ↪→ B2 = L2(Ω),

B0 = H2
0 (Ω)

c
↪→ B1 = L2∗−ε(Ω) ↪→ B2 = L2(Ω),

donde segue que

uk −−→ u em L∞(0, T,H2−ε
0 (Ω)), ∀T > 0, (2.40)

uk −−→ u em L∞(0, T, L2∗−ε(Ω)), ∀T > 0, (2.41)

para ε > 0 suficientemente pequeno.

Mais do que isso, da imersão L∞(0, T,H2−ε
0 (Ω)) ↪→ L2(Ω × (0, T )), temos pelo Teorema da

Convergência Dominada Inversa (Teorema 1.5) que

uk −−→ u q. s. em Ω× (0, T ), ∀T > 0. (2.42)



2.1 Boa Colocação 49

Além disso, mostraremos válida a convergência

fk(uk) −−→ f(u) em L2(Ω× (0, T )). (2.43)

De fato, observamos que∫ T

0

∫
Ω
|fk(uk(x, t))− f(u(x, t))|2 dx dt (2.44)

≲
∫ T

0

∫
Ω
|fk(uk(x, t))− f(uk(x, t))|2 dx dt︸ ︷︷ ︸

:=I1

+

∫ T

0

∫
Ω
|f(uk(x, t))− f(u(x, t))|2 dx dt︸ ︷︷ ︸

:=I2

.

e nos concentraremos em mostrar que cada termo, I1 e I2, converge a zero quando k → +∞.
Neste sentido, primeiramente mostraremos que:

I1 =

∫ T

0

∫
Ω
|fk(uk(x, t))− f(uk(x, t))|2 dx dt −−→ 0. (2.45)

Com efeito, vamos definir, para cada t ∈ [0, T ] e para cada k ∈ N, o conjunto:

Ωt
k := {x ∈ Ω : |uk(x, t)| > k}.

Da definição de fk, dada em (2.13), sabemos que fk(uk(x, t)) = f(uk(x, t)), se |uk(x, t)| ⩽ k, ou
seja,

fk(uk(x, t))− f(uk(x, t)) = 0, em Ω \Ωt
k.

Consequentemente, podemos escrever:

I1 =

∫ T

0

∫
Ω
|fk(uk(x, t))− f(uk(x, t))|2 dx dt =

∫ T

0

∫
Ωt

k

|fk(uk(x, t))− f(uk(x, t))|2 dx dt.

Assim, assumindo 1 ⩽ p < d
d−4 for d ⩾ 5, temos∫

Ω
|fk(uk(x, t))− f(uk(x, t))|2 dx =

∫
Ωt

k

|fk(uk(x, t))− f(uk(x, t))|2 dx

≲
∫
Ωt

k

|fk(uk(x, t))|2 dx+

∫
Ωt

k

|f(uk(x, t))|2 dx

≲

[∫
Ωt

k

|f(−k)|2 dx+

∫
Ωt

k

|f(k)|2 dx

]
+

∫
Ωt

k

|f(uk(x, t))|2 dx

≲
∫
Ωt

k

[|k|2 + |k|2p] dx+

∫
Ωt

k

[
|uk(x, t)|2 + |uk(x, t)|2p

]
dx

≲
∫
Ωt

k

[
|uk(x, t)|2 + |uk(x, t)|2p

]
dx

≲
∫
Ωt

k

|uk(x, t)|2p dx,
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uma vez que |uk(x, t)| > k ⩾ 1 em Ωt
k e 2 ⩽ 2p < 2∗.

Por outro lado, observe que 2 < 2d−1/2
d−4 < 2∗ e, portanto H2

0 (Ω) ↪→ L
2d− 1

2
d−4 (Ω). Então,

k
2d− 1

2
d−4 med(Ωt

k) =

∫
Ωt

k

k
2d− 1

2
d−4 dx ⩽

∫
Ωt

k

|uk(x, t)|
2d− 1

2
d−4 dx (2.46)

= ∥uk(t)∥
2d− 1

2
d−4

L
2d− 1

2
d−4 (Ωt

k)

≲ ∥uk(t)∥
2d− 1

2
d−4

H2
0 (Ω)

≲ [Euk
(0)]

2d− 1
2

d−4 ⩽ C(R),

para todo t ∈ [0, T ], em que C(R) > 0 independe de k e de t. Assim, da dessigulade (2.46),

temos med(Ωt
k) ≲ k

−2d+1
2

d−4 , para todo t ∈ [0, T ].

Definimos, agora, β1 := 2d
(2p)(d−4) para d ⩾ 5. Então,

p <
d

d− 4
⇐⇒ 2p <

2d

d− 4
= 2∗ ⇐⇒ 2d > (2p)(d− 4) ⇐⇒ β1 > 1.

Tomando β2 > 0 de forma que 1
β2

+ 1
β1

= 1, obtemos que β2 = 2d
2d−(2p)(d−4) . Assim, utilizando a

Desigualdade de Hölder, temos

∫
Ωt

k

|uk(x, t)|2p dx ⩽

(∫
Ωt

k

dx

) 2d−(2p)(d−4)
2d

(∫
Ωt

k

|uk(x, t)|
2d
d−4

) (2p)(d−4)
2d

=
(
meas(Ωt

k)
) 2d−(2p)(d−4)

2d ∥uk(t)∥2p
L

2d
d−4 (Ω)

≲ k

(
−2d+1

2
d−4

)(
2d−(2p)(d−4)

2d

)
∥uk(t)∥2p

L
2d
d−4 (Ω)

≲ k

(
−2d+1

2
d−4

)(
2d−(2p)(d−4)

2d

)
∥uk(t)∥2pH2

0 (Ω)

≲ k

(
−2d+1

2
d−4

)(
2d−(2p)(d−4)

2d

)
(Euk

(0))2p −−→ 0, ∀ t ∈ [0, T ],

uma vez que Euk
(0) ⩽ C(R), para todo k ∈ N, e

(
−2d+ 1

2
d−4

)(
2d−(2p)(d−4)

2d

)
< 0. Segue, portanto, a

convergência (2.45).

Agora, trabalharemos com a integral I2, no intuito de provar que

I2 =

∫ T

0

∫
Ω
|f(uk(x, t))− f(u(x, t))|2 dx dt −−→ 0. (2.47)

De fato, observe que:

I2 =

∫ T

0

∫
Ω
|f(uk(x, t))− f(u(x, t))|2 dx dt

⩽
∫ T

0

∫
Ω

(
1 + |uk(x, t)|p−1 + |u(x, t)|p−1

)2 |uk(x, t)− u(x, t)|2 dx dt ≲ I2,1 + I2,2 + I2,3,
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em que,

I2,1 :=

∫ T

0

∫
Ω
|uk(x, t)− u(x, t)|2 dx dt

I2,2 :=

∫ T

0

∫
Ω
|uk(x, t)|2(p−1)|uk(x, t)− u(x, t)|2 dx dt

I2,3 :=

∫ T

0

∫
Ω
|u(x, t)|2(p−1)|uk(x, t)− u(x, t)|2 dx dt.

Da convergência (2.41) segue que

uk −−→ u em L∞(0, T, Lq(Ω)), q ∈ [2, 2∗), ∀T > 0,

para ε > 0 suficientemente pequeno. Assim,

I2,1 =

∫ T

0

∫
Ω
|uk(x, t)− u(x, t)|2 dx dt = ∥uk − u∥2L2(Ω×(0,T )) −−→ 0. (2.48)

Em seguida, mostraremos que I2,2 −−→ 0. Com efeito, observe que da Desigualdade de Hölder
segue que

∫
Ω
|uk(x, t)|2(p−1)|uk(x, t)− u(x, t)|2 dx ⩽

(∫
Ω
|uk(x, t)|2p dx

) p−1
p
(∫

Ω
|uk(x, t)− u(x, t)|2 dx

) 1
p

= ∥uk(t)∥
2(p−1)
L2p(Ω)

∥uk(t)− u(t)∥2L2p(Ω)

≲ ∥uk(t)∥
2(p−1)

H2
0 (Ω)

∥uk(t)− u(t)∥2L2p(Ω)

≲ ∥uk(t)− u(t)∥2L2p(Ω)

≲ ∥uk(t)− u(t)∥2L2(Ω) ,

uma vez que 2 ⩽ 2p ⩽ 2∗ e med(Ω) < +∞. Desta forma,

I2,2 ≲
∫ T

0
∥uk(t)− u(t)∥2L2(Ω) dt −−→ 0. (2.49)

Com isso, de (2.48) e (2.49), obtemos a convergência (2.47). Observando que, por processo
inteiramente análogo, I2,3 −−→ 0 e combinando (2.44), (2.45) e (2.47), segue que

fk(uk) −−→ f(u) em L2(Ω× (0, T )),

como querı́amos em (2.43).

Tais convergências são suficientes para a passagem ao limite na expressão (2.50), a qual será
definida a seguir.

Vamos considerar, a partir de agora, salvo menção contrária, funções φ ∈ H2
0 (Ω) e θ ∈ D(0, T )

quaisquer. Multiplicando (2.27)1 por θ(t)φ(x) e integrando em Ω × (0, T ), obtemos que U
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satisfaz a identidade variacional referente à solução fraca, a saber,

−
∫ T

0
θ′(t)

∫
Ω
∂tuk(x, t)φ(x) dx dt+

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
∆uk(x, t)∆φ(x) dx dt

+ b

∫ T

0
θ(t)∥∇uk(t)∥2L2(Ω)

∫
Ω
∇uk(x, t)∇φ(x) dx dt (2.50)

+

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
f(uk(x, t))φ(x) dx dt+

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
a(x)g(∂tuk(x, t))φ(x) dx dt = 0

em que utilizou-se integração por partes no primeiro termo. Esta identidade norteará a obtenção
de convergências adequadas, processo a ser realizado a seguir.

• Passagem ao limite: O objetivo desta etapa reside em mostrar a convergência, termo a termo,
de (2.50) para a solução fraca do problema original (2.1), dada pela Definição 2.3. Isto ocorrerá a
menos da obtenção de χ = a(x) g(∂tu).

Note que, das convergências (2.37) e (2.38), a saber,

uk
∗−−−⇀ u em L∞(0, T ;H2

0 (Ω)), ∀T > 0,

∂tuk
∗−−−⇀ ∂tu em L∞(0, T ;L2(Ω)), ∀T > 0,

temos, pelo Lema 1.20, garantidas as convergências∫ T

0
(∆uk(t), ψ(t))L2(Ω) dt −−→

∫ T

0
(∆u(t), ψ(t))L2(Ω) dt, (2.51)∫ T

0
(∂tuk(t), ψ(t))L2(Ω) dt −−→

∫ T

0
(∂tu(t), ψ(t))L2(Ω) dt, (2.52)

qualquer que seja ψ ∈ L1(0, T, L2(Ω)). Tomando, em particular, ψ = ψ(x, t) = ∆φ(x) θ(t) ∈
L1(0, T, L2(Ω)) em (2.51), temos:∫ T

0
θ(t) (∆uk(t),∆φ)L2(Ω) dt −−→

∫ T

0
θ(t) (∆u(t),∆φ)L2(Ω) dt, (2.53)

o que nos dá a convergência desejada para o segundo termo de (2.50). Ainda, para a escolha
particular ψ = ψ(x, t) = φ(x) θ′(t) ∈ L1(0, T, L2(Ω)) em (2.52), temos:∫ T

0
θ′(t) (∂tuk(t), φ(x))L2(Ω) dt −−→

∫ T

0
θ′(t) (∂tu(t), φ(x))L2(Ω) dt, (2.54)

o que nos dá a convergência desejada para o primeiro termo de (2.50).

Observe agora que, para ε > 0 suficientemente pequeno, a imersão H2−ε
0 (Ω) ↪→ H1

0 (Ω) é válida
e, de (2.40), segue que

uk −−→ u em L∞(0, T,H1
0 (Ω)) ↪→ L2(0, T,H1

0 (Ω)), ∀T > 0,
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o que nos dá ∫ T

0
∥∇uk(t)−∇u(t)∥2L2(Ω) dt −−→ 0.

Por outro lado, observe que, para todo t ⩾ 0, temos:∣∣∣∥∇uk(t)∥2L2(Ω) − ∥∇u(t)∥2L2(Ω)

∣∣∣2
=
∣∣∣∥∇uk(t)∥L2(Ω) + ∥∇u(t)∥L2(Ω)

∣∣∣2 ∣∣∣∥∇uk(t)∥L2(Ω) − ∥∇u(t)∥L2(Ω)

∣∣∣2
⩽ C(R)

∣∣∣∥∇uk(t)∥L2(Ω) − ∥∇u(t)∥L2(Ω)

∣∣∣2
⩽ C(R) ∥∇uk(t)−∇u(t)∥2L2(Ω),

em que utilizamos a imersão H2
0 (Ω) ↪→ H1

0 (Ω) e a limitação (2.35). Desta forma,∫ T

0

∣∣∣∥∇uk(t)∥2L2(Ω) − ∥∇u(t)∥2L2(Ω)

∣∣∣2 dt ⩽ C(R)

∫ T

0
∥∇uk(t)−∇u(t)∥2L2(Ω) dt −−→ 0,

de onde concluı́mos que

∥∇uk(·)∥2L2(Ω) −−→ ∥∇u(·)∥2L2(Ω) em L2(0, T ). (2.55)

Por outro lado, dada γ ∈ L2(0, T ) qualquer, escolhemos em particularψ = ψ(x, t) = ∆φ(x) θ(t) γ(t) ∈
L1(0, T, L2(Ω)) em (2.51).Então,

−
∫ T

0
(∇uk(t),∇φ · θ(t))L2(Ω) · γ(t) dt =

∫ T

0
(∆uk(t), φ · γ(t) · θ(t))L2(Ω) dt

−−→
∫ T

0
(∆u(t), φ · γ(t) · θ(t))L2(Ω) dt = −

∫ T

0
(∇u(t),∇φ · θ(t))L2(Ω) · γ(t) dt

e, portanto,

− (∇uk(·),∇φ)L2(t) θ(·) −−⇀ −(∇u(·),∇φ)L2(Ω) θ(·) em L2(0, T ). (2.56)

Por fim, de (2.55) e (2.56), segue que

b

∫ T

0
θ(t)∥∇uk(t)∥2L2(Ω)

∫
Ω
∇uk(x, t)∇φ(x) dx dt

−−→ b

∫ T

0
θ(t)∥∇u(t)∥2L2(Ω)

∫
Ω
∇u(x, t)∇φ(x) dx dt, (2.57)

o que nos dá a convergência desejada para o terceiro termo de (2.50). Agora, da convergência (2.43),
segue que para toda ϕ ∈ L2(Ω× (0, T )), vale

(fk (uk) , ϕ)L2(Ω×(0,T )) −−→ (f(u), ϕ)L2(Ω×(0,T )) .
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Escolhendo, em particular, ϕ = ϕ(x, t) = φ(x) θ(t) ∈ L2(Ω× (0, T )), temos:∫ T

0
θ(t) (f(uk(t)), φ)L2(Ω) dt −−→

∫ T

0
θ(t) (f(u(t)), φ)L2(Ω) dt, (2.58)

o que nos dá a convergência desejada para o quarto termo de (2.50).

Por fim, vamos utilizar a convergência fraca (2.39), a saber,

a(x)g(∂tuk) −−⇀ χ em L2(0, T ;L2(0)), ∀T > 0,

e, então, para cada ϕ ∈ L2(Ω× (0, T )), vale

(a(·)g(∂tuk), ϕ)L2(Ω×(0,T )) −−→ (χ, ϕ)L2(Ω×(0,T )).

Escolhendo, em particular, ϕ = ϕ(x, t) = φ(x) θ(t) ∈ L2(Ω× (0, T )), temos:∫ T

0
θ(t) (a(·)g(∂tuk(t)), φ)L2(Ω) dt −−→

∫ T

0
θ(t) (χ(t), φ)L2(Ω) dt, (2.59)

o que nos dá uma convergência para o quinto termo de (2.50), porém ainda não é a desejada.
Desta forma, passando o limite quando k → +∞ em (2.50) e considerando as convergências
(2.53), (2.54), (2.57), (2.58) e (2.59), obtemos:

−
∫ T

0
θ′(t) (∂tu(t), φ(x))L2(Ω) dt+

∫ T

0
θ(t) (∆u(t),∆φ)L2(Ω) dt

+ b

∫ T

0
θ(t)∥∇u(t)∥2L2(Ω)

∫
Ω
∇u(x, t)∇φ(x) dx dt (2.60)

+

∫ T

0
θ(t) (f(u(t)), φ)L2(Ω) dt+

∫ T

0
θ(t) (χ(t), φ)L2(Ω) dt = 0.

Utilizando integração por partes no primeiro termo, reescrevemos (2.60) como〈
∂2t u(t) + ∆̃2u(t)− b∥∇u(t)∥2L2(Ω)∆u(t) + f(u(t)) + χ(t), φ

〉
H−2(Ω),H2

0 (Ω)
= 0

em D′(0, T ). Assim,

∂2t u(t) + ∆̃2u(t)− b∥∇u(t)∥2L2(Ω)∆u(t) + f(u(t)) + χ(t) = 0 em D′(0, T ;H−2(Ω)).

Do fato que:

∂tu ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)); ∆2u ∈ L∞(0, T ;H−2(Ω)); ∥∇u(t)∥2L2(Ω)∆u ∈ L∞(0, T ;L2(Ω));

χ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) e f(u) ∈ L∞(0, T ;L
p+1
p (Ω)),

obtemos ∂2t u ∈ L2(0, T ;H−2(Ω)), e, ainda,

∂2t u+∆2u− ∥∇u(t)∥2L2(Ω)∆u+ f(u) + χ = 0 in L2(0, T ;H−2(Ω)).
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Pelo Lema 1.22, segue que u ∈ C([0, T ];L2(Ω)) e ∂tu ∈ C([0, T ];H−2(Ω)) e, consequentemente,

u ∈ Cw([0, T ];L
2(Ω)) e ∂tu ∈ Cw([0, T ];H

−2(Ω)).

Isto nos permite concluir, por meio do Lema 1.21, que

u ∈ L∞(0, T ;H2
0 (Ω)) ∩ Cw([0, T ];L

2(Ω)) = Cw([0, T ];H
2
0 (Ω)),

∂tu ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩ Cw([0, T ];H
−2(Ω)) = Cw([0, T ];L

2(Ω)).
(2.61)

Ressaltamos aqui que a regularidade obtida em (2.61) nos permite avaliar u e ∂tu em t = 0,
garantindo que (u(0), ∂tu(0)) ∈ H.

• Recuperando a regularidade temporal: O principal objetivo desta etapa é mostrar que as
soluções do problema (2.1) estão na classe

u ∈ C([0, T ];H2
0 (Ω)), ∂tu ∈ C([0, T ];L2(Ω)), para todo T > 0,

satisfazendo

(uk, ∂tuk) −−→ (u, ∂tu) em C([0, T ];H). (2.62)

Por fim, e não menos importante, obteremos

χ = a(x)g(∂tu), (2.63)

que nos permite concluir que, na passagem ao limite, u satisfaz a identidade variacional (2.11).
Consideramos um e un soluções fortes do problema truncado (2.27) em [0, T ]. São válidas as
expressões

(∂2t um(t), φ)L2(Ω) + (∆um(t),∆φ)L2(Ω) + b ∥∇um(t)∥2L2(Ω)(∇um(t),∇φ)L2(Ω) (2.64)

+ (fm(um(t)), φ)L2(Ω) + (a(·)(g(∂tum(t)), φ)L2(Ω) = 0,

(∂2t un(t), φ)L2(Ω) + (∆un(t),∆φ)L2(Ω) + b ∥∇un(t)∥2L2(Ω)(∇un(t),∇φ)L2(Ω) (2.65)

+ (fn(un(t)), φ)L2(Ω) + (a(·)(g(∂tun(t)), φ)L2(Ω) = 0,

para todo t ∈ (0, T ). Desta forma, subtraindo (2.65) de (2.64) e definindo z = z(m,n) = um − un,
verifica-se

(∂2t z(t), φ)L2(Ω) + (∆z(t),∆φ)L2(Ω) + b ∥∇um(t)∥2L2(Ω)(∇um(t),∇φ)L2(Ω)

− b ∥∇un(t)∥2L2(Ω)(∇un(t),∇φ)L2(Ω) + (fm(um(t))− fn(un(t)), φ)L2(Ω)

+ (a(·)(g(∂tum(t))− g(∂tun)(t)), φ)L2(Ω) = 0,

(2.66)

para toda φ ∈ H2
0 (Ω).



2.1 Boa Colocação 56

Adicionando e subtraindo em (2.66) o termo b ∥∇um(t)∥2L2(Ω)(∇un(t),∇φ)L2(Ω), obtemos:

(∂2t z(t), φ)L2(Ω) + (∆z(t),∆φ)L2(Ω) + b ∥∇um(t)∥2L2(Ω)(∇z(t),∇φ)L2(Ω)

+ (fm(um(t))− fn(un(t)), φ)L2(Ω) + (a(·)(g(∂tum(t))− g(∂tun)(t)), φ)L2(Ω)

= b
(
∥∇un(t)∥2L2(Ω) − ∥∇um(t)∥2L2(Ω)

)
(∇un(t),∇φ)L2(Ω).

(2.67)

Escolhendo, em particular, φ = ∂tz(t) que pertence a H2
0 (Ω), para quase todo t ∈ (0, T ], e

substituindo na equação (2.67), temos:

1

2

d

dt

{
∥∂tz(t)∥2L2(Ω) + ∥∆z(t)∥2L2(Ω)

}
+ b ∥∇um(t)∥2L2(Ω)(∇z(t),∇∂tz(t))L2(Ω)

+ (fm(um(t))− fn(un(t)), ∂tz(t))L2(Ω) + (a(·)(g(∂tum(t))− g(∂tun)(t)), ∂tz(t))L2(Ω)

= b
(
∥∇un(t)∥2L2(Ω) − ∥∇um(t)∥2L2(Ω)

)
(∇un(t),∇∂tz(t))L2(Ω).

(2.68)

No entanto, observe que

b ∥∇um(t)∥2L2(Ω) (∇z(t),∇∂tz(t))L2(Ω) =
1

2

d

dt

[
b ∥∇um(t)∥2L2(Ω) ∥∇z(t)∥

2
L2(Ω)

]
+ b ∥∇z(t)∥2L2(Ω) (∇um(t),∇∂tum(t))L2(Ω).

(2.69)

De (2.69) substituı́do em (2.68), obtém-se que

1

2

d

dt

{
∥∂tz(t)∥2L2(Ω) + ∥∆z(t)∥2L2(Ω) + b ∥∇um(t)∥2L2(Ω) ∥∇z(t)∥

2
L2(Ω)

}
+

∫
Ω
(fm(um(x, t))− fn(un(x, t))) (∂tum(x, t)− ∂tun(x, t)) dx

+

∫
Ω
a(x) (g(∂tum(x, t))− g(∂tun(x, t))) (∂tum(x, t)− ∂tun(x, t)) dx

= b
(
∥∇un(t)∥2L2(Ω) − ∥∇um(t)∥2L2(Ω)

)
(∇un(t),∇∂tz(t))L2(Ω)

+ b ∥∇z(t)∥2L2(Ω) (∇um(t),∇∂tum(t))L2(Ω),

(2.70)

para quase todo t ∈ (0, T ]. Observamos agora que:

(I)
∣∣∣∥∇un(t)∥2L2(Ω) − ∥∇um(t)∥2L2(Ω)

∣∣∣
=
(
∥∇un(t)∥L2(Ω) + ∥∇um(t)∥L2(Ω)

) ∣∣∥∇un(t)∥L2(Ω) − ∥∇um(t)∥L2(Ω)

∣∣
≲ ∥∇z(t)∥L2(Ω)

≲ ∥∆z(t)∥L2(Ω),

(II)
∣∣(∇un(t),∇∂tz(t))L2(Ω)

∣∣ = ∣∣(∆un(t), ∂tz(t))L2(Ω)

∣∣
⩽ ∥∆un(t)∥L2(Ω) ∥∂tz(t)∥L2(Ω)

≲ ∥∂tz(t)∥L2(Ω),

(III)
∣∣(∇un(t),∇∂tum(t))L2(Ω)

∣∣ = ∣∣(∆un(t), ∂tum(t))L2(Ω)

∣∣
⩽ ∥∆un(t)∥L2(Ω) ∥∂tum(t)∥L2(Ω)

⩽ C(R),
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em que consideramos a imersão H2
0 (Ω) ↪→ H1

0 (Ω) e o fato de que Euk
(t) ⩽ Euk

(0) ⩽ R, para
todo t ∈ (0, T ). De posse das desigualdades (I), (II) e (III) acima, podemos estimar o lado direito
de (2.70), para quase todo t ∈ (0, T ], por:

1

2

d

dt

{
∥∂tz(t)∥2L2(Ω) + ∥∆z(t)∥2L2(Ω) + b ∥∇um(t)∥2L2(Ω) ∥∇z(t)∥

2
L2(Ω)

}
+

∫
Ω
(fm(um(x, t))− fn(un(x, t))) (∂tum(x, t)− ∂tun(x, t)) dx

+

∫
Ω
a(x) (g(∂tum(x, t))− g(∂tun(x, t))) (∂tum(x, t)− ∂tun(x, t)) dx

≲
(
∥∆z(t)∥L2(Ω) ∥∂tz(t)∥L2(Ω) + ∥∆z(t)∥2L2(Ω)

)
≲
(
∥∂tz(t)∥2L2(Ω) + ∥∆z(t)∥2L2(Ω)

)
,

(2.71)

em que utilizamos a desigualdade de Young na última linha. Integrando (2.71) sobre o intervalo
(0, t), para algum t ∈ [0, T ], obtemos:

1

2

{
∥∂tz(t)∥2L2(Ω) + ∥∆z(t)∥2L2(Ω) + b ∥∇um(t)∥2L2(Ω) ∥∇z(t)∥

2
L2(Ω)

}
+

∫ t

0

∫
Ω
a(x) (g(∂tum(x, s))− g(∂tun(x, s))) (∂tum(x, s)− ∂tun(x, s)) dx ds

≲
{
∥u1,m − u1,n∥2L2(Ω) + ∥∆u0,m −∆u0,n∥2L2(Ω) + b ∥∇u0,m∥2L2(Ω)∥∇u0,m −∇u0,n∥2L2(Ω)

}
+

∣∣∣∣∫ t

0

∫
Ω
(fm(um(x, t))− fn(un(x, t))) (∂tum(x, t)− ∂tun(x, t)) dx ds

∣∣∣∣
+

∫ t

0

[
∥∂tz(s)∥2L2(Ω) + ∥∆z(s)∥2L2(Ω)

]
ds. (2.72)

Observe, então, que a convergência (2.26), nos dá que

lim
m,n→+∞

[
∥∆u0,m −∆u0,n∥2L2(Ω) + b ∥∇u0,m∥2L2(Ω)∥∇u0,m −∇u0,n∥2L2(Ω)

]
= 0, (2.73)

lim
m,n→+∞

∥u1,m − u1,n∥2L2(Ω) = 0, (2.74)

enquanto as convergências (2.38) e (2.43) nos garantem que

lim
m,n→+∞

∣∣∣∣∫ t

0

∫
Ω
(fm(um(x, t))− fn(un(x, t))) (∂tum(x, t)− ∂tun(x, t)) dx ds

∣∣∣∣ = 0. (2.75)

Assim, definimos

ζm,n := ∥u1,m − u1,n∥2L2(Ω) + ∥∆u0,m −∆u0,n∥2L2(Ω)

+ b ∥∇u0,m∥2L2(Ω)∥∇u0,m −∇u0,n∥2L2(Ω) +
(
fm(um)− fn(un), ∂tum − ∂tun

)
L2(Ω×(0,T ))

e, de (2.73), (2.74) e (2.75), segue que

lim
m,n→+∞

ζm,n = 0. (2.76)
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Isto nos permite reescrever (2.72) na forma

1

2

{
∥∂tz(t)∥2L2(Ω) + ∥∆z(t)∥2L2(Ω) + b ∥∇um(t)∥2L2(Ω) ∥∇z(t)∥

2
L2(Ω)

}
+

∫ t

0

∫
Ω
a(x) (g(∂tum(x, s))− g(∂tun(x, s))) (∂tum(x, s)− ∂tun(x, s)) dx ds

≲ ζm,n +

∫ t

0

[
∥∂tz(s)∥2L2(Ω) + ∥∆z(s)∥2L2(Ω)

]
ds.

(2.77)

A fim de obter as conclusões desejadas, note primeiramente que

0 ⩽ b ∥∇um(t)∥2L2(Ω) ∥∇z(t)∥
2
L2(Ω)

e, sendo g uma função crescente, temos

0 ⩽
∫ t

0

∫
Ω
a(x) (g(∂tum(x, t))− g(∂tun(x, t))) (∂tum(x, t)− ∂tun(x, t)) dx ds,

qualquer que seja t ∈ (0, T ). Disto, e de (2.77), resulta que

1

2

{
∥∂tz(t)∥2L2(Ω) + ∥∆z(t)∥2L2(Ω)

}
+

∫ t

0

∫
Ω
a(x) (g(∂tum(x, t))− g(∂tun(x, t))) (∂tum(x, t)− ∂tun(x, t)) dx ds

≲ ζm,n +

∫ t

0

[
∥∂tz(s)∥2L2(Ω) + ∥∆z(s)∥2L2(Ω)

]
ds

+

∫ t

0

[∫ s

0

∫
Ω
a(x) (g(∂tum(x, τ))− g(∂tun(x, τ))) (∂tum(x, τ)− ∂tun(x, τ)) dx dτ

]
ds.

Utilizando o Lema de Gronwall, temos que

0 ⩽ ∥∂tz(t)∥2L2(Ω) + ∥∆z(t)∥2L2(Ω)

+

∫ t

0

∫
Ω
a(x) (g(∂tum(x, t))− g(∂tun(x, t))) (∂tum(x, t)− ∂tun(x, t)) dx ds ≲ ζm,n,

(2.78)

para todo t ∈ [0, T ]. Assim, de (2.78), concluı́mos que:

0 ⩽ ∥∂tz(t)∥2L2(Ω) + ∥∆z(t)∥2L2(Ω) ≲ ζm,n,

para todo t ∈ [0, T ]. Neste sentido, como ζm,n independe de t e z = um − un, podemos tomar
o supremo em t ∈ [0, T ], de forma que a convergência (2.76) nos garanta que (uk, ∂tuk) é uma
sequência de Cauchy em C([0, T ];H). Desta forma, existem (w1, w2) ∈ C([0, T ];H) tais que:

uk −−→ w1 em C([0, T ];H2
0 (Ω)) ↪→ L2(0, T ;H2

0 (Ω)),

∂tuk −−→ w2 em C([0, T ];L2(Ω)).
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Da convergência (2.40), temos que

uk −−→ u em L2(0, T ;H2
0 (Ω)),

o que nos dá, pela unicidade do limite, w1 = u ∈ C([0, T ];H2
0 (Ω)). Ainda, da convergência

(2.37), temos que

uk
∗−−−⇀ u em L∞(0, T ;L2(Ω)), ∀T > 0. (2.79)

Da imersão C([0, T ];L2(Ω)) ↪→ L∞(0, T ;L2(Ω)), obtemos

∂tuk
∗−−−⇀ w2 em L∞(0, T ;L2(Ω)), ∀T > 0. (2.80)

Pelo Lema 1.23, em vista de (2.79) e (2.80), garantimos que w2 = ∂tu ∈ C([0, T ];L2(Ω)), o que
conclui a convergência (2.62).

Por outro lado, a desigualdade (2.78) nos permite escrever

0 ⩽
∫ T

0

∫
Ω
a(x) (g(∂tum(x, t))− g(∂tun(x, t))) (∂tum(x, t)− ∂tun(x, t)) dx ds ≲ ζm,n,

de onde segue imediatamente que

lim
m,n→+∞

∫ T

0

∫
Ω
a(x) (g(∂tum(x, t))− g(∂tun(x, t))) (∂tum(x, t)− ∂tun(x, t)) dx ds = 0. (2.81)

Levando em consideração o operador não linear maximal monótono A = a(x) g(·) (ver item (e)
do Lema 2.2), o limite (2.81) e as convergências

∂tuk −−→ ∂tu em L2(Ω× (0, T )),

A(∂tuk) = a(x) g(∂tuk) −−⇀ χ em L2(Ω× (0, T )),

obtemos, pelo Lema 1.45, a igualdade

χ = A(∂tu) = a(x) g(∂tu),

como querı́amos em (2.63).

• Condições Iniciais: Mostraremos agora que

(u(0), ∂tu(0)) = (u0, u1) em H.

Para isso, considere inicialmente φ ∈ L2(Ω) e θ ∈ C1([0, T ]), com θ(0) = 1 e θ(T ) = 0. Das
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convergências (2.37) e (2.38), por meio do Lema 1.20, valem∫ T

0
(uk(t), ψ(t))L2(Ω) dt −−→

∫ T

0
(u(t), ψ(t))L2(Ω) dt,∫ T

0
(∂tuk(t),Ψ(t))L2(Ω) dt −−→

∫ T

0
(∂tu(t),Ψ(t))L2(Ω) dt,

quaisquer que sejam ψ ∈ L1(0, T ;H−2(Ω)) e Ψ ∈ L1(0, T ;L2(Ω)). Em particular, considerando
Ψ = Ψ(x, t) = −θ(t)φ(x) ∈ L1(0, T ;L2(Ω)), temos

−
∫ T

0
θ(t) (∂tuk(t), φ)L2(Ω) dt −−→ −

∫ T

0
θ(t) (∂tu(t), φ)L2(Ω) dt,

que, usando integração por partes, nos dá

(uk(0), φ)L2(Ω) +

∫ T

0
θ′(t) (uk(t), φ)L2(Ω) dt

−−→ (u(0), φ)L2(Ω) +

∫ T

0
θ′(t) (u(t), φ)L2(Ω) dt.

(2.82)

Por outro lado, tomando em particular ψ = ψ(x, t) = −θ′(t)φ(x) ∈ L1(0, T ;H−2(Ω)), temos

−
∫ T

0
θ′(t) (uk(t), ψ(t))L2(Ω) dt −−→ −

∫ T

0
θ′(t) (u(t), ψ(t))L2(Ω) dt, (2.83)

Assim, das convergências (2.82) e (2.83), podemos concluir que

(uk(0), φ)L2(Ω) =

[
(uk(0), φ)L2(Ω) +

∫ T

0
θ′(t) (uk(t), φ)L2(Ω) dt

]
−
∫ T

0
θ′(t) (uk(t), ψ(t))L2(Ω) dt

−−→ (u(0), φ)L2(Ω)

ou seja,

(uk(0), φ)L2(Ω) −−→ (u(0), φ)L2(Ω) , ∀φ ∈ L2(Ω). (2.84)

Pela densidade de L2(Ω) em H−2(Ω), de (2.84) segue que

⟨uk(0), w⟩H2
0 (Ω),H−2(Ω) −−→ ⟨u(0), w⟩H2

0 (Ω),H−2(Ω) , ∀w ∈ H−2(Ω)

e, portanto,

uk(0) −−⇀ u(0) em H2
0 (Ω).

No entanto, sabemos que

uk(0) = u0,k −−→ u0 em H2
0 (Ω).



2.1 Boa Colocação 61

Da unicidade do limite fraco, segue que u(0) = u0 em H2
0 (Ω). Resta mostrar que ∂tu(0) = u1 em

L2(Ω). Sendo uk solução do problema truncado (2.27), temos:

(∂2t uk(t), φ)L2(Ω) + (∆uk(t),∆φ)L2(Ω) + b ∥∇uk(t)∥2L2(Ω)(∇uk(t),∇φ)L2(Ω) (2.85)

+ (fk(uk(t)), φ)L2(Ω) + (a(·)(g(∂tuk(t)), φ)L2(Ω) = 0,

para quaisquer t ∈ [0, T ] e φ ∈ H2
0 (Ω). Multiplicando (2.85) por θ(t) e integrando sobre [0, T ],

obtemos:∫ T

0
θ(t) (∂2t uk(t), φ)L2(Ω) dt+

∫ T

0
θ(t) (∆uk(t),∆φ)L2(Ω) dt

+ b

∫ T

0
θ(t) ∥∇uk(t)∥2L2(Ω)(∇uk(t),∇φ)L2(Ω) dt+

∫ T

0
θ(t) (fk(uk(t)), φ)L2(Ω) dt (2.86)

+

∫ T

0
θ(t) (a(·)(g(∂tuk(t)), φ)L2(Ω) dt = 0,

para toda φ ∈ H2
0 (Ω). Agora, utilizando integração por partes o primeiro termo, podemos

reescrever (2.86) como

−
∫ T

0
θ′(t) (∂2t uk(t), φ)L2(Ω) dt+

∫ T

0
θ(t) (∆uk(t),∆φ)L2(Ω) dt

+ b

∫ T

0
θ(t) ∥∇uk(t)∥2L2(Ω)(∇uk(t),∇φ)L2(Ω) dt+

∫ T

0
θ(t) (fk(uk(t)), φ)L2(Ω) dt (2.87)

+

∫ T

0
θ(t) (a(·)(g(∂tuk(t)), φ)L2(Ω) dt = (∂tuk(0), φ)L2(Ω),

para toda φ ∈ H2
0 (Ω). Por processos análogos aos que realizamos anteriormente, passamos ao

limite de k → +∞ em (2.87), de forma a obter

−
∫ T

0
θ′(t) (∂2t u(t), φ)L2(Ω) dt+

∫ T

0
θ(t) (∆u(t),∆φ)L2(Ω) dt

+ b

∫ T

0
θ(t) ∥∇u(t)∥2L2(Ω)(∇u(t),∇φ)L2(Ω) dt+

∫ T

0
θ(t) (f(u(t)), φ)L2(Ω) dt (2.88)

+

∫ T

0
θ(t) (a(·)(g(∂tu(t)), φ)L2(Ω) dt = (u1, φ)L2(Ω),

Utilizando, novamente, integração por partes no primeiro termo de (2.88) e a Fórmula de Green,
obtemos:∫ T

0
θ(t)

d

dt
(∂2t u(t), φ)L2(Ω) dt+

∫ T

0
θ(t) (∆u(t),∆φ)L2(Ω) dt

+ b

∫ T

0
θ(t) ∥∇u(t)∥2L2(Ω)(∆u(t), φ)L2(Ω) dt+

∫ T

0
θ(t) (f(u(t)), φ)L2(Ω) dt

+

∫ T

0
θ(t) (a(·)(g(∂tu(t)), φ)L2(Ω) dt = (u1, φ)L2(Ω) − (∂tu(0), φ)L2(Ω),
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o que nos dá, da Definição 2.3 de Solução Fraca, que

(u1, φ)L2(Ω) − (∂tu(0), φ)L2(Ω) = 0, ∀φ ∈ H2
0 (Ω).

Pela densidade de H2
0 (Ω) em L2(Ω), segue que

(u1, v)L2(Ω) = (∂tu(0), v)L2(Ω), ∀ v ∈ L2(Ω)

e, portanto, ∂tu(0) = u1 em L2(Ω), como querı́amos.

• Unicidade: Sejam u e v soluções fracas do problema (2.1). Considere w = u− v. Então,

w ∈ C
(
[0, T ];H2

0 (Ω)
)
, ∂tw ∈ C

(
[0, T ];L2(Ω)

)
,

bem como w satisfaz o problema

∂2tw +∆2w

= b ∥∇u(t)∥2L2(Ω)∆u− b∥∇v(t)∥2L2(Ω)∆v − (f(u)− f(v))− a(x) (g(∂tu)− g(∂tv))
(2.89)

em L∞ (0, T ;H−2(Ω)
)
, com dados iniciais

w(0) = ∂tw(0) = 0.

Observamos que, nestas condições, não faz sentido compormos ∂2tw(t) com ∂tw(t) na dualidade
deH−2(Ω)×H2

0 (Ω), uma vez que temos ∂tw(t) ∈ L2(Ω), para todo t ∈ [0, T ]. Isto torna o método
da energia não adequado ao caso. Neste sentido, contornando esta situação, vamos obter a
unicidade da solução fraca via Método de Visik-Ladyzhenskaya, que pode ser encontrado em
[72] e em [45]. De fato, dado s ∈ (0, T ], consideramos a seguinte função auxiliar:

ψ(t) :=

{
−
∫ s
t w(τ) dτ se 0 ⩽ t < s

0 se s ⩽ t ⩽ T,
(2.90)

cuja derivada no sentido das distribuições a valores vetoriais é dada por

∂tψ(t) =

{
w(t) se 0 ⩽ t < s

0 se s ⩽ t ⩽ T.

Definindo Ψ(t) =
∫ t
0 w(τ) dτ , segue de (2.90) que:{

ψ(t) = Ψ(t)−Ψ(s), ∀ t ∈ [0, s],

ψ(s) = 0, ψ(0) = −Ψ(s).

Além disso, ψ ∈ C([0, T ];H2
0 (Ω)), visto que

∥∆ψ(t)∥L2(Ω)) ⩽
∫ s

t
∥∆w(τ)∥L2(Ω)) dτ ⩽ ∥w∥C([0,T ];H2

0 (Ω))(s− t) ⩽ ∥w∥C([0,T ];H2
0 (Ω))T,
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para todo t ∈ [0, T ] e, de maneira imediata, ∂tψ ∈ C([0, T ];H2
0 (Ω)). Com isso, podemos

compor (2.89) com ψ na dualidade L2(0, T ;H−2(Ω))×L2(0, T ;H2
0 (Ω)) e, notando que ψ ≡ 0 em

[s, T ], temos:∫ s

0
⟨∂2tw(t), ψ(t)⟩ dt+

∫ s

0
⟨∆2w(t), ψ(t)⟩ dt

= b

∫ s

0

〈(
∥∇u(t)∥2L2(Ω)∆u(t)− ∥∇v(t)∥2L2(Ω)∆v(t)

)
, ψ(t)

〉
dt (2.91)

−
∫ s

0
⟨(f(u(t))− f(v(t))), ψ(t)⟩ dt−

∫ s

0
⟨a(x) (g(∂tu(t))− g(∂tv(t))), ψ(t)⟩ dt.

Integrando por partes o primeiro termo de (2.91), temos que∫ s

0
⟨∂2tw(t), ψ(t)⟩ dt = ⟨∂tw(s), ψ(s)︸︷︷︸

=0

⟩ − ⟨∂tw(0)︸ ︷︷ ︸
=0

, ψ(0)⟩ −
∫ s

0
⟨∂tw(t), ∂tψ(t)⟩ dt

Segue daı́ que∫ s

0
⟨∂2tw(t), ψ(t)⟩ dt = −

∫ s

0
⟨∂tw(t), w(t)⟩ dt = −1

2

∫ s

0

d

dt
∥w(t)∥2L2(Ω) dt

=
1

2

(
∥w(0)∥2L2(Ω) − ∥w(s)∥2L2(Ω)

)
= −1

2
∥w(s)∥2L2(Ω).

(2.92)

Por outro lado, usando a extensão do operador ∆2 no espaço H2
0 (Ω), segue que∫ s

0

〈
∆2w(t), ψ(t)

〉
dt =

∫ s

0
(∆ψt(t),∆ψ(t)) dt =

1

2

∫ s

0

d

dt
∥∆ψ(t)∥2L2(Ω)dt

=
1

2

(
∥∆ψ(s)∥2L2(Ω) − ∥∆ψ(0)∥2L2(Ω)

)
= −1

2
∥∆ψ(0)∥2L2(Ω)

= −1

2
∥∆Ψ(s)∥2L2(Ω)

(2.93)

Substituindo (2.92) e (2.93) em (2.91), temos:

1

2
∥w(s)∥2L2(Ω) +

1

2
∥∆Ψ(s)∥2L2(Ω) = Ib + If + Ig, (2.94)

em que

Ib := −b
∫ s

0

〈(
∥∇u(t)∥2L2(Ω)∆u(t)− ∥∇v(t)∥2L2(Ω)∆v(t)

)
, ψ(t)

〉
dt,

If :=

∫ s

0
⟨(f(u(t))− f(v(t))), ψ(t)⟩ dt,

Ig :=

∫ s

0
⟨a(x) (g(∂tu(t))− g(∂tv(t))), ψ(t)⟩ dt.

Para estimarmos o termo Ib, escrevemos Ib = Ib,1 + Ib,2 com
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Ib,1 := −b
∫ s

0

[
∥∇u(t)∥2L2(Ω) − ∥∇v(t)∥2L2(Ω)

]
(∆v(t), ψ(t)) dt,

Ib,2 := −b
∫ s

0
∥∇u(t)∥2L2(Ω)(∆w(t), ψ(t)) dt.

Note inicialmente que:∣∣∣∥∇u(t)∥2L2(Ω) − ∥∇v(t)∥2L2(Ω)

∣∣∣ = |(∆u(t), u(t))− (∆v(t), v(t))|

= |(∆u(t), u(t))− (∆u(t), v(t)) + (∆u(t), v(t))− (∆v(t), v(t))|

= |(∆u(t), w(t)) + (∆w(t), v(t))|

= |(∆u(t), w(t)) + (w(t),∆v(t))|

⩽ |(∆u(t), w(t))|+ |(w(t),∆v(t))|

⩽ ∥w(t)∥L2(Ω)

(
∥∆u(t)∥L2(Ω) + ∥∆v(t)∥L2(Ω)

)
⩽ C ∥w(t)∥L2(Ω)

Além disso, pelo Teorema de Green, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz e pela imersão
H2

0 (Ω) ↪→ L2(Ω), existe uma constante C > 0 tal que

|(∆v(t), ψ(t))| = |(v(t),∆ψ(t))| ⩽ ∥v(t)∥L2(Ω)∥∆ψ(t)∥L2(Ω) ⩽ C ∥∆ψ(t)∥L2(Ω)

Assim,

Ib,1 ⩽ |Ib,1| ⩽ b

∫ s

0

∣∣∣∥∇u(t)∥2L2(Ω) − ∥∇v(t)∥2L2(Ω)

∣∣∣ |(∆v(t), ψ(t))| dt
⩽ C

∫ s

0
∥w(t)∥L2(Ω) ∥∆ψ(t)∥L2(Ω) dt.

(2.95)

Utilizando novamente o Teorema de Green, a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e a imersão
H2

0 (Ω) ↪→ H1
0 (Ω), temos que

Ib,2 ⩽ |Ib,2| ⩽ b

∫ s

0
∥∇u(t)∥2L2(Ω) |(∆w(t), ψ(t))| dt

⩽ C

∫ s

0
|(w(t),∆ψ(t))|dt

⩽ C

∫ s

0
∥w(t)∥L2(Ω)∥∆ψ(t)∥L2(Ω)dt

(2.96)

para alguma C > 0.

Assim, de (2.95) e (2.96), segue

Ib ⩽ Ib,1 + Ib,2 ⩽ C

∫ s

0
∥w(t)∥L2(Ω)∥∆ψ(t)∥L2(Ω) dt. (2.97)

Para estimar o termo If , observamos inicialmente que
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If ⩽
∫ s

0

∫
Ω
|f(u(x, t))− f(v(x, t))| |ψ(x, t)| dx dt

⩽ C

∫ s

0

∫
Ω

[
1 + |u(x, t)|p−1 + |v(x, t)|p−1

]
|w(x, t)| |ψ(x, t)| dx dt

⩽ C [If,1 + If,2 + If,3] (2.98)

em que definimos:

If,1 :=

∫ s

0

∫
Ω
|w(x, t)| |ψ(x, t)| dx dt,

If,2 :=

∫ s

0

∫
Ω
|u(x, t)|p−1 |w(x, t)| |ψ(x, t)| dx dt,

If,3 :=

∫ s

0

∫
Ω
|v(x, t)|p−1 |w(x, t)| |ψ(x, t)| dx dt.

Assim, trabalharemos separadamente cada integral. Inicialmente,

If,1 ≲
∫ s

0
∥w(t)∥L2(Ω) ∥ψ(t)∥L2(Ω) dt

≲
∫ s

0
∥w(t)∥L2(Ω) ∥∆ψ(t)∥L2(Ω) dt,

em que utilizamos a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e a imersão H2
0 (Ω) ↪→ L2(Ω). Agora,

pela desigualdade de Hölder Generalizada com q1 =
2p
p−1 , q2 = 2 e q3 = 2p, temos

If,2 ⩽
∫ s

0

(∫
Ω
|u(x, t)|2p dx

) p−1
2p
(∫

Ω
|w(x, t)|2 dx

) 1
2
(∫

Ω
|ψ(x, t)|2p dx

) 1
2p

dt

≲
∫ s

0
∥∆u(t)∥p−1

L2(Ω)
∥w(t)∥L2(Ω)∥∆ψ(t)∥L2(Ω) dt

≲
∫ s

0
∥w(t)∥L2(Ω)∥∆ψ(t)∥L2(Ω) dt,

em que utilizamos a imersão H2
0 (Ω) ↪→ L2p(Ω) e o fato de que u ∈ C

(
[0, T ];H2

0 (Ω)
)
. De maneira

inteiramente análoga, temos:

If,3 ≲
∫ s

0
∥w(t)∥L2(Ω)∥∆ψ(t)∥L2(Ω) dt.

Desta forma, retornando com as estimativas para (2.98), temos:

If ≲
∫ s

0
∥w(t)∥L2(Ω)∥∆ψ(t)∥L2(Ω) dt. (2.99)

Consideramos agora a integral

Ig =

∫ s

0

∫
Ω
a(x) (g(∂tu(x, t))− g(∂tv(x, t))) ψ(x, t) dx dt.
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Nosso intuito é mostrar que Ig ⩽ 0. Para isso, vamos considerar dois conjuntos

Λ1 := {(x, t) ∈ Ω× [0, s) : ∂tu(x, t) ⩾ ∂tv(x, t)},

Λ2 := {(x, t) ∈ Ω× [0, s) : ∂tu(x, t) < ∂tv(x, t)}.

Então, observe que:

(i) ∂tw(x, t) ⩾ 0 em Λ1. Então, w é não-decrescente na variável t em Λ1 com w(x, 0) = 0.
Segue que w(x, t) ⩾ w(x, 0) = 0 em Λ1.

Agora, observe que sendo w contı́nua na variável t ∈ [0, T ] e, em particular, em [t, s], deve
existir pelo Teorema do Valor Médio para Integrais, um t0 ∈ [t, s] tal que

ψ(x, t) = −
∫ s

t
w(x, τ) dτ = −w(x, t0)(s− t) = w(x, t0)︸ ︷︷ ︸

⩾0 em Λ1

(t− s) ⩽ 0.

Assim, temos ψ(x, t) ⩽ 0 em Λ1.

(ii) ∂tw(x, t) < 0 em Λ2. Então, w é decrescente na variável t em Λ2 com w(x, 0) = 0. Segue
que w(x, t) < w(x, 0) = 0 em Λ2.

Por argumentação análoga, deve existir t1 ∈ [t, s] tal que

ψ(x, t) = −
∫ s

t
w(x, τ) dτ = −w(x, t1)(s− t) = w(x, t1)︸ ︷︷ ︸

<0 em Λ2

(t− s) ⩾ 0.

Assim, temos ψ(x, t) ⩾ 0 em Λ2.

Como g é monótona crescente, de (i) e (ii), concluı́mos que∂tw(x, t) ⩾ 0 =⇒ g(∂tu(x, t)) ⩾ g(∂tv(x, t)) e ψ(x, t) ⩽ 0,

∂tw(x, t) < 0 =⇒ g(∂tu(x, t)) < g(∂tv(x, t)) e ψ(x, t) ⩾ 0.

Por fim, sendo Ω× [0, s) = Λ1 ∪ Λ2, temos

[g(∂tu(x, t))− g(∂tv(x, t))] ψ(x, t) ⩽ 0, em Ω× [0, s),

e, portanto,

Ig =

∫ s

0

∫
Ω
a(x) (g(∂tu(x, t))− g(∂tv(x, t))) ψ(x, t) dx dt ⩽ 0, (2.100)

uma vez que a é uma função não-negativa. Retornando, então, com as estimativas (2.97), (2.99)
e (2.100) para (2.94), obtemos:

1

2
∥w(s)∥2L2(Ω) +

1

2
∥∆Ψ(s)∥2L2(Ω) ⩽ C

∫ s

0
∥w(t)∥L2(Ω)∥∆ψ(t)∥L2(Ω) dt,
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ou ainda, de ψ(t) = Ψ(t)−Ψ(s), ∀t ∈ [0, s], temos

1

2
∥w(s)∥2L2(Ω) +

1

2
∥∆Ψ(s)∥2L2(Ω) ⩽ C

{∫ s

0
∥w(t)∥L2(Ω)∥∆Ψ(t)∥L2(Ω)dt

+

∫ s

0
∥w(t)∥L2(Ω)∥∆Ψ(s)∥L2(Ω)dt

}
,

(2.101)

para alguma constante C > 0. Seguem da Desigualdade de Young∫ s

0
∥w(t)∥L2(Ω)∥∆Ψ(t)∥L2(Ω) dt ⩽

1

2

∫ s

0
∥w(t)∥2L2(Ω) dt+

1

2

∫ s

0
∥∆Ψ(t)∥2L2(Ω) dt. (2.102)

e, para ε = (2Cs)1/2 > 0,∫ s

0
∥w(t)∥L2(Ω)∥∆Ψ(s)∥L2(Ω)dt =

∫ s

0
ε∥w(t)∥L2(Ω)

1

ε
∥∆Ψ(s)∥L2(Ω)dt

⩽
1

2

∫ s

0
ε2∥w(t)∥2L2(Ω)dt+

1

2

∫ s

0

1

ε2
∥∆Ψ(s)∥2L2(Ω)dt

= Cs

∫ s

0
∥w(t)∥2L2(Ω)dt+

1

4C
∥∆Ψ(s)∥2L2(Ω)

⩽ CT

∫ s

0
∥w(t)∥2L2(Ω)dt+

1

4C
∥∆Ψ(s)∥2L2(Ω)

(2.103)

De (2.101), (2.102) e (2.103), concluı́mos que

1

4
∥w(s)∥2L2(Ω) +

1

4
∥∆Ψ(s)∥2L2(Ω) ⩽ CT

∫ s

0

(
∥w(t)∥2L2(Ω) + ∥∆Ψ(t)∥2L2(Ω)

)
dt, (2.104)

para CT > 0 e ∀s ∈ (0, T ]. Pelo Lema de Gronwall, aplicado a (2.104), temos que

∥w(s)∥2L2(Ω) + ∥∆Ψ(s)∥2L2(Ω) ⩽ 0, ∀s ∈ (0, T ].

Assim ∥w(s)∥22 = 0, para cada s ∈ (0, T ]. Do fato de que w(0) = 0, obtemos que

w(s) = 0 em L2(Ω), ∀ s ∈ [0, T ].

Portanto, u = v em C
(
[0, T ];L2(Ω)

)
e consequentemente, u = v em C

(
[0, T ];H2

0 (Ω)
)
.

• Identidade de Energia: Multiplicando (2.27)1 por ∂tuk e integrando em Ω, obtemos:

d

dt
Euk

(t) = −
∫
Ω
a(x) g(∂tuk(x, t)) ∂tuk(x, t) dx. (2.105)

Tomados 0 ⩽ t1 ⩽ t2 ⩽ T , e integrando (2.105) de t1 a t2, temos:

Euk
(t2)− Euk

(t1) = −
∫ t2

t1

∫
Ω
a(x) g(∂tuk(x, t)) ∂tuk(x, t) dx dt. (2.106)
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Lembramos que

a(x) g(∂tuk) −−⇀ a(x) g(∂tu) em L2(Ω× (0, T )),

∂tuk −−→ ∂tu em C([0, T ];L2(Ω)) ↪→ L2(Ω× (0, T )),

para todo T > 0. Segue, portanto,∫ t2

t1

∫
Ω
a(x) g(∂tuk(x, t)) ∂tuk(x, t) dx dt −−→

∫ t2

t1

∫
Ω
a(x) g(∂tu(x, t)) ∂tu(x, t) dx dt, (2.107)

quaisquer que sejam 0 ⩽ t1 ⩽ t2 ⩽ T . Agora, mostraremos que Euk
(t) −−→ Eu(t), para todo

t ∈ [0, T ]. De fato, já sabemos que

Euk
(t) =

1

2

∫
Ω

(
|∂tuk(x, t)|2 + |∆uk(x, t)|2

)
dx dt+

b

4
∥∇uk(t)∥4L2(Ω) +

∫
Ω
Fk(uk(x, t)) dx,

em queFk(s) =
∫ s
0 Fk(λ) dλ. Da convergência (2.62) e da imersãoC([0, T ];H2

0 (Ω)) ↪→ C([0, T ];H1
0 (Ω))

seguem as convergências das três primeiras parcelas de Euk
(t) para os respectivos termos em

Eu(t), para todo t ∈ [0, T ]. Resta-nos, portanto, mostrar a convergência∫
Ω
Fk(uk(x, t)) dx −−→

∫
Ω
F (u(x, t)) dx, ∀ t ∈ [0, T ]. (2.108)

Com efeito, tomando t0 ∈ [0, T ] arbitrário porém fixo, observe inicialmente que∫
Ω
|Fk(uk(x, t0))|

2∗
p+1 dx ⩽

∫
Ω

(
|uk(x, t0)|2 + |uk(x, t0)|p+1

) 2∗
p+1 dx

≲
∫
Ω
|uk(x, t0)|

2·2∗
p+1 dx+

∫
Ω
|uk(x, t0)|2

∗
dx

≲ ∥uk(t0)∥
2·2∗
p+1

L
2·2∗
p+1 (Ω)

+ ∥uk(t0)∥2
∗

L2∗ (Ω)

≲ ∥uk(t0)∥
2·2∗
p+1

H2
0 (Ω)

+ ∥uk(t0)∥2
∗

H2
0 (Ω)

≲ [Euk
(t0)]

2∗
p+1 + [Euk

(t0)]
2∗
2

≲ [Euk
(0)]

2∗
p+1 + [Euk

(0)]
2∗
2

≲ C(R),

em que utilizamos as imersões H2
0 (Ω) ↪→ L

2·2∗
p+1 (Ω) (2 ⩽ p + 1 < 2∗ ⇒ 2 = 2(p+1)

p+1 < 2·2∗
p+1 ⩽ 2∗),

H2
0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω) e a desigualdade (2.34). Disto, segue que a sequência

{Fk(uk(·, t0))} é limitada em L
2∗
p+1 (Ω). (2.109)

Nos concentraremos em provar a convergência

Fk(uk(x, t0)) −−→ F (u(x, t0)) q. s. em Ω, (2.110)
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a qual, juntamente com (2.109), verifica as hipóteses do Lema 1.35 (Lema de Strauss) a fim de
garantir que

Fk(uk(·, t0)) −−⇀ F (u(·, t0)) em L
2∗
p+1 (Ω).

Mais do que isso,

Fk(uk(·, t0)) −−→ F (u(·, t0)) em Lr(Ω). (2.111)

para todo 1 ⩽ r < 2∗

p+1 . De fato, observe que

|Fk(uk(x, t0))− F (u(x, t0))|

⩽ |Fk(uk(x, t0))− F (uk(x, t0))|+ |F (uk(x, t0))− F (u(x, t0))|.
(2.112)

Para validar (2.110), mostraremos que os termos à direita de (2.112) tendem a zero, sempre que
k → ∞. Da convergência (2.42) e da continuidade de F , segue que

F (uk(x, t0))− F (u(x, t0)) −−→ 0 q. s. em Ω.

Resta-nos mostrar que

Fk(uk(x, t0))− F (uk(x, t0)) −−→ 0 q. s. em Ω.

Pelo Teorema 1.5 da Convergência Dominada Inversa, existe L = Lt0(·) ∈ L1(Ω) tal que a
desigualdade

|uk(x, t0)| ⩽ Lt0(x), q. s. em Ω,

é válida uniformemente em k. Desta forma, para quase todo x ∈ Ω, temos que

(0, uk(x, t0)) ⊂ (−Lt0(x), Lt0(x))

e, consequentemente,

|Fk (uk (x, t0))− F (uk (x, t0))| =

∣∣∣∣∣
∫ uk(x,t0)

0
fk(s)ds−

∫ uk(x,t0)

0
f(s)ds

∣∣∣∣∣
⩽
∫ Lt0 (x)

−Lt0 (x)
|fk(s)− f(s)| ds

= 0,

desde que k ⩾ Lt0(x). Com isso, concluı́mos a verificação de (2.110).

Assim, tomando r = 1 em (2.111) e dada a arbitrariedade de t0 ∈ [0, T ], garantimos a con-
vergência (2.108). De (2.62) e (2.108) segue

Euk
(t) −−→ Eu(t), (2.113)
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para todo t ∈ [0, T ]. Por fim, de (2.106), (2.107) e (2.113), na passagem ao limite, obtemos a
identidade de energia

Eu(t2)− Eu(t1) = −
∫ t2

t1

∫
Ω
a(x) g(∂tu(x, t)) ∂tu(x, t) dx dt,

como querı́amos. Isto encerra a demonstração do teorema. □

2.2 Decaimento Uniforme da Energia

Nesta seção apresentaremos um decaimento uniforme para o funcional de energia E(t)

definido em (2.12). Inspirados, mais uma vez, por Lasiecka e Tataru [41] mostraremos que o
decaimento na energia é estabelecido por meio da solução de uma equação diferencial ordinária
não linear. Para isso, como se trata de um problema com amortecimento localizado, vamos
utilizar uma estratégia usual, fundamentada pela combinação de uma continuação única e uma
desigualdade de observabilidade. Neste sentido, apresentaremos a seguir condições e definições
necessárias à obtenção do nosso principal resultado.

(H.4) Supomos que ω satisfaz a condição geométrica de controle (CGC), isto é, existe T0 > 0, tal
que todo raio da ótica geométrica viajando com velocidade constante igual a 1 e partindo
de t = 0, encontra o conjunto ω em um tempo t < T0.

(H.5) Seja h : R → R uma função côncava e estritamente crescente, satisfazendo h(0) = 0 e

h(g(s) s) ⩾ s2 + g2(s), |s| ⩽ 1.

Observação 2.8. Em virtude das hipóteses sobre a função g dadas em (H.3) a função h sempre pode ser
construı́da. De fato, definindo as funções crescentes h1, h2 sobre R tais que

h1(s g(s)) ⩾ s2 + g2(s), para s ⩽ 0,

h2(s g(s)) ⩾ s2 + g2(s), para s ⩾ 0,

podemos considerar a função envelope côncavo de h1 e h2, dada por h = conc (max{h1, h2}), que possui
as propriedades desejadas.

2.2.1 Princı́pio da Continuação Única

Como previamente mencionado, a argumentação utilizada para garantir a existência
e unicidade de solução fraca para o problema (2.1) foi estabelecida a partir da construção de
problemas auxiliares truncados em que o termo fonte fk(u) era Lipschitz contı́nuo, para cada
k ∈ N. Apresentamos, a seguir, o resultado de continuação única que motivou esta estratégia e
que é fundamental para obtermos a desigualdade de observabilidade.
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Lema 2.9. Sejam p ∈ W 1,∞(0, T ), p ⩾ 0, ω uma vizinhança da fronteira ∂Ω satisfazendo a condição
geométrica de controle dada pela Hipótese (H.4) e f : R → R uma função Lipschitz contı́nua. Se
v ∈ C([0, T ];H2

0 (Ω)) ∩ C1([0, T ];L2(Ω)) satisfaz
∂2t v +∆2v − p(t)∆v + f(v) = 0 em D′(Ω× (0, T )),

v = ∂νv = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

∂tv = 0 em ω × (0, T ),

(2.114)

então v = 0 em Ω× (0, T ).

Demonstração. Se p(t) = p0 para todo t ∈ [0;T ], então a função y = ∂tv satisfaz o problema
∂2t y +∆2y − p0∆y + f ′(v)y = 0 em D′(Ω× (0, T )),

y = ∂νy = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

y = 0 em ω × (0, T ).

Uma vez que f ′(v) ∈ L∞(Ω × (0, T )), podemos aplicar o Princı́pio de Continuação Única
dado pelo Teorema 1.63, ao considerar p1(x, t) = −p0 e p2(x.t) = f ′(v), obtendo que y ≡ 0 e,
consequentemente, v ≡ 0.

Supomos agora que p′(t) ̸= 0 para t variando em um subconjunto de medida estritamente
positiva de [0, T ]. Da primeira equação em (2.114) e do fato que v(x, t) = v(x, 0) para x ∈ ω

(note que ∂tv = 0 em ω × (0, T )), obtemos que

∆2v(x, 0)− p(t)∆v(x, 0) + f(v(x, 0)) = 0 em ω × (0, T ).

Tomando derivada no tempo t na última igualdade, temos:

p′(t)∆v(x, 0) = 0 em ω × (0, T ).

Sabendo que p′(t) ̸= 0, da relação acima têm-se ∆v(x, 0) = 0 em ω e, desde que v = ∂νv = 0

temos, pelo Teorema de Holmgren, que v ≡ 0 em ω. Utilizando, novamente, o Teorema 1.63
deduzimos que v ≡ 0 como desejado.

2.2.2 Desigualdade de Observabilidade

Lema 2.10 (Desigualdade de observabilidade). Supondo válida a Hipótese (H.4), considere T ⩾ T0 e
R = 2∥(u0, u1)∥H. Existe uma constante positiva C = C(R, T ), independente de k, tal que a solução
uk correspondente a (2.27) com (u0,k, u1,k) ∈ D(A) satisfaz

Euk
(0) ⩽ C

(∫ T

0

∫
Ω
a(x)

(
|∂tuk(x, t)|2|+ |g(∂tuk(x, t))|2

)
dx dt

)
. (2.115)
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Demonstração. Primeiramente, note que o dado inicial (u0, u1) ∈ H1
0 (Ω)× L2(Ω) no problema

original (2.1) é nulo ou não nulo.

Caso 1: Supondo (u0, u1) = (0, 0) e observando a convergência (2.26), podemos considerar
(u0,k, u1,k) = (0, 0) para todo k ∈ N. Então, a desigualdade de observabilidade (2.115) será
trivialmente satisfeita para qualquer escolha de C > 0.

Caso 2: Supondo (u0, u1) ̸= (0, 0), observamos que existem r, R > 0, tais que

0 < r < ∥(u0, u1)∥H < R;

em que consideramos, por exemplo, r = 1
2∥(u0, u1)∥H. Portanto, de (2.26), existe k0 ⩾ 1 tal que

para todo k ⩾ k0 a sequência (u0,k, u1,k) satisfaz

0 < r < ∥(u0,k, u1,k)∥H < R (2.116)

Dito isto, argumentaremos por contradição. Supondo que o lema seja falso, obtemos que
para toda constante C > 0, independente de k, existem dados iniciais

(
uC0,k, u

C
1,k

)
∈ D(A)

cujas soluções correspondentes uCk satisfazem (2.116) porém não verificam a desigualdade de
observabilidade (2.115), isto é,

EuC
k
(0) > C

∫ T

0

∫
Ω
a(x)

(
|∂tuCk (x, t)|2 + |g(∂tuCk (x, t))|2

)
dx dt.

Em particular, para cada k ∈ N fixado, podemos considerar C = m ∈ N e garantir a existência de
uma sequência de dados iniciais (um0,k, u

m
1,k) verificando (2.116) e cuja soluções correspondentes

umk satisfazem a desigualdade reversa

Eum
k
(0) > m

∫ T

0

∫
Ω
a(x)

(
|∂tumk (x, t)|2 + |g(∂tumk (x, t))|2

)
dx dt.

Desta forma, obtemos uma sequência (umk ) de soluções do problema (2.27) tais que

lim
m→+∞

Eum
k
(0)∫ T

0

∫
Ω a(x)

(
|∂tumk (x, t)|2 + |g(∂tumk (x, t))|2

)
dx dt

= +∞,

e, consequentemente,

lim
m→+∞

∫ T
0

∫
Ω a(x)

(
|∂tumk (x, t)|2 + |g(∂tumk (x, t))|2

)
dx dt

Eum
k
(0)

= 0. (2.117)

Da limitação Eum
k
(0) ⩽ R, para todo m ∈ N, obtemos

lim
m→+∞

∫ T

0

∫
Ω
a(x)

(
|∂tumk (x, t)|2 + |g(∂tumk (x, t))|2

)
dx dt = 0, (2.118)

em virtude de (2.117). Ainda, por argumentos análogos aos utilizados nas estimativas à priori
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(prova do Teorema 2.4), para todo T > 0, são válidas as convergências

umk
∗−−−⇀ uk em L∞(0, T ;H2

0 (Ω)),

∂tu
m
k

∗−−−⇀ ∂tuk em L∞(0, T ;L2(Ω)),

umk −−→ uk em L∞(0, T ;H2−ε
0 (Ω)),

umk −−→ uk em L∞(0, T ;Lq(Ω)), ∀ q ∈ [2, 2∗),

(2.119)

para uma eventual subsequência de (umk ), denotada por simplicidade da mesma forma. Neste
momento da demonstração, vamos novamente considerar dois casos: uk ̸≡ 0 e uk ≡ 0.

Subcaso 2 (a): uk ̸≡ 0.

Observe que tomando o limite, quando m→ +∞, no problema
∂2t u

m
k +∆2umk − b ∥∇umk (t)∥2L2(Ω)∆u

m
k + fk(u

m
k ) + a(x)g(∂tu

m
k ) = 0 em Ω× (0, T ),

umk = ∂νu
m
k = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

umk (x, 0) = um0,k(x); ∂tu
m
k (x, 0) = um1,k(x), em Ω,

e levando em consideração o limite (2.118) e as convergências (2.119), temos
∂2t uk +∆2uk − b ∥∇uk(t)∥2L2(Ω)∆uk + fk(uk) = 0 em D′(Ω× (0, T )),

uk = ∂νuk = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

∂tuk = 0 q.s. em ω.

Da regularidade das soluções fortes (uk), temos p(t) = b ∥∇uk(t)∥2L2(Ω) ∈W 1,∞(0, T ) e, uma vez
que fk é Lipschitz contı́nua, pelo Lema 2.9 segue que uk ≡ 0, resultando em uma contradição.

Subcaso 2 (b): uk ≡ 0.

Inicialmente, observamos que, neste caso, as convergências dadas em (2.119) se reescrevem
como

umk
∗−−−⇀ 0 em L∞(0, T ;H2

0 (Ω)),

∂tu
m
k

∗−−−⇀ 0 em L∞(0, T ;L2(Ω)),

umk −−→ 0 em L∞(0, T ;H2−ε
0 (Ω)),

umk −−→ 0 em L∞(0, T ;Lq(Ω)), ∀ q ∈ [2, 2∗).

Definindo

αm :=
√
Eum

k
(0), vmk :=

umk
αm

, (2.120)

de (2.117) segue a convergência

lim
m→+∞

∫ T

0

∫
Ω
a(x)

(
|∂tvmk (x, t)|2 + 1

α2
m

|g(∂tumk (x, t))|2
)
dx dt = 0. (2.121)

Considerando (vmk )m∈N, como definido em (2.120), temos a seguinte sequência de problemas
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normalizados
∂2t v

m
k +∆2vmk − b ∥∇umk (t)∥2L2(Ω)∆v

m
k + 1

αm
fk(u

m
k )− 1

αm
a(x) g(∂tu

m
k ) = 0 em Ω× (0, T ),

vmk = ∂νv
m
k = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

vmk (x, 0) =
um
0,k

αm
; ∂tv

m
k (x, 0) =

um
1,k

αm
, em Ω.

(2.122)
Observamos que:

1

αm

∫
Ω
fk(u

m
k (x, t)) ∂tv

m
k dx =

1

α2
m

∫
Ω
fk(αm v

m
k (x, t)) ∂t(αm v

m
k (x, t)) dx

=
1

α2
m

d

dt

∫
Ω
Fk(αm v

m
k (x, t)) dx

=
1

α2
m

d

dt

∫
Ω
Fk(u

m
k (x, t)) dx,

e

−b ∥∇umk (t)∥2L2(Ω)

∫
Ω
∆vmk (x, t) ∂tv

m
k (x, t) dx = b ∥∇umk (t)∥2L2(Ω)

∫
Ω
∇vmk (x, t)∇∂tvmk (x, t) dx

= b α2
m ∥∇vmk (t)∥2L2(Ω)

(
1

2

d

dt
∥∇vmk (t)∥2L2(Ω)

)
= α2

m

b

4

d

dt
∥∇vmk (t)∥4L2(Ω).

Desta forma, multiplicando (2.122)1 por ∂tvmk e integrando em Ω, obtemos

dEvmk

dt
(t) +

(∫
Ω
a(x) g(∂tv

m
k (x, t)) ∂tv

m
k (x, t) dx

)
= 0,

em que

Evmk
(t) =

1

2

∫
Ω

(
|∂tvmk (x, t)|2 + |∆vmk (x, t)|2

)
dx+ α2

m

b

4
∥∇vmk (t)∥4L2(Ω) +

1

α2
m

∫
Ω
Fk(u

m
k (x, t)) dx.

Ainda, observe que do funcional de energia acima e da definição (2.120), segue imediatamente
que

Evmk
(t) =

1

α2
m

Eum
k
(t), ∀ t ⩾ 0.

Em particular,

Evmk
(0) =

1

α2
m

Eum
k
(0) = 1, ∀m ∈ N. (2.123)

De forma a obtermos uma contradição com (2.123) e concluirmos o resultado, provemos a
convergência

lim
m→+∞

Evmk
(0) = 0. (2.124)
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De fato, da limitação (2.123), por argumentos previamente desenvolvidos, verificam-se as
convergências

vmk
∗−−−⇀ vk em L∞(0, T ;H2

0 (Ω)),

∂tv
m
k

∗−−−⇀ ∂tvk em L∞(0, T ;L2(Ω)),

vmk −−→ vk em L∞(0, T ;H2−ε
0 (Ω)),

vmk −−→ vk em L∞(0, T ;Lq(Ω)), ∀ q ∈ [2, 2∗),

(2.125)

para uma eventual subsequência de (vmk ), denotada por simplicidade da mesma forma.

Observamos que, passando a uma subsequência, se necessário, temos αm → α para algum α ⩾ 0.
No entanto, note que α ̸= 0, pois, caso contrário, da definição (2.120) terı́amos Eum

k
(0) → 0, ou

seja,

Eum
k
(0) =

1

2

∥∥(um0,k, um1,k)∥∥2H +
b

4
∥∇um0,k∥4L2(Ω) +

∫
Ω
Fk(u

m
0,k(x)) dx −−→ 0,

quando m→ +∞. Como todos os termos da energia são positivos e (um0,k, u
m
1,k) satisfaz (2.116),

temos

0 = lim
m→+∞

∥∥(um0,k, um1,k)∥∥H ⩾ r > 0,

o que nos dá um absurdo. Assim, ao passarmos o limite com m→ +∞ em (2.122), obtemos
∂2t vk +∆2vk + b α2∥∇vk(t)∥2L2(Ω)∆vk = 0 em D′(Ω× (0, T )),

vk = ∂νvk = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

∂tvk = 0 q.s. em ω,

em virtude das convergências (2.121) e (2.125). Da regularidade das soluções fortes (uk), temos
p(t) = b α2 ∥∇uk(t)∥2L2(Ω) ∈W 1,∞(0, T ) e, pelo Lema 2.9 segue que vk ≡ 0.

Para facilitar a obtenção de (2.124), escrevemos

Evmk
(t) =

1

2
∥(vmk (t), ∂tv

m
k (t))∥2H +

b

4
α2
m ∥∇vmk (t)∥4L2(Ω)︸ ︷︷ ︸

:=I1

+
1

α2
m

∫
Ω
Fk(u

m
k (x, t)) dx︸ ︷︷ ︸

:=I2

. (2.126)

Observe inicialmente que

|I1| ≲ ∥∆vmk (t)∥4L2(Ω)

≲ ∥(vmk (t), ∂tv
m
k (t))∥2H Evmk

(t)

≲ ∥(vmk (t), ∂tv
m
k (t))∥2H Evmk

(0)

≲ ∥(vmk (t), ∂tv
m
k (t))∥2H ,

uma vez que H2
0 (Ω) ↪→ H1

0 (Ω) e a aplicação t 7→ Evmk
(t) é não crescente, com Evmk

(0) = 1. Além
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disso,

|I2| ≲
1

α2
m

∫
Ω

[
|umk (x, t)|2 + |umk (x, t)|p+1

]
dx.

Agora, sendo p > 1 temos 2 < p+ 1 < 2d
d−4 e, portanto, p+ 1 = 2 + ε para algum ε > 0. Então,

|I2| ≲
[
∥vmk (t)∥2L2(Ω) + αp−1

m ∥vmk (t)∥p+1
Lp+1(Ω)

]
≲

[
∥vmk (t)∥2L2(Ω) + αp−1

m ∥vmk (t)∥2+ε
H2

0 (Ω)

]
≲

[
∥vmk (t)∥2L2(Ω) + αp−1

m ∥vmk (t)∥2H2
0 (Ω)∥v

m
k (t)∥εH2

0 (Ω)

]
≲ ∥(vmk (t), ∂tv

m
k (t))∥2H + αp−1

m ∥(vmk (t), ∂tv
m
k (t))∥2H [Evmk

(t)]ε

≲ ∥(vmk (t), ∂tv
m
k (t))∥2H + αp−1

m ∥(vmk (t), ∂tv
m
k (t))∥2H [Evmk

(0)]ε

≲ ∥(vmk (t), ∂tv
m
k (t))∥2H .

Retornando para (2.126) com as estimativas para I1 e I2, temos

Evmk
(t) ≲ ∥(vmk (t), ∂tv

m
k (t))∥2H , ∀ t ∈ [0, T ]. (2.127)

No intuito de obter (2.124), vamos escrever vmk = ymk + zmk em que ymk e zmk são, respectivamente,
soluções dos seguintes problemas:

∂ty
m
k +∆2ymk = 0 em Ω× (0, T ),

ymk = ∂νy
m
k = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

ymk (0) = vmk (0), ∂ty
m
k (0) = ∂tv

m
k (0), em Ω

(2.128)

e
∂tz

m
k +∆2zmk = b ∥∇umk (t)∥2L2(Ω)∆v

m
k − 1

αm
(fk(u

m
k )− g(∂tu

m
k )) em Ω× (0, T ),

zmk = ∂νz
m
k = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

zmk (0) = 0, ∂tz
m
k (0) = 0 em Ω.

(2.129)

Utilizaremos a desigualdade de observabilidade associada ao problema linear (2.128) provada
por Tucsnak [71], a saber, existe uma constante C > 0 tal que

Eymk
(0) ⩽ C

∫ T

0

∫
ω
|∂tymk (x, t)|2 dx dt, (2.130)

em que

Eymk
(t) :=

1

2
∥(ymk (t), ∂ty

m
k (t))∥2H .

Agora, observando que Eymk
(0) = ∥(vmk (0), ∂tv

m
k (0))∥2

H
, de (2.127) e (2.130), obtemos
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Evmk
(0) ≲ ∥(vmk (0), ∂tv

m
k (0))∥2H = Eymk

(0) ⩽ C

∫ T

0

∫
ω
|∂tymk (x, t)|2 dx dt. (2.131)

De (2.131), observando que a(x) ⩾ a0 > 0 em ω temos:

Evmk
(0) ≲

∫ T

0

∫
Ω
a(x) |∂tvmk (x, t)|2 dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
|∂tzmk (x, t)|2 dx dt. (2.132)

Por outro lado, retornando ao problema (2.129) e considerando

z0 = z1 = 0 e ϕ := b ∥∇umk (t)∥2L2(Ω)∆v
m
k − 1

αm
f(umk )− 1

αm
a(x)g(∂tu

m
k )

no Teorema 1.62, segue que

∥(z, ∂tz)∥C([0,T ];H) ≲
[
∥(z0, z1)∥H + ∥ϕ∥L2(0,T ;L2(Ω))

]
e, portanto,∫ T

0

∫
Ω
|∂tzmk (x, t)|2 dx dt ≲

∫ T

0
∥∇umk (t)∥4L2(Ω)∥∆v

m
k (t)∥2L2(Ω) dt

+
1

α2
m

∫ T

0

∫
Ω
|fk(umk (x, t))|2 dx dt+ 1

α2
m

∫ T

0

∫
Ω
a(x) |g(∂tumk (x, t))|2 dx dt.

Retornando a (2.132), temos:

Evmk
(0) ≲

∫ T

0

∫
Ω
a(x) |∂tvmk (x, t)|2 dx dt+

∫ T

0
∥∇umk (t)∥4L2(Ω)∥∆v

m
k (t)∥2L2(Ω) dt

+
1

α2
m

∫ T

0

∫
Ω
|fk(umk (x, t))|2 dx dt+ 1

α2
m

∫ T

0

∫
Ω
a(x) |g(∂tumk (x, t))|2 dx dt.

(2.133)

Ainda, do fato de fk ser Lipschitz contı́nua, observamos que

1

α2
m

|fk(umk (x, t))|2 ⩽ Ck
1

α2
m

|umk (x, t)|2 = Ck

α2
m

α2
m|vmk (x, t)|2.

Segue daı́ que

0 ⩽
1

α2
m

∫ T

0

∫
Ω
|fk(umk (x, t))|2 dx dt ⩽ Ck

∫ T

0

∫
Ω
|vmk (x, t)|2 dx dt,

e, então,

lim
m→+∞

1

α2
m

∫ T

0

∫
Ω
|f(umk (x, t))|2 dx dt = 0. (2.134)
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Note agora que, por definição, umk = αmv
m
k , temos:∫ T

0
∥∇umk (t)∥4L2(Ω)∥∆v

m
k (t)∥2L2(Ω) dt = α4

m

∫ T

0
∥∇vmk (t)∥4L2(Ω)∥∆v

m
k (t)∥2L2(Ω) dt

≲ α4
m∥vmk ∥2L∞(0,T ;H2

0Ω)

∫ T

0
∥∇vmk (t)∥4L2(Ω) dt

≲ α4
m∥vmk ∥2L∞(0,T ;H2

0Ω)∥v
m
k ∥4L∞(0,T ;H1

0Ω) T.

Segue, portanto,

lim
m→+∞

∫ T

0
∥∇umk (t)∥4L2(Ω)∥∆v

m
k (t)∥2L2(Ω) dt = 0. (2.135)

Por fim, das convergências (2.121), (2.134) e (2.135) garantimos, a partir de (2.133), que

lim
m→+∞

Evmk
(0) = 0,

verificando (2.124).

Corolário 2.11. Sob as Hipóteses (H.4) e (H.5), existe uma função p, dependendo deR, positiva, crescente,
com p(0) = 0 tal que

p [Eu(T )] ⩽ Eu(0)− Eu(T ). (2.136)

Demonstração. Inicialmente, observamos que de (2.113) e (2.115), obtemos por passagem ao
limite que

Eu(0) ⩽ C

∫ T

0

∫
Ω
a(x)

(
|∂tu(x, t)|2 + |g(∂tu(x, t))|2

)
dx dt, ∀T > T0, (2.137)

em que o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue é utilizado de forma análoga ao
que foi desenvolvido na prova do item (e) do Lema 2.2.

Por outro lado, considere os conjuntos:

Σ1 = {(x, t) ∈ Ω× (0, T ) : |∂tu(x, t)| > 1} ,

Σ2 = (Ω× (0, T )) \Σ1.

Da Hipótese (H.3), segue que∫
Σ1

a(x)
(
[g (∂tu(x, t))]

2 + (∂tu(x, t))
2
)
dx dt ⩽M1

∫
Σ1

a(x)g (∂tu(x, t)) ∂tu(x, t) dx dt, (2.138)

em que M1 :=
(
M−1 +M

)
.
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Além disso, da Hipótese (H.5), sendo h côncava e crescente, deduzimos que∫
Σ2

a(x)
(
[g (∂tu(x, t))]

2 + (∂tu(x, t))
2
)
dx dt

⩽
∫
Σ2

a(x)h (g (∂tu(x, t)) ∂tu(x, t)) dx dt

=

∫
Σ2

(1 + ∥a∥∞)
a(x)

1 + ∥a∥∞
h (g (∂tu(x, t)) ∂tu(x, t)) dx dt

⩽
∫
Σ2

(1 + ∥a∥∞)h

(
a(x)

1 + ∥a∥∞
g (∂tu(x, t)) ∂tu(x, t)

)
dx dt

⩽ (1 + ∥a∥∞)

∫
Σ2

h (a(x) g (∂tu(x, t)) ∂tu(x, t)) dx dt,

uma vez que a(x) ⩽ ∥a∥∞ + 1 e a(x)
1+∥a∥∞ < a(x). Pela desigualdade de Jensen, temos:∫

Σ2

a(x)
(
[g (∂tu(x, t))]

2 + (∂tu(x, t))
2
)
dx dt

⩽ (1 + ∥a∥∞)

∫
Σ2

h (a(x) g (∂tu(x, t)) ∂tu(x, t)) dx dt

⩽ (1 + ∥a∥∞)M2 h

(
1

M2

∫ T

0

∫
Ω
a(x)g (∂tu(x, t)) ∂tu(x, t) dx dt

)
,

(2.139)

para M2 := med(Ω× (0, T )). Assim, de (2.138) e (2.139), temos∫ T

0

∫
Ω
a(x)

(
[g (∂tu(x, t))]

2 + (∂tu(x, t))
2
)
dx dt

⩽M1

∫ T

0

∫
Ω
a(x)g (∂tu(x, t)) ∂tu(x, t) dx dt

+ (1 + ∥a∥∞)M2 h

(
1

M2

∫ T

0

∫
Ω
a(x)g (∂tu(x, t)) ∂tu(x, t) dx dt

) (2.140)

Da desigualdade de observabilidade (2.137) e de (2.140), sendo a aplicação t 7→ Eu(t) não
crescente, temos:

Eu(T ) ⩽ CM1

∫ T

0

∫
Ω
a(x)g (∂tu(x, t)) ∂tu(x, t) dx dt

+ C (1 + ∥a∥∞)M2 h

(
1

M2

∫ T

0

∫
Ω
a(x)g (∂tu(x, t)) ∂tu(x, t) dx dt

)
= C (1 + ∥a∥∞)M2

[
M1

(1 + ∥a∥∞)M2

∫ T

0

∫
Ω
a(x)g (∂tu(x, t)) ∂tu(x, t) dx dt

+ h

(
1

M2

∫ T

0

∫
Ω
a(x)g (∂tu(x, t)) ∂tu(x, t) dx dt

)]
(2.141)

Definindo r(·) = h
(

·
M2

)
, l0 = M1

(1+∥a∥∞)M2
e L0 =

1
C (1+∥a∥∞)M2

, a função

p(s) = [l0 I + r]−1 (L0 s) (2.142)
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é positiva, crescente, com p(0) = 0 e, por (2.141), temos que

p [Eu(T )] ⩽
∫ T

0

∫
Ω
a(x) g (∂tu(x, t)) ∂tu(x, t) dx dt = Eu(0)− Eu(T ),

como querı́amos.

2.2.3 Resultado Principal

Teorema 2.12 (Estabilidade Uniforme). Suponhamos que as hipóteses (H.1)-(H.5) sejam satisfeitas
e consideramos (u0, u1) ∈ {z ∈ H | ∥z∥H ⩽ R}, para qualquer R > 0. Então, o funcional de energia
E(t) definido em (2.12) decai uniformemente para zero. Mais especificamente, para algum T1 > 0.

E(t) ⩽ S

(
t

T1
− 1

)
, ∀t > T1

em que S(t) é solução da equação diferencial

d

dt
S(t) + q(S(t)) = 0, S(0) = E(0)

com
q(s) = s− (I + p)−1 (s) ,

para p definida em (2.142). Ainda, limt→∞ S(t) = 0.

Demonstração. Com o intuito de utilizar o Lema 1.64, vamos combinar a propriedade de E(t)

com a desigualdade (2.136). De fato, iterando m vezes a identidade (2.136), obtemos:

sm+1 + p (sm+1) ⩽ sm, ∀m ∈ N,

em que sm = Eu(mT ) e s0 = Eu(0).

Aplicando o Lema 1.64, obtemos que

Eu(mT ) ⩽ S(m), ∀m ∈ N,

Finalmente, para t = mT + τ , com 0 ⩽ τ ⩽ T1, temos

Eu(t) ⩽ Eu(mT ) ⩽ S(m) ⩽ S

(
t− τ

T

)
⩽ S

(
t

T
− 1

)
, t > T1.

A prova está completa.

2.2.4 Cálculos efetivos de algumas Taxas de Decaimento

Dedicamos esta subseção à obtenção de algumas taxas de decaimento associadas ao
Teorema 2.12. Inicialmente, apresentamos duas importantes consequências do mesmo e, em
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seguida, alguns exemplos relacionados. Os conceitos e procedimentos aqui apresentados são
devidos à Cavalcanti, Domingos Cavalcanti e Lasiecka [17].

Corolário 2.13. Suponha que g′(0) = 0 e que a função
√
s g(

√
s) é convexa para s ∈ [0, s0] , s0

arbitrariamente pequeno. A equação diferencial a ser resolvida se torna

d

dt
S(t) +

√
S(t)g(

√
S(t)) = 0, S(0) = E(0) = S0

e E(t) ⩽ C(E(0))S(t). Mais especificamente, se

G (s, S0) :=

∫ √
s

√
S0

du

g(u)

então
S(t) = G−1

(
− t

2
, S0

)
Corolário 2.14. Suponha que

lim
s→0

s

g(s)
= 0

e além disso,
√
s g−1(

√
s) é convexa, para s ∈ [0, s0], em que s0 é arbitrariamente pequeno. A equação

diferencial a ser resolvida se torna

d

dt
S(t) +

√
S(t)g−1(

√
S(t)) = 0, S(0) = E(0) = S0

e E(t) ⩽ C(E(0))S(t). Mais especificamente, se

G (s, S0) :=

∫ √
s

√
S0

du

g−1(u)

então
S(t) = G−1

(
− t

2
, S0

)
Observação 2.15. O Corolário 2.13 aplica-se às funções g que decaem para zero mais rápido do que
qualquer função linear enquanto o Corolário 2.14 trata sobre o caso complementar.

Nos exemplos que seguem, as constantes serão normalizadas de forma que as omitiremos
das expressões.

Exemplo 2.16. Consideremos g(s) = sp, p > 1 na origem. Uma vez que a função s
p+1
2 é convexa para

p ⩾ 1, vamos resolver
St + S

p+1
2 = 0.

Poderı́amos integrar a equação diretamente, porém, a fim de ilustrarmos a fórmula geral, calculamos:

G (s, S0) =

∫ √
s

√
S0

u−pdu =
1

1− p

[
s

−p+1
2 − S

−p+1
2

0

]
.



2.2 Decaimento Uniforme da Energia 82

Assim G−1(t) =

[
S

−p+1
2

0 − t(1− p)

] 2
−p+1

e, então,

E(t) ⩽ C(E(0))
[
E(0)

−p+1
2 + t(p− 1)

] 2
−p+1

.

Exemplo 2.17. Consideremos g(s) = s3 e−
1
s2 para s na origem. Sendo a função s2e−

1
s convexa em uma

vizinhança da origem, resolveremos
St + S2e−

1
S = 0.

Neste caso G (s, S0) = −1
2

[
e−

1
s − e

− 1
S0

]
e G−1 (t, S0) =

[
ln
(
e

1
S0 − 2t

)]−1

. Desta forma, temos

E(t) ⩽ C(E(0))
[
ln
(
e

1
E(0) + t

)]−1
.

Exemplo 2.18. Consideremos g(s) = s |s| e−
1
|s| para s próxima de zero. Sendo a função s

3
2 e

− 1√
s convexa

em [0, s0] para algum s0 pequeno, devemos resolver a equação diferencial

St + S
3
2 e

− 1√
S = 0.

A função G (s, S0) é dada por G (s, S0) = −
[
e

1√
s − e

1√
S0

]
. Assim, devemos ter:

G−1 (t, S0) =
1

ln2
[
e

1√
S0 − t

]
e, ainda,

E(t) ⩽ C(E(0))
1

ln2
[
e

1√
E(0) + 1

2 t

] .
Exemplo 2.19. Tomemos g(s) = |s|θ−1s, 0 < θ < 1. Neste caso, o procedimento é análogo ao realizado
no Exemplo 2.16 sendo g−1(s) = s

1
θ , s > 0 e 1

θ > 1. Assim, as taxas de decaimento tornam-se

E(t) ⩽ C(E(0))

[
E(0)

−1+θ
2θ + t

1− θ

θ

] 2θ
θ−1

.



Capı́tulo 3

Estabilidade assintótica para um sistema de Klein-Gordon
não linear generalizado

Neste capı́tulo vamos investigar a estabilidade exponencial de um sistema não linear
generalizado de Klein-Gordon posto em um meio não-homogêneo, sujeito a dissipações lineares
localmente distribuı́das, a saber:

ρ(x)∂2t u− div(K(x)∇u) + |v|p+2 |u|p u+ a(x)∂tu = 0 em Ω× (0,∞),

ρ(x)∂2t v − div(K(x)∇v) + |u|p+2 |v|p v + b(x)∂tv = 0 em Ω× (0,∞),

u = v = 0 sobre ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), ∂tu(x, 0) = u1(x) em Ω,

v(x, 0) = v0(x), ∂tv(x, 0) = v1(x) em Ω,

(3.1)

em que Ω ⊂ Rd, d ⩽ 2, é um domı́nio limitado com fronteira suficientemente regular Γ = ∂Ω, p
é uma constante real positiva, as funções a e b são responsáveis pelo efeito dissipativo linear
localizado, ρ é uma função densidade e a matriz K(x) está associada ao meio não-homogêneo.

3.1 Boa Colocação

3.1.1 Hipóteses e notações

Ao longo deste capı́tulo vamos considerar as seguintes hipóteses:

(H.1) Sejam ρ : Ω −−→ R+, kij : Ω −−→ R, 1 ⩽ i, j ⩽ d funções de classe C∞(Ω) tais que para
todo x ∈ Ω e ξ ∈ Rd,

α0 ⩽ ρ(x) ⩽ β0, kij(x) = kji(x), α1|ξ|2 ⩽ ξ⊤ ·K(x) · ξ ⩽ β1|ξ|2,

onde α0, β0, α1, β1 são constantes positivas e K(x) = (kij)i,j é uma matriz simétrica
positiva definida.

(H.2) As funções não-negativas a e b satisfazem as seguintes condições:

a, b ∈ L∞(Ω) ∩ C(ω), com a(x) ⩾ a0 > 0 em ω ⊂ Ω e b(x) ⩾ b0 > 0 em ω ⊂ Ω.

Ainda, antes de apresentarmos as condições gerais sobre a boa colocação do problema
(3.1), salientamos:
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Observação 3.1. A partir das condições apresentadas na Hipótese (H.1), as expressões∫
Ω
∇u⊤ ·K(x) · ∇v dx, u, v ∈ H1

0 (Ω) e
∫
Ω
ρ(x)u v dx, u, v ∈ L2(Ω)

definem produtos internos em H1
0 (Ω) e L2(Ω), respectivamente. Além disso, estes produtos internos

induzem normas equivalentes às usuais nestes espaços.

Estaremos considerando, neste capı́tulo, o espaço de fase

H := H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)× L2(Ω)× L2(Ω),

o qual é um espaço de Hilbert quando munido do produto interno

⟨U1, U2⟩H :=

∫
Ω
(∇u1(x))T ·K(x) · ∇u2(x) dx+

∫
Ω
(∇v1(x))T ·K(x) · ∇v2(x) dx

+

∫
Ω
ρ(x)w1(x)w2(x) dx+

∫
Ω
ρ(x) z1(x) z2(x) dx,

e respectiva norma

∥U1∥2H :=

∫
Ω
(∇u1(x))T ·K(x) ·∇u1(x)+ (∇u2(x))T ·K(x) ·∇u2(x)+ρ(x)u23(x)+ρ(x)u24(x) dx,

em que U1 = (u1, v1, w1, z1) e U2 = (u2, v2, w2, z2).

3.1.2 O Problema de Cauchy associado

Denotando w = ∂tu e z = ∂tv e escrevendo U(t) = (u, v, w, z), podemos estabelecer o seguinte
problema de Cauchy em H, associado ao problema (3.1):

∂U

∂t
(t) +AU(t) = F(U(t))

U(0) = U0,

(3.2)

em que U0 = (u0, v0, u1, v1). O operador linear não-limitado A : D(A) ⊂ H −→ H é dado por

AU =


−w
−z

1
ρ(x) (a(x)w − div(K(x)∇u))
1

ρ(x) (b(x) z − div(K(x)∇v))

 ,

com domı́nio

D(A) = (H1
0 (Ω) ∩H2(Ω))× (H1

0 (Ω) ∩H2(Ω))×H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω),
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enquanto o operador não linear F : H −→ H é definido por

F(u, v, w, z) =

(
0, 0,−1

ρ
|v|p+2|u|pu,−1

ρ
|u|p+2|v|pv

)
. (3.3)

Teorema 3.2 (Boa colocação). Suponhamos que a Hipótese (H.1) seja satisfeita e que as funções
a(·), b(·) ∈ L∞(Ω) são não negativas.

(I) Se U0 ∈ H, então o problema (3.1) possui uma única solução generalizada U ∈ C([0,∞),H)

satisfazendo

U(t) = S(t)U0 +

∫ t

0
S(t− τ)F(U(τ)) dτ, ∀ t ⩾ 0.

(II) Se, além disso, U0 ∈ D(A), então a solução generalizada U do problema (3.1) é regular, com

U ∈ C([0,∞),D(A)) ∩ C1([0,∞),H).

(III) É válida a seguinte identidade de energia:

Eu,v(t2)− Eu,v(t1) = −
∫ t2

t1

∫
Ω

(
a(x)|∂tu(x, t)|2 + b(x)|∂tv(x, t)|2

)
dx dt,

para todo 0 ⩽ t1 ⩽ t2.

Demonstração. A fim de provar a existência e unicidade de soluções para o problema de Cauchy
(3.2), utilizaremos os Teoremas 1.38 e 1.39. Neste sentido, precisamos mostrar que

(i) −A é um operador dissipativo, densamente definido e tal que Im(I +A) = H.;

(ii) F é um operador localmente Lipschitz.

Por simplicidade, nesta demonstração, sempre que conveniente, será omitida a dependência da
variável x. Mostremos, inicialmente, a validade de (i).

−A é dissipativo. De fato, para todo U = (u, v, w, z) ∈ D(A), temos

(−AU,U)H =

((
w, z,

1

ρ(x)
(div(K(x)∇(u))− a(x)w),

1

ρ(x)
(div(K(x)∇(v))− b(x) z)

)
, U

)
H

=

∫
Ω
(∇w)T ·K(x) · ∇u dx+

∫
Ω
(∇z)T ·K(x) · ∇v dx

+

∫
Ω
(div(K(x)∇(u))− a(x)w) · w dx+

∫
Ω
(div(K(x)∇(v))− b(x) z) · z dx

=

[∫
Ω

(
(∇w)T ·K(x) · ∇u + (∇z)T ·K(x) · ∇v

)
dx

+

∫
Ω
(div(K(x)∇(u)) · w + div(K(x)∇(v)) · z) dx

]
−
∫
Ω
(a(x)w2 + b(x) z2) dx

= −
∫
Ω
(a(x)w2 + b(x) z2) dx ⩽ 0,
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em que, na última igualdade, utilizamos o Teorema da Divergência.

Im(I +A) = H. Com efeito, para qualquerH = (h1, h2, h3, h4) ∈ H exibiremosU = (u, v, w, z) ∈
D(A) tal que

(I +A)(u, v, w, z) = (h1, h2, h3, h4),

ou seja, 

u− w = h1,

v − z = h2,

w − 1
ρ(x) div(K(x)∇u) + 1

ρ(x)a(x)w = h3,

z − 1
ρ(x) div(K(x)∇v) + 1

ρ(x)b(x)z = h4,

(3.4)

De (3.4)1 e (3.4)2, temos {
w = u− h1,

z = v − h2.
(3.5)

Substituindo as equações (3.5) em (3.4)3 e (3.4)4, respectivamente, obtemos:(u− h1)− 1
ρ(x) div(K(x)∇u) + 1

ρ(x)a(x)(u− h1) = h3,

(v − h2)− 1
ρ(x) div(K(x)∇v) + 1

ρ(x)b(x)(v − h2) = h4,

ou, equivalentemente, {
ρ(x)u− div(K(x)∇u) + a(x)u = g1

ρ(x)v − div(K(x)∇v) + b(x)v = g2.
(3.6)

Resolveremos, agora, o sistema (3.6) em queg1 = a(x)h1 + ρ(x)(h1 + h3),

g2 = b(x)h2 + ρ(x)(h2 + h4).

Para isto, definimos a forma bilinear

ϕ :
(
H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω)

)
×
(
H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω)

)
−→ R

dada por

ϕ((u, v), (ũ, ṽ)) =

∫
Ω
(ρ(x) + a(x))uũ+ (∇u)⊤ ·K(x) · ∇ũ dx

+

∫
Ω
(ρ(x) + b(x))vṽ + (∇v)⊤ ·K(x) · ∇ṽ dx.

Mostraremos, agora, que ϕ(·, ·) é contı́nua e coerciva.
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• ϕ é contı́nua. De fato,

|ϕ((u, v), (ũ, ṽ))| ⩽
∣∣∣∣∫

Ω
(ρ(x) + a(x))u ũ dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
Ω
(∇u)⊤ ·K(x) · ∇ũ dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫
Ω
(ρ(x) + b(x)) v ṽ dx

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
Ω
(∇v)⊤ ·K(x) · ∇ṽ dx

∣∣∣∣
⩽ (β0 + ∥a∥L∞(Ω))

(
∥u∥L2(Ω) ∥ũ∥L2(Ω)

)
+ ∥u∥H1

0 (Ω) ∥ũ∥H1
0 (Ω)

+ (β0 + ∥b∥L∞(Ω))
(
∥v∥L2(Ω) ∥ṽ∥L2(Ω)

)
+ ∥v∥H1

0 (Ω) ∥ṽ∥H1
0 (Ω)

⩽ C2 (β0 + ∥a∥L∞(Ω))
(
∥u∥H1

0 (Ω) ∥ũ∥H1
0 (Ω)

)
+ ∥u∥H1

0 (Ω) ∥ũ∥H1
0 (Ω)

+ C2 (β0 + ∥b∥L∞(Ω))
(
∥v∥H1

0 (Ω) ∥ṽ∥H1
0 (Ω)

)
+ ∥v∥H1

0 (Ω) ∥ṽ∥H1
0 (Ω)

≲ ∥u∥H1
0 (Ω) ∥ũ∥H1

0 (Ω) + ∥v∥H1
0 (Ω) ∥ṽ∥H1

0 (Ω)

≲
(
∥u∥H1

0 (Ω) + ∥v∥H1
0 (Ω)

) (
∥ũ∥H1

0 (Ω) + ∥ṽ∥H1
0 (Ω)

)
≲ ∥(u, v)∥H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω) ∥(ũ, ṽ)∥H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω).

• ϕ é coerciva. Com efeito,

ϕ((u, v), (u, v)) =

∫
Ω
ρ(x)|u|2 dx+

∫
Ω
ρ(x)|v|2 dx

∫
Ω
a(x)|u|2 dx+

∫
Ω
b(x)|v|2 dx

+

∫
Ω
(∇u)⊤ ·K(x) · ∇u dx+

∫
Ω
(∇v)⊤ ·K(x) · ∇v dx

⩾ ∥u∥2H1
0 (Ω) + ∥v∥2H1

0 (Ω)

= ∥(u, v)∥2H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω).

Sendo ϕ(·, ·) bilinear, contı́nua e coerciva, segue do Teorema de Lax-Milgram, que existe um
único (u, v) ∈ H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω), tal que

ϕ((u, v), (φ,ψ)) = ⟨g1, φ⟩H−1(Ω),H1
0 (Ω) + ⟨g2, ψ⟩H−1(Ω),H1

0 (Ω), (3.7)

para quaisquer (φ,ψ) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω).

Motivados por (3.5), definimos {
w = u− h1

z = v − h2.
(3.8)

e afirmamos que U = (u, v, w, z) ∈ D(A) e suas componentes satisfazem (3.4). De fato, tomando
φ = 0 e ψ ∈ D(Ω) em (3.7), temos válida a expressão∫

Ω
(ρ(x) + b(x)) v ψ + (∇v)⊤ ·K(x) · ∇ψ dx =

∫
Ω
g2 ψ dx, ∀ψ ∈ D(Ω),

a qual, pelo Teorema da Divergência, podemos reescrever como∫
Ω
(ρ(x) + b(x)) v ψ − div(K(x)∇v)ψ dx =

∫
Ω
g2 ψ dx, ∀ψ ∈ D(Ω).
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Segue daı́ que

⟨(ρ(x) + b(x))v − div(K(x)∇v), ψ⟩D′(Ω),D(Ω) = ⟨g2, ψ⟩D′(Ω),D(Ω), ∀ψ ∈ D(Ω),

isto é,
(ρ(x) + b(x))v − div(K(x)∇v) = g2 em D′(Ω).

Observando que ambos os lados da igualdade acima estão em H−1(Ω), temos que

(ρ(x) + b(x))v − div(K(x)∇v) = g2 em H−1(Ω),

satisfazendo (3.6)2.

Ainda, como g2 ∈ L2(Ω) e v ∈ H1
0 (Ω), pela regularidade elı́ptica dada pelo Teorema 1.25, segue

que v ∈ H2(Ω). Assim, garantimos a existência de v ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) satisfazendo (3.6)2.

Procedendo de maneira inteiramente análoga (tomando ψ = 0 e φ ∈ D(Ω) em (3.7)), obtemos a
existência de u ∈ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω) que satisfaz (3.6)1. Mais ainda, da definição (3.8) temos que
w, z ∈ H1

0 (Ω).

Note que, utilizando a definição de g1 e g2 e (3.8), podemos reescrever (3.6) como{
ρ(x)w − div(K(x)∇u) + a(x)w = ρ(x)h3,

ρ(x)z − div(K(x)∇v) + b(x) z = ρ(x)h4,

mostrando que estão satisfeitas as equações (3.4)3 e (3.4)4. Além disso, também de (3.8) temos
satisfeitas (3.4)1 e (3.4)2.

Pelo exposto acima, garantimos a existência de U = (u, v, w, z) ∈ D(A) que satisfaz as equações
(3.4), garantindo a sobrejetividade do operador I +A, como querı́amos.

A é densamente definido. Tendo em mãos que o operador A é dissipativo e Im(I + A) = H, do
fato de H ser um espaço reflexivo, segue da Proposição 1.42 que D(A) é denso em H.

Agora, mostremos a validade de (ii), ou seja, que F definido em (3.3) é localmente Lipschitz. De
fato, sejam U = (u1, u2, u3, u4), V = (v1, v2, v3, v4) ∈ H. Observe que:

∥F(U)− F(V )∥2H =

∫
Ω

1

ρ(x)

∣∣|v2|p+2|v1|p v1 − |u2|p+2|u1|p u1
∣∣2 dx

+

∫
Ω

1

ρ(x)

∣∣|v1|p+2|v2|p v2 − |u1|p+2|u2|p u2
∣∣2 dx. (3.9)

Nos concentraremos em estimar (3.9). Para isso, analisaremos apenas o primeiro termo, visto
que o segundo apresenta estimativa inteiramente análoga.



3.1 Boa Colocação 89

Considerando g(s) = |s|p+1 s, f(s) = |s|p s e utilizando o Lema A.1 (Apêndice A), temos

∣∣|v2|p+2|v1|p v1 − |u2|p+2|u1|p u1
∣∣ = ∣∣∣g(|v2|) · f(v1)− g(|u2|) · f(u1)

∣∣∣
⩽ C(p)

[
|v2|p+2

{
|u1|p + |v1|p

}
|v1 − u1|

+|u1|p
{
|v2|p+1 + |u2|p+1

}
|v2 − u2|

]
.

Desta forma, podemos estimar o primeiro termo de (3.9) por:∫
Ω

1

ρ(x)

∣∣|v2|p+2|v1|p v1 − |u2|p+2|u1|p u1
∣∣2 dx

⩽ C̃(p)

[∫
Ω
|v2|2(p+2)

{
|u1|2p + |v1|2p

}
|v1 − u1|2dx

+

∫
Ω
|u1|2(p+1)

{
|v2|2(p+1) + |u2|2(p+1)

}
|v2 − u2|2dx

]
. (3.10)

Sejam R > 0 uma constante e U, V ∈ H tais que ∥U∥H ⩽ R e ∥V ∥H ⩽ R.

• Se d = 1, vale a imersão H1
0 (Ω) ↪→ L∞(Ω) e, então,∫

Ω

1

ρ(x)

∣∣|v2|p+2|v1|p v1 − |u2|p+2|u1|p u1
∣∣2 dx

⩽ C̃(p)
[
∥v2∥2(p+2)

L∞(Ω)

(
∥v1∥2pL∞(Ω) + ∥u1∥2pL∞(Ω)

)
∥v1 − u1∥2L2(Ω)

+∥u1∥2(p+1)
L∞(Ω)

(
∥v2∥2(p+1)

L∞(Ω) + ∥u2∥2(p+1)
L∞(Ω)

)
∥v2 − u2∥2L2(Ω)

]
⩽ C̃(p)

[
∥v2∥2(p+2)

H1
0 (Ω)

(
∥v1∥2pH1

0 (Ω)
+ ∥u1∥2pH1

0 (Ω)

)
∥v1 − u1∥2H1

0 (Ω)

+∥u1∥2(p+1)

H1
0 (Ω)

(
∥v2∥2(p+1)

H1
0 (Ω)

+ ∥u2∥2(p+1)

H1
0 (Ω)

)
∥v2 − u2∥2H1

0 (Ω)

]
⩽M1(R)

(
∥v1 − u1∥2H1

0 (Ω) + ∥v2 − u2∥2H1
0 (Ω)

)
=M1(R)∥U − V ∥2H. (3.11)

• Se d = 2, escrevemos (3.10) na forma∫
Ω

1

ρ(x)

∣∣|v2|p+2|v1|p v1 − |u2|p+2|u1|p u1
∣∣2 dx ⩽ C̃(p) (I1 + I2)

em que

I1 =

∫
Ω
|v2|2(p+2)|u1|2p|v1 − u1|2 dx+

∫
Ω
|v2|2(p+2)|v1|2p|v1 − u1|2 dx e

I2 =

∫
Ω
|u1|2(p+1)|v2|2(p+1)|v2 − u2|2 dx+

∫
Ω
|u1|2(p+1)|u2|2(p+1)|v2 − u2|2 dx.

Avaliemos I1 e I2. Inicialmente, observamos que a expressão I1 possui duas integrais cujas
estimativas são análogas, visto que possuem os mesmos expoentes. Utilizando a desigualdade
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de Hölder generalizada, com p1 =
p+2
p , q1 = p+ 2 e r1 = p+ 2, obtemos:∫

Ω
|v2|2(p+2)|u1|2p|v1 − u1|2 dx

⩽

(∫
Ω
|v2|2(p+2)(p+2)

) 1
p+2

(∫
Ω
|u1|2(p+2)

) p
p+2

(∫
Ω
|v1 − u1|2(p+2)

) 1
p+2

⩽ ∥v2∥2(p+2)

L2(p+2)(p+2)(Ω)
∥u1∥2pL2(p+2)(Ω)

∥v1 − u1∥2L2(p+2)(Ω)

e como neste caso (d = 2) é válida a imersão

H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ⩾ 2, (3.12)

concluı́mos que
H1

0 (Ω) ↪→ L2(p+2)(p+2)(Ω) and H1
0 (Ω) ↪→ L2(p+2)(Ω).

Portanto, ∫
Ω
|v2|2(p+2)|u1|2p|v1 − u1|2 dx ⩽ L1(R)∥v1 − u1∥2H1

0 (Ω). (3.13)

Da mesma forma, obtemos que∫
Ω
|v2|2(p+2)|v1|2p|v1 − u1|2 dx ⩽ L1(R)∥v1 − u1∥2H1

0 (Ω). (3.14)

Assim como ocorreu em I1, a expressão I2 possui duas integrais cujas estimativas são análogas,
visto que possuem os mesmos expoentes. Utilizando, novamente, a desigualdade de Hölder
generalizada, com p2 = p+ 2, q2 =

2(p+2)
p+1 e r2 =

2(p+2)
p+1 , temos:∫

Ω
|u1|2(p+1)|v2|2(p+1)|v2 − u2|2 dx

⩽

(∫
Ω
|u1|4(p+2)

) p+1
2(p+2)

(∫
Ω
|v2|4(p+2)

) p+1
2(p+2)

(∫
Ω
|v2 − u2|2(p+2)

) 1
p+2

⩽ ∥u1∥2(p+1)

L4(p+2)(Ω)
∥v2∥2(p+1)

L4(p+2)(Ω)
∥v2 − u2∥2L2(p+2)(Ω)

e, por (3.12), são válidas as imersões

H1
0 (Ω) ↪→ L4(p+2)(Ω) and H1

0 (Ω) ↪→ L2(p+2)(Ω).

Assim, ∫
Ω
|u1|2(p+1)|v2|2(p+1)|v2 − u2|2 dx ⩽ L2(R)∥v2 − u2∥2H1

0 (Ω). (3.15)

Ainda, ∫
Ω
|u1|2(p+1)|u2|2(p+1)|v2 − u2|2 dx ⩽ L2(R)∥v2 − u2∥2H1

0 (Ω). (3.16)
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De (3.13), (3.14), (3.15) e (3.16), escolhendo M2(R) = max{2L1(R), 2L2(R)}, obtemos∫
Ω

1

ρ(x)

∣∣|v2|p+2|v1|p v1 − |u2|p+2|u1|p u1
∣∣2 dx ⩽M2(R)(∥v1 − u1∥2 + ∥v2 − u2∥2)

⩽M2(R)∥U − V ∥2H. (3.17)

De maneira similar, como feito em (3.11) e (3.17), existem M3(R), M4(R) > 0 tal que∫
Ω

1

ρ(x)

∣∣|v1|p+2|v2|p v2 − |u1|p+2|u2|p u2
∣∣2 dx ⩽ M3(R)∥U − V ∥2H,

se d = 1 e ∫
Ω

1

ρ(x)

∣∣|v1|p+2|v2|p v2 − |u1|p+2|u2|p u2
∣∣2 dx ⩽ M4(R)∥U − V ∥2H,

se d = 2. Tomando M(R) = max{M1(R),M2(R),M3(R),M4(R)}, obtemos

∥F(U)− F(V )∥2H ⩽M(R)∥U − V ∥2H.

Desta forma, mostramos que F é localmente Lipschitz, como desejado. Assim, temos garantida –
pelos Teoremas 1.38 e 1.39 – a existência de um tempo maximal Tmax, tal que o problema (3.1)
tem uma única solução generalizada U ∈ C([0,+∞);H) satisfazendo

U(t) = eAtU0 +

∫ t

0
eA(t−s) F(U(s)) ds, ∀ t ∈ [0, Tmax).

Em particular, se U0 ∈ D(A) então a solução generalizada é clássica e

U ∈ C([0,+∞);D(A) ∩ C1([0,+∞);H).

Além disso, tal Tmax ∈ (0,+∞] e goza da seguinte propriedade:

(i) Tmax = +∞, isto é, o problema admite uma solução global ou

(ii) Tmax < +∞ e

lim
t→T−

max

∥U(t)∥H = +∞. (3.18)

A fim de provar a existência global, é suficiente provar que (ii) não pode ocorrer. De fato,
suponhamos o contrário, isto é, Tmax < +∞ e vale (3.18) e que U0 ∈ D(A). Multiplicando a
equação (3.1)1 por ∂tu, (3.1)2 por ∂tv, integrando em Ω e adicionando os resultados, obtemos:

d

dt
E(u,v)(t) +

(∫
Ω

(
a(x)|∂tu(x, t)|2 + b(x)|∂tv(x, t)|2

)
dx

)
= 0, (3.19)

em que
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E(u,v)(t) =
1

2

[∫
Ω
ρ(x)|∂tu(x, t)|2dx+

∫
Ω
ρ(x)|∂tv(x, t)|2dx+

∫
Ω
∇u(x, t)⊤ ·K(x) · ∇u(x, t)dx

]
+

1

2

[∫
Ω
∇v(x, t)⊤ ·K(x) · ∇v(x, t)dx+

2

p+ 2

∫
Ω
|uv|p+2(x, t)dx

]
.

Assim, de (3.19), segue que E(u,v)(t) ⩽ E(u,v)(0), ∀ t ∈ [0, Tmax), visto que a e b são funções não
negativas. Além disso,

E(u,v)(t) ⩾
1

2

[∫
Ω
ρ(x)|∂tu(x, t)|2dx+

∫
Ω
ρ(x)|∂tv(x, t)|2dx

]
+

1

2

[∫
Ω
∇u(x, t)⊤ ·K(x) · ∇u(x, t)dx+

∫
Ω
∇v(x, t)⊤ ·K(x) · ∇v(x, t)dx

]
=

1

2
∥(u, v, ∂tu, ∂tv)∥2H,

e, portanto,

1

2
∥(u, v, ∂tu, ∂tv)∥2H ⩽ E(u,v)(t) ⩽ E(u,v)(0) ⩽ C(∥U0∥H), para todo t ∈ [0, Tmax),

contrariando (3.18). Logo, só pode ocorrer Tmax = +∞. Isto encerra a demonstração dos itens
(I) e (II) deste resultado. Por fim, integrando (3.19) em (t1, t2), obtemos

Eu,v(t2)− Eu,v(t1) = −
∫ t2

t1

∫
Ω

(
a(x)|∂tu(x, t)|2 + b(x)|∂tv(x, t)|2

)
dx dt,

para todo 0 ⩽ t1 ⩽ t2, o que prova o item (III) deste teorema e conclui a demonstração.

3.2 Decaimento Exponencial

Nesta seção, no intuito de obtermos a estabilidade exponencial do problema (3.1), supo-
mos válidas as hipóteses seguintes.

(H.3) O conjunto ω denota uma interseção de Ω com uma vizinhança da fronteira ∂Ω em Rd.
Supomos que ω controla Ω geometricamente, ou seja, existe T0 > 0, tal que toda geodésica

da métrica G(x), em que G(x) =
(
K(x)
ρ(x)

)−1
, viajando com velocidade 1 e partindo de t = 0,

intercepta o conjunto ω em um tempo t < T0.

(H.4) Para todo T > 0, a única solução u, v ∈ C(]0, T [;L2(Ω))∩C(]0, T [, H−1(Ω)) para o sistema
ρ(x)∂2t u− div(K(x)∇u) + V1(x, t)u = V3(x, t)v em Ω× (0, T ),

ρ(x)∂2t v − div(K(x)∇v) + V2(x, t)v = V3(x, t)u em Ω× (0, T ),

u = v = 0 sobre ω,
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em que V1(x, t), V2(x, t) e V3(x, t) são elementos de L∞(]0, T [, L
d+1
2 (Ω)), é a solução trivial

u = v = 0.

Observação 3.3. A Hipótese (H.3) é conhecida como Condição Geométrica de Controle (CGC). Sabe-se
que a CGC é uma condição necessária e suficiente para o controle e estabilização da equação da onda
linear (ver [7], [14], [22], [16], [28], [58] e suas referências). Nesta direção, vale ainda mencionar o
trabalho de Betelú, Gulliver e Littman [8], onde os autores discutem a questão das geodésicas fechadas
no interior da região Ω. Tais geodésicas fechadas tornam o controle impossı́vel já que as bicaracterı́sticas
nunca encontram a região onde o controle é posto. Neste mesmo artigo, os autores mostram – no caso
bidimensional – que a não existência de geodésicas fechadas no interior é, também, uma condição suficiente
para o controle.

Do observado acima e do fato de não termos nenhum controle sobre as geodésicas, já que
estamos em um meio não-homogêneo, neste capı́tulo consideramos ω uma vizinhança de todo o
bordo ∂Ω e damos condições sobre a métrica G = (K/ρ)−1 de forma que todas as geodésicas
dessa métrica encontrem o conjunto ω em um tempo t < T0. No caso geral, devemos assumir
que a, b ∈ C(Ω) e que as hipóteses seguintes sejam satisfeitas:

(i) a(x), b(x) > 0, ∀x ∈ ∂Ω;

(ii) Para toda geodésica t ∈ I 7→ x(t) ∈ Ω da métrica G = (K/ρ)−1, com 0 ∈ I , existe t ⩾ 0 tal
que a(x(t)), b(x(t)) > 0.

Observamos que se G = Id a condição (i) implica que (ii) também é válida, visto que as
geodésicas são linhas retas (ver Figura 3.1, à esquerda). Por outro lado, quando estamos com
uma métrica arbitrária, a condição (i) pode ser válida sem que (ii) se verifique, por exemplo, no
caso em que G admite uma geodésica presa (ver Figura 3.1, à direita).

Figura 3.1: Exemplos de geodésicas.

Observação 3.4. É importante salientar que a Hipótese (H.3) não é trivialmente satisfeita para toda
matriz G = (K/ρ)−1. Por exemplo, o equador na esfera unitária S2 é uma geodésica periódica e podemos
considerar Ω ⊂ S2, que contém o equador, como um domı́nio em R2 munido da métrica Riemanniana G.
Pode-se observar em [3] outros exemplos em que essa situação ocorre. Quando G(x) = Id, as geodésicas
são linhas retas e, neste caso, elas necessariamente vão encontrar a região ω.
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Por razões já discutidas, para uma métrica G = (K/ρ)−1, sem nenhuma condição extra
sobre a densidade ρ(x), a região ω estar localizada em uma vizinhança da fronteira de Ω pode não
ser suficiente para a estabilização. Uma maneira de superar esta dificuldade, isto é, minimizar
o máximo possı́vel a região onde o efeito dissipativo atua, é seguir as ideias introduzidas por
Cavalcanti et al. em [22] e [16]. Nestes artigos, os autores mostram que dada uma variedade
Riemanniana (Ω, G) com métrica G = (K/ρ)−1 e ω uma vizinhança da fronteira de Ω, existe
uma famı́lia finita {Vi}i=1,··· ,k de conjuntos abertos com fronteira suave tais que seus fechos são,
dois a dois, disjuntos e V = ∪k

i=1Vi satisfaz

• med(V ) ⩾ med(M\ω)− ϵ, para todo ϵ > 0,

• V pode ser deixado sem dissipação.

Assim, se considerarmos uma dissipação agindo em ω e em (Ω\ω)\V , então toda
geodésica da métrica G = (K/ρ)−1 irá interceptar a região onde a dissipação atua. Assim,
não existirão geodésicas “presas” dentro dos conjuntos Vi, i = 1, · · · , k, os quais estão livres de
dissipação e, assim, a Hipótese (H.3) é satisfeita. Mais ainda, (Ω\ω)\V pode ser arbitrariamente
pequeno, fazendo com que o volume da região onde a dissipação atua seja tão pequeno quanto
possı́vel para uma métrica geral G = (K/ρ)−1.

Na figura abaixo, a região ω (em cor azul) em torno da fronteira ∂Ω e (Ω\ω)\V (malha
em cor cinza claro) ilustram a região onde a dissipação atua na variedade (Ω, G), em que
G = (K/ρ)−1, a qual pode ser considerada com medida arbitrariamente pequena, entretanto

totalmente distribuı́da sobre Ω. A região V :=
k
∪
i=1
Vi (em cor branca) ilustra a região sem

dissipação com medida arbitrariamente grande e também totalmente distribuı́da em Ω.

ω Ω

Figura 3.2: Ilustração das regiões ω, (Ω\ω)\V e V .

Com isso, estamos em condições de estabelecer o principal resultado desta seção.

Teorema 3.5 (Estabilidade Exponencial). Suponha válidas as Hipóteses (H.3) e (H.4). Então, dado
R > 0, existem constantes positivas C e γ (possivelmente dependentes de R) tais que a seguinte
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desigualdade é válida

E(u,v)(t) ⩽ C e−γtE(u,v)(0), para todo t > 0, (3.20)

para toda solução generalizada do problema (3.1), desde que E(u,v)(0) ⩽ R.

Observação 3.6. Por argumentos usuais de densidade é suficiente trabalhar com soluções regulares, uma
vez que a taxa de decaimento (3.20) pode ser recuperada para soluções fracas.

Para mostrar (3.20) é importante observar que os dados iniciais (u0, v0, u1, v1) precisam
ser tomados em conjuntos limitados de H, transformando o Teorema 3.5 em um resultado de
estabilização local. De fato, as constantes C e γ são uniformes em cada bola de H com raio R > 0

do espaço de fase, mas o resultado não garante que (3.20) seja válida com constantes C e γ, que
sejam independentes dos dados iniciais.

A fim de demonstrar o Teorema 3.5 precisamos de duas importantes ferramentas: validar
um princı́pio da continuação única para sistemas e a obtenção de uma desigualdade de observabilidade.
Neste sentido, observamos, inicialmente, que a Hipótese (H.4) indica o Princı́pio da Continuação
Única a ser utilizado. Assim, precisamos assegurar que, nas condições do nosso problema,
este princı́pio se verifica, pelo menos, localmente. Esta importante garantia nos é dada pela
Proposição 1.66, um resultado estabelecido por Cavalcanti et al [23]. Dedicaremos a próxima
subseção à obtenção da desigualdade de observabilidade.

3.2.1 Desigualdade de Observabilidade

Inspirados nos argumentos de [27] e [28], apresentamos uma prova da desigualdade
inversa do problema (3.1).

Lema 3.7 (Desigualdade de Observabilidade). Para todo R > 0 e para todo T > 0, existe uma
constante C = C(R, T ) > 0 que torna válida a desigualdade

E(u,v)(0) ⩽ C

∫ T

0

∫
Ω
(a(x) |∂tu(x, t)|2 + b(x) |∂tv(x, t)|2) dx dt, (3.21)

para toda solução regular u do problema (3.1), desde que os dados iniciais satisfaçam E(u,v)(0) ⩽ R.

Demonstração. Para provar (3.21), argumentaremos por contradição. Suponhamos então que
(3.21) não é válida. Então, existe uma sequência (un, vn) de soluções regulares para o problema,
de acordo com o Teorema 3.2, tal que os dados iniciais satisfazem

E(un,vn)(0) ⩽ L, ∀n ∈ N, (3.22)

e para algum L > 0. Além disso,

lim
n→∞

E(un,vn)(0)∫ T
0

∫
Ω(a(x) |∂tun(x, t)|2 + b(x) |∂tvn(x, t)|2) dx dt

= +∞,
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ou, equivalentemente,

lim
n→∞

∫ T
0

∫
Ω(a(x) |∂tu

n(x, t)|2 + b(x) |∂tvn(x, t)|2) dxdt
E(un,vn)(0)

= 0. (3.23)

De (3.22) e (3.23), temos:

lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω
(a(x) |∂tun(x, t)|2 + b(x) |∂tvn(x, t)|2) dx dt = 0. (3.24)

e, uma vez que a(x) ⩾ a0 > 0 e b(x) ⩾ b0 > 0 q. s. em ω, concluı́mos de (3.24) que

lim
n→∞

∫ T

0

∫
ω
|∂tun(x, t)|2 dx dt = lim

n→∞

∫ T

0

∫
ω
|∂tvn(x, t)|2 dx dt = 0. (3.25)

Como E(un,vn)(t) é não-crescente e (3.22) é válida, temos que a sequência (un, vn, ∂tu
n, ∂tv

n) é
limitada em H. Assim, (∇un,∇vn) e (∂tu

n, ∂tv
n) são sequências limitadas em L2(Ω) e aplicando

o Teorema 1.20 para V = L2(Ω) = V ∗, obtemos uma subsequência, a qual será denotada da
mesma forma, que verifica(un, vn)

∗−−−⇀ (u, v) em [L∞(0, T ;H1
0 (Ω))]

2,

(∂tu
n, ∂tv

n)
∗−−−⇀ (∂tu, ∂tv) em [L∞(0, T ;L2(Ω))]2.

(3.26)

De (3.26), utilizando o Teorema de Aubin-Lions-Simon (Teorema 1.27) e a cadeia de imersões
H1

0 (Ω) ↪→ Lq(Ω) ↪→ L2(Ω), para todo q ∈ [2,+∞), temos, para uma eventual subsequência (a
qual ainda será denotada da mesma forma), que

(un, vn) −−→ (u, v) em [L∞(0, T ;Lq(Ω))]2, para todo q ∈ [2,+∞). (3.27)

Note que de (3.27), em particular temos

(un, vn) −−→ (u, v) em [L2(0, T ;L2(Ω))]2,

o que, pelo Teorema da Convergência Dominada Inversa (Teorema 1.5) nos dá

(un, vn) −−→ (u, v) q. s. em Ω× (0, T ).

Sendo (r, s) 7→ |s|p+2|r|p r uma função contı́nua para quaisquer r, s ∈ R, temos que|vn|p+2 |un|p un −−→ |v|p+2 |u|p u q. s. em Ω× (0, T ),

|un|p+2 |vn|p vn −−→ |u|p+2 |v|p v q. s. em Ω× (0, T ).
(3.28)

Além disso, as sequências (|vn|p+2 |un|p un) e (|un|p+2 |vn|p vn) são limitadas em L2(0, T ;L2(Ω)).
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De fato,∫ T

0

∫
Ω

∣∣|vn(x, t)|p+2 |un(x, t)|p un(x, t)
∣∣2 dx dt

=

∫ T

0

∫
Ω
|vn(x, t)|2(p+2) |un(x, t)|2(p+1) dx dt

⩽

(∫ T

0

∫
Ω
|vn(x, t)|2(p+2)2 dx dt

) 1
p+2
(∫ T

0

∫
Ω
|un(x, t)|2(p+2) dx dt

) p+1
p+2

= ∥vn∥2(p+2)

L2(p+2)2 (Ω×(0,T ))
∥un∥2(p+1)

L2(p+2)(Ω×(0,T ))

≲ ∥vn∥2(p+2)

L∞(0,T ;H1
0 (Ω))

∥un∥2(p+1)

L∞(0,T ;H1
0 (Ω))

< +∞.

Analogamente, obtém-se a outra limitação. Destas limitações e das convergências (3.28), pode-
mos utilizar o Lema de Lions (Lema 1.28) para concluir que|vn|p+2 |un|p un −−⇀ |v|p+2 |u|p u em L2(0, T ;L2(Ω)),

|un|p+2 |vn|p vn −−⇀ |u|p+2 |v|p v em L2(0, T ;L2(Ω)).
(3.29)

Nesse ponto iremos dividir a prova em quatro casos:

Caso (i): u = 0 e v ̸= 0. Consideremos u = 0 e a seguinte sequência de problemas

ρ(x)∂2t u
n − div(K(x)∇un) + |vn|p+2 |un|p un + a(x)∂tu

n = 0 em Ω× (0, T ),

ρ(x)∂2t v
n − div(K(x)∇vn) + |un|p+2 |vn|p vn + b(x)∂tv

n = 0 em Ω× (0, T ),

un = vn = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

un(x, 0) = un0 (x), ∂tu
n(x, 0) = un1 (x) em Ω,

vn(x, 0) = vn0 (x), ∂tv
n(x, 0) = vn1 (x) em Ω,

(3.30)

Passando o limite em (3.30) e levando em conta (3.24), (3.25), (3.26) e (3.27), temosρ(x)∂2t v − div(K(x)∇v) = 0 em D′(Ω× (0, T )),

∂tv = 0 em ω × (0, T ).
(3.31)

Derivando (3.31) no sentido das distribuições e tomando z = ∂tv obtemosρ(x)∂2t z − div(K(x)∇z) = 0 em D′(Ω× (0, T )),

z = 0 em ω × (0, T ),

o que implica, pelo Teorema 1.65, que z = ∂tv = 0 em Ω× (0, T ). Multiplicando (3.31)1 por v,
integrando em Ω× (0, T ) e utilizando o Teorema da divergência, temos∫ T

0

∫
Ω
(∇v(x, t))T ·K(x) · ∇v(x, t) dx dt = 0.
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Donde, da desigualdade de Poincaré e a equivalência entre as normas, temos

0 ⩽
∫ T

0

∫
Ω
|v(x, t)|2 dx dt ≲

∫ T

0

∫
Ω
|∇v(x, t)|2 dx dt

≲
∫ T

0

∫
Ω
(∇v(x, t))T ·K(x) · ∇v(x, t) dx dt

⩽ 0.

E assim, ∥v∥L2(0,T ;L2(Ω)) = 0, o que implica que v = 0 em L2(0, T ;L2(Ω)), o que é um absurdo
pois supomos v ̸= 0.

Caso (ii): v = 0 e u ̸= 0. Consideremos v = 0 e a seguinte sequência de problemas (3.30).

Passando o limite em (3.30) e levando em conta (3.24)-(3.27), temosρ(x)∂2t u− div(K(x)∇u) = 0 em D′(Ω× (0, T )),

∂tu = 0 em ω × (0, T ).

Analogamente ao caso anterior, mostramos que u = 0 em L2(0, T ;L2(Ω)), o que é um absurdo.

Caso (iii): u ̸= 0 e v ̸= 0. Passando o limite em (3.30) e observando (3.25)-(3.29), obtemos
ρ(x)∂2t u− div(K(x)∇u) + |v|p+2 |u|p u = 0 em D′(Ω× (0, T )),

ρ(x)∂2t v − div(K(x)∇v) + |u|p+2 |v|p v = 0 em D′(Ω× (0, T )),

∂tu = ∂tv = 0 em ω × (0, T ),

(3.32)

Derivando (3.32) no sentido das distribuições e tomando w = ∂tu e z = ∂tv obtemos
ρ(x)∂2tw − div(K(x)∇w) + (p+ 1) |v|p+2 |u|pw + (p+ 2) |uv|p uv z = 0 em D′(Ω× (0, T )),

ρ(x)∂2t z − div(K(x)∇z) + (p+ 1) |u|p+2 |v|p z + (p+ 2) |uv|p uv w = 0 em D′(Ω× (0, T )),

w = z = 0 em ω × (0, T ).

Definindo

V1(x, t) = (p+ 1)|v(x, t)|p+2 |u(x, t)|p,

V2(x, t) = (p+ 1)|u(x, t)|p+2 |v(x, t)|p,

V3(x, t) = −(p+ 2)|uv|p(x, t) (uv)(x, t),

o sistema imediatamente acima pode ser reescrito como
ρ(x)∂2tw − div(K(x)∇w) + V1(x, t)w = V3(x, t) z em D′(Ω× (0, T )),

ρ(x)∂2t z − div(K(x)∇z) + V2(x, t) z = V3(x, t)w em D′(Ω× (0, T )),

w = z = 0 em ω × (0, T ).
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Observamos que V1, V2 e V3 são elementos de L∞(0, T ;L
3
2 (Ω)). De fato,

∥V1(t)∥
3
2

L
3
2 (Ω)

=

∫
Ω
|V1(x, t)|

3
2dx

= |p+ 1|
3
2

∫
Ω
|u(x, t)|

3(p+2)
2 |v(x, t)|

3p
2 dx

≲

(∫
Ω
|u(x, t)|

3(p+2)2

4 dx

) 2
p+2
(∫

Ω
|v(x, t)|

3(p+2)
2 dx

) p
p+2

≲ ∥u(t)∥
3(p+2)

2

L
3(p+2)2

4 (Ω)

∥v(t)∥
3p
2

L
3(p+2)

2 (Ω)
.

Como u, v ∈ L∞(0, T ;Lq(Ω)) para qualquer q ⩾ 2 e min
{

3(p+2)2

4 , 3(p+2)
2

}
⩾ 3, segue que

V1 ∈ L∞(0, T ;L
3
2 (Ω)). Analogamente, V2 ∈ L∞(0, T ;L

3
2 (Ω)).

De maneira similar, provamos que V3 ∈ L∞(0, T ;L
3
2 (Ω)). Com efeito,

∥V3(t)∥
3
2

L
3
2 (Ω)

=

∫
Ω
|V3(x, t)|

3
2dx

= |p+ 2|
3
2

∫
Ω
|u(x, t)|

3(p+1)
2 |v(x, t)|

3(p+1)
2 dx

≲

(∫
Ω
|u(x, t)|

3(p+1)(p+2)
2 dx

) 1
p+2
(∫

Ω
|v(x, t)|

3(p+2)
2 dx

) p+1
p+2

≲ ∥u(t)∥
3(p+1)

2

L
3(p+1)(p+2)

2 (Ω)
∥v(t)∥

3(p+1)
2

L
3(p+2)

2 (Ω)
.

Mais uma vez, como u, v ∈ L∞(0, T ;Lq(Ω)) para qualquer q ⩾ 2 e min
{

3(p+1)(p+2)
2 , 3(p+2)

2

}
⩾ 3,

segue que V3 ∈ L∞(0, T ;L
3
2 (Ω)).

Agora, utilizando a Hipótese (H.4), concluı́mos que (w, z) = (0, 0) em Ω× (0, T ). Multiplicando
(3.32)1 por u, (3.32)2 por v, integrando em Ω × (0, T ) e utilizando o Teorema da divergência,
temos

∫ T

0

∫
Ω
(∇u(x, t))T ·K(x) ·∇u(x, t) dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
|v(x, t)|p+2|u(x, t)|pu2(x, t) dx dt = 0∫ T

0

∫
Ω
(∇v(x, t))T ·K(x) ·∇v(x, t) dx dt+

∫ T

0

∫
Ω
|u(x, t)|p+2|v(x, t)|pv2(x, t) dx dt = 0

(3.33)

De (3.33)1, segue que∫ T

0

∫
Ω
(∇u(x, t))T ·K(x) · ∇u(x, t) dx dt = −

∫ T

0

∫
Ω
|v(x, t)|p+2 |u(x, t)|p u2(x, t) dx dt ⩽ 0.

Da desigualdade de Poincaré e a equivalência entre as normas, temos
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0 ⩽
∫ T

0

∫
Ω
|u(x, t)|2 dx dt ≲

∫ T

0

∫
Ω
|∇u(x, t)|2 dx dt

≲
∫ T

0

∫
Ω
(∇u(x, t))T ·K(x) · ∇u(x, t) dx dt

⩽ 0.

E assim, ∥u∥L2(0,T ;L2(Ω)) = 0, o que implica que u = 0 em L2(0, T ;L2(Ω)) e, procedendo de
forma análoga para (3.33)2, deduzimos que v = 0 em L2(0, T ;L2(Ω)), o que é uma contradição
com o que assumimos no caso (iii).

Caso (iv): u = v = 0. Agora, definimos

αn := [E(un,vn)(0)]
1/2, wn :=

un

αn
e zn :=

vn

αn
, (3.34)

e tomamos a seguinte sequência de problemas:

ρ(x)∂2tw
n − div (K(x)∇wn) + α2p+2

n |zn|p+2 |wn|pwn + a(x) ∂tw
n = 0 em Ω× (0, T )

ρ(x)∂2t z
n − div (K(x)∇zn) + α2p+2

n |wn|p+2 |zn|p zn + b(x) ∂tz
n = 0 em Ω× (0, T )

wn = zn = 0 sobre ∂Ω× (0, T )

wn(x, 0) = wn
0 (x) :=

un
0 (x)
αn

, ∂tw
n(x, 0) = wn

1 (x) :=
un
1 (x)
αn

em Ω

zn(x, 0) = zn0 (x) :=
vn0 (x)
αn

, ∂tz
n(x, 0) = zn1 (x) :=

vn1 (x)
αn

em Ω.

(3.35)

Multiplicando (3.35)1 por ∂twn e (3.35)2 por ∂tzn, integrando em Ω e adicionando os resultados
deduzimos que

E(wn,zn)(t) =
1

α2
n

E(un,vn)(t). (3.36)

De (3.36) segue que E(wn,zn)(0) = 1, para todo n ∈ N. A fim de obter uma contradição, como
mencionamos no inı́cio da demonstração, vamos provar agora que E(wn,zn)(0) converge à zero.
De fato, de (3.23) e (3.34) temos que

lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω
a(x) |∂twn(x, t)|2 dxdt = 0 (3.37)

e

lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω
b(x) |∂tzn(x, t)|2 dxdt = 0. (3.38)

Uma vez que a(x) ⩾ a0 > 0, b(x) ⩾ b0 > 0 q. s. em ω, de (3.37) e (3.38) deduzimos que

lim
n→∞

∫ T

0

∫
ω
|∂twn(x, t)|2 dxdt = lim

n→∞

∫ T

0

∫
ω
|∂tzn(x, t)|2 dxdt = 0. (3.39)
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Além disso, sabendo que E(wn,zn)(t) é não crescente e E(wn,zn)(0) é uma sequência limitada,
temos que {(∇wn,∇zn)} e {(∂twn, ∂tz

n)} são sequências limitadas em L2(Ω). Aplicando o Lema
1.20 para estas sequências, obtemos duas subsequências, as quais ainda serão denotadas por
{(wn, zn)} e {(∂twn, ∂tz

n)}, que verificam

(wn, zn)
∗−−−⇀ (w, z) em (L∞(0, T ;H1

0 (Ω)))
2,

(∂tw
n, ∂tz

n)
∗−−−⇀ (∂tw, ∂tz) em (L∞(0, T ;L2(Ω)))2.

(3.40)

Novamente, pelo Teorema de Aubin-Lions-Simon (Teorema 1.27), para uma eventual sub-
sequência, a qual será denotada da mesma forma, temos que

(wn, zn) −−→ (w, z) em (L∞(0, T ;Lq(Ω)))2, q ∈ [2,+∞). (3.41)

Agora, uma vez que αn = [E(un,vn)(0)]
1/2 ⩽ R, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe

uma subsequência, a qual será denotada da mesma forma, tal que αn → α ∈ [0,+∞). Vamos
analisar os dois casos possı́veis:

Subcaso iv. (a): α = 0. Nesta situação, observe que

αnw
n = un −−→ 0 em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)),

αnz
n = vn −−→ 0 em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)).
(3.42)

Observando (3.37)-(3.40) e (3.42) e passando o limite em (3.35), obtemos:
ρ(x)∂2tw − div (K(x)∇w) = 0 em D′(Ω× (0, T )),

ρ(x)∂2t z − div (K(x)∇z) = 0 em D′(Ω× (0, T )),

∂tw = ∂tz = 0 em ω × (0, T ).

(3.43)

Derivando (3.43)1 e (3.43)2 no sentido das distribuições e definindo φ = ∂tw e ψ = ∂tz, temos
ρ(x)∂2t φ− div (K(x)∇φ) = 0 em D′(Ω× (0, T )),

ρ(x)∂2t ψ − div (K(x)∇ψ) = 0 em D′(Ω× (0, T )),

φ = ψ = 0 em ω × (0, T ),

o que implica que φ = ψ = 0 e, consequentemente, retornando para (3.43) em um processo
análogo ao realizado no caso (i), segue que w = z = 0.

Subcaso iv. (b): α > 0. Neste contexto, passando o limite no sistema (3.35), deduzimos que
ρ(x)∂2tw − div(K(x)∇w) + α2p+2 |z|p+2 |w|pw = 0 em Ω× (0, T ),

ρ(x)∂2t z − div(K(x)∇z) + α2p+2 |w|p+2 |z|p z = 0 em Ω× (0, T ),

wt = zt = 0 em ω × (0, T ).

(3.44)
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Derivando (3.44)1 e (3.44)2 no sentido das distribuições e definindo φ = ∂tw e ψ = ∂tz, temos
ρ(x)∂2t φ− div(K(x)∇φ) + V1(x, t)φ = V3(x, t)ψ em D′(Ω× (0, T )),

ρ(x)∂2t ψ − div(K(x)∇ψ) + V2(x, t)ψ = V3(x, t)φ em D′(Ω× (0, T )),

φ = ψ = 0 em ω × (0, T ).

em que

V1(x, t) = α2p+2(p+ 1)|z(x, t)|p+2|w(x, t)|p;

V2(x, t) = α2p+2(p+ 1)|w(x, t)|p+2|z(x, t)|p;

V3(x, t) = −α2p+2(p+ 2)|wz|p(x, t) (wz)(x, t).

Por argumentos inteiramente análogos àqueles utilizados no caso (iii), ao observar que V1, V2 e
V3 são elementos de L∞(0, T, L

3
2 (Ω)), concluı́mos que (φ,ψ) = (0, 0) em Ω× (0, T ) e, retornando

a (3.44), segue que w = z = 0.

Assim, em ambos os subcasos (α = 0 e α ̸= 0), concluı́mos que w = z = 0. Como consequência
disso, w = z = 0 nas convergências (3.40) e (3.41).

Além disso,∫ T

0

∫
Ω

∣∣α2p+2
n |zn(x, t)|p+2 |wn(x, t)|pwn(x, t)

∣∣2 dx dt
= α4p+4

n

∫ T

0

∫
Ω
|zn(x, t)|2(p+2) |wn(x, t)|2(p+1) dx dt

≲

(∫ T

0

∫
Ω
|zn(x, t)|2(p+2)2 dx dt

) 1
p+2
(∫ T

0

∫
Ω
|wn(x, t)|2(p+2) dx dt

) p+1
p+2

≲ ∥zn∥2(p+2)

L2(p+2)2 (Ω×(0,T ))
∥wn∥2(p+1)

L2(p+2)(Ω×(0,T ))
−−→ 0,

uma vez quewn → 0 emL2(p+2)(Ω×(0, T )) e zn → 0 emL2(p+2)2(Ω×(0, T )), dada a convergência
(3.41) e observando que min{2(p+ 2), 2(p+ 2)2} ⩾ 2.

Disto, temos
α2p+2
n |zn|p+2|wn|pwn −−→ 0 em L2(0, T ;L2(Ω))

α2p+2
n |wn|p+2|zn|pzn −−→ 0 em L2(0, T ;L2(Ω)),

(3.45)

em que a segunda convergência é obtida de maneira análoga.

Agora, validaremos as convergências:

|zn|p+2 |wn|pwn −→ 0 em L∞(0, T ;H−1(Ω)),

|wn|p+2 |zn|p zn −→ 0 em L∞(0, T ;H−1(Ω)).
(3.46)

De fato,
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∥∥|zn(t)|p+2 |wn(t)|pwn(t)
∥∥
H−1(Ω)

= sup
φ∈H1

0 (Ω)
∥φ∥

H1
0(Ω)

=1

∣∣∣〈|zn(t)|p+2 |wn(t)|pwn(t), φ
〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)

∣∣∣
⩽ sup

φ∈H1
0 (Ω)

∥φ∥
H1
0(Ω)

=1

∫
Ω
|zn(x, t)|p+2 |wn(x, t)|p+1 |φ(x)|

⩽ sup
φ∈H1

0 (Ω)
∥φ∥

H1
0(Ω)

=1

∥zn(t)∥p+2

L2(p+2)2 (Ω)
∥wn(t)∥p+1

Lp+2(Ω)
∥φ∥L2(p+2)(Ω)

≲ ∥zn(t)∥p+2
H1

0 (Ω)
∥wn(t)∥p+1

Lp+2(Ω)

≲ ∥zn∥p+2
L∞(0,T ;H1

0 (Ω))
∥wn∥p+1

L∞(0,T ;Lp+2(Ω))
−−→ 0,

uma vez que zn ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) e wn → 0 em L∞(0, T ;Lp+2(Ω)). Analogamente para a

segunda convergência.

Mais do que isso, a partir de (3.46), podemos concluir:

∂t
(
|zn|p+2 |wn|pwn

)
−→ 0 em H−1(0, T ;H−1(Ω)) = H−1(Ω× (0, T ))

∂t
(
|wn|p+2 |zn|p zn

)
−→ 0 em H−1(0, T ;H−1(Ω)) = H−1(Ω× (0, T )).

(3.47)

Com efeito, basta observar que, dada ψ ∈ H1
0 (Ω× (0, T )), temos:∣∣∣〈∂t (|zn|p+2 |wn|pwn

)
, ψ
〉
H−1(Ω×(0,T )),H1

0 (Ω×(0,T ))

∣∣∣
=
∣∣∣〈|zn|p+2 |wn|pwn, ∂tψ

〉
L2(0,T ;H−1(Ω)),L2(0,T ;H1

0 (Ω))

∣∣∣
⩽
∥∥|zn|p+2 |wn|pwn

∥∥
L2(0,T ;H−1(Ω))

∥∂tψ∥L2(0,T ;H1
0 (Ω))

≲
∥∥|zn|p+2 |wn|pwn

∥∥
L2(0,T ;H−1(Ω))

∥ψ∥H1
0 (Ω×(0,T )),

o que nos dá

∥∥∂t (|zn|p+2 |wn|pwn
)∥∥

H−1(Ω×(0,T ))
≲
∥∥|zn|p+2 |wn|pwn

∥∥
L2(0,T ;H−1(Ω))

−−→ 0,

uma vez que |zn|p+2 |wn|pwn −→ 0 em L∞(0, T ;H−1(Ω)) ↪→ L2(0, T ;H−1(Ω)). Analogamente
para a segunda convergência.

Lembremos que nosso objetivo é provar que E(wn,zn)(0) converge para zero, em que

E(wn,zn)(t) =
1

2

[∫
Ω
ρ(x)|∂twn(x, t)|2dx+

∫
Ω
ρ(x)|∂tzn(x, t)|2dx

]
+

1

2

[∫
Ω
∇zn(x, t)⊤ ·K(x) · ∇zn(x, t) dx+

∫
Ω
∇wn(x, t)⊤ ·K(x) · ∇wn(x, t) dx

]
+
α2p+2
n

p+ 2

∫
Ω
|wn(x, t) zn(x, t)|p+2dx
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Vamos utilizar a seguinte notação

P := ρ(x)∂2t −
d∑

i,j=1

∂xi

(
kij(x)∂xj

)
.

Da imersão H−1(Ω × (0, T )) ↪→ H−1
loc (Ω × (0, T )) e das convergências para zero (3.37), (3.38) e

(3.47), observando as hipóteses sobre a e b, deduzimos que:

P ∂tw
n = −∂t

(
|zn|p+2 |wn|pwn

)
− ∂t (a(x) ∂tw

n) −−→ 0 em H−1
loc (Ω× (0, T )),

P ∂tz
n = −∂t

(
|wn|p+2 |zn|p zn

)
− ∂t (b(x) ∂tz

n) −−→ 0 em H−1
loc (Ω× (0, T )).

(3.48)

Vamos denotar por µ1 e µ2 as medidas de defeito microlocal associadas a {∂twn} e {∂tzn}
em L2(Ω × (0, T )), as quais existem em virtude do Teorema 1.49. Então, da Hipótese (H.3),
deduzimos dois fatos:

(i) Os suportes das medidas µ1 e µ2 estão contidos no conjunto caracterı́stico do operador de

onda, a saber,
{
τ2 − 1

ρ(x)
ξ⊤ ·K(x) · ξ = 0

}
.

(ii) µ1 e µ2 se propagam ao longo do fluxo bicaracterı́stico deste operador, o que significa,
particularmente, que se algum ponto ω0 = (t0, x0, τ0, ξ0) não pertence a algum dos conjun-
tos supp(µ1) ou supp(µ2) então todo o bicaracterı́stico emitido de ω0 permanece fora de
supp(µ1) ou supp(µ2).

De fato, de (3.48) e do Teorema 1.53 deduzimos o item (i).

Além disso, pela Proposição 1.61 e o Teorema 1.60, segue que supp(µ) ∈ (Ω× (0, T ))× Sd é uma
união de curvas do tipo

t ∈ I ∩ (0,∞) 7→ m±(t) =

(
t, x(t),

±1√
1 + |G(x)ẋ|2

,
∓G(x)ẋ√
1 + |G(x)ẋ|2

)
,

em que t ∈ I 7→ x(t) ∈ Ω é uma geodésica da métrica G(x).

Como ∂twn → 0 e ∂tzn → 0 em L2(ω× (0, T )), temos pelo Teorema 1.56 que µ1 = µ2 = 0 em ω e
consequentemente supp(µ1) ⊂ (Ω\ω)× (0, T ) e supp(µ2) ⊂ (Ω\ω)× (0, T ).

Por outro lado, sejam (t0, x0, τ0, ξ0) ∈ supp(µ1) ∪ supp(µ2), t0 ∈ (0,+∞) e x uma geodésica de
G definida próximo de t0. Sabendo que as geodésicas partindo de pontos de dentro de Ω\ω
entram necessariamente na região ω, entāo para qualquer geodésica da métrica G, com 0 ∈ I

existe t > 0 tal que m±(t) nāo pertence a supp (µ1) e a supp (µ2) e, portanto, m± (t0) também
nāo pertence, o que mostra a validade do item (ii).

Uma vez que o tempo t0 e as geodésicas x foram tomadas arbitrariamente, concluı́mos que
supp(µi) = ∅ (i = 1, 2), isto é, µi = 0 em todo Ω× (0, T ). Assim, por propagação garantida pela
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Observação 1.51 temos que:

∂tw
n −−→ 0 em L2

loc(Ω× (0, T ))

∂tz
n −−→ 0 em L2

loc(Ω× (0, T ))
(3.49)

Assim, de (3.49) e como ∂twn → 0 e ∂tzn → 0 em L2(ω × (0, T )) concluı́mos que

∂tw
n −−→ 0 em L2(0, T ;L2(Ω))

∂tz
n −−→ 0 em L2(0, T ;L2(Ω)).

(3.50)

Agora vamos utilizar (3.50) para mostrar a seguinte afirmação: Dado ε > 0, de forma que
ε < T − ε, é válido que

lim
n→+∞

∫ T−ε

ε
E(wn,zn)(t) dt = 0. (3.51)

Na verdade, vamos mostrar que cada componente de E(wn,zn)(t) converge a zero. Para isso,
consideremos a função de corte θ ∈ C∞(0, T ) tal que

0 ⩽ θ(t) ⩽ 1, θ(t) = 1 em (ε, T − ε) e θ(0) = θ(T ) = 0. (3.52)

Multiplicando (3.35)1 por wnθ, integrando por partes em Ω e depois em [0, T ] e utilizando o
Teorema da Divergência, obtemos∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
ρ(x) ∂2tw

n(x, t)wn(x, t) dx dt+

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
(∇wn(x, t))⊤ ·K(x) · ∇wn(x, t) dx dt

+ α2p+2
n

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
|zn(x, t)|p+2|wn(x, t)|p+2 dx dt (3.53)

+

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
a(x) ∂tw

n(x, t)wn(x, t) dx dt = 0.

Note que ∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
ρ(x) ∂2tw

n(x, t)wn(x, t) dx dt =

∫ T

0
(∂2tw

n(t), θwn(t))L2(Ω) dt.

E ainda,

(∂2tw
n(t), θ(t)wn(t))L2(Ω) = −(wn

t (t), θ
′wn(t))L2(Ω) − (wn

t (t), θ(t)w
n
t (t))L2(Ω)

+
d

dt
(wn

t (t), θ(t)w
n(t))L2(Ω).

(3.54)

Logo, integrando a igualdade (3.54) em (0, T ) e utilizando (3.52), temos∫ T

0
θ(t) (∂2tw

n(t), wn(t))L2(Ω) dt = −
∫ T

0
θ(t)∥∂twn(t)∥2L2(Ω) dt−

∫ T

0
θ′(t)(∂tw

n(t), wn(t))L2(Ω) dt
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a qual, substituı́da em (3.53) retorna a seguinte expressão

−
∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
ρ(x)|∂twn(x, t)|2 dxdt−

∫ T

0
θ′(t)

∫
Ω
ρ(x)∂tw

n(x, t)wn(x, t) dxdt

+

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
(∇wn(x, t))⊤ ·K(x) · ∇wn(x, t) dxdt

+ α2p+2
n

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
|zn(x, t)|p+2|wn(x, t)|p+2 dxdt

+

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
a(x) ∂tw

n(x, t)wn(x, t) dxdt = 0.

(3.55)

A seguir, vamos analisar cada termo em (3.55). Para estimar o primeiro termo de (3.55), observa-
mos as condições estabelecidas sobre ρ e θ e a convergência (3.50)1, temos∣∣∣∣∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
ρ(x) |∂twn(x, t)|2 dx dt

∣∣∣∣ ⩽ ∫ T

0
|θ(t)|

∫
Ω
|ρ(x)||∂twn(x, t)|2 dx dt

≲ ∥∂twn∥2L2(0,T ;L2(Ω))

−−→ 0.

Na estimativa do segundo termo de (3.55) vamos utilizar as condições estabecidas sobre ρ e θ, a
imersão H1

0 (Ω) ↪→ L2(Ω) e as convergências (3.41) e (3.50)1. De fato,∣∣∣∣∫ T

0
θ′(t)

∫
Ω
ρ(x)∂tw

n(x, t)wn(x, t) dx dt

∣∣∣∣ ⩽ ∫ T

0
|θ′(t)|

∫
Ω
|ρ(x)||∂twn(x, t)| |wn(x, t)| dx dt

≲
∫ T

0
∥∂twn(t)∥L2(Ω)∥∇wn(t)∥L2(Ω) dt

≲ ∥∂twn∥L2(0,T ;L2(Ω))∥wn∥L2(0,T ;H1
0 (Ω))

−−→ 0.

Para analisar o quarto termo de (3.55), utilizamos as condições estabelecidas sobre θ, a imersão
H1

0 (Ω) ↪→ L2(Ω) e as convergências (3.40)1 e (3.45)1, a fim de obter∣∣∣∣α2p+2
n

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
|zn(x, t)|p+2|wn(x, t)|p+2 dxdt

∣∣∣∣
⩽
∫ T

0
θ(t)

∣∣∣(α2p+2
n |zn(t)|p+2|wn(t)|p+1, |wn(t)|

)
L2(Ω)

∣∣∣ dt
≲
∫ T

0

∥∥α2p+2
n |zn(t)|p+2|wn(t)|pwn(t)

∥∥
L2(Ω)

∥∇wn∥L2(Ω) dt

≲
∥∥α2p+2

n |zn|p+2|wn|pwn
∥∥
L2(0,T ;L2(Ω)

∥wn∥L2(0,T ;H1
0 (Ω))

−−→ 0.

Para estimar o quinto termo de (3.55) vamos utilizar as condições estabelecidas sobre a e θ, a
imersão H1

0 (Ω) ↪→ L2(Ω) e as convergências (3.40)1 e (3.50)1.
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Com efeito,∣∣∣∣∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
a(x) ∂tw

n(x, t)wn(x, t) dx dt

∣∣∣∣ ⩽ ∫ T

0
|θ(t)|

∫
Ω
|a(x)||∂twn(x, t)|||wn(x, t)| dx dt

≲
∫ T

0
∥∂twn(t)∥∥∇wn(t)∥ dt

⩽ ∥∂twn∥L2(0,T ;L2(Ω))∥wn∥L2(0,T ;H1
0 (Ω))

−−→ 0.

De (3.55) e todas as estimativas realizadas, concluı́mos que

lim
n→+∞

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
(∇wn(x, t))T ·K(x) · ∇wn(x, t) dx dt = 0.

Analogamente, multiplicando (3.35)2 por znθ, integrando por partes em Ω, integrando em [0, T ]

e estimando os termos como fizemos para (3.55), concluı́mos também que

lim
n→+∞

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
(∇zn(x, t))T ·K(x) · ∇zn(x, t) dx dt = 0.

Utilizando (3.52), temos que

0 ⩽
∫ T−ε

ε

∫
Ω
(∇wn(x, t))T ·K(x) · ∇wn(x, t) dx dt

⩽
∫ T

0
θ(t)

∫
Ω
(∇wn(x, t))T ·K(x) · ∇wn(x, t) dx dt −−→ 0.

Donde conluı́mos que
lim

n→+∞

∫ T−ε

ε

∫
Ω
(∇wn(x, t))T ·K(x) · ∇wn(x, t) dx dt = 0,

lim
n→+∞

∫ T−ε

ε

∫
Ω
(∇zn(x, t))T ·K(x) · ∇zn(x, t) dx dt = 0.

(3.56)

Utilizando (3.52), as estimativas realizadas para os termos de (3.55) combinadas com as estimati-
vas análogas para os termos com zn e (3.56), concluı́mos a prova de (3.51).

Como E(wn,zn)(t) é não crescente, temos que, para t ∈ (ε, T − ε) é válido que

E(wn,zn)(t) ⩾ E(wn,zn)(T − ε).

Donde ∫ T−ε

ε
E(wn,zn)(t) dt ⩾

∫ T−ε

ε
E(wn,zn)(T − ε) dt = (T − 2ε)E(wn,zn)(T − ε) ⩾ 0.

Portanto, de (3.51), segue que

(T − 2ε)E(wn,zn)(T − ε) → 0.
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Como ε < T − ε, temos que

lim
n→+∞

E(wn,zn)(T − ε) = 0. (3.57)

Por outro lado, da identidade da energia, podemos concluir que

E(wn,zn)(T − ε)− E(wn,zn)(ε) = −
∫ T−ε

ε

∫
Ω

(
a(x)|∂twn(x, t)|2 + b(x)|∂tzn(x, t)|2

)
dx dt.

Das convergências (3.37) e (3.38) temos que o lado direito da igualdade imediatamente acima
tende a zero e de (3.57), temos que a primeira parcela do lado esquerdo tende a zero. Donde
podemos deduzir que

lim
n→+∞

E(wn,zn)(ε) = 0.

Pela arbitrariedade de ε > 0, segue que E(wn,zn)(0) → 0 quando n→ +∞, como querı́amos.

3.2.2 Prova do Teorema 3.5

Por fim, tendo em mãos o Lema 3.7, estamos em condições de provar o Teorema 3.5. De fato,
tomando T0 > 0 suficientemente grande e observando que, por (3.19), a aplicação t ∈ [0,+∞) 7→
E(u,v)(t) é não crescente, temos:

E(u,v)(T0) ⩽ E(u,v)(0)

e, por (3.21), vale

E(u,v)(T0) ⩽ C

∫ T

0

∫
Ω

(
a(x)|∂tu(x, t)|2 + b(x)|∂tv(x, t)|2

)
dx dt (3.58)

com C = C(T0, R), T0 e R constantes fixadas.

Por outro lado, ainda de (3.19), temos

E(u,v)(T0)− E(u,v)(0) = −
∫ T0

0

∫
Ω

(
a(x)|∂tu(x, t)|2 + b(x)|∂tv(x, t)|2

)
dx dt. (3.59)

Combinando (3.58) e (3.59), garante-se a existência de uma constante K = K(R, T0) > 0 para a
qual

E(u,v)(T0) ⩽

(
K

1 +K

)
E(u,v)(0).

Argumentando de forma similar ao considerar o intervalo [T0, 2T0], concluı́mos que

E(u,v)(2T0) ⩽

(
K

1 +K

)2

E(u,v)(0).
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Repetindo o processo recursivamente, resulta que

E(u,v)(nT0) ⩽

(
K

1 +K

)n

E(u,v)(0), ∀n ∈ N.

Denotando κ :=
K

1 +K
segue que 0 < κ < 1 e tomando t = nT0 + r, para 0 ⩽ r < T0, obtemos

E(u,v)(t) ⩽
(

e−
r
T0

lnκ
)(

e
lnκ
T0

t
)
E(u,v)(0),

para todo t > T0. Tomando C := e−
r
T0

lnκ e γ = − lnκ
T0

, temos o desejado em (3.20), o que conclui
a prova do Teorema 3.5.

□
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Apêndice A

Lema A.1. Considere as funções reais f, g : R → R definidas por

g(s) = |s|p+1 s e f(s) = |s|p s.

Então, para quaisquer si ∈ R, 1 ⩽ i ⩽ 4, vale∣∣∣g(s1) · f(s2)− g(s3) · f(s4)
∣∣∣ ⩽ C(p)

[
|s1|p+2

{
|s4|p + |s2|p

}
|s2 − s4|

+|s4|p+1
{
|s1|p+1 + |s3|p+1

}
|s1 − s3|

]
.

Demonstração. Inicialmente, observamos que∣∣∣g(s1) · f(s2)− g(s3) · f(s4)
∣∣∣ = ∣∣∣g(s1) · f(s2)− g(s1) · f(s4) + g(s1) · f(s4)− g(s3) · f(s4)

∣∣∣
⩽
∣∣∣g(s1)∣∣∣ ∣∣∣f(s2)− f(s4)

∣∣∣+ ∣∣∣f(s4)∣∣∣ ∣∣∣g(s1)− g(s3)
∣∣∣.

Sabemos que g′(s) = (p+2) |s|p+1, f ′(s) = (p+1) |s|p e, portanto, pelo Teorema do Valor Médio,
existe uma constante θ ∈ (0, 1) tal que

|f(s2)− f(s4)| ⩽ |f ′(s2 · θ + (1− θ) · s4)| |s2 − s4|

= (p+ 1)|s2 · θ + (1− θ) · s4|p |s2 − s4|. (A.1)

Da mesma forma, existe uma constante θ̃ ∈ (0, 1) tal que

|g(s1)− g(s2)| ⩽ |g′(s1 · θ̃ + (1− θ̃) · s3)| |s1 − s3|

= (p+ 2)|s1 · θ̃ + (1− θ̃) · s3|p+1 |s1 − s3|. (A.2)

Das desigualdades (A.1) e (A.2), obtemos

|g(s1)| |f(s2)− f(s4)|+ |f(s4)| |g(s1)− g(s3)| (A.3)

⩽ (p+ 1)|g(s1)| |s2 · θ + (1− θ) · s4|p|s2 − s4|+ (p+ 2)|f(s4)| |s1 · θ̃ + (1− θ̃) · s3|p+1|s1 − s3|.

Do fato de que p ⩾ 0 e avaliando o primeiro termo do lado direito de (A.3), obtemos

(p+ 1) |g(s1)| |s2θ + (1− θ)s4|p|s2 − s4| = (p+ 1) |g(s1)| |s4 + θ(s2 − s4)|p|s2 − s4|

⩽ (p+ 1) |g(s1)|
{
|s4|+ |s2|+ |s2|+ |s4|

}p
|s2 − s4|

= (p+ 1) |g(s1)| 2p
{
|s4|+ |s2|

}p
|s2 − s4|

⩽ (p+ 1) |g(s1)| 2p 2p
{
|s4|p + |s2|p

}
|s2 − s4|

= C0(p) |g(s1)|
{
|s4|p + |s2|p

}
|s2 − s4|. (A.4)
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Analogamente, avaliando o segundo termo do lado direito de (A.3), obtemos

(p+ 2)|f(s4)| |s1θ̃ + (1− θ̃)s3|p+1|s1 − s3| ⩽ (p+ 2)C1(p) |f(s4)|
{
|s1|p+1 + |s3|p+1

}
|s1 − s3|

= C2(p) |f(s4)|
{
|s1|p+1 + |s3|p+1

}
|s1 − s3|. (A.5)

De (A.3), (A.4) e (A.5), temos∣∣∣g(s1) · f(s2)− g(s3) · f(s4)
∣∣∣ ⩽ C0(p) |g(s1)|

{
|s4|p + |s2|p

}
|s2 − s4|

+ C2(p) |f(s4)|
{
|s1|p+1 + |s3|p+1

}
|s1 − s3|

⩽ C(p)

[
|s1|p+2

{
|s4|p + |s2|p

}
|s2 − s4|+ |s4|p+1

{
|s1|p+1 + |s3|p+1

}
|s1 − s3|

]
(A.6)

como desejado.
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