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“A gravidade explica os movimentos

dos planetas, mas nao pode explicar
quem colocou os planetas em movimento.
Deus governa todas as coisas e

sabe tudo que € ou que pode ser feito.”
(Isaac Newton)

VII



Resumo

Esta dissertacao tem por objetivo apresentar ao professor do ensino médio ou ao
aluno na busca por conhecimento uma sugestao de proposta didatica sem a formali-
zagao e rigor do ensino superior, de forma intuitiva com base no estudo de fungoes,
através das taxas de variacao média e instantanea, da reta tangente e com o auxilio
do software Geogebra com foco na resolucao de problemas de otimizacao devido
ao seu leque de aplicabilidade. Inicialmente através de uma abordagem historica
do célculo, buscamos conhecer como este foi surgindo ao longo da histéria, e os
matematicos que mais contribuiram para tal. Em seguida abordamos os contetdos
considerados como preliminares, essenciais para o desenvolvimento deste trabalho.
Em sequéncia contextualizamos os problemas de méximo e minimo na atualidade,
onde apoiados nas orientacoes da LDB, PCN+ e BNCC apresentamos uma sequen-
cia didatica para os conceitos de limites e derivadas no Ensino Médio. Com base
nesta proposta desenvolvemos uma pesquisa de campo de natureza qualitativa e
quantitativa, e como instrumentos de pesquisa utilizamos uma proposta constituida
de quatorze aulas desenvolvida com nove alunos do 3° ano do Ensino Médio com o
intuito de verificar a compreensao dos estudantes a respeito do tema abordado, com
exemplos, atividades e problemas escolhidos que representam situacoes presentes
no cotidiano, dando margem a um trabalho mais interativo entre professor — aluno
e aluno — aluno bem como, a aplicacao de questionario com intencao de coletar a
opinido dos estudantes a respeito da proposta desenvolvida. A partir da pesquisa
desenvolvida concluimos que o objetivo desta dissertacao foi alcancado, sendo pos-
sivel abordar este tema no Ensino Médio. Deixamos esta sugestao de trabalho aos

professores.

Palavras-Chaves: Derivadas, Otimizacao, Ensino Médio.
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Abstract

This dissertation aims to present to the high school teacher or the student in search
of knowledge a suggestion of a didactic proposal without the formalization and rigor
of higher education, in an intuitive way based on the study of functions, through the
rates of average and instantaneous variation , of the tangent line and with the aid
of the Geogebra software focused on solving optimization problems due to its range
of applicability. Initially through a historical approach to calculus, we seek to know
how it has emerged throughout history, and the mathematicians who contributed
most to this. Then we approach the contents considered as preliminary, essential
for the development of this work. In sequence, we contextualize the problems of
maximum and minimum today, where supported by the guidelines of LDB, PCN +
and BNCC we present a didactic sequence for the concepts of limits and derivatives
in High School. Based on this proposal, we developed a qualitative and quantitative
field research, and as research instruments, we used a proposal consisting of fourteen
classes developed with nine students from the 3rd year of High School in order to
verify the students’ understanding of the topic addressed, with examples, activities
and chosen problems that represent situations present in everyday life, giving rise
to a more interactive work between teacher - student and student - student as well
as, the application of a questionnaire with the intention of collecting the students’
opinion regarding the developed proposal. From the developed research we conclu-
ded that the objective of this dissertation was reached, being possible to approach

this theme in High School. We leave this suggestion of work to the teachers.

Keywords: Derivatives, Optimization, High School.
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INTRODUCAO

O ensino de topicos do calculo diferencial esteve presente no curriculo escolar
desde o final do séc XIX até meados do século XX, no entanto, entre as décadas
de 1960 e 1970, o calculo deixou de fazer parte do cronograma do ensino médio
passando a ser ensinado apenas no ensino superior e, desde entao, a maior parte dos
professores nao tem mais ensinado os conceitos bésicos de calculo na rede de ensino

regular.

Neste contexto, o objetivo desta dissertacao é apresentar ao professor do ensino
médio ou aquele aluno digamos mais “curioso” ou “agucado” na busca por conhe-
cimento uma sugestao de proposta didatica sem a formalizacao e rigor do ensino
superior, como ponto de partida para o ensino de derivadas com énfase na resolucao

de problemas de otimizacao.

A escolha dos problemas de otimizacao como motivacao para este estudo justifica-
se devido a sua aplicabilidade em diversas areas, tais como juros, crescimento popu-
lacional, lucros, prejuizos entre outras, e ainda a sua presenca em provas que visam

o pleito de uma vaga no ensino superior.

rvam u im icamen VI Alculo” vem im ulu

Observamos que, etimologicamente a palavra “calculo” vem do latim “calculus” e
é o diminutivo de “calx”, que significa "pedra calcaria', a qual provém de “khalix” um
termo grego que significa “pedra pequena”. Esta palavra é associada a Matemética

devido aos povos antigos utilizarem pequenas pedras para auxiliar os calculos.

Ja segundo o dicionario on-line de portugués [3] calculo é o “método especifico

de certos ramos da Matematica, empregado na resolucao de problemas aritméticos



ou algébricos”.

O Calculo é de suma importancia no desenvolvimento do conhecimento mate-

maético, e para Kline (1998,

p. VIII, apud Rezende [29]), destacam-se quatro pontos

que motivaram a “criacao” desse conhecimento:

e problemas relacionados a movimentos; determinacao de trajetorias e de velo-

cidades instantaneas;

e determinagao de tangentes a varias curvas;

e problemas de méaximos e minimos;

e comprimentos de curvas e areas e volumes de figuras limitadas.

O objeto de estudo do Calculo para Machado é argumentado como:

O Calculo Diferencial e Integral trata de questdes relacionadas
com a medida de rapidez com que as grandezas aumentam ou di-
minuem, os objetos se movem ou as coisas se transformam. Trata
também de questoes envolvendo a interpretacao de grandezas que
variam continuamente como se variassem através de pequenos pa-
tamares onde se manteriam constantes, conduzindo a somas com
numero cada vez maior de parcelas cada vez menores. A medida
de rapidez de variagao conduz a nocao de Derivada; o estudo das
somas com muitas pequenas parcelas conduz a nogao de Integral.
Ambas as nogbes tém que ver, em suma, com aproximagcao de
curvas por retas, ou de fendmenos nao-lineares por descri¢oes li-
neares, recurso fundamental em miultiplas e distintas situagoes. O
processo através do qual uma curva é aproximada por uma reta
que lhe é tangente é diferenciacao ou derivacao; aproximacao de
curvas por retas com a que tem lugar, por exemplo, no calculo
de 4reas, da origem ao processo de integracdo. (Machado [20],
p.148).

Para Boyer [12], as defini¢oes de calculo sao abordadas e retratadas tao clara-

mente que por vezes é passivel de se esquecer como estes conceitos foram surgindo

e se desenvolvendo ao longo dos anos.

Segundo este mesmo autor [11], as ideias originais relacionadas ao Calculo tém

inicio em consideracoes que envolvem nocoes de grandezas discretas e continuas,

sendo uma area desenvolvida a partir de problemas que envolviam algebra e geome-

tria. Nessa direcao, observamos que as civilizacoes mais antigas contribuiram com



alguns dos principais conceitos do Calculo pois, em busca da resolucao de problemas
do cotidiano, os mesmos encontraram respostas acerca do célculo de 4reas e volumes
de figuras, por exemplo, em situagoes envolvendo incomensurabilidade, conceito que
significa que dado dois segmentos nao é possivel encontrar uma parte que caiba um

numero inteiro de vezes em ambos.

Ainda no intuito de exemplificar as tentativas para resolver alguns problemas
cotidianos, citamos a conhecida diminuicao das taxas de impostos dos agricultores
as margens do rio Nilo, com base nas perdas territoriais de plantio decorrentes das

enchentes anuais.

Consta ainda no papiro de Ahmes! (1650 a.C) alguns resultados mateméticos
utilizados no Egito. Embora os mesmos nao tenham demonstracoes, ja se assumiam
sua aplicabilidade: o volume de um piramide quadrada era obtido como % do volume
do prisma retangular; a adrea de uma figura circular era obtida por um quadrado
cujo lado é g do diametro do circulo, obtendo um resultado aproximado do que hoje
conhecemos; a area do triangulo isésceles era pensada a partir de dois tridngulos

retangulos, por exemplo.
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Figura 1: Pairo de Ahmes
(Fonte:RPM.?)

Conforme mencionado anteriormente, o conceito de incomensurabilidade est4 li-

gado ao desenvolvimento do célculo. De fato, em meados de 425 a.C, os antigos

!Papiro de Rhind ou papiro de Ahmes ¢ um documento egipcio de cerca de 1 650 a.C., onde
um escriba de nome Ahmes copilou e detalhou a solu¢ao de alguns problemas. Este papiro foi
comprado por Henry Rhind e se encontra no museu Britanico atualmente com o nome de Papiro
Rhind.

2RPM: Revista do Professor de Matematica. Link disponivel em: http://www.rpm.org.br/
cdrpm/15/4.htm. Acesso em 08/2019.
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depararam-se com tal conceito ao mostrarem que nao era possivel comparar o ta-
manho da diagonal de um quadrado com o lado do mesmo em termos de ntimeros

exatos da reta numérica e, ainda mais, estas situacoes nao seriam casos isolados.

Situacoes similares colocaram os matematicos da época em conflito, pois até
entdo acreditava-se que dadas duas grandezas A e B, onde A é maior que B, era
sempre possivel subdividir B em um ntimero finito de partes que caibam um nimero

inteiro de vezes em A.

Esta descoberta os remeteu ao processo infinito, pois toda vez que geometrica-
mente procuravam encontrar a maior medida comum entre dois segmentos de reta
incomensuraveis, o processo se repetia indefinidamente. Este fato os deixou diante
de uma crise, levando por um tempo os matematicos gregos a evitarem totalmente

0s processos infinitos.

Posteriormente, observamos a utilizacao de processos infinitos pelos gregos com
Eudoxio de Cnido (408 a.C — 355 a.C)(Fig. 2), no Método da Exaustao, que consis-
tia em obter a area e volume de uma figura pelo método de inscrever e circunscre-
ver poligonos regulares exaustivamente na figura geométrica em estudo, envolvendo

também conceitos infinitesimalis.

Tao ou mais importante que sua teoria das proporc¢oes foi o tra-
tamento dado por Eudéxio ao chamado Método da Exaustao.
Naquela época, os gedmetras gregos ja haviam conjecturado que
imaginar o circulo como sendo o limite ao qual tende uma fami-
lia de poligonos inscritos (ou circunscritos), cujo namero de lados
tende ao infinito, era o caminho para a determinacdo da area e
do perimetro daquela figura delimitada por uma linha curva. Tal
conjectura ja teria sido levantada por Briso, um jovem aluno de
Pitagoras e, certamente, o foi pelo filésofo Antifon ( cerca de 430
a. C), contemporaneo e amigo de Socrates. Dizia-se, entdo, que,
inscrevendo-se um poligono em um circulo, ficaria caracterizada
uma diferenca entre as areas das duas figuras e que tal diferenca
poderia ser sucessivamente diminuida, & medida que o ntmero de
lados do poligono fosse sendo aumentado. Mas era preciso prové-
lo. Para tanto, Eudéxio, demonstrou, com base em seu postulado
(a prova encontra-se na proposi¢do X — 1, dos elementos de Eucli-
des), que dadas duas grandezas da mesma espécie, A e B, sendo
tdo pequeno quanto quisermos, se subtrairmos de A uma quan-
tidade nao inferior & sua metade, do resto outra quantidade nao
inferior & metade deste e assim por diante, chegar-se-4, finalmente,

a um resto menos do que e. (Garbi [16], p.46).



Figura 2: Eudoxio de Cnido
(Fonte:Matematicos.?)

Arquimedes (287-212 A.C)(Fig. 3), considerado um dos maiores mateméticos
da sua época, aprimorou e utilizou o método da exaustao para encontrar a area de
uma figura curva, cuja soma das areas da sequéncia dos poligonos inscritos dentro

dela aproximam-se da area da figura inicial.

Ele utilizou esse método para obter a area do circulo, e observou que a medida que
o numero de lados aumenta tem-se uma convergéncia para a area real do circulo.
Aqui subtende-se que ele utilizava o conceito que hoje denominamos de “limite”,
por se trabalhar com a manipulacao de quantidades muito pequenas. Também
nao podemos deixar de citar as contribuicoes fundamentais de Arquimedes para a

mecanica e na Algebra.

Figura 3: Arquimedes
(Fonte:RPM.*)

3Matematicos. Link disponivel em:https://sites.google.com/site/matematicosbio01/
eudoxo-de-cnido Acesso em 08/2019.

4RPM: Revista do Professor de Matemaética. Link disponivel em:http://www.rpm.org.br/
cdrpm/83/3.html. Acesso em 08/2019.
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Ainda citamos Pierre de Fermat (1601-1665)(Fig. 4), que era jurista e magis-
trado e dedicava-se no seu tempo livre aos estudos da Matematica. Ele é dito o
descobridor do principio fundamental da geometria analitica, de acordo com Pe-
droso [27] . Fermat elaborou um método algébrico para determinar os pontos de
méximo e minimo de uma func¢ao: para isso encontrava os pontos de inclinagao zero
da reta tangente ao grafico. Este método é basicamente utilizado ainda hoje e foi

escrito a Descartes.

O método utilizado por Fermat para encontrar maximos e minimos de uma

funcao polinomial f parte do pressuposto que:

Ele comparou o valor de f(x) num ponto com o valor de f(z+ E)
num ponto vizinho. Em geral esses valores serdo bem diferen-
tes, mas num alto ou num baixo de uma curva lisa a variacao
serd quase imperceptivel. Portanto, para achar os pontos de mé-
ximo e de minimo Fermat igualava f(z) e f(z + E), percebendo
que os valores, embora nao exatamente iguais, sao quase iguais.
Quanto menos o intervalo E entre os dois pontos mais perto chega
a pseudoequacao de ser uma verdadeira equacao; por isso, Fer-
mat, depois de dividir tudo por E fazia £ = 0. Os resultados lhe
davam as abscissas dos pontos de maximo e minimo do polinémio.
(Boyer [12], p.240).

Este processo se equivale hoje a encontrar

L f@+ B) — f(2)

E=0 FE

= f'(x),

o que justifica para alguns a Fermat o titulo de verdadeiro inventor do Calculo.

Figura 4: Pierre de Fermat
(Fonte: RPM.”)



Isaac Newton (1642-1727)(Fig. 5) também contribuiu para o avanco do calculo
pesquisando sobre problemas de areas e volumes, sendo atribuido a este o fato de
ser o primeiro a arguir as ideias de limite e derivada, explicitando a relacao inversa

entre estas.

O proprio Isaac Newton afirma que s6 chegou a tais fatos devido a outros homens,
dentre eles Fermat e Barrow®, sendo dele a frase: “se vejo mais longe é porque estou

sobre os ombros de gigantes” .

Algumas das contribuigdes de Isaac Newton segundo Baron & Bos [10] foram:

1. Newton formulou regras e procedimentos para cobrir as solu-
¢Oes gerais da maioria dos problemas relativos ao célculo infinite-
simal que eram conhecidos no seu tempo.

2. Embora muitas dessas regras tivessem sido estabelecidas ou in-
troduzidas de uma ou de outra maneira pelos seus predecessores,
ele estabeleceu uma estrutura unificada e um quadro dentro do
qual todos os problemas podiam ser formulados.

3. O uso das séries infinitas foi uma ferramenta importante ao
estender-se & classe das curvas “quadraveis”, isto é, curvas cuja
quadratura podia ser determinada [...].

4. Com Newton a ideia de que a diferenciacao e a integragao eram
operacoes inversas foi firmemente estabelecida considerando a or-
denada movel proporcional ao momento ou a fluxao de uma area
5. A sintese que Newton atingiu foi possibilitada pelo uso do sim-
bolismo algébrico e das técnicas analiticas. Ele estabeleceu muito
tarde a notacao “ padrao “com ponto para representar a diferencia-
¢ao e, aparentemente, nao sentiu grande necessidade de introduzir
qualquer notacao especifica para a integragao.

6. Os fundamentos do célculo foram apresentados por Newton de
varias maneiras em épocas diferentes, ele constantemente procu-
rava estabelecer os seus métodos analiticos sobre uma base mais
segura. Baron & Bos ([10], p.39).

Durante alguns anos Newton nao publicou suas descobertas. Contudo, trocava
correspondéncias sobre estas com amigos particulares, sendo entao Gottfried Wi-

lhelm Leibniz (1646-1716)(Fig. 6) o primeiro a publicar seus estudos. Seus resul-

SRPM: Revista do Professor de Matemética. Link disponivel em: http://www.rpm.org.br/
cdrpm/38/1.htm. Acesso em 08/2019.

6Tsaac Barrow (1630-1677) foi professor de Isaac Newton, foi autor dos livros Lectiones: Opticas
de 1669 e Lectiones: Geometriae de 1670.(arrumar esta citago ).

"RPM: Revista do Professor de Matematica. Link disponivel em: https://brasilescola.
uol.com.br/fisica/um-fisico-chamado-isaac-newton.htm. Acesso em 20/08/2019.
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Figura 5: Isaac Newton
(Fonte: RPM.T)

tados em Célculo infinitesimal foram escritos em uma série de artigos, fato este
que levou Newton a acusar Leibniz de plagio. Leibniz, segundo Mol [23], é o autor
das notacoes dy e f que indicavam diferencial e soma, e ele foi um dos maiores

formadores de notagoes.

Observamos que Newton e Leibniz trilharam linhas diferentes no Calculo, de
fato, enquanto o primeiro trazia a taxa de variagdo como a base do Calculo, para o

segundo tal base era a diferencial.

Figura 6: Gottfried Wilhelm Leibniz
(Fonte: RPM.#)

Souza [30] relata que apos estes, os mateméaticos mais importantes do século

seguinte foram:

e Jonhann Bernoulli (1667-1748), em destaque da familia Bernoulli;

e Euler(1707-1783);

8RPM: Revista do Professor de Matemética. Link disponivel em:https://clube.spm.pt/
news/a-vida-e-obra-de-gottfried-leibniz-por-carlos-marinho. Acesso em 08/2019.
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e Lagrange (1736-1813);

e Laplace(1749-1827).

Os proximos anos nao trouxeram avangos significativos para o desenvolvimento
do Célculo, somente no século XIX, o assunto seria fundamentado com maior rigor
por Cauchy (1789-1857) e Weiertrass (1815-1897), cujos assuntos estudados pelos

mesmos fogem do escopo deste trabalho.

Neste trabalho vamos dar énfase aos problemas de otimizacao, tendo em vista o
claro interesse dos matematicos em resolver problemas que envolvam valores de ma-
ximos e minimos desde a antiguidade. Tal fato pode ser exemplificado por Euclides
( 300 a.C) em Elementos, livro IV, proposicao 27, ao comentar sobre um problema
que consistia em procurar o maior produto possivel entre dois ntimeros cuja soma
era dada, e ainda por Zenodorus (200 a.C) que, ao estudar a area de figuras com

perimetro definidos e fixos, encontra que area maior é a do poligono regular.

Um outro exemplo é o problema de Dido, tido como um dos problemas mais
antigos de maximo e minimo, e isoperimétrico, ou seja, consiste de forma simplificada
em se achar em um dado comprimento, a curva ou linha que limita a maior superficie

possivel.

Diz a lenda que Dido (Elisa ou Ekisha) era uma princesa fenicia que fugiu de
navio no século IX a.C. para a Africa pois seu esposo fora assassinado pelo seu
proprio irmdo, o rei Pigmalido. Ao chegar no norte da Africa, o rei local lhe disse
que ela poderia tomar para si toda a terra que coubesse numa bolsa feita com a pele
de um tnico animal. Para isso Dido cortou tiras muito finas e as emendou formando
assim uma grande corda da qual ela juntamente com seus seguidores limitaram um
terreno semicircular. Dessa forma surgiu a cidade de Cartago na costa da Africa do

Norte, proxima a cidade de Ttnis, atualmente a Tunisia.

A solucao usada por Dido ou algum dos seus seguidores foi puramente intuitiva
(Fig. 7). Posteriormente alguns matematicos publicaram possiveis solu¢des, entre-
tanto algumas incompletas. Ha registros do século III onde Aristosteles afirma ser a
circunferéncia a melhor solugao, porém sem demonstragoes matematicas. Posterior-
mente este foi solucionado fazendo uso de um importante resultado para poligonos,

a desigualdade isoperimétrica.



Figura 7: Limitacao de Cartago feita por Dido
(Fonte: Francesco. & Pedroso [15].)

Podemos citar ainda os seguintes problemas:

e 0 problema geométrico de maximizagao que trata-se em calcular a distancia
de um homem a um pedestal de uma estdtua de forma a vé-la por meio de
um angulo maximo, enunciado do séc XV conhecido como o Problema de
Regiomontanus, atribuido a Johann Muller(1436-1476), e conhecido como o

primeiro problema de extremos formalmente encontrado;

e 0 problema de minimizac¢do de Fermat(1601-1665) proposto a Toricelli(1608-
1647): encontrar um ponto no plano cuja soma das distancias a trés pontos

dados A,B e C seja minima;

e 0 problema de minimizacao de Giulio Carlo Fagnano dei Toschi (1682-1766),
conhecido como problema de Fagnano ou do tridngulo de Schwarz, que consiste
em inscrever num triangulo acutangulo um triangulo com o menor perimetro

possivel.

Outro exemplo relevante é o problema dos alvéolos das abelhas que tem desper-
tado a curiosidades dos estudiosos desde a antiguidade. Estes alvéolos tem a fun¢ao
de servir como depo6sitos para o mel que as abelhas fabricam. Vascocelos arguiu em

seu artigo que:

O primeiro a se interessar por esse estudo parece ter sido Pappus
de Alexandria, matematico grego (320 d.C). Ele chegou a estu-
dar alvéolos em forma de prismas de secao hexagonal, triangular
e quadrada e deixou transparecer que os prismas hexagonais po-
diam armazenar mais mel do que os outros dois. Entretanto foi
Erasmus Bartholin quem primeiro observou que a hipotese de “eco-

nomia” nada tinha a ver com o trabalho das abelhas que apenas
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procuravam executar suas células circulares com a maior area pos-
sivel mas que, devido & pressao exercida pelas companheiras de
trabalho, ficavam impedidas de executar paredes que nao fossem
planas. (Vasconcelos [34], p.01).

As possibilidades apresentadas por Pappus sao representadas a seguir(Fig. 1.2):

Figura 8: Possibilidades segundo Pappus
(Fonte: A Matemaética dos Alvéolos.?)

Perceba que existem outras possibilidades, veja a Fig. 1.3 abaixo, contudo estas

nao possibilitam o aproveitamento das paredes contiguas:

Figura 9: Diversas possibilidades de divisoes
(Fonte: A matemética dos Alvéolos.'?)

Em meados de 1700, René Antoine Ferchault'! afirma que se trata de um pro-
blema de méximo e minimo, com a intengao de minimizar o uso da cera e obter o
maior volume possivel para armazenar o mel. E para isso as formas geométricas
mais beneficiadoras seriam os prismas, ja que estes se justapoem sem deixar espagos

vazios entre eles, mais especificamente o prisma de forma hexagonal. Note ainda que

9Link disponivel em:https://apiariocantodorio.wordpress.com/
a-matematica-dos-alveolos/. Acesso em 11/2019.
0Link disponivel em:https://apiariocantodorio.wordpress.com/

a-matematica-dos-alveolos/.Acessoem11/11/2019.
1 René Antoine Ferchault (1683-1757), fisico frances.
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ao utilizarem a forma hexagonal ao construirem os favos em redor, automaticamente
elas ganham o depésito central sem utilizar nenhum adicional de cera, fator este que

gera um impacto grande ao se considerar toda a colméia (Fig. 10).
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Figura 10: Favo hexagonal
(Fonte: Ferreira [14].)

Diante dos exemplos citados, e de muitos outros que surgiram ao longo do tempo,
fomos motivados a desenvolver este trabalho com vistas a apresentar aos alunos do

ensino médio um assunto que certamente esta presente no cotidiano dos mesmos.

Este trabalho esta organizado como segue: na Introducao se destacam os objeti-
vos, justificativas para a elaboracao deste e a escolha do tema, bem como apresenta
um breve contexto histérico do desenvolvimento e algumas das contribuicoes do

calculo.

No primeiro capitulo abordaremos alguns conceitos béasicos e propriedades rela-

cionados as funcoes, limites e derivadas que fundamentam este trabalho.

No segundo capitulo relataremos um pouco do contexto dos problemas de otimi-
zacao na atualidade, e apresentaremos uma proposta didatica para a apresentacao

dos conceitos de limites e derivadas no Ensino Médio.

No terceiro capitulo, apresentaremos a discussao dos resultados da pesquisa por
meio da descricao do cendrio e dos sujeitos deste trabalho, da analise das atividades

propostas e do desempenho de cada aluno.

No tltimo capitulo, apresentaremos as consideracoes finais da pesquisa.

12



CAPITULO 1

RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo iremos abordar alguns conceitos e nogoes basicas sobre fungoes, li-
mites e derivadas que configuram como pré-requisitos necessarios para o conteido
deste trabalho. As definicoes deste capitulo foram baseadas nas referéncias: Avila
|6], Paiva [26], Stewart |31], Thomas |32] e |33].

1.1 Funcoes

O conceito de funcao é um dos mais importantes da Matemética e temos indicios
do mesmo desde as mais simples operacoes de contagens, o que é confirmado pelas
mais de 400 tabuas de contetidos matematicos datadas a 2500 a.C. encontradas na
Babilonia. Contudo o seu conceito como conhecemos atualmente é mais recente,

surgindo no fim do século XVII.

O termo “funcao” foi utilizado pela primeira vez em 1673 por Leibniz, ao de-
notar a dependéncia de uma curva de quantidades geométricas, e introduziu ainda
os termos “constante”, “variavel” e “parametro”’”. Em conversa entre Leibniz e Joao
Bernoulli(1667-1748), o termo “fungao” é retratado como a representagao de quanti-
dades dependentes de alguma variavel. J& em 1748 o termo sofreu uma alteragao por
Euler(1707-1783), um ex aluno de Bernoulli, que substitui-o por expressao analitica.
Coube a Giuseppe Peano (1858-1932), matemaético italiano, reduzir o conceito de
funcao ao conceito de relagao univoca, introduzir alguns simbolos que utilizamos até

hoje(€, N, U,C), além de contribuir em trés conceitos basicos: o zero, o conceito de

nimero (inteiro - nao negativo) e a relagdo de sucessor.
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Apenas no século seguinte que o conceito de funcao se aproximou do significado
que temos hoje, a saber, de que os valores de uma variavel dependem dos valores de
outra(s). O conceito de fungao passou por varias mudangas e processos de evolugao,
e tem grande importancia em diversas areas além da Matematica, a saber, a Fisica,

Astronomia, Economia, Geografia e Biologia.

Definicao 1.1. Dados dois conjuntos quaisquer nao vazios A e B, uma funcdao de
A em B ¢ uma relacao bindria que todo elemento x € A corresponde a um unico

elemento y € B. FEssa funcao pode ser indicada por

f:A— B, (le-se “fun¢ao f de A em B).
y = f(x), (lé-se “y igual a [ de x”)

Para que esta fun¢ao f fique caracterizada ¢ necessario conhecermos os elementos

que a compoem:

i) Dominio - D(f): conjunto onde a fungao ¢ definida e é formado pelos elementos

que a variavel independente pode assumir, (conjunto A);

ii) Contradominio — CD(f): conjunto onde a fun¢do assume valores, a saber as

variaveis dependentes (conjunto B);

iii) Lei de formagdo ou regra: consiste em determinar, associar um a um todo o

elemento z € A um unico elemento de f(z) € B;

iv) Imagem — Im(f): conjunto formados pelos elementos € B que foram associados

pela lei de formagao com algum elemento € A, ou seja, é um subconjunto de B.

Exemplo 1.1: Sejam A={0,1,2,3} e B=Z, a relagao f : A — B & definida como
cada elemento de A sendo associado com o seu sucessor, e esta representada pelo

diagrama de Venn,' (Fig. 1.1), onde:

i) a lei de formacao/regra que a define é f(z) =z + 1;

ii) o conjunto dos elementos € A é denominado Dominio;

!Diagrama de Venn é uma representacdo grafica, que nos mostra as relacoes existentes entre
conjuntos, foi desenvolvida por John Venn século XIX, ampliando e formalizando o que ja havia
sido desenvolvido anteriormente por Leibniz e Euler.
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Figura 1.1: Diagrama de Veen
(Fonte: Autora.)
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iii) o conjunto dos elementos y € B, nesse caso o conjunto dos nimeros inteiros Z,

¢ denominado Contradominio;

iv) dado x € A, o elemento f(x) € B é denominado Imagem de = por f; ou seja,
o conjunto de todos os valores assumidos pela fun¢do, nesse caso Im(f) =
{1,2,3.4}.

Observe que para que uma funcao fique caracterizada para todo z € A sempre

existirda um tnico f(x) € B, e sempre havera f(x) para todo x € A.

As funcoes podem ser classificadas quanto as caracteristicas do seu Contradomi-
nio em: Fungao Injetora, Funcdo Sobrejetora e Funcgao Bijetora. (Fig. 1.2).

Vejamos suas caracterizagoes:

‘Difi=A
CD(f)}=B

Im(f)# B -
n:{ # . Im(f) = B Funcédo Injetora & Sobrejetora. logo é
Funcdo Injetora Funcio Sobrejetora Funcéo Bijetora.

Figura 1.2: Tipos de Funcoes
(Fonte: Autora.)

Definicao 1.2. Funcdo Injetora: uma funcao f : A — B € injetora quando para
todos x4, x3 € A, 1, # T, temos f(x;) # f(x2), isto é, se nao hd elementos distintos

de A associados a um mesmo elemento em B.

Definicao 1.3. Fung¢ao Sobrejetora: uma funcao f : A — B € sobrejetora quando
para todos y € B, existe x € A tal que y = f(x), ou seja, o conjunto Imagem é

igual ao conjunto Contradominio (Im(f) = CD(f)).
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Definicao 1.4. Funcao Bijetora: uma funcao f : A — B € bijetora quando f €

sobrejetora e f € injetora simultaneamente.

1.2 Grafico

O Plano Cartesiano (Figura 1.3) é a ferramenta que nos fornece a representacao
grafica de uma funcdo e portanto nos permite realizar a observacao e analise do com-
portamento das fungoes. Foi criado por Rene Descartes(1596-1650) com o objetivo
de localizar pontos em um plano, sendo constituido por dois eixos perpendiculares
que se interceptam na origem das coordenadas e sao enumerados compreendendo
o conjunto dos niimeros reais, o eixo horizontal é denominado eixo das abscissas
(x), onde os valores relacionados a x constituem o dominio da funcdo e o outro eixo
vertical é denominado eixo das ordenadas(y, onde os valores relacionados a y cons-
tituem o conjunto imagem da funcao. Cada ponto ou objeto tem suas coordenadas

representas no plano cartesiano por meio de pares ordenados do tipo (z,y).

Nao somente a Matematica se beneficia dessa ferramenta , podemos citar dentre
outros o GPS, Sistema de Posicionamento Global, que é um sistema de navegacao
por satélite que geograficamente através da latitude e longitude beneficia as rotas da
aviacao, maritima ou de automoveis. Atualmente é muito utilizado por meio de um
dispositivo movel auxiliando o descobrimento de trajetos mais rapidos entre duas

localizacoes.

YTl eixodas
ordenadas

o
eixo das
abscissas

Figura 1.3: Plano Cartesiano
(Fonte Autora.)

Sendo assim a representacao do grafico de uma funcao nada mais é do que uma

tabela criada por uma lista de pontos coordenados que sao gerados a partir da lei de
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formacao quando esta é aplicada ao dominio resultando na sua respectiva imagem
(Fig. 1.3).

1.3 Propriedades Basicas

1.3.1 Operacoes

Vejamos algumas das operacgoes possiveis de serem realizadas com fungoes:

Definicao 1.5. Dadas as funcoes f : A— B eg: A— B e sendo k uma constante,

as operacoes de soma, subtracdo, produto e divisao sao definidas por:

i) (f +9)(x) = f(z)+g(x);
i) (f —9)(x) = f(z) —g(2);

Definicao 1.6. Dadas duas funcoes f : A — B eg: B — C, denominamos fun¢ao
composta de g com [ a funcao (go f) :A — C definida por (go f)(x) = g(f(x)).
Assim, D(go f) = {x € D(f); f(x) € D(g)}(Fig. 1.4 )

gof

Figura 1.4: Funcao (go f)
(Fonte: Autora.)

1.3.2 Caracteristicas

Defini¢ao 1.7. Uma funcao y = f(x), para qualquer x € D(f), é:
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e funcao par de z se f(—z) = f(x), e seu grdfico é simétrico em relag¢io ao

€0 .

e funcao impar de x se f(—x) = —f(x), e seu grdfico é simétrico em relacio

a origem

Exemplo 1.2: Fungao par f(z) = z? e fungao impar f(x) = z°. (Figura 1.5)

B
(—z,y) (x,y) 02

Figura 1.5: Funcao par e funcao impar
(Fonte: Autora)

Definicao 1.8. Uma funcao f: R — R, definida em um intervalo I contido no

DY), é
e crescente, se para todo x1 e x5 € D, com x1 > xo, temos f(x1) > f(x2);
e decrescente, se para todo 1 e x9 € D, com 11 < Ty, temos f(xs) < f(x1).

Exemplo 1.3: Fungdo crescente f(x) = 2z + 4 e fungdo decrescente f(x) =
—2x + 4.(Figura 1.6)

Y Y

6

5

f(z) =2x+4 flz) = —-2x+4+4

3/2 o 1 2 3 YR PR S P : \ 7 M
=l
-1

Figura 1.6: Fungao crescente e funcao decrescente
(Fonte:Autora)
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1.4 Principais Exemplos de Funcoes

Neste topico iremos abordar algumas das principais fungoes que sao recorrentes no

estudo dos problemas de maximo e minimo.

1.4.1 Funcao Constante

Definigdo 1.9. E toda funcio f: I C R — R definida por f(z) = k, onde k é uma

constante real associada a qualquer nimero real x.

O grafico de f(x) = k é representado na Fig. 1.7, onde sempre serd uma reta
paralela ao eixo das abscissas passando por k, ou seja, y = k£ e com conjunto imagem
unitario Im(f) = {k}.

Figura 1.7: Funcao Constante
(Fonte: Autora.)

1.4.2 Funcgao Polinomial

Definicao 1.10. A Func¢ao Polinomial é uma fungao f: I C R — R definida como:

T = apt" 4+ a2 4 ax? +ax+ag,n €N

Os numeros a,, ....,as, a1, a9 € R sao denominados de coeficientes do polindomio
e o grau deste € dado através do maior expoente natural denire os mondémios de sua

respectiva formacao.

Nessa classe podemos destacar:
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Funcao Afim
Defini¢do 1.11. E toda funcdio f: I C R — R definida por
flz) =ax+b,a#0

onde a e b sao denominados respectivamente de coeficiente angular e linear.

Note que:

e se a >0, f(r) = ax + b é uma Fungdo Afim crescente;

e se a <0, f(r) = —azx + b é uma Fungdo Afim decrescente.

O grafico desta funcao é uma reta nao paralela aos eixos coordenados represen-

tada na Fig. 1.8:

f(z) = ax+ F/ flz)=—ax+b

Figura 1.8: Fun¢ao Afim Crescente e Decrescente
(Fonte: Autora.)

Podemos destacar ainda as fun¢oes identidade e linear que sao derivadas das
funcoes afins.
(a) Funcao Linear

Definicao 1.12. E toda func¢io f: I C R — R definida por f(z) = ax,
ondea#0eb=0.

O grafico desta funcao é a reta que passa pela origem dos eixos coordenados

representada na Fig. 1.9:
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(x) = 3z
g(xz) = ax

1
h(z) = Pl

Figura 1.9: Funcao Linear
(Fonte: Autora.)

(b) Fungao Identidade

Definicao 1.13. E toda funcio f: I C R — R definida por f(z) = x,
ondea=1eb=0.

Seu grafico (Fig. 1.10) é uma reta que sao as bissetrizes dos quadrantes I
e III.

y flx) ==

Figura 1.10: Fungao Identidade
(Fonte: Autora.)

ii) Funcao Quadratica
Definicdo 1.14. E toda funcdo f: I C R — R definida por
f(z) = az® +bx +c,
onde a, b e ¢ sao constantes e a # 0.
Seu grafico é uma parabola conforme a Fig. 1.11, onde:
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e se a >0, f(r) = ax® + bx + ¢ a parabola tem concavidade voltada para
cima;
e se a <0, f(x) = —ax? + bz + ¢ a parabola tem concavidade voltada para

baixo.

f(z) = ar’+br+e
Yy

Flx)= —ax®+bx+c
Figura 1.11: Funcao Quadratica
(Fonte: Autora.)

iii) Fung¢ao do Terceiro Grau
Defini¢do 1.15. E toda funcio f: I C R — R definida por
f(x) = ax® + ba® + cx + d,
onde a, b, ¢ e d sao constantes e a # 0.
O gréafico desta funcao esta representado na Fig. 1.12:

flx) =ax® + bz’ +cx+d

Y

Figura 1.12: Funcao do Terceiro Grau
(Fonte: Autora.)
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1.5 Limites

“Se as etapas da evolucao do homem estivessem embutidas num li-
vro, com certeza o método dos limites seria uma das paginas mais
belas, onde a inteligéncia humana deixou marcas significativas.
Mas nem por isso deve ser entendido como fruto de uma cabeca
privilegiada, e sim como resultado de muitas incertezas, tentati-
vas, discordancias e contribui¢ées convincentes.” ([4], p.33).

Devido ao foco deste trabalho ser o Ensino Médio trataremos os conceitos do

limites de forma simplificada, abordando o estudo de fungoes “bem comportadas.

No decorrer do texto, faremos uso da simbologia lim f(z) que iremos ler como
T—ra

"o limite da fun¢ao f(z) quando x tende a a".

1.5.1 Nocao Intuitiva de Limites

Dentre as varias ideias que abordam a nocao intuitiva do limites, vamos destacar
a de tendéncia, onde dizer que z tende a um determinado valor a do dominio de

uma funcao, significa intuitivamente que os valores de x se aproximam de a.

Exemplo 1.4: Determine o limite, quando x tende a 3, na funcao f(z) = = + 1.

Através de tabelas vamos obter o valor do limite intuitivamente (tabela 1.1):

x fla)=z+1 f(z) x fla)=z+1 f(z)
2.5 | f(2,5)—25+1 | 35 3.5 F(3,5) =35+ 1 15
27 | f ) =27+1 | 37 3.3 7(3,3)=33+1 13
29 | f(2,9)=29+1 | 39 3,1 F3, 1) =31+1 41
2,99 | f(2,99) =299 + 1 | 3,99 3,00 | f(3,01) =301 +1 | 4,01

2,999 | £(2,999) — 2,99 + 1 | 3,999 | [ 3,001 | £(3,001) — 3,001 + 1 | 4,001

Tabela 1.1: Aproximacoes para f(x) =z + 1.
(Fonte: Autora.)

Note que, quando x tende a valores proximos de 3, tanto pela esquerda (valores
menores do que 3) quanto pela direita (valores maiores do que 3), f(z) aproxima-se

de 4, logo, lirré(a: +1)=4.
Tr—r
Perceba ainda que, f(3) =z + 1 =341 =4, ou seja, hI%(ZE +1) = f(3).
z—
Graficamente temos (Fig.1.13):
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Exemplo 1.5: : Determine o limite, quando x tende a 1, na fungao f(x)

Figura 1.13: Grafico de f(z) =z +1
(Fonte: Autora).

z2—3z+2

z—1

Primeiramente observemos que 1 ¢ D(f), logo f: R — {1} — R, e que a fung¢do

pode ser reescrita para todo x # 1, como:

/()

:c2—3a:—|—2: (x —1)(x —2)

r—1

r—1

=r—2,x#1,

onde para todo valor de x diferente de 1, a funcao f se comporta como a expressao

y=x—2.

Através de tabelas vamos obter o valor do limite intuitivamente (tabela 1.2):

x fla)=2-2 f(z) x fla)=2-2 f(z)

0,5 7(0,5) =0,5—2 1,5 1,5 F(1,5)=1,5—2 —0,5

0,7 F0,7)=0,7-2 ~1,3 1,3 f1,3)=1,3-2 —0,7
0,9 f(0,9)=0,9-2 1,1 1,1 FL) =1,1-2 —0,9
0,99 | £(0,99) = 0,99—2 | —1,01 1,01 | f(1,01) =1,01—2 | —0,99
0,999 | £(0,999) = 0,999 — 2 | —1,001 | | 1,001 | f(1,001) = 1,001 — 2 | —0,999

Tabela 1.2: Aproximagoes para f(x) =z — 2.

(Fonte:

autora)

Note que, quando x tende a valores proximos de 1, tanto pela esquerda (valores

menores do que 1) quanto pela direita (valores maiores do que 1), f(z) aproxima-se

de —1, logo, lim
z—1

x2—3z+2 __
z—1 -

—1.

Graficamente temos (Fig. 1.14):

24




Figura 1.14: Grifico de lim 223042
r—

z—1
(Fonte: Autora).

Neste caso, perceba que o valor do limite é determinado pelo comportamento da
funcao em valores muito proximos do ponto em questao, isto é, no que denominamos
vizinhanca do ponto, e nesta situacao a fungao é descontinua. Ao tracar o grafico da
funcao f(z) = % utilizando uma caneta, a medida que essa desliza pelo papel
passando pelos pontos da reta ocorre uma falha, isto é, a interrupcao de sua tinta
quando a mesma chega no ponto (1, —1) e, portanto, esse ponto fica sem registro no
grafico, no entanto, a tinta da caneta volta a registrar todos os demais pontos dessa

reta. A reta fica entdo com um “buraco” por isso essa funcao nao é continua.

De modo simplorio, ao se desenhar o grafico em dado momento a ponta do
lapis se afasta do papel em um certo ponto, e continuarmos a partir de outro.
Diferente do exemplo anterior (1.4) no qual o limite ocorre exatamente no ponto,
temos portanto uma funcao continua. No ensino médio, as fung¢oes comumente

estudadas sao exemplos de funcoes continuas.

1.5.2 Nogao Formal de Limites

Defini¢ao 1.16. Seja I um intervalo qualquer, a € I e f(x) uma fun¢do definida
no intervalo I (exceto eventualmente em a). O limite de f(x) quando x tende a a é

L, e denota-se

lim f(z) =L,

r—a

se para todo € >0 existe um 6 > 0, tal que
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|f(x) — L| < e sempre que 0 < |z —a| < ¢,
onde € e § sao constantes tao pequenas quanto se queira.

Note que:

e o nimero real a nao precisa estar no dominio da funcao f, mas existem valores

do D(f) que estao tao proximos de a quanto necessitarmos;
e o termo x — a quer dizer que x se aproxima de a, porém x é diferente de a;

e o valor de f(x) se aproxima de L, quando x se aproxima de a, porém nem

sempre é verdade que f(a) = L.

Geometricamente temos (Fig. 1.15):

L+ €e|-mmmmmmmmmmmmmm e o y = f(x)

) T ——

Pt

F |, ———

|
=
=
>

Figura 1.15: Gréfico da definicao de limite
(Fonte: Autora).

Retornando ao exemplo (1.4), lirrzl))(x + 1) = 4, e usando a defini¢ao 1.16 temos
x—

que dado um € > 0, existe § > 0, tal que
f(z) —4]<eelO<|z—3| <7,

assim se x # 3 pertencer ao intervalo (3—4,340), logo f(x) pertencera ao intervalo

(4—¢,4+¢€),ouseja, se |[(r—3)| <d=|f(z) -4 <e
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De forma geral temos:

reD(f)ed<|z—3|<d=|f(r)—4] <e
Sllz+1)—4<e

S |(x—3)| <e

Logo, dado € > 0, tomando § < € temos que

reD(fled<|z=3|<d=|(x+1)—4|=|xr—3|<d=c¢

Veja que tivemos |[(x + 1) - 4] < € sempre que 0 < |x - 3 | < §, portanto,
lim (2 + 1) = 4.
Teorema 1.17. Unicidade do Limzte.

Se lim f(z) =Ly e glﬁl_rg f(x) = Lo, entao Ly = Lo, isto é, o limite quando existe

Tr—a
€ Uunico.

Demonstracgao:

Dado € > 0 arbitrario, como lim f(z) = Ly e lim f(z) = Lo, teremos que existem
Tr—a Tr—a

01,09 > 0, tais que :

se 0 < |z —a| <6 = |f(x)— Li] < 5;
se 0 < |z —a|l <d=|[f(r) - L| < 5.

Agora tomando,
5 = min{dy,d5},
teremos que
0 <61 ed < oo,
ese, 0 < |z —al <9J,entdo

|f(z) = Li| < S e |f(x) — Lo| < §.
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Portando, para = € D(f) e 0 < |z — a| < 6, temos que :

|Ly — Lo| = |Ly — f(x) + f(x) — Lo|
<Ly = f(2)| + [f(x) — Lo

<€+E
— — =€
2 2 ’

para todo € > 0, isto é |L; — Lso| < e.
Contudo, o tinico niimero nao negativo que é menor ou igual a todo ntimero
positivo é o zero, logo:
|L1—L2 :0:>L1—L2:0,

concluindo assim que

Ly = Ls.

1.5.3 Limites Laterais

Defini¢ao 1.18. Limite a direita: lim f(z) = L;.

z—at

Seja uma funcdo f definida pelo menos em intervalo (a,b), definimos o limite
lateral a direita de f(z) no ponto a como sendo Ly, se para todo € > 0, existir § > 0

talque 0 <z —a<d=|f(r)— L] <e

Definicao 1.19. Limite a esquerda: lim f(z) = L.

r—a~

Seja uma func¢ao f definida pelo menos em intervalo (c,a), definimos o limite
lateral a esquerda de f(z) no ponto a como sendo L, se para todo ¢ > 0, existir

d>0talque -d <z —a<0=|f(x) — Ly] <e

Teorema 1.20. Existéncia do limite finito.

O limite lim f(x) = L existe e € igual a L se, e somente se, os limites laterais
T—ra

lim f(z) =L e lim f(x)= L existem e ambos forem iguais a L.
r—a r—a~

Demonstragao:
=) Como lim f(x) = L temos para todo ¢ > 0, existe 6 > 0, tal que se
r—a

O<l|r—a|<é=|f(x)—L|<e
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Mas 0 < |z —a| < d se e somente se —d <z —a<0oul<zx—a<)i.
Entdo, se —) <z —a <0, entdo |f(z) — L| < ¢, logo lim_ f(x) = L.

Do mesmo modo, 0 < z —a < 9§, entao |f(x) — L| < egj l(zgo gcli)r(rll+ f(z) = L.
Portanto, JE}} flx)=L= aﬁligl* f(x).

<) Como lim (x) = L e lim f(x) = L temos que dado € > 0, existem
r—a Tr—a~

01,09 > 0 tal que
O<z—a<é =|flx)—Ll<ee—-h<zr—a<0=|f(x)—L|<e
Tomando § = min {07, d>} temos que
—0<zr—a<0oul<z—a<d,ouseja, 0<|z—a|l|<d=|f(xr)—L|<e

Portanto, lim f(z) = L. |
r—a

1.6 Propriedades de Limites

A seguir abordaremos algumas propriedades dos limites de funcoes reais.

Lema 1.21. Limite de uma constante: lim c = c.
rT—a

Demonstracao: Seja ¢ > 0, devemos mostrar que existe 6 > 0 tal que se
0<|r—al<dentdo|c—c| <e.
Como |c — ¢| = 0 <e é sempre satisfeito pata todo € > 0, tomando qualquer

0 > 0, a definicao de limite é satisfeita. [ |

Lema 1.22. Limaite da funcao identidade: lim x = a.
T—a

Demonstracao: Devemos mostrar que pata todo € > 0 que existe § > 0 tal que se
0 < |z —a|] < e sempre que 0 < |z — a| < §. Entao, fazendo § = € temos a defini¢ao

de limite satisfeita. [ |

Teorema 1.23. Sejam f : D(f) = R e g: D(g) = R funcoes tais que os limites
lim f(x) = L e lim g(z) = M existam. Nestas condigdes valem as propriedades a
r—a Tr—a

Sequir:

i) [lim f(z) + lim g(x)] = lim f(x) £ lim g(x) = L + M.

r—a r—a r—a T—a
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Demonstracao: Vamos provar a soma, sendo que para a diferenca a demons-
tracdo é andloga. Sejam lim f(x) = L e limg(z) = M e e > 0 arbitrario,
T—a Tr—a
devemos provar que existe 0 > 0 tal que
|(f(z) +g(x)) — (L+ M) < e sempre que 0 < |z — a| <.
3
01, 0o > 0 tais que se

Considera-se § para ser utilizado na definigao de limite, pois 5 > 0. Existem

I

0<|z—a|l<d =|f(x)—L| <

[NORING N NN e

0<|z—a| <dy=|g(x)— M| <

Tomando-se § = min{dy, J2}, ambas as afirmagoes acima sao satisfeitas. Entao,

de fato teremos que

[(f(z) +g9(x)) = (L+ M) = |(f(z) — L) + (9(z) — M]|
< |(f(z) = D)[ + [(g(z) — M|
< %4— % = €.

[lim /() - lim g()] = lim f(2) - lim g(x) = L - M.

Tr—a

Demonstragao: Primeiramente demonstrar-se-a o lema a seguir:

Lema 1.24. lim f(z) = L < lim[f(z) — L] = 0.

r—a r—ra

Note que,

lim f(z) =L < Ve>0,2€ D(f),0< |z —al]<d=|f(z)—L| <e.

Tr—ra

Dado € > 0 arbitrariamente, tem-se que existe 6 > 0 tal que

[(f(z) = Ll < e [(f(x) = L) = 0] < e
< lim[f(z) — L] = 0.

T—ra

Assim demonstramos o Lema 1.24, e o utilizando temos que mostrar que

lim[f(x)-g(z) — L-M]=0.

r—ra
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iii)

iv)

Agora somando e subtraindo Lg(z) a f(z)g(z) — LM obtemos
f(@)g(x) — LM = g()(f(x) — L) + L(g(z) — M).

Por hipotese temos lim f(z) = L e lim g(z) = M, logo por meio do Lema 2.24

r—a r—a
temos
lim[f(z) — L] =0 e lim[g(x) — M] = 0.
Tr—a r—a
Demonstrando assim esta propriedade. [ |

[C.lim f(z)] = Cﬂlﬁlgcllf(x) =C-L

Tr—a

Demonstragao: Pela defini¢do 1.21, se C' = 0, entao C.f(x) = C' = 0. Agora
se C' # 0, dado € > 0 arbitrario, pela hipdtese existe um d > 0 tal que

€

reD(f),0<|z—a|l<d=|f(x)—L| < = =|Cf(z) - CL| <e.

]
|
L f@) _ amI@
ilir}lm—w—ﬁ, SGM?QO.
Demonstragao:

Primeiramente demonstrar-se-a o lema a seguir:

Lema 1.25. Suponha que lim h(x) = N. Entao existem constantes positivas
r—a

K >0 ed, >0 tais que

0<|z—al<d = |h(z) < K.

Dado e = 1 > 0, como lim h(x) = N, entdo existe d; > 0 tal que

r—a
0<|zr—a|l<d = |h(z)—N|<1
= |h(x)| — |[N| < |h(z) = N| < 1
= |h(z)| < 1+|N| =K,

tomando entdo k = 1+ |N| > 0, temos que
0<|z—al<d = |h(z)| <K,
provando assim o lema.
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Agora suponha que lim f(z) = L e lim g(x) = M, e V € > 0 (por definigao),

T—ra r—a

existe & > 0 tal que
|t —a|<d0=|f(x)— L|<eel|glx)— M| <e.

Como tais desigualdades valem para todo €, tomemos

€ |M] - |M| e |MP? e M|
tal que |f(x) — L| < 5 © ok tal que |g(x) — M| < 5
Ainda pelo Lema 1.25 temos que |f(x)| < K, donde segue:
flx) L) _|\flz)  flx) flx) L
gle) M| gy M M M
1 1 1
= S — )+ — _ L
10) i = 5+ 57 U@ - D)
1 1 1
)t = (@) -
| ) + e - o)
1 e |M]? 1 e |M|
Ko— -
SRR TR T 2
_f. €
202
=e.
Logo, como \M — L] <, entao lim {2 — L |

g 9(2) M

Corolario 1.26. Limite de uma Funcao Polinomzal:

Seja p(z) = ap@"+an_ 12" .. +asr? +ayzt +ag, onde a,+a,_1+...+as+ai+ag

€ R, temos lim p(z) = p(a).
T—ra

Demonstragao: Note que como a, +a,_1+...+as+a; +ag sao constantes podemos

reescrever da seguinte forma:

p(T) = cpx™ + cp12" Tt L+ cpx® et + co.

Este corolario é consequéncia direta das propriedades (i) e (iii) do Teorema 1.23:

lim p(x) = lim[c, 2" + c,12" ' + .. 4 cox® + 11t + )

T—ra Tr—a
= lim ¢, 2" + hm Cpn1 " 4 4 lim e + hm cxt + hm Co
r—a r—a
=c¢,. im 2" + ¢,_1. im 2™ 1 + ... 4 ¢o. lim 2 + ¢;. lim 2t + ¢
Tr—a Tr—a r—a Tr—a

= 0" + Cp1a™ H L+ ca? + crat + o

Logo lim p(z) = p(a). |

r—a
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1.7 Limites Infinitos

Definicao 1.27. Limates infinitos: Seja [ uma funcao definida em um intervalo

aberto I, contendo a, exceto possivelmente em a. Se os valores de f(x) crescem

indefinidamente quando x tende a a, escreve-se lim f(x) = +o00. Isso significa que
r—a

para todo A > 0, existe um & > 0 tal que se 0 > |x —a| < 0, entao f(x) > A.

Da mesma forma, seja f uma funcao definida em um intervalo aberto I, con-
tendo a, exceto possivelmente em a, se os valores de f(x) decrescem indefinidamente
quando x tende a a, escreve-se lim f(x) = —oo. Isso significa que para todo A’ < 0,

Tr—a

existe um 6 > 0 tal que se 0 > |x — a| <, entao f(x) < A’

Definicao 1.28. Limites no infinito: Seja [ uma funcao definida em um in-

tervalo aberto (a,+00), se os valores de f(x) se aproximam de L quando x cresce

definidamente, escreve-se lir}rﬂ f(z) = L. Isso significa que para qualquer € > 0,
T—>+00

existe um A > 0 tal que se x > A, entdo |f(z) — L] <e.

Da mesma forma, seja f uma funcio definida em um intervalo aberto (—oo,a),
se 0s valores de f(x) se aprozimam de L quando x decresce indefinidamente, escreve-
se lim f(x) = L. Isso significa que para qualquer e > 0, existe um A" < 0 tal que

T—r—00

sex < A, entio |f(z) — L| <e.

Observe o grafico (Fig. 1.16),

Figura 1.16: Grafico de f(z) =1
(Fonte: Autora.)

e quando x tende a zero pela esquerda temos lim f(z) = —oo;
z—0~
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e quando x tende a zero pela direita temos lim+ f(x) = +o0;
z—0

e quanto mais distante do zero o valor de x negativo se encontra temos

lim f(z)=0;

r—r—00
e quanto mais distante do zero o valor de x positivo se encontra temos

lim f(x)=0.

T—+00

1.8 Derivadas

"Seja o que for que imaginemos, é finito. Portanto nao existe
qualquer ideia, ou concep¢ao, de algo que denominamos infinito.
(...) Quando dizemos que alguma coisa ¢ infinita, queremos apenas
dizer que nao somos capazes de conceber os limites e fronteiras
da coisa designada, nao tendo concepcao da coisa, mas de nossa
propria incapacidade." (Hobbes [17], p.19 ).

Trataremos do assunto de maneira sutil, de forma a servir como subsidio, for-
talecendo a base do Ensino Médio, iniciando com o estudo de Taxa de variagao.
Devemos fazer uma relagao entre as grandezas varidveis, a qual denominaremos de
funcao para analisar, interpretar e resolver os problemas. O conceito de derivada
esta diretamente ligado com a taxa de variagao, que por sua vez, é a base de estudo

de funcoes e exprime a razao com que a funcao varia em um determinando intervalo.

1.8.1 Taxa de Variacao

Tome f(x) como sendo a curva de uma fungao definida em um intervalo real (a,b) e
0s pontos P(z,,y,) € Q(xy, yp) pertencentes a curva. A diferenca entre o valor final
e o inicial da grandeza, dentro do intervalo real, é o que chamamos de variacao de
uma grandeza.

Sendo assim, se y é uma grandeza, Ay ( 1é-se: "delta y") é a sua variacao dada
pPor AY = Yfinai — Yinicial, OU Seja, a variacao de y é igual ao valor final de y, de @
menos o valor inicial de y, de P.

Analogamente para a grandeza x temos Ax ( 1é-se: "delta x") a sua variacao é
dada por AT = Zfina — Tinicial, OU S€ja, a variacao de x ¢ igual ao valor final de z,,

de ) menos o valor inicial de z, de P.
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Defini¢ao 1.29. A taza média de varia¢ao de uma fungéao f, num intervalo [z,,z;/

€ dada por

T, — Ay _ S -SGa)

Ax Tp—Tq

Geometricamente temos (Fig. 1.17):

Figura 1.17: Taxa de Variacao Média em f(x)
(Fonte: Autora).

Figura 1.18: Taxa de Variacao Média em f(z) = ax +b
(Fonte: Autora).

35



A taxa de variacao média mostra com que rapidez a funcao cresce ou decresce
em um determinado intervalo, contudo por se tratar de uma média podem existir
intervalos dos quais a funcao apresente comportamento diferente do mencionado na
média, com excecao da funcao f(x) = ax + b cuja taxa de variacdo média é sempre
constante (Fig. 1.18).

Tome f(x) = ax + b, em um intervalo entre x, e 3, com x, < xy:

_ flza)—f(zp) _ (azp+b)—(ame+bd) _ alzp—w4) a
o Tp—Ta o Tp—Tq - Tp—ze

Ty =

ble

Geometricamente, a taxa média de variagao de uma fungao f (observe as Fig. 1.17
e 1.18), representa a inclinacdo da reta secante que passa pelos pontos P(z,,y,) €
Q (v, yp) do grafico de f(z), ou seja, o coeficiente angular da reta e a taxa de variacdo
sao iguais:

Tp—Ta

1.4

m = tga —

A taxa de variacao média nao nos fornece informacoes precisas em cada ponto do
intervalo tomado da func¢ao, quanto maior for o intervalo podemos ter valores mais
distantes da média em determinados pontos. Contudo conforme formos diminuindo
a variacao do intervalo em questao, mais significativa serd a analise da variacao, ou

seja, estas informagoes vao se tornando cada vez mais precisas.

Quando analisamos a taxa de variacao da funcao f em um dado ponto, estamos
calculando a sua taza de variacao instantdnea, o que geometricamente é representado

pelo coeficiente angular da reta & curva da funcao f no ponto zj.

Definicao 1.30. A Taza de Variagcao Instantdnea de uma funcao f no ponto xy €

dada por

T i T@) = a0)

T—x0 €Xr — ‘%.0

e fazendo x = x¢ + Ax, temos

T — lim f(zo + Ax) _f(ifo).
Az—0 Ax
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1.8.2 Interpretagcao Geométrica e Conceito de Derivada

Para continuarmos este estudo devemos considerar o problema de tracar a reta
tangente de uma curva qualquer. Habitualmente, no caso de uma circunferéncia
sabemos que a reta tangente num determinando ponto P é a reta que passa por
P perpendicular ao raio, simploriamente ¢ a reta que "toca"a circunferéncia unica-

mente neste ponto P (Fig. 1.19).

Reta tangente

Figura 1.19: Reta tangente a uma circunferéncia
(Fonte: Autora)

No caso de uma curva qualquer de uma certa fungao f, seja P(z,, f(x,)) o ponto
pertencente a esta curva da qual desejamos tracar a tangente, consideremos ainda
um outro ponto Q(x, + h, f(z, + h)) também pertencente a esta mesma curva, o
declive da reta secante P() é expresso pelo quociente

Ay f(m) = flz) _ flath) = fla)

m = — = _=
PR Ax Th — Ty h

Note que h realmente é um incremento adicionando & abscissa de P para ob-
termos a abscissa de @), pois Ar = (z, + h) — (z,) = h. Consequentemente a
ordenada f(a 4+ h) é obtida pelo incremento de f(a + h) — f(a) em f(a), ou seja,
fla+h) = fla) +[f(a+h) = f(a)].

Permanecendo o ponto P fixo e o ponto ) se aproximando cada vez mais deste,
passando por sucessivas posicoes ()1, @2, @3, ..., a secante P() passara a assumir as
posicoes PQ, PQs, PQs, ..., fazendo com que a razao incremental h que é o declive

da secante, se aproxime de um determinando valor m. Chamamos assim de reta
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tangente a curva no ponto P como sendo a reta que passa por P e cujo coeficiente

angular ¢ o niimero m mencionado, conforme ilustrado na figura 1.20.

Agora, & medida que ) se aproxima ainda mais de P, com h cada vez menor
e mais proximo de zero e a razao incremental se aproxima de um valor finito m,
dizemos que m é o limite da razao incremental, com h = Ax — 0 obtendo assim
nao mais a reta secante P(Q) e sim a reta tangente ¢ em P, o que leva a seguinte

definicao:

Defini¢ao 1.31. Se P(xo,y0) € um ponto da funcdo f, entdo a reta tangente ao
grifico de f em P é definida como a reta que passa por P com declividade(coeficiente

angular) definida por

I

desde que o limite exista.

Sendo assim de acordo com as defini¢oes 1.30 e 1.31 chamamos de derivada da
fungdo f(z) em z( este valor m da inclinagdo da reta tangente e denotamos por

f'(x0), onde e lé-se: derivada da fun¢ao f(x) em zy.

Definicao 1.32. A Taza de Variacdo Instantinea, ou derivada da funcao f em

xr = xy, € dada por

m f(zo+ Ax) — f(zy)

Az—0

A = ['(x0).

fix, + h)

Figura 1.20: Ponto () se aproximando do ponto P & medida que h tende a zero
(Fonte: Autora.)
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1.8.3 Regras Basicas Para Derivagao

A seguir veremos algumas regras de derivagao que auxiliaram nos célculos de deri-

vadas.

Proposicao 1.33. Derivada de uma constante:

Se ¢ ¢ uma constante € R e se f(z) = ¢ para todo z, entao f'(x) = 0.

Demonstracao:
Ay
/ R T =29
flo) = lim 3,
o fr A f)
Az—0 Ax
i €
T arbo Az
.0
- Aliglo 0 0
[ |
Proposicao 1.34. Derivada de uma poténcia:
Se n ¢ um namero inteiro positivo e f(z) = 2", entao f'(z) = nz" L.
Demonstragao:
Ay
/ T =9
flr) = Alirgo Az
o S A — (@)
Az—0 Ax
S An ()
Az—0 Ax
n L en n . pen—1 n L en—2 2 n . n
i (O)x—i-(l)x .Ax+<2>x .(Am)—i—...—i—(n)(AJ;)
- Airilo Az
. _ n—1
N Alglgrgo Ax -
|

Proposicao 1.35. Derivada da multiplicacao por constante:

39



Sejam f e g fungbes, k uma constante tal que g(z) = kf(x). Se f'(x) existir,
entao ¢'(z) = kf'(x).

Demonstracao: Tome por hipotese que existe f'(z) = lima, 0 %ﬁ:_ﬂ@' Logo,
Ay
/ R T =29
g(r) = Alggo Az
gl Ar) (@)
Az—0 Ax
~ lim kf(x+ Azx) — kf(z)
Az—0 Azx
o [fle A~ f@)
Az—0 Ax
=kf'(z).
[

Proposicao 1.36. Derivada da soma:

Sejam f, g e h fungoes tais que h(z) = f(x)+g(x), para todo x. Se f'(z) e ¢'(z)
existirem entao h/'(z) = f'(z) + ¢'(x).

fa+Az)—f(z)

Demonstragao: Assuma por hipotese que existem f'(x) = limaz 0 N

e

g'(x) = lima, 0 w. Assim,

()= Jim 3

~ lim h(x + Azx) — h(x)
Az—0 Ax

_ iy S+ A7) +g(z+ Ax)] — [f(2) + g(2)]
Aggo Az

o )~ @) + g+ h) — (o)
Az—0 Az

- fleth) = fl@) . glz+h)—g(x)
o Ali—m Az + Alzrgo Ax
= f'(z) + ¢'(x)

Proposicao 1.37. Derivada do produto:
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Sejam f, g e h fungdes tais que h(z) = f(x) g(z), para todo z. Se f'(x) e ¢'(z)
existirem entdo h'(z) = f'(x)g(x) + f(2)g' ().

Demonstragao: Assuma por hipotese que existem f'(x) = limaz o %ﬁ;ﬂ@ e
g'(z) = lima, o w. Portanto,
Ay
W(xz)= lim —=
()= lim Re
~ lim h(x + Ax) — h(x)
Az—0 Az
_ iy @+ AT)g(z + Ax) — f2)g(2)
= lim .
Az—0 Ax

Se f(x 4+ Ax).g(x) for somado e subtraido ao numerador, entao:

flz+ Az)g(x + Azx) — f(x + Az)g(z) + f(z + Ax)g(z) — f(x)g(x)

W) = Alziprgo Ax
i J AVl + A7) — 6] + oIS + M) — )
Az—0 Az
= Jim 1o G [P

Azx) — Az) —
AT i ato) i F

= [(@)g'(x) + g(x) f'(z) = ['(x)g(x) + f(x)g (z).

= dm, Sl A G,

Proposicao 1.38. Derivada do quociente:

Sejam f, g e h fungdes tais que h(z) = [(2) g(x) # 0, para todo z. Se f'(z) e

9(z)”
_ ['@g(@)—f(x)g'(z)
9" ()]? '

Demonstragao: Tome por hipotese que existem f'(z) = lima, o

¢'(z) existirem entao h'(z)

f(a+Az)—f(z)

Az €

g'(z) = lima, o W. Entao
Ay
/ T =29
filz) = Alggo Az
~ im h(z + Azx) — h(x)
Az—0 Ax

flz4+Az) M
— i Yetas) gl

Az—0 Azr
— lim 1 [ flz+ Az)g(z) — f(z)g(z + Ax)
Az—0 Az g(z + Az)g(z)
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Se f(x)g(x) for somado e subtraido ao numerador, entao:

o) = fo, - [ ke = o) et T+
A0 Az g(z + Azx)g(z)
[ ) () atetin e

Az—0 g(x + Ax)g(x)
S+ Ar) — f(2) : g(z + Ar) — g()
Alggo Az Aliglog(x) B Alalcrilo /(@) Az

e 30) Jin 0
f'(@)g(z) — f(2)g'(x) _ f(z)9(z) — f(2)g'(z)

g(x)g(x) lg(x)]?

1.9 Maximos e Minimos

Diversas situagoes e/ou problemas do cotidiano procuram encontrar a area maxima,
volume méximo, custo minimo, ou seja, busca-se o maior, menor, maximo, minimo,
melhor, pior valor desta. Sao os chamados problemas de otimizacao. Uma forma
pratica e rapida que auxilia nessa busca é a representacao destas situacoes por meio
de funcoes, e o uso das derivadas constitui uma grande ferramenta que permitem
encontrar valores ao evidenciarem as caracteristicas de maximos e minimos de fun-
¢oes. Como ja mencionado, nos limitaremos a fun¢oes continuas em seus dominios,
e nesta secao apresentaremos alguns conceitos relacionados as no¢oes de maximos e

minimos.

Defini¢ao 1.39. Se f(z) € uma funcdo definida, continua e derivdavel em um dado

mtervalo 1, temos que:

i) se f'(x) > 0, entao f(x) € crescente neste mesmo intervalo;

ii) se f'(x) < 0, entao f(x) € decrescente neste mesmo intervalo.

Defini¢ao 1.40. Uma funcao f tem minimo local ( ou minimo relativo) em um
ponto ¢ (¢ € D(f)) se existir um intervalo aberto I (¢ € I), tal que f(c) < f(x) ou
f(z) > f(c) para todo z € I.

Defini¢ao 1.41. Uma funcao f tem mdzimo local (ou mdximo relativo) em um
ponto ¢ (¢ € D(f)) se existir um intervalo aberto I (¢ € I), tal que f(c) > f(x) ou
f(z) < f(c) para todo © € I.
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Definicao 1.42. O valor f(c) é chamado de valor minimo absoluto de f, se ¢ € D(f)
e f(c) < f(z) ou f(x) > f(c) para todo x no dominio de f.

Definicao 1.43. O walor f(c) é chamado de valor mdzimo absoluto de f, se ¢ € D(f)
e f(c) > f(x) ou f(x) < f(c) para todo x no dominio de f.

Exemplo 1.6: Na Fig. 1.21 temos a fun¢ao y = f(x) onde os pontos:

f(xa)

f{ml}'

flzy)
fxs )

Figura 1.21: Pontos da funcao y = f(x)
(Fonte: Autora.)

e 1, e x3 sao pontos de maximos relativos;
e 13 é ponto de maximo absoluto;

® I, e x4 sao pontos de minimo relativos;
e I, é ponto de minimo absoluto.

Teorema 1.44. Seja f(x) uma funcao derivdavel em ¢, com ¢ € D(f). Se f'(¢) =0

temos que ¢ € ponto de mdzrimo ou minimo local.

Definicao 1.45. Um ponto ¢ pertencente ao dominio de uma funcao f € denominado

de ponto critico se f € derivdvel em ¢ e f'(c) = 0.

Por meio da defini¢ao 1.45 podemos reescrever o teorema 1.44 como: "Se x = ¢

¢ maximo ou minimo local de f entdo ¢ é ponto critico de f".
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Teorema 1.46. (Teste da Primeira Derivada). Seja f uma funcdo derivdvel

num intervalo (a,b) e seja ¢ um pronto critico de f. Temos que:

i) se f' passa de positiva para negativa em c logo f tem mdzimo local em c;
i) se f' passa de negativa para positiva em c logo f tem minimo local em c;
iii) se f' nao muda de sinal em c logo f nao tem mdzimo nem minimo local em c.

Teorema 1.47. (Teste da Segunda Derivada). Seja f uma funcdo derivdvel
num intervalo (a,b) e seja ¢ € (a,b) um pronto critico de f. Se f admite a derivada

f" em (a,b) temos que:
i) se [7(c) <0 entdao [ possui um mdzimo local em c;
i) se [7(c) > 0 entao f possui um minimo local em c.

Demonstragao: Suponha que f'(c) =0e f’(c) <0, entao

)t L)

r—C Tr — C

0.

Logo, existe um intervalo (a,b), contendo c tal que

—f/(ﬂigz : fl(c) < 0, para todo z € (a,b).

Tome A como o intervalo aberto que contém todos os pontos x € (a, b) tais que x < ¢,
logo c é extremo direito do intervalo aberto a e ainda tome B como o intervalo aberto
que contém todos os pontos x € (a,b) tais que = > ¢, logo ¢ é extremo esquerdo do
intervalo aberto b. Agora se x € A, implica que x — ¢ < 0, logo f'(x) > f'(c), e se
x € B, implica que x — ¢ > 0, logo f'(z) < f'(¢). Como f'(¢) > 0, concluimos que,
sex € A, f'(xr) >0e sex b, f'(r) <O0. Portanto, f passa de crescente para

decrescente em ¢, o que pelo teste da primeira derivada, afirma que f tem maximo

local em em = = ¢. O outro caso é analogo. |
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CAPITULO 2

APLICACOES

2.1 Os Problemas de Maximo e Minimo na Atuali-
dade

O ramo da Matematica que estuda maximos e minimos é a Otimizacao, que aliada
ao desenvolvimento do Calculo contribui para a solucao de diversos problemas, o

que é confirmado por Neto:

Desde sua criagdo, a grande razao para o sucesso do Calculo como
corpo de conhecimento tem sido sua aplicabilidade a um sem nu-
mero de problemas de vérios ramos do conhecimento. De fato,...
Principia obra prima de Newton, publicado em 1687, deixa claro
que a grande motivacao de Newton para o desenvolvimento dos
métodos do Calculo residiu nas aplica¢bes dos mesmos & Fisica.
(Neto [24], p.10).

Atualmente, em diversas areas do conhecimento humano, existem problemas
ou situacoes nas quais a variacao de grandezas estd presente, e consequentemente
busca-se otimizar tais situagoes ao determinar o ponto que resulta no melhor apro-
veitamento ou rendimento destas. Reduzir os gastos de material e paralelamente
maximizar a distribuicao de internet, agua, luz e esgoto em uma construgao, rea-
proveitamento de matéria prima em reformas, a confeccao de embalagens visando
gastar-se menos na producao entre outros casos sao alguns exemplos de problemas

reais que podem ser solucionados usando estas ferramentas do Calculo.
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Devemos elencar ainda outra contribuicao da otimizagao, nao pensando apenas
na diminuicao dos gastos versus maior lucro, mas também no fato que a utilizacao
de um menor ntimero de matéria-prima traz beneficios ao meio ambiente, um fator

predominante e impossivel de ser deixado de lado pela atual geracao.

Segundo Avila [8], antes de 1943 este contetdo ja era abordado no cronograma
nos dois anos de pré-universitirio. Posteriormente, com a Reforma de Capanema o
Calculo continuou fazendo parte do curriculo, porém integrando o programa da 3°

série do curso cientifico.

O movimento da Matematica moderna em meados dos anos 60 trouxe algumas
mudancas no curriculo de Matemaética ensinado nas escolas influenciadas por ten-
déncias do exterior a saber, a retirada dos conteudos de Célculo e Geometria como
disciplinas especificas. A reforma sancionada em 1971 conhecida como a segunda
Lei de Diretrizes e Bases da Educagdo Nacional (LDB) mudou a organizacio do
ensino no Brasil criando os niveis de ensino de 1° e 2° grau, onde o 2° grau passa
a ter como foco a educacao profissionalizante. Segundo a Agéncia Senado [1], sao

apontadas como motivagao dos reformistas as seguintes situagoes:

e 0s idealizadores dessa alteracao entendiam que o programa de Matemética
j4 era muito extenso e consequentemente nao havia espaco para a inclusao
do calculo, pois queriam um programa inovador e nao haveria espaco para o

formalismo;

e nao haviam vagas para todos os estudantes nos cursos superiores e existia uma
cobranga dos mesmos, entao era necessario reduzir a procura por estas vagas.
O "vestibular"da época nao era limitado a um nimero de vagas ofertadas
pelas instituicoes superiores, mas sim a nota de corte, logo todo estudante que

atingisse aquela nota teria em tese direito a uma vaga no ensino superior;

e ¢ 0 pais precisava de "trabalhadores", mao de obra especializada necessitando

de técnicos a nivel médio.

Destaca-se ainda que este sistema encontrava-se na contramao do sistema edu-
cacional de outros paises, como os EUA, onde existe uma maior flexibilidade no
curriculo dos anos finais, na qual o aluno pode escolher estudar mais matematica ou
qualquer outra area, o que pode ser aproveitado quando o mesmo adentrar no curso

superior.
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Estas interpretacoes e justificativas, segundo Avila |9], sdo um grande equivoco,

e geraram programas mal estruturados até a atualidade.

Machado [20], que ja lecionou no Ensino Médio, salienta com base em sua expe-
riéncia que este método funciona, que é possivel sim incluir e ensinar Calculo nos
programas atuais, mas nao da forma como anteriormente era ensinado, iniciando-
se por limites, pois trata-se apenas de uma antecipacao da formalidade de como
seria ensinado no nivel superior. Este autor aborda o tema em uma colecao cha-
mada “Matematica por Assunto”, na qual escreveu todo o volume de calculo, sem a

formalizacao do conceito de limites, contudo este livro nao ¢ mais publicado.

Em uma entrevista [19], este autor relata de forma sucinta como escreveu a
colecao “Matematica por Assunto” afirmando que a melhor forma de se iniciar o
ensino de Calculo é por meio de fun¢oes simples, especialmente as polinomiais que
justamente sao ensinadas no ensino médio, comecando pela integracao e com as
funcoes de primeiro grau, e depois com a ideia de derivacao e por tltimo com a
equacao diferencial, o que pode ser trabalhado em poucas aulas. Posteriormente o

docente deve recomecar utilizando as fungoes de segundo grau:

“Com a ideia de derivada, por exemplo, ele nao precisa nunca mais
decorar as féormulas das coordenadas do vértice de uma parabola,
pois, quando precisar das coordenadas, pega um pedago de papel,
calcula & méo a derivada de y = ax® + bx + ¢, e a iguala a zero;
com isso, acha a expressdo para x, e com ela, a expressao para y.

Facil, facil, e sem nenhuma decoreba”. (Machado [19], on-line).
Mais especificamente para a nocao de derivada:

“0 aluno calcula o valor do polinémio paraz = 1, z = 2, x = 3, etc.
Vai ver que a taxa de variacao por unidade nao é mais constante,
mas a taxa de variacdo da taxa de variacdo é constante! E isso
ele descobre muito simplesmente, com tabelas”. (Machado [19],

on-line).

Avila [8] também defende a presencga do Calculo no curriculo do Ensino Médio,
ao afirmar que seria muito mais proveitoso utilizar o tempo disponivel no Ensino
Médio ensinando formalismo e terminologias sobre fun¢oes, com o ensino das nocoes

basicas do Calculo e suas aplicacoes, aplicando a matemética a realidade:
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“Descartar o Calculo no ensino é grave, porque deixa de lado uma
componente significativa e certamente a mais relevante da Mate-
mética para a formacgao do aluno num contexto de ensino moderno

e atual.” (Avila, [8], on-line).

Por meio de uma nova organizacao do curriculo e das metodologias faz-se possivel

a inclusdo do Calculo no Ensino Médio:

“Antes que algum leitor pense que o ensino de derivadas logo
na primeira série vai aumentar ainda mais o ensino de funcoes,
apressamo-nos a dizer que é exatamente o contrario. O ensino de
funcoes, como vemos em vérios livros, é que esta carregado de ter-
minologia e notacdo, de maneira artificial e descontextualizada.”
(Avila, [7], on-line).

Salientamos que o objetivo das mudancas propostas nas reformas anteriormente

citadas eram trazer modernidade ao ensino da Matematica, porém descartaram uma

grande ferramenta, ja que o Célculo é um conteiido com grande aplicabilidade, con-

forme exemplificado acima, e uma ferramenta aliada a arte da resolucao de proble-

mas, o que é essencial para a formacao de um aluno inserido no contexto moderno

e atual.

Para Polya:

Alguns dos mais importantes deveres do professor sio o de instigar
e o de desafiar os seus alunos, o que nao é facil, pois exige tempo,
pratica, dedicacgao e principios firmes. Atualmente o trabalho do-
cente é marcado pela frustracao: os professores tém a sensacao de
estar forcando os alunos a participarem de agdes que visivelmente
nao os atraem.“Sendo uma excelente forma de causar este estimulo

a resolucdo de problemas interessantes.”(Polya [28],p.15).

Por fim, observamos que a maior parte dos livros de calculo aborda dentro do

estudo das derivadas os problemas aplicados a situagoes envolvendo méaximos e mini-

mos, as otimizagoes, o que reafirma a sua importancia por serem situacoes rotineiras,

de grande importancia no dia a dia. E quando estas situagoes podem ser expressas

em termos de varidveis de fungoes, o calculo nos traz ferramentas que nos auxiliaram

a compreender e resolver este problema. Sendo assim, justifica-se a apresentacao dos

problemas de otimizacao ainda no ensino médio por meio das derivadas.
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2.2 Proposta de Apresentacao dos Conceitos de Li-
mites e Derivada no Ensino Médio

A Lei de Diretrizes e Bases da Educagao (LDB) é um dos documentos norteadores
da educacao e em seu artigo 35 ela retrata que o ensino da Matemaética é obrigatorio
nos trés anos do ensino médio, inclusive nas comunidades indigenas, confirmando a

preocupacao com a disseminacao da matematica em nossas instituicoes de ensino.

Relata ainda que o ensino médio deve reforcar e considerar a formagao integral do
aluno, promovendo um trabalho voltado para a construgao do seu projeto de vida e
para a sua formacao nos aspectos fisicos, cognitivos e socioemocionais, priorizando o
desenvolvimento de um cidadao critico, capaz de aplicar o contetddo formal aprendido

contextualizando-o com outros conhecimentos.

Nesse mesmo sentido, os Parametros Curriculares Nacionais (PCN+) das ciéncias
da natureza e matematica retratam fortemente um desenvolvimento da disciplina de
Matematica interligado com outras areas a medida que vivemos em uma sociedade
crescentemente globalizada, sendo assim a educacao nao pode ficar desintegrada,
devendo formar cidadaos capazes resolver problemas, se comunicar, tomar decisoes

e trabalhar em equipe.

Os PCN+ ao estabelecerem um conjunto de parametros para a organizagao do
ensino de Matematica no ensino médio, buscam exatamente alcancar os objetivos
descritos no paragrafo anterior. Para isso ao aluno nao deve ver a matemaética apenas
como um conjunto de regras e simbolos isolados, e sim conseguir aplica-1a contextu-

alizando em outras &reas do conhecimentos, bem como em sua vida profissional.

Representagao e comunicacao, investigagao e compreensao e contextualizagao
socio-cultural sao as competéncias e habilidades a serem desenvolvidas em Matema-

tica, segundo os PCN+.

Fazendo cumprir a Lei de Diretrizes e Bases da Educagao(LDB) de 1996, em
seu artigo 9, a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é o documento atual
que determina quais sao as aprendizagens essenciais a serem trabalhadas em todas
as escolas e niveis de ensino no nosso pais, visando atingir uma formacao integral
que tem por objetivo garantir um ensino igualitirio no sistema educacional em
todo o territério nacional, a fim de construir uma sociedade mais justa, inclusiva e

democratica.
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Este documento “leva em consideragao que os diferentes campos que compoem a
Matematica retinem um conjunto de ideias fundamentais que produzem articulagoes”
(BNCC [22], p.266). Sendo assim a BNCC estabelece as 10 competéncias gerais que
devem nortear as areas de conhecimento e seus componentes curriculares, sendo
estas essenciais para assegurar os direitos de aprendizagem de todos os educandos,

as quais sao:
1. Conhecimento;
2. Pensamento cientifico, critico e criativo;
3. Repertorio cultural;
4. Comunicacao;
5. Cultura digital;
6. Trabalho e projeto de vida;
7. Argumentacao;
8. Autoconhecimento e autocuidado;
9. Empatia e cooperacao;
10. Responsabilidade e cidadania.

Neste trabalho ao se utilizar:

i. no laboratério de informética o software Geogebra para a interpretagao geo-
métrica do conceito de derivacao e o esbogo grafico de situagoes abordando a

variacao de grandezas;

ii. a resolucao de problemas presentes no cotidiano instigando a investigagao, troca
de informacoes entre os educandos e formulacao de uma estratégia visando a

solucao destes problemas;

iii. reflexao ambiental ao se utilizar uma situacao problema com foco na economia

de matéria prima na confeccao de uma embalagem:;

iv. 0 uso de material manipuldvel para verificacao e confrontagao dos resultados

encontrados,
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tornou-se possivel abordar algumas das competéncias presentes na BNCC:

2. Pensamento cientifico, critico e criativo: exercitar a curiosidade intelectual e
recorrer a abordagem propria das ciéncias, incluindo a investigacao, a reflexao, a
andlise critica, a imaginacgao e a criatividade, para investigar causas, elaborar e tes-
tar hipoteses, formular e resolver problemas e criar solucoes (inclusive tecnologicas)

com base nos conhecimentos das diferentes areas;

4. Comunicacdo: utilizar diferentes linguagens — verbal (oral ou visual-motora,
como Libras, e escrita), corporal, visual, sonora e digital —, bem como conhecimen-
tos das linguagens artistica, matematica e cientifica, para se expressar e partilhar
informacoes, experiéncias, ideias e sentimentos em diferentes contextos, além de

produzir sentidos que levem ao entendimento miatuo;

5. Cultura digital: compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacgao
e comunicacao de forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas
sociais (incluindo as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informagoes,
produzir conhecimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria na

vida pessoal e coletiva;

7. Argumentacao: argumentar com base em fatos, dados e informagoes confiaveis,
para formular, negociar e defender ideias, pontos de vista e decisoes comuns que
respeitem e promovam os direitos humanos, a consciéncia socioambiental e o con-
sumo responsavel em ambito local, regional e global, com posicionamento ético em

relacao ao cuidado de si mesmo, dos outros e do planeta.

No contexto diario, seja este no ambiente comercial, escolar ou de questoes par-
ticulares toda pessoa durante o processo de tomada de decisao tem que identificar
o problema, definir o objetivo para entao formular, analisar e avaliar alternativas

para finalmente escolher a melhor dentre as opc¢oes disponiveis.

Os alunos deste século tém a informacao e a solugao de seus problemas com
apenas um clique, neste sentido, a BNCC, sugere uma nova vertente para a edu-
cacao visando deixar a escola mais atraente para o aluno. Para isso a escola deve
acompanhar o desenvolvimento global, e um dos caminhos é abordar os contet-
dos de maneiras diferentes com foco em situacoes de aplicabilidade real. A BNCC

ainda prevé os itinerarios formativos que permitem flexibilizar a organizacao escolar
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de acordo com a necessidade e relevancia da comunidade na qual a instituicao de

ensino esta inserida.

Diante destes dos argumentos citados acima, a otimizacao é uma ferramenta
que apoia o processo da tomada de decisao, bem como pode ser aplicada para
grande parte de diversos problemas presentes no ambito real, desde a uma simples
tomada de decisao sobre qual o melhor caminho a se tomar para ir de sua casa
ao colégio ou como maximizar o volume de uma embalagem minimizando o uso de
matéria prima, o que interfere no custo final de um produto e na competitividade do
mesmo no cenario comercial, podendo ser trabalhada paralelamente com recursos
computacionais tais como planilhas eletronicas ou como neste trabalho por meio do

software Geogebra, indo exatamente de encontro com o que é ressaltado pela BNCC:

[...] no Ensino Médio o foco é a construcdo de uma visdo inte-
grada da Matematica, aplicada & realidade, conforme anterior-
mente anunciado. Nesse contexto, quando a realidade é a referén-
cia, é preciso levar em conta as vivéncias cotidianas dos estudantes
do Ensino Médio, envolvidos, em diferentes graus dados por suas
condigoes socioecondmicas, pelos avancos tecnologicos, pelas exi-
géncias do mercado de trabalho, pela potencialidade das midias
sociais, entre outros.

Tais consideracoes colocam a drea de Matematica e suas Tecnolo-
gias diante da responsabilidade de aproveitar todo o potencial ja
constituido por esses estudantes, para promover acoes que estimu-
lem e provoquem seus processos de reflexao e de abstracao, que
deem sustentacao a modos de pensar criativos, analiticos, induti-
vos, dedutivos e sistémicos e que favorecam a tomada de decisoes

orientadas pela ética e o bem comum. (BNCC [22], p. 518).

A seguir, apresentamos nossa proposta didatica para a abordagem deste con-
teido no Ensino Médio. Os problemas escolhidos representam situacgoes presentes
no cotidiano, dando margem a um trabalho mais interativo entre professor — aluno
e aluno — aluno. A proposta desenvolvida nesta etapa foi implementada para os alu-
nos do 3° ano do Ensino Médio, visto que estes possuem os conhecimentos bésicos
necessarios: funcoes, sequéncias, variacao e razao entre grandezas. No entanto, nao
h& empecilhos para que tal proposta seja aplicada para alunos das séries anteriores,
caso 0s mesmos ja possuam o0s pré-requisitos necessarios para o desenvolvimento da

mesinla.

52



2.2.1 Taxa de Variacao

Objetivo: introduzir e definir o conceito de taxa de variagao.
Duragao: 2h/a.

Pré-requisitos: variacao e razao entre grandezas, plano cartesiano.
Material Necessario : software GeoGebra.

Desenvolvimento:

A variacao de grandezas esté presente no cotidiano, podemos citar algumas destas
situagoes: o tempo gasto para se chegar a escola, a variacao de temperatura no
decorrer de um dia, a curva de crescimento de uma crianga, o rendimento de um
determinado capital em certo tempo, a velocidade de deslocamento de uma cidade
a outra, a quantidade de remédio administrado depende da idade/peso da pessoa, a

conta de luz depende da quantidade de energia gasta, e assim por diante.

Ha situacoes em que uma grandeza varia na dependéncia de uma, de duas, ou va-
rias outras variaveis, particularmente estudaremos apenas as func¢oes que dependem

de uma tnica variavel.

Este conceito de taxa de variacao da embasamento ao estudo de funcoes expres-
sando o comportamento (rapidez) da qual estd funcdo cresce ou decresce em um

determinado intervalo.

Vejamos alguns exemplos:
Exemplo 2.1: O crescimento de uma determinada planta é expresso pela lei
h = 2t, que relaciona a altura em centimetros (h) em fun¢do do tempo em dias ().

Neste cenério qual é a variacao de h quando ¢ varia:
a) De 1 para 2 dias?

b) De 2 pra 3 dias?

c¢) De 3 para 6 dias?

d) Represente graficamente os itens anteriores.

Resolucao:

a) Note que quando o tempo é:
t=1,aalturaé h (1) =2.1=2;
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t=2aalturaé¢ h (2) =2.2=4.

A variacao do tempo de 1 dia para 2 dias é representada por At — 2 -1 — 1 dia,

e quando a altura varia de 2 cm para 4 cm representamos por Ah =4 -2 = 2 c¢m.

Ah _ 2

A razao = 37 = = 2, é chamada de taxa de variagao.

b) Note que quando o tempo é:

t =2, aaltura é h (2)
t =3, aaltura é h (3)

Entao temos,

At =3 — 2 =1 dig;
Ah =6 —4=2cm.

E portanto,

¢) Note que quando o tempo é:

t=3aalturaé h (3) =2. 3 = 6;
t =6 a altura é h (6) 6 = 12.

Entao temos,

At = 6 — 3 = 3 dias;
Ah =12 — 6 =6 cm.

E portanto,

Ah
At

6
6 -2,

Definigao 2.1. A taza média de variagao de uma funcgao f, num intervalo [z,,z,] €
dada por
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Ou seja, dada uma funcdo qualquer y = f(x), a variagdo de uma grandeza é

a diferenca entre o valor final e o valor inicial desta grandeza, num determinado

intervalo real.

d) Representagdes graficas dos itens a (Fig.2.1), b (Fig.2.2) e ¢ (Fig.2.3).

A(1,2) e B(2,4)

M= tan o« = Ys—Ya =2 Taxa Média de Variacao
rp— T4

Equacédo reduzida da reta que contém A e B:

yv=2x+(0)=>y=2x

(x)

g — — — —

Figura 2.1: Representacao Grafica do item a

(Fonte: Autora.)

x)
A(2,4) e B(3,6)
m=tana = 22" Y4 _ 5 Taxa Media de Variacio
g — L4 Vs g = =

Equacdo reduzida da reta que contém A e B:

h=2t+(0) = h=2t

3]
-1

-2 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

Figura 2.2: Representacao Grafica do item b

(Fonte: Autor)

95

g ———— e — —

]
FS



A(3,6) e B(6,12) )

M= tana = M
Ip— T4

=2  Taxa Média de Variacao

|
|
|
|
|
Equagéo reduzida da reta que contém A e B: |
I
|
|
|

h=2t+(0) > h=2t

b - -~

Figura 2.3: Representacao Grafica do item c
(Fonte: Autor)

Interpretacao Geométrica. A taxa média de variagao de uma funcao f, em
um determinado intervalo [x,,x,| pode ser interpretada considerando-se a reta que
passa pelos pontos A(x,,f(x,)) e B(xp,f(xp)). Ou seja o coeficiente angular da reta

e a taxa de variagao sao iguais. (Fig. 2.4).

Ay

Ya _ Y~ Ua

Ay  xp—x4

m = tan o =

Figura 2.4: Interpretacao Geométrica
(Fonte: Autora.)

Exemplo 2.2: O deslocamento ( Ax: espago percorrido x Ay: tempo decorrido)

de um automovel da cidade A para a cidade B esta representado na tabela abaixo
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(tabela 2.1):

Qual é a variagdo de e (espago percorrido) quando t (tempo) varia:

Tempo(segundos)

0]1]2

3

4

Espago(metros)

0124

6

8

10

12

14

Tabela 2.1: Deslocamento
(Fonte: Autora.)

1. De 1 para 2 segundos?

2. De 2 para 3 segundos?

3. De 3 para 7 segundos?

Resolucao:

a) Tm:ﬁ—;

b) Twm = 3%

c) Tmiﬁ—i

Exemplo 2.3:

-2 _ 2 _
5T =1 —2m/s
6-4 _ 2 _
5 1 2m/s
14-6 _ 8 _
s — 1 2m/s

quilometro rodado.

Um taxista cobra R$ 5,00 como bandeirada, mais R$ 0,50 por

a) Escreva a lei de formacao/relagao que descreve esta situagao.

b) Calcule o valor a ser pago em um trajeto de 50 Km e em um de 80 Km.

¢) Obtenha a taxa de variacdo com base no item b.

Resolucao:

a) y = 5+ 0,50z, onde y é o valor final a ser pago (variavel dependente) e z

representa os quilometros rodados (variavel independente).

b) Tomando xz; = 50 Km, entdo:
y=95+0,50x
— y=5+0,50.50
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= y=05+25
=y = 30,
logo f(x1) = 30.

Agora tomando s = 80 K'm, entao:

y=95+0,50x
=y =5+0,50.80
= y=5+40
=y =45,

logo f(xq) = 45.

Az 45-30 15
¢) Tm = Ay — 80-50 30 =0,5.

2.2.2 Nocao Intuitiva de Limite

Objetivo: introduzir o conceito de "limites"de maneira informal.
Duragao: 1h/a.

Pré-requisitos: Nocoes de sequéncias numeéricas, fracoes.
Material Necessario : papel sulfite, lapis de cor.
Desenvolvimento: (Atividade adaptada de Neves [25]).

Abordaremos o assunto de forma mais intuitiva, de modo a facilitar a compre-
ensdo, por se tratar de alunos do ensino béasico e nao superior. Apresentaremos a
ideia de limite no intuito de expor o comportamento de uma determinada funcao
quando esta se aproxima de determinados valores. Um engenheiro e/ou mecénico,
ao produzirem uma maquina ou equipamento, calculam seu desempenho ideal, mas
na pratica nao se obtém este patamar idealizado, ou seja, ndo obtemos 100% da
produtividade e sim valores muito préximos ao idealizado. Por exemplo, no manual
de fabrica consta que o desempenho em quilometragem de um carro em relacao a
quantidade de combustivel abastecido é de 10Km/l. Todavia na pratica percebe-se
que o consumo pode variar: 9Km/l, 9,5Km/l, 9,8Km/l, 10,1K'm/l tendo como

limite a marca de 10Km/I.

Exemplo 2.4: Pegue uma folha de sulfite, consideremos esta figura retangular

como tendo area igual a 1 u?.

i. Agora dobre ao meio a folha e pinte/preencha metade dessa folha.
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7. Pinte metade da parte que sobrou em branco.
174. Novamente pinte metade da parte anterior que sobrou em branco

w. Preencha ainda mais uma vez a metade da parte que restou em branco....
Veja a Fig. 2.5.

291, 7.

Area preenchida: Area preenchida: Area preenchida: Area preenchida: Area preenchida:
1 1+1=3 1+1+1=17 1+1+1+1=15
2 2 4 4 2 4 8 8 2 4 8 16 18

Figura 2.5: Representacao dos exemplo 2.4
(Fonte: Autora.)

Continue este processo sucessivamente e indefinidamente e perceba que a éarea
preenchida vai tomando quase todo o papel sulfite inicial, ou seja, vai se aproximando
cada vez mais de 1u? ou tendendo a 1u?, contudo nao assume nunca o valor de 1u?,

conforme representado na Fig. 2.6.

1 +3+7 +15+ ..
4 8 8

- — e — e — e —-

Figura 2.6: Representacdo da area preenchida tendendo a 1u?
(Fonte: Autora.)

Exemplo 2.5: Dada a sequéncia anzgin, n € N.

a) Obtenha os os cinco primeiros termos da sequéncia a,,.
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b) Qual é o seu comportamento, quando n cresce indefinidamente, tendendo ao

infinito?

Resolucao:

11 1
7277 817343

a)

el

)

W=

—_

1 1 1
b) 3Ty 327 333 34>

=
w
—
[=)
w
e
—
w
3

Note que:
1-0,3333...

=
1=0,1111...
3-= 0,0370370...
&= 0,012355679...

s5— 0,0029154519

w

1 1 _
S0 = =55 = 0,000016935

w

31 = T = 0,000005645,

w

onde a medida que n cresce, o valor de 3% fica cada vez menor e se aproxima de um

unico valor, o zero.

Podemos concluir entao que a medida que n cresce, o valor de a,, tende a zero e

indicamos

e ainda como o limite quando n tende ao infinito, é igual a zero, temos uma sequéncia
convergente. Caso a sequéncia crescesse indefinidamente quando n tendesse a

infinito, terfamos uma sequéncia divergente.

2.2.3 Taxa de Variacao Instantanea

Objetivo: Inserir e definir o conceito de taxa de variacao instantanea.
Duragao: 1h/a

Pré-requisitos: fungoes do 1° e 2° grau.

Material Necessario: calculadora.

Desenvolvimento:
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O professor em sala de aula deverd instigar o aluno a calcular a velocidade do
movel variando em um intervalo muito pequeno e cada vez mais proximo daquele ins-
tante pedido, reforcando assim a ideia de "tender "ao instante realmente procurado

obtendo entao, intuitivamente, a velocidade no instante t.

Exemplo 2.6: Vocé sabia que a marca de 368 km/h é um recorde da corrida de
Formula 17 Esta velocidade foi atingida em 2003 pelo piloto Michael Schumacher,

na [talia na pista conhecida como "retao de Monza". Ja em Interlagos, a velocidade
média ¢ de 210 Km/h.

Sabendo que 210K'm/h ~ 102,2m/s, considere um movel partindo do repouso

em A para B, com uma velocidade de 100 m/s!.

Vamos analisar o comportamento da fungao f(t) = 100t, por meio de duas
tabelas atribuindo valores cada vez mais proximos menores que t=3 ( tabela 2.2 ) e

cada vez mais proximos maiores que t=3 ( tabela 2.3 ).

Note entao que temos:

t Ft)=100-¢
2 f(2) = 100 - 2 — 200
2,5 f(2,5) = 100 - 2,5 = 250
2,9 f(2,9) = 100 - 2,9= 290
2,99 £(2,99) = 100 - 2,99 = 299
2,999 £(2,999) — 100 - 2,999 — 299,9
2,9999 | £(2,9999) — 100 - 2,9999 — 299,99
2,99999 | £(2,99999) — 100 - 2,99999 — 299,999

Tabela 2.2: Fungao f(t) quando os valores se ¢ se aproximam de 3 pela esquerda

(Fonte: Autora.)

t F(t) =100 ¢
3.0 £(3,9) = 100 - 3,9 = 390
35 f(3,5) = 100 - 3,5 = 350
3,1 f(3,1) = 100 - 3,1= 310
3,01 f(3,01) = 100 - 3,01 = 301
3,001 f(3,001) = 100 - 3,001 = 300,1
3,0001 | f£(3,0001) = 100 - 3,0001 = 300,01
3,00001 | £(3,00001) = 100 - 3,00001 = 300,001

Tabela 2.3: Fungao f(t) quando os valores se ¢ se aproximam de 3 pela direita

(Fonte: Autora.)

Lo arredondamento foi feito visando facilitar os calculos
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Observando as tabelas percebemos que tomando os valores de ¢ muito proximos
de 3 tanto pela direita ou pela esquerda na funcdo f(t) = 100t, o valor da fungao se
aproxima do niamero 300. Entao podemos concluir que a fungao f(¢) = 100t tende

a 300 m/s quando t se aproxima de 3.

Exemplo 2.7: Consideremos um movel que se movimenta em linha reta a partir
do ponto A para o ponto B, de modo que em t segundos ele percorre f(t) = 2t2.

Determine a velocidade média do mével apos 5 segundos.

Resolucao:
Utilizaremos duas tabelas para nos auxiliar nesta atividade, sendo a primeira quando
os valores proximos de ¢ se aproximam pela esquerda ( tabela 2.4) e a segunda

quando os valores proximos de ¢ se aproximam pela direita (tabela 2.5) do instante

t desejado:
t(s) Vo= f(t%;:i:(tl)
4 V= LOI 50282 18 g/
4,5 V= LOIED) - 50105 05 19y /s
4,9 V= f(5;:£(94,9) _ 50;1;,902 _ 10,_918 — 19,8m/s
4,99 = f(5g:£(§1é99) — 505_:1?1:3802 — 061}8?8 ~19,98m/s
4999 | v f(5g:i(;£99) — 5032,?98909002 — 0,810909198 —19,998m /s
Tabela 2.4: Funcao f(t) = 2t* quando os valores se t se aproximam de 5 pela
esquerda
(Fonte: Autora.)
t(s) Vo= f(tg:{l(tl)
6 V= 10T = 2250 2 99/
55 | v TP R B oy
5,1 V= LO-I0D - B9850 202 _ 90 oy /s
SOL | v [T S B
5001 [ v LI — Ton 57— U007 — 50,002
Tabela 2.5: Funcao f(t) = 2t* quando os valores se t se aproximam de 5 pela
esquerda

(Fonte: Autora.)

Observando as tabelas percebemos que quando tomamos valores de ¢ muito pro-

ximos de 5 tanto pela direita ou pela esquerda os valores da funcao f(t) = 2t se
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aproximam do namero 20m/s, ou seja, quanto mais proximo infinitamente t estiver

de 5 a velocidade do movel "tende"a se aproximar ainda mais de 20m/s.

Matematicamente podemos escrever esta situagao como vy, = 20m/s, quando
t—0.

Definicao 2.2. A Taza de Variacao Instantdnea de uma funcao f no ponto x; €

dada por

e fazendo x, = x; + Ax, temos

I= Alggo Az

2.2.4 A Derivada Como Taxa de Variacao

Objetivo: inserir o conceito de derivada como taxa de variacao.
Duragao: 2h/a

Pré-requisitos: aulas anteriores.

Material Necessario: Software GeoGebra.

Desenvolvimento: (Atividade adaptada de Iezzi [18].)

Como visto na aula anterior, para obter a taxa de variacao instantanea no ins-
tante tg, consideramos os intervalos (tg, to + At) cada vez menores a medida que
At tende para zero, de onde temos que a taxa de variacao instantanea no instante

to, serda dada por

. f(to+ At) — f(to)
Alir—{lo At ’

que é chamada de derivada da funcao no ponto tg

Definigao 2.3. A Taza de Variacao Instantdnea, ou derivada da funcao f em x =

xy, € dada por

Az—0 Ax N
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Para entendermos a intuicao geométrica por tras deste conceito, devemos recor-
dar alguns conceitos da Geometria Plana acerca da posi¢ao entre uma circunferéncia

e uma reta:

i. a reta secante intercepta a circunferéncia em dois pontos;

ii. a reta tangente intercepta a circunferéncia em um ponto.

Voltando ao exemplo 2.7 que trata da fungao® f(z) = 222, temos que a taxa de

variacao entre x; e Xo= x; + Ax, com Ax < 0 ou com Ax > 0, é:

Ay flea— f@) _ flor+Aa) = flen) _ 2+ Ar) = 2?
Ax Ty — T (1 + Azx) — xq Az

202 + 41, A 2(Ax)? — 222 Ax(4 2A
_ 2Tt A x;— (Az) 1 all x;—i_ ?) =411 + 2Ax, para Ax # 0
€T T

J& sabemos que esta taxa é o coeficiente angular da reta secante ao grafico de
f(x) = 222 nos pontos P = (1, f(11)) e Q = (2, f(22)) (Fig. 2.7):

. \ .. -
’/” I Z9 xr

Figura 2.7: Reta secante ao grafico de f(x) = 222 nos pontos (z1, f(z1)) e (z2, f(22))
(Fonte: Autora.)

Observando as tabelas 2.4 e 2.5 percebemos que os valores de Ax — 0 tanto pela

direita ou pela esquerda de z = 5 implicam no fato de que a funcao f(z) = 222

2Por padronizagao alteramos a varidvel t por x
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"tende"a se aproximar do nimero 20m/s, o que graficamente produz mudangas na
reta secante, conforme mostrado nas Fig. 2.8 e 2.9, de tal forma que quando mais Ax
se aproxima de zero, a taxa de variagao da fungao também se aproxima de 20m/s, de

modo que esta reta secante se aproxima da reta tangente, ao ponto de se fundirem.

Ax <0
Y
y'! s:reta secante 7 s: reta secante f
t : reta tangente t : reta tangente
T t } s i"'} Y

Figura 2.8: Ax — 0
(Fonte: Autora.)

Ax >0
Yy /
Flag)pmmmmmmmm e e / )
Yy //
g
- ~
S reta secante H S§: reta secante 7 //
t : reta tangente t : reta tangente s
F@freseereeess : i
A ;
g 7 2 T - -
/

Figura 2.9: Ax — 0
(Fonte: Autora.)

Tabularmente temos (veja a tabela 2.6):

65



Ax<0|T=4x + 2Ax Ax <0 |T=14x + 2Ax
0,1 T= 20,1 -0,1 T=199
0,01 T= 20,01 - 0,01 T= 19,99
0,001 T= 20,001 - 0,001 T= 19,999

0,0001 T= 20,0001 - 0,0001 T= 19,9999

0,00001 T= 20,00001 - 0,00001 | T= 19,99999

Tabela 2.6: Fungdo f(z) = 22 quando os valores de Ax se aproximam de 0

(Fonte: Autora.)

o que também mostra que a medida que Ax se aproxima de zero, os valores da

variacao tendem a 20.

Graficamente observa-se que, conforme o ponto P = (z1, f(x1)) e o ponto Q =

(x2, f(z2)) se aproximam, as respectivas retas secante (s) se aproximam ao ponto

de se fundirem com a reta tangente denotada por (¢). (Fig. 2.10).

Ax <0
s:reta secante '’
t : reta tangente

f=22"

Ax >0

s:reta secante

t: reta tangente

Figura 2.10: Reta tangente ao grafico de f(z)=2x* no ponto (z1, f(x1))

(Fonte: Autora.)

Neste exemplo no ponto (5, 50), a fungao assume coeficiente angular igual a 20,

o que é comprovado graficamente na Fig. 2.11
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/ t: reta tangente

Figura 2.11: Interpretagao geométrica da taxa de variacao da funcao f(x)=2x? no
ponto x1 =5
(Fonte: Autora.)

Portanto, geometricamente, a Taxa de Variacao Instantanea, ou derivada da
funcao f em x = xg, pode ser entendida como segue: dada uma curva y = f(z),
onde P e Q sd@o pontos pertencentes a esta curva, t ¢ a reta tangente a curva que
passa por P e s é a reta secante que passa por P e (). Conforme P esti cada vez
mais proximo de (), o coeficiente angular r da reta s tem como limite o coeficiente

angular m da reta t.

2.2.5 Funcao Derivada

Objetivo: obter a derivada de uma funcao.
Duragao:2h/a

Pré-requisitos: aulas anteriores.
Desenvolvimento:

Exemplo 2.8: Mostre que a derivada da funcdo f(z) = ax +b é f'(x) = a.
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Resolucao:

Az—0 Ax

a(r + Az) +b— (ax + b)
Az

(x +Az)+b— (ax +b)

Ax
alAzx
=~ Ay (Ax # 0)

= a.

Exemplo 2.9: Mostre que a derivada da funcao f(z) = az® +bx +cé f'(z) =
2ax + b.

Resolucao:
/ . Ay
For= {8 A
. fle+Az)* +b(x + Azx) + ¢ — (ax® 4+ bz + ¢)
= lim
Az—0 Ax
_a(a? 4 2zAx + (Ax)?) + be 4+ bAx + ¢ —ax? —br — ¢
B Ax
_ax® + 2axAx 4 a(Ax)?) 4+ br + bAx + ¢ — ax® — bx — ¢
B Az
_ 2axAx+ a(Ax)?) + bAx
B Az
Az (2ax + aAzx +b)
- Arlar B th) (ne20)
=2ax +alAz +b

= 2ax +b.

Exemplo 2.10: Com base nos exemplos anteriores calcule a derivada das seguintes

funcoes a seguir:
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¢) f(x)=—10z* + 3z + 8

d) f(z) =152+ 222 + 1

Resolucao:
a) f'(z) =3
b) f(z) =2z

c) f(x) =—-20z+3

d) f(x) = 4522 + 44z

Nesta aula ainda apresentaremos as derivadas de algumas funcoes, necessarias

para o andamento deste trabalho.

i) Fungao Constante f(z) = c.
A fungao derivada de f(x) = ¢ € dada por f'(x) = 0.

ii) Fungao f(z) = 2", n € Nx.
A fungio derivada de f(x) = 2™ ,n € Nx, € dada por f'(x) = na" L.

2.2.6 Exercicios de Aplicacao

Objetivo: Maximos e minimos: aplicacao das derivadas.
Duragao: 6h/a.

Pré-requisitos: Funcao do 2° grau e nogoes de derivadas presentes nas aulas

anteriores deste trabalho.

Material Necessario : material impresso das atividades, data show, papel cartao,

tesoura, cola, fita adesiva, régua, areia, lapis preto, borracha, quadro negro e giz.

Desenvolvimento: (Algumas das atividades a seguir foram adaptadas dos seguin-
tes autores: Correa [13], OBMEP [2], U. F. V. [5], ENEM |[21].)

Exemplo 2.11: Atividade 1. Iniciaremos esta aula conversando com os

alunos sobre quais sao os fatores que influenciam no preco pelo qual um determinado
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produto é vendido, ou seja, por qual valor ele é repassado ao consumidor para dar
lucro ao fabricante. KEspera-se como possiveis respostas: preco da matéria prima,

agua, luz, maquinario, mao-de-obra, transporte, logistica, embalagem, entre outros.

Daremos énfase ao fator embalagem, discutindo sobre como o problema do des-
perdicio e/ou economia de matéria prima na confeccao destas é um determinante

no custo do produto a ser vendido.

Em sequéncia cada aluno recebera um papel cartdo (todos com as mesmas me-
didas), com o objetivo de confeccionar uma caixa sem tampa visando obter o maior
volume possivel. Cada um deveré fazer seus calculos e construir sua estratégia de
resolucao, definindo assim a medida do lado dos quadrados a serem recortados nos
quatro cantos do papel cartao, de modo que ao dobra-lo nos vincos formados possam

obter uma caixa retangular, conforme a Fig. 2.12 :

Figura 2.12: Ilustragao da Atividade 1
(Fonte: Autor)

Resolucao:

O papel cartao oferecido aos alunos tem como medidas 48cm de comprimento
por 33 cm de largura. Ao retirar-se um quadrado de lado x de cada canto deste

papel, a caixa tera as seguintes novas medidas:
comprimento: 48 — 2x largura: 33 — 2x altura: x.

Logo, o volume da caixa sera expresso por:

V(z) = (48 — 22)(33 — 2z)z
= (1584 — 962 — 667 + 42°)x
= (42® — 162z + 1584)z
= 42® — 1627* + 1584z,
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Se V(z) = 42 — 1622? + 1584z, entdo:

V'(z) = 120 — 3241 + 1584,

fazendo V'(x) = 0 temos:

0 = 1222 — 324z + 1584,

que resolvendo encontramos:

U VITRTSE [ =641
v 9.12 2y 220,50,

Note que a medida do lado x do quadrado a ser removido nao poder ser maior
do que a metade do lado menor do papel, logo 0 < x < 16,5 cm, consequentemente

a resposta xs = 20, 59 deve ser descartada, sendo z; =2 6,41 a medida procurada.

A segunda derivada em V’(z) nos traz
V7 () = 24z — 324,
entao substituindo x; = 6,41 e x5 = 20,59, temos:

V7 (6,41) = 24.6,41 — 324 = —170, 16
V7 (20,59) = 24.20, 59 — 324 = 170, 16,

e conforme o teorema 1.47: "se f”(c) < 0, f tem um valor méximo relativo em ¢",

concluindo que z = 6,41 faz V(x) assumir valor maximo no intervalo 0 < x < 16, 5.
Exemplo 2.12: Atividade 2.

Um aviao de 100 lugares foi fretado para uma excursao. A companhia exigiu de
cada passageiro R$ 800,00 mais R$ 10,00 por cada lugar vago. Para que nimero de

passageiros a rentabilidade da empresa ¢ maxima?
Resolucao:

Seja:

e 1 : o numero de passeiros desse aviao,

e 100 — z : o ntmero de poltronas vagas.
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Consequentemente a expressao que fornece o lucro maximo em funcao de x é

dada por:
L(xz) = [(800 + 10.(100 — z)]z
L(x) = —102% + 1800z
Se L(x) = —102? + 1800z, entao:

L'(x) = —20z + 1800,

fazendo L'(z) = 0 temos:

0 = —20z + 1800,

que resolvendo encontramos:

z =90

A segunda derivada em L'(z) nos traz
L’ (xz) = —20,

e conforme o teorema 1.47: "se f7(c) < 0, f tem um valor maximo relativo em ¢",
concluindo que x = 90 faz L(z) assumir valor maximo, ou seja, a excursao deve
ter 90 passageiros na excursao, gerando uma rentabilidade de R$ 81.000,00. Logo a

rentabilidade méxima ocorrera com 90 passageiros na excursao.
Exemplo 2.13: Atividade 3.

Laranjeiras da Califérnia produzem 600 laranjas por ano, se forem plantadas no
méaximo 20 arvores por acre (4km?). Cada arvore plantada a mais causa decréscimo
de 15 laranjas por pé. Quantas arvores devem ser plantadas por acre para se obter

o maior nimero de laranjas?
Resolucao:
Seja:
e r : o numero de pés de laranjeiras plantadas a mais,

e 20 + x : o nimero total de pés de laranjeiras;
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e 15z : o nimero de laranjas produzidas a mais por cada pé plantado a mais;

Consequentemente a expressao que fornece a produgao maxima total de laranjas

em funcao de x é dada por:

P(x) = (20 + 2)(600 — (15z))
P(z) = —152% + 300z + 1200.

Se P(x) = —152* + 300z + 1200, entdo:

P'(z) = —30z + 300,
fazendo P'(x) = 0 temos:

0 = —30z + 300,

que resolvendo encontramos:

xz = 10.

A segunda derivada em P’(z) nos traz
P’ (z) = —30,

e conforme o teorema 1.47: "se f7(c) < 0, f tem um valor maximo relativo em ¢",
concluindo que x = 10 faz P(x) assumir valor maximo, ou seja, devem plantar 30

pés de laranjas por acre gerando a producao de 13.500 laranjas.
Exemplo 2.14: Atividade 4.

Um estudante esté pesquisando o desenvolvimento de certo tipo de bactéria. Para
essa pesquisa, ele utiliza uma estufa para armazenar as bactérias. A temperatura no
interior dessa estufa, em graus Celsius, ¢ dada pela expressao T'(h) = —h?+22h—85,
em que h representa as horas do dia. Sabe-se que o ntimero de bactérias é o maior
possivel quando a estufa atinge sua temperatura maxima e, nesse momento, ele deve
retird-las da estufa. A tabela associa intervalos de temperatura, em graus Celsius,

com as classificacoes: muito baixa, baixa, média, alta e muito alta.
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teﬁ?ﬁﬁg??c) Classificagao
r<o0 Muito baixa
0=T=17 Baixa
17<T<30 Média
30<T<43 Alta
T>43 Muito alta

Figura 2.13: Intervalos de temperatura, em grau Celsius e classificacoes
(Fonte:|21].)

Quando o estudante obtém o maior ntmero possivel de bactérias, a temperatura

no interior da estufa esta classificada como:

a) muito baixa.
b) baixa.

¢) média.

d) alta.

e) muito alta.

Resolucao:

A funcdo que retrata a temperatura no interior da estufa é fornecida pelo enun-
ciado: T'(h) = —h? + 22h — 85, entao:
T'(z) = —2h + 22,

fazendo T"(h) = 0 temos:

0= —2h+ 22,

que resolvendo encontramos:
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h =11.

A segunda derivada em 7”(h) nos traz

77 (h) = —2,

e conforme o teorema 1.47:"se f7(c) < 0, f tem um valor maximo relativo em c",

concluindo que = = 11 faz P(h) assumir valor maximo.

Sabendo disto, vamos substituir h= 11 na funcao para obter T:

T(h) = —h* + 22h — 85
T(11) = —(11)* +22.11 — 85
T(11) = 36°C

Como o valor encontrado foi de 36°C', e conforme a tabela 2.13 esta no intervalo
de 30 < x < 43 e possui a temperatura classificada como alta, consequentemente a

alternativa correta sera a alternativa d.
Exemplo 2.15: Pesquisa de Avaliacao

Ao término da aplicacao de nossa proposta didética entregaremos um questiona-
rio avaliativo aos discentes com o intuito de verificar se os objetivos previstos foram

ou nao atingidos. Segue abaixo o questionario apresentado.
Questionario
I) Levantamento de dados a respeito dos participantes.

1) Qual a sua idade?
2) Qual o seu sexo?
3) Vocé ja conhecia o conteido ministrado: derivadas?

() Nao. Foi a primeira vez. () Sim. Onde?

IT) Analise a respeito do trabalho desenvolvido pelo pesquisador.
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4) Dé uma nota de 0 a 10 para as perguntas a seguir. Vocé também pode comentar

ou sugerir em cada item:
a) As explicagoes formam claras?
b) A didatica das aulas facilitaram sua aprendizagem?
¢) A ideia de taxa de variacdo ficou clara?
d) O conceito de limite foi compreendido?
e) A ideia de derivadas ficou clara?

f) A representacao geométrica da Taxa de Variagao Instantanea, ou derivada da

funcao f, foi compreendida?
g) Os problemas de maximos e minimos foram interessantes?
h) O namero de aulas foi suficiente?
i) Qual a sua auto avaliagdo no quesito participagao?

5) Cite os pontos positivos.

6) Cite os pontos negativos.

7) Vocé acha que a derivada possa ser incluida no ensino médio?

)
)
)
)

8) Fique livre para expressar suas consideracoes finais.
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CAPITULO 3

DISCUSSAO DOS RESULTADOS

A proposta didatica apresentada neste trabalho foi implementada tendo como alvo
os alunos da rede publica estadual do Parand, mais especificamente nas cidades
de Apucarana no Colégio Estadual Padre José de Anchieta - Ensino Fundamental,
Médio e Profissionalizante, e na cidade de Arapongas no Colégio Estadual Unidade
Polo- Ensino Fundamental e Médio, pertencentes ao Ntucleo Regional de Educacao

de Apucarana, com nove estudantes do 3° ano do Ensino Médio.

A escolha por estas duas instituicdes de ensino foram motivadas pela minha pro-
ximidade com ambas, o Colégio Estadual Padre José de Anchieta é uma instituigao
situada na cidade que resido, na qual eu ja lecionei em anos anteriores em turmas do
Ensino Médio e no projeto “Mais Educacao” que tem por foco desenvolver no con-
traturno um reforco e ao mesmo tempo trabalhar com metodologias diferenciadas
os contetidos matematicos. No ano de 2019 este colégio constava com duas salas do
3° ano do Ensino Médio no periodo matutino. Ja a escolha pelo Colégio Estadual
Unidade Polo deu-se pelo fato de que atualmente leciono neste colégio, e no ano de
2019 este colégio constava com trés salas do 3° ano do Ensino Médio no periodo
matutino. Vale salientar que em ambas as instituicoes de ensino a direcao e equipe
pedagobgica sao abertas e receptivas a receber e promover continuadamente projetos

e agoes complementares visando a melhoria no ensino ofertado aos alunos.

Vale ressaltar que nao houve nenhum tipo de pré selecao dos estudantes baseada
em nota ou algum outro tipo de caracteristica qualitativa ou quantitativa, eu pas-

sei pessoalmente em todas as salas de aula dos 3° ano e apresentei-me aos alunos,
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explicando sobre o PROFMAT e a sua importancia para a minha vida académica
e profissional. Falei sobre o objetivo desta proposta e resumidamente abordei como
seriam as aulas, convidando os alunos a participarem das mesmas. Os alunos que
se voluntariaram a participar das atividades foram motivados pela busca do conhe-

cimento, sem receber nada em contrapartida.

Devido a época em que se encontrava o calendario letivo, alguns fatores in-
terferiram na quantidade de alunos com carga horaria disponivel para participar
deste trabalho. Em ambos os estabelecimentos foram encontradas estas dificulda-
des: etapa de preparacao e revisao para provas Parana, que é uma avaliacao lancada
pelo governo estadual no ano de 2019. Posteriormente os alunos entrariam nas ava-
liagOes finais referentes a parte diversificada (trabalhos) e em seguida no periodo
das avaliacoes trimestrais, dificultando assim a disponibilizacao de aulas em periodo
regular. Além disto, os alunos do Ensino Médio, estavam tendo aulas extras em

contra turno visando os vestibulares.

A escolha por alunos do 3° ano do Ensino Médio nesta pesquisa deu-se por dois
fatores principais: os mesmo ja haviam tido acesso aos contetidos basicos necessa-
rios: fungoes, sequencias, variacao de grandezas e, por estarem perto dos processos
seletivos para ingresso no ensino superior, este material possibilita o acesso a mais
um conteudo que agregara maior conhecimento possibilitando um melhor éxito neste

processo seletivo.

Estes nove alunos foram nomeados de A1l a A9, sendo cinco do sexo feminino e
quatro do sexo masculino, todos com 17 anos de idade, conforme a tabela (3.1) a

seguir:

Aluno | A1 | A2 | A3 | A4 | A5 | A6 | AT | A8 | A9
Sexo | F | M| M| F | F | F|F | M| M

Tabela 3.1: Tabela: Caracteristicas dos alunos participantes
(Fonte: Autora.)

O espaco fisico utilizado foi o laboratorio de informatica, pois este possui as
caracteristicas estruturais basicas e comuns a toda sala de aula: carteira, cadeira
e quadro, acrescidos de computadores com o programa Geogebra previamente ins-
talado para uso individual, data-show e acesso a internet. Os equipamentos de
informatica foram necessarios e importantes para os alunos no decorrer das aulas

2.2.1 e 2.2.4, por exemplo.
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As aulas foram padronizadas todas com duracao de 50 minutos, sendo entregue

todos os planos de aulas devidamente impressos para os educandos.

A primeira etapa do trabalho consistiu nas aulas expositivas dos Planos de Aulas
2.2.1 a 2.2.5 elaborados na segao 2.2 onde os educandos, por meio de conhecimentos
j& adquiridos ao longo do ciclo escolar, tiveram um contato inicial com os contetdos
preliminares basicos e essenciais para trabalharem com as derivadas. O contetido
foi exposto sempre por meio de exemplos feitos pelo professor e depois com mais
exercicios na forma de exemplos, com um tempo de espera para que 0S mesmos

efetuassem a resolucao sozinhos finalizando com a correcao no quadro.

Com relacao ao contetido de derivadas, que deu origem a este trabalho, o mesmo
teve sua ideia introduzida ao calcular o valor da funcao f(x) para x = 1, x = 2, etc,
percebendo assim que a taxa de variagao é constante por meio de simples tabelas.
Abordou-se depois as fungoes polinomiais de graus 1 e de grau 2, e por dltimo tais

ideias forma generalizadas para fungoes polinomiais de grau n.

A segunda etapa consistiu na aplicacdo de quatro atividades que constam no
Plano de Aula 2.2.6, sendo dividida em dois momentos. A primeira parte englobou
as atividades 2.11 e 2.12 da secao 2.2.6 que serviram como situacoes exemplos e
a segunda parte envolveu as atividades 2.13 e 2.14 da segao 2.2.6 utilizadas como

parametros avaliativos desta proposta.

Salientamos a importancia do ato de se fazer uma leitura preliminar com os alu-
nos para um contato inicial antes destes tentarem resolver os problemas, exercicios e
exemplos. Esta leitura é justificada pelo autor Stewart, que apresenta alguns passos

para a resolucao de problemas de otimizagao:

1. Compreendendo o problema - A primeira etapa consiste em
ler cuidadosamente o problema até que ele seja entendido
claramente. Pergunte a si mesmo: o que é desconhecido?
Quais sao as quantidades dadas? Quais sao as condigoes
dadas?

2. Faca um diagrama - Na maioria dos problemas é util fazer
um diagrama e marcaras quantidades dadas e pedidas no
diagrama.

3. Introduzindo uma notacdo - Atribua um simbolo para a
quantidade que deve ser maximizada ou minimizada. Se-
lecione também simbolos (a,b,c, ..., x,y) para outras quan-
tidades desconhecidas e coloque esses simbolos no diagrama.
O uso de iniciais como simbolos podera ajuda-lo - por exem-
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plo, A para area, h para altura e ¢ para tempo.(Stewart [31],
p.301).

Neste periodo de resolucao foram necessarias algumas intervencoes, devido a
dificuldade dos alunos em realizar os passos propostos acima, principalmente nas
duas primeiras atividades que serviram como situacoes exemplos. Todas elas foram

corrigidas em sala de aula.

Neste trabalho, a metodologia adotada tem por objetivo responder se a proposta
apresentada proporciona de fato condig¢oes para o ensino do conceito de resolucao
de problemas na area da otimizacao por meio de derivadas. Sendo assim, nosso foco
serd uma analise qualitativa e quantitativa das atividades apresentadas nas secao
2.2.

3.1 Descricoes das Aulas

A seguir descreveremos o encaminhamento dado para cada uma aulas dentro das

duas etapas definidas.
Primeira Etapa

Nas duas primeiras aulas (2.2.1) o objetivo era introduzir e definir o conceito de
taxa de variacao. Para isso iniciamos conversando com os alunos sobre situagoes
cotidianas nas quais as variagoes de grandezas estao presentes e pedimos para o0s
mesmos relacionarem a variavel de dependéncia e a independente em cada situacao

apresentada, interligando este conceito ao estudo de funcoes.

Abordamos a ideia de varia¢ao de uma fungao num problema proposto (exemplo
2.1) envolvendo o calculo numeérico e a representagdo geométrica do mesmo com o
auxilio do software Geogebra, o que permitiu apresentar a interpretacao geométrica
da taxa de variagao. Deixamos um tempo para os alunos resolverem os exemplos 2.2
e 2.3, corrigimos e comentamos a atividade, finalizamos a atividade com a relacao
entre a taxa de variacao e o coeficiente angular da reta, corrigindo e comentando a

atividade.

Na terceira aula (2.2.2) abordamos o conceito de limites informalmente, por meio
de uma atividade com folha de sulfite e lapis de cor proporcionando aos alunos a
ideia e o significado de "tender"a um limite. Aplicamos um segundo exemplo 2.5

sobre sequencias para resolucao por parte dos alunos, concluimos e corrigimos.
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Iniciamos a quarta aula com o exemplo 2.6 analisando o comportamento da
funcao por meio de duas tabelas com valores a direita e a esquerda, que tendem a
um nimero cada vez mais proximo do instante dado. Deixamos para os alunos o
exemplo 2.7 com os mesmos parametros, e apos estes tentarem resolvé-lo, corrigimos
no quadro e definimos a taxa de variacao instantanea que era o objetivo desta aula
(2.2.3). Para facilitar os célculos, a sala de aula foi divida em dois grupos, onde
um grupo ficou responsavel por realizar os calculos por intermédio dos valores a

esquerda, e o outro a direita.

Na quinta e sexta aula (2.2.4) tinhamos por objetivo apresentar o conceito de
derivada como taxa de variagao, para isso iniciamos relacionando o conceito visto
na aula anterior sobre variacao instantanea em intervalos cada vez mais proximos de
zero e definimos a derivada. Recordamos os conceitos de reta secante e tangente para
realizarmos geometricamente uma interpretacao da derivada como taxa de variacao
por meio do software Geogebra. Conceituamos e interpretamos geometricamente a

derivada como taxa de variagao.

Na sétima e oitava aula (2.2.5) mostramos por meio de exemplos como obter a
derivada de uma funcao afim e quadratica em sua forma generalizada. Deixamos
para os alunos resolverem o exemplo 3.10 com quatro itens e corrigimos a atividade
com os alunos. Em sequéncia abordamos as derivadas de algumas fun¢oes necessérias
ao andamento do trabalho: derivada de uma constante e derivada de uma poténcia,

finalizando assim estas duas aulas.

Deixamos previamente instalados nos computadores o software Geogebra, sendo
disponibilizado para os alunos o login e senha necessarios para o acesso ao perfil no

Geogebra onde se encontravam estas atividades (veja o apéndice).
Segunda Etapa

A segunda etapa tinha por objetivo a aplicacdo das derivadas em problemas de
otimizagdo, correspondeu ao periodo da nona 4 decima quarta aula (2.2.6). Nesta
fase, durante as atividades os participantes puderam conversar e trocar ideias e

informacoes entre si, o que enriquece e agrega conhecimento.

Iniciamos a nona aula revisando o conceito de maximo e minimo de uma funcao
e em seguida conversamos com os alunos sobre quais seriam os fatores que pode-
riam interferir no preco final de um produto. Ouvimos as respostas dos alunos e

demos énfase ao fator da embalagem do produto, discutindo sobre o problema do
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desperdicio e/ou economia de matéria prima e seu impacto no preco final.

A partir desta conversa introduzimos a atividade 2.11, na qual os alunos foram
instigados a construir individualmente uma embalagem a partir de um papel cartao,
visando obter o maior volume possivel. Todos os alunos receberam o mesmo tipo de
papel e com a mesma area. Apos a confeccao das caixas o volume foi calculado por
meio da formula tradicionalmente conhecida e/ou também pela quantidade de areia
que cada caixa conseguia armazenar. ApoOs esta etapa, os alunos foram indagados
sobre existir uma outra opcao de medicao que poderia levar a uma caixa com um
volume maior do que aqueles construidos pelo grupo, e se a metodologia da tenta-
tiva e erro seria a melhor opcao, ja que poderiamos ter intimeros intervalos dentro
das medidas daquele papel cartao que representava nossa matéria prima disponi-
vel. Por meio desta indagacao procuramos estabelecer um modelo mateméatico que
descreveria a situacao, aplicamos o conceito de derivacao e analisamos se os resul-
tados obtidos satisfaziam o problema inicial, concluindo esta atividade no término

da décima aula.

Na décima primeira aula apresentamos a atividade 2.12, onde propomos uma
leitura inicial para entendimento do problema a ser resolvido. Os alunos puderam
novamente conversar entre si, trocar ideias e informacoes. Inicialmente deixamos
em aberto a estratégia utilizada na busca pelo lucro maximo, e apés um periodo
de tempo cada aluno apresentou aos demais a sua solucao. Em seguida eles foram
indagados se haviam encontrado realmente a melhor opcao, e se haveria outra so-
lugao, levando-os a assim mais uma vez a construcao de um modelo matematico
que descrevesse a situacao, permitindo assim colocar em pratica o que foi aprendido

sobre derivacao.

Na décima segunda aula, décima terceira e décima quarta tinhamos por objetivo
verificar se os alunos realmente conseguiriam resolver os problemas de otimizagao
por meio da aplicagao da derivacao, e para tal apresentamos as atividades 2.13 e 2.14

presentes na secao 2.2.6. Apods este periodo concluimos e corrigimos as atividades.

Um relatério mais detalhado sobre o desenvolvimento das atividades da segunda

etapa desta pesquisa encontra-se disponivel no apéndice deste trabalho.
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3.2 Analise das Atividades Propostas

Como ja mencionado, os alunos foram nomeado de A1 a A9, e os dados coletados fo-
ram organizados em uma quadro (Fig. 3.1) para melhor compreensao dos resultados,
0s quais estao classificados conforme a resolucao apresentada dentro dos parametros

matematicos esperados para cada atividade, conforme a legenda:

e satisfatoria (S), quando a resposta estava de acordo com os parametros mate-

maticos esperados;

e parcialmente satisfatoria (PS), quando a resposta dada satisfazia parcialmente

o esperado dentro dos parametros matemaéticos;

e sdo satisfatorio (NS), quando a resposta ndo estava de acordo com os parame-

tros matematicos esperados.

ATIVIDADES
13 ETAPA 23 ETAPA
ALUNOS 2.2 2.3 25 2.7 2.10 213 2.14
Al 5 PS5 5 5 5 PS5 5
A2 5 P3 5 5 5 PS 5
A3 NS 5 PS5 5 NS PS5 5
Ad 5 3 5 5 5 5 PS5
AS NS 5 PS5 5 5 5 PS5
AB 5 5 5 5 5 5 5
AT 5 5 5 5 5 PS5 PS5
AB 5 5 PS5 PS5 N5 5 5
AS N5 5 F5 5 PS F5 PS
5 = satisfeito PS5 = parcialmente satisfeito M5 = ndo satisfeito

Figura 3.1: Quadro resumo do desempenho dos alunos nas questoes avaliativas
(Fonte: Autora.)

Nas figuras a seguir, selecionamos as resolucoes das questoes anteriormente men-
cionadas que foram apresentadas por alguns dos participantes, e omitimos aquelas

cujo raciocinio foi desenvolvido corretamente.
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A3: O deslocamento ( Ax: espago percorrido e Ay: tempo decorrido) de um
automével da cidade A para a cidade B esta representado na tabela abaixo(5.1).

TH!'L}H‘J{:H;.‘,UllrinH]EI} 112]3([4] & i T
Ez-.'I ml:"ul::n“—'-t TOS j l ] 2 4 i = 10 12 14

Qual é a variagao de x (espago percorrido) quando t(tempo) varia:
a) De 1 para 2 segundos? ey A

b) De 2 para 3 segundos? K6y 2,225
c) De 3 para 7 segundos?

A5: O deslocamento ( Ax: espago percorrido e Ay: tempo decorrido) de um
automdével da cidade A para a cidade B esta representado na tabela abaixo(5.1).

Tempolsegundos) [0 [ 1 ]2 3 -1] 5 6] 7
Espaco{metros) 0(214]|6 hi 1] 12| 14

Qual & a variagao de x (espago percorrido) quando t{tempo) varia:

a) De 1 para 2 segundos? nT Qe f
b) De 2 para 3 segundos? h= 24
¢} De 3 para 7 segundos? i

h= o

A9: O deslocamento ( Ax: espaco percorrido e Ay: tempo decorrido) de um
automaovel da cidade A para a cidade B esta representado na tabela abaixo(5.1).

empo(segundos) |0 | 1|23 |4 5 [ 7
YTempo(seg )
¥ Espago{metros) gl2j4]6 |8 |10] 12] 14

Qual & a variagdo de x (espago percorido) quando t{tempao) varia:

a) De 1 para 2 segundos?
b) De 2 para 3 segundos?
c) De 3 para 7 segundos?

b :

Figura 3.2: Respostas de alguns alunos na atividade 2.2
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Al Um taxista cobra R$ 5.00 como bandeirada, mais R$ 0,50 por

quilémetro rodado.

il Escreva a lei de formagao relacao que desereve esta situacao,

.D 2

£
e |

O = o
480

b} Caleule o valor a ser pago em nm trajeto de 50 Km. E de 80 Km.

¢] Obtenhs a taxa de variacio com hase no item b.

Resolucio:
MR L:J'- 510,50 (e) 'Lﬁ-.SJrC}.S'D- 50
Resolucio: Lé; e {g} 50
(B0 '
L)&E‘_?O'ﬁo;_??g;ﬁ Lg ‘f_t)—jg%
45-30 15 13; S+OS0. %0 '
L&: S+HO
Lé: s
A2:

Umn taxista cobra R$ 5.00 como bandeirada, mais R$ 0,50 por
quilémetro rodado.

i) Escreva a lei de formacao relacio que descreve esta situagao.
b} Calenle o valor a ser pago em um trajeto de 50 Km. E de 80 Km.
¢) Obtenha a taxa de variaciao com base no item b.

Resolucio:
B h z 5
{ =050

Sdstosn . | 5450
h5+ 0,50 -850 |§\}g,;~.{?-‘30

C‘" -J FI'_
At =

Figura 3.3: Respostas de alguns alunos na atividade 2.3
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Dada a sequencia a, . n € N.
a) Obtenha os og cinco primeiros termos da sequencia a,,.
b} qual é o seu comportamento, quando n cresce indefinidamente, tendendo ao infinito?
A3: o) L TR -%—:5',-73

e 2,037
s = CRE T
2 £1 “
A3 _L = |
K .;:,fv_; 2 o0%]
j‘ S AR, ,«é)ﬂ,wa ety oo st an. .
{
4 o &z
A5: 4,7 2f % 21 Az
aw ‘:% A= .é, 020037037
ot - 032337, - PYEeRedic]
=1 sl
dga E} & 3?
aa--L a0 T3
i a5=0,00u({
8= Q0142

AB:Q)NCL G = J.._ B _!_:GJ&;
3

& 7
2 4
T
o | ?:S'c L?'_'OJO‘E-?-
"\';q ﬂu‘:fL: A ’JOJO'}'?’
=Lt

Figura 3.4: Respostas de alguns alunos na atividade 2.5
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AB* Consideremos win mével que se movimenta em lindy reta a
partir do ponto A para o ponto B, inicialmente em repouso, de modo que em
etermine a velocidade do mével apos & segnndos,

, segundos ele percorre fil) = 21, D
Resolugio:

?"L"" 'S.’D = ‘.;9-&‘-4:\1.{
=4

o o

) P o
) o S

Q_E@-; ﬁ}_”&i;\-a"’bro = 2L
5= a_‘g,ﬂé“:_ébJS o

Figura 3.5: Resposta de um aluno na atividade 2.7
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A3: com base nas regras de derivagio apresentadas anteriormente
calcule a derivada das sequintes funcdes a sequir:
a) f(x) = 3x

b) f(x) = x2
c) f{x)=-10xZ+ 3x + 8

d) f(x) = 15x* + 22x? +1

A8: Com base nas regras de derivagio apresentadas anteriormente
calcule a derivada das sequintes funcdes a sequir;
a) f(x) = 3x

b) f(x) = x2
c) f(x) =-10xZ+3x + 8
d) f{x) = 15x% + 22x2 +1

A9: Com base nas regras de derivagio apresentadas anteriormente
calcule a derivada das sequintes fungdes a sequir:

a) f()=3x  R{x)->

b) iy =x  t(xkn
|
c) f(x) = -10x2 + 3x + 8 SL.(-::\‘ 10= +73

d) f(x) = 15x3 + 22x2 +1

Figura 3.6: Respostas de alguns alunos na atividade 2.10
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Laranjeiras de um determinado tipo produzem 600 laranjas por ano, se forem plantadas no
maximo 20 arvores por acre(4Km?) cada arvore plantada a mais causa um decréscimo de 15
laranjas por pé. Quantas arvores devem ser plantadas por acre para se obter 0 maior niimero de

laranjas?

oo 15
D

X0 ==
0 ¥

(067). oo Yo

i2000- 30071 G0 T~ 15¢€
*o‘fgap\cuo+3oo-¢;-.is = ¥
laoce+ 30 =308 2o
00 ~»0 L0
=20 5 =2300

T :-200 : 40
a0

% b 4 - (G00-145.4)
042 (Goo- 15.2)
22 . (Goo-30)
92. 510
12 540
{0+ 5.(600-15.5
95 . (60C-15)

S/
204 R ) +[GoC -45%

d = !
8. Goo |-» 1 LESR V2o0e= STk SNt | Xd‘.f
¢k BES p
a
2ot -5 H0 -51.1_1+E-,r.lk"'L"- 411000
v9. 57 e w‘..,gr.‘-x.ra-aoﬁ
: 540 S
y 3
2045~ 825 any - 4/f

b — 30 F= t - i

4

AT: (20 +1). (6oo -451)
ol

X
o0 - 0% + eoon - 151
{looo 4 Joon ‘FFK‘L

- 30w +300

- “10\ o = [a]

)

(20 40

(600 _ 15 .10y
30 . (Boo— IS

0. v =[5

(’}‘D +oe) L6002 15)

A9: (‘13‘--:‘ Aenn21s=)

(2000 = 30e + 00 #1582
\ A 00 - GO0 &= (5™

+ 12000 + 300+ \Gee™

hisnda = 642004 0= =8

=30 =0
30

W P e =

Figura 3.7: Respostas de alguns alunos na atividade 2.13

89



Um estudante esta pesquisando o desenvolvimento de certo tipo de bactéria. Para essa pesquisa,
ele utiliza uma estufa para armazenar as bactérias. A temperatura no interior dessa esfufa, em
graus Celsius, é dada pela expresséao T(h) = — h? + 22h — 85, em que h representa as horas do
dia. Sabe-se que o nimero de bactérias é o maior possivel quando a estufa atinge sua
temperatura maxima e, nesse momento, ele deve retird-las da estufa. A tabela associa intervalos
de temperatura, em graus Celsius, com as classificages: muito baixa, baixa, media, alta e muito

alta

Intervalo de Temperatura | Classificacio Quando o estudante cbtém o maiar nimero
possivel de bactérias, a temperatura no interior da
T<0 Muito baixa zstufa esta classificada como
= . " 1) muito baixa.
0<T <17 Baixa 2) baixa.
17<T<30 Média 3) média.
; a alta.
W<T<43 Alta 5) muito alta.
T>43 Muito alta

Intervalos de temperatura. em pran Celsius e clessificacoes.

AT ey rah-B k(i (-85
-l +242- 35

T '\,h'lk:‘lh ¥21 -0 26 3-85
. m; 178

he Z l
h=(7

AT L2
L -Rh+R=0 Fidsgai-85
% =121+ 29, -85

h=28= 11 263-85
- n
(= 176
3 5 ! E I
AT: Tihli-bh 4 akh-75 T} s - 1404 (22,047 =75 S
TER s <k # L1 PV e 121 Qg 35 it
2
A= A - %63 -3¢ 13
o SRR b Tlrags 413
ik
. i B s 3 -
A9: Llhih R 235 T]rﬂ): 3 435, 1 78
Tr’ ':'l-,:..n' +1‘;,_:) : ) -
ol e & Ty 21+ 42 - 28

72

T@h)e -2h+22 =0

Fpk o Y i K
Tj,t't,f'- ".,-'-"4'-, 0, / Gl 1=
nsld

Figura 3.8: Respostas de alguns alunos na atividade 2.14
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A anélise avaliativa dos dados foi organizada em duas etapas:

e 1* Etapa: correspondendo as atividades 2.2, 2.3, 2.5, 2.7, 2.10 das secoes 2.2.1,
2.2.2. 2.2.3, 2.2.5;

e 2% Etapa: correspondendo as atividades 2.13 e 2.14 da segao 2.2.6.

Passaremos a anélise das respostas referentes as atividades propostas nas duas
etapas. Iniciando pela primeira etapa desta pesquisa, na primeira atividade 2.2
percebemos que a maioria dos alunos responderam satisfatoriamente a questao, e
os trés alunos avaliados como NS realmente nao entenderam o conceito de taxa de
variagao.

Na segunda atividade 2.3 verifica-se quase a totalidade dos alunos responde-
ram satisfatoriamente a questao, e uma avaliacao PS neste caso se deu pelo fato de o
aluno por nao ter respondido a questao por completo, especificamente a alternativa
¢ e a outra por um erro na relacao entre as grandezas também no item c. Diante
destes dados podemos entao concluir que o objetivo previsto nesta secao 2.2.1 de

introduzir o conceito de taxa de variacao por meio destas atividades foi alcancado.

Ja a analise da terceira atividade 2.5, mostra um desempenho satisfatério dos
alunos, onde 2 destes tiveram um desempenho PS devido ao fato de terem respon-
dido parcialmente a questio, talvez por falta de atencao os mesmos nao concluiram
respondendo para qual valor a sequéncia apresentada estaria "tendendo", e os ou-
tros 2 por terem iniciado e nao terem terminado este mesmo item b. Podemos entao

avaliar que o objetivo previsto nesta secao 2.2.2 foi atingido.

Na quarta atividade 2.7 passamos a analisar se o objetivos de inserir e definir
o conceito de taxa de variagao instantanea foi alcancado e podemos concluir que
sim, pois novamente a maioria dos alunos alcangou desempenho satisfatorio (S), e
a avaliacao PS deu-se pelo fato de o aluno nao ter utilizado valores tao préximo do

solicitado.

Na quinta e ultima atividade (2.10) desta primeira etapa os participantes
responderam satisfatoriamente, o que nos leva & conclusao de termos alcancado
0 objetivo desta etapa de obtermos a derivadas de algumas funcées. Um aluno
foi avaliado com PS devido a erros parciais (a atividade era composta de quatro
tarefas) e as avaliagoes NS foram obtidas por um aluno que fez e apagou seu calculos

impossibilitando a correcao dos mesmos, e o outro que nao respondeu a questao.

91



Passamos agora a andlise da segunda etapa desta proposta, que tinha por ob-
jetivo obter os pontos de otimizacao de uma funcao por meio da aplicacao das
derivadas. A atividade 2.13 da secao 2.2.6, recebeu mais avaliacoes do nivel PS.
Destas cinco avaliagoes PS, trés ocorreram por questoes relacionadas a matematica
basica: mudanga de sinais no desenvolvimento de uma equa¢ao mas nao por erros
especificos das regras de derivacao, e apenas duas avaliacoes PS foram por erros de
derivagao.

E por ultimo, na anélise da atividade 2.14 da secao 2.2.6 observamos quatro
avaliacoes PS, onde em todos os casos ocorreram erros de matematica basica no que
diz respeitos as propriedades de potenciacao. Tais erros levaram os alunos a solucoes
equivocadas, mas por se tratarem de erros fora do objetivo destas atividades, con-
sideramos que este foi alcancado e o desempenho satisfatorio por parte dos alunos.
Destacamos ainda a dificuldade por parte de alguns alunos em relacao ao conteido
de fungdes, perincipalmente em encontrar um modelo mateméatico (lei de formacao)
que expressasse a situagao. Um relato mais detalhado e rico do desenvolvimento das
atividades pertencentes a segunda etapa se encontra no apéndice deste trabalho,

com dialogos e duvidas surgidas durante as aulas.

3.3 Analise Individual de Cada Aluno

Norteados ainda pelas resolucoes observadas nas figuras 3.2 - 3.8 e pelo quadro
resumo do desempenho dos alunos apresentados na tabela 3.1, passaremos a analise

individual de cada participante.

O aluno A1 obteve % de avaliacoes classificadas em S e % de avaliacoes classifica-
das em PS. Nas atividades referentes a primeira etapa ele relacionou corretamente
o conceito da taxa de variacao no estudo de funcoes, bem como as variaveis de-
pendentes e independentes na relacao entre as grandezas. No entanto recebeu PS
na atividade 2.3 por um erro na relagao entre as grandezas no item c. Mostrou
ter assimilado o conceito de limites apresentado ao obter os primeiros termos da
sequéncia dada, e analisou corretamente o comportamento da sequéncia quando n
cresce indefinidamente, bem como representou sua analise por meio da simbologia
correta de limites, incluindo o uso do simbolo de infinito. Mostrou, por meio de
suas respostas, ter assimilado corretamente o conceito de taxa de variacao instan-

tanea. Também mostrou ter assimilado o conceito de derivadas e a representacao
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geométrica da taxa de variacao instantanea ou derivada da funcao f. Desenvolveu
corretamente o calculo da derivadas das funcoes propostas. Nas atividades da se-
gunda etapa, utilizou os conceitos estudados para resolver as atividades, contudo
obteve avaliacao PS na atividade 2.13 desta etapa por erros nas regras de derivacao
de uma constante provavelmente por falta de atencao, pois na atividade 2.10 o aluno
nao apresentou erro. Nesta mesma atividade para desenvolver o modelo matematico
que descrevia a situagao recorreu a observacao do que acontecia quando acrescidos

1, 5 e 9 pés de laranjas para obter a funcao que expressava aquela situacao.

O aluno A2 obteve % de avaliagoes classificadas em S e % de avaliagoes classi-
ficadas em PS. Nas atividades referentes a primeira etapa relacionou corretamente
o conceito da taxa de variacdo no estudo de funcoes e relacionou corretamente as
varidveis dependentes e independentes na relagao entre as grandezas. No entanto
recebeu PS na atividade pelo fato de nao ter terminado os célculos de 2.3. Mostrou
ter assimilado o conceito de limites apresentado ao obter os primeiros termos da
sequencia dada, e analisou corretamente o comportamento da sequencia quando n
cresce indefinidamente. Representou sua anélise por meio da simbologia correta de
limites, incluindo o uso do simbolo de infinito. Mostrou, por meio de suas respostas,
ter assimilado corretamente o conceito de taxa de variagao instantanea, bem como
o conceito de derivadas e a representacao geométrica da taxa de variacao instanta-
nea ou derivada da funcao f. Desenvolveu corretamente o calculo da derivadas das
funcoes propostas. Nas atividades da segunda etapa utilizou os conceitos estudados
para resolver as atividades, contudo obteve avaliacao PS na atividade 2.13 por er-
ros nas regras de derivacao da constante e na regra da poténcia, provavelmente por
falta de atencao, pois na atividade 2.10 o aluno nao apresentou erros. Nesta mesma
atividade o aluno utilizou o método de tentativa e erro, calculando o acréscimo de
0,1,2,3,4,5,9,10,11, necessitando de ajuda para obter a funcao que expressava aquela
situacao.

O aluno A3 obteve % de avaliagoes classificadas em S, % de avaliagoes classificadas
em PS e % de avaliacoes classificadas em NS . Nas atividades referentes a primeira
etapa recebeu classificacao NS em sua na atividade 2.2 por nao a té-la concluido,
apenas iniciou e nao terminou, contudo foi possivel perceber o nao entendimento
correto da questao, talvez por isso nao a tenha terminado. Na sequéncia assimilou
corretamente o conceito da taxa de variagao no estudo de funcoes e relacionou corre-

tamente as variaveis dependentes e independentes na relacao entre as grandezas da
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atividade 2.3. Mostrou ter assimilado o conceito de limites apresentado ao obter os
primeiros termos da sequéncia dada, contudo nao analisou corretamente o compor-
tamento da sequéncia quando n cresce indefinidamente. Mostrou, por meio de suas
respostas, ter assimilado corretamente o conceito de taxa de variacao instantanea,
o conceito de derivadas e a representacao geométrica da taxa de variacao instanta-
nea ou derivada da funcao f. Nao respondeu a atividade 2.10. Nas atividades da
segunda etapa utilizou os conceitos estudados para resolver as atividades, contudo
obteve avaliacao PS na atividade 2.13 desta etapa por erros de matematica basica,

mais especificamente mudanca de sinais, no desenvolvimento.

O aluno A4 obteve (—75 de avaliagoes classificadas em S e % de avaliagoes classi-
ficadas em PS. Nas atividades referentes a primeira etapa relacionou corretamente
o conceito da taxa de variacdo no estudo de funcoes e relacionou corretamente as
varidveis dependentes e independentes na relacao entre as grandezas. Mostrou ter
assimilado o conceito de limites apresentado ao obter os primeiros termos da sequén-
cia dada, e analisou corretamente o comportamento da sequéncia quando n cresce
indefinidamente. Mostrou, por meio de suas respostas, ter assimilado corretamente
o conceito de taxa de variacao instantanea, derivadas e a representacao geométrica
da taxa de variacao instantanea ou derivada da funcao f. Desenvolveu corretamente
o calculo da derivadas das funcoes propostas. Nas atividades da segunda etapa uti-
lizou os conceitos estudados para resolver as atividades. Para desenvolver o modelo
matemaéatico que descrevia a situacao na atividade 2.13 desta etapa recorreu a ob-
servacao do que acontecia quando acrescidos 0, 1 e 2 pés de laranjas para obter
a funcao que expressava aquela situacao. Recebeu avaliagao PS também na ativi-
dade 2.14 por erros de matematica béasica, mais especificamente nas propriedades

de potenciacao.

O aluno A5 obteve % de avaliacoes classificadas em S, % de avaliacoes classi-
ficadas em PS e % de avaliacoes classificadas em NS. Nas atividades referentes a
primeira etapa relacionou corretamente o conceito da taxa de variacao no estudo
de funcoes e relacionou corretamente as variaveis dependentes e independentes na
relagao entre as grandezas apenas na segunda atividade (2.3). Recebeu NS na pri-
meira atividade (2.2) pois demonstrou o nao entendimento ao resolver a mesma
utilizando a lei de formacao do exemplo anterior, necessitando de auxilio do profes-
sor para compreensao e continuagao do exercicio. Mostrou ter assimilado o conceito

de limites apresentado ao obter os primeiros termos da sequéncia dada, mas nao
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respondeu sobre o comportamento da sequéncia quando n cresce indefinidamente.
Mostrou, através de suas respostas, ter assimilado corretamente o conceito de taxa
de variacao instantanea, a derivadas e a representacao geométrica da taxa de va-
riacao instantanea ou derivada da funcao f. Desenvolveu corretamente o calculo
da derivadas das fungoes propostas. Nas atividades da segunda etapa utilizou os
conceitos estudados para resolver as atividades. Para desenvolver o modelo mate-
matico que descrevia a situacao na atividade 2.13 desta etapa recorreu a observacao
do que acontecia quando acrescidos 0, 1 e 2 pés de laranjas para obter a funcao
que expressava aquela situacao. Recebeu avaliacao PS também na atividade 2.14
desta etapa por erros de matemaética basica, mais especificamente nas propriedades

de potenciacao.

O aluno A6 obteve todas as avaliagoes classificadas em S. Nas atividades re-
ferentes a primeira etapa relacionou corretamente o conceito da taxa de variacao
no estudo de funcoes e relacionou corretamente as variaveis dependentes e indepen-
dentes na relacao entre as grandezas. Mostrou ter assimilado o conceito de limites
apresentado ao obter os primeiros termos da sequencia dada e analisou corretamente
o comportamento da sequencia quando n cresce indefinidamente. Mostrou, por meio
de suas respostas, ter assimilado corretamente o conceito de taxa de variacao instan-
tanea, derivadas e a representagao geométrica da taxa de variacao instantanea ou
derivada da funcao f. Desenvolveu corretamente o célculo da derivadas das funcoes
propostas. Nas atividades da segunda etapa utilizou e aplicou de forma correta os

conceitos estudados para resolver as atividades.

O aluno AT obteve ‘—; de avaliagoes classificadas em S e % de avaliagoes classi-
ficadas em PS. Nas atividades referentes a primeira etapa relacionou corretamente
o conceito da taxa de variacdo no estudo de funcoes e relacionou corretamente as
varidveis dependentes e independentes na relacao entre as grandezas. Mostrou ter
assimilado o conceito de limites apresentado ao obter os primeiros termos da sequén-
cia dada e analisou corretamente o comportamento da sequéncia quando n cresce
indefinidamente. Mostrou, por meio de suas respostas, ter assimilado corretamente
o conceito de taxa de variacao instantanea, derivadas e a representacao geométrica
da taxa de variacao instantanea ou derivada da funcao f. Desenvolveu correta-
mente o calculo da derivadas das fungoes propostas. Nas atividades da segunda
etapa utilizou e aplicou de forma correta os conceitos estudados para resolver as

atividades, mas recebeu avaliacao PS em ambas por erros de matemaética bésica no
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desenvolvimento da questao, em virtudes de mudancas de sinais e propriedades de

potenciacao.

O aluno A8 obteve % de avaliagoes classificadas em S e % de avaliagoes classi-
ficadas em PS. Nas atividades referentes a primeira etapa relacionou corretamente
o conceito da taxa de variacao no estudo de funcoes e relacionou corretamente as
varidveis dependentes e independentes na relacao entre as grandezas. Mostrou ter
assimilado o conceito de limites apresentado ao obter os primeiros termos da sequén-
cia dada, mas nao respondeu sobre o comportamento da sequéncia quando n cresce
indefinidamente. Mostrou, por meio de suas respostas, ter assimilado o conceito de
taxa de variacao instantanea, contudo nao terminou por completo a questao por isso
recebeu avaliacao PS. Através de suas respostas mostrou ter assimilado o conceito
de derivadas e a representacao geométrica da taxa de variacao instantanea ou deri-
vada da funcao f. Respondeu e apagou as respostas, impossibilitando a correcao da
atividade 2.10. Nas atividades da segunda etapa utilizou e aplicou de forma correta

os conceitos estudados para resolver as atividades.

O aluno A9 obteve % de avaliagoes classificadas em S, % de avaliagoes classificadas
em PS e % de avaliacoes NS. Nas atividades referentes a4 primeira etapa relacionou
corretamente o conceito da taxa de variagao no estudo de funcoes e relacionou cor-
retamente as variaveis dependentes e independentes na relacao entre as grandezas
apenas na segunda atividade (2.3). Recebeu NS na primeira atividade (2.2) pois
demonstrou o nao entendimento ao resolver a mesma utilizando a lei de formagao
do exemplo anterior, necessitando de auxilio do professor para compreensao e con-
tinuacao do exercicio. Mostrou ter assimilado o conceito de limites apresentado ao
obter os primeiros termos da sequéncia dada, contudo nao terminou a analise sobre
o comportamento da sequéncia quando n cresce indefinidamente. Mostrou, por meio
de suas respostas, ter assimilado o conceito de taxa de variacao instantanea, deri-
vadas e a representacao geométrica da taxa de variacao instantanea ou derivada da
funcao f. Desenvolveu corretamente o calculo da derivadas das funcoes propostas,
porém recebeu avaliagao PS por nao ter respondido todos os itens. Nas atividades
da segunda etapa utilizou e aplicou de forma correta os conceitos estudados para
resolver as atividades, mas recebeu avaliacaio PS em ambas por erros de matemaé-
tica bésica no desenvolvimento da questao, particularmente mudancas de sinais e

propriedades de potenciacao.
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3.4 Analise do Desempenho Geral do Grupo de Alu-
nos

A analise dos dados nos mostrou que dentre as dezessete avaliacoes classificadas
como PS, oito se deram pelo fato de os alunos nao terem terminado a questao,
sete por erros de mateméatica basica e apenas dois erros no desenvolvimento dos
parametros matematicos avaliados na questao; e dentre as quatro avaliadas como
NS uma foi pelo fato de o aluno nao ter concluido a questao, duas porque os alunos

nao responderam a questao, e apenas uma pelo nao entendimento da atividade.

Verificamos que dois alunos obtiveram menos da metade de questoes avaliadas

com desempenho satisfatorio:

e 0 aluno A3 obteve apenas 3 classificacoes satisfatorias S, duas classificacoes PS
que ocorreram por ter respondido corretamente a alternativa a e a alternativa
b de uma questao, bem como por ter cometido erros de matemaéatica bésica.
Duas classificacoes NS ocorreram por ter apenas iniciado e nao ter concluido

uma questao e por nao ter respondido outra questao;

e aluno A9 obteve apenas 2 classificacoes satisfatorias S e quatro classificacoes
PS que ocorreram duas vezes por nao ter respondido todos os itens de duas
questoes e duas vezes por erros de matematica basica, e uma classificacao NS
por demonstrar o nao entendimento da questao contudo apo6s o auxilio rece-
bido conseguiu resolver a proxima atividade que abordava o mesmo contetido

demonstrando ter assimilado o mesmo.

Contudo, estes fatores nao nos levam a classifica-los como tenho um desempenho
muito abaixo da média dos demais, por se tratar de erros de matematica basica ou

mesmo por falta de atencao.

Os resultados desta proposta foram obtidos a partir de uma abordagem peda-
gogica especifica: verificar se a proposta apresentada possibilita o aprendizado e a
aplicagao do conceito de derivadas na resolucao de problemas de otimizacao. De-
vemos contudo salientar que as caracteristicas deste trabalho colaboraram com os
resultados obtidos, destes podemos apontar alguns pontos positivos e negativos que

podem ter influenciado o resultado final deste trabalho:

i) pontos positivos
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e bom relacionamento professor-aluno;

e disponibilidade de uso do laboratoério de informatica tornando o ambiente ade-

quado a pesquisa;

e conhecimento por parte de alguns alunos dos conteidos considerados como

pré-requisitos;
e nimero de alunos reduzido em sala de aula;

e alunos com interesse em aprender e participar deste trabalho.
ii) pontos negativos

e 0s alunos mostraram-se cansados devido ao horério das aulas;

e o periodo que ocorreu a aplicacao deu-se em uma época do calendario confli-

tante com varias atividades escolares;

o material utilizado nao podde ser levado para a casa;

dificuldades por parte de alguns alunos em contetidos considerados pré-requisitos,

como por exemplo no contetdo de funcoes;

poderiamos ter mais aulas.

Os alunos participantes deste trabalho também apontaram pontos negativos e
positivos conforme seu ponto de vista, estes estao presentes no apéndice na se¢ao

Resultados da Pesquisa de Avaliacao.

Embasados entao nas andalises dos resultados anteriormente mencionados con-
cluimos que os alunos de forma geral obtiveram desempenho satisfatorio, mostrando
entendimento inicial do conceito de derivadas e sua aplicacao em problemas de otimi-
zagao, o qual os auxiliara na continuidade dos estudos ou nos processos seletivos em
busca de uma vaga no ensino superior. Desta forma concluimos o objetivo proposto

inicialmente neste trabalho foi atingido.

98



CAPITULO 4

CONSIDERACOES FINAIS

O Calculo ja esteve presente como disciplina no curriculo do ensino médio, sendo
retirado da grade de ensino em meados das décadas de 1960 e 1970. Poucos livros
didaticos do ensino médio abordam este contetido ainda, contudo o mesmo nao é
desenvolvido em sala de aula pelo fato do professor nao ter a obrigagao de ensino

deste.

Esta dissertacao foi desenvolvida no programa de mestrado PROFMAT que tem
por objetivo proporcionar possibilidades de aperfeicoamento e qualificacao ao do-
cente do ensino médio por meio de propostas que contribuam para o aprimoramento

e enriquecimento do ensino de Matematica.

Diante destes dois contextos, nesta dissertacao buscamos trazer uma proposta
de apresentacao dos conceitos de limites e derivadas, com énfase em problemas
de otimizacao devido a sua aplicabilidade em diversas areas. Desenvolvemos uma
pesquisa de campo, de natureza qualitativa e quantitativa, através de uma proposta
didatica com exemplos, atividades e problemas escolhidos que representam situacoes
presentes no cotidiano, dando margem a um trabalho mais interativo entre professor
— aluno e aluno — aluno, direcionadas ao desenvolvimento do conteido de maneira

intuitiva e com o auxilio do software Geogebra.

Procuramos criar uma proposta didatica que seja uma ferramenta ao professor,
tendo as condicoes prévias e adequadas permitindo que a abordagem de derivadas
se torne possivel no Ensino Médio, o que nos é factivel afirmar embasados nas

andalises dos resultados obtidos neste trabalho. Apontamos também, diante dos

99



comentarios realizados pelos alunos participantes deste trabalho e que se encontram
no Apéndice que, embora um aluno defenda a opiniao contraria, diante das respostas
e/ou comentarios feitos nas perguntas 5, 7 e 8, destacamos que muitos gostaram das
atividades, e acharam valido serem apresentados de forma diferenciada a um novo
conceito. A opinido contraria, isto é, a que nao concordava com a introducao do
contetido de derivadas no Ensino Médio e que afirmava que (a derivada) “Nao poderia
ser incluida no ensino médio porque nao da tempo dos professores passarem todos
os contetdos programados pro ano, e essa ¢ uma matéria que exigiria muito tempo”,
nao ¢ de forma alguma um ponto negativo a este trabalho, muito pelo contrario ela
reforca a ideia contemplada pela BNCC no tocante a organizacao e proposicao de
itinerarios formativos. Sendo assim este trabalho pode ser visto também como uma
proposta visando implementar na rede ensino um itinerario formativo diferenciado,
ou até mesmo ser explorado como proposta de criacao de um Clube de Matematica,
por exemplo, j& que este trabalho nao esta fechado e pode ser aplicado nestes moldes

em outras situacoes.

Vale frisar, que o professor pode analisar o contexto da sua instituicao de ensino
e assim definir, visto que a grade curricular do Ensino Médio tem diferencas entre

as esferas estaduais e adaptar também as demais séries do Ensino Médio.

Portanto, deixamos esta sugestao aos professores do Ensino Médio, entendendo
que o objetivo principal deste trabalho foi alcancado, e esperamos que esta proposta

realmente possa contribuir para o processo de ensino e aprendizagem.

100



BIBLIOGRAFTA

]

2]

3]

4]
[5]

Agéncia Senado: Reforma tornou ensino profissional obrigatorio em 1971.
Disponivel em: https://wwwl2.senado.leg.br/noticias/materias/2017/
03/03/reforma-do-ensino-medio-fracassou-na-ditadura. Acesso em
09/2019.

Clubes de Matemdtica da OBMEP. Disponivel em: http://clubes.obmep.

org.br/blog/problema-excursao-em-aviao/. Acesso em 09/2019.

Diciondrio de Portugués. Disponivel em: https://www.google.com.br/
search?biw=951&bih=636&ei=n01EXfW10sm_50UPovqqgAs&q=dicion’,C3%
Alrio+significado+datpalavra+ciC3%Allculo&og=dicion¥%C3%Alrio+
significado+da+palavra+c#%C3%Allculo&gs_l=psy-ab.3..331160.5820.
156092..156797...1.0..0.338.1168.0j4j1j1...... 0....1j2..gws-wiz...
....0171j0j0167j01131i673j01131j01701249j33122129130.YFXqkBOyHgk&
ved=0ahUKEwilgbTjs-TjAhXJH7kGHSK9CrAQ4dUDCAo&uact=5.. Acesso em
08,/2019.

Revista Ciéncias Hoje. Rio de Janeiro, volume 14, 79° edicao, 1995.

Departamento de Matemdtica, MAT 141 - Lista 8 - 2017/2. Universi-
dade Federal de Vigosa, 2017. Disponivel em: http://www.dma.ufv.br/
downloads/MAT%20141/2017-11/1istas/Lista%203%20de%20MAT20141%
20-%20Turma?205%20 (noturno) %20-%20MATY20141%20-%202017-11.pdf.
Acesso em 09/2019.

101


https://www12.senado.leg.br/noticias/materias/2017/03/03/reforma-do-ensino-medio-fracassou-na-ditadura
https://www12.senado.leg.br/noticias/materias/2017/03/03/reforma-do-ensino-medio-fracassou-na-ditadura
http://clubes.obmep.org.br/blog/problema-excursao-em-aviao/
http://clubes.obmep.org.br/blog/problema-excursao-em-aviao/
https://www.google.com.br/search?biw=951&bih=636&ei=n0lEXfW1Osm_5OUPovqqgAs&q=dicion%C3%A1rio+significado+da+palavra+c%C3%A1lculo&oq=dicion%C3%A1rio+significado+da+palavra+c%C3%A1lculo&gs_l=psy-ab.3..33i160.5820.15092..15797...1.0..0.338.1158.0j4j1j1......0....1j2..gws-wiz.......0i71j0j0i67j0i131i67j0i131j0i70i249j33i22i29i30.YFXqkB9yHgk&ved=0ahUKEwi1gbTjs-TjAhXJH7kGHSK9CrAQ4dUDCAo&uact=5.
https://www.google.com.br/search?biw=951&bih=636&ei=n0lEXfW1Osm_5OUPovqqgAs&q=dicion%C3%A1rio+significado+da+palavra+c%C3%A1lculo&oq=dicion%C3%A1rio+significado+da+palavra+c%C3%A1lculo&gs_l=psy-ab.3..33i160.5820.15092..15797...1.0..0.338.1158.0j4j1j1......0....1j2..gws-wiz.......0i71j0j0i67j0i131i67j0i131j0i70i249j33i22i29i30.YFXqkB9yHgk&ved=0ahUKEwi1gbTjs-TjAhXJH7kGHSK9CrAQ4dUDCAo&uact=5.
https://www.google.com.br/search?biw=951&bih=636&ei=n0lEXfW1Osm_5OUPovqqgAs&q=dicion%C3%A1rio+significado+da+palavra+c%C3%A1lculo&oq=dicion%C3%A1rio+significado+da+palavra+c%C3%A1lculo&gs_l=psy-ab.3..33i160.5820.15092..15797...1.0..0.338.1158.0j4j1j1......0....1j2..gws-wiz.......0i71j0j0i67j0i131i67j0i131j0i70i249j33i22i29i30.YFXqkB9yHgk&ved=0ahUKEwi1gbTjs-TjAhXJH7kGHSK9CrAQ4dUDCAo&uact=5.
https://www.google.com.br/search?biw=951&bih=636&ei=n0lEXfW1Osm_5OUPovqqgAs&q=dicion%C3%A1rio+significado+da+palavra+c%C3%A1lculo&oq=dicion%C3%A1rio+significado+da+palavra+c%C3%A1lculo&gs_l=psy-ab.3..33i160.5820.15092..15797...1.0..0.338.1158.0j4j1j1......0....1j2..gws-wiz.......0i71j0j0i67j0i131i67j0i131j0i70i249j33i22i29i30.YFXqkB9yHgk&ved=0ahUKEwi1gbTjs-TjAhXJH7kGHSK9CrAQ4dUDCAo&uact=5.
https://www.google.com.br/search?biw=951&bih=636&ei=n0lEXfW1Osm_5OUPovqqgAs&q=dicion%C3%A1rio+significado+da+palavra+c%C3%A1lculo&oq=dicion%C3%A1rio+significado+da+palavra+c%C3%A1lculo&gs_l=psy-ab.3..33i160.5820.15092..15797...1.0..0.338.1158.0j4j1j1......0....1j2..gws-wiz.......0i71j0j0i67j0i131i67j0i131j0i70i249j33i22i29i30.YFXqkB9yHgk&ved=0ahUKEwi1gbTjs-TjAhXJH7kGHSK9CrAQ4dUDCAo&uact=5.
https://www.google.com.br/search?biw=951&bih=636&ei=n0lEXfW1Osm_5OUPovqqgAs&q=dicion%C3%A1rio+significado+da+palavra+c%C3%A1lculo&oq=dicion%C3%A1rio+significado+da+palavra+c%C3%A1lculo&gs_l=psy-ab.3..33i160.5820.15092..15797...1.0..0.338.1158.0j4j1j1......0....1j2..gws-wiz.......0i71j0j0i67j0i131i67j0i131j0i70i249j33i22i29i30.YFXqkB9yHgk&ved=0ahUKEwi1gbTjs-TjAhXJH7kGHSK9CrAQ4dUDCAo&uact=5.
https://www.google.com.br/search?biw=951&bih=636&ei=n0lEXfW1Osm_5OUPovqqgAs&q=dicion%C3%A1rio+significado+da+palavra+c%C3%A1lculo&oq=dicion%C3%A1rio+significado+da+palavra+c%C3%A1lculo&gs_l=psy-ab.3..33i160.5820.15092..15797...1.0..0.338.1158.0j4j1j1......0....1j2..gws-wiz.......0i71j0j0i67j0i131i67j0i131j0i70i249j33i22i29i30.YFXqkB9yHgk&ved=0ahUKEwi1gbTjs-TjAhXJH7kGHSK9CrAQ4dUDCAo&uact=5.
http://www.dma.ufv.br/downloads/MAT%20141/2017-II/listas/Lista%203%20de%20MAT%20141%20-%20Turma%205%20(noturno)%20-%20MAT%20141%20-%202017-II.pdf
http://www.dma.ufv.br/downloads/MAT%20141/2017-II/listas/Lista%203%20de%20MAT%20141%20-%20Turma%205%20(noturno)%20-%20MAT%20141%20-%202017-II.pdf
http://www.dma.ufv.br/downloads/MAT%20141/2017-II/listas/Lista%203%20de%20MAT%20141%20-%20Turma%205%20(noturno)%20-%20MAT%20141%20-%202017-II.pdf

6]

|7l

18]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

18]

G. AVILA and L. C. L. ARAUJO. Cdleulo: ilustrado, prdtico e descomplicado.
LTC, Rio de Janeiro, 18° edigao, 2012.

G.S.S. AVILA. Limites e Derivadas no Ensino Médio?. RPM 60. SBM. Dis-
ponivel em: http://www.rpm.org.br/cdrpm/60/8.htm. Acesso em 11/2019.

G. S. S. AVILA. O ensino de Cdlculo no 2 grau. RPM 18. SBM. Disponivel
em: http://rpm.org.br/cdrpm/18/1.htm. Acesso em 11/2019.

G. S. S. AVILA. Revista do Professor de Matemdtica (RPM). SBM, Rio de
Janeiro, 18° edigao, 1991.

M. E. BARON and H. J. M. BOS. Curso de Histéria da Matemdtica: origens

e desenvolvimento do cdlculo. Universidade de Brasilia, Brasilia, 1998.

C. B. BOYER. Cdlculo: Tdpicos de historia da matemdtica para uso em sala
de aula. Editora Atual, Sao Paulo, 1° edicao, 1974.

C. B. BOYER. Historia da matemdtica. Traducao: Elza F. Gomide. Editora
Edgard Blucher, Sao Paulo, 2° edigao, 1996.

S. D. CORREA. O uso de Métodos Numérico em Problemas de otimizacao:
Aplicagao no Ensino Médio. UNICAMP, Campinas, Sao Paulo, 2016.

B. S. FERREIRA. Problemas de mdximos e minimos. Uiversidade de Lisboa,
Lisboa, 2012.

R. H. L. FRANCESCO, M; PEDROSA. Uma wntroducao ds desigualdades
wsoperimétricas. Rio de Janeiro, 1993. Disponivel em: https://impa.br/
wp-content/uploads/\2017/04/19_CBM_93_04.pdf. Acesso em 11/2019.

G. G. GARBI. A Rainha das Ciéncias: um passeio historico pelo maravilhoso

mundo da Matemadtica. Editora Livraria da Fisica, Sao Paulo, 2006.
T. HOBBES. Do Cidadao. Sao Paulo, 3° edicao, 2002.

G. IEZZ1, et al. Mdzximos e Minimos em Geometria Euclidiana Plana. Atual,
Sao Paulo, 2° edicao, 1981.

102


http://www.rpm.org.br/cdrpm/60/8.htm
http://rpm.org.br/cdrpm/18/1.htm
https://impa.br/wp-content/uploads/\2017/04/19_CBM_93_04.pdf
https://impa.br/wp-content/uploads/\2017/04/19_CBM_93_04.pdf

[19] N. J. MACHADO. Cdlculo  no  ensino  médio: ja  passou
da hora. Entrevista concedida a Marcio Simoes. Disponi-
vel em: https://imaginariopuro.wordpress.com/2015/10/28/

calculo-no-ensino-medio-ja-passou-da-hora/. Acesso em 10/2019.

[20] N. J. MACHADO. Nogoes de Cdlculo, volume 9. Editora Scipione, Sao Paulo,
1998.

[21] MEC. ENEM: Ezxame Nacional do Ensino Médio. MEC, questao 174, 2015.

[22] MEC. Base  Nacional — Curricular.  Educa¢io € a  Base.
MEC/CONSED/UNDIME, Brasilia, 1° edigao, 2018.

[23] R. S. MOL. Introdug¢do a hisdria da matemdtica. CAED-UFMG, 2013.
[24] A. C. M. NETO. Fundamentos de Cdlculo. SBM, Rio de Janeiro, 2015.

[25] P. T. S. NEVES. Introdu¢io ao Cdlculo e Aplicagoes de derivadas no Ensino
Meédio. UFA, Macapé, 2016.

[26] M. PAIVA. Matemdtica, volume 2. Sao Paulo, 1° edi¢ao, 2005.

[27] H. A. PEDROSO. A hiséria da matemdtica. Disponivel em: https:
//issuu.com/joaoe.brito/docs/apostila_hist_mat_prof.hermes_pedro.
Acesso em 08/2019.

[28] G. POLYA. A arte de resolver problemas. Interciéncia, Rio de Janeiro, 2°
edicao, 2006.

[29] W. M. REZENDE. O Ensino de Cdlculo: Dificuldades de Natureza Epitemo-
logica. Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2003.

[30] V. C. SOUZA. A Origem do Cadlculo Diferencial e Integral. Universidade
Candido Mendes, Rio de Janeiro, 2001.

[31] J. STEWART. Cadlculo, volume 14. Cengage Learning, Sao Paulo, 6° edigao,
2011, Traducao: Antonio Carlos Moretti.

[32] G. B. THOMAS. Cilculo, volume 1. Sao Paulo, 10° edigao, 2005.

[33] G. B. THOMAS. Cdlculo, volume 2. Sao Paulo, 10° edigao, 2007.

103


https://imaginariopuro.wordpress.com/2015/10/28/calculo-no-ensino-medio-ja-passou-da-hora/
https://imaginariopuro.wordpress.com/2015/10/28/calculo-no-ensino-medio-ja-passou-da-hora/
https://issuu.com/joaoe.brito/docs/apostila_hist_mat_prof.hermes_pedro
https://issuu.com/joaoe.brito/docs/apostila_hist_mat_prof.hermes_pedro

[34] A. C. VASCONCELOS. Abelhas: A matemdtica dos alvéolos. 2000. Disponivel
em: http://www.apacame.org.br/mensagemdoce/59/artigo.htm. Acesso em
11/2019.

104


http://www.apacame.org.br/mensagemdoce/59/artigo.htm

APENDICE

Geogebra

As atividades desenvolvidas por meio do software Geogebra nas aulas 2.2.1 e 2.2.4 se

encontram no link: https://www.geogebra.org/u/aderivadacomotaxadevariacao.

O leitor pode ter acesso a estas atividade através do site:

https://www.geogebra.org/

guia perfil

login /usuério: aderivadacomotaxadevariacao

e senha: taxadevariacao2019

= GeoGebra GeaGebra

Cépia de 2-Interpretagio Geométrica da Derivada

Aula 3.2.1 Aula3.2.4

Figura Al: Geogebra: referéncia para as aulas 2.21 e 2.24
(Fonte: Autora.)
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Desenvolvimento da Atividade do Exemplo 2.11

Apobs a discussao inicial proposta cada aluno iniciou sua tentativa de construir a
caixa, alguns alunos comecaram a riscar quadrados pequenos e foram aumentando

as respectivas medidas de seus lados. Em dado momento um deles indagou':

aluno A6: “Como nos faremos para saber qual das caixas construidas realmente
terd o maior volume, pois alguns quadrados podem ter uma diferenca muito pequena

quanto a medida do seu lado?”;

professor: “Vocé tem alguma ideia de como poderiamos resolver este impasse?

Como vocé solucionaria?”;

aluno A6: “Eu me lembro que ja “aprendi'este contetido na escola, mas nao me

recordo exatamente, acho que multiplica o tamanho da largura e o do comprimento”;

professor: “Realmente vocé teve contato com este contetido por algumas vezes
durante o ciclo escolar, mas vamos recordar um pouquinho: vamos tomar por base

a nossa sala de aula, como vocé calcularia o perimetro dela?”;

aluno A6: “Multiplico o comprimento e a largura da sala”;

aluno A7: “Soma e nao multiplica’”;

professor: “Mas o perimetro ¢ a soma de todos os lados, logo deve-se somar
todas as quatro medidas neste caso. O formato da nossa sala é um quadrado ou
retangulo?”;

aluno A5: “Quadrado”;

professor: “Imagine que a nossa sala tem 10 m de comprimento, neste caso o
perimetro dela é de 40 m, pois somamos os quatro lados, "P = 10+104+10+10 = 40".
Agora qual seréd a sua area?”;

aluno A6: “10 vezes 10 é igual a 1007

professor: “Isto mesmo, 100 m2. E o volume desta sala, imagine que este é o

formato de uma piscina, quantos litros de dgua necessitamos para enche-147".

Neste momento alguns alunos comegaram a efetuar o célculo da area novamente
como solucao, outros apresentaram como resposta a multiplicacao 4 vezes da medida
lateral, como se fosse um perimetro multiplicado. Constatei que 80% dos alunos nao

sabiam calcular o volume.

! Transcricdo do dialogo ocorrido entre alunos e professor no decorrer da atividade.
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professor: “Tem uma diferenga no volume de dgua da piscina se ela for enchida

por exemplo até a metade ou na sua capacidade méxima?”;

aluno A5: “Claro que sim, entao a altura também interfere, entao seria o com-

primento vezes a largura vezes a altura”;

aluno A6: “Mas como estamos trabalhando com papel nao vamos poder colocar
agua’;

professor: “Mas podemos calcular pela forma tradicional utilizando as medidas
de cada caixa, ou podemos colocar areia nas caixas, e assim embora nao tenhamos no
nosso caso uma balanca, mas conseguiremos averiguar qual das construcoes obteve

o0 maior volume.”

Neste momento cada aluno continuou com suas atividades e dois alunos come-
caram a dialogar entre si,sobre qual estratégia seria melhor: aumentar ou diminuir
o lado do quadrado. Outro aluno me disse que estava com um problema, pois ele
havia escolhido uma determinada medida e quando foi riscar no lado menor do papel
cartao viu que nao seria possivel cortar esta medida em ambos os lados. Aprovei-
tando este fato questionei aos alunos se haveria uma medida limite da figura a ser

retirada, e coloquei o que havia ocorrido com este aluno para todos da sala.

Nem todos os alunos chegaram a uma mesma conclusao, parte deles devido ao
fato do papel cartao ter as dimensoes de 48cm x 33cm. Em principio pensaram
que a medida maxima a ser retirada seria a de 33 cm que é a largura da folha.
Entao interferi fazendo uma representacao da situagao no quadro, observando que a
medida escolhida deve ser retirada tanto na parte esquerda quanto direita da folha,
e se eu escolhi tirar 33 cm do lago esquerdo por exemplo, eu teria condicoes de
retirar novamente este valor no lado direito? Poderiamos escolher uma dimensao a

ser retirada maior que 33 ¢m?

Estes fatores levaram os alunos a pensarem nas opcoes para o limite a ser retirado,
e os fez chegarem a conclusao que este deveria ser inferior a metade do lado menor,

ou seja, 0 < x < 16,5 cm.

Ao término da confeccoes das caixas, alguns visualmente tentaram descobrir
qual delas teria o mesmo volume, ou tentando colocar uma caixa dentro da outra,
outros confeririam em duplas utilizando areia por meio de um utensilio utilizado
como medida padrao, enquanto outros realizaram o céalculo utilizando a férmula

matematica do volume.
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Apos este momento, com os resultados de cada aluno (para padronizar eu solicitei
que todos utilizassem a formula do volume), verificamos qual deles havia encontrado
o maior volume, e entao questionei se aquele era realmente o maior volume ou se

haveria outra resposta?

Colocamos no quadro por meio de uma tabela (A.1), e verificamos o que acontecia

com o volume conforme a medida aumentava: e

medida do lado(cm) | volume da caixa(cm?)
3 ~ 9552

— 3,402

— 4,000

-
Vv
Vv
v = 4,370
A%
A%

— 4,536
— 4522

| | O = | W

Tabela A.1: Possiveis Volumes
(Fonte: Autora.)

Em principio a melhor opgao seria 6 cm, mas apresentei aos alunos outras possi-
bilidades: 6,1 cm, 6,2 cm, ..., 6,9,.... Diante de tantas variacoes seria a melhor saida
acrescentar todos estes intervalos possiveis de valores em uma tabela e efetuar os
calculos um por um? Claro que nao!, vamos encontrar um modelo mateméatico que

descreva toda esta situacao.

Realizar esta tarefa nao foi tao simples, os educandos apresentaram considera-
vel dificuldade, entao como sugestao indiquei que observassem como obtiveram o
volume ja sabendo a medida do lado, e tentassem encontrar um padrao, entre as
varidveis dependentes e independentes, e consequentemente encontrariamos a funcao

procurada.

Como nem todos obtiveram éxito, realizei no quadro juntamente com todos as
etapas necessarias até chegarmos em V' (z) = (48 — 2x)(33 — 2x)z, com as devidas
manipulagdes e simplificagoes obtemos V (z) = 42® — 16222 + 1584x. Neste momento
os alunos aplicaram o que haviam aprendido sobre o contetido de derivadas, encon-
trando V'(x) = 122* — 3242% 4 1584, que igualaram a zero, obtendo uma familiar
funcdo do 2° grau 1222 — 32422 4+ 1584 = 0, com z; = 6,41 e x5 = 20, 59.

Analisando =1 e x5 os alunos descartaram x,, pois ja haviam concluido que 0 <

x < 16,5 c¢m, e calcularam o volume com a medida encontrada o que resultou em
V(z) = 4559, 66cm3.
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Percebe-se infelizmente que muitos alunos, embora estejam em fase final escolar,
nao assimilaram alguns contetdos basicos da matemética, e que sao uteis em ativi-
dades cotidianas. Observado foi que dois alunos nao sabiam usar a régua: um deles
queria cortar um quadrado de 6x6, e usou como medida do 0 ao 5 na régua, e assim
seu quadrado ficou com 5 cm de medida e o outro nao considerou o inicio da régua

como sendo no 0 e sim no namero 1.

Os comentarios e questoes levantadas pelos estudantes fornecem informagoes
relevantes a respeito das dificuldades encontradas pelos mesmos em contetidos ma-
tematicos que foram, por eles, ao longo do tempo memorizados e nao compreendidos.
Tais fatores reforcam as constatacoes de que os estudantes nao tiveram o desempe-

nho esperado por nao terem a compreensao de conceitos basicos da matematica.

Desenvolvimento da Atividade do Exemplo 2.12

Apos a leitura do enunciado da atividade 2.12, os alunos tiveram um tempo para
encontrarem a solu¢ao, podendo trocar informagoes entre si. Depois deste momento,
perguntei se ja haviam solucionado o problema. A resposta inicial encontrada foi que
a maior rentabilidade seria obtida com a excursao acontecendo com sua capacidade
maxima, ou seja, com os 100 lugares ocupados, e 44,4% dos alunos chegaram a
esta conclusao. Dentre estes, o aluno A3, um escolheu tal por nao ter entendido a

situacao problema, Fig. A2:

Figura A2: Atividade 2: Resposta do aluno A3

Nesta interpretacao, o aluno entendeu que por exemplo se faltassem 5 passagei-
ros, sO6 haveria diferenca apenas no preco final, 5 . R$ 10 = R$ 50, mas ndo que

aumentariam R$ 50,00 na passagem de todos os demais 95 passageiros.

O aluno A5 efetuou varios calculos e chegou a conclusao que lotacao deveria ter
capacidade maxima. Ainda, outros dois alunos A8 e A9 responderam que o avido

deveria ir cheio, calcularam apenas a renda para esta situacao e decidiram, apenas
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com este dado. Contudo quando A9 me apresentou como resposta que o aviao

deveria ir cheio, conforme a Fig. A3, eu o questionei em voz alta e compartilhei

a situagao com a sala dizendo: vocé tem certeza? E apos este questionamento os

alunos comecaram a repensar questao.

Figura A3: Atividade 2: resposta do aluno A9

Outro caso foi o do aluno A2 que iniciou uma tabela (Fig. A4) calculando a

falta desde 0 até 12 passageiros e assim decidiu que a resposta correta seriam 10
poltronas vagas:
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Figura A4: Atividade 2: resposta do aluno A2
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Ja os demais também comecaram a verificar o que acontecia quando faltavam
1, 2, 3,4,5,...,11,10,50,51 passageiros, contudo nao chegaram a uma conclusao final.
Aproveitando que um deles comecou a tabular faltando de 0 4 12 passageiros, utili-
zamos estes dados para construirmos uma tabela (A.2), e com isto foi possivel que o
aluno A3 percebesse o seu erro, tanto que ele mesmo colocou que havia compreendido

de forma errdnea a situacao.

Nuamero de desistentes (¢m) Lucro da Excursao
0 100 . (800. 00) = 80.000
1 99 . (800. 10) — 80.190
2 08 . (800. 20) — 80.360
3 97 . (800. 30) = 80.510
1 96 . (800. 40) — 80.640
5 95 . (800. 50) — 80.750
6 94 . (800. 60) — 80.840
7 93 . (800. 70) — 80.910
8 92 . (800. 80) = 80.960
9 91 . (800. 90) = 80.990
10 90 . (800. 100) = 81.000
11 89 . (800. 110) — 80.990
12 88 . (800. 120) — 80.960

Tabela A.2: Possiveis Lucros da Excurséo
(Fonte: Autora.)

Apontei que o aluno A2, com base nesta tabela, concluiu que o nimero de desis-
tentes deveria ser de 10 pessoas, mas sua tabela nao estava completa, e assim sendo,
seria possivel ter um valor maior que R$81.000,00 de lucro entre o intervalo de 13
a 100 desistentes? Para confirmar teriamos que completar a tabela? Obtive como
resposta que seria melhor conferir mas, que daria "muito trabalho", logo deveria ter
uma forma mais facil. Em continuacao outro aluno sugeriu encontrar uma funcao

que representasse a situacao tal como fizemos na Atividade 3.11.

Novamente alguns alunos apresentaram dificuldades em generalizar matemati-
camente a situacao, e mais uma vez sugeri que observassem a tabela construida a
fim de encontrar os padroes e tomar x como o nimero de passageiros presentes.

Entretanto outros conseguiram concluir, conforme a figura Ab:
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Figura A5: Resposta do aluno Al

Por fim encontraram L(z) = [(800+10.(100—z)]x, e com as devidas manipulagoes
e simplificagoes obtiveram L(r) = —10z% + 1800z e L'(x) = —20x + 1800, que

igualado a zero implica em —20x + 1800 = 0, com z = 90.

Desenvolvimento da Atividade do Exemplo 2.13

Como ja tinhamos realizado duas atividades anteriormente, apods a leitura inicial do
enunciado os alunos nao ficaram utilizando o método de tentativas e nem a construir
tabelas enormes com acréscimos unitarios, até mesmo porque neste caso nao teriamos
um limite como na atividade 2, com um numero maximo de passageiros, ou ainda
na atividade 1, devido ao tamanho da folha. Neste problema ja comecaram a tentar
encontrar um padrao analisando o que ocorreria se aumentasse 0, 1,2, 3..., pés de
laranjas. Este processo de investigacao facilitou a escrita do modelo matematico
descritor da situa¢do. Um exemplo foi o do aluno A1l (figura A6) que analisou esta
situacao com o acréscimo de 1 e 5 pés de laranjas e assim efetuou a construcao de

uma expressao matematica.

Com posse de P(x) = —152% 4+ 300z + 1200, ao obter P’(x), alguns alunos ainda

estavam cometendo erros basicos ao aplicar as regras de derivagao (veja a figura A6):

e derivada de fungio constante : f(z) = 1200 — f’(z) = 1200 (aluno Al);

e derivada de funcdo : f(z) = —300x — f’(z) = 300z (aluno A2).
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Ainda nesta mesma figura estao presentes outros erros de matematica basica, que
levaram 33, 3% alunos a encontrarem um resultado equivocado de —10, ao fazerem
P'(z) =0.

15 e EXS ij\)
(Goo- 15.2) _
(Goo )
+ 5.(goo- 15.5) - 30 9 =300
// ' 95 . (6oo-75) © J: O = AC B /
Aluno A1 Aluno A2

Figura A6: Atividade 3: resposta do aluno Al e aluno A2

Desenvolvimento da Atividade do Exemplo 2.14

No primeiro contato pos leitura, ja que o enunciado relata que o “ntimero de bactérias
¢ o maior possivel quando a estufa atinge sua temperatura maxima”, boa parte dos
alunos concluiram que a resposta s6 poderia ser uma temperatura alta ou muito alta,
mas que precisariam dos calculos para decidir entre as alternativas, ou “chutariam”

em uma das duas.

Inicialmente a resolucao deste exercicio ocorreu com menor grau de dificuldade,
pelo fato de ja termos a expressao que representava a situacao em questao. Re-
alizaram a derivada de T(h) encontrando T’(h) = 2h + 22, que igualando a zero

obtiveram h = 11, sem maiores dificuldades.

O impasse se deu apds encontrarem h = 11, pois alguns educandos rapidamente
olharam a tabela 2.13 e concluiram que a alternativa correta era a segunda opgao:
muito baixa. Outros ficaram na davida pois a tabela 2.13 tratava de temperatura(T)

e eles haviam encontrado o valor de h.

Solicitei que olhassem a expressao dada no enunciado e determinassem qual gran-

deza estava em funcao de qual grandeza?

aluno 6: “Fornece a temperatura em funcao das horas, pois T e h representavam
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respectivamente a temperatura e as horas”;
professor: “Sendo assim, o que deveriam fazer com o valor h = 1177
aluno 6: “substituir em T'(h)”.

Nesta etapa ao proceder a substituicdo de h = 11 em T'(h) os alunos encontraram
T = 36, que esté classificada como alta conforme a tabela 2.13. Vale salientar que
nem todos chegaram a este mesmo valor para a temperatura, e sim 7' = 278 devido

a um erro basico das propriedades de potenciacao(Fig. AT).

Ty ol oRh 85
s e TL <N +2R-0
Y . =<8 = 1)
2 o D j 2
% (_” )4. ch, H-&s
T'(an) = C 19T (a2 4y - 99 d/ . )
$ V): 21+ pup -3 3 }L/_ -121+ L4, -85
. 77 { 263-85
i £7) /\: {JT};
Aluno A7 Aluno A5

Figura A7: Atividade 4: resposta do aluno A7 e aluno A5.

Resultados da Pesquisa de Avaliagao

Apresentaremos as informagoes coletadas neste questionério:

1) Qual a sua idade?
R: 100% dos alunos tem 17 anos.

2) Qual o seu sexo?

R: Feminino: 5 alunos Masculino: 4 alunos

3) Vocé ja conhecia o conteido ministrado: derivadas?

R: Nao: 8 alunos Sim: 1 aluno. Onde: livros e internet

4) Dé uma nota de 0 & 10 para as perguntas a seguir. Vocé também pode comentar
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ou sugerir cada item %
a) As explicagoes formam claras?
R: Nota 10: 8 alunos Nota 9,5: 1 aluno

Comentarios: 6tima professora.

b) A didatica das aulas facilitaram sua aprendizagem?
R: Nota 10: 7 alunos Nota 9: 1 aluno
Nota 8,5: 1 aluno

Comentarios: nao iniciar com a atividade 1.

¢) A ideia de taxa de variacao ficou clara?
R: Nota 10: 6 alunos Nota 7,5: 1 aluno

Nota 7: 2 alunos

d) O conceito de limite foi compreendido?
R: Nota 10: 7 alunos Nota 9: 1 aluno
Nota 8,5: 1 aluno

e) A ideia de derivadas ficou claro?
R: Nota 10: 6 alunos Nota 8,6: 1 aluno
Nota 8: 1 aluno Nota 7: 1 aluno

f) A representagao geométrica da Taxa de Variacao Instantanea, ou derivada da
funcao f, foi compreendida?
R: Nota 10: 2 alunos Nota 9: 3 alunos

Nota 8: 2 alunos Nota 2: 2 alunos

g) Os problemas de méximos e minimos foram interessantes?

R: Nota 10: 7 alunos Nota 9: 2 alunos

h) O namero de aulas foram suficientes?

R: Nota 10: 2 alunos Nota 9: 4 alunos
Nota 8: 1 aluno Nota 7: 1 aluno
Nota 6: 1 aluno

Comentarios:

2Obselrva(;éuoz as frases escritas entre aspas foram transcritas exatamente como os estudantes
responderam no questionério.

115



e “queria mais aulas, deixou um gostinho de quero mais";
« . . . - ".
e “queria mais aulas para aprender outros conteidos";
e “para o basico sim";
e “com mais aulas a compreensao seria melhor".
i) Qual a sua auto avaliagdo no quesito participa¢ao?

R: Nota 10: 5 alunos Nota 9: 2 alunos
Nota 8: 1 aluno Nota 7: 1 aluno

5) Cite os pontos positivos.

R:
e “A professora ter paciéncia com os alunos";
e “Boa explicacao, aula interessante";

e “Pra ajudar em uma faculdade, pode também ajudar resolver exercicios do

ensino médio";
e “Tudo. Uma 6tima Aula";

e “Manipulacao do grafico no Geogebra, atividade proposta no conteiido de

volume, atencao dada pela professora';

e “A forma que a professora ensinou o volume (fazendo uma caixa) e a cons-

trucao dos graficos no Geogebra';

e “O contetdo nao conhecia, portanto foi uma novidade que certamente usarei.

O contetdo nao é tao dificil assim";
e “As vezes aprender uma conta nova pode ajudar a compreender outra';

e “E mais pratico, interessante."

6) Cite os pontos negativos.
R:
e “Deveria ter mais tempo de aula”, foi mencionado por 3 alunos;

e “Nao acho que tenha ponto negativo, pelo fato de ser algo acrescentado no

nosso aprendizado”;

e “Estuda-la sem aprender a maneira mais complexa”;
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“Nenhum”, foi mencionado por 4 alunos.

7) Vocé acha que a derivada possa ser incluida no ensino médio? R: Um aluno

disse que nao, e oito alunos afirmaram que sim, e alguns justificaram a resposta:

“Contetido mais complexo, porém ajudaria quem ¢ de exatas”;
“Sim pois é bem mais fécil resolver questoes com derivadas”;
“Com toda a certeza, ajudaria muito os alunos nos vestibulares”;
“Sim. Porque o contetudo é utilizado em vérias profissoes.”;

“Com certeza. E necessario aumentar o nivel de ensino nas escolas.”

Fique livre para expressar suas consideracoes finais.

: Sete alunos fizeram comentarios:

“Foram o6timas aulas”;

“Achei muito legal e interessante a forma de explicacdo da professora que

tornou o contetdo mais facil, e a interacao dos gréaficos no computador”;

“Perfeita aula, sem palavras!”;

“Aula divertida! Otima didatica™;

“Amei as aulas, a professora explicou muito bem. E interagiu bem com
todos”;

“Nao poderia ser incluida no ensino médio porque nao da tempo dos pro-

fessores passarem todos os contetidos programados pro ano, e essa é uma

L . .o . ”.
matéria que exigiria muito tempo’;

“...seria melhor se aprendesse. E importante saber a necessidade da mate-

mética...”

117



Questionario para os alunos: levantamento de dados sobre os participantes da pesquisa

1) Qual a suaidade? 13 2) Qual o seu sexo?_F
3) Vocé ja conhecia o contetido ministrado: derivadas?
(X) N&o. Foi a primeira. () Sim. Onde?

4) Dé uma nota de 0 & 10 para as perguntas a seguir. Vocé também pode comentar ou sugerir
cada item:
a) As explicagdes formam claras?

(e
b) A didatica das aulas facilitaram sua aprendizagem?
9

¢) Aideia de taxa de variacio ficou clara?

q,

d) O conceito de limite foi compreendido?

Ao

e) Aideia de derivadas ficou claro?

‘:}.

) A representacdo Geometricamente da Taxa de Variagdo Instantanea, ou derivada da
fungdo f, foi compreendida? 5

g) Os problemas de méaximos e minimos foram interessantes?
h) O nuimero de aulas foram suficientes?

)‘.\.

i) Qual a sua auto avaliag&o no quesito participagéo?

5) Cite os pontos positivos?

O rernOhs R, I 00 Ve - PN V-Vd
o G e pede O

6) Cite os pontos negativos? ) W ;
owds pouce TrmPa s P00 de JLW“W

7) Vocé acha que a derivada possa ser incluida no ensino médio?
Noe
8) Fique livre para expressar suas consideracdes finais.
. e . . Ly N
’ﬂ&g e U2t ¥ S SIS iR POt
s e e G g S
Mdﬁsvpﬁeé}y\m PR OMe | 2 wenon L unow
s s e T
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Questionério para os alunos: levantamento.de dados sobre os participantes da pesquisa

1) Qualasuaidade? | # 2) Qual 0 seu sex0?_W) gre Uimo

3) Vocé ja conhecia o contetido ministrado: derivadas?
(X) Nao. Foi a primeira. ( )Sim. Onde? ~

4) Dé uma nota de 0 & 10 para as perguntas a seguir. Vocé também pode comentar ou sugerir
cada item:
a) As explicacdes formam claras?

9.5

Complimmile 1 o me U
b) A didatica das aulas facilitaram sua aprendizagem?

L 85 ”“‘“GL“M%‘-MW - Cstetan WL, Rondid
c) Aideia de taxa de variacéo ficou clara?-

7.9
d) O conceito de limite foi compreendido?

&rs

e) Aideia de derivadas ficou claro?

2.6

f) A representacdo Geometricamente da Taxa de Variagdo Instantanea, ou derivada da
funcao f, foi compreendida?

2

g) Os problemas de maximos e minimos foram interessantes?

!

h) O nimero de aulas foram suficientes?

6 W akfn « Lompuastos vm i,
i) Qual a sua auto avaliaggo no quesito participagdo?

%

6) Cite os pontos negativos?
Ry RLSR SURN TN

7) Vocé acha que a derivada possa ser incluida no ensino médio?
Gim . Laspr & esfeids o Wilagde com iy prdimiss  edbirrmrekit-bsorecrer

. . . = LG SPUTRRM Gone. Coctuide
8) Figue livre para expressar suas consideragdes ﬁnals.gﬁM
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L

Questionario para os alunos: levantamento de dados sobre os participantes da pesquisa

o

1) Qual a suaidade? |# 2) Qual o seu SeXO?Jﬁ&eA;&;‘cm

3) Vocé ja conhecia o contetido ministrado: derivadas?
(>) Nao. Foi a primeira. () Sim. Onde?

' 4) Dé uma nota de 0 a 10 para as perguntas a seguir. Vocé também pode comentar ou sugerir
cada item:

a) As explicacdes formam claras? ‘b
b) A didatica das aulas facilitaram sua aprendizagem? |
c) Aideia de taxa de variacao ficou clara? =

d) O conceito de limite foi compreendido? G
\

e) A ideia de derivadas ficou claro? 8

f) A representagdo Geometricamente da Taxa de Variagao Instantanea, ou derivada da
fungao f, foi compreendida?

g) Os problemas de maximos e minimos foram interessantes? N

h) O numero de aulas foram suficientes? 0

)

i) Qual a sua auto avaliagdo no quesito participagao?
(@

5) Cite os pontos positivos? |
® G- e
LiS-o MMM : JT)M\_)D ‘}\J.S&J‘\L’bil(\ji S

6) Cite os pontos negativos?

n
A

%W""\fm
7) Vocé acha que a derivada possa ser incluida no ensino medio?

S

\ornJeb A

el ’:‘W@Si)*"m' (e NXLXDN%» aodenes o A.L Q2 MKDJW

8) Fique livre para expressar suas consideracdes finais.
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Questionario para os alunos: levantamento de dados sobre os participantes da pesquisa

1) Qual asuaidade? [ 7 2) Qual o seu sexo? ;— Atvtonn (%
3) Vocé ja conhecia o contetido ministrado: derivadas?
¥Nao. Foi a primeira. () Sim. Onde?

4) Dé uma nota de 0 4 10 para as perguntas a seguir. Vocé também pode comentar ou sugerir
cada item:
a) As explicagdes formam claras?

{0
b) A didatica das aulas facilitaram sua aprendizagem?
L0
¢) A ideia de taxa de variagao ficou clara?

{0

d) O conceito de limite foi compreendido?

10

e) Aideia de derivadas ficou claro?
10
=/

f) Arepresentacdo Geometricamente da Taxa de Variag8o Instantdnea, ou derivada da
funcdo f, foi compreendida?
g) Os problemas de maximos e minimos foram interessantes?
70 ¢
N
h) O numero de aulas foram suficientes? 5
) ! : d 7 guand AAOR
6 ) A Gua éﬁ?&f'iﬂfﬁ" IX%i8 "-.33\7“" ""N A

i) Qual a sua auto avaliagdo no quesxto participacao?

5) Cite os pontos positivos? e A ;ﬂ
repmibdiscpd A ¢ -0 fm&t\a, Qinvdods propedo me M:ﬁ@ As

'Mﬁ‘r’"‘

m {&wf;}&" J{&é&t). “‘%&« ?v i‘ﬁww{ﬁ W

6) Cite os pontos negativos?

7) Vocé acha que a derivada possa ser incluida no ensino médio?
il
Cow Tedo uii;zﬁ:%
L

8) Fique livre para expressar suas consideracdes finais.

\ . e \ N )
Q»;)v(* 3*“/%3‘0\ J’gv\“‘\f»‘ }ﬁ*v’:{’tff
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Questionario para os alunos: levantamento de dados sobre os participantes da pesquisa

1) Qual asuaidade? [ % 2) Qual o seu sexa? ’[ﬂ‘m;\": Ry
3) Vocé ja conhecia o contelido ministrado: derivadas?
&) Nao. Foi a primeira. () Sim. Onde?
4) Dé& uma nota de 0 & 10 para as perguntas a seguir. Vocé também pode comentar ou sugerir
cada item:
a) As explicagdes formam claras?
b'o)

b) A didatica das aulas facilitaram sua aprendizagem?

0

c) A ideia de taxa de variagéo ficou clara?
10
d) O conceito de limite foi compreendido?
e) A ideia de derivadas ficou claro?
AQ

f) A representagdo Geometricamente da Taxa de Variagéo Instantanea, ou derivada da
fungao f, foi compreendida?

q

o
g) Os problemas de maximos e minimos foram interessantes?
1
,Ji'u'"
h) O numero de aulas foram suficientes?

d gueria. wais avles o &v;m"c-ndﬁ‘l“ ovbves wnteidos
i) Qual a sua auto avaliagado no quesito participacdo?

lo

5) Cite os pontos positivos?
A forme que o~ profese
¢ o i,c-."vz*-s"-wg.ae.’; s Qmﬂc@__, no C\‘f’ﬁfﬁb‘ﬁﬂ‘

r P
pncdls uwien CoOuXc
ensmou o veluwe (J‘aét,n-i» Ve

6) Cite os pontos negativos?
Noe houve ner VAT 2N H A
7) Vocé acha que a derivada possa ser incluida no ensino médio?
CO\"/-‘ {buoﬂ {;f’\ﬁi.-e:fi(j.lv G‘(g\.‘ (A;,ﬂ': 1o A% l’-,’.-‘ @D Q]W'hﬂfj s .gsv'}_;%z Lot al =4
Deldeco..
8) Fique livre para expressar suas consideracdes finais. i \
. f~ 2 s Z Qeco-qiv
Amer oz oulag o goe feszovo. 6’*-{7*‘» cov wuito bewm. E coter 6

5 | PR
bcm com Todo =,
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Questionario para os alunos: levantamento de dados sobre os participantes da pesqulisa

1) Qual asuaidade?_ >+ 2) Qual o seu sexo0?_{ primdmus
3) Vocé ja conhecia o conteido ministrado: derivadas?
(<) Nao. Foi a primeira. () Sim. Onde?

4) D& uma nota de 0 4 10 para as perguntas a seguir. Vocé também pode comentar ou sugerir
cada item:
a) As explicacdes formam claras?

NO
b) A didatica das aulas facilitaram sua aprendizagem?
AO
¢) Aideia de taxa de variagao ficou clara?
3O

d) O conceito de limite foi compreendido?

Ne)
e) A ideia de derivadas ficou claro?
\O
f) A representagdo Geometricamente da Taxa de Variagdo Instantanea, ou derivada da
funcéo f, foi compreendida?

SO
g) Os problemas de maximos e minimos foram interessantes?
DO
h) O numero de aulas foram suficientes?
NO
i) Qual a sua auto avaliagao no guesito participagao?

AOC

5) Cite os pontos positivos?

M Unmow Tt cunlon .

6) Cite os pontos negativos?

7) Vocé acha que a derivada possa ser incluida no ensino médio?
Loede.

8) Fique livre para expressar suas consideragoes finais.

\\qwmfuwta cudo, Ay Mwa«}sic

v
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Questionario para os alunos: levantamento de dados sobre os participantes da pesquisa

1) Qual a suaidade?__ {%. 2) Qual 0 seu sex0?_Fun g
3) Vocé ja conhecia o contetido ministrado: derivadas?
( ) Nao. Foi a primeira. (%) Sim. Onde?_Alo. Sdind. + vrn Jiidisr

4) Dé uma nota de 0 a4 10 para as perguntas a seguir. Vocé também pode comentar ou sugerir
cada item:
a) As explicagdes formam claras?

o]

b) A didatica das aulas facilitaram sua aprendizagem?
0

c) Aideia de taxa de variagao ficou clara?
o)

d) O conceito de limite foi compreendido?
0

e) Aideia de derivadas ficou claro?

1Q.

f) A representacdo Geometricamente da Taxa de Variag&o Instanténea, ou derivada da
fungao f, foi compreendida?
a

g) Os problemas de maximos e minimos foram interessantes?
©w L

h) O numero de aulas foram suficientes?
T, —poson o Mice  Miv-

i) Qual a sua auto avaliagdo no quesito participacéo?

i,

5) Cite os pontos positivos?
& s vp’vAtA’ 5 oot ,m#-v
6) Cite os pontos negativos?
}o@d@'- oy s apimolin o2 opoovd ~rowdiio —ynaia m.vp&m\' o » .oi.w.g' T-""j‘”;““'v i
L Y wm\ﬁm@mwmwﬁwmwn,www/' u oo,
7) Vocé acha que a derivada possa ser incluida no ensino médio?wr 0w bt demn 4 5" Wimo,
Lorn MW&W WMM J*Wwwwuﬁiwh.;mwm‘w
‘%WQ-M G A MMinin WfYW UG plin -

8) Fidue livre para expressar suas consideragées finais. \ :
Us oduwist —potasion 0 Copocdloct. ol wpusmiol MW?.M-M,,(,MW wrilhin ke
.M,L'WMA&MWWW WM,WVWW ,
WA VIMoan 10~ el & Jowoowama- AL Dmoua wmyﬁ.,&m,;mlsu/juh MWM o J«w)u,m
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Questionério para os alunos: levantamento de dados sobre os participantes da pesquisa

1) Qual a sua idade? L4 2) Qual o seu sexo?
3) Vocé ja conhecia o contetido ministrado: derivadas?
(™) Nao. Foi a primeira. ( ) Sim. Onde?

4) Dé uma nota de 0 & 10 para as perguntas a seguir. Vocé também pode comentar ou sugerir
cada item:

a) As explicacdes formam claras?
{o
b) A didatica das aulas facilitaram sua aprendizagem?
b Lo
¢) Aideia de taxa de variacéo ficou clara?

Lo

d) O conceito de limite foi compreendido?

S LD
e) Aideia de derivadas ficou clara?

f) Arepresentagdo Geometricamente da Taxa de Variacéo Instantanea, ou derivada da
funcgao f, foi compreendida?

i0

g) Os problemas de maximos e minimos foram interessantes?
[ 8
LO

h) O numero de aulas foram suficientes?

i) Qual a sua auto avaliagao no quesito participacao?

O

) Cite os pontos positivos?

\M};m‘o ROUNUIO Lo & n\mﬁ&

8) Cite os pontos negativos?

PR LT RS T ol

7) Vocé acha que a derivada possa ser incluida no ensino médio?

AN

8) Fique livre para expressar suas consideragées finais.

&M v\&% g-‘wm&
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Questionario para os alunos: levantamento de dados sobre os participantes da pesquisa

1) Qual a sua idade?__{ # 2) Qual o seu SeXO?M
3) Vocé ja conhecia o contetido ministrado: derivadas?
(X) Nao. Foi a primeira. ( ) Sim. Onde?

4) D& uma nota de 0 & 10 para as perguntas a seguir. Vocé também pode comentar ou sugerir
cada item:

a) As explicagdes formam claras? /0

b) A didatica das aulas facilitaram sua aprendizagem? 10
c) A ideia de taxa de variagéo ficou clara? l@

d) O conceito de limite foi compreendido? O

€) A ideia de derivadas ficou claro? (0

f) A representacdo Geometricamente da Taxa de Variagao Instantanea, ou derivada da
funcéo f, foi compreendida? 9

g) Os problemas de maximos e minimos foram interessantes? }¢7
h) O numero de aulas foram suficientes? /()

i) Qual a sua auto avaliagdo no quesito participagao? 7

& Myhﬂ(&w,jé) [/é/)é (.&*’:&""GW m @L& 2 asCureeilony

5) Cite os pontos positivos? ke B At /m&fmﬁ, /m&
jﬂ—.nu@{m %;w/ﬁ/z SN

g —rrtchit coyoin 9 ~ped
NG sl - J,%mi;.

6) Cite os pontos negativos? W@ =Rt o
'ﬂa}aﬁ%w ,Z,.L.MW//‘%W‘-&M”‘ f‘W CW
7) Vocé acha que a derivada possa ser incluida no ensino médio?
D»frw\ /u_el/) =54 ,Z»e,m el /MJ Juwf»m W«ZM Con QQW/Q@
8) Fique livre para expressar suas consideragdes finais. Wv&
MQ%J@MQ&MW%IQ’XJJJU /&/lﬁﬁ B
— ' T s / o
04 jWgt,r/&/‘,ﬂ_/W ﬁ'/"“ Tornd? © Llp—m/,zwfév Mb&%é(’ g0 G
ey %744@ ot cﬁf»ﬂfﬂféﬂ?
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