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RESUMO

A presente pesquisa, teve como objetivo a confeccdo de uma sequéncia didatica para investigar
a convergéncia de sequéncias e séries numéricas. Para elaborar a sequéncia didatica,
consideramos 0s pressupostos da Teoria de Registros de Representacdo Semiotica e para a
preparacéo, testagem e refinamento das atividades, adotamos como metodologia de pesquisa, a
Engenharia Didatica. A sequéncia didatica foi aplicada por meio de um minicurso, em um grupo
de onze alunos de 2° e 3° periodos do curso de Engenharia Civil na cidade de Medianeira - PR.
Na sequéncia didatica aplicada em dois encontros nos dias 22 de fevereiro de 2020 e 14 de
marco de 2020, foram desenvolvidos quatro blocos de atividades, referente a sequéncias e
séries. O software Geogebra foi utilizado como recurso didatico na resolucdo das atividades
propostas. Foi observado que a exploragcdo computacional traz importantes contribui¢bes para
a aprendizagem dos conceitos. Observou-se ainda, que as atividades planejadas a fim de
proporcionar autonomia e ac¢ao pelo aluno, baseados nos diferentes registros de representacéo
semidtica, tornam-se mais propicias a atribuicao de significacdo ao conteido ensinado.

Palavras-Chave: Sequéncias e Séries, Teoria dos Registros de Representacdes Semioticas,
Engenharia Didética.



ABSTRACT

The purpose of this research was to create a didactic sequence in order to investigate the
convergence of sequences and numerical series. As to elaborate the didactic sequence, we
considered the assumptions of the Theory of Semiotic Representation Records and for the
preparation, testing and refinement of activities, we adopted Didactic Engineering as the
research methodology. The didactic sequence was applied in a short course for a group of eleven
students of 2nd and 3rd periods of the Civil Engineering course in the city of Medianeira - PR.
In the didactic sequence which was applied in two meetings, February 22, 2020 and March 14,
2020, four blocks of activities were developed, referring to sequences and series. The Geogebra
software was used as a didactic resource so as to solve the proposed activities. It was observed
that computational exploration brings important contributions to the learning of concepts. It
was also observed that the activities planned to provide autonomy and action by the student,
based on the different records of semiotic representation, become more conducive to the
attribution of meaning to the content taught.

Keywords: Sequences and Series, Theory of Registrations of Semiotic Representations,
Didactic Engineering.
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INTRODUCAO

Durante a minha vida escolar, sempre tive afinidade com a Matematica e como
resultado, ingressei, em 2006, no curso de Licenciatura em Matematica da Universidade
Estadual do Oeste do Parand (UNIOESTE). Conclui a graduacdo em 2010 e passei a lecionar
para turmas do ensino médio. Em fevereiro de 2013, comecei a trabalhar em uma faculdade
particular em Foz do Iguacgu — PR, ministrando disciplinas no curso de Farmacia, e quando abriu
o curso de Engenharia Civil, passei a lecionar as disciplinas de Célculo Diferencial Integral I,
Il e I1l. Em 2014 fui contratado por outra faculdade particular na cidade de Medianeira — PR
para também lecionar disciplinas de Céalculo Diferencial Integral I, 1l e I1l. Desde entdo venho
acompanhando de perto as dificuldades dos alunos para entender alguns conteidos desses
cursos, em especial 0s assuntos de sequéncias e séries numéricas contemplados na disciplina de
Célculo I1I.

Mesmo que os alunos tenham sido aprovados nas disciplinas de Calculo I e I, eles
apresentam dificuldades em compreender o conceito de convergéncia de sequéncias e séries.
Para Cargnin “a progressao do discente para as séries ou periodos posteriores torna-se
consequéncia de simples memorizacdo que, passada sua necessidade, ou seja, a avaliacdo, a
obtencdo da nota para aprovacdo, desaparecem da memoria” (CARGNIN, 2013, p. 19).
Vivenciando esse cenario, surgiu assim uma preocupac¢do: como ensinar 0s contetdos de
sequéncias e séries sem adotar o método tradicional, com aulas expositivas e resolucGes de
exercicios semelhantes aos dados como exemplo? Outras dificuldades dos alunos também tém
sido apontadas por pesquisadores que discutem o ensino de Calculo, Pedroso e Krupechacke
(2009), Feitosa et al (2020), Richit et al (2012), Cury e Cassol (2004), em especial usaremos a
tese de Cargnin (2013) que destaca algumas dificuldades como: “a falta de compreensdo de
principios béasicos, dos conceitos, propriedades, teoremas e da relacdo entre diversos assuntos
relacionados a chamada matematica basica” (CARGNIN, 2013, p. 19).

O ensino de calculo € um tema de pesquisa importante que tem preocupado a
comunidade vinculada a SBEM — Sociedade Brasileira de Educacdo Matematica. Trabalhos e
pesquisas tém sido feitos e nos encontros nacionais, dois grupos de trabalhos GT's abordam o
tema da pesquisa aqui apresentada, sdo o GT 4 — Educacdo Matematica no Ensino superior e 0

GT 6 — Educacdo Matematica, Tecnologia e Educacdo a Distancia.
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No inicio de 2018 ingressei no Programa de mestrado profissional em matematica em
rede nacional (PROFMAT) pela Universidade Estadual de Maringad (UEM) e juntamente com
meu orientador buscamos investigar possibilidades aos apontamentos citados.

Entendemos, naquele momento, que deveriamos procurar alternativas para tornar os
resultados mais acessiveis aos alunos, ou seja, tentar trabalhar os “resultados abstratos” de uma
forma mais “concreta”.

Nessa procura, surgiu a Questdo da Pesquisa: Sera que diferentes representagdes
visuais e/ou numéricas dos termos de uma sequéncia podem auxiliar o académico a
compreender o conceito de convergéncia de sequéncias numéricas ou de séries numéricas?

Essa questdo esclarece qual é o assunto da pesquisa, Tema da Pesquisa: A influéncia
do uso de diferentes representacdes na compreensdo dos conceitos de Sequéncias e Séries.

Para responder a Questdo de Pesquisa sera necessario responder as seguintes questes

especificas que se relacionam com os seguintes objetivos especificos da pesquisa.

1 — E possivel ter contato com o conceito de “tdo perto quanto se queira” sem o uso de
épsilons e deltas?

2 — E possivel observar a construcdo da conceitualizagdo da convergéncia de
sequéncias numéricas quando a mediagdo dos processos de ensino e de aprendizagem se dao
por meio algum software?

3 — Quais as maneiras de representar sequéncias numéricas com ferramentas
computacionais disponiveis no software Geogebra?

4 — Existem maneiras eficientes de propor conversdes com o uso de ferramentas
digitais?

5 — Como é possivel compreender a dependéncia entre “épsilons” e “deltas” com o uso
de representacOes na tela de microcomputadores?

6 — E possivel compreender o conceito de “infinito” com 0 uso de softwares?

Ao final dessa pesquisa apresentamos, como material instrucional, uma sequéncia
didatica que pode auxiliar outros professores no trabalho com sequéncias e séries numéricas.
Adotamos a utilizacdo de um software gratuito de geometria, 0 Geogebra. O uso do software
tem por objetivo 0 manejo e a transicéo entre diferentes registros de representacdes semidticas,

buscando a percepcdo da convergéncia e/ou divergéncia de sequéncias e séries.
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Diante disso, foi necessério resgatar o aparecimento das nota¢cBes modernas e do
desenvolvimento moderno dos conceitos de sequéncias e séries numéricas. Depois, para
elaborar a sequéncia de atividades, acredita-se que considerar os pressupostos da Teoria de
Registros de Representacdes Semioticas de Duval (2012) seja uma opg¢do importante, pois visa
uma maior autonomia do aluno para entender as especificidades da matematica, e proporciona
maior interagéo entre aluno e objeto de conhecimento, bem como maior reflexéo sobre o tema
estudado. Essa adocdo trara beneficios para o discente.

Para a preparacao, testagem e refinamento do material instrucional adotamos, como
metodologia de pesquisa, a Engenharia Didatica de Artigue (1995), que segundo Pais, (2001)
“a utilizacdo de uma engenharia didatica reforca a confiabilidade da pesquisa e sua
potencialidade se deve a defesa do vinculo com a realidade da sala de aula” (PAIS, 2001, p.
108).

Inicialmente, como primeira etapa do trabalho, fizemos uma pesquisa bibliogréafica no
banco de dados do PROFMAT e encontramos 15 dissertacdes que fazem o uso de Engenharia
Didatica, 12 dissertacBes que fazem o uso de Teoria de Registros de Representacdes Semioticas
e 12 dissertacbes que pesquisam sobre sequéncias e séries, porém nenhuma faz o uso de
Engenharia Didatica como metodologia de pesquisa e a Teoria de Registros de Representacdes
Semidticas como instrumento para a elaboragdo da sequéncia didatica. 1sso acarreta que o
material instrucional obtido com nossa pesquisa tem uma abordagem inédita dentro do ambito
do Programa PROFMAT. A pesquisa bibliografica esta disponivel no Apéndice A.

O desenvolvimento da pesquisa em nivel tedrico e pratico, bem como os resultados
obtidos, estdo apresentados neste texto, organizado por meio de se¢des.

Na primeira se¢do trataremos de conceitos e definigdes essenciais sobre sequéncias e
séries. Fizemos isso para possibilitar ao professor a revisdo de defini¢des e propriedades desses
elementos matematicos. Tal revisao permitird ao professor compreender e utilizar a sequéncia
didatica com seus alunos.

Na segunda secdo apresentaremos 0s principais elementos da Teoria de Registros de
Representacdes Semidticas e como ela auxilia o trabalho do professor na sala de aula.

Na terceira se¢do apresentaremos as caracteristicas e as quatro fases da Engenharia
Didatica como metodologia de pesquisa. I1sso é importante para a confeccdo da sequéncia
didatica de maneira a ser reconhecida pela comunidade académica.

Na quarta secdo apresentamos as respectivas analises a priori e a posteriori das

atividades propostas na sequéncia didética.
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Na quinta secéo séo apresentadas as conclusdes que sintetizam os resultados obtidos na
pesquisa, a revisdo com corre¢do das atividades propostas, que culminou na confec¢do do
material instrucional na forma de uma apostila que podera ser utilizada por professores que

desejem trabalhar com sequéncias e séries no ensino superior, bem como sugere trabalhos

futuros.
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SECAO 1
SEQUENCIAS E SERIES NUMERICAS

1.1 Sequéncias

A ideia de sequéncia, que comumente usamos no dia a dia, esta relacionada a uma
sucessdo ordenada de objetos ou acontecimentos, na qual é possivel indicar o primeiro
elemento, o segundo elemento, e assim por diante. Na Matemaética, esse conceito é formalizado

usando a definicdo de funcéo.

Definicao 1.1. Uma sequéncia de numeros reais € uma fungdo x:N — R, definida no conjunto

N ={1,2,3,..} dos nimeros naturais e tomando valores no conjunto R dos nimeros reais.
Se x:N—R é uma sequéncia, costuma-se usar a notagdo (X,),., OU simplesmente
(x,) para representa-la. Também podemos denotar tal sequéncia por (X, X,, Xg, -+, X, ---),

onde X, € 0 seu n—ésimotermo.
E importante ressaltar que n&o se deve confundir a sequéncia X com o conjunto imagem

x(N) dos seus termos. Para esse conjunto, usaremos a notacdo X(N)={x,, X,, X;, ..., X,, .. }.
A fungdo x:N—R ndo é necessariamente injetora, podemos ter X, =X, com m=n. O

conjunto {X;, X,, X, ..., X,, ...} pode ser finito, ou até mesmo reduzir-se a um Unico elemento.

Exemplo 1.1. Considere a sequéncia cujo n-ésimo termo é x,=a, com aeR. Entdo
(x,)=(a a, a,...,a,..), isto define a sequéncia constante, e seu conjunto de valores é
x(N) ={a}. Ela é evidentemente limitada pois X(N) ={a} é ndo-decrescente e também nao-

crescente. Aqui, ainda utilizamos os termos “limitada”, “crescente” e “decrescente” de maneira

intuitiva. As defini¢Oes formais serdo dadas mais adiante.

Exemplo 1.2. Considere a sequéncia cujo n-esimo termo é X, = 1 Explicitamente podemos
+

N |-
Wl
NP
gl

escrevé-la como (
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A , . . 1
Qualquer termo dessa sequéncia esta localizado no intervalo (0, ﬂ :

. . - - 1
Figura 1: lustrag&o mostrando os 50 primeiros termos da sequéncia X, = —1, na reta real.
n+

Fonte: Elaboracéo do autor.

« 1 1 1
De fato, como n=12>0, entdo x, =——>0. Por outro lado, X, =——<—, paratodo
n+1 n+l 2
n>1. Observe ainda que os termos desta sequéncia estdo decrescendo pois como n+2>n+1

1 1 )
paratodo n=>1, segue que —— <——, ouseja, X, <X,, VneN.
n+2 n+l1

Tais observagOes, permitem-nos afirmar que a sequéncia (x,) =(L1j é limitada e
n+

decrescente (ainda de maneira intuitiva).

Exemplo 1.3. Considere a sequéncia cujo n-ésimo termo € x =n’, entdo

X(N)={1, 4, 9,16, ...}, ou seja, a sequéncia dos quadrados perfeitos.

Figura 2: llustracéo dos 10 primeiros termos da sequéncia X, = n?, na reta real.

o 5 10 15 20 25 30 as 40 as s0 55 ] 85 70 75 g0 EG g0 a5 100

Fonte: Elaboracéo do autor.
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A . P . 2
Observe que essa sequéncia é crescente, pois X,, =(n+1) =n’+2n+1>n*=x, e

note que ela ndo possui limitante superior, ou seja, € ilimitada superiormente (ainda de maneira
intuitiva).

Os exemplos anteriores motivam as defini¢des que seguem.

Definicéo 1.2. Uma sequéncia (xn) sera dita limitada quando o conjunto dos seus termos é

limitado, isto é, quando existirem nimeros reais a e b tais que a<x, <b paratodo neN. O

numero b é chamado limitante superior e 0 nimero a € chamado limitante inferior.

Note que todo intervalo [a,b] esta contido num intervalo da forma [—c,c] com ¢ >0,
basta tomar ¢ =max{|a|, |b|}.

Uma vez que X, €[-c,c] é o mesmo que |, [< ¢, vemos que uma sequéncia (x,) é
limitada se, e somente se, existir um ndmero real ¢ >0 tal que | x, |<c para todo neN. Dai
resulta que (x,) € limitada se, e somente se, (| x, |) € limitada.

Quando uma sequéncia (x,) nao é limitada, diremos que ela é ilimitada.

Além disso (x,) sera dita limitada superiormente quando existir um ndmero real b tal
que x, <b paratodo n e N. Geometricamente, isso significa que todos os termos X, pertencem
a semirreta (—oo, b].

Analogamente, (X,) sera dita limitada inferiormente quando existir acR tal que

a<x, para todo neN. Neste caso, os termos (X,) estardo na semirreta [a, + o).

n
Evidentemente, uma sequéncia € limitada se, e somente se, € limitada superiormente e

inferiormente. Isto quer dizer que todos os termos da sequéncia pertencem a algum intervalo
[a, b] cR.

No Exemplo 1.1 a sequéncia é limitada inferiormente e superiormente pelo nimero a,
no exemplo 1.2, a sequéncia é limitada inferiormente por O e superiormente por > ja no

exemplo 3.3, a sequéncia é apenas limitada inferiormente por 1.
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Definigdo 1.3. Uma sequéncia (X,) sera dita crescente quando X, < X, para todo neN.

n+1

Quando X <X , para todo neN, a sequéncia sera dita ndo-decrescente. Analogamente

quando X, > X .,, paratodo ne N, (x,) seradita decrescente. Se X, > X, paratodo neN, a

n+1? n+1

sequéncia sera dita ndo-crescente.
As sequéncias crescentes, ndo-decrescentes, decrescentes, e ndo-crescentes S&o

chamadas de sequéncias monétonas.

Definigdo 1.4. Dizermos que (Y, ) é uma subsequéncia de (Xx,) se existe uma sequéncia

(n.) =N estritamente crescente tal que y, = x, paratodo k e N.

Exemplo 1.4. Considere (x, ) como sendo a Progressdo Aritmética (P.A.) de termo inicial a e
razdo r. A Progressdo Aritmética (yk) de termo inicial a e razdo 2r é uma subsequéncia de
(xn) . De fato, pela formula do termo geral de uma P.A., temos que:
X, =a+(n —1)r.
Tomando n, =2k -1, paratodo k € N obtemos:
n

X, =a+(n -Yr=a+(2k-2)r=a+(k-1)2r=y,.

Uma questdo que se coloca naturalmente é de saber se os termos de uma sequéncia para
n suficientemente grande, se aproximam de um ndmero real L e permanecem proximos deste.

Para abordar essa questdo, estudaremos o limite de uma sequéncia na proxima secao.

1.1.1 Limite de uma sequéncia

Intuitivamente, dizer que o nimero real L é limite da sequéncia (x,) significa afirmar
que a medida que o indice N cresce, 0s termos X, tornam-se e se mantém t&o proximos de L
quanto quisermos. Dizer isso, significa que |X,—L| torna-se inferior a qualquer nimero
positivo &, por menor que ele seja, desde que fagamos o indice n suficientemente grande.
Dizemos que 0 nimero real L € o limite da sequéncia (xn) de numeros reais, e escrevemos:

limx, =L, limx =L ou x,—>L.

n—oo
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Definigdo 1.5. O numero real L sera dito limite da sequéncia (xn) de numeros reais se, para

cada ¢ >0, for possivel encontrar um nimero natural n, tal que | x, —L|<& sempre que n > n,.
Simbolicamente temos.

limx =L < Ve>0,3In,eN:n>n, =|x,-L|<e.

Defini¢do 1.6. Quando existir o limite de uma sequéncia e ele for igual a um numero real L,

diremos que a sequéncia e convergente. Caso contrario, diremos que a sequéncia € divergente.

Exemplo 1.5. Vamos provar, segundo a Definigdo 1.5, que a sequéncia

n 123 n
(Xn):(_j=(_,_,_,...,_,...j
n+1 2 3 4 n+1

converge para 1.

. N o . n
Figura 3: llustragdo dos 30 primeiros termos da sequéncia X, = [—J na reta real.
n+

o
o
-
o
X}
=]
W
=]
s
o
n?
o
™
.
o
=
»
o
o?
L ]
*
*
o L]
m ‘
L

Fonte: Elabora¢&o do autor.

Note que, dado ¢ >0,

n

|x, —1] =

—1‘: 1 <& n>£—1.
n+1 &

. 1
Logo, dado qualquer ¢ >0, existe natural n, > —-1 tal que
&

o

N> Ny =\
n+

<é&.

Portanto, a sequéncia converge para 1.

Por exemplo, tomemos experimentalmente ¢=0,1. Entdo para neN tal que

n>n, :Oi1—1:10—1:9, teremos que |x, -1/ <& .
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10 1
Para n=10 tem-se |x, —1|=‘——1‘

=—=0,090...<0,1=¢.
11 11

Figura 4: A partir de n =10 os pontos da sequéncia pertencem ao intervalo (1— 0.1,1+ 0.1).

[wR=1:] o.es 0a 0.z 0.04 0.96 [*J=E] 1 1.02 1.04 1.06 1.08 1.1

Fonte: Elaborag&o do autor.

Demonstraremos agora, que uma sequéncia ndo pode possuir dois limites distintos, ou

seja, se o limite existe ele é Unico. Escreveremos isso na forma de um teorema.

Teorema 1.1. Se limx, =L e limx, =L, entdo L=L.

Demonstragdo. Suponha que L = L, e tomemos

\L—Ll\
EL< ——.
2

Agora, se limx, =L entdo para um certo n, temos
n>n=x,-L|<e.
Da mesma forma se, limx_ =L, entdo para um certo n, temos

n>n,=

X, — Ll‘ <e&.
Entdo, tomando n, = max{n;,n,}, de forma que n>n, nos leva simultaneamente a

n>n, e n>n,.Assim, n>n, implica que

L= Ly|=[(L=x%)+(x, —Ly)| < |L=x,|+|L, = %,

<2e<|L-L|,

logo, |L—L,|<|L-L,|, 0 que é uma contradigao. Portanto, L=L,.
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Teorema 1.2. Se limx, =L entéo toda subsequéncia de (x, ) converge para o limite L.
Demonstracdo. Como limx, =L, entdo,
Ve>0,3n,eN:n>n, = |X, —L|<e.
Seja (Y, )., Umasubsequénciade (x,). Assim (yk)z(xnk) paratodo ke N e n_eN.

Dessa forma,

Ve>0,se n>n,=|y —-L|=

X, — L‘<g.
k

Logo, limy, =L. -

Corolario 1.1. Se lim x, = L entéo, paratodo k e N, limx,,, =L.

Com efeito, (Xiy Xprs Xapr Xasir -1 X .) é uma subsequéncia de (x,) e pelo

n+k? **

teorema anterior seu limite é L. -

Exemplo 1.6. A sequéncia (xn)=(—1)n =(-11,-11-11,...) é divergente. De fato, pelo
Teorema 1.2 e o Corolério 1.1, todas as suas subsequéncias devem convergir para 0 mesmo
limite. Mas note que as subsequéncias (L,11,...)e(-1 -1 -1...) convergem

respectivamente parale —1.

Teorema 1.3. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracéo. Seja (xn) uma sequéncia que converge para L. Entdo pela definigdo
de sequéncia convergente, tomando & >0, temos que existe n, e N, tal que |xn —L| <& se
n>n, ouseja L—¢< x, <L+¢. Tomando,

a=min {x, ..., X,, L—&} eb=max {x, ..., x,, L+&},
temos que x, €[a, b] paratodo neN. Portanto, (x,) é limitada. .

Pelo exemplo 1.6 vemos que a reciproca do Teorema 1.3 é falsa, pois temos uma

sequéncia limitada entre 1 e —1, e que é divergente.
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Teorema 1.4. Toda sequéncia monotona limitada é convergente.

Demonstracédo. Fagcamos a demonstracdo para 0 caso ndo-decrescente. Seja (xn) uma
sequéncia ndo-decrescente, ou seja,
X, <Xy <Xy oo <X <

Note que (x, ) é limitada inferiormente pelo elemento x, e, por hipétese (x, ) é limitada.

Consequentemente, a sequéncia € limitada superiormente, ou seja, 0 conjunto de elementos

possui um supremo S . Vamos provar que
(x,)— Sup{x,; neN}=S.

Com efeito, como S € o supremo do conjunto, dado & >0, existe um elemento X, da
sequéncia, tal que S—&<x, <S. Como a sequéncia € ndo-decrescente, X, <X,, para todo
n=n,, logo,

nN=n,=S-e<X,<S<S+¢
isto e,
|Xn - S| <e.

Logo, X, = S. .

Para escrever a demonstracdo do Teorema 1.4 no caso de uma sequéncia ndo-crescente,
observe que a sequéncia sera limitada superiormente e admitira um infimo no conjunto dos seus
elementos. Dessa forma, os argumentos para a demonstragdo sao analogos aos apresentados no

caso de sequéncias ndo-decrescentes.

Teorema 1.5. (Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada (xn) possui uma subsequéncia
convergente.
Demonstracao. Seja (xn) uma sequéncia limitada e considere o conjunto
M ={neN; x, >x,, Vm>n},

denominado conjunto dos pontos destacados. Existem duas possibilidades para o conjunto M.

Este conjunto pode ser finito ou infinito.
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Caso infinito. Escrevemos M ={n,, n,, n;, ...}. Como n, <n, <n, <... teremos que se
i< jentdo n, <n;, ecomo n,eM, X, >X, . Logo, a subsequéncia (xnk) é decrescente e, por

hipotese, limitada. Portanto, pelo teorema 1.4, a subsequéncia é convergente.
Caso finito. Como M é finito, existe n, e N tal que n, ¢ M, assim,
am >n, =X, <X, .
Como m, ¢ M, entdo,
am, >m, = X, <X, .
Como m, ¢ M, entéo,
am,>m, =X, <X, .
Seguindo esse raciocinio, concluiremos que a subsequéncia X, S X, SXp SXp S
é ndo-decrescente e, por hipotese, limitada. Logo, pelo teorema 1.4, a subsequéncia é

convergente. (]

Definicédo 1.7. Uma sequéncia (xn) é dita ser uma sequéncia de Cauchy se

Ve>0,3n eN;nm=>n =|x —x,|<e

Teorema 1.6. (Sequéncia de Cauchy) Uma sequéncia é convergente se, e somente se, ela é de
Cauchy.

Demonstracdo. (=) Seja (xn) uma sequéncia convergente. Logo limx, =L, com

L eR, entdo,
&
Ve>0,3n,eN;nxn, =|x, —L[<=.
2
Temos que se n,m > n, entéo,
E &
X, =X <%, —L|+|L=X, | <=+ = =€
2 2
Logo, concluimos que (X, ) é uma sequéncia de Cauchy.

(<) Suponha que (x, ) seja uma sequéncia de Cauchy, entéo

Ve>0,3n eN;nm>n =|x —x,|<e
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Admitindo m = n,, temos que

Ve>0,Vn>n, =

X, — X

| <ES X —E<X <X, +&.
Tomando, a = min {|x1| Xy oes X, —g} e b:méx{|x1|, Xy oes X, +g}
teremos que X, €[a, b] e, portanto, ¢ limitada.

Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass (1.5), (x,) tem uma subsequéncia (xnk)

convergente para todo k e N.

Digamos que (xnk ) — L, LeR. Vamos mostrar que (x,)— L.

De fato, como (xnk ) — L entdo,

Ve>0,3IneN;n 2n=

X, —L‘<£.
“ 2
Além disso, como (x, ) é de Cauchy,
Ve>0,3n eN; n,m2n0:>|xn—xm|<§.
Tomando M =méx {n,,n,} temos que ¥n,n =M,
+

X —L|< X —L<—+£:g.
|n | K ‘

&
" 2 2

Xq _Xnk

Logo, x, = L. .

1.1.2 Limites infinitos

Certas sequéncias embora ndo convergentes, apresentam um comportamento com certa
regularidade, a saber, aquelas cujos valores se mantém arbitrariamente grandes ou

arbitrariamente grandes em médulo, mas negativos.

Definigéo 1.8. Seja (x, ) uma sequéncia. Diremos que X, tende a “mais infinito”, e escrevemos
lim x, =+ quando para todo nimero real M >0 dado arbitrariamente, pudermos encontrar
n, €N tal que n>n, = x, > M. Analogamente, diremos que X, tende a “infinito negativo”, e
escrevemos lim x, =—co quando dado arbitrariamente M >0 pode-se encontrar n, e N tal

que n>n, =X, <-M.
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1.1.3 Operagdes com limites

Mostraremos agora algumas operacdes aritméticas com limites de sequéncias.

Teorema 1.7. Se limx, =0 e (,) é uma sequéncia limitada, entéo lim x, -y, =0.
Demonstracdo. Como (y,) € limitada, existe ¢c>0 tal que |yn|<c para todo neN.

Dado ¢ >0, como por hipotese limx, =0, podemos encontrar n, € N tal que
&
n>n, = |x,|<=.
c
Logo,

n>n0:|xn-yn|:|xn||yn|<% c=¢.

Exemplo 1.7. Qualquer que seja X € R, temos

. sen(nx
lim sen(nx) =0.
n—oo n
De fato,
sen(nx 1
(nx) =sen(nx)-—
n
e como,
[sen (nx)|<1,
ou seja, a sequéncia € limitada e,
.1
lim==0,
n—oo n

pelo Teorema 1.7, temos o resultado desejado.

Teorema 1.8. Sejam (X, )e (y, ) sequéncias que convergem respectivamente para os niimeros
L, e L,, entdo,

1) lim(x,+y,)=L+L, e lim(x,—y,)=L—L;;

2) lim(x,-y,)=L-L,;
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3) Iim[ﬁjzi se L, #0.

2

—

n

Demonstracao.

1) Como limx, =L, e limy, =L,temos que existem n, e n,em N tais que:

n>n1:>|xn—L1|<§

&
n>n, =y, - L|<Z.
2
Seja n, =max{n,,n,}.Entdo n>n,, noslevaa n>n, e n>n,. Logo n>n, implica

|06+ ¥,) = (L + L) =] 06 = L) + (¥, = L) <%, = L[ +]y, _L2|<§+%:8'

Com isso provamos que Iim(xn+yn)=L1+L2. De maneira andloga se prova a
igualdade lim(x,-y,)=L—-L,.

2) Como (xn) é convergente, esta sequéncia é limitada. Observe que

Xnyn_LlLZ:Xnyn_XnL2+Xn|-2_L1L2:Xn(yn_L2)+(Xn_L1)L2'
Note ainda que lim(y, ~L,)=0 e pelo Teorema 1.7, segue que lim[x, (y, —L,)]=0.

De modo analogo, Iim[(xn — Li) LZJ =0 e, pelo item anterior, segue o resultado, pois

lim(x,y, - LL, ) =lim[x (y, - L)+(x - L)L, ]

=lim[ x, (y,—L,) |+lim[(x,—- L)L, |
=0+0
=0.

3) Pelo item anterior, lim(y, —L,)=0, sendo assim, limy,L, = (L,)? com isso existe

(L) (L)°
2

n,eN tal que n>n,=vy,L,> — De fato, tomando ¢ = , existe n, e Ntal que

2
(L;) <yl <(L) +

n>n,=

yan—(L2)2‘<(L2)2, donde (L,)*- (Lé)z, para n>n, e,

2
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(L)°

portanto y, L, > —,— paran>n,. Entdo para n>n,,

€ um namero positivo e inferior a
n—2

L,)? -
Q. Note ainda que % L _LX-by, (Lx,—Ly,) L
2 yn L2 yn L2 yn I‘2
Como lim(Lx,—-Ly,)=LL-LL,=0, segue do Teorema 17 que
. X
lim {X— —i} =0, e consequentemente, lim—"= L -
yn 2 yn L2

Teorema 1.9. Sejam (X, ),(Y,).(z,) sequéncias de nimeros reais tais que x, <y, <z, para
todo neN. Se limx, =limz, =L, entdo limy, = L.
Demonstracao. Dado ¢ >0, entdo existem n;,n, € N tais que

n>n=|x -L<eel-e<x,<L+e

n>n, =z, -L<eol-e<z,<L+e
Tomando N, =méax{n,,n,} temos que

n>n,=>L-e<Xx <y, <z ,<L+e¢
=>L-¢<y,<L+e¢

=y, -L<e.

Mostrando que limy, = L. .

Exemplo 1.8. Seja (y, )= iz uma sequéncia para todo neN. Vamos mostrar que a sequéncia
n

converge e calcular, se possivel, seu limite.

De fato, para todo neN temos que

0<i2<—.
n n

Tomando x,=0 e gz, =1,temos que limx, =0 e limz, =0, logo pelo Teorema 1.9
n

segue que limy, =0.
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Teorema 1.10. Sejam (X, ) e (Y, ) duas sequéncias e ¢ > 0.

1) Se limx, =+ e (Y,) é limitada inferiormente, entdo lim(x, +, ) =+e.

2) Se limx, =+o e existe c¢>0 tal que Y,>C para todo neN, entdo
lim(x, -y, ) =+.

_ : X
3) Se existirem ¢ >0 tal que X, >C paratodo n ese limy, =0 tem-se lim— = +o0.
Yn

4) Se (x,)¢ limitada e limy, =+ entdo lim 2 =0,
2

Demonstracéo.

1) Seja M >0. Como, limx, = +coentdo existe n, e N tal que
n>n,=Xx,>M —c,
onde ceR étal que Y, 2C paratodo neN. A existéncia do nimero ceR ¢ garantida pois (yn)
é limitada inferiormente. Logo, se n>n, entdo
X, +Y,>(M—-c)+c=M,
mostrando que lim(x, +, ) = +e.

2) Dado M >0. Como limx,=+c entdo podemos tomar n,eN tal que

n>n, = x, > M. Dessa formase n> n, entdo
C

xn-yn2xn-c>Mc:M.
c
Logo, lim(x, -y, )=-+w.
3) Dado M >0. Comolimy, =0, existe n, e N tal que, se
n>n =y |<i.
M

Assim, se n>n, temos que

X
mostrando que lim— = +oo

n
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4) Dado &>0. Como (X, ) é limitada existe K >0 tal que
x| <K,

para todo neN. Também como limy, =0, existe n, e N tal que

K 1 ¢
n>n=yY,>—>0=0<—<—.
£ A
Logo,
X X
n>n0:>ﬁ—0‘:ﬁ:|”|—|“|<—-K:g,
Y Yol (Yol ¥4
. X
mostrando que lim—=0. .
Yn
1.2 Séries

Nesta subsecdo veremos algumas propriedades gerais das séries de nimeros reais, bem
como alguns critérios de convergéncia para as mesmas. Uma série numérica generaliza nossa
nogio de soma de uma quantidade finita de parcelas. E importante observar que alguns
resultados que escreveremos aqui contrariam a intuicdo baseada na experiéncia com a operacao
de adicdo de nUmeros reais, pois essas experiéncias baseiam-se em processos que utilizam uma

quantidade finita de adiges.

Definigédo 1.9. Seja (xn )neN uma sequéncia de numeros reais. A partir dela formamos uma nova
sequéncia (Sn)neN cujos os elementos séo as somas

Slle
S,=Xx+X,
S; =X +X, + X

S, =X +X, + X +...+ X,

que chamaremos de somas parciais ou somas reduzidas da série. O termo S, € o n-ésimo termo

da série ou termo geral. Para designar a séria usa-se qualquer das notacoes.

D Xy DXy OU X+ Xy + Xy o Xy
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Definicédo 1.10. Dizemos que a série an ¢ convergente se existir o limite

lims, _I|mZx

n—oo n—o

Se o limite néo existir a série sera divergente.

Exemplo 1.9. Considere a série geométrica de termo geral x, =q"*. Assim, a soma dos seus
n primeiros termos é dada por
S, =1+q+q*+...+q" 2 +q"*
Se q=1,entdo S, =n. Logo,

limS, =limn=+oo,

nN—oo n—o0o

onde concluimos que a sequéncia (Sn) diverge e, consequentemente, a serie an também
diverge.

Agora suponha que q =1, multiplicando S, por g, obtemos

aS,=q+q° +q°+...+9"* +q"

mas,
S,-1=q+q°+...+q"?+q"*
logo,
as, =S, -1+q"
assim,
as,-S,=q"-
= S,(q-D=q"-1
= S, = q _1.
-1

Note que se |q| >1, asequéncia (Sn) diverge, e para |q| <1, asequéncia (Sn) converge.

Logo, a série Z X, converge se, e somente se, |q| <1.Assim,

@ 1
an—l—

n=1
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Teorema 1.11. Se Z X, € uma série convergente entdo limx, =0.

Demonstragcdo. Como z X, € convergente, entdo existe SeR tal que
D%, = lims, =s.

Tomando x, =S, —S, ,, obtemos,

Iimxn=Iim(Sn—Snfl)zr!imsn—IimSH:S—Szo. .

nN—oo n—oo —>0 n—o0

Exemplo 1.10. A reciproca do Teorema 1.11 € falsa. O contra exemplo mais famoso € a série

A =1 . L
harmonica Z— que possuli |iml =0, mas a série diverge.
n=1 n

De fato, reagrupando os termos da série temos,

=1 1 11 1 (1 1 11 11

e e T e e el R P e
n 2 3 4 2 \3 4 56 7 8

Note gque cada expressdo entre parénteses é maior que % entéo,

=1 1 11 1 1 1
D o=l sl S S T
N 2 3 4 2 2 2

1
>1+(n-1)-—.
(n-1) >

Logo, limS, =+oo. Portanto, a série é divergente.

n—o0

Propriedades 1. Sejam Z X, e Z Yy, séries convergentes e ¢ €R. Temos que:
1) Z(Xn + yn) é convergente para an N Zyn :

2) Z(c-xn) é convergente para C-an .
Demonstracao.
1) Considere,
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n

Seja, Z, = (% +Y,;). Entdo,

i=1

limz, = Iimzn:(xi +Y,)= Iim(zn:xi +iyijzlimzn"xi +Iimzn:yi =limS, +1limT, =S+T.
i1 =\ iz -1 n—o =7 n—>m £ Now®

n—oo n—o0 i " - n—oo

Portanto, » (x,+Y,) € convergente, e
DX +Y,)=S+T =D %+ Y,

2) Considere,

X—0

S, =Zn:xieixn =lim§, =S,
i=1 n=1

n

Seja, Z, = Y.(c-X ). Entdo,

i=1

limz, :Iimi(c-xi):c-limzn:xi :c-limzn:xi =c-limS, =c-S.
=1 i=1 i=1

N—o n—o i n—oo N—o0 n—o
Assim, Y (c-X,) é convergente, e

D (c-x)=c-S=c-) x,.

0
Teorema 1.12 Uma série Z X, converge se, e somente se,

n=1

Ve>0, 3n, N tal que N>M>N =[x, ++ X, | <&

Demonstracdo. Como

m n

X, —in
i=1 i=1l

X o Xy | = =[S, =S,/

n+1

0

0 que pretendemos demonstrar é que a série z X, converge se, e somente se,
n=1

Ve>0, 3n, eN tal que n>m>n, =[S, -S [<e.

Como z X, converge se e somente se a sequéncia de suas somas parciais € convergente,
n=1

temos que a série converge se e somente se a sequéncia das somas parciais ¢ de Cauchy. O

resultado segue do Teorema 1.6. .
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Definicédo 1.11. Uma série an chama-se absolutamente convergente quando Z|Xn| é uma

série convergente.

Teorema 1.13. Toda série absolutamente convergente é convergente.

0
Demonstracéo. A série Z|Xn| € convergente se, e somente s,
n=1

n+1

Ve>0, In, eN tal que n>m>n, =[x, +-+X%, [ <&

Como
Xpg o X | < X+ X |
e
Xl -+ X | =X+ %
temos que
Ve>0, 3n, N tal que N>M>Ny =[x, +-+X,|<&.
ou seja, a série i X, € convergente. .

n=1

0 0
Teorema 1.14. Seja Z X, uma série de termos positivos. Entéo a série Z X, € convergente,
n=1 n=1

se e somente se, a sequéncia das somas parciais € limitada.

Demonstracao: (:>) Por definicdo, existe SeR tal que an =limS, =S. Como a
=1 n—oo

sequéncia (S, ) é convergente, ela é limitada.

(<) Considere a série Y_ X, de termos positivos tal que a sequéncia (S,) é limitada.
n=1

n
Temos que in =X, +X, +...X,, entdo,
i=1

1= X
S, =X +X,
S =X +X,+X,

Sy =X H X+ X
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Como X >0, temos que S, <S, <...<S e (Sn) € uma sequéncia crescente e como, por

Teorema 3.4, toda sequéncia crescente e limitada é convergente, segue que

0

limsS, =S=>x,.
n=1

n—o0

Corolario 1.2 (Critério de comparagdo) Sejam (xn)e (yn) sequéncias onde 0< x, <y  para

todo neN.

1) Se a série z y, converge, entdo a série an converge.

2) Se asérie ) x, diverge, entdo a série )_y, diverge.

Demonstragdo. Sejam S = Zx,, T Z y, e suponhaque T = Zyn

n=1

Por hipotese temos que S, <T, paratodo neN. Temos ainda que limT, =T, paratodo

n—oo

neN.

1) Como S, <T, entdo S, <T paratodo neN. Isso significa que (S,) é crescente e
limitada superiormente e, portanto, converge pelo Teorema 3.4. Logo, Z X, € convergente.

2) Se Y_x, fordivergente, como (S, ) é crescente, entdo limS, =oo. Mas S, <T, para

n—w

todo neN, logo limT, =co. Portanto, Zyn é divergente. -

n—oo

Exemplo 1.11. A série z é divergente.

< para todo neN. Logo, pelo critério da comparagdo com a série

De fato, como 1
n

: §\H %\

harmdnica, concluimos que Z— é divergente.
n=1

. R ! L
Exemplo 1.12. Considere a série z 7 vamos mostrar que a serie e convergente.
n=1

De fato, como
1 1 1
<—= <
nl nin-)(n-2)...21 2™




38

e 1 - - £ 1
e aseérie ZF € uma série geométrica de razéo 5 (Ver Exemplo 1.9) e portanto convergente,

n=1

R = . ~
segue que a série Z—l é convergente pelo critério de comparacéo.

n=1 '!=

Teorema 1.15. (Teste da razdo) Seja Z X, umasérie de termos positivos tal que existe o limite

. X ~ , . .
L do quociente —. Entdo a série converge se L<1 e diverge se L>1 sendo o teste
X

n

inconclusivo no caso em que L =1.
Demonstracdo. Seja cum numero real compreendido entre L e 1. Supondo L <1,

entdo c<1.

. . X .
A partir de um certo indice m, teremos que — <c¢, ¥n>m. Assim,
X

n

X
=X, <X, C
X

m

Xm+2

2 L€ = Ky < X

_ 2
" :C<X,:C-C=X,-C",

m+1
m+1

eassim, X,,; <X,-c’,V jeN. Agora, note que a série x- > c’ é convergente pois 0<c <1.
Entdo, a série Z X, € tambem convergente pelo Critério da comparacao.

No caso L >1, a partir de um certo indice m, x

1 > Xy Xopag > X

m+1

> X, € em geral

m? “‘m+2

X.,.: > X, provando que o termo geral X,

m+ |

; hdo tende a zero. Logo a série ¢ divergente.

0 n |
Exemplo 1.13. Seja k > 0. A série Z K :] € uma serie de termos positivos. Agora,
n=1 n
k"™ (n+1)!
(D™ k"™(n+1)I" "
||m%:||m(—)n+1:| mk(i) :k.l
n—w k"n! n—w kﬂn!(n+1) n—w n+1 e
nn

. : . k : - .
O teste da razdo permite-nos concluir que: se —<1, ou seja, se k<e, a série sera
e

k o . .
convergente e se —>1, isto é, se k > e, a série sera divergente.
e
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k : . «
Se o =1, ou seja, k =e, nada se pode concluir pelo teste da razdo. No entanto, como

n+1\", o . n \", .
X =| —= | é uma sequéncia crescente com limite e, — é uma sequéncia decrescente
n n+

1 L n\ . X
com limite —, o que implica que e-(—lj sera decrescente e tera limite 1, ou seja —* tende
e n+ X

n

"l

para 1 por valores maiores que 1. Entdo a série Z é divergente se k =e.

n=1

n

Teorema 1.16. (Teste da raiz) Seja (xn)neN uma sequéncia de numeros positivos.

1) Se IimQ/Z<1, entdo an ¢ convergente.

n—o

2) Se limg/x, >1, ento D" x, é divergente.

n—oo

3) Se lim{/x, =1, o teste da raiz ndo é conclusivo.

n—o

Demonstracao.

1) Seja ce R, tal que limg/x, <c<1. A partir de um certo indice m e N, teremos que

n—o0

/x. <c,ou seja, X, <c",paratodo n>m. Como 0<c <1, temos que a série geométrica Zc”
converge. Assim pelo teste da comparacéo, a série Z X, € convergente.

2) Considere que IimQ/Z>1. Entdo, a partir de um certo indice me N, teremos que

n—o0

Q/Z >1, oque implicaem X, >1. Note que a série 21 é divergente e pelo teste da comparacédo

D" x, é divergente. .

oS(n+1Y . y
Exemplo 1.14. A série Z(—j € uma serie de termos positivos. Como

n=1
(”+1J =Iim(n—+1j =|im(1+3j —es1
n n—oo n n—oo n

lim

n—oo

a série é divergente.
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Exemplo 1.15. Considere a série i;n Tem-se que
(3+(_1)”)

1 sen é par;
4l )

1 -
> sen é mpar;

1 . i
logo Q/Z < 5 <1 paratodo ne N. Portanto, pelo teste da raiz a série é convergente.

Na proxima se¢do, descreveremos uma sintese sobre a Teoria dos Registros de
Representacdo Semidtica, que sera utilizada na confeccdo da nossa sequéncia didatica.
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SECAO 2
TEORIA DOS REGISTROS DE REPRESENTACOES SEMIOTICAS

Ao recorrermos a Historia da Matematica, podemos verificar que as representacfes
tiveram um papel indispensavel no desenvolvimento da Matematica.

Desde os primeiros registros de contagens feitos pelas comunidades mais antigas,
passando pelos registros milenares utilizados pelas civiliza¢cbes do oriente préximo como
fenicios e egipcios, depois pelos livros da civilizacdo da Antiguidade Grega, evoluindo para 0s
rudimentos do registro algébrico na Antiga Alexandria e chegando a adogdo do sistema de
numeracdo hindu-ardbico pelo Ocidente no inicio do Renascimento, percebemos que o
pensamento humano necessita de registros que o auxiliem.

Depois do Renascimento, com as notacGes algébricas desenvolvidas nos séc XVII,
XVIIl e XIX e também com os registros que permitiram um melhor tratamento do conceito de
Funcéo, obtivemos a possibilidade de acelerar o desenvolvimento cientifico, em especial o
desenvolvimento da Matematica.

Surge uma nova forma de representar o conhecimento matematico, atraves de simbolos,
onde a representacdo algébrica possibilitou a fundacdo de um pensamento matematico
caracterizado como racional, organizado e moderno, surgindo diferentes sistemas semioticos,
ndo sendo possivel desenvolver o conhecimento matematico sem a utilizacdo dessas
representacdes (FLORES, 2006).

O uso de “registros” no estudo das diversas areas da matematica é fundamental e desde
o final do séc XIX, a corrente do Formalismo sobrepujou o Intuicionismo e o Logicismo. Tal
corrente filosofica domina a Matematica. A “formalizacdo” das diversas areas da matematica
se d4 mediante uma axiomatizacdo da area estudada e posterior adocdo de registros “formais”
gue respeitam certas regras sintaticas inerentes a area a ser estudada (STRUIK E DIRK 1992).
E mediante teorias formalizadas que registramos, criamos e comunicamos os conhecimentos
matematicos. Um exemplo dessa formalizacdo estd na secdo anterior, na qual abordamos
Sequéncias e Séries Numeéricas de maneira formal, sobrecarregada de “registros”.

Como exemplo dessa necessidade da adocéo de registros para a produgéo e transmissao
de conhecimentos matematicos citamos 0s conceitos e propriedades das sequéncias e series

numéricas abordados anteriormente. Sem a adocdo de registros, o “controle do infinito”, do
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“tdo perto quanto se queira” ou do “tender a L” seriam praticamente impossiveis, pois fogem
da intuicéo finita da contagem aritmética.

A Teoria de Registros de Representacdes Semioticas (TRRS), foi proposta pelo filésofo
e psicdlogo Raymond Duval em 1986, a partir dos estudos de Psicologia Cognitiva com o
objetivo de estudar e analisar o funcionamento cognitivo do pensamento através das
representacdes e a forma com que se processa a aprendizagem.

Damm (2000) afirma que

em Matematica toda a comunicacdo se estabelece com base em representagdes, 0s
objetos a serem estudados séo conceitos, propriedades, estruturas, relagdes que podem
expressar diferentes situacGes, portanto para 0 Seu ensino precisamos levar em
consideracao as diferentes formas de representacdo de um mesmo objeto matematico.
(DAMM, 2000, p.135)

Para Duval (2012), “é essencial, na atividade matematica, poder mobilizar muitos
registros de representacdo semiotica (figuras, graficos, escrituras simbolicas, lingua natural,
etc...)” (DUVAL, 2012, p.270) .

Flores (2006) destaca que “um trabalho pedagdgico, realizado a partir destes registros,
possibilita um real funcionamento cognitivo do aluno, uma vez que o objetivo do ensino é a
aquisicdo do conhecimento por parte do aluno” (FLORES, 2006, p.2).

Para Flores (2006) a contribuicdo de Duval para o processo de ensino/aprendizagem em
matematica esta em apontar a restricdo de se usar um Unico registro semiético para representar
um objeto matematico. 1sso porque uma Unica representacdo ndo garante a compreensao, ou
seja, a aprendizagem em matematica. Sendo assim, permanecer com o uso de um unico registro
de representacdo significa tomar a representacdo como sendo de fato o objeto matematico, o
que ndo é veridico.

Para Damm (2000), hd uma confusdo entre a representacdo do objeto matematico com
0 proprio objeto matematico, sendo assim, para ndo confundir o objeto e o conteddo de sua
representacdo e necessario dispor de, a0 menos, duas representacdes, de modo que estas duas
devam ser percebidas como representando o mesmo objeto. Por exemplo, 0 que chamamos de

série numérica ndo ¢é a tinta no papel quando grafamos a letra sigma e a notagdo de fracdo em

0

1 o a - - 1 1 1 ,
Z =, também ndo é o resultado numérico de adi¢des grafadas como 1+E +§ +Z +---, também
i-1 |

ndo e a sucessao de pontos marcados na tela do Geogebra como veremos mais adiante, essas

sdo algumas das representagdes do conceito de série numérica.
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Segundo Duval (2012), as representacGes semioticas sdo essenciais a atividade cognitiva
do pensamento, pois desempenham um papel primordial no desenvolvimento das
representacdes mentais que dependem de uma interiorizacédo de representacdes semidticas, e na
realizacdo de trés funcBes cognitivas: a funcdo de comunicacdo, a funcdo de tratamento e a
funcéo de objetivacéo.

A funcdo de comunicacao, segundo Flores e Moretti (2005), “¢ a fungdo de transmissao
de uma mensagem ou de uma informacao entre individuos, ela requer a utilizacdo de um codigo
comum aos individuos” (FLORES, MORETT], 2005, p.3).

A funcgéo de tratamento, segundo Flores e Moretti (2005) “¢ a que transforma uma
representacdo em outra, utilizando unicamente as possibilidades de funcionamento do sistema
de representacdo mobilizado” (FLORES, MORETTI, 2005, p.3).

A funcdo de objetivacdo, segundo Colombo, Buehring e Moretti (2009) “¢ a que
permite a um sujeito de tomar consciéncia daquilo que até entdo ainda nio tinha feito. E o
trabalho de exteriorizagdo” (COLOMBO, BUEHRING MORETT]I, 2009, p. 101).

O funcionamento cognitivo do pensamento humano se revela inseparavel da existéncia

de uma diversidade de representacdes de registros semioticos.

Se é chamada “semiose” a apreensao ou a producdo de uma representacdo semidtica,
e “noesis” a apreensdo conceitual de um objeto, é preciso afirmar que noesis é
inseparavel da semiose. (DUVAL, 2012, p.270).

Duval (2012) aponta trés atividades cognitivas fundamentais constitutivas da semiose.

e A formacdo de uma representacdo identificavel: esta representacdo pode ser
estabelecida através de um enunciado compreensivel numa determinada lingua natural, no
desenho de uma figura geométrica, na escrita de uma formula, etc. Damm (2000) afirma que
“para ocorrer uma representagdo identificavel, € necessaria uma sele¢do de caracteristicas e de
dados do conteudo a ser representado, e isso depende de regras, que asseguram O
reconhecimento das representacOes e a possibilidade de sua utilizagdo para tratamento”
(DAMM, 2000, p.144).

e O tratamento de uma representacdo: é a transformacdo dessa representacdo no
mesmo registro onde ela foi formada. O tratamento é uma transformacéo interna a um registro,
ou seja, refere-se as operacgdes dentro de um mesmo registro de representacao.

e A conversdo de uma representacdo: € a transformacéo desta em uma representacao

em um outro registro, conservando a totalidade ou uma parte do objeto matematico em questéo.
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“A conversao nao pode ser confundida com o tratamento. O tratamento se estabelece “dentro”
do registro, ja a conversao se da entre registros diferentes”(DAMM, 2000, p.146).

Para Damm (2000), a conversdo &€ um passo fundamental no trabalho com
representacdes semidticas, pois ela exige do aluno o estabelecimento da diferenca entre
significado e significante. Para Cargnin (2013), essa diferenca est& associada a compreenséao de
gue uma representacdo apenas representa o objeto, ndo é o objeto. A ele é possivel associar-se
outras representacoes.

Para Brandt e Moretti (2014) essas trés atividades cognitivas vao, por sua vez,

consistir na producgéo do registro (formagdo) com utilizacdo de um ou mais signos
para exprimir uma representacdo mental e/ou evocar um objeto real em conformidade
com as regras do sistema empregado, ndo apenas para fins de comunicagdo, mas
principalmente para permitir os tratamentos oferecidos por ele. Elas vao consistir,
também, em mudan¢as de forma (tratamento) ou de contelido (conversdo) que
consistem em transformac@es da representacdo, ora no interior do mesmo sistema
semiotico, mobilizando apenas um so registro de representacéo e, ora transformacdes
da representacdo em uma outra pertencente a outro sistema semiético, de modo a
conservar total ou parcialmente a representacdo inicial, respectivamente. (BRANDT;
MORETTI, 2014, p.24).

Sé&o essas operacdes cognitivas que possibilitardo a compreenséo dos diferentes aspectos
de um mesmo objeto e sua conceitualizacdo. Segundo Lourenco e Oliveira (2018), o custo
cognitivo para conversao de registros depende do que Duval chama de congruéncia semantica.
Sendo que, a esse respeito destacamos que uma conversao é congruente quando a representacao
final transparecer na representacdo de partida, o que torna uma atividade relativamente trivial.
Enquanto que uma conversdao ndo congruente é aquela em que a representacdo final ndo
transparece na representacédo de partida. De acordo com a TRRS, o custo cognitivo quando a
conversdo é congruente é menor do que quando a conversao € ndo congruente.

Esta anélise da congruéncia entre duas representacdes foi sintetizada por Duval (2012)
nos trés critérios de congruéncia.

1) Correspondéncia semantica das unidades significantes (CS): a cada unidade
significante simples de uma das representacdes pode-se associar uma unidade significante
elementar da outra representacao.

2) Univocidade semantica terminal (US): a cada unidade significante elementar da
representacdo de partida corresponde uma tnica unidade elementar no registro da representacdo

de chegada.
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3) A organizacdo das unidades significantes (OR): as organizacgdes respectivas das
unidades significantes de duas representacdes comparadas, conduzem apreender as unidades de
correspondéncia semantica, segundo a mesma ordem nas duas representacoes.

Porém, quando ndo se cumprem um desses critérios, as representacdes nao sao
congruentes entre si e a conversdo de um sistema de representacdo a outro ndo ocorre de
imediato.

Campos, Karrer e Vicente (2010), destacam que existem conversdes que podem ser
congruentes em um sentido e ndo congruentes no sentido oposto, caracteristica que Duval
classifica como “fendmeno de heterogeneidade da congruéncia”.

Para exemplificar o que foi dito, realizemos uma analise da congruéncia seméntica
envolvidas nas conversdes de representacdo relacionadas ao somatdrio e convergéncia. Todos
esses elementos que nos propusemos a analisar compdem o conceito de sequéncias e series
numéricas e podem ser mais detalhadamente estudados em Cargnin (2016).

No Quadro 1 é apresentada a andlise da congruéncia semantica da conversdo de

4
representacao algébrica >k na representagdo numérica 1° +2° +3° + 4%, segundo os critérios
k=1

estabelecidos por Duval.

Quadro 1: Analise da congruéncia semantica da conversdo algébrica para numérica envolvida no
desenvolvimento do somatdrio.

4
Analise da congruéncia semantica da conversao da representagdo algéebrica Z k? na representagéo
k=1

numérica 12 + 2% + 3% + 4°.

Unidade . Critérios de Congruéncia.
Significante do Unidade
) - ignifi i Concluséo
registro de saida significante do I’E(:JI-S tro CS us OR
. de chegada (numérico)
(algébrico)
> + Sim Sim N&o
Né&o
k? 12, 2%, 3, 4° Sim N&o N&o
congruente
k 1,23 4 Sim N&o Sim

Fonte: Adaptado de Cargnin; Barros (2016, p. 21).

A titulo de melhorar a leitura do quadro anterior observemos a tltima linha do mesmo.
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4
A conversdo analisada é: z K2 — 512 4+22+3%+4%,

conversao
k=1

Prestemos atencdo na unidade significante simples “k ” contida na parte inferior do
registro de saida. Existe o registro “k =1 na parte inferior e o registro “4 ” na parte superior
de “>=”. A essa unidade significante estd associada no registro de chegada as unidades
significantes “1 2 3 4. Vemos que existe a congruéncia semantica (CS). Mas percebemos
que a cada unidade significante elementar da representacdo de partida ndo corresponde uma
Unica unidade elementar no registro da representacdo de chegada, portanto ndo existe a
univocidade semantica terminal (US). Percebemos ainda que a ordem envolvida nos registros

“k=1"e “4” é mantida quando se escreve as unidades significantes “1 2 3 4. Portanto

existe organizagao das unidades significantes (OR).
A congruéncia semantica ndo tem a mesma dificuldade nos dois sentidos de conversao.
O Quadro 2 apresenta a analise de congruéncia semantica da mesma tarefa do Quadro 1, mas

desta vez em sentido numérico-algébrico.

Quadro 2: Analise da congruéncia semantica da conversdo numérica para algébrica envolvida no
desenvolvimento do somatério

Analise da congruéncia semantica da conversio da representacdo numérica 1° +2°+3° +4%, na
4
representacdo algébrica Z k?.
k=1
Unidade Significante Unidade Critérios de Congruéncia.
do reglstr9 gle saida S_lgnlﬂcante do Conclusio
(numérico) registro de chegada CS us OR
(algébrico)
+ > Sim N3o N3o
Né&o
1?, 22, 3, 4 k? Sim N&o N&o
congruente
123 4 k Sim N&o Nao

Fonte: Adaptado de Cargnin; Barros (2016, p. 21).

Observamos que a conversao no sentido numerico-algebrico (Quadro 2) é mais dificil
de ser realizada que no caso apresentado no Quadro 1, embora ambas as conversdes sejam nédo
congruentes, o que segundo Cargnin e Barros (2016), “isso se da pela quantidade de critérios
de congruéncia ndo contemplados, o que esta representado pela quantidade de “nao” nos
quadros 1 e 2” (CARGNIN; BARROS, 2016, p.21). Neste caso “é preciso mais tarefas de
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producdo e compreensdo para pleitear a compreensdo necessdria para este conceito”
(CARGNIN, 2013, p.61).
Vejamos especificamente a linha que explica a associacdo entre a unidade “+” e a

unidade “x”.

conversédo

4
A conversdo analisada é: 1> +22 +3*+4* — Z k2.
k=1

Pergunta-se: A unidade significante simples “+” estd associada uma unidade
significante elementar da outra representacdo? A resposta €: sim, a unidade “X ”. Entdo existe
congruéncia semantica (CS). A cada unidade significante elementar “+” corresponde uma
Unica unidade elementar X ”? A resposta €: ndo, ndo existem trés unidades “X . Portanto nao
existe a univocidade semantica terminal (US). As organizacGes das unidades “+ 7, “+ e “+”
conduzem apreender a unidade de correspondéncia semantica “X  segundo a mesma ordem?
A resposta é: ndo. Entdo ndo existe organizacéo das unidades significantes (OR).

A anélise dos outros dois tipos de unidades semanticas nos levam a obter mais respostas
“nao” que as obtidas no Quadro 1. Por isso, segundo a TRRS, tarefas em que se fornece aos
alunos registros aritméticos com adicdes sucessivas e pede-se a eles que escrevam, em notacdo
de somatoria, a adi¢do fornecida, tém um custo cognitivo maior que as tarefas em sentido
contrario. Se formos utilizar a linguagem coloquial, diriamos que: “escrever a notagdo sigma ¢
mais dificil que abrir a somatoria”.

Segundo Damm (2000), “o que garante a apreensdo do objeto matemaético, a
conceitualizacdo, ndo sdo as varias representacdes possiveis de um mesmo objeto mas sim a
coordenagdo entre esses varios registros de representacdoes” (DAMM, 2000, p.147). Para a
autora, é de extrema importancia entender essa coordenagdo dos registros de representacdes,
pois “o sujeito tendo se apropriado de varios registros de representagdes consegue coordend-
los e principalmente, através desta coordenacdo, estabelecer uma apreensdo do objeto
matematico envolvido” (DAMM, 2000, p.148).

Na préxima se¢édo descreveremos a fundamentacao metodologica utilizada para compor

parte de nossa pesquisa.
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SECAO 3
ENGENHARIA DIDATICA

O termo Engenharia Didatica surgiu na Franca nos anos 80, na area da didatica da
matematica, apresentando sua inspiracdo no trabalho realizado por engenheiros, que para
realizar um projeto especifico, necessitam de um sélido conhecimento cientifico para buscar
possiveis solugcbes para um problema que ainda ndo possui um modelo pronto de resolugéo, ou
seja, ele é forcado a trabalhar com objetos muito mais complexos do que os objetos purificados
da ciéncia. (ARTIGUE, 1995).

Para Pais (2001), a engenharia didatica possibilita uma sistematizagdo metodoldgica
para a realizacdo pratica da pesquisa, levando em consideracéo as relacfes de dependéncia entre
a teoria e a pratica, que segundo o autor “¢ um dos argumentos que valoriza a escolha da
engenharia didatica na conducdo da investigacdo do fendmeno didatico, pois sem uma
articulacdo entre a pesquisa e a acdo pedagogica, cada uma dessas dimensdes tem seu
significado reduzido”(PAIS, 2001, p.99).

Segundo Carneiro (2005), “a origem desta teoria esta na preocupagdo com uma certa
“ideologia da inovacao” presente no dominio educativo, que abre caminho para qualquer tipo
de experiéncia na sala de aula, descolada de fundamentacao cientifica.” (CARNEIRO, 2005,
p.89).

As vantagens com relacdo a outras metodologias é que a Engenharia Didatica contempla
tanto a dimensdo tedrica, quanto a dimensao experimental, ela tem uma forma particular de
organizacao dos procedimentos metodolégicos da pesquisa em didatica da matematica. (PAIS,
2001).

Para Cargnin (2013),

enquanto metodologia da pesquisa, a Engenharia Didatica é caracterizada por basear-
se em realizagdes didaticas em salas de aula, isto é, sobre a concepgdo, a realizacéo, a
observacdo e analise de sequéncias de ensino, e por possuir uma validacdo
essencialmente interna, baseada no confronto entre a andlise a priori e a analise a
posteriori. (CARGNIN, 2013, p.28).

3.1 Fases da Engenharia Didatica

A Engenharia Didatica, como metodologia descrita por Artigue (1995), compreende

quatro fases, ndo necessariamente disjuntas, chamadas de: 1) analises preliminares, 2)
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concepgdo e analise a priori das situacbes didaticas, 3) experimentagdo, 4) analise a posteriori
e validag&o.
A seguir apresentamos uma ilustracdo que mostra as conexdes entre as fases da

Engenharia Didatica, segundo Fioreze (2010).

Quadro 3: Mapa da Engenharia Didética

1. Anlise prévia 2. Concepcéo e analise a priori de experiéncia
ou preliminar <«—»| didatico-pedagogico a serem desenvolvidas na sala de
aula de matematica

3. Experimentacéo, implementagé&o da experiéncia ou
aplicacdo da sequéncia didatica

I

4. Analise a posteriori e validacdo da experiéncia.

Fonte: FIOREZE, 2010, p.92.

Para Fioreze (2010), o sentido das setas denota a necessidade de readequacdo e de
replanejamento de cada etapa durante o processo, desde a analise prévia até a analise posteriori
e a validacdo da experiéncia. A linha tracejada representa o confronto da analise prévia ou

preliminar com a andlise a posteriori.

3.1.1 Analises prévias

Na primeira fase da Engenharia Didatica segundo Artigue (1995), sdo feitas
consideracdes sobre o quadro tedrico geral e 0os conhecimentos ja adquiridos sobre o assunto
em estudo, como também a analise epistemoldgica dos contetudos a serem ensinados, da forma
de ensinar e seus efeitos, das concepgdes dos alunos e suas dificuldades de aprendizagem. Para

Cargnin (2013), nessa primeira fase sdo analisadas as dimensdes epistemoldgicas, cognitivas e
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didaticas do objeto envolvido, tendo em vista 0 objetivo da pesquisa, e que esse estudo perpassa

todas as demais fases.

3.1.2 Concepcao e analise a priori

Na segunda fase da Engenharia Didatica, tém-se as escolhas didaticas mais adequadas

em funcéo dos problemas apresentados nas analises prévias o que segundo Cargnin (2013),

o investigador atua sobre determinada quantidade de variaveis do sistema, ndo fixadas
pelas restri¢des. Essas varidveis podem ser macro-didaticas ou globais, que se referem
a organizacdo global da engenharia, e micro-didaticas ou locais, que se referem a
organizacéo local da engenharia, como, por exemplo, a sequéncia de ensino ou as
variaveis dependentes do objeto em estudo (CARGNIN, 2013, p.30).

Na fase de concepcdo da sequéncia, Cargnin (2013) ressalta que é preciso levar em
consideracdo o problema que cada aluno tem de resolver, e de que maneiras ele pode fazé-lo,
que conhecimentos serdo necessarios para tanto, tendo em vista, o objeto de estudo.

Para Artigue (1995), essa fase € baseada em um conjunto de hipdteses sobre o que é
esperado por parte dos alunos, e a validacdo dessas hipoteses, sera atestada, ou ndo, no
confronto entre a analise a priori e a analise a posteriori que ocorre na quarta fase.

O objetivo da anélise a priori “é¢ determinar quais séo as variaveis escolhidas sobre as
quais se torna possivel exercer algum tipo de controle, relacionando o contetdo estudado com
as atividades que os alunos podem desenvolver para a apreensdo dos conceitos em questdo”

(PAIS, 2001, p.102).

3.1.3 Experimentacio

A terceira fase da Engenharia Didatica, consiste na aplicacdo da sequéncia didatica?,
onde os alunos, diante das tarefas que lhe sdo propostas, colocam em pratica seus
conhecimentos a fim de resolver o que foi solicitado, e, com isso, adquirir novos

conhecimentos.

! Segundo Pais (2001), uma sequéncia didatica é formada por um certo nimero de aulas planejadas e analisadas
previamente com a finalidade de observar situac@es de aprendizagem, envolvendo 0s conceitos previstos na
pesquisa didatica.
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3.1.4 Anélise a posteriori e validagdo

A gquarta fase da Engenharia Didatica de acordo com Artigue (1995), estd baseada no
conjunto de dados coletados ao longo da experimentacéo, através das observacdes realizadas
durante a sequéncia e as producdes dos alunos. Esses dados podem ser complementados por
outros obtidos por meio de entrevistas, questionarios, gravacoes, dialogos, entre outras, o que
para Pais (2001), quando possivel tende a enriquecer a analise a posteriori.

A validacéo, segundo Cargnin (2013), “constitui-se do momento em que se valida a
proposta efetuada, numa comparagdo essencialmente interna. E verificado se o que foi
devolvido pelos alunos é condizente com o que foi planejado. Caso ndo tenha sido, sdo
realizados os ajustes necessarios” (CARGNIN, 2013, p.31).

Segundo Brosseau (1997),

a Engenharia Didéatica se propde a identificar ou produzir as situacdes cujo controle
exige considerar os conhecimentos visados e, por meio destas situagdes, distinguir
quais permitem a criacdo desse conhecimento por uma adaptacdo espontanea do
sujeito, e aquelas para as quais a adaptacdo é imediata ou possivel. (BROSSEAU,
1997, p. 7; apud CARGNIN, 2013, p.32).

A contribuicdo da Engenharia Didatica para a sala de aula, como metodologia, é a
possibilidade de prover a fundamentacéo tedrica para que o professor conhega o significado e
amplie o leque de opcdes, formando elo de ligacdo entre teoria e a pratica. Ao conhecer 0s
fundamentos que regem as etapas da Engenharia Didatica, o professor obtém um dominio na
formulacdo das situacGes de aprendizagem, o que aprimora a relagdo dos alunos com o

conhecimento.

3.2 Aplicacéo da sequéncia didéatica

3.2.1 O planejado

Nosso planejamento inicial era elaborar um minicurso com cerca de 8 horas, de 4 horas
por encontro durante o primeiro semestre de 2020. Nosso interesse era apresentar aos alunos
atividades referentes ao conceito de convergéncia e divergéncia de sequéncias e séries
numericas.

O publico alvo constituia-se de alunos de 2° periodo do curso de Engenharia Civil de

uma instituicdo de ensino superior particular de uma cidade do oeste do Parana. Essa escolha
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se deu a fim de melhor avaliar a sequéncia didatica proposta, pois acreditava-se que estes
alunos, por ndo terem cursado a disciplina de Calculo 111, poderiam nos fornecer dados mais

significativos em relacdo a sua aprendizagem.

3.2.2 O executado

Devido ao numero reduzido de alunos matriculados no 2° periodo, foram convidados os
alunos do 3° periodo do curso de Engenharia Civil para participarem do minicurso que ocorreu
em dois encontros, o primeiro no dia 22 de fevereiro de 2020 e o segundo no dia 14 de margo
de 2020, nos laboratdrios de informatica da instituicdo na qual os alunos estudavam. Autorizado
pela direcdo da faculdade, o minicurso ocorreu aos sdbados no periodo da manhéd das 8 as 12
horas, organizado nos dias em que o0s alunos ndo teriam aula, pois na IES os cursos de
Engenharia possuem aulas em alguns sdbados. Havia dois laboratorios de informética na
faculdade, e o primeiro encontro foi realizado no laboratério de informatica 1, que possuia trinta
e oito computadores dispostos em mesas retangulares com 4 computadores cada, um ao lado
do outro, havia também projetor para o uso do pesquisador. Os alunos se organizaram em duplas
e trios em cada mesa, sendo possivel observar o que os colegas ao lado faziam. O segundo
encontro foi realizado no laboratorio de informatica 2, pois o laboratério 1 estava reservado
para outro professor que teria aula no mesmo dia e necessitava de mais computadores. Mesmo
assim foi possivel a realizacdo do minicurso, pois o laboratorio 2 possuia vinte computadores,
disposto em duas mesas retangulares com dez computadores cada, sendo possivel a circulacao
do pesquisador entre as mesas.

Participaram ao todo 11 alunos de 2° e 3° periodo, sendo 6 alunos do 2° periodo e 5
alunos do 3° periodo com idade entre 19 e 34 anos. No Quadro 4 estdo caracterizados 0s

participantes voluntarios da pesquisa.

Quadro 4: Participantes da pesquisa

Nome Periodo x

A . Curso Observacéo

ficticio na matricula

A 3° periodo Eng. Civil Frequ?ntou todos os dias, m_asf nao
conseguiu resolver todas as atividades.

3° periodo Eng. Civil Concluiu
3° periodo Eng. Civil Concluiu
2° periodo Eng. Civil N&o concluiu o curso.
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E 2° periodo Eng. Civil N&o concluiu o curso.

F 3° periodo Eng. Civil Concluiu

G 2 periodo Eng. Civil Frequt_antou todos os dias, m_as_ néo

conseguiu resolver todas as atividades.

H 2° periodo Eng. Civil Concluiu

I 3° periodo Eng. Civil Concluiu

J 2° periodo Eng. Civil Concluiu

K 2° periodo Eng. Civil Concluiu

Fonte: Elaboragéo do autor.

No inicio do primeiro encontro foi explicado novamente de que se tratava a pesquisa e
seus objetivos. Apos, foi apresentado o software Geogebra, ja instalado nos computadores, que
seria usado como ferramenta computacional de apoio ao desenvolvimento das atividades. No
primeiro encontro, quando questionados sobre o manuseio do software, alguns alunos
apresentaram dificuldades em localizar as ferramentas no software, dessa forma o pesquisador
fez uma apresentacdo no projetor multimidia das ferramentas do software Geogebra para ndo
comprometer as atividades da sequéncia.

A cada participante foi entregue uma apostila impressa e encadernada com todas as
atividades, sendo uma ou mais em cada folha, dependendo da complexibilidade da solucéo.
Cada apostila foi entregue aos alunos com um nome ficticio, que € usado para identifica-los
neste trabalho. Foi solicitado que terminassem completamente uma tarefa, inclusive a redacéao
das suas conclusfes, antes de lerem ou comegarem a outra. Ao final do primeiro encontro os
alunos devolveram suas apostilas com as tarefas realizadas no periodo, para possibilitar a
analise das resolucdes e garantir que cada aluno tivesse o seu préprio material no encontro
seguinte.

Ao longo da aplicacdo das atividades as davidas que surgiram foram sanadas pelo
pesquisador apds a producdo das respostas pelos alunos, as quais foram usadas na analise dos
resultados.

No primeiro encontro, dia 22 de fevereiro, a maioria dos alunos responderam as seis
primeiras atividades sobre sequéncias numeéricas, sendo que quatro alunos responderam parte
da questdo numero 1, referente a séries numéricas. Teceremos descri¢des e consideracfes
minuciosas mais adiante. Durante o periodo de aplicagdo, os alunos mostraram-se interessados
na solucdo das questdes e solicitaram ao pesquisador para realizarem as atividades em duplas.

O pesquisador autorizou a formacgdo de duplas, mesmo assim, tiveram dificuldades para
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executar alguns comandos do Geogebra, principalmente devido a incompreensao da simbologia

matematica como o uso de parénteses nas formulas e comandos para as operagdes basicas.
As representacBes graficas em R e em R? aliadas a representacdo numérica,

possibilitaram a analise da convergéncia ou divergéncia das sequéncias numericas.

No segundo dia, 14 de marco, os alunos retomaram a resolucdo do ponto em que
pararam. Neste dia, sete alunos conseguiram fazer todas as questdes referente a séries
numericas, dois ndo conseguiram desenvolver todas as atividades e dois alunos nao
compareceram. Houve novamente dificuldades na utilizagdo de ferramentas ou comandos do
Geogebra, em alguns momentos houve a intervencao do pesquisador.

De maneira geral, ao final dos dois encontros, presenciamos que as representacdes da
sequéncia, do termo geral da série e das somas parciais na forma numérica e na forma gréfica,
possibilitaram a analise da relagdo entre a convergéncia da sequéncia das somas parciais e a

convergéncia da sequéncia dos termos de uma série numérica.
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SECAO 4
ANALISES A PRIORI E A POSTERIORI DA SEQUENCIA DIDATICA

4.1 Analise Preliminar

De um modo sistematico, nesta fase da Engenharia Didatica, alguns elementos devem
ser evidenciados. Segundo Almouloud, Queiroz e Coutinho (2008), as analises preliminares

podem conter as seguintes vertentes:

e epistemoldgica dos contetdos visados pelo ensino;

o do ensino usual e seus efeitos;

e das concepcdes dos alunos, das dificuldades e dos obstaculos que marcam sua
evolucdo;

o das condicOes e fatores de que depende a construcdo didatica efetiva;

e aconsideragdo dos objetos especificos da pesquisa;

e 0 estudo da transposicdo didatica do saber, (ALMOULOUD; QUEIROZ;
COUTINHO 2008, p. 66).

Para abordar nosso Tema da Pesquisa: A influéncia do uso de diferentes representacfes
na compreensdo dos conceitos de Sequéncias e Séries, realizamos estudos iniciais e tecemos as
seguintes consideracdes preliminares.

A disciplina de Célculo estd presente no curriculo da maioria dos cursos da area de
exatas e de alguns cursos de outras areas. E lecionado com maior ou menor profundidade,
variando de acordo com os objetivos do curso.

Varios autores falam da importancia do ensino de Célculo, entre eles, destacamos Barufi
(1999), que aponta o Calculo como sendo uma “ferramenta extremamente Gtil, pois a variagéo
de grandezas e a necessidade de aproximacdes locais € uma problematica presente em
praticamente todas as areas do conhecimento” (BARUFI, 1999, p.3). Em relacdo ao estudo de
sequéncias e séries, inseridas nos cursos de calculo, a sua importancia também tem sido
destacada por diversos autores. James Stewart, autor de livros didaticos, destaca na introdugéo
de um dos capitulos do livro Calculo, volume 2, a importancia desses contetudos para o aluno:
“Muitas das fungdes surgem em fisica, matematica e quimica, tais como as fungdes de Bessel,
sdo definidas como somas de séries, assim é importante nos familiarizarmos com 0s conceitos
béasicos de convergéncia de sequéncias infinitas e séries” (STEWART, 2006, p 699). Howard
Anton, também destaca na introducdo de um dos capitulos do livro, Calculo Volume II, a

importancia do estudo de sequéncias e séries infinitas.
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As séries infinitas desempenham um papel fundamental, tanto na Matematica quando
na Ciéncia: elas sdo usadas, por exemplo, para aproximar fungdes trigonométricas e
logaritmicas, para resolver equaces diferenciais, para calcular integrais dificeis, para
criar novas fungBes e para construir modelos matematicos de leis fisicas. (ANTON,
2007, p. 624).

E fato que, apesar da reconhecida importancia da disciplina de Célculo nos curriculos,
muitos sdo os problemas com seu ensino, como sintetiza Mometti (2007) em sua reviséo de

literatura.

Os problemas do ensino de calculo parecem convergir para 0s mesmaos fatores: énfase
nos procedimentos e técnicas, falta de conexdo entre as diferentes representacoes
(algébrica, geométrica, numérica), falta de conhecimentos prévios (pré-requisitos) por
parte do aluno, dificuldade com o rigor dos conceitos de Célculo, etc. (MOMETTI,
2007, p. 44, apud CARGNIN, 2013, p. 97).

Cargnin (2013), destaca algumas necessidades que devem ser consideradas para ensinar

e aprender Calculo Diferencial Integral:

trabalhar com mais de uma representacdo de conceito matematico;
compreender do conceito e ndo da técnica;
incentivar a busca do conhecimento;

atentar para a linguagem utilizada na apresentacdo das atividades e orientacbes
(CARGNIN, 2013, p. 97).

A autora também destaca algumas alternativas para termos uma aprendizagem mais
eficaz, dentre as quais estdo: “a utilizagdo de recursos tecnolégicos, como softwares
computacionais e as calculadoras gréaficas; os trabalhos em grupos; o uso da intuicdo do aluno;
a interdisciplinaridade e a diversidade de registros de representagdes dos conteddos
trabalhados” (CARGNIN, 2013, p. 103).

Richit et al (2012), destaca que:

0s ambientes computacionais podem desempenhar um papel importante relacionado
aos recursos didatico-pedagdgico para a exploragdo e compreensdao dos problemas
encontrados no ensino de calculo diferencial integral, pois aspectos como a
visualizacdo, reflexdo e deducdo estardo presentes na construcdo do conhecimento
(RICHIT, et al, 2012, p. 93).

A introducdo do contetdo de sequéncias e séries em sala de aula ndo é simples, pois
inicialmente, os alunos consideram que sequéncias numericas precisam ser necessariamente
crescentes, ou decrescentes, e que a soma de infinitos termos tera sempre como resultado um

valor infinitamente grande. Quando trabalhado o conceito de limites de sequéncias, 0s alunos

apresentam dificuldades com o manejo do infinito, como por exemplo, parao lim o aparecem
n—o0 n
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Devido as particulares caracteristicas do Programa de Pos-graduacdo PROFMAT, nédo
foi considerado o estudo epistemoldgico dos conceitos de Sequéncias e Séries e também néo
foi abordado o estudo da transposi¢do didatica do saber “Sequéncias e Séries”. Essas
consideracdes sdo mais pertinentes a programas de pds-graduacdo das areas de Educacdo
Matemaética e de Ensino de Ciéncias e Matematica.

A partir dessas constata¢fes configurou-se a questdo da pesquisa.

Questdo da Pesquisa: Sera que diferentes representac@es visuais e/ou huméricas dos
termos de uma sequéncia pode auxiliar o académico a compreender o conceito de convergéncia
de sequéncias numeéricas ou de séries numéricas?

Como ja foi citado na Introducdo, para responder essa questdo geral, consideramos as
seguintes questdes especificas:

1 — E possivel ter contato com o conceito de “tdo perto quanto se queira” sem o uso de
épsilons e deltas?

2 — E possivel observar a construcdo da conceitualizacdo da convergéncia de
sequéncias numéricas quando a mediagdo dos processos de ensino e de aprendizagem se dao
por meio algum software?

3 — Quais as maneiras de representar sequéncias numéricas com ferramentas
computacionais disponiveis no software Geogebra?

4 — Existem maneiras eficientes de propor conversdes com o uso de ferramentas
digitais?

5 — Como é possivel compreender a dependéncia entre “€psilons” e “deltas” com o uso
de representacGes na tela de microcomputadores?

6 — E possivel compreender o conceito de “infinito” com o uso de softwares?

Com o interesse de responder nossas questdes especificas e assim tentarmos responder
nossa questdo de pesquisa confeccionamos as atividades que serdo descritas e analisadas a

sequir.
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Com essas atividades buscamos estimular a formulagdo de conjecturas acerca da
convergéncia das mesmas e, posteriormente, a busca da validacdo dessas conjecturas.

Para elaborar, aplicar e analisar os resultados da sequéncia utilizaremos como
metodologia de pesquisa a Engenharia Didatica de Michéle Artigue (ARTIGUE, 1995).

Como suporte tedrico para a montagem dos contetdos especificos da sequéncia
utilizaremos a Teoria de Registros de Representagdo Semidtica de Raymond Duval. Para Duval
(2012), tal teoria (TRRS) permite planejar eficientemente atividades que visam com que 0
estudante efetue tratamentos e conversdes, elementos que serdo melhor explicados em secéo
adiante. Prezamos pela utilizacdo de representacGes semioticas graficas, lingua natural e
simbdlicas (numérica e algébrica).

Nosso planejamento é composto de quatro blocos de atividades.

O primeiro bloco, referente a sequéncias numéricas, € composto por duas atividades que
tém como objetivo evocar o conhecimento prévio dos alunos em relacdo ao conceito de
sequéncias, familiariza-los com a expressdo do termo geral e com a obtencdo dos termos da
sequéncia.

O segundo bloco, também referente a sequéncias numéricas, compde-se de quatro
atividades que tém como objetivo principal o desenvolvimento do conceito de convergéncia. A
fim de que o desenvolvimento cognitivo se inicie, as atividades exigem que se transite pelos
registros de representacdes semioticas graficas, lingua natural e simbolicas com o auxilio do
software GeoGebra.

O terceiro bloco, referente a séries, visa estimular a significacdo dos registros utilizados
na notacdo de somatdria que estdo envolvidos na definicdo de séries numéricas.

O quarto bloco, referente a séries, busca explorar a convergéncia ou divergéncia de
séries infinitas a partir da sequéncia das somas parciais, transitando por diferentes
representacdes semioticas, lingua natural, gréfica, simbolica (numérica e algébrica).

As atividades estdo disponiveis no Apéndice B, revisadas e alteradas, prontas para

impressdo e poderdo ser utilizadas por outros professores.

4.2 Atividade 1 e as analises a priori e a posteriori

4.2.1 Anélise a priori

A atividade visa investigar os conhecimentos referentes a definicdo de sequéncias

numéricas. E esperado que o aluno relacione uma sequéncia com o conceito de ordenagio de
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ndmeros naturais em situacao de contagem. Esperamos que alguns alunos respondam a primeira
pergunta dizendo que uma sequéncia ¢ uma colecdo “finita” de nimeros, o que parece ser
natural devido a nossa experiéncia de sala de aula. Talvez, nem todos escrevam explicitamente

IS0, por esse motivo adicionamos mais quatro questoes “provocativas”.

Responda as questdes abaixo com base em seu conhecimento prévio.
1) O que vocé entende por sequéncia numeérica?

1.1)  Sequéncias numéricas sempre tém um primeiro termo?

1.2)  Sequéncias numéricas sempre tém um Ultimo termo?

1.3) D& exemplos de sequéncias numéricas finitas.

1.4)  Dé exemplos de sequéncias numéricas infinitas.

4.2.2 Anédlise a posteriori

Participaram da resolucdo desses itens 11 alunos sendo que 9 alunos responderam a
todos os itens. De acordo com a analise a priori, esperdvamos que o0s alunos percebessem que
existem sequéncias finitas e infinitas. A maioria dos alunos responderam corretamente aos itens.

Dois alunos caracterizaram uma sequéncia como sendo uma sequéncia de numeros
escrito em ordem crescente ou decrescente, acreditamos que tais respostas foram influenciadas

pela apresentacdo da atividade 2 que estava impressa na mesma folha da atividade 1.

4.3 Atividade 2 e as analises a priori e a posteriori
4.3.1 Anadlise a priori

O objetivo dessa atividade é familiarizar o aluno com o conceito de sequéncia numérica
e com sua representacdo na forma algébrica. E esperado que ao manipularem os termos nas
questdes 2 a 2.20, o aluno tenha condic¢des de encontrar o termo geral pedido nas questdes 2.21
a 2.25, se isso ocorrer, acreditamos que o aluno materializou o simbolismo de uma sequéncia
numérica. Nas questbes 2-a até 2-f propusemos 0 uso apenas do registro numérico para que 0S
alunos registrassem mais 3 elementos da sequéncia. Ainda ndo fornecemos registros algébricos

para ndo dificultar o resgate da intuicdo aritmética da contagem.
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Atividade 2) Para cada uma das sequéncias abaixo, complete-as com trés termos
seguintes aos que estdo indicados e explique o raciocinio empregado para determinar tais

termos:
a) {1234, ., , .}
b) {2468_ , .}
¢) {1357, _ ., .}
d) {14916, , , .}
Y S SR

f) {_1,3,_113,_'_,_“}
357

2.1) Qual é o décimo sétimo termo da sequéncia do item a?

2.2) Qual o trigésimo segundo termo da sequéncia do item a?

2.3) Qual o ducentésimo quadragésimo oitavo termo da sequéncia do item a?

Como a sequéncia é a dos nimeros naturais essas perguntas sdo facilmente respondidas.
O aluno recebe a descri¢do do indice do termo em lingua natural, mas isso é proposital, ndo
gueremos num primeiro momento escrever o registro algébrico. Pedimos a escrita do elemento
de indice 248 propositadamente, pois a notacao algébrica do termo geral foi adotada para que
fosse possivel explicitar num s6 registro qualquer termo da sequéncia, por maior que seja sua
localizacdo (seu indice). Queremos que o aluno sinta a necessidade do registro algébrico. Por
iSso escrevemos as questdes 2.6, 2.9, 2.12, 2.15 e 2.18.

Repetimos as perguntas para o item b.

2.4) Qual é o décimo sétimo termo da sequéncia do item b?

2.5) Qual o trigésimo segundo termo da sequéncia do item b?

2.6) Qual o ducentésimo quadragésimo oitavo termo da sequéncia do item b?

Acreditamos que os alunos sentirdo um pouco de dificuldade, mas serd possivel
responder esses itens pois trata-se da sequéncia dos nimeros naturais pares.

Repetimos as perguntas para o item c.

2.7) Qual é o décimo sétimo termo da sequéncia do item c?

2.8) Qual o trigésimo segundo termo da sequéncia do item c?

2.9) Qual o ducentésimo quadragésimo oitavo termo da sequéncia do item c?
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Acreditamos ser possivel responder esses itens pois trata-se da sequéncia dos nimeros
naturais impares. Talvez alguns alunos desenvolvam os termos da sequéncia até encontrar o
termo solicitado.

Repetimos as perguntas para o item d.

2.10) Qual é o décimo sétimo termo da sequéncia do item d?

2.11) Qual o trigésimo segundo termo da sequéncia do item d?

2.12) Qual o ducentésimo quadragésimo oitavo termo da sequéncia do item d?

Acreditamos que alguns alunos sentirdo dificuldades em realizar o tratamento da
representacdo dos termos da sequéncia de um registro numérico para o registro numérico com
notacdes de exponencial. Em nosso planejamento forcamos o aluno a realizar um tratamento,
que segundo Duval (2012), “¢ a transformagao desta representacdo no mesmo registro onde ela
foi formada” (DUVAL, 2012, p.7).

Repetimos as perguntas para o item e.

2.13) Qual é o décimo sétimo termo da sequéncia do item e?

2.14) Qual o trigésimo segundo termo da sequéncia do item e?

2.15) Qual o ducentésimo quadragésimo oitavo termo da sequéncia do item e?

E esperado que os alunos respondam essas questdes sem dificuldade pois os termos da
sequéncia do item (e) sdo os inversos dos termos da sequéncia do item (a).

Repetimos as perguntas para o item (f) e propomos as perguntas 2.18, 2.19 e 2.20 a fim
de provocarmos a necessidade da conversdo do registro em lingua natural para o registro
algébrico. Segundo Duval (2012), a conversdo de uma representagdo “é a transformagdo desta
funcdo em uma interpretacdo em outro registro, conservando a totalidade ou uma parte somente
do contetdo da representagdo inicial” (DUVAL, 2012, p.7). Para Cargnin e Barros (2016), “a
conversdo nao é natural para a maior parte dos alunos, ela requer a coordenacéo de diferentes
sistemas semioticos”. (CARGNIN; BARROS 2016, p.17).

E esperado que alguns alunos tenham dificuldade acerca da contagem dos termos da
sequéncia e da conversdo do registro em lingua natural para o registro numérico.

2.16) Qual é o décimo sétimo termo da sequéncia do item f?

2.17) Qual o trigésimo segundo termo da sequéncia do item f?

2.18) Qual o ducentésimo quadragésimo oitavo termo da sequéncia do item f?

2.19) Qual o milésimo quadringentésimo trigésimo segundo termo da sequéncia do

item f?
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2.20) Qual € o terceiro milésimo trecentésimo trigésimo terceiro termo da sequéncia
do item f?

2.21) Existe alguma maneira de indicar qual sera o termo de uma posi¢cdo genérica
qualquer da sequéncia do item a?

2.22) Existe alguma maneira de indicar qual sera o termo de uma posicdo genérica
qualquer da sequéncia do item b?

2.23) Existe alguma maneira de indicar qual sera o termo de uma posicdo genérica
qualquer da sequéncia do item c?

2.24) Existe alguma maneira de indicar qual sera o termo de uma posicdo genérica
qualquer da sequéncia do item d?

2.25) Existe alguma maneira de indicar qual sera o termo de uma posicdo genérica

qualquer da sequéncia do item f?

4.3.2 Anélise a posteriori

Nessa atividade 10 alunos responderam as 26 questGes. De acordo com a analise a
priori, pretendiamos que os alunos manipulassem os termos na primeira questdo e, ao serem
“provocados” com as demais questdes em lingua natural, alguns alunos encontrariam o termo
geral de cada sequéncia no registro algébrico. Alguns deles conseguiram explicar como 0s
valores foram encontrados em lingua natural, como podemos ver na resposta do aluno G.
Entendemos que ele quis escrever que se deve adicionar mais uma unidade ao elemento

anterior.

Figura 5: Resposta do aluno G a questdo a) da atividade 2.

2) Para cada uma das sequéncias abaixo, complete-as com trés termos seguintes aos que

estdo indicados e explique o raciocinio empregado para determinar tais termos:

} . N . i e 3\’ “* 3
2 {12345, 6.%,.) Wﬁﬂt‘& o Mu.cfi\c.t& RLLPNOT

Fonte: Elaboracéo do autor.

Os alunos A, B, C, F, I, J, apresentaram a expressdo para o termo geral como
justificativa, o que facilitou a resolucgéo de itens mais adiante. Vale ressaltar que 5 desses alunos
estdo matriculados no 3° periodo e ndo possuem reprovacdo na disciplina de Célculo, o que

justificaria a facilidade em determinar a expressao para o temo geral.
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Os erros mais comuns na escrita dos trés termos pedidos referem-se a alternancia do

sinal da sequéncia {—1%—%%___} os alunos E e K escreveram:

1 11111 . . s
1,=,—-=,=,=,— .¢ mas, ao pedirmos que explicassem o raciocinio usado o aluno E

disse: “segue a sequéncia de numeros no divisor”. Talvez ele se referia a sequéncia dos nimeros

impares. Para a sequéncia {1,4,9,16,__ , ,_ ...}, apenas o aluno K ndo conseguiu

representar os trés termos pedidos “{1, 4, 9,16,19,24,31,...} ” foi a resposta apresentada pelo

aluno. 1Isso ja era esperado, pois por se tratar de termos em exponencial a descoberta do padrédo
é um pouco mais dificil.

Nos itens nos quais utilizamos a lingua natural para pedir um termo da sequéncia,
pretendiamos estimular os alunos a pensarem na expressdo do termo geral de cada uma delas.
Alguns alunos ja haviam apresentado a expressdao do termo geral nas respostas dos primeiros
itens da questdo 2, o que facilitou a resolucéo desses itens. Outros alunos apresentaram o termo
pedido, porém n&do explicaram como o calcularam. Durante a realiza¢do desses itens, os alunos
estavam usando a calculadora o que, provavelmente, 0s motivou a representarem somente o
registro que estava no visor da calculadora apds realizarem os tratamentos.

Por fim, nos itens em que perguntamos se existe alguma maneira de indicar qual sera o
termo geral de uma posicdo genérica da sequéncia dada, buscamos mais aproximagao com o
conceito de sequéncia e sua representacdo num registro algébrico. Alguns alunos utilizaram o
registro em lingua natural e outros escreveram as regras de formacéo das sequéncias no registro
algébrico. Para a sequéncia do item a) o aluno K relatou: “o termo tera o mesmo valor da
posi¢ao”. Um grupo de alunos conseguiu perceber o comportamento das sequéncias, como

exemplificado pelas respostas do aluno F mostradas na Figura 6.
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Figura 6: Resposta do aluno F as questdes 2.24 e 2.25 da atividade 2

2.24) Existe alguma maneira de indicar qual sera o termo de uma posi¢do genérica
A . @ /) 2
qualquer da sequéncia doitem d? &, ¢ LZ,//_A,/L,';-/ 4 an= %
¢
2.25) Existe alguma maneira de indicar qual serd o termo de uma posigdo genérica

2 -/ » [/ n
qualquer da sequéncia do item f? S(/m ) /,«7;// om {Ay ap-= (k-7 ;!
< 2n-

Fonte: Elaboracéo do autor.

As respostas dos alunos ao conjunto de questdes dessa atividade levam-nos a crer que

As questdes fizeram os alunos evocarem nocdes de sequéncias numéricas, advindas
provavelmente, dos estudos anteriores de Progressdes Aritméticas e Geométricas. Também foi
possivel identificar que eles conseguiram perceber as leis de formacdo das sequéncias mais
simples, embora alguns alunos nao conseguiram explicar suas ideias em lingua natural ou em
representacdo algébrica. Percebemos que parte dos objetivos especificos foram atingidos com
a aplicacéo dessas duas questoes.

Agora iniciamos a apresenta¢do do segundo bloco.

4.4 Atividade 3 e as analises a priori e a posteriori

4.4.1 Andlise a priori

Achamos importante colocarmos as instrugdes na atividade 3, pois acreditamos que
alguns alunos poderiam nao lembrar o significado de “termo geral”, mesmo assim esperamos
gue os alunos ndo demonstrem dificuldades em realizar a atividade, pois segundo Cargnin e
Barros (2016), a conversdo no sentido numérico — algébrico (atividade 2) é mais dificil de ser
realizada que no caso algébrico — numérico. A dificuldade, segundo os autores, esta associada
a necessidade de estabelecer padrdes, o que nem sempre € privilegiado na educacao escolar,
pois exige uma postura investigativa do aluno. A congruéncia semantica no sentido numérico
— algébrico ndo é adequada, pois segundo Cargnin e Barros (2016) “a conversao no sentido
numérico — algébrico é mais dificil de ser realizada que no caso algébrico — numérico, embora
ambas as conversdes sejam ndo congruentes. Isso se da pela quantidade de critérios de
congruéncia nao contemplados.” (CARGIN; BARROS, 2016, p.7)
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)

oo « ’ N 1 . b
podemos indicar o “termo geral” com a expressdo a, = — . Por exemplo, o quinto termo é obtido
n

Atividade 3) Para a sequéncia do item e da atividade 2, {1,5,

Wl
NP

oo L » . 1 . .
fazendo-se a substitui¢do de “N por 57, o décimo sétimo termo ¢ @, = = e assim por diante.

Liste os cinco primeiros termos de cada uma das sequéncias, cujos termos gerais séo

dados a seguir.

a) a,=3n+1
b) a =
2n+1
) a,=(3)"
d) a - 2n-1
5n+3

e) Qual o trigésimo oitavo termo da sequéncia dada pelo termo geral do item a?

f) Qual o septuagésimo sétimo termo da sequéncia dada pelo termo geral do item b?

g) Qual o centésimo quinquagésimo quinto termo da sequéncia dada pelo termo geral
do item c?

h) Qual o trecentésimo quadragésimo oitavo termo da sequéncia dada pelo termo geral
do item d?

4.4.2 Anédlise a posteriori

Dos 11 alunos que participaram da resolucdo dessa atividade, 10 responderam a todos
os itens. De acordo com a analise a priori, esperdvamos que 0s alunos ndo apresentassem
dificuldades na realizacéo dessa atividade. Mas, acreditamos que houve falha na interpretacédo
do enunciado, pois mesmo com as orientacOes descritas na folha de tarefas, alguns alunos néo

denotaram corretamente os cinco primeiros termos das sequéncias dos itens a, b, ¢, d. O aluno
G escreveu no item c: “ a, :(—B)n = (—1)l =-3,-9,-27,-81,—243”. Para 0 item d o aluno K

al=2-1-1 2-1-1 a32-3-2 2:4-1 2-5-1
— -~ ~-a2= : ;a4 ; adb
5.-1+3 5.2+3 5.-3+3 5-4+3 5.5+3

uma deficiéncia no uso do registro aritmético-algebrico. Nossa experiéncia nos mostra que o

denotou:

. O que nos parece ser

€C__9

uso (ou falta de) do signo por parte dos alunos nem sempre tem a importancia que deveria.
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Para os itens em que a pergunta estava em lingua natural, 10 alunos souberam
determinar qual era a posicdo do termo pedido, porém quase todos os alunos utilizaram a
calculadora para responder essas atividades, o que fez com que a maioria errasse o0 item g) ao

fazerem o tratamento para o centésimo quinquagésimo quinto termo da sequéncia dada pelo

termo geral a, =(-3)", pois usaram uma aproximacéo para o valor da poténcia. Sera que o uso
da calculadora e o “vicio nocivo” da expressao “arme e efetue”, ainda utilizado por professores,
ndo é o motivo para a credibilidade de que expressdes como (—3)155 necessite ser “efetuado”?

A titulo de exemplo apresentamos a resposta dada pelo aluno H.

Figura 7: Resposta do aluno H a atividade 3.

g) Qual o centésimo quinquagésimo quinto termo da sequéncia dada pelo termo geral do

item c?

()% . -®,99 x 10

Fonte: Elaborado pelo autor.

A resolucdo apresentada pelo aluno H mostra que, para quase todos os alunos, faltou a
compreensdo de que a calculadora produz como resultado dos comandos digitados um nimero
racional, que pode sofrer aproximagdes. O reconhecimento da “exatiddo” quando usaram a
calculadora pode ter advindo do uso do registro “=" em seu visor. Desconhecemos calculadoras
que mostrem em seu visor o registro de “aproximadamente” “= . Esse ocorrido ilustra que 0s
registros utilizados podem fazer com que o usuério cometa equivocos conceituais. De qualquer
maneira deve-se considerar que os alunos séo alunos do curso de Engenharia Civil, e que 0 uso
de aproximacdes € comum nas disciplinas especificas.

As respostas dos alunos aos itens dessa atividade, mostra-nos que a sequéncia proposta
¢ adequada para a construcdo do conceito de sequéncias numericas e sua representacdo na forma
numérica e algébrica. Essa seria a base para o trabalho no qual se pretende a corporificacdo do

conceito de convergéncia.
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4.5 Atividade 4 e as analises a priori e a posteriori

45.1 Andlise a priori

Esta atividade tem por objetivo transitar por duas diferentes representacdes de uma
sequéncia numérica. No caso, iniciaremos apresentando a representacdo algébrica para 0s
alunos e solicitamos que ele produza uma representacao grafica no plano cartesiano. Espera-se
que o aluno observe as representacdes gréficas e conclua que algumas sequéncias apresentam
termos que se aproximam de um valor especifico, enquanto outras ndo apresentam esse
comportamento. Também é esperado que o aluno associe o valor do n-ésimo termo da sequéncia
ao valor da ordenada de (X,Y), enquanto que a abscissa X indica a posicdo desse nimero na
sequéncia. Cargnin (2013) acredita que “a exploragdo das diferentes sequéncias mediante a
conversdo do registro algébrico para o registro grafico facilite a constru¢do do conceito de
convergéncia de numeros reais” (CARGNIN, 2013, p.121).

Atividade 4) Pode-se considerar que uma sequéncia numérica € definida como uma
funcdo de dominio natural, f :N—>R; f(n)=a,.
Com o software GeoGebra é possivel mostrar no plano cartesiano os pares ordenados
(X,¥) que descrevem graficamente o comportamento dessa fungéo, e consequentemente o
comportamento da sequéncia.
Para cada item abaixo, no campo de entrada === digite o comando
Sequéncia(<Expressdo>, <Variavel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>), onde:

e Em <Expressdo> digite o par ordenado (n,a,); por exemplo, para a sequéncia cujo

termo geral é a,=n”+1, digite (n,n”2+1), para a sequéncia cujo termo geral é

a, :[%)n +3, digite(n,(1/10)~(1/n)+3), para a sequéncia dada por a, =(—1)”%, digite

(n,(=1)~n*1/n).
e Em <Variavel> digite n;

e Em <Valor Inicial> digite 1,

e Em <Valor Final> digite 50;
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Vocé pode aumentar os valores finais para visualizar melhor o que acontece com 0s
termos da sequéncia dando um duplo clique na sequéncia na Janela de Algebra ou na Janela

de Visualizacéo.

ApOs representar a sequéncia, se necessario, clique no icone ‘ ‘%" para mover a janela

de visualizagéo, ampliar ou reduzir.

a) a,=n
b) a, =+
n
c) a,=n*+1

1
d) a :[ij” +3
10

¢) 2, = (-1~

4.1) Experimente alterar o <Valor Final> dos pontos do item a para 75 pontos, depois
para 150 pontos e visualize. Diga com suas palavras o0 que acontece com as ordenadas (as
“alturas”) dos pontos mostrados na Janela de Visualiza¢io?

4.2) Altere o <Valor Final> dos pontos do item b, coloque valores maiores nesse campo
e visualize. Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos mostrados?

4.3) Altere o <Valor Final> dos pontos do item c, cologue valores maiores nesse campo
e visualize. Diga com suas palavras 0 que acontece com as ordenadas dos pontos mostrados?

4.4) Altere o <Valor Final> dos pontos do item d, coloque valores maiores nesse campo
e visualize. Diga com suas palavras 0 que acontece com as ordenadas dos pontos mostrados?

4.5) Altere o <Valor Final> dos pontos do item e, cologue valores maiores nesse campo
e visualize. Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos mostrados na
Janela de Visualizagéo?

4.6) Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos mostrados na

Janela de Algebra?

4.7) E possivel prever o que acontecera com o valor de a, da sequéncia do item a quando
0 n for muito grande? Explique com suas palavras.

4.8) E possivel prever o que acontecerd com o valor de a, da sequéncia do item b

quando o n for muito grande? Explique com suas palavras.
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4.9) E possivel prever o que acontecera com o valor de a, da sequéncia do item ¢ quando
o n for muito grande? Explique com suas palavras.

4.10) E possivel prever o que acontecerd com o valor de a, da sequéncia do item d
quando o n for muito grande? Explique com suas palavras.

4.11) E possivel prever o que acontecerd com o valor de a, da sequéncia do item e

quando o n for muito grande? Explique com suas palavras.

4.5.2 Andlise a posteriori

Participaram da resolucdo desses itens 10 alunos. Essa foi a primeira atividade da
sequéncia didatica com o uso do software Geogebra, que teve por objetivo, segundo a analise a
priori, a transicdo do registro algébrico para o registro geométrico dos termos da sequéncia
numérica. Alguns alunos tiveram duvidas relativas ao uso dos recursos do software, o que ndo
era esperado, ja que, imaginava-se, as instrucdes feitas na atividade seriam suficientes para a
realizacdo da atividade. Em geral, os alunos desprezavam o comando dado, ndo percebiam quais
eram o0s elementos e perguntavam o que deveriam escrever em cada local. Serd que foi a
primeira vez que eles estudaram com esse tipo de tarefa? Receber instrugdes passo-a-passo e
depois redigir os resultados observados?

Foi perguntado aos alunos se eles ja haviam utilizado o software, e os alunos que
estavam no 2° periodo responderam desconhecer a ferramenta. Outra dificuldade foi a de
reconhecer onde deveriam existir 0s parénteses nas expressées. Um aluno chegou a perguntar
onde estava 0 campo de entrada para digitar os comandos, com isso a intervengdo do
pesquisador foi necessaria para a realizacdo dos itens dessa atividade.

Inicialmente o pesquisador pediu para que representassem 0s cinguenta primeiros
termos de cada sequéncia e visualizassem 0 que estava acontecendo com esses termos
representados na Janela de Algebra e na Janela de Visualizag&o. Ao serem questionados a
respeito, alguns alunos utilizaram em lingua natural as palavras “tende” e “convergindo”.
Entendemos que isso ocorreu pelo fato de os alunos possuirem no¢oes sobre limites de funcdes.

Para as demais atividades, de um modo geral, os alunos perceberam que algumas
sequéncias se aproximavam de um valor enquanto outras ndo. Vale comentar que o registro
gréafico das sequéncias colaborou para que os alunos percebessem o comportamento das
mesmas, ja que isso ndo foi possivel mediante apenas a observacdo dos pares ordenados na

janela de algebra.
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Para alguns alunos ndo ficou claro que a abscissa do par ordenado representava a ordem
do termo da sequéncia e que o valor da ordenada representava o termo, situacéo ja citada no

trabalho de Cargnin (2013) onde a autora justifica que,

essa dificuldade pode ser explicada pelo fendmeno da ndo congruéncia, ja que um
ponto do plano é representado pelo par ordenado (X,y) em que a abscissa x
corresponde a ordem do termo da sequéncia, mas também ao valor atribuido ao n na

sentenca matematica que representa o termo geral da sequéncia, ou seja, ndo ha
univocidade seméntica. (CARGNIN, 2013.p. 122).
Para a sequéncia do item a, todos os alunos perceberam a divergéncia da sequéncia
a,=n, pois se tratava da sequéncia dos numeros naturais, embora nenhum aluno usou a
expressdo “divergéncia” em lingua natural, acreditamos que o conceito foi construido, 0 que

podemos perceber pelas respostas dos alunos B (Figura 8), | (Figura 9) e J (Figura 10).

Figura 8: Resposta do aluno B ao item 4.7 da atividade 4.

4.7) E possivel prever o que acontecera com o valor de a, da sequéncia do item a quando o

n for muito grande? Explique com suas palavras.
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Fonte: Elaboracéo do autor.

Figura 9: Resposta do aluno | ao item 4.7 da atividade 4.

4.7)E possivel prever o que acontecera com o valor de a, da sequéncia do item a quando o
n for muito grande? Explique com suas palavras.

RULANTO N foR WD G\mf‘f‘ﬁ Av TRMBEL, €A NOTTO Genvor TEN

Ao  Tnéivto, Povs  pp= N

Fonte: Elaboracéo do autor.
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Figura 10: Resposta do aluno J ao item 4.7 da atividade 4.

4.7) E possivel prever o que acontecera com o valor de a, da sequéncia do item a quando o

n for muito grande? Explique com suas palavras.
v Joowrdsum
Suomds o o Juax fonds > A Lo
Xomdexoe
Jueoxa” 5 pn H6% B0

Fonte: Elaborac&o do autor.

Para a sequéncia do item b, o aluno I descreveu o comportamento da seguinte forma:
“quanto mais termos, o eixo Yy (referia-se ao valor da ordenada y) diminui convergindo para
zero”. Ja o aluno C descreveu: “aumenta em X tende a 0 em y”.

Para a sequéncia do item d, a maior parte dos alunos disseram que 0s termos da

sequéncia se aproximam de um nimero, mas ao perguntarmos se era possivel prever o que

aconteceria com o valor de a, da sequéncia quando o n fosse muito grande, cinco alunos

responderam que os valores de a, se aproximariam de 4, como podemos ver pela resposta do

aluno F ao item 4.10: “Sim, quanto maior for o valor de n, mais proximo de 4 sera o valor das
ordenadas”. O aluno A disse: “Observando o comportamento dos valores, verificou-se que ao
aumentar os pontos, o valor caminha em direcdo a 4, mostrando uma convergéncia”. Os alunos
E e G disseram: “Os valores de x aumentam e o0 de y tendem ao ntimero 3”. Sera que esses
alunos observaram o registro gréafico ou a janela algébrica? Talvez se tivéssemos pedido para
observarem as ordenadas dos pares ordenados na Janela de Algebra para n cada vez maiores,
eles teriam percebido que a sequéncia estava convergindo para 4.

Para a sequéncia do item e, o aluno H relatou “os pontos se aproximam do eixo X
chegando entdo proximos de zero”. O aluno I descreveu: “com valores maiores os pontos se
alternam entre positivo e negativo e se aproximam de zero”, e ao perguntarmos se era possivel

prever o que aconteceria com o valor de a, quando n fosse muito grande, oito alunos
responderam que os valores de a, tenderiam para zero. A titulo de ilustracdo, apresentamos as

respostas dos alunos F, (Figura 11) e J, (Figura 12).
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Figura 11: Resposta do aluno F ao item 4.11 da atividade 4.

4.11) E possivel prever o que acontecera com o valor de a, da sequéncia do item e quando

o n for muito grande? Explique com suas palavras.

542"“} fw” N/ﬂ"va’ ?JU V% /\b]é" TZ)X M J o maus? qus B A

o9 Anend) ¥ 0 musmgy Ar m (éﬂ L ,x\fygf}’f /’/’Mu/év < ek /4 Ld
Ufo? aros Gt 3}% /
w/() a A90.

Fonte: Elaboracéo do autor.

Figura 12: Resposta do aluno J ao item 4.11 da atividade 4.

4.11) E possivel prever o que acontecera com o valor de a, da sequéncia do item e quando
o n for muito grande? Explique com suas palavras.

Vo Ksvmes Xawuoomn o g

Fonte: Elabora¢&o do autor.

Entendemos que a analise da convergéncia foi percebida pelos alunos que utilizaram,
ao longo da atividade, os termos “tende” e “aproximam”. Para os demais alunos acreditamos
que a nocdo de convergéncia ainda ndo estava clara, pois segundo Cargnin (2013), “a
capacidade de escrever a convergéncia usando notacdo correta significa que o aluno ja

internalizou este conceito e estd pronto para avangar na constru¢do do seu conhecimento”

(CARGNIN, 2013, p. 127).

4.6 Atividade 5 e as analises a priori e a posteriori

4.6.1 Analise a priori

Esta atividade tem por objetivo representar uma sequéncia através da representacao

gréfica de pontos (x, y) de pontos do plano e como pontos de uma reta. E esperado que o aluno

ao aumentar a quantidade de termos tenha uma intuicdo quanto a convergéncia da sequéncia
pelo fato de os valores da sequéncia estarem se aproximando ou se afastando uns dos outros.
Para Cargnin (2013), “a possibilidade de se trabalhar com a representacdo de pontos no plano
cartesiano fornece outra situacdo que se soma as necessarias para a constituicdo do campo de

convergéncia” (CARGNIN, 2013, p.139). Para isso, vamos utilizar o comando de controle
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deslizante do Geogebra. Inicialmente instruimos o aluno a perceber o comportamento das
sequéncias observando o comportamento dos pontos mostrados no plano cartesiano. Depois
passamos instrucdes para que ele possa analisar o comportamento da sequéncia observando 0s
pontos mostrados no eixo das abscissas e no eixo das ordenadas. Assim, estimularemos o aluno
a trabalhar com duas distintas representacdes graficas. Esperamos que essas conversdes surtam

efeito na construgéo do conceito de convergéncia.

Atividade 5) Considerando que uma sequéncia pode ser definida como uma funcéo de

dominio natural, vamos representar no plano os pontos P = (n,an), onde a abscissa do ponto

P representa a posicdo N do termo da sequéncia e o valor da ordenada representa o valor

numerico do termo de posi¢do N da sequéncia.

a=2
——

Com o icone controle deslizante <, crie um controle deslizante e ajuste suas
configurac@es para que tenha 0 nome N e esteja definido no intervalo 1 até 10 com incremento

1.

No campo de entrada === digite o ponto P = (n, an) e peca para habilitar Rastro

clicando com o bot4o direito do mouse em P na Janela de Algebra.

Para observar os valores assumidos por a,, vamos variar n. Na Janela de Algebra,

clique no valor de n de modo que ele fique selecionado ® =1  varie o valor de n utilizando

as setas do teclado e observe a distribuicdo do rastro do ponto P no plano.

Com o icone mover janela de visualizacdo \i‘ habilitado, clique sobre o eixo das
abscissas, arrastando-o0 no sentido de se aproximar ou afastar da origem, alterando a escala do
plano para melhor visualizacdo dos pontos da sequéncia. O mesmo podera ser feito com o eixo

das ordenadas.

LY P
L]
3 ...............-C........CDCl...............
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51) a = (nTJrlj , digite no campo de entrada P =(n,(n+1)/n).

n

5.2) Diga com suas palavras o que estd acontecendo com os valores dos termos da

sequéncia?
=
5.3) Na Janela de visualizacdo, de um duplo clique no controle deslizante ¢ eem
intervalo méaximo altere para 50. ™ . Feche a janela de configuracdo e explore os valores

até 50. E agora, com suas palavras, 0 que esta acontecendo com o valores dos termos da
sequéncia?

5.4) Outra forma de visualizacdo € a representacao dos valores dos termos da sequéncia

) . n+1 ..
em uma reta. Para iSso vamos criar o ponto Q:(O,;), digite no campo de entrada
n

Q= (0, (n+1)/ n) e na Janela de Algebra habilite o seu rastro. Clique no valor de n de modo

que ele fique selecionado ® n=1  varie o valor de n utilizando as setas do teclado e observe a

distribuicdo do rastro do ponto Q no eixo vertical.

5.5) O que esta acontecendo com a posicdo do ponto Q no eixo vertical?

i

5.6) Com a ferramenta habilitado, clique sobre o eixo horizontal arrastando-o no

R

sentido de se afastar da origem e altere a escala para 0.1. Habilite a ferramenta mover &= e

na Janela de Algebra clique no valor de n de modo que ele fique selecionado ® n=1  varie o
valor de n utilizando as setas do teclado. E agora, com suas palavras, 0 que esta acontecendo

com a posic¢do do ponto Q no eixo vertical?

1

eem

’\I i

5.7) Na Janela de visualizag&o, dé um duplo clique no controle deslizante *
intervalo maximo altere o valor para 100. Analise a sequéncia. Depois altere o valor maximo
para 250 e analise a sequéncia. Depois altere o valor maximo para 500 e analise a sequéncia. E

agora o que vocé observou sobre os valores da sequéncia?
5.8) Crie 0 ponto S =(n—+1,0j , digite no campo de entrada S :((n +1)/n,0) e na
n

Janela de Algebra habilite o seu rastro. Clique no valor de n de modo que ele fique selecionado
@ n=1 "varie o valor de n utilizando as setas do teclado e observe a distribui¢éo do rastro do

ponto S no eixo horizontal.
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5.9) O que vocé percebeu em relagdo aos pontos P, Q € S, quando varia os valores de

n ? Explique com suas palavras.
5.10) Com base em suas observacOes, 0 que vocé pode dizer sobre os valores

numéricos de a, quando n assume valores cada vez maiores?

4.6.2 Anélise a posteriori

Considerando que haviamos explorado os registros algébrico e geométrico de algumas
sequéncias na atividade 4, a atividade 5 teve por objetivo explorar os pontos (x, y) de uma
sequéncia como pontos de uma reta. Algumas dificuldades foram observadas, como a de
escrever as coordenadas dos pontos P, Q e S mesmo que as orientagdes estivessem no

enunciado. E provavel que tenha sido a primeira vez que eles estudaram sequéncias dessa
forma. Dez alunos participaram da resolucdo dos itens dessa atividade, sendo que oito deles,

. . A n+1
num primeiro momento, disseram que os termos da sequéncia de termo geral a, =| —
n

estavam “tendendo” para zero ou que estavam “diminuindo”, como podemos ver pelas

respostas dadas pelos alunos B (Figura 13) e J (Figura 14).

Figura 13: Resposta do aluno B ao item 5.2 da atividade 5.

5.2)Diga com suas palavras o que estd acontecendo com os valores dos termos da
sequéncia?

g
)

2070

Fonte: Elaboracédo do autor.

Figura 14: Resposta do aluno J ao item 5.2 da atividade 5.

5.2)Diga com suas palavras o que esta acontecendo com os valores dos termos da
sequéncia?
sundO

Fonte: Elaborag&o do autor.
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Acreditamos, que as respostas dadas pelos alunos B e J nesse primeiro momento, podem
ter sido influenciadas, pelo fato do controle deslizante estar configurado para representar os dez
primeiros termos da sequéncia, o que provavelmente ao observarem que as “alturas” dos pontos

representados estavam diminuindo, levou a concluirem que os valores de y tenderiam para zero.

Sugerirmos no item 5.3 que alterassem o controle deslizante para cinquenta pontos, mesmo
assim a maioria dos alunos mantiveram as respostas dizendo que os termos da sequéncia
estavam tendendo para zero, ou que continuavam diminuindo, 0 que acreditamos que

novamente ndo houve a percepcdo de que os pares ordenados (X, Yy), mostrados na janela de
algebra, a abscissa x representava a posicao do termo da sequéncia e ordenada vy, representava

o valor do termo. Dificuldades semelhantes foram apontadas no estudo de Cargnin (2013), onde
a autora afirma que para analisar a convergéncia das sequéncias ¢ “preciso ler o grafico
heuristicamente, ou seja, observar o comportamento dos pontos tracados, se havia ou nao
aproximacdo a algum valor especifico para a ordenada a medida que o valor numérico da
abscissa aumentava” (CARGNIN, 2013, p. 123). Concordamos com Cargnin (2013) que
evidencia que tal dificuldade advém do fato de que o “ensino da matematica ainda tem tido uma
abordagem pontual do registro gréafico, dificultando a analise e intepretacdo gréafica em outros
contextos que ndo sdo do tragado da linha correspondente a uma fun¢ao do 1° ou 2° graus”
(CARGNIN, 2013, p. 124).

Ao pedirmos para realizarem os demais itens, em que o0s pontos da sequéncia foram
representados nos eixos ordenados, todos os alunos concluiram que os valores da sequéncia se
aproximavam de 1, ou tendiam a 1, o que era esperado segundo a nossa andlise a priori, como

podemos ver pela resposta do aluno I, (Figura 15).

Figura 15: Resposta do aluno | ao item 5.9 da atividade 5.

5.9) O que vocé percebeu em relagdo aos pontos P,Q e S, quando varia os valores de n?

Explique com suas palavras.
O PomTolflTerte n AvmeEnTAR

Js w0S PONTOS R €5 , QuAuT MalOB O VALDZ Oe p

Com a vaRIAGT DE N

7 Folta | G , Pois M=p

05 PomTOS TEMNDEL PARA A

Fonte: Elaboracéo do autor.

Com os resultados fornecidos pelos alunos, verificamos a importancia de transitarmos
entre diferentes representacGes para um mesmo objeto, para Duval (2012), “a existéncia de

muitos registros permite a mudanca de um deles e a mudanga de registro tem por objetivo
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permitir a realizacdo de tratamentos de uma maneira mais econdomica e mais potencializada”
(DUVAL, 2012, p. 279). No quadro 5, sdo apresentados dois tipos de representacdes, descritos
nas colunas, para diversos registros descritos nas linhas.

Ao observar na reta real R o comportamento das sequéncias, 0s alunos perceberam
aproximagcdes e fizeram associacdo a convergéncia da sequéncia de uma maneira mais natural

do que em RR?, o que indica a necessidade da inversdo na ordem das atividades. Essa e outras

alteragOes foram consideradas na redacéo final do material instrucional. As telas visualizadas
pelos alunos assemelhavam-se as Figuras 16 e Figura 17 a seguir.
Devemos observar que, devido ao uso do software, a representacdo em R €, na verdade,

uma representacdo em R x{0}.

. ~ . A . A . 1
Figura 16: Representacdo grafica em R da convergéncia da sequéncia a, = (”Lj
n

04

03

02

01

o 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11 12 13 14 15 18 17 18 18

0.1

Fonte: Elaboracdo do autor.

. ~ - .. . . n+1
Figura 17: Representagdo grafica em R* da convergéncia da sequéncia a, = (;j
n
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Fonte: Elaboracéo do autor.
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No Quadro 5, apresentamos uma sintese de registros utilizados para analisar a

. . n+1 . . .
convergéncia da sequéncia a, = (L] . Como foi dito anteriormente, o registro em R x{0} se
n

mostrou bem eficiente para a compreensao dos alunos e sera considerado com maior atencéo

para reformulag¢Ges na sequéncia didatica.

Quadro 5: Diferentes tratamentos em diferentes registros para a convergéncia da sequéncia.

Registros do comportamento da sequéncia a, = (n—ﬂj
n

Registros Representacdo em R Representacdo em RR?
Gréfico Figura 16 Figura 17
N (2,0),(1.5,0),(1,33333,0), (12),(2,1.5),(3,1.33333),
?";’:;‘3”‘3050) (1.25,0),(1.2,0),(1.16667,0),..., (41.25),(51.2),(6,1.16667),...,
n=
P (1.02083,0),(1.02041,0),(1.02,0) (48,1.02083),(49,1.02041),(50,1.02)

Algébrico {(nTJrle neN*} {(nnTJrlJ neN*}

Os pontos se aproximam de um | Os pontos se aproximam de uma reta
Lingua Natural | determinado ponto no eixo x a medida | horizontal & medida que n cresce
que n cresce indefinidamente. indefinidamente.

Fonte: Elaboracédo do autor.

Prosseguimos com a analise da atividade 5. De modo geral, ap6s realizarem 0s
tratamentos, os alunos afirmaram que a sequéncia estava convergindo para o nimero 1. Mas o
gue nos chamou a atencdo, é o fato de que a maioria dos alunos mencionaram num primeiro
momento que a sequéncia estava convergindo para zero. Se tivéssemos tempo para fazermos
uma entrevista posterior a aplicacdo das atividades, teriamos depoimentos acerca disso, mas

como isso nao foi possivel, pois 0s alunos ndo possuiam disponibilidade, acreditamos que pode
. x 1 . «
ter ocorrido confusdo com a sequéncia — da atividade 4 que converge para zero, ou nao
n

conseguiram estabelecer correspondéncias dos pares ordenados da sequéncia (n,an) as

unidades (x, y) do registro grafico, que estaria relacionado a ndo congruéncia entre as

representacdes.
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4.7 Atividade 6 e as analises a priori e a posteriori
4.7.1 Anélise a priori

Com essa atividade pretende-se que o aluno perceba que os valores numéricos de uma
sequéncia podem ndo se aproximar de um valor fixo e por isso, a sequéncia pode ndo convergir,
ou seja, pode “divergir”. Esperamos que a atividade anterior tenha sido compreendida e que
tenha contribuido para a compreenséo das representacdes graficas de sequéncias, pois isso sera

importante no prosseguimento das atividades.

Atividade 6) Considere a sequéncia de termo geral an:(n—l)z, explore o

comportamento dessa sequéncia utilizando os recursos indicados na atividade 5, crie o controle
deslizante com intervalo de 1 até 50 e incremento 1 e no campo de entrada digite o ponto
P=(n,(n-1)"2) e Q=(0,(n-1)"2).

<

6.1) Com a ferramenta

habilitada, clique sobre os eixos arrastando-0s no sentido

R

de se aproximar da origem e alterando a escala do plano. Habilite a ferramenta mover &= e

na Janela de Algebra clique no valor de n, de modo que ele fique selecionado ® n=1 | varie 0

valor de n utilizando as setas do teclado.

1

o

6.2) Com duplo clique no controle deslizante altere o intervalo maximo, altere
para 100, e explore o que acontece. Depois altere 0 maximo para 250 explore 0 que acontece.
Depois altere 0 maximo para 500 e explore o que acontece.

6.3) Escreva com suas palavras 0 que vocé acredita que aconte¢ca com 0s pontos da

sequéncia quando se considera N assumindo valores cada vez maiores?
4.7.2 Anélise a posteriori

A maioria dos alunos fez as atividades 5 e 6 em uma mesma aula, tendo facilidade na
execucdo da atividade 6 que basicamente, utilizava os mesmos procedimentos da atividade 4.

Novamente observamos dificuldades acerca da representacdo dos pontos P e Q, alguns

representaram o ponto P=((n—1)"2,0). Nove alunos concluiram a atividade 6 e todos
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concluiram que os valores da sequéncia estavam aumentando ou que estavam tendendo ao

infinito, como respondido pelos alunos C, Figura 18, e H, Figura 19.

Figura 18: Resposta do aluno C ao item 6.3 da atividade 6.

6.3) Escreva com suas palavras o que vocé acredita que acontega com os pontos da

sequéncia quando se considera » assumindo valores cada vez maiores?
ndy  Co ijlu\\d& .

Fonte: Elaboracéo do autor.

Figura 19: Resposta do aluno H ao item 6.3 da atividade 6.

6.3)Escreva com suas palavras o que vocé acredita que acontega com os pontos da
sequéncia quando se considera » assumindo valores cada vez maiores?
Quneto  ~eaion o VolON ©€ | ~cAION sen& 9
Uolon @05 €QonT0s.

Fonte: Elaborag&o do autor.

Mesmo que alguns alunos ndo tenham feito referéncia ao infinito ou divergéncia,
acreditamos que ao visualizarem que 0s pontos, ao ndo se aproximarem de um valor fixo,
manteriam o padrdo de crescimento, e entdo concluiram que a sequéncia seria divergente.
Dificuldades semelhantes acerca da conversdo do registro grafico para o registro em lingua
natural, foram apontadas no trabalho de Campos, Karrer e Vicente (2010) no qual alegam que
“tais dificuldades ocorram pelo fato de essas conversdes, em especial a transformagdes entre
graficos e lingua natural escrita, ndo constituem uma pratica usual no ensino da
Matematica.”(CAMPOS; KARRER. VICENTE, 2010, p. 285). Mas consideramos que as
atividades surtiram o efeito desejado, pois nove dentre os dez alunos a concluiram e redigiram,
mesmo de maneira concisa, um registro em lingua natural. De qualquer maneira, essas

consideracOes serdo de importancia na reformulacéo da sequéncia didatica definitiva.

Acabamos aqui o segundo bloco de atividades.
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4.8 Atividades séries numeéricas

Essa sequéncia de atividades tem por objetivo a construcao do conceito de convergéncia
de séries numéricas a partir das analises das sequéncias das somas parciais. Utilizaremos o
software Geogebra para exibir representaces dos termos da série e dos termos da sequéncia
das somas parciais com o intuito de facilitar a construcéo do conceito de convergéncia da série
e de exploracéo da condicdo de convergéncia da seérie.

O nosso planejamento é composto pelo terceiro e quarto bloco de atividades.

As atividades do terceiro bloco visam estimular a significacdo dos registros utilizados
na notacdo de somatoria que estdo envolvidos na definicdo de séries numéricas. Segundo
Cargnin (2013), “tais atividades sdo classificadas como atividades de formagdo e visam
produzir a representagao que possam evocar o objeto somatoria” (CARGNIN, 2013, p.186).

No quarto bloco, com o auxilio do software Geogebra, as atividades buscam explorar a
convergéncia ou divergéncia de séries numéricas a partir da sequéncia das somas parciais,
transitando por diferentes representacbes semioéticas, lingua natural, gréfica, simbdlica

(numérica e algébrica).

4.9 Atividade 1 e as analises a priori e a posteriori

4.9.1 Analise a priori

O objetivo dessa atividade € estimular o uso de diferentes registros para que 0s alunos
percebam a distincdo entre o objeto matematico (significado ou conceito) e os registros
utilizados para representa-lo (significantes). Esperamos que esses tratamentos permitam a
construcdo do conceito de somatoria.

Nas atividades 1.1 e 1.2 explicamos como sé&o feitas as transformagdes entre as notagdes
concisas e desenvolvidas. Inicialmente, propomos itens sem a compreenséo do significado dos
registros utilizados, isso é proposital. Trata-se de uma transformagdo meramente “‘sintatica’” nos
registros. Esperamos que isso auxilie os alunos na manipulacdo meramente formal dos registros
e que, quando os registros estiverem associados a operagdes matematicas, elas sejam efetuadas
com maior comodidade. Alguns alunos poderdo solicitar ao professor a verificacdo
(conferéncia) dessas atividades, se isso ocorrer, cabera ao professor reler as instrugdes e auxiliar
0 aluno no inicio do “desenvolvimento” da notagdo. Acreditamos que isso ndo causara

interferéncia no desenvolvimento da sequéncia didatica.
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Nas atividades de 1.3 até 1.6 fornecemos o registro em lingua natural para que o aluno
0 converta para o registro numérico e fornega o valor numérico. Acreditamos que alguns alunos
poderdo, por sua propria iniciativa, converter o registro em lingua natural para o registro
algébrico (conciso) antes de escrever o registro numerico. Caso isso ocorra, veremos que a
sequéncia esta atingindo alguns de seus objetivos iniciais.

Acreditamos que nas atividades 1.1 e 1.7 alguns alunos tenham um pouco de dificuldade
para determinar a forma concisa, pois se trata de uma conversdo do registro numérico para o
registro algébrico que, segundo Cargnin (2013), € uma operacao cognitiva mais dificil para o

aluno.
- - ~ - 5
Atividade 1) Vamos Ihe explicar como transformar a notagdo concisa k41(k+1) para
uma notagdo “aberta”. Nao se preocupe com o significado matematico, apenas siga as
5
instrugdes para a manipulacao dos registros. Para “abrir” a expressao k41(k+ 1) vocé deve fazer

0 seguinte. Escreva a expressao (k+1) substituindo k pelo primeiro nimero que aparece na
parte inferior da notacdo, neste caso 1. Escreva o simbolo A que aparece na notagdo. Escreva
novamente a expressdo substituindo o valor de k pelo proximo nimero natural, neste caso 2.
Escreva o simbolo A. Escreva novamente a expressao substituindo o valor de k pelo proximo
natural. Escreva o simbolo A. Continue o processo até atingir o valor k =5 descrito na parte

superior da notagdo. Assim teremos:
5
kél(k +1) = 1+1)A(2+1)AB+1)A(4+1)A(5+1) .

N&o se preocupe em obter um resultado a partir do que esté escrito. O que esta a esquerda
do sinal de igual € a escrita da expressdo na sua forma concisa, e 0 que esta escrito a direita da
expressao € o seu desenvolvimento (ou sua forma “aberta”).

Vejamos outro exemplo.

4
O desenvolvimento da expressdo ©(3i—2) é:
i=2

_éz(si—z)=(3~2—2)o(3-3—2)@(3-4—2)

Com base nas orientacdes, desenvolva as expressdes seguintes:

10

a) op (k+1)

k=1

b) O (~3k+2)

k=2

-
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1.1) Para cada um dos desenvolvimentos, escreva-o na sua forma concisa.

a) (2-3-5)N(2:4-5)N(2:5-5)N(2-6-5)
b) (1+1) .(1%} .(1%). (1+%) .(u%)

9 (el )

1.2) Alguns simbolos matematicos sdo usados para representar algumas operacgdes entre
termos de uma sequéncia, por exemplo, 0s mais comuns Sao:

e O simbolo H tém como significado uma multiplicacdo (Produtdria);
e O simbolo U tém como significado a unido;

e O simbolo Z tém como significado uma adi¢cdo (Somatdria).

n
Considere a notagéoz f (k). Os numeros i e n sdo chamados respectivamente limite
k=i

inferior (valor inicial) e limite superior (valor final) do somatorio e a letra k é chamada indice

5
do somatorio. Por exemplo, para a somatdria Z (2k +3) temos o seguinte desenvolvimento:
k=1

5

D (2k+3)=(2-1+3)+(2:2+3)+(2-:3+3)+(2:4+3)+(2:5+3)

k=1
=(2+3)+(4+3)+(6+3)+(8+3)+(10+3)
=5+7+9+11+13
45

Usando essa notacao, desenvolva (ou “abra”) as expressoes, e calcule o seu valor

numeérico.
5
a) Yk’
k=2

b) D (2m+1)
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c) Z(2j+l)

B 3 @)

4 1
) i)

1.3) Considerando a sequéncia dos numeros naturais, determine a soma dos dez
primeiros termos.

1.4) Considerando a sequéncia dos nimeros naturais pares, determine a soma dos dez
primeiros termos.

1.5) Considerando a sequéncia dos numeros naturais impares, determine a soma dos dez
primeiros termos.

1.6) Considerando a sequéncia dos numeros inteiros positivos, determine a soma dos
inversos dos dez primeiros termos.

1.7) Use a notacdo de somatdrio (notagdo concisa) para representar as somas.

a) 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10

b) (2°+(3) +(4)' +(5)

o G BHEHEH

d) (0,3)+(0,03)+(0,003)+(0,0003)

4.9.2 Andlise a posteriori

As atividades do terceiro bloco foram aplicadas no segundo encontro dia 14 de marco
de 2020, com a participacdo de 9 alunos. Como houve um intervalo de 20 dias entre os
encontros, alguns alunos apresentaram dificuldades em relacédo as ferramentas do software.

Para os itens 1 e 1.1, quatro alunos ndo tiveram éxito, principalmente na questdo 1.1

como podemos ver na resolucdo do aluno K (Figura 20).
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Figura 20: Resposta do aluno K aos itens 1 e 1.1 da atividade 1.

Com base nas orientagdes, desenvolva as expressdes seguintes:
10 \ ~ \ [ o \ (_T_,(’\_“x] ﬁ_p( L—)H\_x:{)(
(it y=(3)) ©(242) ©(331) I (A1) =

a) oo
g (-3 =u42) &(-3.5+2) Y

pet) A

Flee b348) (211) @ (104

b)é(_%L(.;.?_):-(-J,,&A'(t)@’(-%v%-}-?)
St pz942)
C)<§:(2i+%)(_'@,%4ﬂi(eaih'%)fi{?-"J"

i=3 -5 04
(2.342

0gn (2] 4 () S EK)E(5)

1.1) Para cada um dos desenvolvimentos, escreva-o na sua forma concisa.

a)( (2-3-‘5)0(2&—\5)0(2-5-5)0(2-6—5)

4 |

3) A(2-bi3)4(2-74304

m=]

N A K —bH ";

K =<

b);:(1+l) ®(-1) @@ (1) 9[1])
\\\? ) \( K+ \)

& (ZJ@(%)(%]

Fonte: Elaboracéo do autor.

No item 1 letra d, é provavel que o aluno tenha se confundido ao escrever o expoente

para m=1 ja que acertou as demais expressdes desse item. No item 1.1, houve maior

dificuldade na obtencdo do termo geral, como por exemplo, na expressédo do item c), alguns
alunos ndo conseguiram perceber que o denominador das frac6es envolvidas eram poténcias de
dois, o que indica deficiéncia na busca de padrdes existentes na Matematica. Dificuldades
semelhantes foram mencionadas na tese de Cargnin (2013), no qual a autora argumenta que a
ndo-congruéncia semantica na conversdo do registro numérico para o registro algébrico, implica
em uma operacao cognitiva mais dificil para o aluno. A representacdo usada pelo aluno K, pode
também indicar que a explicacdo sobre o uso desses simbolos ainda precisa ser melhorada, isto
é, ndo ficou claro para todos os alunos que os simbolos utilizados nos itens 1 e 1.1 ndo
representavam uma operacdo matematica. Para Flores (2006), “os simbolos nao nos fazem ver

aquilo que eles representam. Eles so se relacionam com o objeto matematico por forca de uma
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ideia, de uma lei, cujo efeito consiste em fazer interpretar o simbolo como referente a um dado
objeto” (FLORES, 2006, p. 14). Talvez fosse necessario, se houvesse mais tempo, 0
fornecimento de mais itens semelhantes.

No item 1.2, ao apresentarmos os significados de alguns signos, em especial do simbolo
2. (somatdria), dos oito alunos que participaram da solucdo desse item cinco, responderam
corretamente a questdo. Durante a aplicacdo dessa atividade, a maioria dos alunos utilizaram a
calculadora para determinar o valor numeérico das somatdrias, porém alguns alunos, mesmo
com as orientagdes no enunciado, fizeram confusdo com o item 1, ao desenvolverem as
expressdes, 0 que ndo era o esperado, pois se tratava da conversao do registro algébrico para o
registro numérico, o que deveria ser mais facil para o aluno. A titulo de exemplo, apresentamos

as respostas dada pelo aluno H (Figura 21).

Figura 21: Resposta do aluno H ao item 1.2 da atividade 1.

Usando essa notaciio, desenvolva (ou “abra”) as expressdes, e calcule o seu valor

numérico.

a) kz:,/ﬂ (2%) 5 (3> s | ”1') s /;51\ = SY

) 3@me (2. 241) S(2.241)s(23)s(23+1) s(a 4 s)5(2.541)

(2.4 +1) S ) '3f1)i(2_841) S /"'2,9‘-11}3 [2_1641\ = o

©) i(2j+l) (2 O—M)g {_Q. ’ A,() 5(2._244) 5/2,34/){/_?-4/4{/
?KQ.Jsu‘fﬂ s (2.6+1) (23471 - 64

&
Oy o' (N s (2. (w)F £ -0 (33> £ (1))
t-'zﬂ +9 +(-272) +®) = 60O

02 (&) 7 (2e) (st ) e (£ ) Lt

2 &‘ _J; 5V _L ] _Lf\";_ 3 333
-2 =2 + o +3L :___T;i__ 529%\5?3

Fonte: Elaboragéo do autor.

O item 1.2 tinha 0 mesmo objetivo do item 1, porém prezavamos mais pela interpretacao
do registro. Pelo que foi registrado pelo aluno H, acreditamos que mesmo ele usando o registro
da maneira indicada no item 1, houve a compreenséo do significado do registro, pois nos itens
“d” e “e”, o aluno faz a conversdo para o registro aritmético na ultima passagem. Mas, nota-se

que no item “e” ele comete 0 equivoco de usar o registo “=" para representar o valor aproximado

. . 137 . e -
do numero racional 50 Aqui, novamente inferimos que o uso da calculadora e talvez a préatica
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de célculos aproximados feitos usualmente em disciplinas especificas o tenham levado a
“calcular a fracao” (!).
Para os itens 1.3 a 1.6, ocorreu o esperado, alguns alunos fizeram a converséo do registro

em lingua natural para o registro algébrico (conciso) antes de escrever o0 registro numerico,
como podemos ver na Figura 22.

Figura 22: Resposta do aluno | aos itens 1.3 a 1.6 da atividade 1.

1.3) Considerando a sequéncia dos niimeros naturais, determine a soma dos dez primeiros

termos.

J’J
SK= 55

<
LE .Y

1.4) Considerando a sequéncia dos numeros naturais pares, determine a soma dos dez

primeiros termos.
B

\ "G

\ €

s ax)” 150

o -

1.5) Considerando a sequéncia dos nimeros naturais impares, determine a soma dos dez

primeiros termos.

0

N

f"'. B - ~
> (Z2x-3) = A00
<N

X =3

e

1.6) Considerando a sequéncia dos niimeros inteiros positivos, determine a soma dos

inversos dos dez primeiros termos.

10
S () - 2,928

Fonte: Elaboracéo do autor.

No item 1.6, ao receberem o problema em lingua natural, alguns alunos apresentaram
dificuldades em fazer a conversao para o registro numérico. O significado do termo “inversos”
ndo esta claro para alguns alunos, houve confusdo entre “inverso” e “oposto” (Figura 23), 0
que acreditamos que esse tipo de problema poderia ser minimizado se, desde as series iniciais,
o0 aluno fosse estimulado a fazer conversdes do registro numérico para lingua natural e vice-
versa. Acreditamos que o uso da expressao “oposto multiplicativo” ao invés de “inverso” possa
causar confusfes nos alunos. Nossa experiéncia no ensino superior nos permite presenciar
equivocos quando em enunciados ha registros como “o modulo da forga ¢ proporcional ao

inverso do quadrado da distancia”.
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Figura 23: Resposta do aluno G ao item 1.6 da atividade 1

1.6) Considerando a sequéncia dos numeros inteiros positivos, determine a soma dos

inversos dos dez primeiros termos.
y, 2, 3,4 5;6,?,5}"@;523_ ’ o
() £ (R) +(-4) v (-5) +(-6) +H(3) +(-8) v (VA
i --55

Fonte: Elaborac&o do autor.

No item 1.7 como era o esperado, os alunos demonstraram maior dificuldade para
responder a esse item, pois se tratava de uma conversdo do registro numérico para o registro
algébrico, o que para Cargnin (2013), esse tipo de tarefa, exige uma postura investigativa do
aluno em relacdo a identificacdo de padrdes, o que normalmente ¢ atribuido ao matematico. O

item c, apenas um aluno resolveu corretamente, os demais tiveram dificuldade para escrever a

6 k
alternancia do sinal no registro (—1)“. O aluno B fez a seguinte representacéo: Z(—%) , 0
k=1

gue mostra essa dificuldade na realiza¢do da conversao.

Para o item d, quatro alunos conseguiram representar na forma algébrica, o aluno J

3 . - ~
representou: Z(l—x . Acreditamos que essa dificuldade de conversdo pode ser pelo fato dos
x=4

alunos usarem mais a notacdo decimal na forma de ponto flutuante (uso de virgula) do que a
notacdo com denominadores em poténcia de base dez. E provavel, que eles s6 usem esse tipo
de notacdo no Calculo e na Fisica. Também podemos perceber que a conversao nesse caso
quase ndo possui congruéncia semantica, o que se torna mais dificil para o aluno.

Esse ponto entrard em consideragdo no planejamento da versdo final da sequéncia
didatica.

Agora iniciamos o quarto bloco.
4.10 Atividade 2 e as analises a priori e a posteriori
4.10.1 Anélise a priori

O objetivo principal dessa atividade € investigar a possivel convergéncia ou divergéncia

de séries numéricas. A possivel convergéncia sera explorada com base na convergéncia da
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sequéncia das somas parciais dos termos da série. Outro objetivo € verificar que uma série s6
sera convergente se a sequéncia do termo geral convergir para zero, mas que isso ndo é
suficiente e ndo garante a convergéncia da série. Preparamos itens para que isso fosse percebido

pelos alunos.

Atividade 2) Uma soma de todos os termos de uma sequéncia infinita a,, tal como

a+a,+a,+---+a,+--- , € chamada de série infinita, ou simplesmente série. Usando a notacéo

de somatorio, podemos escrever, sua forma concisa, como i a, . Os numeros a,, a,,a, € assim
k=1
por diante sdo chamados de termos da série e a, 0 termo geral da série.
A soma s, dos primeiros n termos de uma série iak é chamada de n-ésima soma
k=1
parcial da série assim s, =a,, S, =a, +4a,,S, =&, +4a, +a, € assim por diante.

Se a sequéncia s, =a, +a, +---+a, , +a, das somas parciais da série infinita converge
para o numero real S, dizemos que a série infinita converge e sua somaé S.

Assim, na impossibilidade de adicionarmos “infinitos” numeros a,, analisamos as
somas parciais e investigamos se essas somas parciais se aproximam de algum namero real S.
Caso haja esse comportamento, diremos que a série converge para 0 nimero S.

Com o software Geogebra é possivel investigar o comportamento das sequéncias a, ,
dos termos da série, e s, das somas parciais. Vejamos como.

Vamos construir um arquivo com um procedimento padrdo que sera feito para a série

= 3k . . . , .
Zm , Mas que voce fara posterlormente para analisar outras séries.
k=1 K~ +

Procedimento padréo 1:
Abra um arquivo novo no GeoGebra.

Salve esse arquivo com o0 nome “Modelol.ggb”

a=2
——

Com a ferramenta

controle deslizante, crie um controle deslizante e ajuste suas
configuracOes pra que tenha o nome N e esteja definido no intervalo de 1 até 50 com incremento
1.
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Arquivo Editar Exibir OpcBes Feramentas Janela Ajuda
REENCEENE——
Na barra de ferramentas 2 H ’/‘ S5 151 (O () B AN 2= R va em opgdes,
arredondamento e altere o valor para 15 casas decimais.
: : . & 3k
Para criar esse arquivo vamos analisar a serie Z .
=2 42

No campo de entrada digite: a(k) = (3*k)/(k"2+2) e aperte Enter.
Vocé vera essa definicdo na Janela de Algebra e vera o grafico dessa funcéo na Janela

de Visualizagdo. Na Janela de Algebra, clique na “bolinha” ao lado do registro de a(k) para

3k
TK+2,

e k
esconder o grafico. ™

Vamos criar um comando para representar os termos da série no plano cartesiano, para
isso digite o seguinte comando:

Lista = Sequéncia((k, a(k)), k, 1, n).

Ao apertar Enter vocé vera, na Janela de Algebra, o registro ® Lista={(1,1)} |

Essa construcéo Ihe permite visualizar os termos a, da série, seus valores séo ilustrados
pelas ordenadas dos pontos mostrados na tela.

Vamos calcular o valor das somas parciais, para isso digite no campo de entrada o
comando:

s n=Soma(a(k), k, 1, n).

Observe que na Janela de Algebra a soma esta representada por s, .

Habilite a ferramenta mover e na Janela de Algebra clique no valor de n de modo

que ele fique selecionado ® »=1 | varie o valor de n utilizando as setas do teclado. Se

necessario, use a ferramenta ‘ ‘%" para mover a janela de visualizacdo, ou ampliar ou reduzir a
escala do eixo das abscissas.

Vocé vera na tela do GeoGebra ilustracfes parecidas com a seguinte.

€ Modelo1.ggb — O >

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

[R] o~ 5D @D &) 2 222
» Janela deAlgebra > | » Janela de Visualizagao x
® n=6

a(k) =

Entrar...

3k °
k2 4+ 2
® Lista={(1, 1), (2, 1), (3, 0.81818 | ,

S = 4.514088250930357

E]
L}
@

3

®

< > |0 4 2 3 a 5 3 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Entrada:
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A medida que vocé aumenta os valores de n, pode-se observar o comportamento

numérico (com 15 casas decimais) das somas parciais s, .

Pode-se também ilustrar o valor numérico das somas parciais no plano cartesiano. Para
fazer isso digite, no campo de entrada o comando:

SomaParcial_ n=(n,s_n).

Explorando a variagdo de n com o controle deslizante ou com as setas do teclado vocé
vera em sua tela ilustracdo semelhante & mostrada a seguir.

¥ Modelo1.ggb - O X

Arquivo Editar Exibir Opt;ﬁes Ferramentas Janela Ajuda

b@@-i\“

» Janela de Algebra » Janela de Visualizag&o X
®n=4

a(k) =

Entrar...

3k ¥
k42
@ Lista={(1,1),(2,1),(3,0.81818 | ,
S, = 3.484848484848485 ‘SomaParciaIn

[ ] SomaPﬂrciﬂIn = (4, 3.484848484

3
n
~

®

< > a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12 13 14 15 16

Entrada:

Nessa ilustracdo podemos perceber o valor numérico da quarta soma parcial na Janela
de Algebra e sua representagio geométrica como a ordenada do ponto SomaParcial . mostrado
na Janela de Visualizacéo.

Essa é a construcdo ou procedimento padrdo para analisar o comportamento das somas
parciais de uma série.

Salve esse arquivo Modelol.ggb para posterior utilizacao.

Vamos considerar algumas séries para realizar atividades de exploracdo. Vocé devera

utilizar o arquivo Modelo1.ggb e fazer algumas modificagfes nele a medida que for realizando
as atividades 2.1, 2.2, 2.3, etc.



92

© 15
C -
) Z:k2+9k+20

k=1
238
25
= (k+1
2 2()
k=1
1
D2
k=1
2.1) Abra o arquivo Modelol.ggb e o salve com o0 nome Item_a.ggb.

Dé um duplo-clique sobre a defini¢do de a(k) na Janela de Algebra e altere a definigdo

do termo geral para que expresse o termo geral da série Z(%j Apbs a correcdo aperte
k=1

Enter. Vocé deve observar na Janela de Algebra a definicdoa(k) = % .

<

Com a ferramenta habilitada, clique sobre o eixo das abscissas arrastando-o no

sentido de se aproximar da origem e alterando a escala do plano. Habilite a ferramenta mover

R

e na Janela de Algebra clique no valor de n de modo que ele fique selecionado ® n=1
explore o valor de n utilizando as setas do teclado.
2.2) Diga com suas palavras o que estd acontecendo com os valores dos termos da

sequéncia do termo geral a, ? E com os termos da sequéncia das somas parciais S,?

2.3) Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos das somas

parciais na Janela de Algebra?

2.4) Com duplo clique no controle deslizante ®

a5

altere 0 maximo para 100, e
explore o que acontece. Depois altere 0 maximo para 250 explore o que acontece. E agora, com

suas palavras, 0 que esta acontecendo com o valores dos termos da sequéncia do termo geral
a, ? E com os termos da sequéncia das somas parciais s,? Salve o arquivo.

2.5) Abra o arquivo Modelol.ggb e o salve com o nome Item_b.ggb.



93

Dé um duplo-clique sobre a definicio de a(k) na Janela de Algebra e altere a definigdo

1
k(k+1)

do termo geral para que expresse o termo geral da série Z . Apos a correcdo aperte
k=1

1
k(k+1)

Enter. Vocé deve observar na Janela de Algebra a definicdo a(k) =

i

Com a ferramenta habilitada, clique sobre o eixo das abscissas arrastando-o no

sentido de se aproximar da origem e alterando a escala do plano. Habilite a ferramenta mover

R

e na Janela de Algebra clique no valor de n de modo que ele fique selecionado ® n=1
explore o valor de n utilizando as setas do teclado.
2.6) Diga com suas palavras o que esta acontecendo com os valores dos termos da

sequéncia do termo geral a, ? E com os termos da sequéncia das somas parciais S,?

2.7) Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos das somas

parciais na Janela de Algebra?

1

’\I i

2.8) Com duplo clique no controle deslizante altere o intervalo maximo altere
para 100, e explore o que acontece. Depois altere 0 maximo para 250 explore o que acontece.
Depois altere 0 maximo para 500 explore o que acontece. Depois altere 0 maximo para 1000

explore o que acontece. E agora, com suas palavras, o que esta acontecendo com o valores dos
termos da sequéncia do termo geral a, ? E com os termos da sequéncia das somas parciais s, ?
Salve o arquivo.

2.9) Abra o arquivo Modelol.ggb e o salve com 0 nome Item_c.ggb.

Dé um duplo-clique sobre a defini¢do de a(k) na Janela de Algebra e altere a definigdo

do termo geral para que expresse o termo geral da série ZZL . Apds a corregdo aperte
— k“+9k +20
n " o 15
Enter. Vocé deve observar na Janela de Algebra a defini¢édo a(k) = ————.
k®+9k +20

<

Com a ferramenta habilitada, clique sobre o eixo das abscissas arrastando-o0 no

sentido de se aproximar da origem e alterando a escala do plano. Habilite a ferramenta mover

R

e na Janela de Algebra clique no valor de n de modo que ele fique selecionado ® n=1

explore o valor de n utilizando as setas do teclado.
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2.10) Diga com suas palavras 0 que estd acontecendo com os valores dos termos da
sequéncia do termo geral a, ? E com os termos da sequéncia das somas parciais S, ?

2.11) Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos das somas

parciais na Janela de Algebra?

1

n o
nm

L

2.12) Com duplo clique no controle deslizante altere o intervalo maximo altere
para 100, e explore o que acontece. Depois altere 0 méximo para 500 explore 0 que acontece.
Depois altere 0 maximo para 1000 explore o que acontece. Depois altere 0 maximo para 5000
explore o que acontece. E agora, com suas palavras, o que esta acontecendo com o valores dos

termos da sequéncia do termo geral a, ? E com os termos da sequéncia das somas parciais S, ?

Salve o arquivo.
2.13) Abra o arquivo Modelol.ggb e o salve com o0 nome Item_d.ggb.

Dé um duplo-clique sobre a defini¢do de a(k) na Janela de Algebra e altere a definigdo

. k
do termo geral para que expresse o termo geral da série 2(3 . Apds a correcdo aperte Enter.
k=1

k
Observe na Janela de Algebra a definicdo a(k) = (%) .

i

Com a ferramenta habilitada, clique sobre os eixos arrastando-o0 no sentido de se

D

aproximar da origem e alterando a escala do plano. Habilite a ferramenta mover =4 e na

Janela de Algebra clique no valor de n de modo que ele fique selecionado ® n=1  explore o
valor de n utilizando as setas do teclado.
2.14) Diga com suas palavras o que estad acontecendo com os valores dos termos da

sequéncia do termo geral a, ? E com os termos da sequéncia das somas parciais S, ?

2.15) Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos das somas

parciais na Janela de Algebra?

1

’\I 3

2.16) Com duplo clique no controle deslizante altere o intervalo maximo altere
para 100, e explore o que acontece. Depois altere 0 maximo para 500 explore o que acontece.
Depois altere 0 maximo para 1000 explore o que acontece. Depois altere 0 maximo para 5000

explore o que acontece. E agora, com suas palavras, o que esta acontecendo com o valores dos

termos da sequéncia do termo geral a, ? E com os termos da sequéncia das somas parciais s,?

Salve o arquivo.
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2.17) Abra o arquivo Modelol.ggb e o salve com o0 nome ltem_e.ggb.

Dé um duplo-clique sobre a defini¢do de a(k) na Janela de Algebra e altere a definigdo

do termo geral para que expresse o termo geral da série Z[%j Ap0s a correcdo aperte
k=1

Enter. Observe na Janela de Algebra a definicdo a(k) = % .

i

Com a ferramenta

habilitada, clique sobre os eixos arrastando-o0 no sentido de se

D

aproximar da origem e alterando a escala do plano. Habilite a ferramenta mover =4 e na

Janela de Algebra clique no valor de n de modo que ele fique selecionado ® n=1  explore o
valor de n utilizando as setas do teclado.
2.18) Diga com suas palavras o que estd acontecendo com os valores dos termos da

sequéncia do termo geral a, ? E com os termos da sequéncia das somas parciais S, ?

2.19) Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos das somas

parciais na Janela de Algebra?
n=1

2.20) Com duplo clique no controle deslizante ® altere o intervalo maximo altere
para 100, e explore o que acontece. Depois altere 0 maximo para 500 explore 0 que acontece.
Depois altere 0 maximo para 1000 explore o que acontece. Depois altere 0 maximo para 5000

explore o que acontece. E agora, com suas palavras, o que esta acontecendo com o valores dos

termos da sequéncia do termo geral a, ? E com os termos da sequéncia das somas parciais S, ?

Salve o arquivo.
2.21) Abra o arquivo Modelol.ggb e o salve com o0 nome Item_f.ggb.

Dé um duplo-clique sobre a defini¢do de a(k) na Janela de Algebra e altere a definigdo

ol ) «
do termo geral para que expresse o termo geral da serie ZE' Apds a correcdo aperte Enter.
k=1

Observe na Janela de Algebra a definicdo a(k) = % .

i

Com a ferramenta habilitada, clique sobre os eixos arrastando-o no sentido de se

R

aproximar da origem e alterando a escala do plano. Habilite a ferramenta mover &= e na

Janela de Algebra clique no valor de n de modo que ele fique selecionado ® n=1  explore 0

valor de n utilizando as setas do teclado.



96

2.22) Diga com suas palavras 0 que estd acontecendo com os valores dos termos da
sequéncia do termo geral a, ? E com os termos da sequéncia das somas parciais s, ?

2.23) Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos das somas

parciais na Janela de Algebra?

1

n o
nm

L

2.24) Com duplo clique no controle deslizante altere o intervalo maximo altere
para 100, e explore o que acontece. Depois altere 0 méximo para 500 explore 0 que acontece.
Depois altere 0 maximo para 1000 explore o que acontece. Depois altere 0 maximo para 5000
explore o que acontece. E agora, com suas palavras, o que esta acontecendo com o valores dos

termos da sequéncia do termo geral a, ? E com os termos da sequéncia das somas parciais S, ?
Salve o arquivo.

2.25) E possivel prever o que acontecera com o valor de s, da série do item a quando o

>

for muito grande? Explique com suas palavras.

2.26) E possivel prever o que acontecera com o valor de s, da série do item b quando o

>

for muito grande? Explique com suas palavras.

2.27) E possivel prever o que acontecera com o valor de s, da série do item ¢ quando o

>

for muito grande? Explique com suas palavras.

2.28) E possivel prever o que acontecera com o valor de s, da série do item d quando o

>

for muito grande? Explique com suas palavras.

2.29) E possivel prever o que acontecera com o valor de s, da série do item e quando o

>

for muito grande? Explique com suas palavras.

2.30) E possivel prever o que acontecera com o valor de s, da série do item f quando o

>

for muito grande? Explique com suas palavras.
2.31) Com base em suas observacOes, existe alguma relagdo entre a convergéncia da

sequéncia das somas parciais S, e a convergéncia da sequéncia dos termos a, da série?

Explique com suas palavras.
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4.10.2 Anélise a posteriori

Participaram dessa atividade 8 alunos. Algumas dificuldades relativas ao uso do
software foram observadas ao realizarem o procedimento padrdo descrito nas instrucbes da
atividade. No inicio da atividade, houve alguns questionamentos referente ao termo “somas

parciais”, os alunos apresentaram dificuldades para interpretar as somas s, =a,, S, =& +4a,,
s, =a, +4a, +a, apresentadas nas instruc¢oes, foi necessario a intervengéo do pesquisador, onde

o mesmo fez a leitura das instrucdes, sem que comprometesse a sequéncia didética. E
importante lembrar, que todos os alunos que participaram dessa pesquisa nao tinham estudado
séries numéricas nos cursos de Calculo.

Apds as orientacdes do pesquisador, a atividade ocorreu com maior facilidade, um fato
interessante pode ser observado: a maioria dos alunos ja haviam entendido como usar a
ferramenta controle deslizante, e notou-se, que para os itens onde solicitivamos que alterassem
o valor méximo do controle deslizante e explorassem novamente a sequéncia do termo geral

a, € a sequéncia das somas parciais s,, 0s alunos inseriam valores maiores que os pedidos, 0

que acreditamos que isso facilitou muito a analise da convergéncia. As respostas apresentadas

pelos alunos B e F, ao pedirmos que explorassem as sequéncias do termo geral e a sequéncia

- o 1 x .

das somas parciais da série Z(F , Nos chamou a atencdo. Para o item 2.2, 0 aluno B fez o
k=1

seguinte relato: “A medida que o termo geral tende a zero, a soma parcial tende a 2”. No item

2.3 escreveu: “A medida que aumentam as somas, a ordenada se aproxima de 2, mas nio chega

a ele”. Ja no item 2.4 escreveu: “O termo geral tende a zero, a soma parcial tende a 2 a partir

do 52° termo”. O aluno F fez o seguinte relato para o item 2.2: “Os valores da sequéncia do

temo geral a, convergem para zero e 0s termos da sequéncia das somas parciais se aproximam
de 2”. Para o item 2.3: “Diminuem convergindo para zero (referéncia ao a, ), somando todos
se aproximam de 2 (referéncia ao s,)”. No item 2.4 afirma: “O termo geral a, converge para 0

e a sequéncia das somas parciais se iguala a 2”. E provéavel que os alunos tenham se confundido
ao receber o registro dado pelo software na janela de algebra apds o 52° termo (Figura 24),
pois o software estava configurado para arredondamento com 15 casas decimais. Para esses
casos, € importante discutir as limitagdes do software e ressaltar a necessidade de uma validagédo
matematica. Destacamos que os alunos B e F ndo haviam estudado séries nos cursos de Calculo,

0 gque mostra que as atividades estdo promovendo o conceito convergéncia de séries.
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Figura 24: Atividade desenvolvida pelo pesquisador. Exemplo do que era visivel na tela dos alunos
nessas atividades.

Arquivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda

b Janela deAIgebra » .Janela de Visualizagio
® n=52

a(k) =

4
1

261
@ Lista={{1,1),(2,0.5),(3,0.25)
s =2

® SomﬁParcwaln =(52,2)

~®
o@
ol
EL
=

Fonte: Elaborag&o do autor.

1 . . ~ .
Para a série m de modo geral, os alunos fizeram afirmacdes parecidas com a
k=1

do aluno I: ““a, tende para zero, conforme n vai aumentando e s, tende a se aproximar de 1”.
O aluno I descreveu no item 2.6: “os valores dos termos da sequéncia do termo geral a,
converge para zero e os termos das sequéncia das somas parciais parece que se aproxima de 1.
E ao perguntarmos o que estava acontecendo com as ordenadas dos pontos das somas parciais
na Janela de Algebra no item 2.7 o aluno descreveu: “as ordenadas dos pontos das somas

parciais se aproximam de 1”. Nos agradou muito ver respostas como essas, pois pudemos

registrar que a diversificacdo dos registros foi, de fato, importante para a compreensédo do aluno.

R < 15 . X 4 o - .
Paraa série Zm , apenas dois alunos ndo tiveram éxito na anélise desse item.
e +9k +

Ao receberem os registros apresentados, na Janela de Algebra e na Janela de Visualizagao,
provavelmente tiveram dificuldades ao fazerem as conversdes do registro numérico para o

registro grafico, dos termos a, da sequéncia do termo geral e dos termo s, da sequéncia das
somas parciais, como podemos perceber pelo relato do aluno G ao item 2.12: “mesmo alterando
os valores de n para 5000, os valores do termo geral a, tendem a trés mas néo chegam neste
valor exato, 0 mesmo ocorre com os valores de s.”. Essa dificuldade pode ter ocorrido pela néo

congruéncia entre os registros, apresentados na Janela de Algebra e na Janela de Visualizagao,
0 que acreditamos que se tivéssemos colocado nessa atividade mais itens solicitando que
explorassem os pares ordenados representados no registro “lista” e que dissessem o que estava

acontecendo com os valores das ordenadas quando explorassem a ferramenta controle
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deslizante, poderiamos ter minimizado a dificuldade dessas conversdes. Isso também sera

considerado na redacdo da versao final da sequéncia didatica.

k

. AT A .

Para a série Z(—j todos os alunos perceberam que os termos da sequéncia a, € 0S
k=1

temos da sequéncia s, ndo estavam se aproximando de um numero, ou seja, as sequéncias
estavam divergindo. O aluno J disse: “o a, e 0 S, ndo estdo tendendo para nenhum valor, indo

para o infinito no eixo y”. O aluno B relatou: “O termo geral e a soma parcial tendem ao infinito,

crescendo a soma de forma exponencial”. O aluno F afirmou: “a, diverge, e as somas parciais

ndo se aproximam de nenhum nimero”.

A divergéncia da série Z(%) foi observada com facilidade por todos os alunos. A
k=1

titulo de exemplos, apresentamos o relato dos alunos J e K. Aluno J: “a, se aproximade 1 e o
s, tende para o infinito”. Aluno K: “a, converge para 1 e a soma parcial ndo se aproxima de

nenhum numero”.

ol . .
Para a série » =, quase todos os alunos concluiram num primeiro momento que a
k=1

sequéncia do termo geral estava se aproximando de zero e que a sequéncia das somas parciais
estava se aproximando de cinco, como relata o aluno F: “a, converge para zero, as somas
parciais parecem se aproximar de 5”. E provavel que isso ocorreu, pois o controle deslizante
estava configurado para 50 pontos, o que dificultou a andlise da divergéncia, como podemos
perceber pela resposta apresentada pelo aluno C ao item 2.22: “termo geral tendendo a zero,
enquanto a soma parcial fica em 4,49 no 50° termo”. Mas ao solicitarmos no item 2.24 que
alterassem o valo maximo do controle deslizante e explorassem novamente 0s termos das

sequéncias a, e s,, o aluno F disse: “a, converge para zero e a soma parcial ndo se aproxima
de nenhum niimero”. O aluno I afirma: “ Com n=5000, s, tende para 9,1, porém continua

aumentando conforme n aumenta”.

De acordo com as respostas apresentadas pelos alunos, muitos deles perceberam a
divergéncia da sequéncia s,, pois ao perguntarmos se era possivel prever o que aconteceria
com o valor de s, quando nfosse muito grande, o aluno C relatou: “vai continuar crescendo

cada vez mais devagar, porém ndo é possivel determinar a tendéncia visto que ela ndo para de

aumentar”. O aluno B escreveu: “cresce lentamente, ndo sendo possivel definir a
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convergéncia”. Ja o aluno F disse: “ela varia pouco, mas ndo ¢ possivel prever ja que ndo se
aproxima de nenhum niimero”. Outros alunos, apresentaram dificuldades para fazer o registro
em lingua natural daquilo que estava representado na Janela de Algebra e na Janela de

Visualizagéo, o que percebemos pela resposta dada pelo aluno J ao item 2.30: *“ s, diverge, mas

n3o tende para o infinito”. E possivel que o significado do termo “diverge” néo esteja claro para

o aluno, pois no item 2.24 ele menciona que, “s, continua aumentando conforme 0 n aumenta”,

0 que seria tender ao infinito.

Um dos nossos objetivos, descritos na andlise a priori, era que os alunos percebessem
que se a série fosse convergente, a sequéncia do termo geral estaria convergindo para zero, mas
que isso ndo garantisse a convergéncia da série.

Perguntamos no item 2.31 se existia alguma relacdo entre a convergéncia da sequéncia

das somas parciais s, e a sequéncia dos termos a, da série.

Sete alunos responderam a esse item sendo gque dois concluiram o que esperavamos. O

aluno B disse: “se o s, for convergir o a, tende a zero, mas se 0 a, tende a zero ndo garante
que s, converge”. O aluno C relatou: “ quando S, converge, o termo geral tende a 0, porém
nem sempre quando o termo geral tende a 0 obrigatoriamente converge o s, visto no exemplo
f”

Os alunos F e K observaram que se a sequéncia do termo geral ndo convergisse para

zero a sequéncia das somas parciais estaria divergindo. A titulo de exemplo apresentamos a

resposta dada pelo aluno K: “ se a, convergir para um nimero grande o s, vai divergir”.
Os demais alunos disseram “se a, convergir para zero, s, tende a convergir para um

numero”, o que podemos perceber que para alguns alunos, ndo ficou claro que a sequéncia do

termo geral convergindo para zero, n&o garante a convergéncia da sequéncia s,. Talvez se

., .. L. =1 .

tivéssemos apresentado mais atividades com séries da forma z P com p <1, osalunos teriam
k=1

mais facilidade para perceber a relagdo entre a convergéncia da sequéncia do termo geral e a

sequéncia das somas parciais. A necessidade de reformulacdo desses enunciados aparece em

nossa analise a posteriori e sera retomada nas consideragdes finais.
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4.11 Atividade 3 e as andlises a priori e a posteriori

4.11.1 Andlise a priori

Essa atividade tem por objetivo, investigar a convergéncia de séries numéricas,
transitando pelas representacdes numeérica, grafica e algebrica. Inicialmente apresentamos uma
série numérica em sua forma desenvolvida e solicitamos que os alunos fizessem a conversédo
para sua forma concisa (somatoria). E esperado que os alunos tenham dificuldades em realizar
a conversao, pois requer uma postura investigativa do aluno, como aponta Cargnin (2013),
“escrever somas usando notagdo de sigma requer o reconhecimento de padrdes nas sequéncias,
transformacdes da representacdo estendida para a concisa” (CARGNIN, 2013, p.206).
Acreditamos que os alunos facam alguns tratamentos a fim de facilitar a converséo o que para
Cargnin (2013),

as atividades de formacdo aliadas as atividades de tratamento formam as tarefas de
producdo de uma representacdo semiotica, que evocam o objeto de estudo, nesse caso,
a notacdo somatoria. Quando séo inseridas atividades de conversdo, este conjunto
forma as chamadas tarefas de compreenséo. (CARGNIN, 2013, p. 202).

Serdo utilizados os recursos do software Geogebra para calcular os valores numéricos

dos termos da sequéncia a, do termo geral e da sequéncia s, das somas parciais. O mesmo

software ainda permite que tais valores sejam representados em uma tabela. O registro tabular
é um registro que demanda atengdo, pois segundo Flores e Moretti (2005), “para as
representacdes graficas do tipo tabela, devemos considerar que elas possuem determinadas
vantagens, como por exemplo, o fato de que permitem a visualizagcdo dos dados de forma
separada preenchendo assim, explicitamente, a fungdo cognitiva de identificagdo” (FLORES;
MORETT]I, 2005, p.5). Mesmo assim achamos importante a representacao dos termos das duas
sequéncias, descritas na tabela, em um mesmo sistema de eixos, possibilitando a comparagéo
entre as duas sequéncias. Para Duval (2003), “organizar os dados em linhas ¢ colunas, portanto,
ndo revela nenhuma forma visual interpretavel como em um diagrama ou em uma imagem”
(DUVAL, 2003. p.9). “As tabelas ndo sdo representagbes autbnomas, como todas as
representagcdes que favorecem a visualizagédo. Isso significa que elas estdo necessariamente
vinculadas, explicita ou implicitamente, a representaces em outro registro” (DUVAL, 2003.
p.29).

Para a nossa atividade utilizamos séries que possam levar a uma conclusdo

aparentemente rapida de possivel convergéncia ou divergéncia, pois é possivel que as
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limitacOes do software provoquem confusdes acerca dos valores de aproximacédo da sequéncia
do termo geral e da sequéncia das somas parciais. Acreditamos que as analises feitas nas
atividades anteriores contribuam nessa atividade.

Vamos apresentar as series escolhidas, suas caracteristicas e uma forma possivel de

verificacdo da convergéncia ou divergéncia.
= (9 k-1
Para a série Z(—j sera possivel visualizar por meio do grafico ou da tabela que a
k=1

sequéncia do termo geral aparenta convergir para zero e que a sequéncia das somas parciais

pode convergir para 1.4. A convergéncia da série poderé ser verificada, pois se trata de ser uma

progressao geométrica de razdo (%j

Para a sérieZ(—l)k‘1 sera possivel visualizar por meio do grafico ou da tabela que a
k=1

sequéncia do termo geral se alterna entre —1 e 1 e que a sequéncia das somas parciais se alterna
entre 0 e 1, dependendo da quantidade de termos que forem adicionados. E provavel que alguns
alunos concluam que a série estara convergindo para 0 ou 1. A divergéncia da série podera ser

verificada pois, a sequéncia do termo geral a, ndo estara convergindo para zero.

k-1
a2 . . N . e
Para a série Zs(gj sera possivel visualizar por meio do grafico ou da tabela que a
k=1

sequéncia do termo geral aparenta convergir para zero e que a sequéncia das somas parciais

pode convergir para 9. A convergéncia da série podera ser verificada, pois se trata de ser uma

~ . X [ 2
progressdo geométrica de razdo [Ej

k

R 1 , . . . . -

Para a série ZQ(—) sera possivel visualizar por meio do grafico ou da tabela que a
k=1

sequéncia do termo geral aparenta convergir para zero e que a sequéncia das somas parciais

pode convergir para 1. A convergéncia da série podera ser verificada, pois se trata de ser uma
« . ~ (1
progressdo geometrica de razdo o/

Achamos importante colocarmos a forma concisa das somas da atividade 3, nas
atividades (3.1), (3.7), (3.12) e (3.16) para ndo comprometer a sequéncia didatica, pois

acreditamos que alguns alunos terdo dificuldades em fazer a conversdo. Segundo Cargnin e
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Barro (2016), a ndo congruéncia semantica na conversao numérica —algébrica, implica em uma

maior dificuldade em realizar esse tipo de tarefa.

Atividade 3) Use a notacdo de somatorio para representar a série numérica fornecida.

2 4 8
Q) 1+-+—+—+
7 49 343

b) 1-1+1-1+1-1+1-1+1-1+---
C) 3+2+ﬂ+§+---
3 9

d) 0,9+0,09+0,009+0,0009 + -

Com o software Geogebra aberto, na barra de ferramentas vd em opcdes,

arredondamento, e altere para 15 casas decimais e depois va em exibir - planilha. Feche a Janela

de Algebra.
Arquivo Editar Exibir Opcdes Feramentas Janela Ajuda Voeé entrou como FERNANDO Z. PHILIPPI
DNRENSNcFEANER =
~ Janela de Visualizagio o [ | * Planiha [
] v AEEEIE =R

a [ e [ o]

“U‘m““m‘m““‘w‘m‘J

2

4

Na coluna A, vamos criar os valore de k de 1 até 30.

e Nacélula Al, digite 1;

e Nacélula A2, digite Al+1;

e Selecione a celula A2 e aperte CTRL+C. Selecione as células de A3 até a célula A30
e aperte CTRL+V. Assim vocé obtera a variacdo de 1 até 30 na coluna A.

Na coluna B, vamos criar o termo geral a, da série.
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w» k-1 k-1
e Para a série Z(éj , temos a, :Gj , sendo assim na célula B1 digite

k=1
(2/7)"(AL1-1);
o Selecione a célula B1 e aperte CTRL+C, selecione as células de B2 até B30 e aperte
CTRL+V. Assim a coluna B contera os 30 primeiros termos da série.
Na coluna C, criaremos as somas parciais.
e Em C1, teremos a primeira soma parcial, ou seja, s, = a,, sendo assim digite C1=B1;

o Nacelula C2, teremos a soma parcial dos dois primeiros termos, ou seja, S, = a, +a,,

para isso digite, C1+B2; Na célula C3 devemos ter C2+B3 e assim por diante.
e Selecione a célula C2 e aperte CTRL+C, selecione as células de C3 até C30 e aperte

CTRL+V. Assim teremos os 30 primeiros termos da sequéncia das somas parciais.

3.1) Paraasérie do item a (1+ 2 + 4 + 8 +- j podemos indicar a sua forma concisa

7 49 343

k-1
(2 . . . ,
como 2(7 . Analisando a planilha, explique com suas palavras, 0 que esta acontecendo
k=1

com os valores do termo geral a, representados na coluna B? E com os valores s, das somas

parciais representados na coluna C?

3.2) Vamos representar as sequéncias a, do termo geral da série e s, da soma parcial
através da representacdo grafica de pontos (x, y) do plano. Para isso, na célula D1, digite

(A1,B1) e nacélula E1, digite (A1,C1). Selecione a célula D1 e aperte CTRL+C, selecione as

células de D2 até D30 e aperte CTRL+V. Selecione a célula E1 e aperte CTRL+C, selecione as

células de E2 até E30 e aperte CTRL+V. Observe a Janela de Visualizagéo.

<

3.3) Clique na Janela de visualizagdo e com a ferramenta habilitada, clique sobre

0s eixos arrastando-o no sentido de se aproximar ou afastar da origem e alterando a escala do
plano.
3.4) Observando os graficos, explique com suas palavras, 0 que acontece com o termo

geral a, e com os valores s, das somas parciais?

3.5) Selecione simultaneamente as células A2, B2, C2, D2 e E2 e aperte CTRL+C.
Selecione as células das colunas A, B, C, D e E da linha 31 até a linha 50 e aperte CTRL+V. E
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agora, explique com suas palavras o que acontece com o termo geral a, representados na coluna
B e com os valores s, das somas parciais representados na coluna C?
Nesse momento, é esperado que os alunos falem que a sequéncia do termo geral a,

converge pra zero e que a série estd convergindo para 1.4. Entretanto ndo é possivel saber o
valor para o qual a série converge, pois o software é limitado a quinze casas decimais, por isso
a partir de um certo termo o valor do termo geral na planilha aparece como sendo zero e,

consequentemente, ndo ocorre alteragdo no valor da soma parcial. Veja a Figura 25.

Figura 25: Atividade desenvolvida pelo pesquisador. Exemplo do que era
visivel na tela dos alunos nessas atividades.

A B | ¢ | b | E |
22 22 0.000000000003.. 1.399.. (22,.. (22, 1.399999999998498)
23 23 0.000000000001... 1.399.. (23,.. (23, 1.399999999999571)
24 24 0.000000000000... 1.399.. (24,.. (24, 1.399999999999877)
25 25 0.000000000000... 1.399.. (25,.. (25, 1.399999999999965)
26 26 0.000000000000... 1.399.. (26,.. (26, 1.39999999999999)
27 27 0.000000000000... 1.399.. (27,.. (27, 1.389999999999997)
28 28 0.000000000000... 1.399.. (28, .. (28, 1.399999999999999)
29 29 0.000000000000... 1.399.. (29,.. (29, 1.339999999999999)
30 30 0 14| (30,0) (30, 1.4)
31 31 0 14| (31.0) (31, 1.4)
32 32 0 14 (32.0) (32, 1.4)
33 33 0 14 (33,0) (33, 1.4)
34 34 0 14| (34,0) (34, 1.4)

Fonte: Elaborag&o do autor.

Mesmo assim é possivel a partir da expresséo do termo geral a, saber que ele ndo pode

assumir o valor zero. Embora o software ndo nos permita saber o valor para o qual a série

converge, a convergéncia podera ser comprovada, pois se trata de uma progressao geométrica

L 2 . . .
(PG) de razao 7 sendo assim a soma dada no item a sera:
7
=—=14
5
3.6) E possivel prever o que acontecera com o valor de a, da série do item a quando o

k for muito grande? E com os valore de s, quando n for muito grande? Explique com suas

palavras. Salve o arquivo do Geogebra com o nome Planilha_3_a.ggb.
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3.7) Para a série do item b (1-1+1-1+1-1+1-1+1-1+---) podemos indicar a sua

forma concisa como Z(—l)k‘l. Abra o arquivo Planilha_3 a.ggb e o salve com o nome
k=1

Planilha_3 b.ggb. Altere a definicdo da célula B1 para que o termo geral da atual série esteja
registrado nessa célula, ou seja, B1 deve conter a defini¢do (-1)"(Al1-1).

Selecione a célula B1, aperte CTRL+C. Depois selecione as células dessa coluna da
linha 2 até a linha 50 e aperte CTRL+V.

Analisando a planilha, expliqgue com suas palavras, 0 que estd acontecendo com 0s

valores do termo geral a, representados na coluna B? E com os valores s, das somas parciais

representados na coluna C?

<

3.8) Clique na Janela de visualizagdo e com a ferramenta habilitada, clique sobre

0s eixos arrastando-o no sentido de se aproximar ou afastar da origem e alterando a escala do
plano.
3.9) Selecione a coluna E, e com o botéo direito do mouse e habilite exibir rotulo.
3.10) Observando os graficos, explique com suas palavras, 0 que acontece com o termo

geral a, e com os valores s, das somas parciais?
3.11) E possivel prever o que acontecera com o valor de a, da série do item b quando
o k for muito grande? E com os valore de s, quando n for muito grande? Explique com suas

palavras. Salve o arquivo Planilha_3 b.ggb.

3.12) Para a serie do item ¢ (3+2+%+g+---j podemos indicar a sua forma concisa

w» k-1
como Zs(gj . Abra o arquivo Planilha_3 a.ggb e o salve com o nome Planilha_3 c.ggb.
k=1

Altere a definicdo da célula B1 para que o termo geral da atual série esteja registrado nessa
célula, ou seja, B1 deve conter a definigdo 3(2/3)"(A1-1).

Selecione a célula B1, aperte CTRL+C. Depois selecione as células dessa coluna da
linha 2 até a linha 50 e aperte CTRL+V.

Analisando a planilha, explique com suas palavras, 0 que esta acontecendo com 0s

valores do termo geral a, representados na coluna B? E com os valores s, das somas parciais

representados na coluna C?
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<

3.13) Clique na Janela de visualizacao e com a ferramenta habilitada, clique sobre

0sS eixos arrastando-o no sentido de se aproximar ou afastar da origem e alterando a escala do
plano.

3.14) Observando os graficos, explique com suas palavras, 0 que acontece com o termo

geral a e com os valores s, das somas parciais?
3.15) E possivel prever o que acontecera com o valor de a, da série do item ¢ quando o
k for muito grande? E com os valore de s, quando n for muito grande? Explique com suas

palavras. Salve o arquivo Planilha_3 c.ggb.

3.16) Para a série do item d (0,9+0,09+0,009+0,0009+---) podemos indicar a sua

o k
forma concisa como Zg(ij . Abra o arquivo Planilha_3 a.ggb e o salve com o nome
k=1

Planilha_3_d.ggb. Altere a definicdo da célula B1 para que o termo geral da atual série esteja
registrado nessa célula, ou seja, B1 deve conter a defini¢cdo 9(1/10)"(Al).

Selecione a célula B1, aperte CTRL+C. Depois selecione as células dessa coluna da
linha 2 até a linha 50 e aperte CTRL+V.

Analisando a planilha, explique com suas palavras, 0 que estd acontecendo com 0s

valores do termo geral a, representados na coluna B? E com os valores s, das somas parciais

representados na coluna C?

<

3.17) Clique na Janela de visualizacao e com a ferramenta habilitada, clique sobre

0s eixos arrastando-o no sentido de se aproximar ou afastar da origem e alterando a escala do
plano.
3.18) Observando os graficos, explique com suas palavras, 0 que acontece com o termo

geral a, e com os valores s, das somas parciais?
3.19) E possivel prever o que acontecera com o valor de a, da série do item d quando
o k for muito grande? E com os valore de s, quando n for muito grande? Explique com suas

palavras.
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4.11.2 Anélise a posteriori

Sete alunos participaram da resolucédo dessa atividade. Para a atividade do item 3, apenas
dois alunos ndo realizaram corretamente. E provéavel que ndo entenderam o enunciado da
atividade, ou que o significado do termo “somatdrio” ndo estivesse claro para esses alunos.
Mesmo eles ndo conseguindo realizar as conversdes do registro numérico para o registro
algébrico (notacdo de somatorio), podemos perceber pelas respostas apresentadas pelo aluno H
(Figura 26), as dificuldades em perceber os padrdes envolvidos nas somas apresentadas, o que

era o esperado segundo a nossa andlise a priori.

Figura 26: Resposta do aluno H ao item 3 da atividade 3.

3) Use anotagdo de somatorio para representar a série numérica fornecida

O et b 2B o 3B 4 A
TEOR 2 Taot =yl

“As

b) I=1+1=1+1-1+1=141=1+ 4 _ ) o) ) 4 f < 5 2-1 1)

c)_;;f2+.§4§+,../¢ - -
2 =3 "21 Sy

0o

)
i

. anO
o9 ) .
d) 0,9+0,09+0,009+0,0009+--- 4 ©, 00pc ¥ 9 @000 ¥ ©,BA0O0CT ..

Fonte: Elaboracéo do autor.

k-1

(2 L. L

Para a série Z(—j , mesmo com a limitacdo do software em 15 casas decimais, cinco
k=1

alunos tiveram éxito na andlise da convergéncia. Ao pedirmos o gque estava acontecendo com
os valores da sequéncia do termo geral a, e com os valores da sequéncia S, das somas parciais
representadas nas coluna B e C da tabela, o aluno B relatou: “ O termo geral converge para 0,

soma parcial converge para 1,4”. O aluno F disse: “ 8, esta convergindo para0 e S, convergindo

para 1,4”. Ja o aluno I disse: “com n =230, @, tende para 0, S, tende para 1,4”.
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- k
Para a série Z(—l) , trés alunos concluiram que a série estava divergindo. Ao
k=1

fazermos a pergunta do item 3.7 o aluno I respondeu: “Os valores se alteram entre positivo e

negativo (referéncia ao @, ), para S, os valores variam entre 0 ¢ 1”. Mas ao pedirmos para

representar as colunas D e E no plano e observar os graficos o aluno I disse: “ @, e S, divergem”,
0 que mostra a importancia em transitar em diferentes registros. Quando perguntamos no item
3.11 se era possivel prever o que aconteceria com os valore de @, e S, quando n fosse muito
grande, o aluno B relatou: “Nao ¢é possivel, pois os valores divergem”. Ja os alunos F e K
responderam: “sim, se K for impar vai ser 1 e se for par —1 e S, também vai oscilar de 0 a 1, se

n for impar é 1 e se n for par ¢ 0”, 0 que ja era previsto em nossa analise a priori.
- 2 k-1
Para a série Z3(§j , trés alunos concluiram que a serie estava convergindo para 9.
k=1

Os alunos B e C disseram ao item 3.12: “O termo geral tende a 0 e as somas parciais tende a

9”. O aluno I relatou: “ @, tende para 0, S,tende para 9”. Os alunos F ¢ K responderam: ““ a,
esta tendendo ao infinito (divergindo) e S, ¢ indefinida, ndo se aproxima de nenhum ntimero”.

E provavel que houve erro no uso dos parénteses ao digitarem o termo geral @, na célula B1,
mesmo que as orientacBes estivessem no enunciado é possivel que tenham digitado
(3*2/3)*(A1-1), o que implica na série de termo geral a, = 2“"divergente ilustrado na

(Figura 27).



110

Figura 27: Atividade desenvolvida pelo pesquisador. Exemplo do que era
visivel na tela dos alunos nessas atividades.

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Entrar]

f = [=3

:

~ Janela de Visualizagao ) | * Planilha
ac~ AIEEE R
Al 8 [ ¢ ] D E

1] 1 1 1 1,1 1,1

00 2 | 2 2 3 22 (2,3)

3| 3 1 7 (3,4) @7

s00 L 2| 4 8 15 4,8) 4, 15)

|5 | 5 16 31 (5,18) (5,31)

a0 I 32 63 (6, 32) (6, 63)

7|7 64 127 (7, 64) (7, 127)

IR 128 255 (8, 128) (8, 255)

0 o | o 256 511 (9, 256) (9, 511)

o | 10 | 10 512 1023 (10, 512) {10, 1023)

200 |11 | 11 1024 2047 {11, 1024) {11, 2047)

|12 | 12 2048 4095 {12, 2048) {12, 4095)

100 e |13 | 13 4096 8191 (13, 4096) (13, 8191)

o e |14 | 14 8192 16383 (14, 8192) (14, 16383)

. oo 0 @ 8 . . ‘ . E 15 16384 32767 (15, 16384) (15, 32767)

2 0 2 4 8 8 10 12 16 | 16 32768 65535 (16, 32768) (16, 655385)

ETAET 5536 | 131071 (17, A5536) (17, 131071)

Fonte: Elaborac&o do autor.

k

P 1 , , . .

Para a série 29(—j os alunos B, C e I concluiram que a série estava convergindo
k=1

para 1. Os alunos B e C responderam ao item 3.16: “O termo geral converge para 0 e a soma

parcial para 1”. O aluno I disse: @, tende para 0, S,tende para 1”. Porém houve dificuldade na

conversao do registro em lingua natural para o registro algébrico da palavra “tende” usada pelo

9

aluno I no item 3.16. O aluno usou o simbolo de quando perguntamos no item 3.19 se era

possivel prever o que aconteceria com o valor de a, e S, quando n fosse muito grande.

Figura 28: Resposta do aluno I ao item 3.19 da atividade 3.

3.19) E possivel prever o que acontecera com o valor de @, da série do item d quando o k
for muito grande? E com os valore de s, quando n for muito grande? Explique com suas

palavras.
. —~ =
Sl M Q Ks J"; A
Fonte: Elaborag&o do autor.

Os demais alunos concluiram que a sequéncia do termo geral &, estava convergindo
para zero, mas apresentaram outros valores para a sequéncia $S,. Para o item 3.16 o aluno Fe K

relataram: ““ @, vai ficar tdo pequeno que converge para 0 e S, converge para 3,1”. Os alunos H



111

e J disseram ao item 3.16: “A partir de um determinado termo os dois zeram”. Provavelmente
ndo souberam expressar corretamente o termo geral @, na célula B1 da tabela. Para esses alunos

a interpretagéo dos resultados ficou comprometida.

Essas atividades tiveram o objetivo de proporcionar situacdes de compreensdo do
conceito de convergéncia de uma série. O software GeoGebra, favoreceu essa compreenséo,
pois permitiu que os alunos transitassem entre os registros numérico, algébrico e grafico o que
para Duval (2012), a coordenacdo de diferentes registros é o principal caminho da
aprendizagem da matematica. De maneira geral, concluimos que o planejamento dessas Ultimas
atividades surtiu efeito. Mas percebemos que deveria haver uma quantidade maior de atividades
exploratorias e talvez o uso de um software com “mais eficiéncia de célculo” fosse necessario.

Isso também sera levado em consideragdo nas conclusoes finais.
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SECAOS5
ANALISE DOS RESULTADOS

Para a conclusdo da ultima fase da Engenharia Didatica, analisaremos se 0S Nnossos
objetivos foram alcangados respondendo a nossa Questdo de Pesquisa: Sera que diferentes
representacdes visuais e/ou numéricas dos termos de uma sequéncia podem auxiliar o
académico a compreender o conceito de convergéncia de sequéncias e séries numéricas. Para
isso vamos confrontar as analises a priori e as analises a posteriori efetuadas na secéo 4.

De uma maneira geral, acredita-se que a sequéncia aplicada atingiu alguns de seus
objetivos propostos, o fato dos alunos se demonstrarem interessados na resolucgéo das atividades
através do uso de software, e também por se tratar de um assunto pouco explorado por eles, fez
com que a proposta fosse mais interessante e desafiadora.

Pretendeu-se propor uma sequéncia didatica em que o aluno fosse conduzido ao estudo
e discussdo de aspectos matematicos, associados ao conceito de sequéncias e séries numéricas,
de forma mais espontanea que nas aulas tradicionais de célculo. Para tanto foram fornecidas
situacOes que procuraram variar a representacao, usando ao menos duas representacdes de um
mesmo objeto, como indicado por Duval. Utilizamos os recursos do software Geogebra, para

explorarmos essas diferentes representaces.

5.1 Validacéo das atividades do 1° bloco

A atividade 1, teve como objetivo investigar os conhecimentos referente a definicdo de
sequéncias numeéricas. As respostas dadas pelos alunos mostraram que a maioria tinha
conhecimentos prévios em relagcdo a sequéncias numéricas, o que favoreceu o entendimento das
demais atividades.

As atividades 2, tinha como objetivo familiarizar o aluno com o conceito de sequéncia
numerica e com sua representacao na forma algébrica. Para isso, provocamos o uso de alguns
tratamentos para que a conversdo dos registros, de lingua natural, numérico, para o registro
algébrico fosse compreendida. Algumas dificuldades tais como operagdes com fracdes,
poténcias, ficaram omitidas pelo uso da calculadora, na realizacdo dos tratamentos dos itens
dessa atividade. Para Cargnin (2013), devemos ficar atentos com o uso computacional em aulas

de Matematica. “Os aplicativos sdo importantes por viabilizar uma infinidade de exploragdes e
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extrapolacGes de um conte(do, num tempo muito menor que usando apenas lapis e papel.
Entretanto, deve-se cuidar para que conceitos e operacdes elementares sejam de dominio dos
estudantes” (CARGNIN, 2013, p 283). Embora alguns alunos ndo conseguiram expressar
algumas sequéncias no registro algébrico, percebemos que parte dos objetivos especificos
foram atingidos com essa atividade.

Destacamos ainda que a dificuldade dos alunos para escrever na forma algébrica as
sequéncias representadas na forma numeérica e em lingua natural, estd relacionado a
incongruéncia das representaces. Concordamos com Cargnin (2013) que afirma: “é importante
enfatizar a necessidade dos professores trabalharem mais com este tipo de conversao, desde o
Ensino Fundamental, a fim de facilitar a compreensdo dos conceitos matematicos, bem como,
a familiaridade com os escritos formais da Matematica”(CARGNIN, 2013, p. 284). Para a
autora, “inserir a transcricdo de textos dados em lingua natural para a linguagem algébrica e
vice-versa, nas aulas de Matemaética de todos 0s niveis de ensino, parece trazer inimeras

vantagens para a compreensdo matematica dos alunos” (CARGNIN, 2013, p. 284).

5.2 Validacao das atividades do 2° bloco

As atividades 3, 4 e 5 do segundo bloco tinham como objetivo transitar entre os registros
da lingua natural, simbdlico (algébrico e numérico) e grafico de uma sequéncia numérica. Os
alunos demostraram dificuldades em relacdo ao uso do software o que podera ser minimizado,
construindo junto aos alunos o exemplo dado nas instrucbes da atividade da atividade 4. Na
atividade 5 percebemos que se invertermos a ordem dos itens da atividade a associacdo a
convergéncia da sequéncia ocorrerd de uma maneira mais natural, essa reordenacéo foi feita na
redacdo final das atividades, disponivel no Apéndice B.

Os objetivos especificos foram atingidos nessas atividades, pois os alunos perceberam
ao longo das atividades que os termos se aproximavam de um valor. O uso de representacoes
gréficas reforcou o interesse e a analise do conceito de convergéncia.

A atividade 6 tinha como objetivo mostrar que existem sequéncias em que os valores
numéricos nao se aproximam de um valor fixo. A maioria dos alunos percebeu a divergéncia
da sequéncia, porem poucos fizeram referéncia ao infinito ou divergéncia, com isso sugere-se

a insercao de mais itens, que serad considerado na redacdo final da sequéncia didatica.
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5.3 Validacéo das atividades do 3° bloco

Na atividade 1 os alunos tinham que manipular diferentes registros, com o objetivo de
perceber a distincdo entre o objeto matematico e 0s registros utilizados para representa-lo,
visando o reconhecimento e a aplicacdo da notacdo de somatdria, chamada de forma concisa.

Na resolugdo dos itens dessa atividade os alunos demonstraram dificuldades para
estabelecer padrbes, quando solicitavamos a forma concisa das somas apresentadas,
especialmente quando as somas envolviam sinais alternados ou poténcias de base dez.
Destacamos também a dificuldade mostrada pelos alunos na distingdo das palavras “oposto” e
“inverso”. Para Cagnin (2013), “a exata compreensdo do termo é importante especialmente
quando se trata de realizar operagdes de conversdo” (CARGNIN, 2013, p. 168). A reformulacao

da redacdo dessa atividade foi considerada na versao final, disponivel no Apéndice B.

5.4 Validacéo das atividades do 4° bloco

As atividades 2 e 3 tiveram como objetivo proporcionar situac@es para a discussao e
compreensdo do conceito de convergéncia de uma série, a partir da convergéncia da sequéncia
das somas parciais, como também verificar que se uma série € convergente entdo a sequéncia
do termo geral converge para zero.

A utilizacdo do software Geogebra facilitou a analise da convergéncia, pois o software
proporcionou aos alunos a possibilidade de explorar em uma mesma tela as representacfes
algébrica, grafica e numérico tabular, favorecendo a atividade cognitiva de conversao entre 0s
registros. Porém algumas limitacdes do software, em alguns momentos provocaram conclusées
equivocadas, 0 gque sugere-se a inser¢do de mais atividades e a utilizacdo de outro software,
gratuito, como por exemplo 0 wxMaxima que possui uma maior eficiéncia de célculo. As
atividades estdo como material opcional, e constam na verséo final das atividades disponivel

no Apéndice B.
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CONSIDERACOES FINAIS

Ao longo dessa pesquisa, procurou-se desenvolver uma sequéncia didatica que pudesse
estimular a construgdo do conceito de sequéncias e series numéricas, considerando o estudante
como sujeito ativo em todos os momentos. Além disso, foi levado em consideracéo o aspecto
cognitivo da construcdo dos conhecimentos matematicos. Para isso foram utilizadas na
confeccdo da sequéncia, atividades que exigiram o tratamento e a conversdo de representacoes
entre os registros numérico, algébrico, lingua natural e gréfico, conforme indica a Teoria dos
Registros de Representacdo Semiotica. Em resumo, nossa pesquisa foi constituida dos

elementos mostrados na Figura 29 a seguir.

Figura 29: Estrutura de uma investigacdo

Coleta e anlise de

Pesquisa de Campo | |  dados/material
PROBLEMA )| | ou de Laboratério empiricoou | “Na

experiencial

Coleta/organizacio
\4 Pesquisa Teérica | | de documentos e /V
ou Bibliogréafica tratamento analitico

nwoor—Hrcumao

Trazem implicacdes para

de informacg0es

e Pratica profissional
o Area de conhecimento
e Desenvolvimento

Sustentacgdo tedrica

Fonte: Adaptado de Fiorentini e Lorenzato, 2006, p. 63.

Utilizou-se na construgdo da sequéncia didatica a metodologia de pesquisa Engenharia
Didatica de Michele Artigue, a qual possibilitou a reflexdo sobre como organizar um conteudo,

procurando atingir uma melhora qualitativa na aprendizagem dos alunos.
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A utilizagdo das atividades exploratorias propiciou um ambiente no qual os alunos
vivenciaram diversas facetas do conceito de convergéncia de sequéncias e séries por meio das
atividades solicitadas, testando hipdteses e conjecturas através de tratamentos e conversoes e
verificando-as com o auxilio do software Geogebra.

Pelo confronto entre a analise a priori e a posteriori, notou-se o valor da proposta,
mesmo que o software tenha apresentado algumas limitagdes em relacdo ao nimero de casas
decimais, podemos perceber que para a maioria dos alunos houve a construgdo do conceito de
convergéncia de sequéncias e series numericas.

Mesmo com o cuidado na elaboracdo das atividades, notou-se a existéncia de alguns
pontos que precisam ser revistos. Diante disso, optou-se por reformular algumas atividades,
levando em consideracdo as dificuldades dos alunos identificadas durante a experimentacao.
Esta proposta estd apresentada no apéndice, configurada para ser utilizada por outros
professores.

Espera-se com essa pesquisa motivar outros professores a planejarem suas aulas de
modo a torna-las mais convidativas e atrativas para os alunos, e que os mesmos utilizem a sala
de aula como um laboratério de pesquisa na busca de novos métodos e abordagens sobre a

Matematica.
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APENDICE A

Apresentaremos as dissertacfes encontradas na pesquisa bibliografica feita no banco de
dados do PROFMAT, sendo que 15 dissertacBes (Quadro 6) fizeram o uso de Engenharia
Didatica, 12 dissertacGes (Quadro 7) fizeram o uso de Teoria de Registros de Representacdes
Semidticas e 12 dissertacdes (Quadro 8) pesquisaram sobre sequéncias e séries, porém nenhuma
fez 0 uso de Engenharia Didatica como metodologia de pesquisa e a Teoria de Registros de

Representacdes Semidticas como instrumento para a confeccdo da pesquisa.

Quadro 6: Relacéo de dissertacdes do PROFMAT que citam a Engenharia Didatica em sua pesquisa

Titulo da dissertacéo Ano Instituicéo
Contrlt_)un;oes da enge,nh_arla didatica para o ensino e 2014 UEOPA
aprendizagem de estatistica na educacéo basica
Criptografia: Uma engenharia didatica, com funcgdes, matrizes
e cifra de hill, para o ensino medio 2016 UFOPA
Uma sequéncia didatica para o ensino de transformagdes 2016 UESCAR
geométricas com o Geogebra
Uma sequéncia didatica com embalagens de pipoca para o 2016 UESCAR
estudo de semelhancas
Ensino de funcdo através de experimentos: um estudo de caso
na escola Apol6nia Rossi Javarini no municipio de Presidente 2016 UNIR
Meédici - RO
Uma sequéncia d’I(EIatlca para o ensino do cpn_celto de parabola: 2017 UEAM
a engenharia didatica como apoio metodologico.
Apllcagogs d_o gqncelto de proporcionalidade a partir da 2017 UNIEAP
engenharia didatica
Uma sequéncia didatica a partir da folha de papel sulfite 2017 UFSCAR
Intervencgéo _Pratlc_a para Apllcagao,d_e Sequéncia Didatica com 2017 UERR]
Alunos de Licenciatura em Matematica
Uma sequéncia d_ldatlc_a para o ensino d_e poliedros explorando 2017 UESCAR
0 movimento légico-historico do conceito
Uma sequéncia didatica para o ensino de adi¢do de fragdes 2017 UFT
Proposta de uma metodologia de ensino sobre aplica¢fes da
funcdo afim a partir de situacdes problemas relacionados a 2017 UTFPR
agroecologia
A importancia da educagdo matematica na formacgéo do
pedagogo: um estudo com discentes de pedagogia em uma 2018 UEMA
instituicdo privada de Paco do Lumiar -MA
Uma~1 engenharia didatica para o ensino das operacGes com 2019 UEOPA
fragbes e com produtos notaveis
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Estatistica descritiva: O uso da Engenharia didatica no estudo

de medidas de tendéncia central 2019 UEMA

Fonte: http://www.profmat-sbm.org.br/dissertacoes/

Quadro 7: Relacdo de dissertacdes do PROFMAT que citam a Teoria de Registros de Representacdo
Semidtica em sua pesquisa

Titulo da dissertacéo Ano Instituicdo

Semidtica e relacdo de equivaléncia entre sistemas lineares no
niotica e relac g 2019 UESB
ensino basico

Um estudo da semelhanca de figuras envolvendo as
representacdes semidticas presentes nos livros didaticos do 9° 2019 UECE
ano do ensino fundamental

O ensino de fungdes pela perspectiva da teoria dos registros de

representacdo semiotica apoiado por tecnologias digitais 2019 UENF

Os sistemas de equagdes em livros didaticos do 7° ano do ensino
fundamental sob a perspectiva da teoria dos registros de 2019 UFAM
representacdo semidtica

Representacdes semidticas como instrumento didatico no ensino

. 2019 UEMA
e aprendizagem de vetores
Registros de representacdo semiética de funcgBes quadraticas: 2018 IESP
andlise de um livro didatico
As contribuicBes dos registros de representacao semiotica no
processo de ensino e aprendizagem da fungdo afim: um 2018 UEMA

experimento com alunos do 1° ano do ensino médio do instituto
federal do Maranhao/IFMA — Campus Avancado Rosario

Problemas de contagem no ensino fundamental: uma
experiéncia com tarefas exploratério-investigativo e registros de 2017 UFSCAR
representacao semiotica

Modelagem matematica no estudo de fungdes afim e quadrética 2017 UFAL
A teoria dos registros de representacdes semidticas e o estudo 2017 UEMA
de fungdes

Abordagem metodoldgica para o ensino de trigonometria por

meio de material manipulavel e registros de representacao 2016 UTFPR
semidtica

Registros de representagdes semidticas no estudo de polinémios 2015 UENE

usando aplicativos em tablets

Fonte: http://www.profmat-sbm.org.br/dissertacoes/

Quadro 8: Relacdo de dissertacfes do PROFMAT que citam a sequéncias e séries em sua pesquisa

Titulo da dissertacao Ano Instituicédo
Uma abordagem do estudo de sequéncia e séries numeéricas na
o : - 2020 UFT
matematica do ensino médio
A convergéncia de sequéncias e séries sob uma perspectiva 2019 UFGD

historica: de Zendo a Cauchy

Sequéncias e séries numeéricas: elementos iniciais para abordagem

. o 2018 UNEMAT
no ensino médio
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Sequéncias e séries de funcdes com aplicagdes 2017 UFMS
Segqenmas e séries: uma abordagem mais aprofundada para o ensino 2017 UEAM
médio
Uma proposta de aplicacdo do contetdo de sequéncias e séries no

) " o 2017 UEM
ensino médio com auxilio do GeoGebra
I\/]o_delagem matematica no ensino médio por meio de sequéncias e 2016 UNESP
séries numéricas
Uma p_ropost,a _de abordagem dos contetdos de sequéncias e séries 2016 UEPI
no ensino medio
Sequéncias e séries: abordagem e aplicagdo no ensino médio 2014 UFMA
Sequéncias e séries: conhecendo e construindo estratégias de 2014 UERPE
abordagem
Um estudo sobre sequéncias e séries 2013 UNESP
O ensino de sequéncias e séries no ensino médio 2013 UENF

Fonte: http://www.profmat-sbm.org.br/dissertacoes/
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APENDICE B

Apresentaremos a reformulacdo da sequéncia didatica inicial proposta pra a construcao
do conceito de convergéncia de sequéncias e séries numéricas. Foram levadas em consideragédo
as dificuldades detectadas e comentadas nas andlises a posteriori da secéo 4.

Apresentaremos também um manual com orientagdes para os professores que utilizarem

a sequéncia didatica, a fim de facilitar a aplicacao das atividades.



Folha do professor Sequéncias e Séries Numéricas

Manual de instrucoes

Este manual tem como objetivo, orientar a respeito dos procedimentos que poderao ser
tomados ao aplicar a sequéncia didatica.

Para desenvolver as atividades sera necessario o software gratuito, Geogebral. A versio
utilizada nessa sequéncia didatica ¢ o “GeoGebra Classico 5, que pode ser instalado e funciona
sem a necessidade de conexdo com a Internet.

Caso os alunos desconhecam as ferramentas do software, sugerimos uma apresentacao
inicial do software.

A sequéncia de atividades € composta por nove atividades, divididas em 4 blocos.

Sugerimos que as atividades sejam aplicadas em forma de minicurso, divididas em
quatro encontros com duracéo de 12 horas.

Durante a aplicacédo das atividades o professor, podera fazer a leitura dos enunciados e
se possivel, para as atividades que constam exemplos no enunciado como instrucgdo,
desenvolver junto aos alunos, a fim de minimizar as dificuldades em relacéo ao software.

Vocé pode imprimir todos os blocos de atividades e encadernar, entregando no primeiro
encontro todas as atividades, ou separa-los e entregar um bloco em cada encontro.

Caso a quantidade de alunos exceda a quantidade de computadores disponiveis, as
atividades poderdo ser desenvolvidas em grupos, talvez as discussdes entre os integrantes de

cada grupo possam ajudar na objetivacdo das atividades.

! Disponivel em https://www.geogebra.org/download

fernando_philippi@hotmail.com 1



mailto:fernando_philippi@hotmail.com
https://www.geogebra.org/download

Folha do professor Sequéncias Numéricas

Instrucgdes para o 1° bloco

Esse bloco € composto pelas atividades 1, 2 e 3. e tem como objetivo evocar o
conhecimento prévio dos alunos em relacdo ao conceito de sequéncias, familiariza-los com a

expressdo do termo geral e com a obtencdo dos termos da sequéncia.

Atividade 1

Tempo para aplicacdo: 20 min.

A atividade visa investigar os conhecimentos referentes a definicdo de sequéncias
numéricas. E esperado que o aluno relacione uma sequéncia com o conceito de ordenagio de
nameros naturais em situacdo de contagem. Pode ser que alguns alunos respondam a primeira
pergunta dizendo que uma sequéncia ¢ uma cole¢do “finita” de nimeros. Talvez, nem todos
escrevam explicitamente isso, por esse motivo adicionamos mais quatro questdes

“provocativas”.

Atividade 2
Tempo para aplicagcdo: 120 min

O objetivo dessa atividade é familiarizar o aluno com o conceito de sequéncia numérica
e com sua representacdo na forma algébrica. E esperado que ao manipularem os termos nas
questdes 2 a 2.20, o aluno tenha condic¢des de encontrar o termo geral pedido nas questdes 2.21
a 2.25, se isso ocorrer, acreditamos que o aluno mobilizou o simbolismo de uma sequéncia
numérica. Nas questdes 2-a até 2-f propusemos o uso apenas do registro aritmético para que 0s
alunos registrassem mais 3 elementos da sequéncia. Ainda ndo fornecemos registros algébricos
para ndo dificultar o resgate da intuicdo aritmética da contagem.

Nas questdes 2.3, 2.6, 2.9, 2.12, 2.15 e 2.18, pedimos a escrita do elemento de indice
248 propositadamente, para que o aluno sinta a necessidade do registro algébrico. Talvez alguns
alunos tenham dificuldade acerca da contagem dos termos da sequéncia e da conversdo do

registro em lingua natural para o registro numérico.

fernando_philippi@hotmail.com 2
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Folha do professor Sequéncias Numéricas

Atividade 3
Tempo para aplicagéo: 40 min

Nessa atividade, colocamos as instru¢cdes no enunciado, pois acreditamos que alguns
alunos poderdo ndo lembrar o significado de “termo geral”, mesmo assim € esperado que 0s
alunos ndo demonstrem dificuldades em realizar a atividade, pois se trata da conversao do
registro algébrico para o registro numérico, o que é mais facil para o aluno.

E provavel que os alunos pecam para usar a calculadora para desenvolver os itens dessa

atividade, pois no item g pedimos o centésimo quinquagésimo quinto termo da sequéncia dada

pelo termo geral a, =(—3)”. Se isso acontecer, pergunte aos alunos: Qual a necessidade de

~ 155 .- .
calcular o valor da expresséo (-3) " ? A atividade pede para determinar o termo a,, calcular

0 valor da expressdo seria apenas um tratamento dentro do mesmo registro.

Caso eles usem a calculadora, observe que alguns alunos usaréo o registro “=" para
H ~ 155 - .
representar o valor aproximado da expressdo (—3) " registrado no visor da calculadora. Esse

ocorrido ilustra que os registros utilizados podem fazer com que o usuario cometa equivocos

conceituais.

fernando_philippi@hotmail.com 3
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Folha do aluno Sequéncias Numéricas

Com base no que vocé ja estudou até hoje, por favor, responda as questdes

seguintes.

1) O que vocé entende por sequéncia numérica? Explique com suas palavras.

1.1) Paravocé sequéncias numéricas sempre tém um primeiro termo? Explique.

1.2) Paravocé sequéncias numéricas sempre tém um ultimo termo? Explique.

Atividade 2) Para cada uma das sequéncias abaixo, complete-as com trés termos
seguintes aos que estdo indicados e explique o raciocinio empregado para determinar tais

termos:
2 1,234, .}
b) {2468, __,_ , .}
1357, __ . ..
c) { }
Q) 1,4,916, __,__,_ .}

fernando_philippi@hotmail.com 4
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Folha do aluno Sequéncias Numéricas

2.1) Qual é o décimo sétimo termo da sequéncia do item a? Como vocé o calculou?

2.2) Qual o trigésimo segundo termo da sequéncia do item a? Como vocé o calculou?

2.3) Qual o ducentésimo quadragésimo oitavo termo da sequéncia do item a? Como

vocé o calculou?

2.4) Qual é o décimo sétimo termo da sequéncia do item b? Como vocé o calculou?

2.5) Qual o trigésimo segundo termo da sequéncia do item b? Como vocé o calculou?

2.6) Qual o ducentésimo quadragésimo oitavo termo da sequéncia do item b? Como

vocé o calculou?

2.7) Qual é o décimo setimo termo da sequéncia do item ¢? Como vocé o calculou?

fernando_philippi@hotmail.com 5
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Folha do aluno Sequéncias Numéricas

2.8) Qual o trigésimo segundo termo da sequéncia do item ¢? Como vocé o calculou?

2.9) Qual o ducentésimo quadragésimo oitavo termo da sequéncia do item ¢? Como

vocé o calculou?

2.10) Qual é o décimo sétimo termo da sequéncia do item d? Como vocé o calculou?

2.11) Qual o trigésimo segundo termo da sequéncia do item d? Como vocé o calculou?

2.12) Qual o ducentésimo quadragésimo oitavo termo da sequéncia do item d? Como

vocé o calculou?

2.13) Qual é o décimo sétimo termo da sequéncia do item e? Como vocé o calculou?

2.14) Qual o trigesimo segundo termo da sequéncia do item e? Como vocé o calculou?

2.15) Qual o ducentésimo quadragésimo oitavo termo da sequéncia do item e? Como

vocé o calculou?

2.16) Qual é o décimo sétimo termo da sequéncia do item f? Como vocé o calculou?

2.17) Qual o trigésimo segundo termo da sequéncia do item f? Como vocé o calculou?
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2.18) Qual o ducentésimo quadragésimo oitavo termo da sequéncia do item f? Como

vocé o calculou?

2.19) Qual o milésimo quadringentésimo trigésimo segundo termo da sequéncia do item

f? Como vocé o calculou?

2.20) Qual é o terceiro milésimo trecentésimo trigésimo terceiro termo da sequéncia do

item f? Como vocé o calculou?

2.21) Na sua opinido existe alguma maneira de indicar qual sera o termo de uma posi¢ao

genérica qualquer da sequéncia do item a?

2.22) Na sua opinido existe alguma maneira de indicar qual serd o termo de uma posicao

genérica qualquer da sequéncia do item b?

2.23) Na sua opinido existe alguma maneira de indicar qual sera o termo de uma posicao

genérica qualquer da sequéncia do item c?

2.24) Na sua opinido existe alguma maneira de indicar qual sera o termo de uma posigao

genérica qualquer da sequéncia do item d?

2.26) Na sua opinido existe alguma maneira de indicar qual serd o termo de uma

posicao genérica qualquer da sequéncia do item f?
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Atividade 3) Paraasequénciado iteme, {1,

N
Wl

1 -
i —— } podemos indicar
(13 2 ~ 1 - 7 -
0 “termo geral” com a expressdo a, =— . Por exemplo, o quinto termo é obtido fazendo-se a
n

LN 113 b Ay Led 14 1 H H
substitui¢do de “n por 57, o décimo sétimo termo é a,, =-— e assim por diante.

A partir do exposto, liste os cinco primeiros termos de cada uma das sequéncias, cujos
termos gerais sdo dados a seguir.

a) a,=3n+1
b) a,=—
2n+1
c) a,=(=3)"
d) a- 2n-1
5n+3

e) Qual o trigésimo oitavo termo da sequéncia dada pelo termo geral do item a? Como
vocé o calculou?

f) Qual o septuagésimo sétimo termo da sequéncia dada pelo termo geral do item b?
Como vocé o calculou?

g) Qual o centésimo quinquagésimo quinto termo da sequéncia dada pelo termo geral
do item c? Como vocé o calculou?

h) Qual o trecentesimo quadragésimo oitavo termo da sequéncia dada pelo termo geral
do item d? Como vocé o calculou?
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Instrucgdes para o 2° bloco

Esse bloco é composto pelas atividades 4, 5 e 6, e tem como objetivo construir o conceito
de convergéncia de uma sequéncia numérica. As atividades exigem que se transite pelos
registros de representacfes semidticas graficas, lingua natural e simboélicas com o auxilio do

software GeoGebra.

Atividade 4

Tempo para aplicacdo: 80 min

Esta atividade tem por objetivo transitar por duas diferentes representacdes de uma
sequéncia numérica. Iniciamos apresentando a representacao algébrica e solicitamos que o
aluno produza uma representacdo grafica no plano cartesiano. Espera-se que o aluno observe
as representacdes graficas e conclua que algumas sequéncias apresentam termos que se
aproximam de um valor especifico, enquanto outras ndo apresentam esse comportamento.
Também ¢é esperado que o aluno associe o valor do n-ésimo termo da sequéncia ao valor da

ordenada de (X, y), enquanto que a abscissa X indica a posi¢cdo desse nimero na sequéncia.

Faca com os alunos o exemplo dado no enunciado da atividade, explore as ferramentas
do software, 0 uso adequado de parénteses, a fim de minimizar as dificuldades em relacdo ao
software. Ndo diga nada sobre o comportamento dos pontos representados na Janela de

Visualizacdo, deixe-0s investigar.

Atividade 5

Tempo para aplicacdo: 80 min

Esta atividade tem por objetivo representar uma sequéncia através da representagédo
gréfica de pontos (x, y) de pontos do plano e como pontos de uma reta. E esperado que o aluno
ao aumentar a quantidade de termos tenha uma intui¢cdo quanto a convergéncia da sequéncia

pelo fato de os valores da sequéncia estarem se aproximando ou se afastando uns dos outros.

Outro objetivo € verificar que para as sequéncias convergentes, o nimero real L serd o

limite da sequéncia (a,) se, para cada & >0, for possivel encontrar um niimero natural n, tal

que |a, —L|<& sempre que n>n,.
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Auxilie os alunos na configura¢do do comando controle deslizante, pois mesmo com as
instruces no enunciado, alguns alunos poderdo configurar errado, comprometendo a analise
da convergéncia da sequéncia.

Sugerimos que os itens 5.17 a 5.23 sejam trabalhados com alunos que possuem uma
maior afinidade com o software, pois acreditamos que alguns alunos apresentardo dificuldades

na construcao desses itens, o que demandaria mais tempo.

Atividade 6

Tempo para aplicacdo: 20 min

Com essa atividade pretende-se que o aluno perceba que os valores numéricos de uma
sequéncia podem ndo se aproximar de um valor fixo e por isso, a sequéncia pode ndo convergir,
ou seja, pode “divergir”. E esperado que a atividade 5 tenha sido compreendida e que tenha
contribuido para a compreensdo das representacdes graficas de sequéncias, pois isso ajudard no

desenvolvimento dessa atividade.
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Atividade 4) Pode-se considerar que uma sequéncia numérica é definida como uma
funcéo de dominio natural, f :N—>R; f(n)=a, .
Com o software GeoGebra é possivel mostrar no plano cartesiano os pares ordenados
(x,y) que descrevem graficamente o comportamento dessa fungéo, e consequentemente o
comportamento da sequéncia.
Para cada item abaixo, no campo de entrada === digite 0 comando
Sequéncia(<Expressdo>, <Variavel>, <Valor Inicial>, <Valor Final>), onde:

e Em <Expressdo> digite o par ordenado (n,a,): por exemplo, para a sequéncia cujo

. - N . 1n
termogeral é a, = n*+1, digite (n,n"2+1), para asequéncia cujo termo geral é a, :(Ej +3

, digite (n, (1/10)~ (1/ n) +3) , para a sequéncia dada por a, = (-1)" l, digite (n,(=1)~n*1/n)
n

e Em <Variavel> digite n;

e Em <Valor Inicial> digite 1;

e Em <Valor Final> digite 50;

Vocé pode aumentar os valores finais para visualizar melhor o que acontece com 0s
termos da sequéncia dando um duplo clique na sequéncia na Janela de Algebra ou na Janela

de Visualizagao.

ApOs representar a sequéncia, se necessario, clique no icone ‘ ‘%" para mover a janela

de visualizacdo, ampliar ou reduzir.

a) a,=n
b) a =+
n
c) a,=n*+1

1
d) a =(ij" +3
10

e) a, = (_1)”%
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4.1) Experimente alterar o <Valor Final> dos pontos do item a para 75 pontos, depois
para 150 pontos e visualize. Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas (as

“alturas”) dos pontos mostrados na Janela de Visualizacdo?

4.2) Altere o <Valor Final> dos pontos do item b, coloque valores maiores nesse campo

e visualize. Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos mostrados?

4.3) Altere o <Valor Final> dos pontos do item c, cologue valores maiores nesse campo

e visualize. Diga com suas palavras 0 que acontece com as ordenadas dos pontos mostrados?

4.4) Altere o <Valor Final> dos pontos do item d, coloque valores maiores nesse campo

e visualize. Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos mostrados?

4.5) Altere o <Valor Final> dos pontos do item e, cologue valores maiores nesse campo
e visualize. Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos mostrados na

Janela de Visualizagdo?
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4.6) Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos mostrados na
Janela de Algebra?

4.7) E possivel prever o que acontecera com o valor de @, da sequéncia do item a

quando o n for muito grande? Explique com suas palavras.

4.8) E possivel prever o que acontecerd com o valor de &, da sequéncia do item b

quando o n for muito grande? Explique com suas palavras.

4.9) E possivel prever o que acontecera com o valor de @, da sequéncia do item ¢

quando o n for muito grande? Explique com suas palavras.

4.10) E possivel prever o que acontecera com o valor de &, da sequéncia do item d

quando o n for muito grande? Explique com suas palavras.
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4.11) E possivel prever o que acontecera com o valor de @, da sequéncia do item e

quando o n for muito grande? Explique com suas palavras.

Atividade 5) Considerando que uma sequéncia pode ser definida como uma funcao de

dominio natural, vamos representar no plano os pontos P = (n, an), onde a abscissa do ponto

P representa a posicdo n do termo da sequéncia e o valor da ordenada representa o valor

numérico do termo de posi¢do n da sequéncia, dado por a,

a=2
—

Com o icone controle deslizante ==, crie um controle deslizante e ajuste suas
configuracdes para que tenha 0 nome n e esteja definido no intervalo 1 até 10 com incremento

1.

No campo de entrada === digite o ponto P = (n, an) e peca para habilitar Rastro

clicando com o bot4o direito do mouse em P na Janela de Algebra.

Para observar os valores assumidos por a,, vamos variar n. Na Janela de Algebra,

clique no valor de n de modo que ele fique selecionado ® »=1 | varie o valor de n utilizando

as setas do teclado e observe a distribui¢do do rastro do ponto P no plano.

Com o icone mover janela de visualizagdo u habilitado, clique sobre o eixo das
abscissas, arrastando-o no sentido de se aproximar ou afastar da origem, alterando a escala do
plano para melhor visualizacdo dos pontos da sequéncia. O mesmo podera ser feito com o eixo

das ordenadas.

L F
3 .'........0.....'..'....-0.....I..I..l......
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Outra forma de visualizacdo é a representagdo dos valores dos termos da sequéncia em
uma reta. No campo de entrada === digite o ponto S=(a,,0), e peca para habilitar
Rastro clicando com o botéo direito do mouse em S na Janela de Algebra.

Clique no valor de n de modo que ele fique selecionado ® n=1  varie o valor de n

utilizando as setas do teclado e observe a distribui¢éo do rastro do ponto S no eixo horizontal.

02
015
0

0.05

[
[
L 2
L ]
[

b

p
L 3

p
L

-005 o 0.05

o
o
o
o
i
o
b
h

0.3 [}

5.1) Crie o ponto S :(nTH'OJ , digite no campo de entrada S =((n+1)/n,0) e na

Janela de Algebra habilite o seu rastro. Clique no valor de n de modo que ele fique selecionado
® n=1 varie o valor de n utilizando as setas do teclado e observe a distribuicdo do rastro do
ponto S no eixo horizontal.

5.2) O que esta acontecendo com a posicao do ponto S no eixo horizontal?

n=1
-

5.3) Na Janela de visualizacdo, de um duplo clique no controle deslizante eem

intervalo méaximo altere para 50. ™ * . Feche a janela de configuracdo e explore os valores
até 50. E agora, com suas palavras, o que esta acontecendo com a posi¢do do ponto S no eixo

horizontal?
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i

habilitado, clique sobre o eixo horizontal arrastando-o0 no

R

sentido de se afastar da origem e altere a escala para 0.1. Habilite a ferramenta mover &= e

5.4) Com a ferramenta

na Janela de Algebra clique no valor de n de modo que ele fique selecionado ® n=1  varie o
valor de n utilizando as setas do teclado. E agora, com suas palavras o que esta acontecendo

com a posic¢éo do ponto S no eixo horizontal?

5.5) Intuitivamente, dizer que um ndmero real L € limite da sequéncia (an) significa
afirmar que a medida que o indice n cresce, 0s termos a, tornam-se e se mantém tao proximos
de L quanto quisermos. Dizer isso, significa que |a, —L | torna-se inferior a qualquer nimero
positivo épsilon (g) por menor que ele seja, desde que facamos o indice n suficientemente

grande.

a n+1 . . , .
e Paraasequéncia a, =| —— | do item anterior o nimero real L seré o valor para onde
n

a sequéncia esta se aproximando.

e No campo de entrada ===_____ digite o ponto A:(L,O) substituindo o valor de

L pelo encontrado no item 5.4.

' e em

]
n

.

e Na Janela de visualizacdo, de um duplo clique no controle deslizante

intervalo méaximo altere para 2000.

e Com o icone controle deslizante \ﬂ crie um controle deslizante e ajuste suas
configuragdes para que tenha o nome “epsilon” e esteja definido no intervalo “min=0.0001",
“max=0.1" com incremento 0.0001.

e No campo de entrada === digite I=Segmento((L-epsilon,0),(L+epsilon,0)),
substituindo o valor de L pelo encontrado no item 5.4.

e Clique com o botdo direito do mouse sobre | na Janela de Algebra e escolha

Propriedades. V4 em “estilo” e altere para espessura 9 e em “cor” altere para vermelha.
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e Clique com o boto direito do mouse sobre S na Janela de Algebra e desabilite o seu

rastro.

e Agora, vamos comecar um “Teste de Gato e Rato”. Eu professor, contra vocé aluno.

5.6) Eu QUERO que o valor de épsilon seja 0.1. Faca ele assumir esse valor em seu

controle deslizante. Investigue a partir de que valor N, o ponto S :(an,O) pertence ao

intervalo | :(L—g, L+e). Para fazer essa investigacdo use a ferramenta ampliar eo

controle deslizante para aumentar o valor de n.

e Quando vocé desconfiar que para n> N, 0 ponto S pertence ao intervalo | use a

ferramenta Relacao.

I

Ferramentas Janela Ajuda

w ||| (*3
2]

&)

a=2
~—

Q)

Ed

b Janela de Visu 2
{‘-/:o‘ Angulo

n=10
L .
0.08 @ 1% Angulo com Amplitude Fixa

cm
008 / Distancia, Comprimento ou Perimetro

cm? 5
Area

0.04
A Inclinacio

0.0z {1,2} Lista

aib Relacio

0.86 0.88 =/
\/ Inspetor de Funcies

e Com essa ferramenta ativada, clique no ponto S e no segmento | na Janela de

Algebra. O Geogebra mostrara uma janela de resposta.

o Esta resposta podera ser afirmativa como mostrada na seguinte ilustrag&o.

|£| Relagdo = 6 =
S pertence al Mais
(verificado numericamente)
OK
005 I 108 11 118 12 125
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e Ou negativa, como mostrada a seguir

| £ Relagdo = B %

S ndo pertence al
(verificado numericamente)

e Depois que obtiver a resposta feche a janela da ferramenta Relacé&o.

5.7) Qual € o N, que vocé encontrou?

5.8) Agora eu QUERO que &£=0.01. Descubra N,tal que para n>N, o ponto
S=(a,,0) pertencaa | =(L—¢,L+¢).

5.9) Qual é o N, que vocé encontrou?

5.10) Agora eu QUERO que £=0.001. Descubra N,tal que para n>N, o ponto
S=(a,,0) pertencaa | =(L—¢,L+¢).

5.11) Qual é 0 N, que vocé encontrou?

5.12) Vocé conseguiria tornar os pontos S =(an,0) tdo pertos do nimero L quanto

EU QUEIRA?
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5.13) Se eu fixar arbitrariamente um & extremamente pequeno, VOCE conseguira

determinar um indice N, a partir do qual os pontos S = (an,O) ficam proximos de L distando

no maximo a medida &?

n+1
5.14) Crie o ponto P = (nTj , digite no campo de entrada P =(n,(n+1)/n).

5.15) Diga com suas palavras 0 que esta acontecendo com os valores dos termos da

sequéncia? Estdo se aproximando de algum valor?

1

o
I

5.16) Na Janela de visualizacdo, de um duplo clique no controle deslizante eem
intervalo méaximo altere para 50. ™ . Feche a janela de configuracao e explore os valores

até 50. E agora, com suas palavras, 0 que esta acontecendo com o valores dos termos da

sequéncia?

. n+1 i .
5.17) Para a sequéncia representada pelos pontos P = (nTJ , clique com o botéo
direto do mouse em P e desabilite o rastro.

e Com o icone mover janela de visualizagdo \ﬂ habilitado, clique sobre o eixo das
abscissas, arrastando-o no sentido de se aproximar da origem, alterando a escala do plano para
melhor visualizagdo dos objetos que serdo construidos. O mesmo podera ser feito com o eixo
das ordenadas.

e No campo de entrada === digite J=Segmento((0, L-epsilon),(0, L+epsilon)),
substituindo o valor de L pelo encontrado no item 5.16.

e Clique com o botdo direito do mouse sobre J na Janela de Algebra e escolha

Propriedades. Va em “estilo” e altere para espessura 9 e em “cor” altere para verde.
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e No campo de entrada == digite y=Lsubstituindo o valor de L pelo
encontrado no item 5.16.

e No campo de entrada === digite y =L —epsilon substituindo o valor de L
pelo encontrado no item 5.16.

e Na Janela de visualizagcdo clique com o botdo direito do mouse sobre a reta

y =L —epsilon e escolha Propriedades. V4 em “estilo” e altere o estilo da linha para
“pontilhado”.

e No campo de entrada === digite y =L +epsilon substituindo o valor de L
pelo encontrado no item 5.16.

e Na Janela de visualizacdo clique com o botdo direito do mouse sobre a reta

y=L+epsilon e escolha Propriedades. V4 em “estilo” e altere o estilo da linha para
“pontilhado”.

e No campo de entrada === digite y=y(P). Note que a reta y=y(P)é a
projecdo o ponto P sobre o eixo .

¢ NaJanela de visualizacéo clique com o botéo direito do mouse sobre areta y = y(P)

e escolha Propriedades. Va em “estilo” e altere o estilo da linha para “pontilhado”.

e No campo de entrada === digite o ponto B = (0, y(P)) determinando o ponto

de intersecdo entre areta y = y(P) e 0 eixo .

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
A . O o/[[a=2

~ Janezla de Algebra | » Janela de Visualizagéo

Sl Ex fer n=22

® n=22 ] 1.1

® 5-(1.050) L

@ epsilon=0.01 epsilan = 0.01

® A-(1,0) = 1084

® 1=0.03

® P=(22,1.05)

® fy=1.01

® g:y=099 1oa

@ J=0.03 B P

® p:y=1.05 P 104

@ B=(0,1.05)
1.02

h
g J

[of="
095
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5.18) Eu QUERO que o valor de épsilon seja 0.1. Faca ele assumir esse valor em seu

controle deslizante. Investigue a partir de que valor N, o ponto P=(n,an) pertence ao
intervalo J =(L—¢,L+¢).

e Observe ao aumentar o valor de n no controle deslizante o ponto P=(n,a,) se

desloca para direita. Com a ferramenta habilitada arraste a tela para esquerda até localizar

o ponto P e verifique se ele esta dentro da faixa (L —-& L+ g).

e Quando vocé desconfiar que para n> N, 0 ponto P pertence ao intervalo J use a

ferramenta Relag&o selecionando o ponto B e 0 segmento J na janela de Algebra.

5.19) Qual éo N, que vocé encontrou?

5.20) Agora eu QUERO que &£=0.01. Descubra N,tal que para n>N, o ponto
P=(n,a,) pertencaa J =(L—¢,L+¢).

5.21) Qual é 0 N, que vocé encontrou?

5.22) Vocé conseguiria tornar os pontos P =(n,an) tdo pertos do nimero L quanto

EU QUEIRA?

5.23) Se eu fixar arbitrariamente um ¢ extremamente pequeno, VOCé conseguira

determinar um indice N, a partir do qual os pontos P = (n, an) ficam proximos de L distando

no maximo a medida £?
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n+1
5.24) Vamos criar o0 ponto Qz[O,Tj, digite no campo de entrada

Q= (0, (n+1)/ n) e na Janela de Algebra habilite o seu rastro. Clique no valor de n de modo

que ele fique selecionado ® n=1 | varie o valor de n utilizando as setas do teclado e observe a

distribuicdo do rastro do ponto Q no eixo vertical.

5.25) O que esta acontecendo com a posic¢ao do ponto Q no eixo vertical?

<

5.26) Com a ferramenta === habilitado, clique sobre o eixo horizontal arrastando-o

R

no sentido de se afastar da origem e altere a escala para 0.1. Habilite a ferramenta mover
e na Janela de Algebra clique no valor de n de modo que ele fique selecionado ® n=1 | varie
o valor de n utilizando as setas do teclado. E agora, com suas palavras, o que esta acontecendo

com a posi¢éo do ponto Q no eixo vertical?

1

g e

’\I 0

5.27) NaJanela de visualizacdo, dé um duplo clique no controle deslizante
em intervalo maximo altere o valor para 100. Analise a sequéncia. Depois altere o valor madximo
para 250 e analise a sequéncia. Depois altere o valor maximo para 500 e analise a sequéncia. E

agora o que vocé observou sobre os valores da sequéncia?

5.28) O que vocé percebeu em relacédo aos pontos P, Q e S, quando varia os valores

de n? Explique com suas palavras.
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5.29) Com base em suas observacOes, 0 que vocé pode dizer sobre os valores

numericos de @, quando n assume valores cada vez maiores?

Atividade 6) Considere a sequéncia de termo geral an:(n—l)z, explore o

comportamento dessa sequéncia utilizando os recursos indicados na atividade 5, crie o controle
deslizante com intervalo de 1 até 50 e incremento 1 e no campo de entrada digite o ponto
P=(,(n-)"2) e Q=(0,(n-1)"2).

<

6.1) Com a ferramenta habilitada, clique sobre os eixos arrastando-o0s no sentido

R

de se aproximar da origem e alterando a escala do plano. Habilite a ferramenta mover &= e

na Janela de Algebra clique no valor de n, de modo que ele fique selecionado ® n=1 | varie 0
valor de n utilizando as setas do teclado.

n=1

L

6.2) Com duplo cligue no controle deslizante altere o intervalo méaximo para 100,
e explore o que acontece. Depois altere 0 maximo para 250 explore o que acontece. De depois
altere o maximo para 500 e explore o que acontece.

6.3) Altere o valor maximo de n conforme o item 6.2 e observe as ordenadas dos pontos

P e Q representados na Janela de Algebra. Com base em suas observagdes, o que vocé pode

dizer sobre os valores numéricos das ordenadas dos pontos P e Q representados na Janela de

Algebra? Esses valores se aproximam de algum valor fixo?
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1

E
n

.

6.4) Com duplo clique no controle deslizante altere o intervalo maximo para
1000, e explore 0 que acontece. Depois altere 0 maximo para 2000 explore o que acontece. E

agora o que esta acontecendo com os valores numéricos das ordenadas dos pontos Pe Q

representados na Janela de Algebra?
6.5) Escreva com suas palavras o que vocé acredita que acontega com 0s pontos da

sequéncia quando se considera n assumindo valores cada vez maiores?
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Instrucdes para o 3° bloco

Esse bloco é composto pela atividade 1 e tem como objetivo, conhecer, reconhecer e

aplicar a notacdo de somatoria.

Atividade 1

Tempo para aplicacdo: 180 min

O objetivo dessa atividade é estimular o uso de diferentes registros para que os alunos
percebam a distingdo entre o objeto matematico (significado ou conceito) e 0s registros
utilizados para representa-lo (significantes). Esperamos que esses tratamentos permitam a
construcdo do conceito de somatoria.

Inicialmente, propomos itens sem a compreensao do significado dos registros utilizados,
isso € proposital. Trata-se de uma transforma¢do meramente “sintatica” nos registros.
Esperamos que isso auxilie os alunos na manipulacdo meramente formal dos registros e que,
guando os registros estiverem associados a operacdes matematicas, elas sejam efetuadas com
maior comodidade. Alguns alunos poderdo solicitar a verificagdo (conferéncia) dessas
atividades, se isso ocorrer, releia as instrugdes e auxilie 0 aluno no inicio do “desenvolvimento”
da notacdo. Acreditamos que isso ndo causard interferéncia no desenvolvimento da sequéncia
didatica.

Nas atividades de 1.3 até 1.6 fornecemos o registro em lingua natural para que o aluno
0 converta para o registro numérico e forneca o valor numérico. Acreditamos que alguns alunos
poderdo, por sua propria iniciativa, converter o registro em lingua natural para o registro
algébrico (conciso) antes de escrever o registro numérico. Caso iSso ocorra, veremos que a
sequéncia esta atingindo alguns de seus objetivos iniciais.

E provavel que nos itens 1.1 e 1.7 alguns alunos tenham um pouco de dificuldade para
determinar a forma concisa, pois se trata de uma conversao do registro numerico para o registro

algébrico, o que é uma operacdo cognitiva mais dificil para o aluno.

fernando_philippi@hotmail.com 25



mailto:fernando_philippi@hotmail.com

Folha do aluno Séries Numéricas

5
Atividade 1) Vamos lhe explicar como transformar a notacdo concisa kA_l(k+1) para

uma nota¢do ‘“aberta”. Nao se preocupe com o significado matematico, apenas siga as
5
instrucdes para a manipulagdo dos registros. Para “abrir” a expressao kél(k-l- 1) vocé deve fazer

0 seguinte. Escreva a expressdo (k+1) substituindo K pelo primeiro niimero que aparece na
parte inferior da notagéo, neste caso 1. Escreva o simbolo A que aparece na notagdo. Escreva
novamente a expressao substituindo o valor de k pelo préximo natural, neste caso 2. Escreva
o simbolo A. Escreva novamente a expressao substituindo o valor de K pelo proximo natural.

Escreva o simbolo A. Continue o processo até atingir o valor k=5 descrito na parte superior
da notacdo. Assim teremos:

A(k+1) = L+DAQR+ DAG+DA(4+1)A(5+1)

N&o se preocupe em obter um resultado a partir do que esta escrito. O que esta a esquerda
do sinal de igual € a escrita da expressdo na sua forma concisa, e 0 que esta escrito a direita da
expressao ¢ o seu desenvolvimento (ou sua forma “aberta”).

Vejamos outro exemplo.

4
O desenvolvimento da expressdo O(3i—2) é:
i=2

OF

(3i-2)=(3-2-2)0(3-3-2)0(3-4-2)

i=2

Com base nas orientacdes, desenvolva as expressfes seguintes:

10
a) oo (k+1)
k=1
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1.1) Para cada um dos desenvolvimentos, escreva-o na sua forma concisa.

a) (2-3-5) A (2-4-5) A (2-5-5) A (2-6-5)

b) (1+1) .(1%) '[1&]. (1%) .[HEJ

3 5

9 (Ps Pl e
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1.2) Alguns simbolos matematicos sdo usados para representar algumas operacgdes entre

termos de uma sequéncia, por exemplo, 0s mais comuns sao:

e O simbolo H tém como significado uma multiplicacdo (Produtdria);
e O simbolo U tém como significado a unido;

e O simbolo Z tém como significado uma adicdo (Somatdria).

n
Considere a notagaoz f (k). Os nimeros i e n sdo chamados respectivamente limite
k=i
inferior (valor inicial) e limite superior (valor final) do somatério e a letra k é chamada indice

5

do somatdrio. Por exemplo, para a somatdria Z (2k +3) temos o seguinte desenvolvimento:
k=1

ZS:(2k+3)=(2-1+3)+(2~2+3)+(2~3+3)+(2-4+3)+(2-5+3)

k=1
=(2+3)+(4+3)+(6+3)+(8+3)+(10+3)
=5+7+9+11+13
=45
Usando essa notacio, desenvolva (ou “abra”) as expressoes, e calcule o seu valor

NUMEérico.

b) i(Zm +1)
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9 Y (2j+1)

j=0

Q) 30E)

1.3) Considerando a sequéncia dos numeros naturais, determine a soma dos dez

primeiros termos. Explique como vocé fez para calcular essa soma.

1.4) Considerando a sequéncia dos nimeros naturais pares, determine a soma dos dez

primeiros termos. Explique como vocé fez para calcular essa soma.

1.5) Considerando a sequéncia dos numeros naturais impares, determine a soma dos dez

primeiros termos. Explique como vocé fez para calcular essa soma.
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1.6) O inverso multiplicativo de um nudmero inteiro positivo né =, sendo assim
n

considerando a sequéncia dos nimeros inteiros positivos, determine a soma dos dez primeiros

inversos multiplicativos. Explique como vocé fez para calcular essa soma.
1.7) Use a notacdo de somatorio (notacéo concisa) para representar as somas.
a) 1+2+3+4+5+6+7+8+9+10
b) 2+4+8+16+32+64+128

3

) (2°+(3)+(4)’+(5)

d) (O+(D+@Q)+()+@Q)+ (L) +O+ (D) + @)+ (1) + @)+ (1)

> BHE-GHEHAHE

) (%]+(1;oj+[1olc>oj+(1ocl>ooj

h) (0,3)+(0,03)+(0,003)+(0,0003)+...
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Instrucgdes para o 4° bloco

Esse bloco € composto pelas atividades 2 e 3 e tem como objetivo explorar a
convergéncia ou divergéncia de séries infinitas a partir da sequéncia das somas parciais.

Para a atividade 3, devido as limitacbes do software Geogebra, sugerimos a utilizagdo
do software gratuito wxMaxima® que oferece uma maior eficiéncia de calculo, pois permite
trabalharmos com um numero maior de casas decimais que o Geogebra, sendo assim
elaboramos a atividade 4 e deixaremos como material opcional, disponivel no final das

atividades da sequéncia didatica.

Atividade 2

Tempo para aplicacdo: 100 min

O objetivo dessa atividade é investigar a convergéncia e divergéncia de séries
numéricas, com base na convergéncia da sequéncia das somas parciais dos termos da série.
Outro objetivo é verificar que uma série s sera convergente se a sequéncia do termo geral
convergir para zero, mas que isso ndo é suficiente e nao garante a convergéncia da série.

Construa junto com os alunos o Modelol.ggb, descrito nas instrucdes da atividade, pois
alguns alunos poderao ter dificuldades com as ferramentas do software ou com o uso adequado

dos parénteses.

Atividade 3

Tempo para aplicacdo: 80 min

Essa atividade tem por objetivo, investigar a convergéncia de séries numeéricas,
transitando pelas representacdes numeérica, grafica e algebrica. Inicialmente apresentamos uma
série numérica em sua forma desenvolvida e solicitamos que os alunos fagam a conversao para
sua forma concisa (somatéria). E esperado que os alunos tenham dificuldades em realizar a

conversao, pois requer uma postura investigativa do aluno, sendo assim, colocarmos a forma

3 Disponivel em disponivel em
https://wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima/download.html
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concisa das somas da atividade 3, nas atividades (3.1), (3.7), (3.12) e (3.16) para ndo
comprometer a sequéncia didatica.

Utilizamos séries que possam levar a uma conclusdo aparentemente rapida de possivel
convergéncia ou divergéncia, pois é possivel que as limitacbes do software provoguem
confusdes acerca dos valores de aproximacao da sequéncia do termo geral e da sequéncia das
somas parciais. Se isso ocorrer sugerimos a aplicagdo da atividade 4, utilizando o software

wxMaxima que possui uma melhor eficiéncia de calculo.

Atividade 4

Tempo para aplicacdo: 60 min

Essa atividade tem como objetivo investigar a convergéncia ou divergéncia das séries
apresentadas na atividade 3 através do software wxMaxima, confrontando as respostas dadas
pelos alunos na atividade 3. Ficara a seu critério a utilizacdo dessa atividade na sequéncia
didatica, se utilizar, construa junto com os alunos o exemplo apresentado nas instrucdes da

atividade, isso minimizara as dificuldades nos demais itens da atividade.
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Atividade 2) Uma soma de todos os termos de uma sequéncia infinita &, tal como

a+a,+a,+---+a,+--- , échamada de série infinita, ou simplesmente série. Usando a notacéo

0
de somatorio, podemos escrever, sua forma concisa, como Z a, . Os numeros &,,d,,a, e assim
k=1

por diante sdo chamados de termos da série e @, o termo geral da série.

0
A soma S, dos primeiros n termos de uma série Zak € chamada de n-ésima soma
k=1

parcial da série assim S, =a,, S, =@, +4a,,S; =@, +a, +a, e assim por diante.

Se asequéncia S, =a, +a, +---+a_ , +a, das somas parciais da série infinita converge
para o numero real S, dizemos que a série infinita converge e sua soma e S.

Assim, na impossibilidade de adicionarmos “infinitos” ntimeros @, analisamos as

somas parciais e investigamos se essas somas parciais se aproximam de algum ndmero real S.

Caso haja esse comportamento, diremos que a série converge para o nimero S.

Com o software Geogebra é possivel investigar o comportamento das sequéncias @, ,

dos termos da série, e S, das somas parciais. Vejamos como.

Vamos construir um arquivo com um procedimento padrdo que sera feito para a série

= 3k L, i _ .
Z , mas que vocé faré posteriormente para analisar outras séries.
k*+2
k= K-+
Procedimento padréo 1:
Abra um arquivo novo no GeoGebra.

Salve esse arquivo com o0 nome “Modelol.ggb”

a=2
——

Com a ferramenta controle deslizante, crie um controle deslizante e ajuste suas

configuracdes pra que tenha o nome n e esteja definido no intervalo de 1 até 50 com incremento
1.

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

4

AL

Fw
[®])
S

Na barra de ferramentas E

arredondamento e altere o valor para 15 casas decimais.

va em opcoes,
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) ) . .S 3k
Para criar esse arquivo vamos analisar a série Z k2 5 .
k=1 K-+

No campo de entrada digite: a(k) = (3*k)/(k"2+2) e aperte Enter.

Vocé vera essa definicdo na Janela de Algebra e vera o grafico dessa fungdo na Janela

de Visualizagdo. Na Janela de Algebra, clique na “bolinha” ao lado do registro de a(k) para

3k

a(k) = 132

esconder o grafico.
Vamos criar um comando para representar os termos da série no plano cartesiano, para
isso digite o seguinte comando:
Lista = Sequéncia( (k, a(k)), k, 1, n).
Ao apertar Enter vocé vera, na Janela de Algebra, o registro ® Lista={(1,1)} |

Essa construcéo Ihe permite visualizar os termos @, da serie, seus valores sdo ilustrados

pelas ordenadas dos pontos mostrados na tela.

Vamos calcular o valor das somas parciais, para isso digite no campo de entrada o
comando:

s n=Soma(a(k), k, 1, n).

Observe que na Janela de Algebra a soma esta representada por S, .

R

Habilite a ferramenta mover e na Janela de Algebra clique no valor de n de modo

que ele figque selecionado ® »=1 varie o valor de n utilizando as setas do teclado. Se

necessario, use a ferramenta ‘ ‘%" para mover a janela de visualizacdo, ou ampliar ou reduzir a
escala do eixo das abscissas.

Vocé vera na tela do GeoGebra ilustracdes parecidas com a seguinte.

€2 Modelo1.ggb - O X

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

. -

B B PR R So) (%) ZA NN B3 3
) Janela de Algebra X/ | » Janela de Visualizagao X
® n=6
3k =
a(k) = erz
® Lista={(1,1),(2,1),(3,0.81818| ,
S, =4.514088250930357

E]
n
@

L

< > o 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Entrada
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A medida que vocé aumenta os valores de n, pode-se observar o comportamento
numérico (com 15 casas decimais) das somas parciais §,.
Pode-se também ilustrar o valor numérico das somas parciais no plano cartesiano. Para

fazer isso digite, no campo de entrada o comando:

SomaParcial_n=(n,s_n).

Explorando a variagdo de n com o controle deslizante ou com as setas do teclado vocé
vera em sua tela ilustracdo semelhante & mostrada a seguir.

€2 Modelol.ggb

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

O

X

Entrar...

&] &AL >l elo] £ = ¢

» Janela de Algebra

X

® n=4
3k
k)= ———
alk) =512
@ Lista={(1, 1), (2, 1), (3, 0.81818
S, =3.484848484848485

@ SomaParcial = (4, 3.484848484

» Janela de Visualizagéo

5

4

SomaParcial
° n

3 @ L - L 4|

< > |0 1 2 3 a 5 [ 7 8 9 Aot -HHtH-H a5 -H-Hs
Entrada:

Nessa ilustracdo podemos perceber o valor numérico da quarta soma parcial na Janela
de Algebra e sua representacdo geométrica como a ordenada do ponto SomaParcial, mostrado
na Janela de Visualizacéo.

Essa € a construcdo ou procedimento padrdo para analisar o comportamento das somas
parciais de uma série.

Salve esse arquivo Modelol.ggb para posterior utilizacao.

VVamos considerar algumas séries para realizar atividades de exploragdo. Vocé devera

utilizar o arquivo Modelo1.ggb e fazer algumas modificagdes nele a medida que for realizando
as atividades 2.1, 2.2, 2.3, etc.

(1
2 3z

= 1
) 2. k(k+1)

k=1
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=15
2 Z|<2+9|<+2o

k=1

0y

2.1) Abra o arquivo Modelol.ggb e o salve com 0 nome Item_a.ggb.

Dé um duplo-clique sobre a definicio de a(k) na Janela de Algebra e altere a definigdo

e 1 ] «
do termo geral para que expresse o termo geral da série Z(F) Apbds a correcdo aperte
k=1

Enter. Vocé deve observar na Janela de Algebra a definicdo a(k) = % :

<

Com a ferramenta

habilitada, clique sobre o eixo das abscissas arrastando-o no

sentido de se aproximar da origem e alterando a escala do plano. Habilite a ferramenta mover

R

e na Janela de Algebra clique no valor de nde modo que ele fique selecionado ® n=1
explore o valor de n utilizando as setas do teclado.

2.2) Diga com suas palavras o que estd acontecendo com os valores dos termos da

sequéncia do termo geral a, ? E com os termos da sequéncia das somas parciais $S,?

2.3) Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos das somas

parciais na Janela de Algebra?
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2.4) Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos do termo geral

a, representados no registro “lista” na Janela de Algebra.

1

E]
1

"\

2.5) Com duplo clique no controle deslizante * altere 0 maximo para 100, e

explore o que acontece. Depois altere 0 maximo para 250 explore o que acontece. Depois altere

0 maximo para 500 explore o que acontece E agora, com suas palavras, o que esta acontecendo

com o valores dos termos da sequéncia do termo geral @, ? E com os termos da sequéncia das

somas parciais S,? Salve o arquivo.

2.6) Abra o arquivo Modelol.ggb e o salve com o nome Item_b.ggb.

Dé um duplo-clique sobre a definicdo de a(k) na Janela de Algebra e altere a definigdo

do termo geral para que expresse o termo geral da série Zﬁ Apds a correcdo aperte
k=1 +
Enter. Vocé deve observar na Janela de Algebra a definicdo a(k) = ﬁ
+

i

Com a ferramenta habilitada, clique sobre o eixo das abscissas arrastando-o no

sentido de se aproximar da origem e alterando a escala do plano. Habilite a ferramenta mover

R

e na Janela de Algebra clique no valor de nde modo que ele fique selecionado ® n=1

explore o valor de n utilizando as setas do teclado.

2.7) Diga com suas palavras o que esta acontecendo com os valores dos termos da

sequéncia do termo geral &, ? E com os termos da sequéncia das somas parciais S,?
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2.8) Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos das somas

parciais na Janela de Algebra?

2.9) Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos do termo geral

a, representados no registro “lista” na Janela de Algebra.

n=1
=t

2.10) Com duplo clique no controle deslizante ® altere o intervalo maximo altere
para 100, e explore o que acontece. Depois altere 0 maximo para 250 explore o que acontece.
Depois altere 0 maximo para 500 explore o que acontece. Depois altere 0 maximo para 1000

explore o que acontece. E agora, com suas palavras, o que esta acontecendo com o valores dos
termos da sequéncia do termo geral &, ? E com os termos da sequéncia das somas parciais S,?

Salve o arquivo.

2.11) Abra o arquivo Modelol.ggb e o salve com o0 nome Item_c.ggb.
Dé um duplo-clique sobre a definicdo de a(k) na Janela de Algebra e altere a definigdo

< 15
do termo geral para que expresse o termo geral da série Zz— . Ap0s a correcdo aperte
= k“+9k+20
Enter. Vocé deve observar na Janela de Algebra a definicdo a(k) = ZL .
k“+9k +20

<

Com a ferramenta habilitada, clique sobre o eixo das abscissas arrastando-0 no

sentido de se aproximar da origem e alterando a escala do plano. Habilite a ferramenta mover

R

e na Janela de Algebra clique no valor de nde modo que ele fique selecionado ® n=1

explore o valor de n utilizando as setas do teclado.
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2.12) Diga com suas palavras o que estd acontecendo com os valores dos termos da

sequéncia do termo geral &, ? E com os termos da sequéncia das somas parciais S,?

2.13) Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos das somas
parciais na Janela de Algebra?

2.14) Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos do termo

geral &, representados no registro “lista” na Janela de Algebra.

n=1

2.15) Com duplo clique no controle deslizante ® altere o intervalo maximo altere
para 100, e explore o que acontece. Depois altere 0 maximo para 500 explore o que acontece.
Depois altere 0 maximo para 1000 explore o que acontece. Depois altere 0 maximo para 5000
explore o que acontece. E agora, com suas palavras, o que esta acontecendo com o valores dos

termos da sequéncia do termo geral &, ? E com os termos da sequéncia das somas parciais S,?

Salve o arquivo.

2.16) Abra o arquivo Modelol.ggb e o salve com o0 nome Item_d.ggb.

Dé um duplo-clique sobre a definicdo de a(k) na Janela de Algebra e altere a definigdo

o k
do termo geral para que expresse o termo geral da série Z(Zj . Apds a correcdo aperte Enter.
k=1

k
Observe na Janela de Algebra a definigdo a(k) = (%j :
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i

Com a ferramenta habilitada, clique sobre os eixos arrastando-o0 no sentido de se

R

aproximar da origem e alterando a escala do plano. Habilite a ferramenta mover =34 e na

Janela de Algebra clique no valor de nde modo que ele fique selecionado ® »=1  explore o
valor de n utilizando as setas do teclado.

2.17) Diga com suas palavras o que estd acontecendo com os valores dos termos da

sequéncia do termo geral &, ? E com os termos da sequéncia das somas parciais S,?

2.18) Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos das somas

parciais na Janela de Algebra?

2.19) Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos do termo

geral @, representados no registro “lista” na Janela de Algebra.

1

n o
)

L

g altere o intervalo maximo altere

2.20) Com duplo clique no controle deslizante
para 100, e explore o que acontece. Depois altere 0 maximo para 500 explore 0 que acontece.
Depois altere 0 maximo para 1000 explore o que acontece. Depois altere 0 maximo para 5000

explore 0 que acontece. E agora, com suas palavras, o que esta acontecendo com o valores dos
termos da sequéncia do termo geral &, ? E com os termos da sequéncia das somas parciais S,?

Salve o arquivo.
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2.21) Abra o arquivo Modelol.ggb e o salve com o0 nome ltem_e.ggb.

Dé um duplo-clique sobre a definicdo de a(k) na Janela de Algebra e altere a definigdo

& (k+1 ) .
do termo geral para que expresse o termo geral da série Z(—j Apds a correcdo aperte

al K
. . k+1
Enter. Observe na Janela de Algebra a definicdo a(k) =——.
Com a ferramenta < habilitada, clique sobre os eixos arrastando-o0 no sentido de se
aproximar da origem e alterando a escala do plano. Habilite a ferramenta mover 5, e na

Janela de Algebra clique no valor de nde modo que ele fique selecionado ® »=1  explore o
valor de n utilizando as setas do teclado.

2.22) Diga com suas palavras o que estd acontecendo com os valores dos termos da

sequéncia do termo geral &, ? E com os termos da sequéncia das somas parciais S,?

2.23) Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos das somas

parciais na Janela de Algebra?

2.24) Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos do termo

geral @, representados no registro “lista” na Janela de Algebra.

1

2.25) Com duplo clique no controle deslizante altere o intervalo maximo altere

]
n

.

para 100, e explore o que acontece. Depois altere 0 maximo para 500 explore o que acontece.
Depois altere 0 maximo para 1000 explore o que acontece. Depois altere 0 maximo para 5000

explore o que acontece. E agora, com suas palavras, o que esta acontecendo com o valores dos
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termos da sequéncia do termo geral a, ? E com os termos da sequéncia das somas parciais S,?

Salve o arquivo.

2.26) Abra o arquivo Modelol.ggb e o salve com o nome Item_f.ggb.

Dé um duplo-clique sobre a definicdo de a(k) na Janela de Algebra e altere a definigdo

oo 1
do termo geral para que expresse o termo geral da série Z—

% Apds a correcdo aperte Enter.
k=1

Observe na Janela de Algebra a definicdo a(k) = % .

<

Com a ferramenta habilitada, clique sobre os eixos arrastando-0 no sentido de se

R

aproximar da origem e alterando a escala do plano. Habilite a ferramenta mover =4 e na

Janela de Algebra clique no valor de nde modo que ele fique selecionado ® »=1 | explore o
valor de n utilizando as setas do teclado.

2.27) Diga com suas palavras o que estad acontecendo com os valores dos termos da

sequéncia do termo geral &, ? E com os termos da sequéncia das somas parciaiss$, ?

2.28) Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos das somas

parciais na Janela de Algebra?

2.29) Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos do termo

geral @, representados no registro “lista” na Janela de Algebra.
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1

'\I i

2.30) Com duplo clique no controle deslizante altere o intervalo maximo altere

para 100, e explore o que acontece. Depois altere 0 méximo para 500 explore 0 que acontece.
Depois altere 0 maximo para 1000 explore o que acontece. Depois altere 0 maximo para 5000

explore o que acontece. E agora, com suas palavras, o que esta acontecendo com o valores dos
termos da sequéncia do termo geral a, ? E com os termos da sequéncia das somas parciais S,?

Salve o arquivo.

2.31) Abra o arquivo Modelol.ggb e o salve com o0 nome ltem_g.ggb.

Dé um duplo-clique sobre a definicdo de a(k) na Janela de Algebra e altere a definigdo

e 1 ] «
do termo geral para que expresse o termo geral da série ZW Apbs a corregdo aperte Enter.
k=1

Observe na Janela de Algebra a definicdo a(k) = le5 .

<

Com a ferramenta habilitada, clique sobre os eixos arrastando-0 no sentido de se

R

aproximar da origem e alterando a escala do plano. Habilite a ferramenta mover =4 e na

Janela de Algebra clique no valor de nde modo que ele fique selecionado ® »=1 | explore o
valor de n utilizando as setas do teclado.

2.32) Diga com suas palavras o que estad acontecendo com os valores dos termos da

sequéncia do termo geral &, ? E com os termos da sequéncia das somas parciaiss$,?

2.33) Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos das somas

parciais na Janela de Algebra?
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2.34) Diga com suas palavras o que acontece com as ordenadas dos pontos do termo

geral &, representados no registro “lista” na Janela de Algebra.

1

n o
J

2.35) Com duplo clique no controle deslizante altere o intervalo maximo altere

para 100, e explore o que acontece. Depois altere 0 méximo para 500 explore 0 que acontece.
Depois altere 0 maximo para 1000 explore o que acontece. Depois altere 0 maximo para 5000

explore o que acontece. E agora, com suas palavras, o que esta acontecendo com o valores dos
termos da sequéncia do termo geral a, ? E com os termos da sequéncia das somas parciais S,?
Salve o arquivo.

2.36) E possivel prever o que acontecera com o valor de S, da série do item a quando o

n for muito grande? Explique com suas palavras.

2.37) E possivel prever o que acontecera com o valor de S, da série do item b quando o

n for muito grande? Explique com suas palavras.

2.38) E possivel prever o que acontecera com o valor de S, da série do item ¢ quando o

n for muito grande? Explique com suas palavras.
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2.39) E possivel prever o que acontecera com o valor de S, da série do item d quando o

n for muito grande? Explique com suas palavras.

2.40) E possivel prever o que acontecera com o valor de S, da série do item e quando o

n for muito grande? Explique com suas palavras.

2.41) E possivel prever o que acontecera com o valor de S, da série do item f quando o

n for muito grande? Explique com suas palavras.

2.42) E possivel prever o que acontecera com o valor de S, da série do item g quando o

n for muito grande? Explique com suas palavras.

2.43) Com base em suas observac0es, existe alguma relacdo entre a convergéncia da
sequéncia das somas parciais S, e a convergéncia da sequéncia dos termos @, da série?

Explique com suas palavras.
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Atividade 3) Use a notacdo de somatorio para representar a série numérica fornecida.

b) 1-1+1-1+1-1+1-1+1-1+---
0) 342+, 8, ..
3 9
d) 0,9+0,09+0,009+0,0009 +---
Com o software Geogebra aberto, na barra de ferramentas va em opgdes,

arredondamento, e altere para 15 casas decimais e depois va em exibir - planilha. Feche a Janela

de algebra.

Vocé entrou como FERNANDO Z. PHILIPPI

=N

3
X

~ Planiiha ®
EETE ==
A [ e [ o |

““‘m|“|”‘|m‘“‘“""")

H

Na coluna A, vamos criar os valore de K de 1 até 30.

e Nacélula Al, digite 1;

e Na célula A2, digite Al+1;

e Selecione a celula A2 e aperte CTRL+C. Selecione as células de A3 até a célula A30

e aperte CTRL+V. Assim vocé obtera a variacdo de 1 até 30 na coluna A.

Na coluna B, vamos criar o termo geral &, da série.
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- k-1 k-1
e Para a série Z(%j , temos a, :(%) , sendo assim na celula B1 digite

(2/7)~(AL-1); :

o Selecione a célula B1 e aperte CTRL+C, selecione as células de B2 até B30 e aperte
CTRL+V. Assim a coluna B contera os 30 primeiros termos da série.

Na coluna C, criaremos as somas parciais.

e Em C1, teremos a primeira soma parcial, ou seja, S, =@, sendo assim digite C1=B1,;

e Nacélula C2, teremos a soma parcial dos dois primeiros termos, ou seja, S, =@, +a,,

para isso digite, C1+B2; Na célula C3 devemos ter C2+B3 e assim por diante.
e Selecione a célula C2 e aperte CTRL+C, selecione as células de C3 até C30 e aperte

CTRL+V. Assim teremos os 30 primeiros termos da sequéncia das somas parciais.

2 8
3.1) Para a série do item a (1+ 7 + 2 + 3 +- j podemos indicar a sua forma concisa

k-1
2 (2 . . . ,
como ZG) . Analisando a planilha, explique com suas palavras, 0 que esta acontecendo
k=1

com os valores do termo geral @, representados na coluna B? E com os valores S, das somas

parciais representados na coluna C?

3.2) Vamos representar as sequéncias &, do termo geral da série e S, da soma parcial
através da representacdo grafica de pontos (x, y) do plano. Para isso, na célula D1, digite

(A1,B1) e na célula E1, digite (A1,C1). Selecione a célula D1 e aperte CTRL+C, selecione as

células de D2 até D30 e aperte CTRL+V. Selecione a célula E1 e aperte CTRL+C, selecione as
ceélulas de E2 até E30 e aperte CTRL+V. Observe a Janela de Visualizagéo.

<

3.3) Clique na Janela de visualizagdo e com a ferramenta habilitada, clique sobre

0s eixos arrastando-o no sentido de se aproximar ou afastar da origem e alterando a escala do

plano.
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3.4) Observando os graficos, explique com suas palavras, o que acontece com o termo

geral @, e com os valores S, das somas parciais?

3.5) Selecione simultaneamente as células A2, B2, C2, D2 e E2 e aperte CTRL+C.
Selecione as células das colunas A, B, C, D e E da linha 31 até a linha 50 e aperte CTRL+V. E

agora, explique com suas palavras o que acontece com o termo geral @, representados na

coluna B e com os valores S, das somas parciais representados na coluna C?

3.6) E possivel prever o que acontecera com o valor de @, da série do item a quando o

k for muito grande? E com os valore de S, quando n for muito grande? Explique com suas

palavras. Salve o arquivo do Geogebra com o nome Planilha_3_a.ggb.

3.7) Para a série do item b (1—1+1—1+1—1+1—1+1—1+---) podemos indicar a sua

0
. k-1 . .
forma concisa como Z(—l) . Abra o arquivo Planilha_3 a.ggb e o salve com 0 nome
k=1

Planilha_3 b.ggb. Altere a definicdo da célula B1 para que o termo geral da atual série esteja
registrado nessa célula, ou seja, B1 deve conter a defini¢do (-1)"(Al-1).

Selecione a célula B1, aperte CTRL+C. Depois selecione as celulas dessa coluna da
linha 2 até a linha 50 e aperte CTRL+V.

Analisando a planilha, explique com suas palavras, o que estd acontecendo com 0s
valores do termo geral @, representados na coluna B? E com os valores S, das somas parciais

representados na coluna C?
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i

3.8) Clique na Janela de visualizacdo e com a ferramenta habilitada, clique sobre

0sS eixos arrastando-o no sentido de se aproximar ou afastar da origem e alterando a escala do
plano.
3.9) Selecione a coluna E, e com o botéo direito do mouse e habilite exibir rotulo.

3.10) Observando os gréaficos, explique com suas palavras, o que acontece com o termo

geral @, e com os valores S, das somas parciais?

3.11) E possivel prever o que acontecera com o valor de @, da série do item b quando

o k for muito grande? E com os valore de S, quando n for muito grande? Explique com suas

palavras. Salve o arquivo Planilha_3 b.ggb.

4 8
3.12) Para a série do item ¢ (3+2+§+§+---) podemos indicar a sua forma concisa

w k-1
como 3(3) . Abra o arquivo Planilha_3_a.ggb e o salve com o nome Planilha_3_c.ggb.
k=1

Altere a definicdo da célula B1 para que o termo geral da atual série esteja registrado nessa
célula, ou seja, B1 deve conter a definicdo 3(2/3)"(Al-1).

Selecione a célula B1, aperte CTRL+C. Depois selecione as células dessa coluna da
linha 2 até a linha 50 e aperte CTRL+V.

Analisando a planilha, explique com suas palavras, o que estd acontecendo com 0s
valores do termo geral &, representados na coluna B? E com os valores S, das somas parciais

representados na coluna C?
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<

3.13) Clique na Janela de visualizacao e com a ferramenta habilitada, clique sobre

0sS eixos arrastando-o no sentido de se aproximar ou afastar da origem e alterando a escala do
plano.

3.14) Observando os graficos, explique com suas palavras, 0 que acontece com o termo

geral @, e com os valores S, das somas parciais?

3.15) E possivel prever o que acontecera com o valor de 8, da série do item ¢ quando

o k for muito grande? E com os valore de S, quando n for muito grande? Explique com suas

palavras. Salve o arquivo Planilha_3 c.ggb.

3.16) Para a série do item d (0,9+0,09+0, 009+0, 0009+---) podemos indicar a sua

. k
forma concisa como 29(%j . Abra o arquivo Planilha_3 a.ggb e o salve com o nome
k=1

Planilha_3 d.ggb. Altere a definicdo da célula B1 para que o termo geral da atual série esteja
registrado nessa célula, ou seja, B1 deve conter a defini¢do 9(1/10)"(Al).

Selecione a célula B1, aperte CTRL+C. Depois selecione as células dessa coluna da
linha 2 até a linha 50 e aperte CTRL+V.

Analisando a planilha, explique com suas palavras, o que estd acontecendo com 0s
valores do termo geral &, representados na coluna B? E com os valores S, das somas parciais

representados na coluna C?
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3.17) Clique na Janela de visualizac¢ao e com a ferramenta

<

habilitada, clique sobre

0sS eixos arrastando-o no sentido de se aproximar ou afastar da origem e alterando a escala do

plano.

3.18) Observando os graficos, explique com suas palavras, 0 que acontece com o termo

geral &, e com os valores S, das somas parciais?

3.19) E possivel prever o que acontecera com o valor de @, da série do item d quando

o k for muito grande? E com os valore de S, quando n for muito grande? Explique com suas

palavras.
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Instrucdes para o uso do software wxMaxima.

Vamos lhe explicar como configurar um numero maior de casas decimais no
wxMaxima.

e Abra um arquivo no wxMaxima;

e Por exemplo, para ajustar com 30 casas, digite o comando fpprec:30; e tecle
SHIFT+ENTER.

e QOutra maneira de ajustar a quantidade de casas decimais € mediante 0 caminho no
menu: Numérico — Set bigfloat Precision... Aparecera a janela Precisdo e o usuario podera

escolher a quantidade de casas, para 30 casas digite 30:

Preciso li:h,l

Enter new precision for bigfloats:

EX

QK Cancelar

e A notagdo de saida informa que o nimero mostrado estd multiplicado por 107",

Atividade 4) Vamos criar no wxMaxima a sequéncia do termo geral a, e a funcdo que

k-1
- . L L & (2
calcula a n-ésima soma parcial S, dos termos de uma série. Para a série Z(—j temos
k=1

k-1
a, = (? sendo assim na barra de ferramentas va em Algebra - Criar lista... Aparecera a janela

Criar lista.
e Em Expressdo: digite (2/7)"(k—1);

e Em variavel: digite K ;
e Em De: digite 1;
e Em Para: digite 30.

O wxMaxima retornara a seguinte saida com os 30 primeiros termos da sequéncia:
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makelist((2/7)"(k=1), k, 1, 30)
2 4 8 18 32 B4 128 256 512 1024 2048 4096
[ 9343 " 2201 " 16807 " 117640 * 823543 * 6764801 * 40353607 * 282475249 " 1977326743 * 13841287201 *
8192 16384 32768 65536 131072 262144 524288
96980010407 * 678223072849 * 4747561500943 * 33232030569601 ' 232630513987207 * 1628413507910449 * 11398895185373143 °
1048576 2097152 4194304 8398608 16777216
79792266297612001 * 558545864083284007 * 3909321048582988049 * 27368747340080916343  191581231380566414401 °
33564432 67108864 134217728 268435456
1341068619663964900807 * 9387430337647754305649 ° 65712362363534280139543 * 450986536544739960976801 °
536870912
3279906755813176726837607 |

Para representar a sequéncia no sistema de ponto flutuante, com o0 mouse, selecione a

variavel de saida (%03), va em Numérico — Para bigfloat e 0 wxMaxima retornara a saida:

bfloat((%02))

[1.0b0,2.85714285714285714285714285714b-1,8.16326530812244897959183673469b-2,
2.33236151603498542274052478134b-2,6.66389004581424406497292794668b-3, 1.90386858451835544713512227048b-3,
5.43991024148101556324320648709b-4,1.5542600689945758752123447106b-4, 4 44074305427021678632098488742b-5,
1.26878372979149051037742425355b-5, 3.62509637083283002964978358157b-6, 1.03574182023795143704279530902b-6,
2.95926234353700410583655802577b-7,8.45503526724858315953302293077b-8,2.41572436207102375986657798022b-8,
6.90206960591721074247593708635b-9,1.97201988740491735499312488181b-9, 5.6343425354426210142660710909b-10,
1.609812152968360600407602031168b-10,4.59946329423887429736005803338b-11,1.3141323697825355135314451524b-11,
3.75466391366438716151841472113b-12, 1.07276111818982490900526134889b-12, 3.065031766256642597 15768956827b-13
,8.75723361787612170616539876648b-14,2.50206674796460620176154250471b-14,
7.148762137041732005032976858488b-15,2.04250346772620914429513673854b-15,
5.83572419350345469798610496725b-16, 1.66734976957241562799602999064b-16]

Agora, para determinar as somas parciais S,, dos termos da série, digite
S(n):=sum((2/7)"(k-1),k,1,n) e aperte SHIFT+ENTER.

Aparecera na area de trabalho a saida:

T
‘F_\rqulvu E:tar View Célula Maxima Equagdes Algebra Calculo Simplificar List Grafico  Numérice  Ajuda

e ] g | & EN Maths - P
Greek Letters
afybein
tkhpvio

8 fpprec 1 30
L (foprec) 30
paTU Ry Y w
ABTAEZHO S{n)-=sum((2/7)k-1).k,1,n)
IKAMNZORN o

Io}

PITY OXW 2 k-1
ST

k=1

Para somarmos 30 termos da série digite S(30) ; e de Enter. O wxMaxima retornara a

saida:
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S(30)
4507868058138451402824285
3219905755813179726837607

Com o mouse selecione a variavel de saida vd& em Numérico - Para bigfloat e o

wxMaxima retornard a saida:

bfloat((%08))
1.3099999999999999333060092171b0

Agora é com VOceé.

w k-1
4.1) Para a série Z(Ej altere 0 wxMaxima para 30 casas decimais, construa 0s 50
k=1

primeiros termos da sequéncia &, em Algebra - Criar lista..., construa a fun¢io para soma S, e
calcule S(10) e analise o resultado, depois calcule S(30) e analise o resultado, depois calcule
S(50) e analise o resultado. Observando os valores representados em “makelist”, o que esta
acontecendo com os valores do termo do termo geral @, ? E com os valores S, das somas

parciais representados em S(10), S(30) e S(50)?

4.2) E possivel prever o que acontecera com o valor de @, da série do item a quando o

k for muito grande? E com os valore de S, quando n for muito grande? Explique com suas

palavras.

4.3) Observando os resultados do item 4.2), vocé mantém suas conclusdes descritas no

item 3.5) da atividade 3? Se ndo, o que vocé mudaria?
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N k-1 : -
4.4) Para a série Z(—l) altere o wxMaxima para 30 casas decimais, construa a 50
k=1

termos da sequéncia @, em Algebra - Criar lista..., construa a fungdo para soma S, e calcule
S(10) e analise o resultado, depois calcule S(35) e analise o resultado, depois calcule S(50) e
analise o resultado, depois calcule S(2020) e analise o resultado depois calcule S(2021) e
analise o resultado. Observando os valores representados em “makelist”, o que esta acontecendo

com os valores do termo do termo geral a, ? E com os valores S, das somas parciais?

4.5) E possivel prever o que acontecera com o valor de @, da série do item a quando o

k for muito grande? E com os valore de S, quando n for muito grande? Explique com suas

palavras.

4.6) Observando os resultados do item 4.5), vocé mantém suas conclusdes descritas no

item 3.11) da atividade 3? Se néo, 0 que vocé mudaria?

w k-1
4.7) Para a série 23(3j altere 0 wxMaxima para 30 casas decimais, construa a 50
k=1

termos da sequéncia @, em Algebra - Criar lista..., construa a funcéo para soma S, e calcule
S(10) e analise o resultado, depois calcule S(30) e analise o resultado, depois calcule S(50) e
analise o resultado. Observando os valores representados em “makelist”, o que estd acontecendo
com os valores do termo do termo geral &,? E com os valores S, das somas parciais

representados em S(10), S(30) e S(50)?
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4.8) E possivel prever o que acontecera com o valor de @, da série do item a quando o

k for muito grande? E com os valore de S, quando n for muito grande? Explique com suas

palavras.

4.9) Observando os resultados do item 4.8), vocé mantém suas conclusdes descritas no

item 3.15) da atividade 3? Se ndo, 0 que vocé mudaria?

s k
4.10) Para a série Zg(ij altere o wxMaxima para 30 casas decimais, construa a 50
k=1

termos da sequéncia 8, em Algebra - Criar lista..., construa a fungio para soma S, e calcule
S(10) e analise o resultado, depois calcule S(30) e analise o resultado, depois calcule S(50) e
analise o resultado. Observando os valores representados em “makelist”, o que esta acontecendo
com os valores do termo do termo geral a,? E com os valores S, das somas parciais

representados em S(10), S(30) e S(50)?

4.11) E possivel prever o que acontecera com o valor de &, da série do item a quando

o k for muito grande? E com os valore de S, quando n for muito grande? Explique com suas

palavras.

4.12) Observando os resultados do item 4.11), vocé mantém suas conclusdes descritas

no item 3.19) da atividade 3? Se ndo, o que vocé mudaria?
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