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“Many who have had an opportunity of knowing any more about mathematics
confuse it with arithmetic, and consider it an arid science. In reality, however, it is a

science which requires a great amount of imagination.

Sofia Kovalevskaya
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Resumo

Nesse trabalho estudamos condigdes necessarias e suficientes para que uma
equagao diofantina linear sobre um dominio euclidiano tenha solugdo. Apresenta-
mos uma série de algoritmos (fungdes) que podem ser implementados em planilhas
eletronicas (por exemplo Libreoffice, Excel, etc), com o intuito de determinar (caso

existam) solugdes de equagoes diofantinas sobre Z|i|.

Palavras-chave: Maximo Divisor Comum, Equagdes Diofantinas, Inteiros Gaussi-

anos, Dominios Euclidianos, Solugdes em Planilha Eletrénica.



Abstract

In this work we study necessary and sufficient conditions for a linear diophantine
equation over an euclidean domain to have some solution. We present a series of
algorithms (functions) that can be implemented in spreadsheets (for example Libreof-
fice, Excel, etc), in order to determine (if any) solutions for Diophantine equations over
Zli).

Key-words: Greatest Common Divisor, Diofantine Equations, Gaussian Integers,

Euclidian Domains, Solutions on Spreadsheet.
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Introducao

Equacgdes lineares do tipo a X +0Y = ¢, com a, b, c € Z sao comumente estudadas
em disciplinas de Teoria dos Numeros nos cursos de graduagao em Matematica. O
interesse central no estudo dessas equagdes € encontrar solugdes inteiras, ou seja,
pares de numeros x,y € Z tais que ax + by = c. Tais equagdes sao chamadas
equacgoes diofantinas em homenagem a Diophanto de Alexandria (=~ 250 d. C.) que
foi 0 primeiro a considera-las. Quando estuda-se equagdes diofantinas, percebe-se
que trés coisas sao cruciais e indispensaveis: divisibilidade, maximo divisor comum
e algoritmo da divisdo (em Z). Como a determinagdo do maximo divisor comum de
dois inteiros pode ser obtido através de sucessivas divisoes (veja (HEFEZ, 2016)
ou (MILIES, 2006)), podemos dizer que o algoritmo da divisdo é essencial para o
estudo dessas equagoes. Portanto, € mais conveniente estuda-las onde vale um tal
algoritmo.

De fato, além de Z, existem outros dominios de integridade onde vale um algoritmo
da divisdo. Tais dominios sdo chamados de euclidianos e ha uma vasta literatura so-
bre eles (veja (ANDERSON, 2015) e (GATHEN, 2013), por exemplo). Mais ainda, no
Teorema 4.10 de (GATHEN, 2013), os autores apresentam uma condicao necessaria
e suficiente para que uma equagao diofantina sobre um dominio euclidiano tenha
solugdo. Nos apresentamos este teorema e sua prova no Teorema 3.2.

O ponto forte do estudo de equagdes diofantinas € que a maioria dos calculos sao
algoritmicos e muitas vezes iterativos. O ponto fraco é que, em geral, tais calculos
sao exaustivos e em grande quantidade. Por isso, é importante desenvolver modelos

computacionais que possam ser implementados em computadores e que resolvam
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tais equagdes. Em (DOS SANTOS, 2016), o autor implementa, para a plataforma
Android, um aplicativo de resolugao de equacgoes diofantinas com coeficientes em Z
e em (SEMATIC SCHOLAR), o autor apresenta alguns algoritmos em linguagem de
MATLAB para resolver equagoes diofantinas com coeficientes polinomiais.

Nesse trabalho apresentamos uma revisao bibliografica sobre resolugao de equagoes
diofantinas sobre dominios euclidianos e desenvolvemos uma série de algoritmos que
implementamos em planilhas eletrénicas do LibreOffice para determinarmos solugoes
de equagoes diofantinas sobre o dominio do inteiros gaussianos Z|i]. Para tanto, es-
truturamos a dissertagao com apenas um capitulo dividido em 5 sec¢des. Na Secao
1 definimos divisibilidade, maximo divisor comum e provamos o Lema de Euclides
para dominios quaisquer. Na Sec¢ao 2 apresentamos uma prova algoritmica do Te-
orema de Bezout para dominios euclidianos e algumas consequéncias desse que
serao utilizadas na Seg¢ado 3, onde apresentamos uma condicao necessaria e sufici-
ente para que uma equacao diofantina tenha solugao. Na mesma se¢ao, mostramos
como determinar todas as solugoes. Na Sec¢ao 4, aplicamos a teoria das se¢des an-
teriores para resolver equagoes diofantinas com coeficientes em Z[i]. Na Segao 5
descrevemos uma série de algoritmos que implementamos numa planilha eletrénica
do LibreQOffice e que permitem obter o quociente e o resto da divisao de dois inteiros
gaussianos; um maximo divisor comum de dois elementos de Z[i]; as constantes de
Bezout e as solugdes de uma equagao diofantina sobre Z[i|. Finalizamos com uma
breve conclusao.

Nesse momento vale ressaltar que os conceitos e resultados apresentados nas
secbes 1, 2 € 3 ndo sao originais. Nés demonstramos a maioria dos resultados des-
sas segoes por comodidade ao leitor e para deixar o trabalho o mais auto suficiente
possivel. Por outro lado, os algoritmos apresentados na Sec¢ao 5 sao originas e acre-

ditamos que o leitor nao tera dificuldades em implementa-los.



Capitulo 1

Equacoes Diofantinas em Planilhas

Eletronicas

1 Maximo Divisor Comum em Dominios de Integridade

Esta sec¢ado € dedicada a fixarmos algumas notacoes, definicdes e resultados que sdo
bem conhecidos e que usaremos no decorrer do trabalho. A menos que se mencione
o contrario, A denotara um dominio de integridade, ou seja, um anel comutativo com
identidade 1 em que o produto de elementos ndo nulos é nao nulo. Para simplificar
a nomenclatura, tais anéis serdo chamados de dominios. Embora alguns conceitos
que vamos estudar possam ser definidos para anéis em geral, nos interessa apenas

0s dominios.

Exemplo 1.1. O anel dos inteiros 7. e o anel de polinbmios sobre um corpo, com as

operagbes usuais de adicao e multiplicacao sdo dominios;

Exemplo 1.2. O conjunto Z[i| = {a + bi : a,b € Z}, com as operagdes usuais de
adicao e multiplicagdo de numeros complexos é um dominio e é chamado de dominio
dos inteiros gaussianos, em homenagem a C. F. Gauss, que foi o primeiro a considerar

estes numeros para resolver problemas de Aritmeética.

3



1. MAXIMO DIVISOR COMUM EM DOMINIOS DE INTEGRIDADE

Exemplo 1.3. Os conjuntos Z[\/a| = {a + b\/a : a,b € Z} (onde « € qualquer inteiro

livre de quadrados) com as operagbes de adicdo e multiplicagdo definidas por

(a+by/a)+ (c+ dya) = (a+b) + (¢ + d)y/a
(a+ by/a)(c+ dy/a) = (ab+ abd) + (ad + be)y/a.

Para o = —1, temos Z|\/—1| = Z[i|. Para maiores detalhes, veja o Cap. 31 de
(ANDERSON, 2015).

Definicao 1.4. Sejam A um dominio e a,b € A. Dizemos que a divide b (ou que a um
divisor de b ou ainda b € um multiplo de a) se existe c € A tal que b = ac. Nesse caso,

escrevemos alb.

Observacao 1.5. Note que 0 apenas divide 0. Alem disso, por A ser dominio, seque
facilmente que se alb e a # 0, entao existe um uUnico ¢ € A tal que b = ac. Talc é

denotado por 2.
A demonstragao do proximo resultado sera omitida por ser classica.
Proposicao 1.6. Sejama,b,c,d € A. Entao:
(i) ala;
(i) Se alb e b|c, entao alc;
(iii) Se al|b e c|d entdo (ac)|(bd). Em particular, se alb, entdo ac|bc;
(iv) Sealb e alc, entdo a|(bs + ct) para quaisquer s,t € A.

Definicao 1.7. Sejam a,b € A*. Um elemento d € A* € um maximo divisor comum

(mdc) de a e b, se d satisfizer as seguintes propriedades:
(i) dla e d|b;
(i) Sed € A étal que d'|a e d'|b, entdo d'|d.

Pela definicao anterior, em qualquer dominio A, mdc(0,0) = 0 e mdc(a,0) = a,

para todo a € A. Também, se bla em A, entao mdc(a,b) = b. Outro ponto da definigao



2. DOMINIOS EUCLIDIANOS

anterior que vale destaque é que ela ndo garante a existéncia tdo pouco a unicidade
de um mdc de dois elementos. Quando existir um mdc de quaisquer dois elementos,
diremos que o dominio € com mdc. Por exemplo, Z € um dominio com mdc (veja
(HEFEZ, 2016) ou (MILIES, 20086)).

Observacao 1.8. Se d e d' sdo dois maximos divisores comuns de a,b € A, entao
d|d" e d'|d. Neste caso, existe u € U(A) (conjunto dos elementos invertiveis de A) tal
que d' = du. Ou seja, cada elemento da forma du, com v € U(A), também é um mdc
de a e b. Isto nos permite “escolher” um mdc de acordo com nossa conveniéncia.
Em Z, por exemplo, nés escolhemos o mdc entre a e b, como sendo positivo, mesmo
sabendo que seu oposto tambem é um mdc. Para simplificar, denotamos qualquer
mdc de a e b por mdc(a,b). Assim, quando escrevemos d = mdc(a, b), queremos dizer
que d é um elemento de A que satisfaz a Definicado 1.7. Quando mdc(a,b) € U(A), ou

equivalentemente, mdc(a,b) = 1, dizemos que a e b S&o coprimos ou primos entre si.

Lema 1.9. (Lema de Euclides) Sejam A um dominio e a,b € A, tais que a = bq+ r

para certos q,r € A. Semdc(b, r) existe, entdo mdc(a,b) existe e mdc(a,b) = mdc(b, r).

Demonstracéo:

Se existe d = mdc(b, r), entao existem m,n € A tal que b = dm e r = dn. Assim,
a = (dm)g + dn = d(mq + n), isto é, d|a. Agora, se d' € A é tal que d'|a e d'|b, entao
existem o',V € Ataisque, a = dd eb = dV. Dai,r = a—bg = d(d —Vq), 0 que
implica, d'|r. Como d = mdc(b,r), temos da Definicao 1.7 que d'|d. Logo, mdc(a,b)

existe e mdc(a,b) = d = mdc(b, ). 0

2 Dominios Euclidianos

Para 0s nossos propositos, uma importante classe de dominios sao 0os dominios

euclidianos, i. é, aqueles que admitem um algoritmo da divisao.



2. DOMINIOS EUCLIDIANOS

Definicao 2.1. Seja A um dominio. Diremos que A € um dominio euclidiano, se existe

uma fungdo §: A* — N que satisfaz as seguintes propriedades:
(i) Va,b e A*, sebla, entdo §(b) < é(a).
(i) Ya,b € Acomb +# 0, existem q,r € A tais que a = bq+r,comyr = 0 oud(r) < 6(b).

Nomenclatura 1. No item (ii) da definicao anterior, a € o dividendo, b é o divisor, ¢ 0

quociente e r o resto. A fungdo § é denominada fungdo norma.

Exemplo 2.2. Z é um dominio euclidiano com a fungdo norma ¢ : Z* — N dada por
d(a) = |al.

Exemplo 2.3. Se K é um corpo, entdo o anel de polinémios K[x| € um dominio eu-

clidiano com a fungao norma ¢ : K|x|* — N dada por é(p(x)) = gr(p(x)) (grau de

p(x)).

Exemplo 2.4. O dominio dos inteiros gaussianos Zl[i] é euclidiano com a fungéo
normaé : Z[i]* — N definida por §(a + bi) = a® + b?. De fato, note que para quaisquer
z,w € Zli], 0(zw) = d(2)6(w). ASsim, se z1, zo € Z[i]* S0 tais que z1|zz, entao z, = z1 23
e daid(z) = 0(z1)0(z3) > 6(21). Isto mostra o item (i) da Definicao 2.1. Para mostrar
(i1), sejam zy,z2 € Zli] com z, # 0. Vamos mostrar que existem q,r € Z|i| tais que
21 = qze +r comr =0 o0ud(r) < §(z). Com efeito, como zy,z, € C, existem o, € Q

fais que - a-+ pi. Considere m,n € Z tais que |m—«a| < 0,5 e|n— 5| < 0,5. Entao,
Z2

2 = 2o+ fi) = zmla —m+m+ i —ni + ni) = zo(m + ni) + z[(a —m) + (8 — n)il.
Tomando g = m + ni er = z[(a —m) + (6 — n)i|, temos z, = zq + r. Mais ainda,
como m,n € 7, segue que g = m + ni € Z[i] e por consequéncia, r = z; — 22q € Z[i].

Finalmente,
5(r) = 8(z)[(a —m)? + (B —n)?] < 6(22) (0,25 + 0,25) < §(29).

A seguir apresentamos o algoritmo da divisao de Z|:] de maneira sucinta.
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Algoritmo 2.5. Sejam z; = x + yi, 20 = a + bi € Z[i|, com z, # 0.

21 xatyb  (ya—xb) . xa + yb
Passo 1. Calcular = = e escrever o — — 9~
29 a4 b? a? 4 b2 ! “ a? + b2
ya —xb
/6 :: 2 2 J
a*+b

Passo 2. Tome m,n € Z tais que |m — o] < 0,5 e |n — | < 0,5, ou seja, de modo
que m e n estejam o mais proximo possivel de o e 3, respectivamente.

Resultado: O quociente € g = m + ni e o resto é r = z[(a — m) + (6 — n)i].

Observacao 2.6. Se A é um dominio euclidiano com norma b, entdo paratodoa € A*,
da) > 1eU(A) = {a e A* : §(a) = §(1)}. Assim, por exemplo, temos que U(Z) =
{1,-13,

Uzli)) = {1,-1,i,—i} eU(Klx]) = K*. Em particular, disso e da Observacdo 1.8,

temos que se a,b € Z[i] e d = mdc(a,b), entdo —d, di e —di também s&o mdc(a, b).

Observacao 2.7. Note que todo dominio euclidiano é um domimio com mdc. De fato,
sejam A um dominio euclidiano com norma é e a,b € A.

Definimos ro :== a e ry := b. Existem q;,r, € A tais que ro = riq; + 12, COMry =
0 0oud(ry) < o(ry).

Sery =0, entdo ry|ry e temos mdc(a, b) = mcd(ro,r1) = 71.

Sery £ 0, existem gz, 13 € A tais que ry = ragy -+ r3, cOMrs =0 0U6(r3) < 6(ra).

Se ry = 0, entdo ry|r; e temos mdc(a, b) = mcd(rg, r1) = mdc(ry, o) = ra.

Se r3 £ 0, repetimos o processo.

Como 6(ry) > d(r2) > 6(rs3) > --- € uma sequéncia decrescente de numeros natu-
rais, em algum momento obteremos um resto r, = 0. Nesse caso, teremos r,,_, =
Tn_1Gn_1, OU S€Ja, T_1|7m_2. Dai, mdc(a,b) = mdc(rg, 1) = mdc(ry, r2) = mdc(rg, r3) =

oo =mde(Tp—2, Th-1) = Th_1-

A tabela a seguir representa um esquema pratico para o calculo de um mdc(a, b).
No momento em que numa das sucessivas divisoes tivermos um resto r,, = 0, teremos

T'no1 = mdc(a, b).
Exemplo 2.8. Pela tabela a seguir, temos mdc(—72 + 564,25 — 33i) = 1 + 4.
Exemplo 2.9. Para a = 1250 + 885 e b = 720 + 256i € Z|i|, temos:

7



2. DOMINIOS EUCLIDIANOS

k 0 1 2 3 4 n—2 n—1 n
rk ro=a rl=b r2 rs r4 rm-2 rm-i m=20
& - Q Q@ & FH: -1

Figura 1.1: mdc(72 + 56i, 25 + 33i)

Fonte: Os autores

Figura 1.2: mdc(1250 + 885i, 720 + 256i)

Fonte: Os autores

Logo, mdc(1250 + 885i, 720 + 256i) = -1, ou seja, 1250 + 885i e 720 + 256i s&o

coprimos.

Teorema 2.10. (Teorema de Bezout) Sejam A um dominio euclidiano e a,b e A.
Entdo, existem s,t e A (chamadas de constantes de Bezout) tais que as + bt =

mdc(a, b).

Demonstracéao:
Faremos uma prova algoritmica e recursiva. Consideremos a notacao (para res-
tos e quocientes) e os caiculos feitos na Observacao 2.7, bem como as seguintes

formulas de recorréncia:

so= leto= 0
si=0eti = 1
sk = sk-1(—k-1) + sk-2e tic= tfc-1(—k-1) + tk-2, V k > 2.

8



2. DOMINIOS EUCLIDIANOS

1. Se r, = 0, entdo med(a,b) = ry = Org + 1r;. Neste caso, s =0et=1,i. é,s=s, €
t=ty.

2. Sery # 0ers =0, entao mdce(a,b) = ro = ro — qir1. Neste caso, s = 1 = sy €
t = —q1 = to.

3. Serzs # 0ery = 0entdao mde(a,b) = r3 = r1 — qara = 11 — G210 — 17r1) =
—qoro + (1 + (—q1)(—q2))r1. Neste caso, s = —qgp et = (—q1)(—q2) + 1, ou seja, s =
sa(—q2) +s1 =853t =1a(—q) +t1 = 5.

4. Se necessario, esse processo pode ser repetido e paramos quando r, = 0. Dai
obtemos mdc(a,b) = r,_; = as + bt, onde s = S,_o(—Gu_2) + Su_z = S,_1 €1 =

tn—2(_Qn—2) + -3 = lp-1. O

A demonstracao anterior pode ser melhor visualizada numa tabela como a seguir.

k 0 1 2 |- k e n—1 n
relro=al|ri=0]| ro |--- T Tp_1 r, — 0
dk - q1 q2 | - dk te Gn—1 -
Sk 1 0 Lo | Spmt(=qe—1) +Sk—2 | -+ | Sn—2(—@n—2) + Sn=3 —
k 0 1 —q1 | | (= Gr—1) Tte—2 | 0 | tp—2(—Gu—2) T a3 —

Exemplo 2.11. Em Z|i|, consideremos a« = 132 4 88i eb = 42 + 18i. Pela tabela a
sequir, temos que mdc(132 + 88,42 + 18i) = 2 — 2; e as constantes de Bezout sao
s=4+1et=—13 — 6u.



2. DOMINIOS EUCLIDIANOS

Figura 1.3: mdc e constantes de Bezout para 132 + 88i e 42 + 18i

Fonte: Os autores

Exemplo 2.12. Observe na tabela a seguir que o mdc de dois inteiros gaussianos

pode ser um nUmero inteiro e as constantes de Bezout ndo serem nUmeros inteiros.

Figura 1.4: mdc e constantes de bezout para 132 + 88i e 52 + 32i

Fonte: Os autores

Temos que mdc(132 + 88i, 52 + 32i) = 4 e as constantes de Bezoutsdo s = 8-

Jiet=-21+7i.

Corolério 2.13. Sejam A um dominio euclidiano e a,b,c e A. Entdo mdc(ca,cb) =

c mmcd(a, b).

Demonstracao:
Seja d = mdc(a, b). Como d|a e d|b, segue da Proposicao 1.6(iii) que cd|ac e cd|bc.
Mais ainda, pelo Teorema de Bezout, existem s,t e A tais que d = as + bt. Dali,

cd = cas + cht. Agora, se d' e A e tal que d'|ac e d'|bc, entao pela Proposicao 1.6(iv),

d'lacs + bcs = cd. O

10



3. EQUAGCOES DIOFANTINAS EM DOMINIOS EUCLIDIANOS

Observacao 2.14. Sejam A um dominio euclidiano e a,b € A tais que

d = mdc(a,b) # 0. Entdo a = d% eb= d% e pelo corolario anterior, d = mdc(a,b) =

a b a b ; .. a b
mdc <d3’d3> =d-mdc <E’E>' Como A é dominio e d + 0, temos mdc <E’E> = 1.

Corolario 2.15. Sejam A um dominio euclidiano e a,b,c € A tais que mdc(a,b) =1 e

albc, entao alc.

Demonstracao:
De fato, se mdc(a,b) = 1, entdo pelo Corolario 2.13 mdc(ac, be) = ¢. Como alac €

albc, temos da Definigao 1.7(i:) que alc. 0

3 Equacoes Diofantinas em Dominios Euclidianos

Sejam A um dominio euclidiano e a,b € A. Pelo que vimos na sec¢ao anterior,
existem s,t € A tais que as + bt = d. 1sso significa que a equagao linear a X + bY =

mdc(a, b) tem solugao em A. De modo mais geral, temos:

Definicao 3.1. Sejam A um dominio e a,b,c € A elementos ndao nulos. Uma equagéo
do tipo
aX +bY =c (1.1)

é chamada de Equacao Diofantina Linear sobre A nas variaveis X eY . Os elementos
a e b sdo chamados coeficientes e c de termo independente. Se existemn x,y € A tais

que ax + by = ¢, dizemos que (1.1) tem solugdo (em A).

Em cursos de Teoria dos Numeros, é comum se estudar equagdes diofantinas do
tipo (1.1), com a, b, ¢ € Z. Nosso objetivo nessa se¢ao € estudar essas equagoes so-
bre um dominio euclidiano qualquer e aplicar esta teoria a equagdes com coeficientes

em Z|i|.

Proposicao 3.2. Sejam A um dominio euclidiano, a,b,c € A e d = mdc(a,b) # 0.

Uma equacé&o diofantina a X + bY = ¢ tem solugdo em A se e somente se d|c.
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3. EQUAGCOES DIOFANTINAS EM DOMINIOS EUCLIDIANOS

Em particular, se a e b sdo coprimos, entao para todo ¢ € A, aX +bY = c tem

solugcdo em A.

Demonstracao:

Suponhamos que a«X + bY = c tenha solugdo em A. Entao, existirdao z,y € A
tais que ax + by = c. Como d|a e d|b, segue da Proposi¢ao 1.6(iv) que d|c. Recipro-
camente, se d|c entao, ¢ = d%. Pelo Teorema de Bezout, existem s,t € A, tais que
2, obtemos a (25) +b (%) = dg =c
e a equagao aX + bY = ctem solugao em A. O

as + bt = d. Multiplicando ambos os lados por

Note que podemos encontrar algoritmicamente uma solugao de aX + bY = ¢,
quando d|c. De fato, através de divisdes sucessivas, podemos encontrar s,t € A tais
que as + bt = d. Entao, xy = s%, Yo = tg € uma solugado em A, chamada uma solugao
inicial.

Teorema 3.3. Sejam A um dominio euclidiano, d = mdc(a,b) # 0 e aX + bY = c uma

equacgao diofantina em A tal que d|c. Escrevendo d = as + bt, com s, € A, temos:

1. 9 = gs,yo = gt é soluggo aX + bY = ¢;

b . ~
2. Paratodoz € A, x = xp + 5V =Y~ gz é solucao de aX +bY =¢;

3. Se x',y é outra solugdo de a X + bY = ¢, entdo existe = € A tal que x' =

. b , a
X —=Z — — —=Z.
Demonstracao:

1. Segue da Proposi¢ao 3.2.

. b . -
2. Substituindo z = xo + 75U =Y~ gz na equagao aX + bY = ¢, verificamos que

é solugao.

: . b
3. Sejam 2/, € A uma solugao de a X + bY = c. Escrevemos a; = g eb = 7

12



4. APLICACAO: EQUACOES DIOFANTINAS SOBRE Z[1]

Entao

axr’ + by =axo + by = alx’ —x0) = by — yo)

day (' — x0) = dbi(yo — V)

ar(x' — xo) = by (yo — /), pois A € dominio
by|ay (' — xo)

bi|(x' — x0), pelo Corolario 2.15

¥ —xg=bz, paraalgumz € A

N T

¥ = a9+ b1z, paraalgum z € A.

Substituindo z’ — xq por b1z em a1 (¥’ — xo) = b1(y — yo) Obtemos a1b1z = bi(yo — v/'),

. . . b
donde y = yo — a1z, pois A € dominio. Logo, ' = x¢ + 7 ey =yo— gz. 0

4 Aplicacao: Equacoes Diofantinas sobre Z|i]

Nesta se¢ao, vamos aplicar a teoria que vimos anteriormente para estudar equagoes

diofantinas sobre Z|[i]. Vejamos dois exemplos.

Exemplo 4.1. Considere a equacgao (52 + 32i)X + (25 + 15)Y = 7 + i. Neste caso,
a=ry=>52+32i,b=r; =25+ 15i ec =7+ i. Observando a tabela a seguir, vemos
que mdc(52 + 32i,25 + 151) = —1 — i e as constantes de Bezout sdo s = sy = —8 + 5i
et=t,=10—17:.

13



4. APLICACAO: EQUACOES DIOFANTINAS SOBRE Z[1]

Figura 1.5: mdc e constantes de Bezout para 52 + 32 e 25 + 157

k 0 1 2 3 4 5

& 52+321 15+25] -3-3i -2i -14 C

ak 2-i -7-2i 1-i 1+i Acabou
1 0 1 7+2i -S+5i Acabou

tk 0 1 -215 -15+3i 10-171 Acabou

Fonte: Os autores

Agora, dividindoc= 7+ ipor-1 - i = mdc(52+ 32i, 25+15i) obtemos o quociente
g= -4 + 3ierestor = 0, ou seja, -1 - i|7 + i. Logo, a equacdo diofantina dada
tem solucdo e uma delas e x0 = -Zs = (-4 + 3i)(-8 + SE) = 17 - 44iey0= -t =
(-4 + 3i)(10 - 17i) = 11 + 98i. As demais solucdes sdo da forma xz = x0+ bz =

a d
(17 - 44i) + (-42 + 10i)z eyz = yO- 427 (11 + 98i) + (20 + 5i)z.

Exemplo 4.2. Vamos estudara equacédo (15+ 25i)X + (10 + 18i)Y = 5- 5i. A tabela
seguirnos da mdc(15 + 25i, 10+ 18i) = 1- i e constantes de Bezoutsdos= s4= 5- 2i

et=1t4= -7 + 3i

Figura 1.6: mdc e constantes de Bezout para 15+ 25i e 10 + 18i

k 0 1 2 3 4 5
15+251 10+183 5+7i 4i 1-i 0

gk 1 2 2-i -2+2i Acabou

=k 1 0 1 -2 5-2i Acabou

tfc 0 1 -1 3 -7+31 Acabou

Como 1- i|5 - 5i, a equacdo dada tem solucdo e uma delas e x0 =

Fonte: Os autores

55 -

2i) = 25- 10iey0 = 5(-7+ 3i) = -35 + 15i. As demais solu¢gdes sdo da forma
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5. CALCULOS EM Z[I] ATRAVES DE PLANILHAS ELETRONICAS

x, = (25— 101) + (-4 + 14i)z ey, = (=35 + 15i) + (5 — 20i)z. Para = = 1 + i, obtemos
x, = 7ey, = —10. Logo, a equacgao (15 + 25i)X + (10 + 18)Y = 5 — 5i tem uma

solucdo inteira.

5 Calculos em Z[i] Através de Planilhas Eletronicas

O algoritmo da divisdo para inteiros gaussianos envolve diversos calculos que
podem nos levar a cometer erros e por consequéncia, nao conseguirmos determinar o
quociente e o resto corretamente. Como toda a teoria de equagdes diofantinas sobre
dominios euclidianos depende basicamente do algoritmo da divisao, € de fundamental
importancia que tenhamos uma ferramenta que nos auxilie com os calculos. Durante
0 desenvolvimento desse trabalho, as planilhas eletrdnicas se mostraram bastante
satisfatdrias neste sentido. Isso se da porque elas tem varias fungdes matematicas
que podem ser usadas para calculos algébricos com nimeros complexos, matrizes,
etc. Em (LIBREOFFICE) encontra-se uma lista com varias fung¢des pré-definidas do
programa LibreOffice. Também ha uma descricao e a sintaxe de cada fungdo. Para
acessar tais descri¢ées, basta clicar no nome da fungao.

Para noés, a fungao “COMPLEXQO” € uma das mais importantes. Ela converte um
par ordenado de numeros reais em um numero complexo. Sua sintaxe é: “COM-
PLEXO(NumeroReal; INUm; Sufixo)”, onde a entrada “NumeroReal” indica a parte
real do numero complexo e “INOM” indica a parte imaginaria. A entrada “sufixo” pode
ser deixada em branco. Portanto, se numa célula de uma planilha do LibreOffice
escrevermos “=COMPLEXO(3;5)”, o retorno sera o nimero complexo 3 + 5i.

Nessa se¢ao apresentamos uma gama de algoritmos que utilizam diversas fung¢oes
pré-definidas do LibreOffice para criar novas fungdes. Como alguns destes algoritmos
tem descricao muito longa (veja o Passo 4 do Algoritmo 5.1), o leitor podera copia-
las da versdo em PDF desse trabalho e colar numa planilha eletrénica. Para tanto,
€ preciso ficar atento a quatro coisas. Primeiro, o leitor deve copiar linha por linha

de cada passo dos algoritmos e colar numa planilha eletrénica. Segundo, em alguns
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5. CALCULOS EM Z[I] ATRAVES DE PLANILHAS ELETRONICAS

algoritmos (veja Passo 4 do Algoritmo 5.1) aparecera a palavra “IMAGINARIO”. Ao
copiar e colar, o resultado sera “IMAGINARIO”, ou seja, 0 acento agudo do “A” ndo
se mantera do PDF para o LibreOffice. Isso tem que ser corrigido manualmente pelo
leitor na planilha. Terceiro, outro elemento que nao se mantém sao as palavras com
aspas. No Algoritmo 5.1, por exemplo, aparece “Acabou”. Neste caso, o0 ato de copiar
e colar do PDF para o LibreOffice ndo mantera as aspas de modo que o LibreOffice
as reconheca. E preciso que o leitor apague as aspas copiadas e digite-as na plani-
lha. Por ultimo, € preciso garantir que nao haja espagos nas férmulas das planilhas
LibreOffice.

5.1 Divisao em Z|i

Para determinar o quociente e o resto da divisao de dois elementos de Z[i| via uma

planilha eletrénica, procedemos de acordo com o seguinte algoritmo:

Algoritmo 5.1.

Passo 1: Escolha a = a; + axi e b = by + byi em ZJi], com b # 0 e abra uma planilha
em branco;

Passo 2: Na célula B1 digite: =COMPLEXO(ay; as)

Passo 3: Na célula C1 digite: =COMPLEXO(b1; bs)

Passo 4: Na célula C2 digite:

~SE(C1=COMPLEXO(0;0);“Acabou”;,COMPLEXO(SE(ABS(ARREDONDAR.PARA.BAIXO
(IMREAL(IMDIV(B1;C1));0)-
IMREAL (IMDIV(B1;C1)))>0,5:ARREDONDAR.PARA.CIMA(IMREAL
(IMDIV(B1;C1));0);ARREDONDAR.PARA.BAIXO(IMREAL (IMDIV(B1;C1));0));SE
(ABS(ARREDONDAR.PARA.BAIXO(IMAGINARIO(IMDIV(B1;C1));0)-
IMAGINARIO(IMDIV(B1;C1)))>0,5;ARREDONDAR. PARA.CIMA(IMAGINARIO
(IMDIV(B1;C1));0);ARREDONDAR. PARA.BAIXO(IMAGINARIO(IMDIV(B1;C1));0))))

Passo 5: Na célula D1 digite: =IMSUBTR(B1;IMPROD(C2:C1))
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5. CALCULOS EM Z[1] ATRAVES DE PLANILHAS ELETRONICAS

Resultado: As células C2 e D1 retornam, respectivamente, o quociente e o resto da

divisdo de a porb.

A figura a seguir ilustra o algoritmo anterior aplicado numa planilha eletronica para

a= 75+ 41i e b= 9+ 15i. Obtemos o quociente q= 4- 2ieorestoer = 9- i

Figura 1.7: Quociente e resto da divisdo de 75+ 41? por 9 + i
A B C D E
1 75+411 9+1Si 9-i
2 4-2i

Fonte: Os autores

A figura a seguir ilustra o contido na celula C2.

Figura 1.8: Funcao da celula C2

ta L f +  -SE(CI-COMPLEXO(0;0);"Acabou’;COMPLEXO(SE(ABS(ARREDONDAR. PARA. BAIXO(IMREAL(IMDIV(B1;C1));0)-IMREAL(IMDIV(B1;C1)))X),5;ARREDONDAR.PARA.CIMA(IMREAL(
IMDIV(B1;C1));0);ARREDONDAR.PARA.BAIXO(IMREAL(IMDIV(B1;C1));0)); SE(ABS(ARREDONDAR.PARA.BAIXO(IMAGINARIO(IMDIV(B1;C1));0)-IMAGINARIO(IMDIV(BL;,C1)})>0,5;
ARREDONDAR.PARA.CIMA(IMAGINARIO(IMDIV(B1;C1));0);ARREDONDAR.PARA.BAIXO(IMAGINARIO(IMDIV(B1;C1));0))))

Fonte: Os autores

5.2 Calculo do mdc em Z]i]

Pelo Teorema de Bezout, para determinarmos o mdc entre dois elementos de um
dominio euclidiano, podemos aplicar o algoritmo da divisao sucessivas vezes ate en-
contrarmos um resto igual a 0. O resto anterior sera o0 mdc procurado. Portanto,
podemos usar uma tabela do LibreOffice para determinar o mdc de quaisquer dois

inteiros gaussianos a e b, aplicando o seguinte algoritmo:
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Algoritmo 5.2.

Passo 1: Escolha a= ai + a2, b= bi + b2 e Z[i] com b= 0 e aplique o Algoritmo 5.1;
Passo 2: Arraste a célula C2 sobre as células D2, E2, F2, G2, etc;

Passo 3: Arraste a célula D1 sobre as células E1, F1, G1, H1, etc.

Resultado: Quando alguma célula da linha 1 retornar zero, o mdc de a e b serd o

elemento da linha 1limediatamente anterior a essa.

A figura a seguir mostra os calculos que determinam mdc(75+41i, 9+15i) utilizando
os algoritmo anterior. As ceiulas em azul sao 0s sucessivos restos, enquanto que as
ceiulas em verde sao os respectivos quocientes. Como a celula G1 retornou 0, temos

o retorno da celula FL e o mdc(75+ 41i, 9+ 15i), ou seja, mdc(75+ 41i, 9+ 15i) = 1- i.

Figura 1.9: Calculo de mclc{ 75 + 41?,9 + 15?)

Fonte: Os autores

5.3 Constantes de Bezout em Z]i]

O algoritmo a seguir nos mostra como e possivel determinar atraves de uma tabela
do LibreOffice as constantes Bezout para um par a,b e Z[i], ou seja, s,t e Z[i]
tais que as + bt = mdc(a,b). Para isso, utilizamos as formulas recursivas dadas na

demonstracao do Teorema de Bezout (ver Passos 4 e 5).

Algoritmo 5.3.
Passo 1: Escolha a= ai + aZ, b= bi + b2 e Z[i] e aplique o Algoritmo 5.2;

Passo 2: Nas celulas B3 e C3 digite 1e O, respectivamente;
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Passo 3: Nas células B4 e C4 digite 0 e 1, respectivamente;

Passo 4: Na célula D3 digite: =SE(D1=COMPLEXO(0;0);"Acabou”;IMSUBTR(B3; IM-
PROD(C2;C3)))

Passo 5: Na célula D4 digite: =SE(D1=COMPLEXO(0;0);"Acabou”;IMSUBTR(B4; IM-
PROD(C2;C4)))

Passo 6: Arraste a célula D3 sobre as células E3, F3, G3, etc;

Passo 7: Arraste a célula D4 sobre as células E4, F4, G4, etc;

Resultado: Quando em alguma célula da linha 3 (linha 4) aparecer a palavra “Aca-

bou”, a célula imediatamente anterior sera o valor de s (valor de t).

Na figura a seguir vemos como sao obtidas as constantes de Bezout para 75+ 41i

e 9+ I5i. Temosque s= -5 - 2iet= 26- 4i.

Figura 1.10: Constantes de Bezout para 75+ 4H e 9+ 15i.

Fonte: Os autores

5.4 Solucdes de Equacoes Diofantinas em Z]i]

Consideremos uma equacao diofantina aX + bY = ccoma= al + a2,b= hi + b2 e
c = cl + c2 em ZJ[i]. Para determinarmos uma solucao x0,y0 e Z[i] atraves de uma

planilha eletrénica, aplicamos o algoritmo a seguir.

Algoritmo 5.4.

Passo 1: Aplique o Algoritmo 5.3 para a e b;
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Passo 2: Na célula B5 digite: =COMPLEXO(cy; ¢3)
Passo 3: Na célula C5 digite:

~SE(D1=COMPLEXO(0;0);IMPROD(1;C1);SE(E1=COMPLEXO(0;0);IMPROD(1;D1);
SE(F1=COMPLEXO(0;0);IMPROD(1;E1);SE(G1=COMPLEXO(0;0);IMPROD(1;F1);
SE(H1=COMPLEXO(0;0);IMPROD(1;G1);SE(11=COMPLEXO(0;0);IMPROD(1;H1);
SE(J1=COMPLEXO(0:0);IMPROD(1;11);SE(L1=COMPLEXO(0;0);IMPROD(1;K1);
SE(M1=COMPLEXO(0;0);IMPROD(1;L1);SE(N1=COMPLEXO(0;0);IMPROD(1;M1);

SE(01=COMPLEXO(0;0);IMPROD(1;N1);SE(P1=COMPLEXO(0;0);IMPROD(1;01);0)))))))))))

Passo 4: Copie a célula C2 e cole-a na célula C6;
Passo 5: Copie a célula D1 e cole-a na célula D5;

Passo 6: Na célula B7 digite:

=SE(D3="Acabou’:IMPROD(1;C3);SE(E3="Acabou”:IMPROD(1;D3);
SE(F3="Acabou’:IMPROD(1;E3);SE(G3="Acabou”.IMPROD(1;F3);
SE(H3="Acabou’:IMPROD(1;G3);SE(I3="Acabou”:IMPROD(1;H3);
SE(K3="Acabou”;IMPROD(1;J3);SE(L3="Acabou”;IMPROD(1;K3);
SE(M3="Acabou’:IMPROD(1;L3);SE(N3="Acabou’:IMPROD(1;M3);
SE(03="Acabou”;IMPROD(1:N3):0)))))))))))

Passo 7: Copie a célula B7 e cole-a na célula BS;

Passo 8: Na célula B9 digite: =SE(D5=COMPLEXO(0;0);IMPROD(C6;B7);"Eq. Sem
Sol”)

Passo 9: Na célula B10 digite: =SE(D5=COMPLEXQ(0;0);IMPROD(C6;B8);"Eq. Sem
Sol”)

Resultado: Se nas células B9 e B10 aparecerem a expressao “Eq Sem Sol.”, entao
a equacdo aX + bY = c ndo tem solugdo. Caso contrario, 0s inteiros gaussianos que

aparecem serao, respectivamente, solugées iniciais xy e y, da equagao.
Observacao 5.5. Cabe aqui explicar o que os passo do algoritmo anterior retornam.
e O passo 3 desloca o0 mdc(a,b) da linha 1 para a célula C5.
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* Os passo 4 e 5 retornam, respectivamente, o quociente e o resto da divisédo de
c por mdc(a, b).

* Os passos 6 e 7 deslocam as constantes de Bezout das linhas 3 e 4 para as

ceiulas B7 e BS8.
* Os passos 8 e 9 nos déo as solugdes iniciais da equacdo, caso elas existam.

» O algoritmo identifica no passo 5 se o resto da divis6o de c por mdc(a, b) e igual
ou diferente de 0. Caso tal resto néo seja O, o algoritmo fornece a resposta “Eg.

Sem Sol.", o que significa que a equac¢do dada ndo tem solugdo.

Considere as equagdes (75 + 41)X + 9+ 15)Y = 7+ ie (7/5+ 41)X + (9 +
151)Y = 7+ 2i. As prdximas figuras mostram que a primeira equacao tem solucao

x0= -7 - 26i,y0= 94 + 92i e a segunda equagao nao tem solucao.

Figura 1.11: (75 + 41)X + (9+ I5i)Y = 7+ i tem solugao

Fonte: Os autores
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Figura 1.12: (75 + 41)X + (9 + 151))Y = 7+ 2i ndo tem solucéo

Fonte: Os autores

O proximo algoritmo visa determinar outras solugdes de aX + bY = cvia uma
planilha eletrénica. Estas solucoes sao determinadas via as formulas dadas pelo

Teorema 3.3(iii).

Algoritmo 5.6.
Passo 1: Aplique o Algoritmo 5.4 para equacdo aX + bY = c;

Passo 2: Na célula B11 digite:

=COMPLEXU(SE(ABS(ARREDUNDAR.PARA.BAIXU(IMREAL(IMDIV(B1;C5));0)

IMREAL(IMDIV(B1;C5)))>0,5;ARREDONDAR.PARA.CIMA(IMREAL(IMDIV(B1;C5));0);
ARREDUNDAR.PARA.BAIXU(IMREAL(IMDIV(B1;C5));0));SE(ABS
(ARREDONDAR.PARA.BAIXO(IMAGINARIU(IMDIV(B1;C5));0)-
IMAGINARIU(IMDIV(B1;C5)))>0,5;ARREDUNDAR.PARA.CIMA
(IMAGINARIO(IMDIV(B1;C5));0); ARREDONDAR.PARA.BAIXU
(IMAGINARIU(IMDIV(B1;C5));0)))

Passo 3: Na célula B12 digite:

=COMPLEXO(SE(ABS(ARREDONDAR.PARA.BAIXO(IMREAL(IMDIV(C1;C5));0)

IMREAL(IMDIV(C1;C5)))>0,5;ARREDUNDAR.PARA.CIMA(IMREAL(IMDIV(C1;C5));0);
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ARREDONDAR.PARA.BAIXO(IMREAL(IMDIV(C1;C5));0));SE(ABS
(ARREDONDAR.PARA.BAIXO(IMAGINARIO(IMDIV(C1,C5));0)-
IMAGINARIO(IMDIV(C1;C5)))>0,5;ARREDONDAR.PARA.CIMA

(IMAGINARIO
(IMDIV(C1:C5));0);ARREDONDAR.PARA.BAIXO(IMAGINARIO(IMDIV(C1;C5));0)))

Passo 4: Escolha um inteiro gaussiano = = z+z»i e na célula B13 digite: =COMPLEXO(z1; z3)
Passo 5: Na célula B14 digite: =IMSOMA(B9;IMPROD(B12;B13))
Passo 6: Na célula B15 digite: =IMSUBTR(B10;IMPROD(B11,B813))

Resultado: As células B14 e B15 retornam valores de x e y que sao solugbes de

aX +0Y =c.

~ : b .
Observacao 5.7. No Algoritmo 5.6, 0s passos 2 e 3 calculam g e 7 respectivamente.
Os passos 5 e 6 determinam, respectivamente, solugcées x = xy + 7 ey =1y — gz

para cada z € Z|i] que for digitado na célula B13.

Exemplo 5.8. A proxima figura mostra todos os algoritmos descritos nesta se¢do
serem aplicados para a equac¢ao (751 41i) X + (9+ 154)Y = 7+1i. Temos que mdc(75+
414,94 157) = 1—i e 1 —i|7+1i. Também, xo — —7—26i,y, = 94+92¢,g = 17+58i € g =
—3+12i. Porfim, x = —28+47i e y = 101 —99¢ s@o solugdes obtidas a partir de = = 3+i.
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Figura 1.13: Outra solugcédo da equacgédo (75+ 41)X + 9+ |lbi)Y = 7+ i

Fonte: Os autores
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Conclusao

Determinar um mdc entre dois elementos de um dominio qualquer pode ser traba-
lhoso. Isso se deve ao fato da definicao de mdc nao apresentar um possivel candidato.
Ela apenas diz que d € um mdc de a e b, se d € um divisor comum de a € b € qual-
quer outro divisor comum de a € b divide d. Pela Observagao 2.7, quando estamos
trabalhando com dominios euclidianos, isso fica um pouco mais facil, porém, pode-
mos ter dificuldades nos calculos das sucessivas divisdes. Por isso, um programa de
computador que realize tais calculos € crucial. O mesmo vale para determinarmos as
constantes de Bezout e as solugbes de equagdes diofantinas.

Nesse sentido, os algoritmos para Z[:] que apresentamos na Sec¢ao 5 sao inte-
ressantes e muito praticos, pois eles podem ser aplicados praticamente em qualquer
computador, smartphone ou tablet sem a necessidade do conhecimento de uma lin-
guagem de programacgao especifica. Basta ter instalado o Office ou o LibreOffice e
seguir 0s passos apresentados nos algoritmos da Secao 5. Observamos que uma
vez programada uma tabela conforme descrevemos anteriormente, s6 € preciso alte-
rar as células B1, C1, B5 e B13 para determinar diferentes mdc s ou resolver diferentes
equagoes diofantinas.

Durante o desenvolvimento desse trabalho, percebemos a falta de recursos com-
putacionais simples, viaveis e asseciveis para a realizacao dos calculos algébricos em
Z[i] que necessitavamos. Com essa necessidade passamos considerar as planilhas
do LibreOffice como uma possibilidade de ferramenta. Nos as escolhemos por varios
motivos, dentre eles a facilidade de acesso e manuseio pelos usuarios, bem como

a existéncia de algumas fungoes pré-definidas, por exemplo, multiplicagédo, adi¢ao e
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subtracao de numeros complexos. Por um lado, para noés o mais importante foi a
programagao da divisao euclidiana em Z[i|. Por outro lado, como pode-se perceber
no Passo 4 do Algoritmo 5.1, esta programacao foi a mais dificil, pois envolve diversos
comandos légicos.

Nos acreditamos que um aplicativo de celular como aquele desenvolvido em (DOS
SANTOS, 2016) seria muito mais atrativo. Porém, ele se limita a smartphones com
sistema Android. Ressaltamos ainda que as planilhas que apresentamos também
podem ser usadas para resolver equagdoes diofantinas classicas, ou seja, com coe-
ficientes em Z. Para tanto, basta zerar a parte imaginaria dos coeficientes e termo
independente da equacgao.

Esperamos que estudantes e professores de graduacao e pos-graduacgao se ins-
pirem em utilizar as planilhas do LibreOffice para outras atividades. Por exemplo, em
(DE JESUS, 2018) os autores descrevem como tais planilhas podem ser Uteis para o
estudo de Geometria Analitica. Elas sao viaveis para resolver sistemas lineares com
poucas incognitas através da Regra de Cramer, pois essa regra depende apenas de
calculos de determinantes e quociente de nimeros reais, que podem ser realizados
facilmente em uma planilha eletrénica. Além disso, acreditamos que equagdes dio-
fantinas sobre outros dominios euclidianos do tipo Z[a], como descritos no Exemplo

1.2, possam ser estudados com o auxilio de tabelas do LibreOffice.
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