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Resumo

O sudoku é um quebra-cabeca bidimensional que se resume tipicamente na colocagao
logica dos algarismos de 1 a 9. Assim, ndo demorou para que alguns matematicos iniciarem
as suas pesquisas procurando por padroes no sudoku. Este trabalho explora a relacao
entre o sudoku e a dlgebra com o objetivo de verificar se é possivel construi-lo por meio da
teoria de grupos e quadrados latinos com o intuito de utilizar essa constru¢ao como uma
atividade diferenciada em sala de aula. Para tanto, realizamos uma pesquisa bibliografica
explorando artigos referentes ao assunto. Verificamos que é possivel construir o sudoku
utilizando classes laterais e as construgoes lineares de Keedwell. A partir desses resultados

foi possivel elaborar uma sugestao de atividade para aplicar em sala.

Palavras-chave: Sudoku. Teoria de Grupos. Quadrados Latinos. Construgoes Lineares

de Keedwell.



Abstract

Sudoku is a two-dimensional puzzle that typically work with logical placement of the
numerals from 1 to 9. Therefore, it didn’t take long for some mathematicians started their
searching for patterns in sudoku. This project explores the relationship between sudoku
and algebra in order to verify if is possible to construct the puzzle with Group Theory
and Latin Squares in order to use this construction as a different activity in the classroom.
Thus, a bibliographic research was made by exploring articles related to the subject. We
concluded that it is possible to construct the sudoku using Cosets and also using Linear
Keedwell Contruction. From these results it was possible to elaborate an activity to apply

in class.

Keywords: Sudoku. Group Theory. Latin Square. Linear Keedwell Contruction.



Lista de 1lustracoes

Figura 1 — Exemplo de sudoku. . . . . ... ... ... ... L 3
Figura 2 — Blocos do sudoku. . . . . . ... .. . . ... 4
Figura 3 — Solucao Figura 1.3. . . . . . . . ... .. .. 4
Figura 4 — Linhas dosudoku. . . . .. ... ... . ... ... ... 5
Figura 5 — Colunas dosudoku. . . .. ... ... ... ... . ... .. ... ... )
Figura 6 — Blocos do sudoku. . . . . . ... ... ... 5
Figura 7 — Exemplo de estratégia de jogo. . . . . .. ... ... ... ... 6
Figura 8 — Quadrado latino de ordem 9. . . . . .. ... ... ... L. 7
Figura 9 — Exemplo de sudoku com 16 pista e duas solugoes . . . . ... ... ... 9
Figura 10 — Enumeracao das casas do sudoku. . . .. ... ... ... ... ... ... 10
Figura 11 — Inicio da solugdo da Figura 1 por backtracking. . . ... ... ... ... 11
Figura 12 — Exemplo da solugao da Figura 1 por backtracking. . ... ... ... .. 11
Figura 13 — Quadrado latino de ordem 9. . . . . ... ... ... ... ... ... 16
Figura 14 — Modelo do sudoku na lousa . . . ... ... ... ... ... ........ 53
Figura 15 — Modelo da resolucao do sudoku na lousa . . . .. ... ... ... .... o4
Figura 16 — Frente e verso do papel . . . . . . . . . .. . ... 54
Figura 17 — Pecas dosudoku . . . . . ... . ... ... 55
Figura 18 — Pecas auxiliares . . . . . . ... .. ... ... 55
Figura 19 — Exemplo do sudoku com pecas auxiliares . . . .. ... ... ... ... .. 56
Figura 20 — Tabuleiro do sudoku . . . ... ... .. ... ... ... 56
Figura 21 — Exemplo com as pecas auxiliares . . . . ... ... ... ... ... .... 59
Figura 22 — Exemplo II com as pecas auxiliares. . . . . . ... ... ... ... .... 60
Figura 23 — Exemplo do sudoku completo . . . ... ... ... ... ... ... ... . 61
Figura 24 — Exemplo do quebra-cabeca . . . . . . .. ... ... .. L. 62
Figura 25 — Blocos dosudoku . . . ... ... ... . ... 65
Figura 26 — Exemplo de preenchimento do Bloco 1. . . . . ... ... ... ... ... 65
Figura 27 — Exemplo da Construgao 2 dosudoku. . . . ... ... ... .. ... ... 66

Figura 28 — Exemplo do sudoku dado pela Constru¢ao 2 . . . .. .. ... ... ... 67



Figura 29 — Exemplo 2.1.4. . . . . . . . . 73
Figura 30 — Tabuas de adi¢ao e multiplicacdoem Zg . . . . . . . . . . ... ... ... 82



Sumario

INTRODUGAO . . o ottt e e e e e e e e e e e e e e e 1
1 O JOGO: SUDOKU . .. ... . it ie i e 3
1.1 Asregras do jogo . . . . .. ... 6
1.2 A histériado jogo . . . . . ... 7
2 QUADRADOS LATINOS . . . . . . o d e e e e e e 12
2.1 Definicao e exemplos . . . . . . . ..o 12
2.2 Grupos e quadrados latinos . . . .. ... ... ... ... ... 19
2.3 MOLS . . 24
2.4 Relacao de grupos e MOLS . . . ... ... ... ... ... . ..... 28
3 APLICACOES . . . oottt e e e e e e e e e e 33
3.1 Construcao 1 do sudoku completo . . . . ... ... ... ... .... 33
3.2 Construcgao 2 do sudoku completo . . . . . ... ... ... ... ... 42
4 BENEFICIOS DO SUDOKU NA APRENDIZAGEM . .... 48
4.1 Fundamentacao teérica . . ... ... ... ... ... .......... 48
4.2 Sugestao de atividade . . ... ... ... ... .. L 51
4.2.1 Aulal ... 51
4.2.1.1 Desenvolvimento da Aula 1 . . . . . . ... ... ... ... ... ... ... . 53
4.2.2 Aula 2 Construgao 1 . . . . . . .. .. .. ... 57
4.2.2.1 Desenvolvimento da Aula 2 de Construgao 1 . . . . . . .. ... ... .... 59
4.2.3 Aula 2 Construgao 2 . . . . . ... . ... ... ... 63
4.2.3.1 Desenvolvimento da Aula 2 de Construgao 2. . . . . . .. ... ... ..... 65
CONCLUSAO . . .ttt et e e e e e e e e e e 68

REFERENCIAS . . . o ot e e e e e e e e e e e e s e s s s s 69



APENDICES 71

APENDICE A -~ TEORIADEGRUPOS ................ 72
Al Definicoes . . . . . . . 72
A.2 Propriedades . . ... ... ... ... ... ... 76
A.3 Subgrupos e classes laterais . . ... ... ... ... .......... 84
A4 Subgrupo Normal e Homomorfismo . . . . . . ... ... ... .... 88
A5 Teorema da Representagao de Grupos . . . . . . ... ... ... .. 92
Indice . . . . . @ @ @ e e e e e e e e e e e e e e e e 94



INTRODUCAO

O sudoku é um quebra-cabega que se tornou febre nos anos 80, apesar do nome
ser de origem japonesa o jogo foi inventado nos Estados Unidos por Howard Garns, um
arquiteto e admirador de quebra-cabegas. (DELAHAYE, 2006) A origem do sudoku esta
relacionada aos quadrados latinos, os quais surgiram a partir da tentativa da solucao de
um problema proposto por Euler. Tal problema é conhecido como o problema dos 36
oficiais, o qual o matematico tenta encontrar uma tabela 6 x 6, a qual deve distribuir 36
oficiais em 6 regimentos distintos com 6 patentes distintas de maneira que cada regimento
tenha exatamente um oficial de uma das 6 patentes. (ALEGRI; SILVA, 2017)

Nao demorou muito para o jogo despertar o interesse de pesquisas relacionadas
a area das ciéncias exatas. A respeito dos estudos matematicos relacionados ao sudoku
temos a teoria de grupos como uma das principais ferramentas, o qual estuda as estruturas
algébricas denominadas de grupos que sao fundamentais para a algebra abstrata e servirao
como base para o estudo dos quadrados latinos, oferecendo assim suporte para nossos
estudos a respeito do sudoku. (JUSSIEN, 2007)

Associando a algebra com o sudoku procuramos um meio de construir o quebra-
cabeca utilizando a teoria de grupos e os quadrados latinos. Portanto, realizamos uma
pesquisa bibliografica para reunir informagoes e teorias que poderiamos utilizar para a
construcao. Primeiramente efetuamos um estudo algébrico e utilizamos o livro de Introducao
a algebra (GONCALVES, 2003), exploramos também artigos cientificos que relacionam a
estrutura algébrica com o jogo. Agora, para a produc¢ao da atividade nos baseamos nos
conteuidos estruturantes das Diretrizes Curriculares da Educacao Bésica: Matematica do

Parané (PARANA, 2008) e nos Pardmetros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998).



SUMARIO 2

Verificamos entao a possibilidade de uma aplicacao da algebra para a elaboragao
do sudoku, a qual nos permitira a constru¢ao de uma atividade para ser aplicada em sala
de aula. O principal objetivo era verificar a possibilidade de utilizar a teoria de grupos
e relaciona-la ao sudoku, posteriormente surgiu a ideia de elaborar uma atividade dos
resultados obtidos com a pesquisa. Deste modo, trazendo uma atividade diferenciada e

mais atrativa para os alunos.

O trabalho esta dividido em 4 capitulos, o primeiro é referente as regras do jogo e
a historia do sudoku. O segundo capitulo é um estudo sobre os quadrados latinos, uma
vez que esse assunto servira de base tedrica para construcao do sudoku. Para compreender
melhor os quadrados latinos hd no apéndice a teoria necessaria sobre teoria de grupos.
J& no capitulo 3 temos a aplicacao da 4lgebra para construir o jogo e por fim no ultimo

capitulo hd uma sugestao de atividade utilizando as construgoes do capitulo 3.



meeeesesssssssssmmm  Capitulo 1

0 JOGO: SUDOKU

Neste capitulo conheceremos as regras do sudoku e como podemos solucionar o
quebra-cabeca. Para isso utilizaremos informagoes contidas no artigo The science behind
Sudoku (A ciéncia do Sudoku) da revista Scientific American(DELAHAYE, 2006) e
também usaremos as informagoes dos livros A to Z Sudoku (JUSSIEN, 2007) e Taking
Sudoku seriously: The math behind the world’s most popular pencil puzzle (ROSENHOUSE;
TAALMAN;, 2011) para comentar um pouco sobre a histéria do jogo, falaremos de sua

origem e de como ele foi criado.

Figura 1 — Exemplo de um jogo de sudoku.

1 3
6137 418
5 2 9
719 1|5
6 7 5 2
5|3 716
4 1 3
8|6 21415
3 8

O jogo tradicional é jogado em uma malha de 9 linhas e 9 colunas na qual é dividida
em 9 sub-malhas as quais denominaremos de blocos, isto é, cada bloco possui 3 linhas e 3

colunas, ilustrados na Figura 2.
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Figura 2 — Blocos do sudoku

—A—

Blocg1 | Bloca2 | Bloca 3

Bloca4 | Blocd5 | Blocg6

Blocd7 | Blocd8 | Blocd9

Cada quebra-cabeca valido possui uma tnica solucdo e apesar de ser completado
com numeros poderia ser completado com qualquer conjunto de nove simbolos diferentes,
veja (DELAHAYE, 2006). O jogo ja se inicia com alguns quadrados preenchidos com

numeros de 1 a 9, como na Figura 1, os quais sao chamados de pistas.

O objetivo no sudoku é preencher a malha 9 x9 de maneira que cada linha, coluna e
bloco contenha os algarismos de 1 a 9 uma tnica vez, ou seja, nao pode haver a repeticao
de um mesmo algarismo numa mesma linha, ou numa mesma coluna, ou em um mesmo
bloco do quebra-cabeca, veja (ROSENHOUSE; TAALMAN;, 2011). Na Figura 3 temos a
solucao do sudoku da Figura 1. Note que nao ha a repeticao de algarismos em cada linha,

coluna e bloco.

Figura 3 — Solucao da Figura 1

7181211(4(9]16|5]|3
915|613 |7(2]|1/4]|8
11438561279
217191463815
61|47 (8[5]13|9]2
513(812|9(1}7|6|4
412111513719 |8]6
8167191241531
31951618427

Isto é, cada algarismo aparece uma vez em cada linha, uma tnica vez em cada

coluna e uma Unica vez em cada bloco.
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Figura 4 — Linhas do sudoku.

Preenchimento valido

A

Linha<@ 637 418

Preenchimento invalido

AL

Linha { [®] [®]3]7 48

Para cada coluna temos que cada algarismo de 1 a 9 aparece uma tUnica vez.

Figura 5 — Colunas do sudoku.

Coluna Coluna

A~ A~

( 3 ( @

8 8

9 9

5 5

Preenchimento Preenchimento
o 112 . 2
valido invalido

@ ®

A mesma situagao ocorre para os blocos do sudoku.

Figura 6 — Blocos do sudoku.

Preenchimento Preenchimento
valido invalido
——— ——
1 ©) 1 @
Bloco< | 3 | 7 Bloco<{ | 3 |@
5 5
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1.1 As regras do jogo

Podemos resumir as regras do sudoku da seguinte forma:

1. Devemos preencher cada bloco (sub-malha 3 x 3) com os algarismos de 1 a 9;
2. Em cada linha da malha aparecem algarismos de 1 a 9 uma tnica vez;

3. Em cada coluna da malha aparecem algarismos de 1 a 9 uma tnica vez.

Existem muitas estratégias para resolver sudokus manualmente, mas com duas
abordagens praticas um jogador pode obter um bom ponto de partida para preencher o
seu quebra-cabeca. Primeiro devemos observar como as linhas, colunas ou blocos estao
preenchidos e eliminar as opg¢oes de algarismos que sao impossiveis de ocuparem certas casas.
Com isso o jogador pode reduzir consideravelmente as possibilidades de preenchimento de
certos espacos e as vezes identificando lugares em que apenas um algarismo pode ocupar

uma determinada casa.

Posteriormente, o jogador deve procurar casas vazias em que um determinado
algarismo se encaixa em determinada linha, coluna ou bloco. Por exemplo, podemos
localizar os tnicos lugares em que o algarismo 1 caberia na linha 3. Por vezes, essa
busca leva ao jogador a estabelecer uma tunica maneira de preencher uma casa. Essa

estratégia pode ajudar, mostrando que o algarismo 1 se encaixa em dois ou trés espacos.
(DELAHAYE, 2006)

No exemplo a seguir podemos notar que o algarismo 1 s6 pode ocorrer na terceira
linha e na sétima coluna, visto que, dada as restrigdes nos dois primeiros blocos (blocos
1 e 2) conforme a Figura 7, isto é, o nimero 1 ja existe nesses blocos. Temos que esse
ntmero s6 pode ocorrer no bloco 3 na terceira linha, uma vez que o 1 ja ocupa a 12 linha

do sudoku.

Figura 7 — Exemplo de estratégia de jogo.

1 4
1124 31617
3 @D 5
4 2171 3
1 94
6 21417
8 1 9
2 9 5
8 8 7|4
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Para discutirmos melhor sobre o sudoku na proxima se¢ao definiremos um sudoku
completo como sendo a malha 9x9 preenchida com os niimeros iniciais, os quais chamaremos
de pistas, juntamente com a sua solugao, veja a Figura 3, e vamos definir um sudoku

inicial como a malha 9 x 9 do sudoku preenchida somente com as pistas, veja a Figura 1.

1.2 A histéria do jogo

A palavra sudoku é uma abreviacao de uma expressao japonesa "suji wa dokushin
ni kagiru", a qual significa que cada digito deve ser tinico. A origem do jogo esta ligada
com os quadrados latinos. Um quadrado latino de ordem n é basicamente uma matriz
n x n preenchida com n simbolos de maneira que um mesmo simbolo nao se repete na
mesma coluna ou na mesma linha, veja a Definicao 2.1.3. Esses quadrados foram objetos
de estudos de Leonhard Euler (1707 — 1783). (JUSSIEN, 2007)

Figura 8 — Quadrado latino de ordem 9.

1123456789
213(4(5]6]7]|8]|9]|1
314|567 [8|9|1|2
415167 (8|9|1(2]3
516718912 |3]|4
6171819112345
7181911213456
819111234 |5]|6|7
911234 |5(6|7)|8

O primeiro sudoku que se assemelha ao quadrado latino de ordem 9 surgiu em uma
edicao da revista Dell Pencil Puzzles and World Games no ano de 1979. O jogo foi criado
por um arquiteto americano aposentado chamado Howard Garns. Esse quebra-cabeca foi
langado nessa revista com o nome de Number Place (lugar dos niimeros). Alguns anos
mais tarde a editora japonesa Nikoli introduziu o jogo no Japao com o nome de sudoku.
Curiosamente os japoneses conhecem mais o quebra-cabeca pelo nome em inglés "number

place'e os americanos pelo nome japonés "sudoku'. (DELAHAYE, 2006)

A popularizacdo do sudoku inicialmente se deve a Wayne Gould que passou mais
de cinco anos escrevendo um programa de computador que gerasse esses jogos. Wayne
também influenciou a publicagdo do sudoku na revista The Times. Ja, no ano de 1989 a

companhia de software LOADSTAR publicou o DigiHunt, o primeiro software capaz de
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produzir sudokus. Posteriormente, em meados de julho de 2005 o quebra-cabeca chega até
a Franca. (JUSSIEN, 2007)

Deste modo, muitos jornais em varios paises passaram a publicar o jogo. Tornando ele
tao popular que lancaram revistas e livros inteiros direcionados a esse tipo de entretenimento.
Nao demorou muito para que o sudoku despertasse a atengao de matematicos para investigar
quantos jogos distintos podem existir. Observaram que a resposta deveria ser menor que o
numero de quadrados latinos distintos de ordem 9. Existem somente 12 quadrados latinos
de ordem 3, 576 de ordem 4, mas existem 5.524.751.496.156.892.842.531.225.600 de ordem
9. Estimaram a quantidade de sudokus completos distintos com o uso da loégica matematica
e computadores, mas isso nao foi tarefa facil, esse niimero é 6.670.903.752.021.072.936.960.
O resultado foi obtido por Bertram Felgenhauer da Universidade Tecnologica da Alemanha
e Frazer Jarvis da Universidade de Sheffield, Inglaterra. (DELAHAYE, 2006)

O campo de pesquisa que relaciona a matematica com o sudoku é muito interessante.
Sendo que a teoria combinatoria e a teoria de grupos sao fundamentais para o estudo desse
tema e alguns softwares especificos sao utilizados para o auxilio desses estudos. (JUSSIEN,
2007) Note que um sudoku inicial cuja solugao é tnica pode dar origem a outros sudokus
iniciais. Tal quebra-cabega possui interesse para os matematicos se for minimo, ou seja, se
a remocao de uma pista implicar que a solu¢ao do sudoku nao é mais tnica. Calcular o

nimero de sudokus iniciais que sao minimos ¢é atualmente um desafio.

Outro desafio que ainda nao possui solucao é responder qual deve ser o menor
numero de pistas de um sudoku inicial para que a sua solugao seja tnica. Estudos indicam
que a resposta é de 17 pistas, mas esse resultado ainda nao foi provado. O matematico
Gordon Royle da Universidade do Oeste da Australia conseguiu determinar mais de
38 mil exemplos de sudokus iniciais que satisfazem esse critério. Outro matematico da
Universidade Nacional da Irlanda, Gary McGuire, lidera estudos na busca de um sudoku
inicial com 16 pistas, o qual aparentemente nao existe, pois, ainda nao conseguiram

identificar um sudoku inicial com tais propriedades.

Em contrapartida, Royre com outros pesquisadores conseguiram determinar um
sudoku inicial de 16 pistas com apenas duas soluc¢oes, o que nao significa que um sudoku
valido, isto é, um sudoku inicial que possua uma tnica solugao, com 16 pistas nao exista. O
pesquisador afirma que se fosse possivel analisar um sudoku inicial por segundo a pesquisa
demoraria em torno de 173 anos e mesmo que conseguisse dividir a pesquisa entre 10
mil computadores a pesquisa iria demorar cerca de um ano. O pesquisador afirma que é

necessario a implementacao de algoritmos melhores para tornar a pesquisa possivel.
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Figura 9 — Exemplo de sudoku com 16 pista e duas solugoes

516|238 41711 5161213981471
81419171 |6]2|5]|3 9141817 (1|6]2|5]|3
11371412 |5]18]9]6 1137141251986
315181194627 315191184627
917141263185 8171412631195
211168571349 2111619571348
619|1]15(42]7|3]|8 68|1]15(4]2]17|3]|9
71251613 |8]9]|1 |4 7125161391814
41813197 |1]|5|6|2 419 13|8|7|1]5|6]2

Fonte: Adaptagao da Figura 1 de (MARTINS; PICADO, 2012).

Atualmente os sudokus sao gerados na sua maioria por softwares de computador, um
algoritmo que resolve um quebra-cabeca desse tipo pode gerar outros sudokus iniciais. Ha
também outros softwares, que conseguem verificar se um sudoku possui mais de uma solugao
e caso haja mais de uma solucgdo se acrescentam mais pistas quanto forem necessarias para
que a solucao desse sudoku seja tnica. (DELAHAYE, 2006) A complexidade para resolver
um sudoku por meio de um algoritmo é considerado um problema de NP-completo !.
Podemos pensar que a dificuldade de solucionar um quebra-cabecga sudoku esta intimamente
ligada ao nimero de pistas iniciais, mas isso nao ¢ verdade. Pois, existem varios sudokus
de nivel facil com apenas 17 pistas, enquanto existe sudokus iniciais com mais de trinta
pistas dificeis de solucionar. (JUSSIEN, 2007)

A solucao computacional mais comum para resolver um jogo é o backtracking, o
qual é um algoritmo que utiliza tentativa e erro para solucionar o quebra-cabega. Durante
o processo esse algoritmo pode retornar a um estado anterior ao qual ja foi analisado caso
necessario. (DELAHAYE, 2006) Descreveremos um exemplo desse tipo de programa e
para isso relacionaremos cada casa do sudoku com os nimeros de 1 a 81 como segue na

Figura 10.

L A classe dos problemas NP sio do tipo que podem ser verificados em tempo polinomial, ji a classe

NP-completo sdo problemas NP cuja resolucdo de um deles puder ser efetuada em tempo polinomial
entao problema NP-completo terd uma solugdo nesse tempo, o qual é o tempo de execugao que é
limitado superiormente por uma expressao polinomial.
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Figura 10 — Enumeracao das casas do sudoku.

112(3]4|/5(6]17]8]9
10111}12113|14|15]16(17|18
19120121122|23|24]25(26|27
28129130131 (32|33]34|35|36
373839140 41|42|43 |44 |45
46147148149 |50 |51]52|53|54
5556|5758 |59 60161 |62|63
6465|6667 |68|69]|70|71|72
7374|7576 |77 781798081

O software comeca percorrer as casas do sudoku de maneira crescente conforme a
Figura 10 e identifica a primeira casa vazia, apods isso ele vai testar os algarismos de 1 a
9 nessa casa, caso ele ndao encontre algum conflito com a linha, ou seja, caso nao exista
a repeticao do ntimero testado na linha, nao encontre conflito na coluna ou no bloco ele
insere o nimero testado. Apds esse procedimento o algoritmo identifica a préxima casa
vazia e faz o mesmo processo, nao havendo conflito. Caso contrario o algoritmo retorna a
ultima casa preenchida soma uma unidade ao algarismo e verifica a possibilidade dessa
casa ser preenchida com esse niimero, senao ele soma mais uma unidade e tenta o mesmo
procedimento novamente. Observando que durante o avango das casas o algoritmo pode

retornar mais de uma casa, se necessario. (DELAHAYE, 2006)

Assim, se usarmos o programa para resolver o sudoku da Figura 1. Ele identificaria
a casa 1 como a primeira casa vazia, tentaria inserir o algarismo 1, mas isso daria conflito
com a linha. Tentaria inserir o algarismo 2 e como nao ha conflito ele insere esse algarismo
nessa casa. Depois ele identificaria a casa 2 como vazia e tentaria colocar o algarismo
1 nessa casa, mas daria conflito com a linha, tentaria o algarismo 2, mas obteria outro
conflito com a linha, tentaria o algarismo 3, mas hd um conflito com a coluna e por fim o

algoritmo insere o algarismo 4,conforme a Figura 11.
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Figura 11 — Inicio da solucao da Figura 1 por backtracking.

2 1 3 2|4 1 3
6137 4|8 6137 4|8
5 2 9 5 2 9
719 115 719 115
6 7 5 2 = 6 7 5 2
513 716 5|3 716
4 1 3 4 1 3
816 21415 816 21415
3 8 3 8

Realizando esse procedimento, até a casa 6 teriamos o resultado da Figura 12 e
na casa 7 o algoritmo nao poderia colocar nenhum algarismo de 1 a 9, pois teria algum
conflito, assim retornando a casa anterior. Mas, como a soma ¢ maior que 9, ele apaga o
algarismo dessa casa e retorna mais uma casa para a casa 5 e soma 1 unidade ao algarismo
ja existente e verifica se nao ha conflito, caso haja ele soma mais uma unidade ao nimero

existente e vai realizando esse método recursivamente até terminar o quebra-cabeca.

Figura 12 — Exemplo da solucao da Figura 1 por backtracking.

2141511619 3
6137 418

5 2 9

719 1(5
7 5 2

W || H=]10T | O
—_
(O]
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Capitulo 2

QUADRADOS LATINOS

No jogo sudoku é possivel relacionar a sua malha 9 x 9 com a algebra abstrata,
especificamente com a teoria de grupos. Desta maneira, poderemos compreender alguns
aspectos dessa teoria, descrita no apéndice, com o objetivo de utiliza-la na construcao

desse quebra-cabeca e compreender melhor o Capitulo 2.

Assim, nesse capitulo estudaremos sobre os quadrados latinos, os quais antecederam
o sudoku e que nos fornecerao pistas de como construir esse quebra-cabega. Por conseguinte,
utilizaremos o artigo Sobre sudoku e grupos (ALEGRI; SILVA, 2017), o qual nos fornecera

suporte tedrico para entender como poderemos elaborar esse jogo.

2.1 Definicao e exemplos

Primeiramente, vamos definir o que é um quadrado linha para depois definir o

quadrado latino.

Definig¢ao 2.1.1 (Quadrado Linha). Um quadrado linha de ordem n, n > 1, é uma matriz
quadrada de ordem n cujas entradas de cada linha da matriz correspondem a imagem de

uma permutagao de S,. (Veja a Definicao A.2.7).
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Exemplo 2.1.2. Considere o seguinte quadrado linha P de ordem 9.

!

I
N lalw|loa|—~lolw|~
glal~rlololbrx]lo|N]|N
S| o|lw|lwla|vd]lg| -~ |w
s lolNl—|~r|lolu|o] s
Wl lo|k|la|w|g]l~|w]|u
Ool—|lalaNvialNn| oo
—INjOole |k |lw]lo|Na]
o |||l | N|la]lw|u|o
w|lw|[g|Nv ook |w]|w

Note que nao temos a repeticao de algarismos nas linhas, mas os algarismos podem

se repetir em uma mesma coluna.

Além disso, cada linha da matriz P é a imagem de uma permutacao de Sy.

Denotando os elementos de Sy por f;, para i=1,2,3,4,5,6,7,8,9, temos:

f_(123456789)

Qi1 Q2 A3 Qi A5 Qi Qg7 A8 Q49
e, parai=1,2,3,4,5,6,7,8,9, temos
fi:{1,2,3,4,5,6,7,8,9} — {1,2,3,4,5,6,7,8,9}
j o fi(j) = ay.

No exemplo anterior, Exemplo 2.1.2, segue que

f_123456789 f_123 78 9
"1 23456789 732109 7 5 4]

1234567809 1 2 5 9
f3_(9 6 3 4)7 f4_(1 9)7
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f_123456789 f_123456789
""\s5132469s87 4560981273

1234567389
e fo= .
25743916 8

Portanto, podemos denotar o quadrado linha P por

N

f2

fs

Ja

P=1fs |

e

s

I8

Jo

isto é,

112(3l4/5(|6|7|8|9]— A1
312(1]9|8|6|7|5|4]|— f
9/8|7]|5|1|2]6|3 4] —f3
114128763 |5|9]— fa
61951321478 —f5
719(3]1(5|6]4[8|2]— f6
5113|214 /6|9|8|7|—f7
415(6l9|8|1|2|7|3|—fs
215(714(13|9]1|6|8)— fo

Portanto, podemos denotar o quadrado linha P por

i
L BT S
I3

ou seja,
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ajp|ap |- (4| — f1

ax (a2 |- |42 | — fo

Ap1 | G2 | -« |Gnn | — fu
onde f; €S, parai=1,...,n, de forma que:

;1 Qg2 0 Qi

fiz( )ef’i(])zaij7.]=1727"'7n'

Entretanto, um quadrado linha pode nao representar um resultado de um jogo de
sudoku, ja que sua configuragdo permite que se obtenha elementos iguais na mesma coluna,
isto é, pode existir um quadrado linha P = (f1, fo, ... , fn) tal que fi(j) = ai; = aij = fi(j),

por exemplo,

wlow|klo|lbs|l~rlwiNn]|~
RN ESE ISAR AN ENEES RS

R Q[ RPIN[ W | O] ||

N[ O, (]| W, [W| O],

QI N WR Rl

R (=N |OCT1| U1 |0

N ||| ||

I J |G| | NN |~ |\
N (O | O[O N0 ([0 W

0 que nao satisfaz as regras do jogo sudoku, pois, temos que garantir que nao existam
elementos repetidos na linha, na coluna e no bloco. Assim, devemos introduzir um novo

conceito para representar o resultado de um jogo de sudoku.
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Definicao 2.1.3 (Quadrado Latino). Um quadrado latino de ordem n, n > 1 é um
quadrado linha de ordem n, cujas entradas sao distintas de maneira que seus elementos

nao se repitam na mesma linha ou na mesma coluna.

Isto é, seja L = (a;;) um quadrado latino de ordem n, entdo temos

il F Qi € Q45 F Qpj 4 i,l,k,je{l,Q,...,n}.

ail (a2 |-+ | 41n
az1 | a2 | ---|42n
Anl |An2 | -+ |nn

Exemplo 2.1.4. Exibimos a seguir um exemplo de quadrado latino de ordem 9.

Figura 13 — Exemplo de um quadrado latino de ordem 9.

2111314651789
1(3(4]6|5|7|8[9]2
3141657 [8]9|2|1
4165171891213
615|7]18(9(2]|1|3]|4
51718191213 |4]|6
718191213465
81912113 |4]|6|5]|7
91211134 |6]|5|7|8

Observacao 2.1.5. Note que todo quadrado latino é um quadrado linha, mas nem todo

quadrado linha é um quadrado latino.

Considere os quadrados a seguir, o quadrado da esquerda é um quadrado latino

L = (a;;) de ordem 9 e o quadrado da direita é um quadrado linha, P = (b;;) de ordem 9.

Perceba que o quadrado da direita ndao é um quadrado latino de ordem 9, pois,

existem algarismos que se repetem na coluna, por exemplo, ass =5 = as3.
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2113|4657 (8|9 1(213]14|5|6|7]8]9
113(4]6|5|7]18]9]2 3121119867 |54
314/6]5(7(8]9 2|1 918|7]5(1(2]6|3|4
7181912131465 5111312(4|6]9|8|7
8191211134657 41516198 |1|2|7|3
912|113 (4|6]|5|7)|8 2/5|714(13|9]1|6|8
4165171891213 114(2]|8|7|6]3[5]9
61571892134 61915113214 |7)|8
5171819211346 719131561482

Defini¢ao 2.1.6 (Tabela de Cayley). A tabela de Cayley é uma tdbua de operagoes de

um grupo finito. (Veja a Definigao A.2.23).

Atente-se que na construcao da Tabela de Cayley de um jogo de sudoku nao

podemos ter repeticoes de elementos nem nas linhas e, nem nas colunas.

Exemplo 2.1.7 (Grupo de Klein). Mostraremos a tabela do grupo conhecido como grupo

de Klein, o qual possui 4 elementos.

Representaremos o elemento neutro por e, e, os outros elementos por as, a3 e ay.

Definimos a operagao * desse grupo como:

(i) ag *as =az*as=ay *ay =¢;
(ii) Qg * a3 = a3 * Az = Qq4;
(iil) ag * ag = a4 * as = as;

(iv) ag * a4 = a4 * az = as.

Assim, para o grupo G ={e, as, a3, a4} com a operacao definida acima temos a
) ) ) )

tabela de Cayley dada por:

az

as

as

a

as

ay

a

az

ag

as

as

as

aq

a

as

as

as

ar
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Proposicao 2.1.8 (Existéncia de Quadrados Latinos). Para qualquer natural n > 1, existe

um quadrado latino de ordem n.

Demonstracao. Para os inteiros 1, 2,..., n, vamos construir um quadrado latino L, da
seguinte forma, na primeira linha da matriz de L, inserimos os elementos em ordem

crescente, ou seja, para i = 1,
ajyj=j=(1+j)-1,
para todo 7 =1,2,...,n.

Na segunda linha tomamos a ordem dos elementos da primeira linha e transladamos
os elementos uma posicao para esquerda e colocamos o primeiro elemento na tltima coluna,

isto é, para 7 = 2,
A2p = A11 = G1((24n-1)-n)>
agj = a1y =J+1= (2+j)-1=(i+j)-1,

para todo 7=1,2,...,n—1.

Para a terceira linha tomamos a ordem dos elementos da segunda linha e fazemos

o mesmo procedimento que fizemos para a segunda linha, assim

A3p = A12 = G1((3+n-1)-n)>

ag(n-1) = A11 = A1((3+(n-1)-1)-n),

asj = A2(j+1) = A1(j+2),
para todo 7=1,2,...,n—-2.
Fazendo esse processo até a n-ésima linha, conseguimos o quadrado latino:
g, se =1
Qij = . .
ai(jri-1), € 1>lej+i—-1<n

A1(j+i-1-n), S€ 1>1 ej+i—1 >n

Isto é,
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1 2 - In—1| n
2 3 n 1
3 4 1 2
n 1 n—2n-—1

Note que, pela construgao anterior nao ha algarismos repetidos nas linhas, pois, os

elementos de 1 a n sao distintos e as linhas sao preenchidas com n elementos.

Também, nao temos algarismos repetidos nas colunas, caso contrario pelo modo de
construcao deveriamos ter ao menos 2 algarismos repetidos em uma mesma linha, o que

nao ocorre.

Observacao 2.1.9. Note que os quadrados latinos sdo bem parecidos com as tabelas de
Cayley de grupos, isto é, toda tabela de Cayley é um quadrado latino, conforme o Corolario
2.2.6. Mas, nao podemos afirmar que todo quadrado latino é uma tabela de Cayley como

poderemos observar no Exemplo 2.2.12 na proxima sec¢ao.

2.2 Grupos e quadrados latinos

Nesta secao temos como objetivo demonstrar que toda tabua de operacao de um
grupo finito é sempre um quadrado latino, mas a reciproca nao é verdadeira, ou seja, toda

tabela de Cayley é um quadrado latino.

Exemplo 2.2.1. Dadas as duas tabelas a seguir.

111234 *1112]13]4
1111432 11112(3 4
2121341 212|143
313|124 313|412
4141213 4141321

Observe que a tabela da direita representa a tdbua de operacao do grupo de Klein,

(veja o Exemplo 2.1.7) o qual elemento neutro esté representado pelo algarismo 1 e os
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elementos as, ag, a4 por 2,3,4, respectivamente. Por outro lado, a tabela da esquerda
nao representa a tabela de um grupo, pois, a operagao nao é associativa. De fato, temos

(3x1)*2=3%2=1,mas 3*(1+2)=3%4=4.

Previamente a demonstracao de que toda tabela de Cayley é um quadrado latino,
vamos definir uma estrutura algébrica mais simples que o grupo, (veja a Definigao A.1.3

item (iii)), chamada de quasigrupo.

Definigao 2.2.2 (Quasigrupo). Seja um conjunto Q munido de uma operagao binaria *
se para todo elemento a,b € (), as equagoes a * x =b e y * a = b sdo unicamente soliveis
paraz ey em (Q,ouseja, sea*ry=beaxrog=btemosxz;=x9eseax*xy  =beax*y,=b

temos y; = 4o, entao a estrutura algébrica (Q,*) é um quasigrupo.
Observagao 2.2.3. Devido a lei de cancelamento todo grupo é um quasigrupo.

Proposicao 2.2.4 (A Tabua de operagoes e os Quadrados Latinos). Dada a tdbua de

operagao de um quasigrupo finito (G, *) obtemos um quadrado latino de ordem n.

Demonstragio. Considere sem perda de generalidade um quasigrupo com G = {1,2,...,n},

cuja a tabua de operacao ¢ dada por:

1 11«11 %x2| - [1xn

n el el Inxn

Suponha por absurdo, que a tdbua de operacao nao seja um quadrado latino. Logo,
existe algum elemento que se repete na linha ou algum elemento que se repete na coluna.
Se ha algum elemento repetido na mesma linha, suponha na linha 1, entao teriamos
1xx1=belx*xy=0, tais que x1; # x9 com x1,22,b € G, 0 que contradiz o fato de G ser
um quasigrupo. Analogamente, se supormos que existam elementos repetidos na mesma

coluna, teriamos que a equacao y * a = b nao teria solucao unica para y, com y,a,be G. m
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Proposigao 2.2.5. Se (@, *) possui uma estrutura algébrica de quasigrupo associativa

entdo (Q,*) é um grupo.

Demonstracao. Primeiramente, como por hipétese a estrutura é associativa basta mostrar
que a estrutura algébrica possui elemento neutro e que para todo elemento pertencente
a (G existe o inverso. Vamos mostrar que existe o elemento neutro e, tinico. Assim, pela
definicdo de quasigrupo existem ey, es,x € (), tais que x * e = x € ey * x = x. Entao, temos
que

T*e %€ =T *ey =1x.

Como, a equagdo x * (€1 * 1) = x * e; possui uma unica solugdo temos e; * e; = e;.

Agora, se a € () de maneira que e; * a = x, entao

Ea*ECL*A=CEx % T =0T =¢€*.

Portanto, como a equacao (es * e1) * a = e * a possui uma Unica solugao temos que
e *e1 = e, e ainda como e; * e; = e; obtemos ey * €1 = e1 * €7 e pela definicao de quasigrupo
conseguimos e = e1. Entao, tomando e = e; temos que para qualquer y € Q), e xy = e * e * y,
implicando y = e * y. Da mesma maneira, obtemos y = y * e. Dado que z e y sdo arbitrarios

entdo e é o elemento neutro de (Q, *).

Agora mostraremos que para todo x € () existe um tnico inverso. Pela defini¢do de
quasigrupo e pela existéncia do elemento neutro existem tnicos a,b € (), tais que z *a =¢
e bx*x=e Assim,

a=exa=(bxx)*a=bx(x*a)=bxe=b.
Logo, tomando z~! = a = b temos o desejado. [

Colorario 2.2.6. A tabua de operacao de um grupo finito de ordem n é um quadrado

latino de ordem n.

Demonstracdo. De fato, uma vez que a tabua de operagao de um quasigrupo é um quadrado

latino e todo grupo é um quasigrupo. [ |

Observacao 2.2.7. Consequentemente, como a tabela de Cayley ¢ a tdbua de operacao de
um grupo finito, (ver 2.1.6) temos pelo Corolario 2.2.6 que toda tabela de Cayley é um

quadrado latino.
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Observagao 2.2.8. Para o proximo exemplo utilizaremos o grupo (Z,,+). (Veja o Exemplo
A.2.25). Adotaremos também a notacao da Observagao A.2.22.

Exemplo 2.2.9. Seja o seguinte quadrado latino em que seus elementos pertencem a Zy4

com a operacgao adicao,

sl IR+
=W N
N | == WD
LN |~ | B
W [N~

tomando duas linhas quaisquer e as considerando como as imagens de uma permutacao
de S4 o resultado da composicao dessas linhas sera uma das linhas do quadrado. Assim,

compondo a 12 com a 2% linha, obtemos a 32 linha:
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
o = .
2 3 41 341 2 4 1 2 3

1 2 3 4 1 2 3 4
Logo, se fi = e fo= , temos fiofo(x) = x). Note que,
g S (2 3 4 1) Ja (3 41 2) fro fo(z) = fria(z) q

a terceira linha pode ser obtida, calculando (1+2)+x = 1+ (2+x), Vx € Z4, equivalentemente
se f1o fo(x) = fira(x), onde f,(x) =g+x.

Mostraremos com o proximo teorema que se a composicao de duas linhas do
quadrado latino resultarem em uma linha desse quadrado, entao o quadrado é uma tabela

de Cayley de um grupo.

Teorema 2.2.10 (Caracterizacao dos Quadrados Latinos). Um quadrado latino ¢é a tabela
de um grupo se, e somente se, a composicao de quaisquer duas linhas é uma linha do

quadrado.

Demonstracao. Seja L um quadrado latino de maneira que o mesmo representa a tabua de
operagao de grupo (X, *), em que X ={1,2,...,n} com a operagao bindria * explicitada

nesse quadrado.
Considere o elemento neutro de X dado por 1 e a aplicagdo definida por:
f:X-=5,
g fg X - X

e fy(2) =g e
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De maneira que f,; € S,,, onde fy(z)=g*z,VreX.

Perceba que f estd bem definida, pois, se g = h, temos g * x = h * x, entao
fo(x) = fu(x), Vo e X.
Vamos mostrar que o quasigrupo (X, *) é associativo (ou seja, que (X, *) é um

grupo) se, e somente se, f(X) é subgrupo de S,,.

Assim, seja (X, *) um quasigrupo associativo, entao

foo In(x) = fo(fn(@)) = fo(h @) = gx (hxx) = (g% h) » 2= fgn(x),VE € X,

e logo fg o fn= fg*h-
Portanto, f(X) é subgrupo de S, pois fi(x) =1xx é o elemento neutro de f(X),

umavezque
foofi(x)=g+(Ixz)=g*rx=f, e fiofy(x)=1x(g*z), VgeX.

E ainda, para Vg € X temos ¢g~! € X, pois

fofyt=grg xa=lsa=fi=g xgra=f'(z)of,

Reciprocamente, seja f(X) um subgrupo de S,,. Logo, f, o f, = f. para algum ¢ em

Considere f, o fi(1) e f.(1), entao f,(b*1) = fo(b) =a*b= f.(1) =c*1, logo

a*b=c.

Portanto, (a*b) * ¢ = foup = faxp(€) = fao fo(c) = fa(bxc) = a* (bxc), para quaisquer
a,beceX.

Note que (f(X),0) é de fato um subgrupo de S,,, pois a composi¢ao de quaisquer
duas permutagdes f(X) estd ainda em f(X), uma vez que o elemento neutro f; € f(X) e
o oposto de f;1 de f, pertence a f(X), Vge X.

Entao, nos resta mostrar que f, o f, = f., ou seja, vamos mostrar que a composicao

de duas linhas ¢ uma linha do quadrado latino L. De fato, sejam as linhas
L,= (fa(1)7fa(2)7 SR fa(n)) e L= (fb(1)7fb(2)a cees fb(n))

a composicao delas é dada por:

LyoLy= (fa(l)vfa(2)7 <. 7fa(n)) oly= (fb(l)vfb(2)7 <o ’fb(n))

Portanto, L, o L, é uma linha de L se Lyo Ly = (f(1), fe(2), ..., fe(n)) e isso ocorre

se, e somente se, f, o f, = fe. [
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Observagdo 2.2.11. O Teorema 2.2.10 é conhecido como Método de Siu e para mostrar que
um quadrado latino ndo ¢ uma tabela de Cayley basta mostrar que existem pelo menos
duas linhas do quadrado que quando compostas nao geram uma outra como mostramos

no Exemplo 2.2.12 a seguir.

Exemplo 2.2.12. Considere o seguinte quadrado latino.

oclu|lwlo|lw |l & |~
NN NN Y N NI RSHENE KoK RS
ARNIE S IR, Ny IR N N e
Cliw|lajJu|p|w]l— ||k
Wl |klvg|lo|lalNv]|c| o
Sgiv|iglo|~ | s~lw]olu
gjwlolNn|on ||~
[ < NI IENT NSCH T BV NS, W RN’
N[k |~ |u]lao|w|w

Compondo a sexta linha com a segunda linha é possivel notar que o resultado nao

¢é outra linha do quadrado, portanto, o quadrado latino nao é uma tabela de Cayley.

(123456789)(123456789) (123456789)
. _

96 4 578 231 456789123 \57823196 4

2.3 MOLS

Definigao 2.3.1 (Operagao ®). Sejam dois quadrados latinos de ordem n dados por
Ly = (a;;) e Ly = (bij) definimos Ly ® Ly como a matriz ¢;; = (a;;,b;;) de ordem n com

entradas em Z x Z.
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Exemplo 2.3.2. Dados os seguintes quadrados latinos de ordem 4.

211134 22131
413121 3[1]2]4
L= L, =
112]4)3 11342
3]4/172 20413
Temos que, Ll O] LQ é dado por:

(24) (1.2) (33) (4.1)
LoL,-|®) G 22 04

(L1) (2,3) (44) (3.2)

(3,1) (44) (L1) (23)

Definigao 2.3.3 (Quadrados Ortogonais). Sejam dois quadrados latinos de ordem n,
Ly = (a;;) e Ly = (b;j), dizemos que esses quadrados sdo ortogonais se o par (a;;, b;;) ocorre

apenas uma vez em L; © Lo, ou seja, (a;;,bij) # (aw, bi) Vi,7,1, k. Escrevemos Ly L Lo.

Exemplo 2.3.4. Sejam os seguintes quadrados latinos de ordem 4.

114,23 1131al»
3121411 4121113
L= L, =
4113 |2 14131
2]3]1)4 30124
Assim,

(1,1) (43) (2.4) (3,2

LeL-|GY @2 @) 0.3

(4,2) (1,4) (3,3) (2,1)

(2.3) (3,1) (L,2) (44)

Logo, os quadrados latinos L; e Ly sao ortogonais, ou seja, Ly 1 Ls.
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Exemplo 2.3.5. Agora, se tomarmos os seguintes quadrados latinos de ordem 4.

1141213 11314l 2
31241 s]1]2]3
My = M, =
411|132 312111
23|14 >4 31
Observe que

(1,1) (43) (24) (3,2)

M, o M, = (3.4) (21) (42) (1.3)]

(4,3) (1,2) (3,1) (2,4)

e assim os quadrados latinos M; e M, nao sao ortogonais, pois o par (1,3) se repete em
My, © Ms.

Definig¢ao 2.3.6 (MOLS). Dado um conjunto M = {Ly, Ly,..., L} de quadrados latinos
de ordem n. Dizemos que esse conjunto ¢ mutualmente ortogonal se para cada i # j, o

quadrado latino L; é ortogonal ao quadrado latino L;, com 1 <4,5 <k.

Vamos denotar o conjunto M por MOLS, que em inglés significa Mutually Ortogonal

Latin Squares.

Exemplo 2.3.7. Podemos verificar no conjunto a seguir os quadrados latinos formam um

conjunto mutualmente ortogonal.

Wik |N| =
W= N
N |— | W |
—= N W
N|[W || =
= (k= W|N
WIN|~ |
BN | W
=N Q| =
W ==
—= W IN |
N[~ w

Proposigao 2.3.8 (Ortogonalidade de MOLS). Para um conjunto k de MOLS, uma

permutacao dos simbolos nao afeta a ortogonalidade.

Demonstragio. Sejam dois quadrados latinos de ordem n dados pelas matrizes L = [1;; ],xn
e L' = [l;]nxn, com by, li; € I, = {1,2,...,n} de maneira que L e L' sdo mutualmente

ortogonais, ou seja, para a matriz L © L' = [(l;, l@/'j)] podemos associar cada elemento da

/

. , L
matriz ao par ordenado (l;;,1;) € I, x I,, em que (l;;,1};) aparece uma tnica vez entre os

(%]
n? pares (li;,lj;), 1<d,j <n. Assim, se ljj =lyy e [[; =1}, entdo i=z e j=y.
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Representamos uma bijecao entre os elementos da mesma posicao das matrizes L e

L’ na matriz L ® L', da seguinte maneira:

I, x1,—1,x1,
(Zn]) = (ll]7l;j)

Lembrando que (1;;, ! ]) € I,, x I,, aparece uma unica vez entre os n? pares de I,, x I,,.
Definimos as permutacoes o e ¢’ em I,,, para L e L', respectivamente. QQueremos mostrar

! . ~ .
que L° e L' ° ainda sao ortogonais.

Suponha por absurdo que L 1 L' mas L + L’ ', entdo existe um par (4,5) # (z,y)

tal que If;, = 17, e l’.."' =I5 = (lfj,l;]” (lzy,l;y") mas como o e o' sdo bijetivas

temos 0‘1 e o' 1. ASSlm (l"o" ,lgj" foa” 1) = (1g°7 y,l;;"’" ) = (lij, ZJ) = (Lyy, zy) com

(i,7) # (z,y), fato esse que ndo pode ocorrer pois L 1 L'. [ ]

Exemplo 2.3.9. Sejam os quadrados latinos do exemplo 2.3.4 dados em seguida.

11423 11342
3121411 4 12(1/3
T = T, =
411132 214131
213|114 3112 |4
. . 1 2 3 4
Note que, T} 1L T aplicando a permutacao o = (1 3 4 2) ao quadrado T} e

1 2 3 4

em Ty obtemos os quadrados 77 e T3
1 4 2 3

aplicando a permutacgao o’ = (

/

Tla = TZU —

= =W DN
ks N W
W RN

4
2
1
3

SN~ | w

1
3
4
2

WIN -
N | W | =




Capitulo 2. QUADRADOS LATINOS 28

Portanto,
(1,1) (2,2) (3,3) (4,4)
Tl"G)TQ”': (4,3) (3,4) (2,1) (1,2) .
(2,4) (1,3) (4,2) (3,1)
(3,2) (4,1) (1,4) (2,3)

Logo, T,7 1L T,°.

Defini¢do 2.3.10. Definimos N(n) a maior quantidade possivel de quadrados latinos

dentro de um conjunto, tal que esse conjunto é formado por MOLS de ordem n.

Proposicao 2.3.11 (Limitante para N(n)). Para cada n>2, N(n) <n-1.

Demonstragio. Dado um conjunto M = {Ly, Lo, ..., Ly} de quadrados latinos mutualmente
ortogonais. Tomamos dois quadrados desse conjunto, digamos L, e Ly. Pela Proposicao

2.3.8 podemos efetuar permutacoes em L; e Ly sem afetar a sua ortogonalidade, entao

fazemos isso de maneira que a primeira linha de cada quadrado é dada por (1,2,...,n),
entao:
1] 2 n 1|2 n
a | - - b | - -
L1 = L, =

Note que, os simbolos a e b ndo podem assumir o valor 1, pois, L e Ly sao
quadrados latinos. Também, ndo podemos ter a = b, uma vez que os pares (i,i) com
iel,={1,2,...,n} ja ocupam a primeira linha de L; ® Ly. Assim, hd no maximo n — 1
simbolos para escolher no lugar de a e como nao ha dois quadrados latinos ortogonais com

o mesmo simbolo na mesma posicao de a temos que N(n) <n-1, Yn > 2.

2.4 Relacao de grupos e MOLS

Definig¢ao 2.4.1 (Conjunto dos Quadrados Linha, RL,). Denominamos o conjunto RL,,

como o conjunto de todos os quadrados linha (veja Definicao 2.1.1 de ordem n.

Definicao 2.4.2. Definimos a operagao o : RL,xRL, — RL,, tal que dados dois quadrados
linha A e B temos Ao B = (hy,...,h,), de maneira que A= (f1,...,fn), B=(91,---,9n)
€ hz = fz(gz(x))’ para T € {1727 cee ,TL}.
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Exemplo 2.4.3. Sejam os quadrados linhas A e B abaixo:

B~ W |IN |-
R s WIN
N |~ | =W
WIN| =
— | WD

W | ==

N [ = =] W
B~ 1N | W |-

Assim, se A = (f1, f2, f3, f1) € B = (91,92, 93,94) temos:
123 4 1 23 4 1 2 3 4
fl_(1 2 3 4)’ f2_(2 3 4 1)’ f?’_(?, 41 2

(12 3 4 (12 3 4 (1234
NN 431 2\t 243) 27 431 2

Para calcular A o B fazemos:

- W

o

7 1 2 3 4 f 1 2 3 4
(@] = O =
1°401 9 4 3 1 y J2002 93 1 4 )
1 2 3 4 1 2 3 4
= e o = .
f3°93 (2 1 3 4) f4 94 (2 41 3)

Logo, obtemos o seguinte quadrado linha:

AoB=

N IN[IDN|DN
B = Q|
R |lw|~|w

W | ==
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Teorema 2.4.4. (RL,,o) é um grupo de ordem (n!)".

Demonstrag¢io. Sejam os quadrados linha A = (f1, fa,.., fn), B=(91,92,-.-,9,) € C =

(hi,ha,...,hy) € (RL,, o). Primeiramente vamos mostrar que (RL,,o) é grupo. De fato,

(i) (RL,,o) ¢é associativa, uma vez que

(AOBOO):Ao(glohlyg2Oh?v"'vgnohn)
:(flo(glohl)afZO(920h2)7"'7fno(gnohn))

=((fiog1)ohi,(faog2)ohy, ..., (fnogn)ohn)
=(AoB)oC.

(ii) Existe o elemento neutro E € RL,, basta tomar E = (e, e,...,e) de maneira que e é a
permutagao identidade. Assim, Ao E'=(fioe, fooe,...,fnoe)=(fi,fo,---,fn)=A
e EoA=(eofi,eofs,...,;e0 f,)=A para todo A € RL,.

(iii) Para qualquer que seja A € RL,, existe A~ € RL,, tal que Ao A™l = A"lo A= E, para

isso tomamos A~ = (f1 f5t o fab).

Portanto, de (i), (ii) e (iii) (RLn,o) é um grupo. Para calcular o nimero de
elementos de RL, utilizamos o principio multiplicativo, pois, para cada entrada de f;,

i€{1,2,....,n} de A=(f1, f2,.-, fn) temos n! possibilidades e como A possui n entradas

temos que a quantidade é dada por n!-n!-...-n!=(n!)" [ ]
—_—
n parcelas
Proposicao 2.4.5. Sejam R € RL, e E = (e,...,e), assim E e R sao ortogonais se, e

somente se, R é um quadrado latino.

Demonstracao. Seja R 1L E, com R € RL, entdo como cada linha de R é a imagem de
uma permutagao de S, ndo ha a repeticao de algarismos nas linhas. Assim, basta mostrar
que nao ha a repeticao de algum algarismo nas colunas de R. Vamos fixar a coluna j do
quadrado linha R e mostraremos que a;; # a; sempre que ¢ # k. Suponha o quadrado
R o E, dessa forma temos a entrada (a;;,7) localizada na linha ¢ e coluna j e a entrada

(ak;,g) localizada na linha k e coluna j. Veja,

(az’jaj) *'
(arj, J)

RoE =

Dado que R 1 E, entao temos que um par de RO E é (i,7) # (k,7), assim (a;j,7) # (arj, j)

€ Q5 * Agj-
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Reciprocamente, se R é um quadrado latino com um elemento de R da forma a;;.
Para mostrar que R 1 F basta mostrar que nao ha pares repetidos na mesma coluna.
Note que, o elemento (a;;,7) de R® E s6 pode ocorrer uma tnica vez, dado que R é um

quadrado latino. Logo, temos que R é ortogonal a F. [ |
Observagdo 2.4.6. Denotaremos a composicao de quadrados Ao B por AB.

Teorema 2.4.7. Seja {A;, As,..., A,} um conjunto de quadrados linha mutualmente
ortogonais. Para qualquer quadrado linha X, o conjunto { X Ay, X Ay, ..., X' A, } é composto

de quadrados linha mutualmente ortogonais.

Demonstragio. Sejam A, B € {A;, As,..., A,} vamos mostrar que XA | XB. Assim,
suponha por absurdo que o par (u,v) ocorre na linha m e coluna p e também na linha n e
coluna ¢ em XA ® X B. Observe:

XAoXB - (wv) =
b (u,v) : :

Agora, seja x(m, p) elemento de X localizado na linha m e coluna p, entao

u=(x(m,p),p) = (2(n,q),q) e v=_(x(m,p),p) = (2(n,q),q),

assim temos que o par (x(n,q),q),b(x(n,q),q) = (x(m,p),p),b(z(m,p),p) o que contradiz

o fato de A e B serem ortogonais. Logo, XA e X B sao ortogonais. [ |

Proposigao 2.4.8. Sejam A e B dois quadrados linha. Os quadrados A e B sao ortogonais

se, e somente se, existe um quadrado latino L tal que AL = B.

Demonstrag¢io. Sejam A e B quadrados ortogonais e considere L = A~ B, temos que L
¢ quadrado linha pelo Teorema 2.4.4. Note que, L = A7'B e A7'A = F sao ortogonais
pelo Teorema 2.4.7 e pela Proposigao 2.4.5 obtemos que L é um quadrado latino. E mais,
AL = AA-'B = EB = B. Reciprocamente, se L é um quadrado latino de maneira que
AL = B, pela Proposicao 2.4.5 temos que L é ortogonal a E. Portanto, pelo Teorema 2.4.7
temos que AL = B e AE = A sdo ortogonais, ou seja, B L A.
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Colorario 2.4.9. Seja A um quadrado latino e m o menor inteiro positivo tal que A™

nao é latino, assim {A, A2, ..., Am"1} = B é um conjunto ortogonal de quadrados latinos.

Demonstracio. Dados A7 e A¥ € B com j < k temos que AJAFJ = AF onde A*J € B é um

quadrado latino. Assim o resultado segue de 2.4.8. [ ]

Exemplo 2.4.10. Seja o seguinte quadrado latino L.

213
L=12|3]|1
12

11213 1132 1132
2 110 ]2 11 =13]1]|2
12 31112 2|3

11213 1123 11213
3 1o 213]1]=]1 3
2 1 31112 1 3

Portanto, o conjunto {L, Lo} é ortogonal. De fato,
(1,1) (2,2) (3,3)

LoL={(2,3) (3,1) (1,2)].
(3,2) (1,3) (1,1)
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Capitulo 3 — ———————

APLICACOES

Estudaremos neste capitulo duas formas de construir o sudoku completo, ou seja, o
sudoku ja preenchido com a sua solucao. A Construgdo 1 é baseada nos estudos do artigo
Cosets and Cayley-Table (CARMICHAEL; SCHLOEMAN; WARD, 2010), a qual utiliza o
conjunto Zg e as suas classes laterais. J& para a Construcao 2 é fundamentada no artigo
Constructions os complet sets of orthogonal diagonal Sudoku squares (KEEDWELL, 2010),
e sua demonstragao ¢ restrita a casos especificos de sudoku 9 x 9, pois, para o caso genérico

necessita a compreencao de corpos de Galois.

3.1 Construcao 1 do sudoku completo

Exemplo 3.1.1. Para construir o sudoku completo tome o grupo (Zg, +) de maneira que

respectivamente. Tomamos o subgrupo H = {3,6,9} e calculamos as suas classes laterais

dadas por:
H+1={4,7,1}, H+2={582} e H+3={693}
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Na tabua de operacao de (Zg, +) dispomos esses conjuntos da seguinte forma:

H+1 H+2 H+3

+14|7]1]15|8|2]6(9 |3

A partir das classes laterais H+1 = {4,7,1}, H+2={5,8,2} e H+3={6,9,3}
montaremos os conjuntos formados pelos representantes de cada classe lateral, dados por
Ly, Ly e L3. Assim, para construir L; tomamos o primeiro elemento de cada conjunto das

classes laterais,
(4,7, 1} {5,%,2}; {6,9.3};
Li={4,5,6}.

Para construir o conjunto Ly selecionamos o segundo elemento de cada classe lateral,
{A. 7.1} {B.8, 2} {6.9,8};
L2 = {7, 8, 9}

Por fim, com os restantes dos elementos de cada conjunto construimos o conjunto

L37
{#.7,1}; {3.%.2}; {8,9.3};
Ly ={1,2,3)}.
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Agora, organizamos os conjuntos Li, Ly e L3 da seguinte maneira.

H+1 H+2 H+3

- N N ~

+14|7|1|5[8(2]6|9]|3
(14
L1<5
6
>
7
Lry< |8
9
>
1
L3< ]2
3
\

Por tltimo, fazemos a soma em Zgy completando a tabua de operacao.

+14|7|1]15(|8(2}6|9|3
418(2(519|3|6]1(4]|7
51913614 |7]2|5|8
611(4(7]2|5|8]|3[6]|9
7121518136947 |1
813(6(9]14|7|1]|5[8]2
914 |7 (1}5(|8(|2]|6|9|3
1151812161937 ]1]4
216191317148 |2|5
31711(4)18(2|5]9|3]|6

Note, que nao temos a repeticao dos algarismos nas linhas, nas colunas e nem nos

blocos. Assim, obtemos um sudoku completo com a soma em Zg.

Generalizaremos essa construgao por meio da Proposicao 3.1.2, dada a seguir.
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Proposicao 3.1.2 (Construgao 1). Seja G um grupo finito e H um subgrupo de G
com ordem k indice n (o indice é o nimero de classes laterais de H em (), assim
|G| = nk. Sejam Hgy,Hgs,...,Hg, as classes laterais ! distintas & direita de H em G,
com H = {hy,ho,... h}. Assim, arranjando a tabela de Cayley de G e rotulando as
colunas pelos elementos de Hgy, Hgo, ..., Hg, e rotulando as linhas pelos elementos do
conjunto 11, Ty, ..., Ty, em que T; = {h;g1, higo, - . ., h;gn } nos fornece uma tabela de sudoku
completo de G com blocos de dimensao n x k se, e somente se, 171,75, ..., T particionam
G em conjuntos completos 2 dos representantes distintos das classes laterais a esquerda de
Hem G.

Demonstracao. Utilizando as classes laterais a construcao da tabela é dada da seguinte

maneira.
Hg ce Hgy,
mgi| - (hegr| oo | o | Wagal e [Begn

.

hg
T <

hlgn
>
T4
’

heg1
Ty <

hign
\

Seja um bloco qualquer indexado por T}, = {t1,1s,...,t,}, de maneira que t; = h;g;,

e, Hg; ¢ dado pela seguinte tabela.

L Note que, para o grupo (Z,,,+) as classes laterais a direita e & esquerda sdo iguais uma vez que (Zy, +)

é abeliano.

Chamamos de um elemento de uma classe lateral & direita (a esquerda) de representante da classe. Um
conjunto de todos od de representantes de todas as classes laterais a direita (a esquerda) de um grupo
é chamado de conjunto completo de representantes das classes laterais a direita (& esquerda) de um
grupo.
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Hg;
hgi| - |hkgi

.

ty
Ty <

tn
\

Queremos mostrar que se 11,75, ..., T, particionam G em conjuntos completos dos

representantes distintos das classes laterais a esquerda de H em G entao a tabela é um
sudoku. Assim, como na tabela de Cayley do grupo GG nao hé elementos repetidos nem nas
colunas ou nas linhas, entao 7}, é um conjunto com elementos distintos de representantes
de todas as classes laterais. Desse modo, basta mostrar que todos os elementos de GG
aparecem em um bloco arbitrario. Entao, seja o bloco B arbitrario, como na tabela anterior,

indexado por Ty, e Hg;. Os elementos do bloco B sao dados por:
B=A{tiHg;utsHg;u---Ut,Hg;}.
Como H ={hq,hy, ..., h}, temos que:
Hgi =h1g; U hag; U---U hyg;
=(hiUhgaU---Uh)g;.
Entao, a uniao dos elementos do bloco B sao dados por:
B=tiHg;ut;Hg;u---ut,Hg;
=(ttHutsHu---Ut,H)g;
=Gy
=G.
Logo, todos os elementos do bloco aparecem uma tnica vez, pois a quantidade de elementos
no bloco é n x k e |G| = nk.
Agora, se cada elemento de G aparece em um bloco B, entao
G =Gg;?
= B!
=t Hgig;' Uty Hgigi' u---Ut, Hgig;'
=ttHuteHu---ut, H.

Como ha n classes laterias de ordem k e |G| = nk, entdo devemos ter n classes laterais

distintas na unido. ™
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Observacdo 3.1.3. Se y1H,y.H, ..., y,H sao classes laterais a esquerda de H em G entao

montando a tdbua de operacao com as linhas indexadas por y1 H,y2H, . .. ,y,H e as colunas
em Ry, Ro, ..., R obtemos um sudoku completo com blocos de dimensao kxn se, e somente
se, Ry, Rs,..., R, particionam G em conjuntos completos de representantes de classes

laterais a direita de H em G. Assim, podemos montar a tabela da seguinte maneira.

)
y1H <
>
F 4
>
YnH <
\

A demonstragao é andloga a demonstragao da Proposicao 3.1.2.

Podemos fazer uma outra construcao derivada da Construgao 1 estendendo uma

tabela de Cayley como no exemplo a seguir.

respectivamente. Aplicaremos a Construgao 1 para o subgrupo ciclico (2) = {0,2,4,6} e

depois estenderemos essa construcao.

Primeiramente, tomamos (4) = {0,4} um subgrupo de (2) = {0,2,4,6}. Note que,
tanto as classes laterais a direita e a esquerda de (4) sdo iguais. Dadas por (4) + 0 = {0,4}
e (4) + 2 = {2,6}, tais conjuntos particionam (2) = {0,2,4,6}. Assim, podemos aplicar
a Construgao 1 para o subgrupo (2) = {0,2,4,6} em Zs. De maneira que L; = {0,2} e
Ly = {4,6}, entdo:
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(4)+0 (4)+2

—N—

+]10 (426

01]0|14]12]6
Ly

21216140

414|062
Ly

616|2]0|4

Agora, para extender a tabela anterior construiremos as classes laterais de (2).
Assim, 0+ (2) ={0,2,4,6} e 1 +(2) ={1,3,5,7} e tomando o conjunto C' = {0,1} com os

representantes de cada classe lateral construimos os seguintes conjuntos
0+L;=0+{0,2} ={0,2}; 1+L;=1+{0,2}={1,3};
0+Ly=0+{4,6}={4,6}; 1+ Ly=1+{4,6}={5T},
para indexar as linhas. Para indexar as colunas construimos os conjuntos
((4)+0)+0={0,4}+0={0,4}; ((4)+0)+1={0,4}+0={1,5};
((4)+2)+0={2,6}+0={2,6}; ((4)+2)+1={2,6}+1={3,7}.

Entao, vamos estender a construcao da tabela anterior utilizando todos os elementos de

Zg com a soma da seguinte maneira:

{0,4}+0 {0,4}+1 {2,6}+0 {2,6}+1

-~ -~ -~ ~ -~

+ 0 4 1 5 2 6 3 7

.
0 0 4 1 5 2 6 3 7

0+ Lq<
2 2 6 3 7 4 0 5 1

’
1 1 5 2 6 3 7 4 0

14+ LK<
3 3 7 4 8 5 1 6 2

’
4 4 0 5 1 6 2 7 3

0+ Ly <
6 6 2 7 3 0 4 1 5

’
5 5 1 6 2 7 3 0 4

14+ Lp<
7 7 3 0 4 1 5 2 6

\

Logo, obtemos uma tabela de Cayley que é também um sudoku completo.
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Proposicao 3.1.5 (Extensao da Construcao 1). Seja G um grupo finito de ordem tk x n
e A um subgrupo de G de ordem nk. Sejam C,Cy, ..., C) conjuntos que particionam A e
Ry, R, ..., R, conjuntos que também particionam A de maneira que a tabela seguinte é a

tabela de Cayley de A que forma um sudoku completo.

x |C1|Col | Ck
Rq
Ry
Ry
Sejam {l1,ls,...,l;} e {ri,rs,..., 7} conjuntos completos das classes lateral a es-

querda e a direita, respetivamente de A em G, entao arranjando a tabela de Cayley de G
com as colunas indexadas pelos elementos dos conjuntos C;rj, 1 =1,2,...,k, 7=1,2,...,¢
e as linhas do bloco, indexadas por [;R,, com j=1,2,...,t eb=1,2,...,n (conforme a

tabela dada posteriormente), temos que

* C11’1 C21’1 Ck1’1 C11’2 Cki’z C11’t Cki’l

IRy

R4

ltRq

1Ry

iR,

lan

ltRn
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essa tabela é uma tabela de Cayley de G que é um sudoku completo com os blocos com

dimensao tk x n.

Demonstracao. Para mostrar que essa extensao nos fornece um sudoku completo basta
mostrar que em um bloco qualquer aparecem todos os elementos de GG, uma vez que a

tabela é uma tabela de Cayley. Assim, seja um bloco B qualquer dado a seguir.

Cﬂ’]'

1Ry,

LR,

Note que, os elementos do bloco B, sao dados da seguinte forma:
B-= lleCZ"I“j U lgRbCiTj U---u ltRbCiT'j.

Como a tabela do subgrupo A é uma tabela de Cayley que forma um sudoku completo,
entao R,C; = A. Logo,

B =1L RyCir; ulaRyCiry U --- U LRy O
= B=0LAr;ulyArju--- Ul Ar,
= B=(lHAULAU---ULA)T,
= B =Grj
= B=_G.

E dado que no bloco temos nk x n elementos, pois, C; possui n elementos e R
possui k elementos de modo que possuimos t conjuntos [,, Ry, m = 1,...,t, entdao pelo
principio multiplicativo temos nk elementos nas colunas e n elementos nas linhas gerando
um bloco de dimensao tk x n. Portanto, cada elemento de G aparece uma tnica vez no

bloco, uma vez que a ordem de |G| =tk x n. [



Capitulo 3. APLICACOES 42

3.2 Construcao 2 do sudoku completo

Para a Construcao 2 primeiramente criaremos um bloco do sudoku e a partir dele
desenvolveremos o sudoku completo. Assim, utilizaremos um bloco de dimensao p x p de
maneira que esse p seja primo. Entao, para construir um sudoku completo 9 x9 utilizaremos
p = 3. Definiremos que dado um bloco inicial X com p? simbolos, a operacao Xa é a
permutacao ciclica das linhas do bloco X de maneira que a segunda linha se torne a
primeira linha, a terceira linha se torne a segunda linha e que a primeira linha se torne a

ultima linha do bloco.

Exemplo 3.2.1. Seja o bloco X de dimensao 3 x 3, apresentado a seguir, dado pelos

simbolos de 1 a 9, entdao temos que X« é dado pelo quadrado abaixo.

1124 3178
X=|3|7|8 Xae=9]5]|3

Definiremos também a operacao X[ de maneira que permutamos as colunas de
forma ciclica da direita para a esquerda, de modo que a segunda coluna se torne a primeira
coluna, a terceira coluna se torne a segunda coluna e a primeira coluna vire a tultima

coluna do bloco.

Exemplo 3.2.2. Vamos realizar a operacao X[ referente ao bloco X do Exemplo 3.2.1.

2

X=|3|7]|8 Xp =

Além disso, podemos combinar as operacoes ou ainda realizar a mesma operagao

mais de uma vez, calculando Xaf ou Xa?.

Exemplo 3.2.3. Utilizando o bloco X do Exemplo 3.2.1 podemos calcular Xaf e Xa?,

dados em seguida.
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91513
X=|3 Xo? = 8
9 1 4

Exemplo 3.2.4. Construiremos agora um sudoku completo baseado na construgao linear
de Kedweell, a qual exploraremos no decorrer dessa se¢ao. Desenvolveremos um sudoku
9 x 9 de maneira que seus blocos tenham dimensao 3 x 3. Primeiramente, montamos um

bloco Y dispondo os elementos de 1 a 9 aleatoriamente, como no bloco a seguir.

2|3
Y=|4|8|9
71615

Uma maneira de construir um sudoku pelo todo método de construcgao linear de

Keedweell é dada pela matriz abaixo, a qual dispoe os blocos do sudoku da seguinte forma.

Y Yo Ya?
YaB | Y28 | Yp
Ya2p2 | YB?2 | Yap?

Logo, com a matriz anterior e o bloco Y obtemos o seguinte sudoku completo.

112314891765
4189|7651 |2]|3
716511123489
8191416571231
615|712 (3[1]8|9]|4
21311189 (4]6|5|7
5171613121948
311121914 |8]|5|7|6
914 |8]5|7|6]3|1]|2

Note que, para qualquer configuracao do bloco Y temos que o método de construcao
de Keedwell nos da um sudoku completo. Esse fato serd demonstrado pela Proposicao

3.2.6.
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Exemplo 3.2.5. Tomando o bloco Y com a seguinte configuracao.

o o
Y = o
LEN BN

Podemos fazer a mesma construgdo anterior nao importando o simbolo que utiliza-

mos para construir o bloco Y.

Para construir sudokus completos utilizando a construcao linear de Keedwell para
p =3, ou seja, um sudoku de ordem 9 temos 6 formas de construir. Dadas pelas seguintes

matrizes.

Y Yo Ya? Y Yaps? | Ya?
YaB | Ya?8 | Y Ya?5%2 | Yp Ya
Ya?25%2 | YB? | Yap? Yaf | Ya? | Y52

Y Ya?5 | Yap? Y Y a? Ya
Y32 | Ya? | Yap Yap? | Y32 | Ya2p?
YB3 | Ya2B2 | Ya Ya?pg | Yap | Yj

Y Ya262 | Yap Y YaB | Ya23?
Ya?p Yo Y 32 Y3 | Yap? | Ya?
Yafs? Y3 Ya? Y32 | Ya | Ya?s
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Proposicao 3.2.6. Os seis tipos de construcgao linear de Keedweel com p = 3 geram

sudokus completos de ordem 9.

Demonstracao. Note que, como as operagoes « e  de permutacao de linhas e colunas sao
ciclicas, temos que em cada bloco aparecem os 9 simbolos sem repeticao. Assim, basta
mostrar que nao existem simbolos repetidos na mesma coluna e na mesma linha. Para que
nao existam simbolos repetidos na mesma linha devemos ter as poténcias de o variando
de 0 & 2 em uma mesma linha de uma das tabelas anteriores, ou seja, para as trés linhas
devem aparecer o, a' e 2. De fato, seja um simbolo z dado em uma determinada linha
do sudoku. Suponha por absurdo que esse elemento se repita em uma das linhas, entao
devemos ter dois blocos na mesma linha em uma das 6 matrizes das construcoes lineares
de Keedwell de maneira que o tenham a mesma poténcia modulo 3, o que contradiz as 6

maneiras de construgao dessas matrizes para p = 3.

Da mesma forma néao existem simbolos repetidos na mesma coluna, pois, temos
poténcias distintas de  em uma mesma coluna de cada uma das 6 tabelas para a construcao
linear de Keedweel. Consequentemente, como aparecem todas as poténcias a?, a! e o em
cada linha na construcao de Keedweel e aparecem todas as poténcias 3°, 5! e 2 em cada
coluna, nao ha a repeticao de um mesmo simbolo em cada linha do sudoku e também nao

ha a repeticao de simbolos na coluna. [ ]

Utilizaremos a notagdo LK quando nos referirmos a construcao linear de Keedwell.

Proposicao 3.2.7. Os seis tipos de constru¢ao LK com p = 3 formam um conjunto

mutualmente ortogonal.

Demonstracao. Sejam duas construcoes LK quaisquer A e B com p = 3 e sem perda de
generalidade tome essas construgoes LK formadas com os simbolos de 1 a 9. Note que, pela
Definicao 2.4.8 para que A = (a;;) e B = (b;;) sejam ortogonais devemos ter todos os pares
(aij, bi;) distintos em A ® B, ou seja, como p = 3 devemos ter todos os pares ordenados
de {1,2,3,4,5,6,7,8,9} x {1,2,3,4,5,6,7,8,9} aparecendo uma tnica vez. Suponha por
absurdo que nas construgoes A e B exista um par (@mn, bimn) = (a, bi,) de maneira que a
posicao (m,n) # (I, k). Assim, como em cada bloco temos os elementos de 1 a 9 aparecendo
uma unica vez devemos ter os elementos de (m,n) e (I,k) ocupando blocos distintos.

Entao, sejam os blocos das construcoes LK dispostos da seguinte maneira.

Bloco 01 | Bloco 02 | Bloco 03
Bloco 04 | Bloco 05 | Bloco 06
Bloco 07 | Bloco 08 | Bloco 09

Assim, suponha sem perda de generalidade que a posi¢do (m,n) pertenga ao bloco

01 entao a posicao (I, k) deve pertencer a um bloco distinto ao bloco 01. Logo, (@mn, bmn)
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e (an, by ) estao em blocos distintos em A ® B. Mas, por hip6tese (amn, bmn) = (ak, bi) €
como as construcoes LK originam-se de permutagoes ciclicas de linhas e colunas devemos
ter a,,, e a; decorrentes da mesma permutacao, ou seja, suponhamos que a,,, € Yo/,
entdao a;k € Yaf. A mesma situagao ocorre para b,,, € by, assim caso b,,, € Y3 entao
by € Y 3. Portanto, teriamos A e B com dois blocos de mesma localizacao e com a mesma

permutacao como segue no exemplo abaixo.

Y3 Y
A=|Yap B=|Yap

O que seria um absurdo, uma vez que nas construgoes LK com p = 3 nao existem

duas construgdes com essa configuragao. [ |

De forma analoga, podemos afirmar para o caso p = 2 que as construgoes LK abaixo
geram um sudoku 4 x 4 funciona de modo semelhante ao sudoku 9 x 9, mas possui apenas

algarismos de 1 a 4.

Y | Ya Y | Yag
Yap | Ya YB3 | Ya

Exemplo 3.2.8. A seguir temos um conjunto de MOLS dado pela construgao LK com

p=3.
1121314 /5|6]7|8|9 1123|6458 [9]|7
41561789123 4151619781231
718(1911(12[|3]4|5]|6 7181913 (|1|2]5|6|4
5161418971231 9171812 |3|1}]4|5]|6
81917123 |1}|5|6|4 3(1(2]5]|6|4]17|8]9
213|1)5(|6(4]8|9]|7 6(4|5]8[9|7]1|2]|3
9171813 |1[|2]6|4]|5 51641789312
31126451978 8191711123 ]6|4]|5
6451978312 213(114|5|6]9|7]|8
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Capitulo 4

BENEFICIOS DO SUDOKU NA
APRENDIZAGEM

Por fim, neste capitulo apresentaremos uma sugestao de atividade em sala de
aula fundamentada nas construgoes 1 e 2 do sudoku completo do capitulo anterior.
Tomamos como alicerce os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica e as Diretrizes
Curriculares da Educagao Béasica: Matematica entre outros artigos com o intuito de mostrar
a relevancia de uma atividade mais atrativa e significativa para o aluno. Nessa atividade
serd desenvolvido um material manipulativo de forma que o estudante seja capaz de
resolver o quebra-cabeca de maneira mais agil, permitindo uma resolu¢ao mais ativa e

evitando o tempo gasto caso o aluno investigasse a resolu¢ao do sudoku utilizando lapis e

papel.

4.1 Fundamentacao tedrica

Conforme as Diretrizes Curriculares da Educacio Bésica do Parand (PARANA,
2008) os conteidos das disciplinas devem ser cultivados de maneira contextualizada e
sempre questionando a rigidez da apresentagao tradicional e atemporal dos conhecimentos.
Dessa forma, a escola deve promover a pratica fundamentada em diversas metodologias.
Assim, de acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais da Matematica (BRASIL,
2006), a disciplina deve contribuir na formagao do cidadao ao desenvolver metodologias
que motivem a construcao de estratégias que estimulem a iniciativa e a criatividade, as
quais fomentem a comprovacao e resultados de problemas e enfatizem tanto o trabalho

coletivo como a autonomia resultante da capacidade do discente enfrentar desafios.
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Portanto, o jogo é uma forma interessante para propor um problema matemaético,
uma vez que ha uma apresentacao mais atrativa para o contetuido a ser trabalhado e benefi-
ciando a criatividade na busca de estratégias para resolvé-lo. Esse objeto de aprendizagem
também incentiva o planejamento de agoes e possibilita uma atitude positiva diante dos
erros, pois, podem ser corrigidas de modo natural no decorrer da atividade. (BRASIL,

2006)

De acordo com as orientagoes curriculares para o ensino médio do Ministério da
Educagao (MEC):

Os jogos e brincadeiras sdo elementos muito valiosos no processo de apro-
priacdo do conhecimento. Permitem o desenvolvimento de competéncias
no ambito da comunicacao, das relagoes interpessoais, da lideranga e do
trabalho em equipe, utilizando a relacdo entre cooperagao e competicao
em um contexto formativo. O jogo oferece o estimulo e o ambiente propi-
cios que favorecem o desenvolvimento espontaneo e criativo dos alunos
e permite ao professor ampliar seu conhecimento de técnicas ativas de
ensino, desenvolver capacidades pessoais e profissionais para estimular
nos alunos a capacidade de comunicacao e expressao, mostrando-lhes
uma nova maneira, lidica, prazerosa e participativa de relacionar-se com
o conteudo escolar, levando a uma maior apropriacao dos conhecimentos
envolvidos. (BRASIL, 2006, p.28)

Segundo os Pardmetros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998) os jogos possibilitam
ao professor analisar e avaliar as estratégias utilizadas pelos alunos, a capacidade do discente
compreender as regras e de se comunicar durante a realizacao da atividade. Existe também
a possibilidade observar o autocontrole e o respeito com os demais. Assim, desenvolvendo
nao s6 a parte cognitiva, mas também incentivando a competéncia emocional, social e

moral.

O uso desse recurso nao se restringe a trabalhar com jogos prontos, mas possibilitar
a criagao do mesmo por parte dos alunos. Esse encaminhamento reproduz um sentimento
de pertencimento, no qual cada etapa deve ser discutida delimitando o papel de cada

individuo no procedimento. (BRASIL, 2006)

Os jogos podem contribuir para um trabalho de formacgao de atitudes
— enfrentar desafios, langar-se a busca de solugoes, desenvolvimento da
critica, da intuicao, da criacdo de estratégias e da possibilidade de altera-
las quando o resultado néo é satisfatorio — necessarias para aprendizagem
da Matemética. (BRASIL, 1998, p.47)
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A utilizacao desse método na aprendizagem matematica busca um ensino diferente
do processo baseado em decorar regras e contetidos sem a reflexdo mais a aprofundada em
um contetido especifico ou a aplicacdo desses conhecimentos de maneira nao significativa.
Assim, os jogos sdo uma ferramenta que nao apenas diverte quem joga, mas auxilia no
estudo proporcionando um desafio. Todavia, é necessaria atencao para o mau uso dos jogos
com uma escolha aleatéria e sem finalidade especifica. (MENEZES; MUZATTI, 2016)

O jogo e outros materiais possuem um papel importante no ensino e aprendizagem,
mas ¢é necessario incorporar o uso desses materiais as situacoes que exercitem a andlise
e a reflexdo de problemas. Assim, além de ser um mecanismo sociocultural de maneira
que a matematica esta relacionada, a atividade do jogo é natural ao desenvolvimento do

individuo porque vai contra a ideia de obrigacao, apesar de exigir o cumprimento de regras.

(BRASIL, 2006)

Segundo o artigo A aplicacio do jogo Sudoku no ensino médio como ferramenta
para auxiliar o discente a pensar e refletir, o jogo loégico possibilita o aumento cognitivo
na resolucdo de calculos. Elevando também o animo dos discentes a questionarem e
investigarem problemas tanto em sala de aula como no ambito social. (OLIVEIRA, 2014)
O jogo permite ao jogador desenvolver seus raciocinios e estratégias de maneira adequada,
pois, o sudoku ¢é baseado na disposi¢ao l6gica dos algarismos. Com esse recurso é possivel

ir contra a metodologia de ensino que se resume a um modelo de aulas expositivas.

(MENEZES; MUZATTI, 2016)

O jogo Sudoku tornou visivel a elevagdo do cognitivo na resolugao dos
calculos que foram propostos, tornando assim os alunos mais aptos
e capazes para resolucdo de problemas légicos que precisam de mais
atencdo e concentragdo, a busca que nds professores temos para que
nossos alunos tenham mais dnimo em nossas aulas, e para que sejam
mais investigativos questionadores e que haja um fio de interesse e prazer
no que estao estudando, acontece quando usamos os jogos. (OLIVEIRA,
2014, p.14)
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4.2 Sugestao de atividade

O encaminhamento pedagdgico matematico deve contribuir nas habilidades do
estudante constatar regularidades, indagar conjecturas, interpretar e descrever fenémenos
matematicos em outras areas do saber. Portanto, baseado nas Diretrizes Curriculares do
Ensino Basico do Parana a atividade de sudoku que abordaremos é fundamentada no
contetdo estruturante de nimeros e algebra mais especificamente em conjuntos numéricos

e operagoes, matrizes e sistemas lineares. (PARANA, 2008)

Desenvolveremos uma atividade com o jogo sudoku utilizando material manipulativo,
com o intuito de que os alunos consigam jogar e elaborar o seu préprio quebra-cabeca.
O objetivo dessa atividade em sala de aula é de que o aluno interprete as matrizes e
compreenda as suas operagoes, reconheca e resolva equagoes algébricas e identifique e

resolva o problema.

Dividiremos a atividade em duas aulas de cinquenta minutos de maneira que na
primeira aula sera apresentado o jogo e suas regras e também serd construido o material
manipulativo. Na segunda aula o professor podera utilizar tanto a Construgao 1 do sudoku

completo ou a Construgao 2 para construir o sudoku e consequentemente o quebra-cabeca.

4.2.1 Aulal

Primeiramente vamos comentar um pouco sobre a histéria do sudoku e suas regras.
Posteriormente, serd disponibilizado um quebra-cabeca para que os alunos, com o professor,
resolvam em sala de aula. Apds essa resolucao sera apresentado o material manipulativo

para os alunos construirem.
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4.2.1.1 Desenvolvimento da Aula 1

12 Etapa: Conhecendo o jogo.

Nessa etapa sera apresentado as regras do sudoku mais tradicional 9 x 9 ja citada no
Capitulo 1. Caso o professor deseje trazer alguns fatos curiosos sobre o sudoku é possivel

pedir a leitura prévia do artigo A Ciéncia do Sudoku !.
22 Etapa: Jogando.

Para que os alunos se habituem as regras do sudoku apresentaremos um jogo que
pode ser retirado do site <http://www.sudoku.name/index-pt.php> e solicitaremos a
sua resolucao para a turma. Para esse procedimento o professor desenhara o sudoku na
lousa e escrevera as pistas com giz colorido para diferenciar dos outros niimeros que serao
preenchidos e marcard uma borda mais grossa nos blocos 3 x 3 e mostrara o sudoku como

uma aos alunos indicando cada elemento da malha como um elemento a;; da matriz.

Figura 14 — Modelo do sudoku na lousa

o] J1] | ] J4]5]8
HEEINNNENE
| s]slalo] ||
o] Jul Je] 4]
II II

Posteriormente, o professor solicita para os alunos tentarem resolver o sudoku
proposto falando os niimeros e indicando sua posicdo como elemento de uma matriz, o
estudante pode falar niimero 3 na linha 2 e coluna 4, por exemplo. Apés o preenchimento
do sudoku o professor pode conferir com os alunos se a solucao esta correta. Lembrando

que o gabarito do jogo se encontra disponivel no mesmo site em que o jogo foi retirado.

1O artigo A Ciéncia do Sudoku se encontra na revista Scientific American Brasil disponivel em:

<http://sciam.uol.com.br/a-ciencia-do-sudoku/>. Acessado em 30 de junho de 2019.
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Figura 15 — Modelo da resolu¢ao do sudoku na lousa

9]6]1]7]3]2]4]5]8
7]4]5f6)1]8]3]9]2]
8/2]3]5/4]9]6]1]7
3]9]8]1]7]6]2]4]5

1]7[6]2]5]4f8]3]9
4]5/2]8/9]3]7]6]1
5]1]4]3]8]7]9]2]6
2[3]7fo)6]1]5]8]4]
6]8]ofal2]5]1]7]3

32 Etapa: Montagem do material manipulativo.

Propomos a construgao do jogo sudoku por meio de um material manipulativo que
o professor confeccionara com seus estudantes utilizando o material descrito no inicio da
atividade baseada na Construcao 1 descrita no Capitulo 3. Para otimizar o tempo pode-se

dividir a classe em grupos de no maximo 4 alunos para elaborar esse material.

(1¢ Passo) No papel cartdo ou em um papel que possua a frente e o verso de cores
distintas construa uma quadrado de 18cm x 18cm e divida esse mesmo quadrado em 9
colunas e 9 linhas com um lapis, ou uma caneta e marque nimeros de 1 a 9 em cada linha
do quadrado e depois no verso marque numeros de 9 a 1, de maneira que o mesmo nimero

fique escrito na frente e no verso do papel como na figura a seguir.

Figura 16 — Frente e verso do papel

1(213]14|5|6|7|8]9 1(21314|5|6|7]8]9
112134561789 112134561789
1(213]14|5|6|7|8]9 1(21314|5|6|7]8]9
112(3]4|5(6]7[8]9 112(3]4|5(6]17(8]9
1(213]14|5|6|7|8]9 1(213]14|5|6|7]8]9
1(213]14|5|6|7|8]9 112134561789
1(213]14|5|6|7|8]9 1(21314|5|6|7]8]9
1(213]14|5|/6|7|8]9 1(213]14|5|6|7]8]9
1(213]14|5|6|7|8]9 1(21314|5|6|7]8]9
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Depois recortamos cada quadrado menor 2cm x 2cm. Cada quadrado serd uma pega
do nosso quebra-cabeca. O lado colorido representara os niimeros fixos do sudoku e o verso

branco (ou de outra cor) serdo as pecas que preencherao o quebra-cabega.

Figura 17 — Pecgas do sudoku

S —— o R S S

(29 Passo) Escolhemos um dos papéis coloridos e fazemos mais 18 pegas, as quais
servirao de guia para efetuarmos as operacoes elementares para montar o sudoku. Para
isso, faga mais 18 quadrados 1,5c¢m x 1,5¢m e marque ntmeros de 1 a 9, de forma que

temos um par de pegas com o mesmo algarismo conforme a ilustracao abaixo.

Figura 18 — Pecas auxiliares

1(2(3/4|/5|/6|7|8]9
1(2(3/4|5|6|7|8]9

Recorte os quadrados para obter mais 18 pecas, as quais vao auxiliar na Construcao

1. Agora, para a Construgao 2 essas pegas nao sao necessarias.
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Figura 19 — Exemplo do sudoku com pecas auxiliares

(3° Passo) Para montar o tabuleiro onde as pegas serdo inseridas pegue o papel ou
cartolina com uma cor distinta da utilizada anteriormente e do papel cartdo. Nesse papel
faca um quadrado de 22, 5cm x 22, 5¢m e divida esse quadrado em uma malha com 9 linhas
e 9 colunas, de forma que os quadrados menores tenham a dimensao de 2,5cm x 2, 5em.
Com o pincel atomico ou canetinha marque as linhas da grade para destacar os blocos do

sudoku como na foto a seguir.

Figura 20 — Tabuleiro do sudoku

Observagio 4.2.1. Apds a construcao do material manipulativo o professor pode optar em

realizar a Aula Construcao 1 - Parte II ou a Aula Construgao 2 - Parte II.
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4.2.2 Aula 2 Construgao 1

Na segunda aula vamos utilizar a Construcao 1 do sudoku completo do Capitulo 3
para que cada grupo de alunos consiga montar o seu quebra-cabega, utilizando a soma
dos ntimeros inteiros e o resto da divisao por 9 por meio de equacoes. Posteriormente
solicitaremos que cada grupo retirem pecas aleatoriamente do sudoku deixando no minimo
40 pecas e cada grupo trocara de material permitindo a resolucao desses sudokus por parte

de cada grupo.
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4.2.2.1 Desenvolvimento da Aula 2 de Construgao 1

Nesta aula dividiremos a sala em grupos de no maximo 4 alunos para que cada
grupo construa o seu quebra-cabeca. As seguintes etapas mostram como os alunos podem

montar um sudoku.
42 Etapa: Construindo o quebra-cabeca.

Para construir 2 o sudoku vamos utilizar os conjuntos:

H+1={1,7,4}; H+2={2,85}; H+3={9,6,3}.

Solicitamos para os alunos que disponham esses conjuntos acima da primeira linha
do tabuleiro, a qual denominaremos de linha 0 da matriz, de maneira que os elementos
de um mesmo conjunto fique delimitado pelo mesmo bloco, ou seja, os elementos de um
mesmo conjunto podem mudar de posigao desde que fiquem em cima de um mesmo bloco
utilizando as pecas coloridas que possuem as numeracgoes de 1 a 9, mas nao possuem a

numeragao no verso. Segue um exemplo.

Figura 21 — Exemplo com as pecas auxiliares

o

JaEDnE BB

Assim, podemos relacionar cada elemento de um conjunto H + k com cada elemento
de um conjunto de posigdes de elementos na matriz dado por {ag, a1, @042}, com
k,l=1,2,3. Pedimos agora aos alunos para montar mais 3 conjuntos e para isso o grupo

de alunos devem escolher um elemento de cada conjunto anterior. Assim, para montar o

2 Retome o Exemplo 3.1.1 onde H = 3,6,9.
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conjunto Ly é tomado um elemento de cada conjunto H +1, H +2 e H + 3. Os estudantes

podem formar, por exemplo, o seguinte conjunto:
H+1={/,7,4}; H+2={2,%5}; H+3={%6,3};
L,=A{7,5,6}.

Para compor o segundo conjunto L, requisitamos aos grupos que escolham um
elemento de cada conjunto H+1, H+2 e H+3 de maneira que os elementos sejam distintos

de Ly. Seguindo o exemplo é possivel escolher:
H+1={1,7,44 H+2={2873} H+3={96,3}
Ls={1,8,3}

Por fim, o ultimo conjunto é dado pelos elementos que sobram de H+1, H+2 e H+3

que sao distintos dos elementos de L; e L. Assim, seguindo nosso exemplo, temos:

L3 = {4, 2, 9}

Os alunos devem dispor os conjuntos Lq, Ly e Lz na coluna a esquerda da primeira
coluna, a qual serd denominada de coluna 0, e os elementos de cada conjunto delimitados

por cada bloco, por exemplo:

Figura 22 — Exemplo II com as pecas auxiliares

Relacionando cada elemento de um conjunto L,, com cada elemento de um conjunto

de posigoes de elementos na matriz dado por {ano, a(ns1)0, A(n+2)0}, com m,n = 1,2,3.
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Posteriormente, sera explicado como serd preenchido as outras posi¢oes da matriz para
gerar um sudoku completo. Baseado na Construcao 1 do sudoku completo o professor
pode citar alguns exemplos de como sera efetuada a soma dos elementos do sudoku. De

acordo com a Figura 22, temos:

a13=7+4: 1329-1+4;
A =5+5=10=9-1+1.
Com alguns exemplos como esses e comparando o material manipulativo a uma

matriz, a turma juntamente com o professor pode chegar na seguinte férmula do termo

geral da matriz que representa o sudoku:
oj + aio = 9 Gij + aij,

de maneira que ¢;; € Z e 0 < a;; <9. Assim, é possivel para os grupos construirem agora o
sudoku completo por meio da operagao elementar da soma e do calculo do resto da divisao

por 9, para cada elemento de a;; do tabuleiro.

Figura 23 — Exemplo do sudoku completo

O professor solicitara que cada grupo preencha o tabuleiro com os resultados obtidos
utilizando o material manipulativo com as pegas de forma que fiquem somente com a parte

mais colorida voltada para cima.
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Figura 24 — Exemplo do quebra-cabeca

O docente deve solicitar ao grupo de alunos que retirem algumas pecas deixando
no minimo 35 pecas ou mais, caso os estudantes tenham curiosidade é possivel verificar se
o sudoku possui uma tunica resposta no site <https://sudokuspoiler.azurewebsites.net/>.
Em todo caso o quebra-cabeca montado possui ao menos uma solucao, o que sera necessario

para a préoxima etapa.
52 Etapa: Resolvendo o sudoku criado.

Na 52 etapa pedimos para as equipes trocarem de material manipulativo para que
outro aluno ou outra equipe tente resolver o quebra-cabega. Tomando o cuidado de nao
fornecer as pecas da coluna e nem da linha 0, para que a outra equipe tente resolver o

sudoku da outra equipe de uma forma mais recreativa sem realizar as equagoes.
62 Etapa: Investigando a construcgao.

Questionar aos estudantes se temos algum padrao especifico para que a construgao
do sudoku seja possivel, como o realizado na etapa 4. A resposta para essa pergunta se
encontra no Capitulo 3, mas infelizmente nao poderemos partilhar a demonstragdo com os
alunos, pois exige um pouco de conhecimento de grupos e classes laterais. Mas, é possivel
partilhar que podemos alterar a ordem dos elementos dos conjuntos que ainda é possivel
construir um sudoku completo. E ainda, é possivel permutar os conjuntos desde que todos

os elementos do conjunto sejam delimitados por um tnico bloco.
72 Etapa: Finalizagao.

Para finalizar a atividade o professor pode pedir um relatério das conclusoes das
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investigacoes dos alunos e realizar uma discussao dos resultados obtidos em sala.

4.2.3 Aula 2 Construcao 2

Uma outra opg¢ao para a segunda parte da aula seria utilizar a Construcao 2 do
sudoku completo do Capitulo 3, nessa construcao os alunos devem permutar as linhas e
colunas dos blocos utilizando o material manipulativo para que cada grupo de alunos consiga
montar o seu quebra-cabeca. Solicitaremos que cada grupo retirem pecas aleatériamente do
sudoku deixando no minimo 40 pecas para trocarem entre os grupos os sudokus deixando

a resolugao para o outro grupo.
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4.2.3.1 Desenvolvimento da Aula 2 de Construgao 2.

Dividiremos a sala em grupos de no maximo 4 alunos, analogamente a segunda
parte da aula para a Construgao 1, para que cada grupo construa o seu quebra-cabega.

Nas préximas etapas mostram como os alunos podem montar um sudoku.
42 Etapa: Construindo o quebra-cabeca.

Primeiramente, o professor ird numerar os blocos como na figura seguinte.

Figura 25 — Blocos do sudoku

Blocad1l | Bloca2 | Blocd3

Blocd4 | Blocad5 | Blocg 6

Blocad7 | Bloca8 | Blocd9

Depois solicitard para que os grupos preencham o bloco 1 com algarismos de 1 a 9

aleatoriamente utilizando as pegas do material manipulativo.

Figura 26 — Exemplo de preenchimento do Bloco 1
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Para construir o sudoku o professor mostrara para os grupos realizardo as permuta-

¢oes das linhas e das colunas. De acordo, com o Exemplo 3.2.2 e o Exemplo 3.2.3.

Em seguida, o docente pede aos alunos para construirem o sudoku de acordo com a

seguinte tabela 3:

Y Ya Ya?
Yaf | Ya?8 | Yp
Ya?5%2 | YB? | Yap?

Cada grupo deve construir um sudoku com o material manipulativo de modo que o
tabuleiro fique preenchido com as pecas voltadas com a face colorida para cima de acordo

com as operagoes dadas na tabela anterior.

Figura 27 — Exemplo da Construgao 2 do sudoku

52 Etapa: Resolvendo o sudoku criado.

Nessa etapa o professor pedira para que os alunos retirem algumas pecas aleatoria-
mente de maneira que restem no minimo 40 pecas no tabuleiro. Posteriormente solicitamos
para as equipes trocarem de material manipulativo para que outro aluno ou outra equipe

tente resolver o quebra-cabeca.

3O professor pode escolher uma dentre as 6 tabelas da pagina 44.
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Figura 28 — Exemplo do sudoku dado pela Construgao 2

62 Etapa: Investigando a construcgao.

O professor pode questionar se existe outro padrao de construcao semelhante para
que a construcao do sudoku seja possivel, como o realizado na etapa 4. A resposta para
essa pergunta se encontra no capitulo 3, com as 6 tabelas das construgoes lineares de
Keedwell para p = 3, o professor pode compartilhar essa informacao, mas nao sera possivel
realizar a demonstragao para os alunos, pois exige um pouco de légica matematica, como
a demonstracao por absurdo. Mas, é possivel partilhar as outras tabelas para que os

estudantes consigam construir outros tipos de sudoku.
72 Etapa: Finalizagao.

Para finalizar a atividade o docente podera pedir um relatério das conclusoes das
investigagdes dos alunos da 6* etapa e realizaremos uma discussao dos resultados obtidos

em sala.
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CONCLUSAO

Este trabalho permitiu analisarmos a relacao existente entre a algebra e o jogo
sudoku. Para isso se fez necessario conhecer a Teoria de Grupos e suas propriedades,
estudamos os subgrupos e classes laterais, as quais serviram de base para a Construcao 1
do sudoku completo. Ainda relacionada a Teoria de Grupos vimos que podemos relacionar
um grupo finito a um subgrupo de S,,, o que nos permite relacionar um grupo com o
quebra-cabeca. A teoria trabalhada no apéndice permitiu uma melhor compreensao dos
quadrados latinos descritos no Capitulo 2, uma vez que esses quadrados antecedem o
sudoku. Vimos que ¢é possivel representar a estrutura algébrica de grupo finito por meio
de um quadrado latino e que toda tabua de operagdao de um grupo finito resulta em um

quadrado latino, mas nem todo quadrado latino ¢ a tdbua de operacao de um grupo.

No Capitulo 3 foi possivel entendermos duas construgoes do sudoku completo por
meio da Teoria de Grupos e dos quadrados latinos, analisamos essas construc¢oes com
exemplos e exploramos também a demonstracao de cada uma, expondo como a matematica
estd relacionada com o nosso cotidiano. Consequentemente, foi possivel elaborar uma
atividade explorando as construgoes estudadas nesse capitulo. J& no Capitulo 4 segue a
elaboracao de uma atividade em sala de aula, a qual foi dividida em duas aulas de 50
minutos de maneira que a segunda aula pode ser trabalhada com uma das construcoes do

sudoku.

Propomos também a construcao de um material manipulativo para tornar a aula
mais atrativa e dinamica para os alunos, uma vez que o uso de recursos e materiais sao
importantes na exploragdo de problemas segundo os Parametros Curriculares Nacionais
(BRASIL, 1998). Portanto, desejamos que esse trabalho auxilie professores e académicos a
entender um pouco mais de algebra de maneira mais agradavel e cativante. Ressaltando o
conhecimento matematico fora do ambiente escolar de uma maneira diferenciada. Explo-
rando um pouco da matematica contida no jogo sudoku e aproveitando os resultados para

aplicar diretamente em sala.
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APENDICE A

TEORIA DE GRUPOS

A.1 Definicoes

No apéndice estudaremos um pouco sobre a teoria de grupos e trabalharemos
desde a definicdo das estruturas algébricas basicas as classes laterais. Porexemplo, veremos
varios resultados e o Teorema da Representagao de grupos para melhor compreender os
capitulos desenvolvidos no trabalho. Tais estudos foram realizados por meio da pesquisa
no livro, Introdugao a algebra (GONCALVES, 2003), os quais sao trabalhados por meio

de defini¢oes, demonstragoes de resultados e exemplos.

Definigao A.1.1 (Operagao Bindria). Seja A um conjunto nao vazio. Uma operagao

bindria sobre A é uma fungao * : A x A - A, denotada por *(x,y) =z * y, isto é,

*: AxA—> A
(z,y) =z *y.

Observagao A.1.2. Como para todo (z,y) € A x A temos = *y € A, dizemos que a operagao

* ¢é fechada em A.

Defini¢ao A.1.3 (Estrutura Algébrica). Considere A um conjunto nao vazio e seja *

uma operacao em A. Denominamos a estrutura algébrica (A, *) de:
(i) Semigrupo se a operagao * é associativa, ou seja,
Va,y,z € A temos (z+y) * z=x * (y * 2);

(i) Monoide se a operagdo * ¢ associativa e possui um elemento neutro e € A, ou seja,

VereA, Fee Atal quex xe=exx = x;
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(iii) Grupo se (A, *) é um monoide e cada elemento = € A tenha inverso com relagao a

operacao *, isto é, temos que,

VreA o' e Atalquex ' =a"xx =e.

Se (A, *) é um grupo que satisfaz a condicao de que para cada par z,y € A temos

x %y =y *x, dizemos que essa estrutura é um grupo abeliano.!
Exemplo A.1.4. (i) A estrutura algébrica (N,+) é um monoide comutativo.

T+y=y+c

Note que, (N, +) nao é grupo, uma vez que todo nimero natural z > 1 nao possui

inverso aditivo em N.
(ii) A estrutura algébrica (Z,+) é um grupo abeliano.

(iii) As estruturas (Q,+), (R,+) e (C,+) com a operagao usual de adi¢do também sao

grupos.

Exemplo A.1.5 (Monoide das transformagoes de um conjunto A). Seja A um conjunto
nao vazio. Chamaremos de transformagdo de A uma funcao f: A - A e de M(A) o
conjunto de todas as transformagoes de A. Dada o a operagao de composicao de fungoes e

com as fungoes g: X - Y e h:Y - Z, definimos:
hog:X -7
x> (hog)(x) =h(g(x)),
podemos ainda representar o comportamento da fungao h o g pelo diagrama a seguir.

Figura 29 — Composicao de fungoes.

8 h

ONOBO

hog

Observe que o conjunto M (A) é fechado para a operacao de composigao de fungoes.
De fato, sejam duas fungoes i,j € M(A) entaoi: A—>Aej: A— A logo joi: A— Ae
M(A).

Verificaremos que (M (A).o) é um monoide ndo comutativo quando o conjunto

A contém ao menos dois elementos distintos.
1

Esse grupo recebe o nome de grupo abeliano devido ao matematico noruegués Niels Henrik Abel
(1802-1829). (SILVA; COSTA, 2010)
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(i) o é associativa.

Com efeito, sejam f,g,h e M(A),
fiA-A g:A>Aeh:A->A

temos

((hog)e f)(x)=(hog)((f(x))=h(g(f(2))) (A1)

(ho(ge f))(@)=h(ge f)(x)=h(g(f(x))) (A.2)
Vx e X | portanto, das equagoes (A.1) e (A.2) temos o desejado,

(hog)ef=ho(gef).

(ii) o possui elemento neutro.

Seja a funcao identidade definida em A da seguinte forma:

IAIA—>A

x> Ia(x) =2

Assim, I4 é elemento neutro de (M (A),o). De fato, para cada fungao f € M(A),

temos

(Lao f)(z) =1a(f(2)) = f(2) (A.3)
(foLa)(@) = f(La(2)) = (), (A.4)
Vo e A entao de (A.3) e (A.4), obtemos

Ipof=fola=f.

Logo, (M(A),o) é um monoide. Agora, vamos mostrar que esse monoide nao é

comutativo.

Assuma dois elementos a e b distintos do conjunto A, e suponha as transformacoes

constantes f: A—-> Aeg: A— A, dadas por
fx)y=aeg(x)=0b, VreA.

Assim, para cada elemento x € A temos

(feg)(x) = f(g(x)) = f(b) =a (A.5)

(gof)(x)=9(f(x))=g(a) =0. (A.6)
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Portanto, de (A.5) e (A.6) segue que
fog#gelf.

Assim, a operacao o nao é comutativa em M(A).

Proposigdo A.1.6. Uma transformacao f € M(A) é invertivel se, e somente se, f é

bijetora.

Demonstragio. Seja f € M(A) uma transformacao invertivel. Logo, existe uma fungao
g€ M(A) de maneira que
feg=gef=1Ia

Queremos mostrar que f é injetora e sobrejetora, ou seja, bijetora.

(i) f é injetora.
De fato, sejam 71,22 € A no dominio e suponhamos que f(x1) = f(x2). Vamos

mostrar que x; = Ty, entao

x1 = Ia(z1) = (go f)(z1) = g(f(21)) = 9(f(22)) = (9 [)(@2) = La(x2) = 2.
Portanto, f é injetora.

(ii) f é sobrejetora.

Pois, para cada elemento 7 € A no contradominio temos

Yo =1a(yo) = (f 29)(wo) = f(9(w0)) = f (o)

com g(yo) = xo.

Assim, para cada yo € A no contradominio existe zg € A no dominio tal que f(zq) = yo,

entao f é sobrejetora.

Reciprocamente, seja f uma funcao bijetora do conjunto M(A). Seja a trans-
formacao g € M(A) uma candidata a fungao inversa de f que definiremos da seguinte

maneira.

Como f é sobrejetora para cada elemento a € A no contradominio de f, existe b€ A
no dominio de f tal que f(b) = a. E ainda, como f é injetora, entdo o elemento b é tinico,

ou seja, se b e Ae f(b') =aentdo f(b)=f(0')=b=10'.

Vamos definir a fungdo g no ponto a como g(a) = b. Agora, definida a fungao g,
para cada elemento a € A do contradominio de g e cada b € A no dominio de g, temos a

seguinte equivaléncia f(a) =0 e g(b) = a, isto é, f(a) =b < g(b) = a.
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Mostraremos que fog=go f=14. Sejam f(x) =« e g(x) = [ para cada z € A,
assim g(a) =z e f(B) = x. Portanto,

(fog)(w)=f(g9(x))=f(B)=x=1s (A7)
(go f)(x) =g(f(x))=g(a)=2= 14 (A.8)
Logo, (fog)(x)=(go f)(x) = A. L]

A.2 Propriedades

Proposicao A.2.1. Seja (G, *) um grupo entao existe um tnico elemento neutro e € G

da operagao * em G.

Demonstracao. Suponha e; e e; dois elementos neutros da operagao *, ou seja,

rre=e *xx=rey*es=ey*xy=y, Vr,y € G. Note que,
€1 =€1 ¥ €y = €9.
Logo, e; = e3, ou seja, o elemento neutro ¢ tnico. [ |

Proposicao A.2.2. Para qualquer x € GG, existe um tunico elemento y € GG, elemento

inverso de x relativamente & operacao * do grupo (G, *).

Demonstracao. Fixado a € GG. Suponha que existam dois elementos a; e ao inversos ao

elemento a, ou seja, a*ay =a; *a=e e a*as=as*a=e. Entdo,
ap=a;*e=aj*(a*ay)=(a;*a)*as =e*as=as.
Portanto, o elemento inverso é tinico, uma vez que a; = as. |

Observagao A.2.3. Dessa forma, dado x € GG, escreveremos x~! para inverso multiplicativo

e —x para o inverso aditivo.

Proposicao A.2.4. Para x e y € G de maneira que z’ e y' sejam seus respectivos inversos,

temos que o inverso de x x y é y’ » x' dado (G, *).

Demonstracao. Por hipdtese, temos

xxx'=x'+x=eeyxy =y ry=e.
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Queremos mostrar que (y' * z') * (x *y) = (z * y) » (y' * 2') = e. De fato,

(Y *xa)x(zxy)=y * (2" *x)*+y
= (y' xa)*x(z*ry)=y xexy
= (Y *a)*(z*y) =y *y
= (y'*a)*(zry)=e

(xxy)* (Y xa')=z*(y*y) 2
= (zxy)* (Y *a') =z xexa’
= (zxy)* (Y *a2) =z *a’
)

:(;p*y *(y'*x')=€.

Proposicao A.2.5. Seja um grupo (G,*) e x € G entao (z7!)~! =z,

Demonstragio. Considere e o elemento neutro de (G,*), assim x = z*e = x * 7! *
(z~1)~1. [ ]

Defini¢ao A.2.6. Um grupo (G, ) é dito finito se o conjunto G é finito, neste caso a
ordem do grupo G é dada pelo nimero de elementos de G, a qual denotaremos por |G]|.

Caso G seja um conjunto infinito dizemos que (G, *) é um grupo infinito e que |G| = .
Definigao A.2.7 (Grupo das permutagoes). Dado o conjunto S+ @ e G={f:5—->S:
f bijetora}. Seja * a operagdo composigao de fungoes, ou seja,
*:G@xG -G

(9, f) = gof
entdao temos que (G, *) é um grupo, conhecido como grupo das permutagoes, sendo a
identidade dada por,

Is:S5—-S

T = X.

Note que,(G, *) é de fato um grupo, pois * é associativa e possui elemento neutro
pelos itens (i), (ii) do Exemplo A.1.5 e pela Proposi¢ao A.1.6 todo elemento de G possui

inverso em relacao a operagao *.

Caso S ={1,2,...,n} denotamos esse grupo das permutagdes por S, e ainda, o
numero de elementos de S, = n!, pois, n! é justamente o niimero de maneira que podemos

permutar n objetos.
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Exemplo A.2.8. O grupo S,, em que n >3 nao é grupo abeliano.

De fato, dadas as fungoes f, g € S, definidas por f:{1,2,3,...,n} > {1,2,3,...,n}
tal que f(1)=2, f(2)=1, f(z) =2 Vo, 3<x<neg:{1,2,3,...,n} > {1,2,3,...,n} tal
que g(1) =3, g(2) =2, g(3) =1, g(z) =z Vx, 4 <z <n. Temos,

(g0)(1) =g(f(1)) =9(2) =2

(feg)(1)=f(9(1)) =f(3) =3.
Logo, gOfifog‘

Notagao: Seja f um elemento de S,,, denotaremos esse elemento por:

Exemplo A.2.9. Os elementos de S3 sao:

1 2 3 1 2 3
e = ’ = = _1;
(1 2 3) fi=\g 1 5)7 0
1 2 3 1 2 3
= = -1. = = -1.
f2 13 2 2 f3 3 9 1 f3 )
1 2 3 1 2 3
= = -1. = = _1_
fizly 5 q)7 50 li=\g 1 o)1

Observe que, para operar dois elementos em S3 compomos os elementos da seguinte

123\ (1 23\ (123
flof?:(1 3 2)0(2 1 3):(2 3 1):f4'

Note que, para o elemento 1 temos 1 <> 1 por f; e depois 1 < 2 por f;. Para o

forma:

elemento 2, temos que 2 <> 3 por fy e 3 <> 3 por f;. Por fim, 3 <> 2 por f; e 2 < 1 por f;.

Agora, vamos estudar a aritmética dos restos e as classes de equivaléncia, pois,

esses assuntos serao necessarios para a analise da tabela do sudoku.

Para entendermos o grupo (Z,,+), vamos trabalhar com a aritmética dos restos.

Para isto primeiramente recordemos a divisao euclidiana.

Teorema A.2.10 (Principio da boa ordem). O conjunto dos niimeros naturais é bem-

ordenado, isto é, todo subconjunto S # @ de nimeros naturais possui um elemento minimo.
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Demonstracao. Vamos, tomar um subconjunto C' ¢ N que nao possui elemento minimo,
entdo vamos mostrar que C' deve ser o conjunto vazio. Considerando o conjunto S = {m €
N;VneN, n<m=n¢C}, note que S =N - C. Por indugdo vamos mostrar que S =N,
note que 1 €.5, uma vez que para cada n € N, n <1 é falso. Vamos supor que k € .S, entao
se n € menor que o sucessor de k temos que n < k ou n = k. Mas, para n < k temos que
ne¢Cesen=k=n¢C, pois, n € S. Assim, para ambos os casos n ¢ C'. Portanto, todo

sucessor de k pertence ao conjunto S. Logo, S =N. [

Teorema A.2.11. Sejam a e be Z, em que a # 0. Existem tnicos nimeros ¢ e r inteiros
tais que,

b=a-q+r,com0<r<|al

Demonstragio. Vamos provar a existéncia de ¢ e r tais que b=a-qg+r e 0 < r < |a|.
Primeiramente, considere o conjunto X = {b-ay;y € Z} n(Nu0). Como a # 0 entdo existe
neZtal quen-(-a)>-b=n-(-a)+b>0=b-na>0 e portanto, X # @. Note, que o
conjunto ¢é limitado inferiormente por 0 entao existe um menor elemento do conjunto X,

pelo Principio da boa ordem.

Suponha r o menor elemento desse conjunto tal que r = —bagq, e pela defini¢ao
de X temos r > 0. Agora, vamos mostrar que r < |a|. Entao, suponha por absurdo que
7 > |a|. Assim, existe € Nu {0} de maneira que r = |a| + x e portanto, 0 < x < r, pois,
temos r > x. Ainda de r = |a|+x temos r=a+x =>b-ag=a+x =b-(¢+1)a =2z ou
r=-a+r=b-aq=-a+x=>b-(q¢-1)a=z,0useja, reX e0<x<r. Istoéum absurdo,

pois r é o menor elemento em X.
Para provar a unicidade suponha que existam ¢, ¢, r e r’ tais que,

a=>bq+r, 0<r<b; (A.9)
CLqul+T1, OST1<b. (AlO)

Subtraindo as equacoes (2.9) e (2.10), temos r —r; = b(q; — ¢). Note que, como
O0<r<beO<r <bentao 0<r—-r1 <b=0<b(q1 —q)<b. Mas, b>0entdo 0<qg—q; <1

isso ocorre se, e somente se, ¢—¢q; = 0, uma vez que ¢ e ¢; sao inteiros. Assim, ¢ =q; e 7 = ry.

Definicao A.2.12. Com n € N, dois nimeros a e b € Z sao congruentes médulo n se, e

somente se, n divide b - a. E denotamos por,

a = b mod n.

Podemos dizer também que se a é congruente a b médulo n se os restos da sua

divisao euclidiana por n sao iguais.
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Exemplo A.2.13. Temos que 7 = 10 mod 3, pois, 3 divide 10 - 7 = 3, podemos pensar
também que os restos da divisdo euclidiana de 7 e 10 por 3 sdo iguais a 1, portanto, 7 é

congruente a 10 médulo n = 3.

Decorre da definicao de congruéncia, modulo n € Z fixado, é uma relagdo de

equivaléncia, ou seja, ela ¢é reflexiva, simétrica e transitiva.

Proposicao A.2.14. Seja n € N. Para todos a, b, c € Z, temos que:

(i) a=a mod n (reflexiva);
(ii) se a =b mod n entdo b =a mod n (simétrica);

(iii) se a =bmod n e b=c mod n entdo a = ¢ mod n (transitiva).

Demonstragao. Para o item (i), temos que n divide a—a = 0 logo a = a mod n. Agora, para
demonstrar o item (ii) temos que se a = b mod n entdo n divide b — a, assim n também
divide a — b. Para o item (iii) temos que a =b mod n e b = ¢ mod n entdo n divide b - a
e n divide b - c. Portanto, n divide (b-a) + (c-b) = c—a e assim n divide ¢ — a entao

a = c mod n. ]

Definicao A.2.15. Definimos classe de equivaléncia de r em relacao a z mod n, denotada
por 7, com n € Z, como:

7={x€Z;xr mod n},

ou ainda,
F={kn+r:keZ,0<r<n}.

Definicao A.2.16. Definimos o conjunto Z,,, como:
Z,-{0,1,3,....n=1}.

Proposigao A.2.17. Se n e Nu{0} entdo Z, = {0,1,2,...,n— 1} é um conjunto contendo

exatamente n classes de equivaléncia.

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que se 0 <z <y <n entao T #y, com x,y,n € Z.
Temos que, Yy =7 < . =ymodn < 0 < y—-x = kn para algum k € Z. Mas, como

a <x <y<y<mnentdo y—x nao pode ser multiplo de n, isto é, ¥ # 3. Portanto,

{0,1,2,...,n -1} é um conjunto contendo exatamente n elementos.
Agora, vamos mostrar que Z, = {0,1,2,...,n - 1}. Entao, basta mostrar que se
7 € Z, temos que T € {0,1,2,...,n~-1}. Escolhemos k € Z suficientemente grande de

maneira que z’ = x + kn seja nao negativo. Deste modo, x’ é congruente a z modulo n,
ou seja, ' =z mod n entdo x’ = T. Assim, é suficiente mostrar que ' € {0,1,2,...,n—1},

com z’ > 0.
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Pelo teorema (A.2.11) temos que 3g, r € Z tais que 2’ = gn + 7, em que 0 < r < n.

Assim, 2’ - r = gn, ou seja, 2’ = r mod n. Logo, T =2’ =T. [ |
Proposicao A.2.18. Seja neN. Se x =2’ mod n e y =y" mod n. Entao,

(i) z+y=2'+y'( mod n);

(ii) z-y=2"-y'( mod n).
Demonstracao. Por hipotese, x —x' = kn e y—y' = sn com k, s € Z, entao

(r+y)-(@'+y)=(@-2")+(y-y')
=kn+ sn

= (k +s)n,

e assim, x +y = 2’ + y’'( mod n) e isso demonstra o item (i). Para mostrar o item (ii),

fazemos
(z-y)=(kn+2")(sn+y")
= (ksn)n+ (ky")yn+ (2's)n+ 2" -y,
dai,
(x-y)-a'-y =(ksn)n+ (ky')n+ (2's)n+z" -y —a" -y
= (ksn)n + (ky")n + (z's)n,
logo -y =2'-y'( mod n). [ ]

Colorario A.2.19. SejaneN. Se T =2’ ¢ =7/, entdo:

(i) z+y=a"+y";

(ii) T-y=a'-y'.

Definigao A.2.20. Pelo Colorario (A.2.19) as regras:

T+yY=x+y e Y=Y,

definem as operagoes de adi¢ao e multiplicacdo no conjunto Z,,, respectivamente por:

+ Ly X Ly, > 7 e w2 L X Lo~

(Z,Y)»T+y=o+y (Z,y)»Ty=2-7y
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o reto da divisdo de 11 por 9 é 2 e 3-4=3-4 =12 = 3, uma vez que o resto da divisdo de
12 por 9 é 3.

Observacao A.2.22. Para facilitar a visualizacdo nos exemplos seguintes denotaremos as

classes de equivaléncia, em Z,, a por a e para a classe 0 por n.

Defini¢ao A.2.23 (T4dbua de Operagio). Seja G = {ay,aq, ..., a,}, comn > 1 um conjunto
com n elementos e * uma operagao sobre G definida pela seguinte aplicagdo f: G xG - G
que associa cada par ordenado (a;,a;) ao elemento f(a;,a;) = a; *a; = a;;. Assim, podemos
representar os elementos a;; em uma tabela, a qual denominamos de tabua de operagao,

da seguinte maneira,

* al a2 cee a‘?’L

a1 | A1 *G1 | A1 %A | =+ | G1 * Gy
(05} a9 * Q7 Ao * Ao | =+ | A2 * Ay |
Ay | Qp * Q71 | Qp * Qg | -+ | Qp * Qy,

Exemplo A.2.24. Abaixo, seguem as tabuas de operacao de adigdo e multiplicacdo em

9,1,2,3,4,5,6,7 e 8, respectivamente.

Figura 30 — Tdbuas de adi¢do e multiplicagdo em Zq

+1112|3|4|5|/6(|78|9 1(2(3(4/5|/6|7|8]9
112(3|4(5(6[7[8]|9]|1 1112|314 |5(6[7]8]9
2134|567 |8|9(1|2 21246 [8[1|3|5|7|9
314|5(6]7(8|9|1(2|3 313/6[/9[3[6|9|3|6|9
415678912 |3|4 414183726159
5l16|7(819]1]|2|3(4|5 515|162 |7|3|8(4|9
617189123456 616/3/9(6[(39|6|3]|9
71819111234 |5|6|7 717151311864 ]|2]|9
81911(2(3|4|5|6|7]|8 8187|6543 |2|1]|9
9111234 |5|6|7|8]|9 91919(9[/9[9(91919]|9




APENDICE A. TEORIA DE GRUPOS 83

Exemplo A.2.25. (Z,,+) é um grupo abeliano.

Demonstrag¢io. Para mostrar que (Z,,+) é um grupo abeliano, vamos mostrar os itens a

seguir.

(i) Para todo 7, ¥, Z € (Z,, +), temos

T+(y+z)=7+(y+2)
() + 7

=(T+7)+Z.

(ii) Tomando 0, temos que para todo T €Z,, T+0=2+0=7.

(iii) Seja m—x € Z, entdo para todo T temos T+n—-z=x+ (n-x)=n=0.

(iv) Note que, VT, Ye€Z, temos T+y=T+y=y+x =y + .

Logo, (Z,+) é um grupo abeliano. [ ]

Defini¢do A.2.26. Seja (G,-) um grupo e z € G. Se n € Z vamos definir 2" da seguinte
maneira:
e sen=0

2" =3zl x sen>0.

(z™™)! sen<0
Proposicao A.2.27. Se m,n € Z temos:
(1) xm . pn = a:ern;
(i) (xm)n =zmn,

Demonstra¢io. Vamos demonstrar o item (i) por indu¢do em n, assim fixamos = e m

arbitrariamente. Entao, por definicdo temos:

Agora, supondo que z™ - " = ™" obtemos:

rm _xn+1 =m. (xn LU) — (xm xn) s = ™ = xm+n+1.

Para o item (ii) utilizaremos também a indugao sobre n, fixando x e m, temos:

(xm)l — Z.m — xm-l.
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Suponha que (x™)" = ™" entao

(xm)n+1 — (Z,m)n LMo L e emntm xm(nJrl)'

Exemplo A.2.28 (Grupo Ciclico). Se denotarmos (z) = {z™:m e Z} c G, em que G é
um grupo, entdo como z° = e, (z™) 1 =z e g™ - (2" x9) = ("D = g(Mn)a = (gm . gn) . 24
segue que (x) é um grupo. E ainda, o grupo (z) é chamado de grupo ciclico gerado pelo

elemento z € G.

Exemplo A.2.29. (3) € (Zg,+) é um grupo ciclico dado por {3,6,0}.

A.3 Subgrupos e classes laterais

Definigao A.3.1 (Subgrupo). Sejam G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G.
Dizemos que H é um subgrupo de GG se H for ele proprio um grupo com a mesma operagao
de G.

Notacao: H < G.
Para simplificar as notagoes e as operagoes de um grupo, denotaremos um grupo

(G, *) como grupo G e a operagao a * b denotaremos por ab.

Proposicao A.3.2. Seja G um grupo H um subconjunto nao vazio de G. As condicoes a

seguir sao equivalentes:

(i) H é um subgrupo de G.

(ii) (a) ee H
(b) Va,be H tem-se abe H
(c) Vae H tem-se a™t € H.

(iii) Vae H tem-se a™! e H.

Demonstragao. (i) = (ii) Segue imediatamente da defini¢do de subgrupo, da unicidade do
elemento neutro e e da unicidade do elemento a~! inverso de a. Temos que (ii) = (i), entdo
mostraremos que H é grupo. Pelos itens (a) e (¢) H possui elemento neutro e inverso,
basta entdo mostrar que a operacao de H é associativa. De fato, pela condigao (b) H é
fechado para a operacao de GG e como a operacdo em G é associativa a operagao em H

também é associativa.

Para mostrar que (ii) = (iii), note que pelo item (a) e € H entdo H # & e pelo

item (c) se be H = b~! € H. Portanto, se a,b € H, temos por (b) que ab™! € H. Agora,
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temos que (iii) = (ii), pois, se H #+ @ = Ja € H. Assim, e =aa™! € H. Mas, se a € H segue
que a! =ea™! € H, e finalmente se a,b e H tem-se a,b! € H e dai ab=a(b7!)~! € H, pela

Proposicao A.2.5. [

Exemplo A.3.3. Seja G um grupo e x € G. Entao, o (z) = H é um subgrupo de G. De
fato, ver Exemplo A.2.28.

Exemplo A.3.4. Sejam H,,..., H, subgrupos de um grupo G. Entao, H=H;n---n H,

¢ um subgrupo de G.

Demonstragio. Temos que e € H, pois, e € H;, Vi€ {1,2,...,n}, entdo H + @. E ainda, se
a,be H=a,b-t e H;,Vie{1,2,...,n}, entdo ab™! € H e pela Proposigdo A.3.2 item (iii)
H é um subgrupo de G. [

Exemplo A.3.5. Sejam H; c Hyc---< H, € H,,; € ... subgrupos de um grupo G. Entao,
H = H; é um subgrupo de G.

i=1
Demonstracio. Note que, e € H , pois, e € H; c H entao H + @. Além disso, se a,be H =
a€H,be Hsonde r,s € {1,2,...,n,...}. Assumimos 7 < s, sem perda de generalidade,
entao a,b € H,, uma vez que, H, ¢ H,. Portanto, ab™ € H, c H = ab™' € H e assim pela

proposigao A.3.2 item (iii) H é subgrupo de G. [ |

Proposi¢ao A.3.6. Seja G um grupo e H um subgrupo de G. Temos que, z,y € G,

x =y (mod H) < xy~! € H define uma relagao de equivaléncia no conjunto G.

Demonstragio. A relagdo é reflexiva, pois, x =z (mod H),Vz € G, uma vez que zx~! = e €
H. Temos que essa relacao também é transitiva, ou seja, x =y (mod H) =y =x (mod H).
Pois, se zy™! € H entdo yz~! = (xy!')~' € H. Por, fim a relagao é transitiva, isto é,
sex =y (mod H) e y = z (mod H) = x = z (mod H). De fato, temos zy™' € H e
yzt e H= (xy ') (yz=') =xz"t € H. Logo, x,y € G, x =y (mod H) < xy~' € H define

uma relacao de equivaléncia no conjunto G. [

Definigao A.3.7 (Classe Lateral). Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Para cada

elemento a € (G, define-se a classe lateral a direita de H, determinada por a por:
Ha={ha:heH}.

Analogamente, definimos
aH ={ah:heH}

como sendo a classe lateral a esquerda de H, determinada por a.

Observagio A.3.8. Se G é um grupo abeliano, entao Ha = aH,Ya € G. Mas, se G nao for

abeliano podemos ter Ha # aH, para certos elementos a do grupo G.
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Exemplo A.3.9. Seja o grupo (Zgy,+) e seja o subgrupo H = {3,6,9} = (3) As classes

laterais a direita de Zg sao dadas por:

H+0=H+3=H+6;
H+1=H+4=H+T;
H+2=H+5=H+8.

Assim, temos somente trés classes laterais distintas.

Observagao A.3.10. Seja G um grupo e H um subgrupo de G, vamos denotar G/H o
conjunto das classes laterais a direita de H. Assim, no exemplo anterior temos G/H =
{H+1,H+2,H +3}. Note ainda que, H+1TUH +2UH +3=G.

Teorema A.3.11. Seja um grupo GG e um subgrupo H de . Entao:

(i) Va,be G, temos
Ha=Hb< ab' e H.

(ii) Ya,be G, se be H entao Hb = Ha.
(iii) Duas classes laterais direitas de H sao iguais ou disjuntas, ou seja,

Va,be G,Ha=Hbou Han Hb=@.

Note que, Hao=H < a€ H.

(iv) Se H é finito, entdo, para cada a € GG, o nimero de elementos de Ha é igual ao

niumero de elementos de H, ou seja, |Ha| = |H|,Va € G.

(v) A reunido de todas as classes laterais direitas de H distintas é igual a G, isto é,

U Ha=G.

aeG
Demonstragio. (i) Note que, a € Ha, pois, sendo e o elemento neutro de G temos a =
e*a € Ha. Seja Ha = Hb entdao a € Ha e a € Hb, ou seja, a = hb para algum h € H.
Assim,a = hb = ab™! = hbb™! = ab™! = h € H. Reciprocamente, seja ab~! € H vamos mostrar

que Ha c Hb e depois mostraremos que Hb c Ha.
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Assim, mostraremos que Ha c Hb. Seja x € Ha, entdo x = ha para algum h € H.

Como H é um grupo, temos
x =ha = (ha)e = (ha)(b™'b) = (h(ab™))b,
e como h(ab™') € H, temos que x € Hb.

Agora, para mostrar que Hb c Ha observe como H é um subgrupo temos ab™' € H

e também (ab')"! =ba~! € H. Tomando z € Hb, temos x = hb para algum h € H e assim
x=hb=(hb)e=(hb)(a'a) = (h(ba™'))a,
ja que h(ba™') € H temos = € Ha.

(ii) Tome b € Ha, assim b = ha para algum h € H entdo h =ba~! o que implica que
ba' € H. Logo, pelo item (i) temos Ha = Hb.

(iii) Vamos mostrar que Ha e Hb sdo iguais ou disjuntas. Suponhamos, que Ha
e Hb nao sao disjuntas. Assim, existe x € G tal que x € Ha n Hb. Logo, x = ha = h'b,
para certos h,h’ € H. Dai, como ha = h'b = h™'ha = h"*h'b = ea = h"*h'b = a = h"1I/D.
Portanto, ab! = (h=*h’'b)b~! = h~'h’ e temos que ab~! € H. Logo, pelo item (i) Ha = Hb.

(iv) Para mostrar que o nimero de elementos de Ha ¢ igual ao niimero de elementos
de H vamos tomar a aplicagao f: H — Ha, definida por f(h) = ha,Vh € H e mostraremos
que f é bijetora. A funcdo f é sobrejetora, pois, cada elemento de Ha é dado por ha para
algum h € H, ou seja, ha = f(h) para algum h € H. Note que f é injetora, uma vez que
se f(hy) = f(ha) = hia = hsa = hjaa™' = hyaa™' = hy = hy. Portanto, como f é bijetora

temos que |H| =|Hal.

(v) Para demonstrar que U Ha = G vamos mostrar que U Hac Geque U Ha>G.

aeG aeG aeG
Note que, aH c G, para cada a € GG, assim |J Ha ¢ G. Em contrapartida, temos que
aeG
para cada elemento a € G, temos a € Ha, assim a € J Ha. Logo, U Ha c GG, e portanto
aeG aeG

U Ha = G. Podemos mostrar analogamente que a uniao de todas as classes laterais a
aeG
esquerda modulo H também ¢ igual a G.

Proposicao A.3.12. Seja G um grupo e H um subgrupo de GG. Considere o conjunto
G/H ={Ha;a € G} e a operagao em G/H dada por:
»:G/HxG/H - G|H
(Hay,Has) » Hay » Hay = Hayas.

Entao, G/H munido da opera¢ao = é um grupo.

Demonstragio. Para mostrar que o conjunto G/H munido da opera¢do » é um grupo,
vamos mostrar que a operagao é associativa, possui elemento neutro e para todo Ha € G/H

temos o seu inverso.
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(i) A operagao é associativa, uma vez que para Hay, Has, Hasz € G/H temos,

(Hay » Hay) » Haz = H(aya2) » Hag
= H(ayaz)as
= Hay(asgas)
= Hay » (Hasas)
=Hay » (Has x Hag).

(ii) Seja H = He, entao para cada classe lateral Ha € G/H temos,
Hax He=Hae=Ha=Hea=Hex* Ha.
Assim, H é a identidade do grupo.
(iii) Para cada elemento Ha € G/H, existe Ha™! tal que,

Ha~Ha'=Haa'=H=Ha'a=Ha "'~ Ha.

Defini¢ao A.3.13 (Grupo Quociente). O grupo G/H munido da operagdo * é chamado

de grupo quociente.

Teorema A.3.14. (Teorema de Lagrange) Se G é um grupo finito e H é um subgrupo de

G, entdo |H| é um divisor de |G/, ou seja, a ordem de H é um divisor da ordem de G.

Demonstragio. Sendo G um grupo finito temos que G/H é finito. Digamos que, |G/H|=n

e G/H = {Hzy,Hx,y,... , Hx,}. Assim, G = {Hzy v Hxy u--u Hx,} o que implica que

|G| = |[Hxy|+|Hao|+---+|Hxy|. Note que, |Hx;| = |H|Vi, 1 <i<n, peloitem (iv) do Teorema
i

A.3.11. Assim, temos |G| = |[Hxq| + |Hzo| + -+ |Hz,| = n|H| e logo Wi =n demonstrando

0 teorema. [ |

A.4 Subgrupo Normal e Homomorfismo

Definicao A.4.1. Seja G um grupo e seja H um subgrupo de G denotado por H < G. Se

g € G definimos a funcao 1, (conjugacao pelo elemento g € G) por
Ve G- G

r e Y (x) =29 = g lzg.

Observe que ¢, (H) = {¢,(h) :he H} ={h9 =g thg: h e H} e denotaremos por H9
ougltHg.
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Definigao A.4.2. Um subgrupo H < G é denominado normal (ou invariante) em G se
b, (H)=Hoc H¥geG.

Notagao: H <4 G.
Observacao A.4.3. Note que, H9 € H Vge G = H9 = H, Vg € (G. De fato, pois, Vh ¢ H
tenho g~'hg € H9 = H € HY e como por hipétese H9 ¢ H, temos HY = H.

Proposigao A.4.4. Sejam N; e N, subgrupos normais de G, entdao Ny n Ny 4 G.

Demonstracao. Seja x € NyNnNye ge G, se x € Nyn Ny =z €Ny exeN,y. Pela definicao
de grupo normal, temos z9 € NY = Ny e 29 € N = Ny = 29 € (N;nNy) = (N1nN2)9, Vg e G.
Logo, Nyn Ny, < G. [

Defini¢ao A.4.5. Sejam os grupos (G, *) e (G’,®) denotados respectivamente por G e

G’ e 1 : G - G' uma funcao de G em G’'. Dizemos que ¥ é um homomorfismo se

Y(x*y) =v(z)®Y(y), Yo,yeq,

ou ainda,

Y(ay) =Y(x)(y), Vo,yed.

Definicao A.4.6. Um isomorfismo de grupos é um homomorfismo bijetivo, ou seja, se
¥ : G - G’ é um isomorfismo entao vale ¥ (zy) = ¥(z)Y(y), Vx,y € G e ¥ é bijetora, e

nesse caso dizemos que G é isomorfo a G’ e denotamos G ~ G'.

Proposigao A.4.7. Seja S um conjunto finito com n elementos, entdo o grupo das

permutagoes de S dado por P(S) é isomorfo a S,,.

Demonstragio. Sejam S = {x1,xs,...,2,} e a fungao

p:S—>{1,2,....,n}
x> plx;) =1.

Note que, p é uma bijecdo, pois, se p(z;) = p(x;) =i =j = z; = x; e como a quantidade

de elementos de S é igual aos elementos de {1,2,...,n} temos que p é sobrejetora.
Agora, definimos a fungao F': P(S) - S, por F(f)=po fop' VfeP(S), em que

o é a operacao de composicao de fungoes. Vamos mostrar que F' é um isomorfismo, assim

temos

F(fog)=po(fog)op™
=pofopltopogop™
=F(f)° F(g).
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Logo, F' é um homomorfismo de grupos.

Temos que, se f,g € P(S) suponha F(f) = F(g) = pofop™ =pogop™ =
pofepltep=pogoplop=pof=pog=plopof=plopog= f=g, portanto, F ¢
injetiva.

Se g €S, entdao plocopeP(S)e F(plooop)=popltogopop =0 eassim

I é sobrejetora. [

Proposicao A.4.8. Seja G um grupo e N <4 GG. Entao, para todo xz,y € G, T y = Ty define
uma operagao no conjunto das classes G/N e mais ainda G/N é um grupo com essa

operagao.

Demonstragio. Para mostrar que T § = Ty é uma operagao em G/N vamos mostrar que
essa operacao independe da escolha dos representantes das classes. Assim, sejam T =a e
Y= b queremos mostrar que T y =a B, isto é, Ty = ab.

Entao, basta mostrarmos que Nzy = Nab, ou seja, que (xy)(ab)~! € N. Mas, note
que zy(ab)! = zyb-la~! e que por hipétese T=a e = b entdo za~l e N e ybt ¢ N.

Logo, se ny =xa ' € N e ny = yb~! € N entao,

(zy)(ab)™ =aybta!
=2(ng)a™!
= (ma)(nz)a™

=ny(anya™).

Assim, como ny € N e anga™ € No' = N temos que (zy)(ab)™! € N e portanto a
operacao independe da escolha dos representantes. Vamos mostrar agora que G/N é um

grupo. Entao,

(i) o elemento identidade de G/N ée=Ne=N,poiseT=ex=T=Te=Z ¢e,VT € G/N.

(i) T (¥ 2) =7 (yz) =x(yz) = (xy)z = (zy) Z = (T y) Z, entdo é valida a associatividade
VZ,y,z€ G/N.

(iii) se T e G/N entao x7! T=7 x~! =zz~! =€, assim existe elemento inverso Yz € G/N.

Portanto, G = G/N é um grupo munido da operacio T 7 = zy,V 7,7 € G. [ ]

Teorema A.4.9 (1° Teorema do homomorfismo). Sejam G e G’ grupos com identidades

e e e’ respectivamente e ¢ : G - G’ um homomorfismo. Entao:

(i) Im(¥) = ¥(G) = {¥(g) : g € G} é um subgrupo de G’. (chamado de imagem do

homomorfismo)
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(ii)) N(¢) ={g € G :9Y(g) = €'} é um subgrupo normal de G. (chamado de ntucleo do

homomorfismo) e ainda,

¥ é injetiva < N(v) = {e}
(iii) G/N () = Im(4)).

Demonstragio. (i) Para Im(1) ser um subgrupo de G’ basta mostrar que Im(v) # @ e que
tomando dois elementos de Im(v), sejam eles 1(g1) e ¥(g2) = ¥ (g1)Y(g2) € Im(v). De
fato, e’ = ¢(e) € Im(y) pois ee = e = Y (e)y(e) = Y (e) = Y(e)(e)P(e)™ = v(e)i(e)™ =
w(e) =e', assim Im(yY) + @.

Agora, tomando 1 (g1),%(g2) € Im(¥) = P(g1)(g2)™" = ¥(9193") € Im(¥), Vg €
G, uma vez que ¢(g)¥(g)~" = €' = ¢(e) =(g997"), Vg € G.
(ii) Vamos mostrar que N(¢) é subgrupo de G. Assim,

(a) ee N(v), visto que ¥(e) =€’

(b) g1, g2 € N(¢) = g192 € N(¢). De fato, g1, g2 € N(v) = 1(g9192) = ¥(91)¥(g2) =
ele’ =e' = g1gs € N(v).

(c) ge N(¢) = g7 e N(¥). Pois, ge N(¥) = ¢(g97") =v(g) ' =e 1 =€ = g1 e N(¢).
Portanto, N (1)) é um subgrupo de G.
Vamos mostrar que N (1) 4 G. De fato, se n € N(¢) e g € G temos,

U(g7ng) = ¥(9) " w(n)v(g) =¥ (9) " e'v(g) = ¢,
assim g7'ng € N(¢),Vne N(v),Vge G e logo N(¢.) 4G.

Agora, basta mostrar que 1 é injetiva < N(v) = {e}. Assim, se =,y € GG, temos

(x) = () = v(@)Y) ™" = WP o b@)y) " = o Py = <
xy~!, assim segue se 1 é injetora temos ¥ (x) = Y(y) =>x =y = xx~' € N(¢),Va €
G = N(¢) =e. Agora, se N(v) = e suponha ¢(z) =(y) = zyt e N(¢p) = xy~! =

e=zyly=ey = x =y, entdo ¢ é injetiva.
(iii) Mostraremos que G/N(¢) =~ Im(+). Seja G = G/N(¢) e N = N(3) 4 G e
definimos
¥ G~ Im(v)
g~ v(g)-
Note que, a funcio 1 estd bem definida uma vez que,
g=h=gheN()=gh™ eN()=¢(gh™)=¢
= V(9)Y(h) ¥ (h) = v (h)
= 1h(g) = ¢(h).
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Temos que, Im (1) = Im(1)) por construcio e assim 1) é sobrejetora.

1) é um homomorfismo, pois, se Z,7 € G = G/N (1)) temos pela Proposicio A.4.8,
V(T Y) = (TY) = Y(xy) = ()9 (y) = D (@)Y (7).
Mais ainda, v é injetiva. De fato,
V(@) =¢ o Y)=¢ eT=0

Logo, N(¢) = {€} e pelo item (ii) temos que 1 é injetiva. Portanto, 1) é um
isomorfismo de G sobre Im(1)) e assim G = G/N(¢)) 9 Im(v).

A.5 Teorema da Representacao de Grupos

Defini¢do A.5.1. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G tal que |G/H| = n. Dizemos

que o indice de H em G é igual a n e indicamos por [G: H].

Teorema A.5.2 (Teorema de Representagdo). Seja G um grupo e H um subgrupo de G
indice n, ou seja, |G/N|=n. Entdo, 3 N ¢ H, tal que N 4G e mais G/N é isomorfo a um

subgrupo de S,,.

Demonstragio. Seja S =G/H ={Hx,Hxs,...,Hx,} e P(S) o grupo de permutagoes do

conjunto S. Definimos a fun¢ao i) como

v:G—>P , onde w(g): S -9
g w(g) Hz; v~ Hrxg™'.
A funcao 9 estd bem definida, uma vez que para cada g € G o elemento g esta

relacionado a uma unica fun¢do w(g), e mais se g € G , temos w(g)(Hx;) =w(g)(Hzj) <

Hz,g7' = Hxjg™! < Hx; = Hx; entao w(g) é injetora e |S| =n, assim w(g) € P(S),VgeG.

Vamos mostrar que ¥ é um homomorfismo. De fato, temos que

U(gh)(Hz;) = Hzi(gh)™
=Hx;h gt
=P(g)(Hah™)
=¥(9)(¥(h)(Hz;))
= (¥(g) o ¥(h))(Hz;)
=¥(9)Y(h)(Hz;),
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Vg,he G e VHx; € S. Assim, como ¥ é um homomorfismo entao podemos calcular o seu

nucleo, dado por

N(@)={geG:w(g)=1Is} = {geG:H:cig‘1 =Hux;,Vi={1,2,...,n}}.
Entao,

geN() < Hryg' = hay,Vi={1,2,...,n}
< Hx; = Hr;g,Vi={1,2,...,n}
< H=H(zgz;"),¥i={1,2,...,n}
< zgr;t e HVi={1,2,...,n}
< gex;'Hy;= H" Vi={1,2,...,n}.

Assim, ge N(¢p) < ge H** e como G = {Hz1 Y Hrou--w Hx,} (unido disjunta) e
H'= = H* Yh e H temos que:

geN(Y) < geH, VreG< (N ge H.
zeG

Logo, N(v) = ﬂ g € H* e pela Proposicao A.4.4 se N = (| g€ H* entao N 4 G,
zeG
pois, N = N(v), eamdaNCHC—H

Agora, vamos mostrar que N é o maior subgrupo normal de GG. De fato, se L 4G e
L c H temos que L* =L € H*, Vx € GG e portanto L ¢ ﬁ ge H* = N. Entao, N= () ge H®
¢ o maior subgrupo de G contido em H. Por fim, pelo Teorema A.4.9 ConhecgiEdGo €cOmo
1° Teorema do homomorfismo temos G/N ~ Im(v) = {w(g) : g € G} e como P ~ S, pela

Proposi¢ao A.4.7 temos que G/N é isomorfo a um subgrupo de S,,. [ ]

Colorario A.5.3 (Teorema de Cayley). Seja G um grupo de ordem |G| = n entdo G é

isomorfo a um subgrupo do S,,.

Exemplo A.5.4. O grupo (Zg,+) é isomorfo ao subgrupo de Sy (subgrupo das permuta-
¢oes do conjunto {1,2,3,4,5,6,7,8,9}).
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