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“Mathematics is not about numbers, equations, computations or algorithms,
it’s about understanding”.

William Paul Thurston
Winner of the Fields Medal (1982)
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Resumo

Esta dissertacao tem o objetivo de apresentar aspectos da fundamentagao teoérica da
Educacao Matemaética Critica como, algumas situagoes que relacionam a matemé-
tica da sala de aula com problemas e situacoes do cotidiano. Nesse sentido, nossa
proposta tem o intuito de ajudar a evidenciar a matematica como uma atividade
social que favoreca a investigagao, o didlogo e as reflexdes. Para tanto, escolhemos
diversas situagoes que, quando munido dos instrumentos matematicos adequados,
possibilitam ter uma melhor clareza sobre determinadas informagcoes e podendo as-

sim, contestar afirmacoes que antes consideravamos inquestionaveis.

Palavras-chave: Educacao Matematica Critica; Mateméatica Financeira; Combi-

natoéria e Probabilidade.
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Abstract

This dissertation aims to present aspects of the theoretical foundation of Critical
Mathematics Education. For example, some situations relating to mathematics in a
classroom with daily problems and situations. In this sense, our proposal is intended
to help highlight the math as a social activity that encourages research, dialogue and
reflections. To this end, we chose several situations that, when fitted with the ap-
propriate mathematical instruments, make it possible to have a better clarity about

certain information and challenge assertions that were considered unquestioned.

Keywords: Critical Mathematics Education; Financial Mathematics; Combina-

torics and Probability.
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INTRODUCAO

A educacao matematica como campo de pesquisa, busca contribuir com discus-
soes em torno do ensino e aprendizagem de matematica. O que ensinar? Porque

ensinar? Como ensinar? Como avaliar? Quais competéncias desenvolver?

A préatica do professor atinge diretamente a formagao e o desempenho do estu-
dante. Segundo a Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional, o perfil de saida
do aluno do Ensino Médio estd indicada no Art.35 da Lei n°® 9394/96, de 20 de
dezembro de 1996:

“O Ensino Médio, etapa final da Educacao Bésica, com duragao minima
de trés anos, tera como finalidade: I - a consolidacao e aprofundamento
dos conhecimentos adquiridos no ensino fundamental, possibilitando o
prosseguimento de estudos; II - a preparagao basica para o trabalho e a
cidadania do educando, para continuar aprendendo, de modo a ser capaz
de se adaptar com flexibilidade a novas condigdes de ocupacao ou aper-
feigoamento posteriores; III - o aprimoramento do educando como pessoa
humana, incluindo a formacao ética e o desenvolvimento da autonomia
intelectual e do pensamento critico; IV - a compreensao dos fundamen-
tos cientifico-tecnolégicos dos processos produtivos, relacionando a teoria

com a pratica, no ensino de cada disciplina.”(BRASIL,1996,p.14).

De acordo com Skovsmose(2007), durante toda trajetoria estudantil um aluno

RRAAS

tera resolvido em torno de 10.000 exercicios do tipo: “calcule o valor de...” “resolva

79

a equacao...” “ache a medida de...”. Sao exercicios que representam repeticao e uma
série de comandos. No inicio do século XX, o ensino de matemética foi caracteri-

zado por este estilo de repeticao, no qual alguns dos alunos compreendiam o que



faziam e até conseguiam raciocinar, porém, a grande maioria esquecia do que haviam

decorado.(ONUCHIC e ALLEVATO,2004).

Dessa forma, ensina-se a calcular o valor de x em equagoes, determinar o valor do
delta, sempre justificando para o aluno que ele precisara desse conteido para acom-
panhar a série seguinte. Ensina-se a calcular porcentagens e juros compostos com
formulas e as pessoas nao conseguem decidir entre uma compra a vista ou a prazo,
(ndo quer dizer que atividades do tipo “calcule” devam ser deixadas de lado, porém,
salientamos que nao sao suficientes para o desenvolvimento como um todo). Com fa-
cilidade, um estudante consegue descobrir os termos de uma progressao geométrica,
mas tem dificuldade em diferenciar um bom investimento de um golpe em forma
de piramide financeira. Ensina-se problemas de contagem, analise combinatoria e

probabilidade e as pessoas continuam apostando em jogos de loteria.

No contexto nacional as respostas sao mais enfatizadas que as perguntas e temos
um ensino essencialmente por repeticao e nao para reflexao. Vivemos a “era da infor-
macao” e isso tem criado impactos na economia, politica e educagao, o que aumenta
a importancia de desenvolver nos jovens estudantes competéncias e habilidades que
implicam em pensamentos criticos. Atualmente, existe um excesso de informagao
em que é preciso saber separar o que ¢ 1til, o que ¢é valido, e interpretar o significado
da informagao. O avanco tecnologico nao faz interpretagoes criticas para as pessoas,
Sa0 as pessoas que precisam se preparar para serem cidadaos criticos. Sera que de

fato a escola contribui para tal formacao critica? Segundo os PCN’s temos que:

“Aprender Matemética de uma forma contextualizada, integrada e rela-
cionada a outros conhecimentos traz em si o desenvolvimento de compe-
téncias e habilidades que sdo essencialmente formadoras, & medida que
instrumentalizam e estruturam o pensamento do aluno, capacitando-o
para compreender e interpretar situagoes, para se apropriar de lingua-
gens especificas, argumentar, analisar e avaliar, tirar conclusoes proprias,
tomar decisoes, generalizar e para muitas outras agoes necessirias a sua

formagao.”(BRASIL,2002,p.111).

Neste sentido, a intencao do trabalho é expor algumas situacoes do cotidiano
e propor algumas atividades para serem exploradas em sala de aula, de modo que
propicie aos alunos a utilizarem seus conhecimentos matematicos para refletirem so-
bre suas praticas. Para isso, elegemos topicos relacionados ao ensino de matematica
financeira, probabilidade, esperanca e jogos de azar sob a perspectiva da Educacao
Matematica Critica (EMC).



Assim, os objetivos do trabalho sao:

1. Realizar um breve estudo sobre fundamentagao tedrica da Educagao Matema-

tica Critica.
2. Pesquisar e aprofundar os assuntos matemaéticos elencados.

3. Estabelecer reflexdes e conexoes entre EMC e o conhecimento matemaético

abordado como possibilidades para a sala de aula.

4. Contribuir com o desenvolvimento da autonomia e criticidade.

O presente texto esta organizado da seguinte maneira:

No primeiro capitulo, faremos uma exposi¢ao de conceitos sobre educagao mate-

matica critica.

No segundo capitulo, apresentaremos os conceitos de matematica financeira,
combinatoéria e probabilidade necessarios para o entendimento dos capitulos seguin-

tes, expondo inclusive exemplos que despertam um olhar critico.

No terceiro capitulo, faremos algumas comparagoes sobre o custo para se manter
um automovel e a partir disso, quanto aproximadamente seriam os ganhos dos mo-
toristas de aplicativo. Destacaremos também questoes como “comprar ou alugar?”,

“pagar a vista ou parcelado?”.

No quarto capitulo apresentaremos algumas situacoes com intuito de mostrar
como a falta de conhecimento em matematica pode induzir interpretagoes equivoca-
das. Destacaremos alguns pontos sobre a reforma da previdéncia e apresentaremos

uma simulacao do sistema de capitalizacao.

No quinto capitulo, analisaremos um video em que é apresentado um esquema
para melhorar as apostas na lotofacil e a partir dai realizaremos alguns apontamen-
tos. Exploraremos conceitos como distribuicao de probabilidade e valor esperado

em alguns jogos de azar.

No sexto capitulo, relataremos sobre a aplicacao dos conceitos de probabilidade
e valor esperado em uma turma do curso de Formacao de Docentes e precedido de

tal, algumas atividades que relacionam matematica critica.

Para finalizar, no sétimo capitulo, através do trabalho desenvolvido, faremos as

consideracoes finais e a abertura para possiveis trabalhos.



CAPITULO 1

FUNDAMENTACAO TEORICA SOBRE EDUCACAO
MATEMATICA CRITICA

Neste capitulo, vamos apresentar a fundamentacgao teoérica sobre a Educagao Ma-
tematica Critica (EMC), pautada em especial, nas obras de Ole Skovsmose, que nos
contemplou com excelentes abordagens e colocagoes sobre o papel da educacao ma-
tematica num contexto democratico, reflexivo e politizado para melhorar o processo
de ensino aprendizagem de mateméatica. Apesar de nao encontrarmos a nomencla-
tura EMC em documentos como LDBE, PCN s, DCE s e BNCC, entendemos que

a EMC esta em pleno acordo com os PCN “s quando afirma:

“A Matemaética do ensino médio pode ser determinante para a leitura
das informagoes que circulam na midia e em outras areas do conheci-
mento na forma de tabelas, graficos e informagoes de carater estatistico.
Contudo, espera-se do aluno nessa fase da escolaridade que ultrapasse a
leitura de informacoes e reflita mais criticamente sobre seus significados.
Assim, o tema proposto deve ir além da simples descri¢do e representa-
¢ao de dados, atingindo a investigacao sobre esses dados e a tomada de
decisées.”(BRASIL,2002,p.126).

O conhecimento matematico é necessario para todos os alunos da Educacao Béa-
sica, seja pela grande aplicacao na sociedade contemporanea, seja pelas suas poten-
cialidades na formacao de cidadaos criticos, cientes de suas responsabilidades sociais
(BRASIL,2013). Assim, a escola assume um papel essencial. Ela necessita conduzir

de forma competente o conhecimento formal cientifico historicamente construido e



acumulado, preparando os alunos para compreender a sociedade em que vivem e

nela poder atuar de forma critica.

Skovsmose (2007), afirma que a sala de aula ndo é o unico lugar para se aprender
matemética, e expoe exemplos de locais ricos fora do sistema de ensino, como ban-
cos, tapegarias, lojas, supermercados, noticiarios, natureza, etc. Mais ainda, Freire
afirma que: “o conhecimento ¢ continuamente criado e necessita a presenca curiosa
de sujeitos confrontados com o mundo”.(FREIRE,1973,p.101). Dessa forma, é ne-
cessario deixar de ver a mateméatica como algo pronto e acabado, afinal de contas,

o conhecimento mateméatico também esta em constante construgao e elaboracao.

Nessa perspectiva, ensinar e aprender matematica devera ser muito mais do que
reconhecer simbolos, manejar férmulas, utilizar regras, técnicas, perceber problemas,
equacioné-los ou resolvé-los. E necessario atentar-se a competéncias para interpre-
tar, construir ferramentas conceituais, criar significados, sensibilizar-se e posicionar-
se de maneira critica.

Segundo Bicudo,

[...] os alunos s6 adquirirdo uma postura critica em relagdo aos conheci-
mentos matematicos se, através de um trabalho competente do professor,
tornarem-se capazes de interpretar, analisar e comparar as informacoes

matematicas que lhes chegam no dia a dia, avaliando sua consisténcia e

veracidade. (BICUDO, 2011, p.56)

O movimento da educacao matematica critica surgiu na década de 80 articulado
por varios personagens, entre eles, Marilyn Frankenstein e Arthur Powell, nos Esta-
dos Unidos; Munir Fasheh, na Palestina; Paulus Gerdes e John Volmink, na Africa;
Stieg Mellin-Olsen e Ole Skvosmose na Europa; e Ubiratan D “Ambrosio, no Brasil.
Muitos nao usavam a denominagao EMC.(SKOVSMOSE,2001).

Um dos impulsionadores da EMC na Europa foi Ole Skvosmose, dinamarqués,
professor e pesquisador na area de educagao matemaética e democracia. Autor de va-
rias obras socioculturais, Skovsmose assume que a educacao matematica critica nao
¢ um objeto da matematica e sim uma visao sociopolitica de ensino e aprendizagem
de matematica ligada ao desenvolvimento da alfabetizagao matematica em que pre-
para os estudantes para serem cidadaos e introduz a matematica como ferramenta

para analisar de maneira critica feitos relevantes socialmente.

Sobre Educagao Matemaética Critica, Skovsmose(2007) afirma:



Eu estou interessado no possivel papel da educagao matematica como um
porteiro, responsavel pela entrada de pessoas, e como ela estratifica as
pessoas. Eu estou preocupado com todo discurso que possa tentar elimi-
nar os aspectos sociopoliticos da educagao matematica e definir obstacu-
los de aprendizagem, politicamente determinados, como folhas pessoais.
Eu estou preocupado a respeito de como o racismo, sexismo, elitismo
poderiam operar na educagao matemaética. Eu estou preocupado com
a relagao entre educa¢do matematica e a democracia.(SKOVSMOSE,
2007, p.176)

E importante ressaltar que a educacio matematica critica ndo é uma metodo-
logia de ensino. Ela se apresenta como uma corrente da educagao matematica em
que professores e alunos, através do didlogo e senso critico desenvolvem a democra-
tizagao do saber. Utilizando utensilios que os ajudem, tanto nos estudos quanto na
procura por op¢ao para solucionar a situagao, é necessario que os estudantes desen-
volvam habilidades de interpretagao e reflexao para que possa atribuir significados

(CARDOSO, 2017).

Quando aborda a questao do criticismo, Pais(2008) afirma que:

Num sentido bésico, percebermos o criticismo como um modo de perce-
ber os processos através dos quais os habitos e as ideias se naturalizaram.
E a interrogacio do que “6”, para que “6”, porque “¢”, e como “¢” (dado
como adquirido), para dar um passo em frente e ver além da natura-
lizacao dos discursos e praticas que nos constroem como sujeitos. E a
arqueologia que procura desconstruir para construir, recompor de forma
transformativa. Neste sentido, a interrogagao critica oferece oportunida-
des para a emancipag¢ao, pois nao restringe a investigagao ao atual, mas

procura alternativas a essas realidades naturalizadas.(PAIS,;2008,p.2).

Segundo a concepcao de Skovsmose (2001), ao investigar e buscar alternativas
para resolver conflitos estamos sendo criticos. Em suas obras notamos varias fontes
de inspiracao que influenciaram a EMC, como a Teoria Critica de Frankfurt que
propaga a ideia de autonomia e reflexao critica. Neste mesmo sentido, Bourdie tem

papel fundamental na Franca assim como o educador Paulo Freire no Brasil.

Assim, a EMC preocupa-se com o desenvolvimento de uma educagao matematica
que apoie a democracia, tendo como um de seus objetivos centrais refletir sobre os
papéis sociais e politicos que a matematica e a educagao matematica desempenham

na sociedade.

Tendo em vista alguns conceitos no ambito da Educacao Matematica Critica,
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destacamos que expressoes como “a matematica é exata”, “os niimeros nao mentem”,
“tao certo como um e um sao dois” sao aceitas sem restrigoes como verdadeiras. Para
Borba e Skovsmose (2001), dados matemaéticos e estatisticos sao muito utilizados
por governantes para dar sustentagao as discussoes na sociedade e se referem a uma
“linguagem de poder”.

De modo geral, as argumentagoes matematicas intimidam as pessoas que tem
dificuldade em pensar claramente sobre os nimeros. Politicos usam com bastante
convicgao e sao unanimes em suas falas, o que leva a populagao a acreditar e aceitar
medidas impostas: “se disser isso, ninguém vai discordar”. Para Skovsmose (2007),
decisoes de nivel politico e social baseadas na matematica nao sao neutras. Além

disso destaca que:

A ideologia da certeza designa uma atitude para com a matemética.
Refere-se um respeito exagerado em relagao aos ntimeros. A ideologia
afirma que a matematica, mesmo quando aplicada, apresentaré solugoes
corretas asseguradas por suas certezas. A precisao da matemética (pura)
é como que transferida para a precisao das solugoes aos problemas. A
matematica é vista como uma ferramenta adequada para resolver proble-
mas de uma area abrangente de questoes cotidianas e tecnologicas. Essa
afirmagcao tem uma raiz na filosofia da matematica, mas também, na ma-
tematica trabalhada em sala de aula. A ideologia da certeza representa
um elemento dogmatico alimentado pela educagao matemética, mas nao,
espera-se, por todas as suas modalidades. (SKOVSMOSE, 2007,p.81).

A sala de aula tradicional contribui para a ideologia da certeza (IC), uma vez
que a matemaética trabalhada em sala foi pensada e preparada em contextos que
Skovsmose denomina de realidade virtual, ou seja, problemas que sao associados a

uma Unica resposta, em situagoes de natureza muito particular, porém, vivemos em

um mundo real.(SKOVSMOSE,2007).

Para exemplificarmos essa situacao de realidade virtual presente nos livros didé-

ticos, considere o exemplo:

Uma imobilidria langou um loteamento com lotes de trés tamanhos, o menor tem
80m? e o intermedidrio 160m?. Sabendo que as dreas dos lotes estdo em progressao

geométrica, qual é a medida da drea do lote maior?

Essa situacao, embora a contextualizacao tenha sido inventada, nao ¢ uma situ-
acao real. Existe terreno de 80m? em algum loteamento no Brasil? Sera que alguma
empresa, ao lotear, leva em consideragao P.G para determinar os tamanhos dos lo-

tes? Sera que nesse municipio em que estd o loteamento, o terreno de 80m? poderéa



ser escriturado levando em conta que existe um tamanho minimo para obter essa
documentacao? Caso os estudantes fizessem esses e outros levantamentos e questio-
namentos sobre a situacao dos terrenos, o professor poderia descartar dizendo que o
que eles precisam para resolver o exercicio ja esta no enunciado. Sobre essa situagao

observa-se que:

[...] em uma realidade virtual, o professor de matemaética tem as justifica-
tivas para assumir que todos os dados relevantes para resolver os proble-
mas estao apresentados com exatidao; que as informagoes nao-relevantes
para a solugao do problema sao deixadas de lado; que é possivel resolver
o problema por meio de técnicas matematicas ja apresentadas e bem
definidas; e que ha uma e apenas uma solugao correta.(SKOVSMOSE,
2007, p.83)

Estamos preocupados em abordar situacoes existentes no cotidiano, no mundo
em que as pessoas enfrentam longas filas em lotéricas para jogar na loteria, no mundo
em que as pessoas fazem financiamentos e refinanciamentos e as dividas s6 aumen-
tam. Para lidar com situagoes que envolvem conceitos matematicos no cotidiano
é importante desenvolver algumas habilidades e competéncias que comec¢am com o
letramento. O conceito de letramento é recente no cenario educacional brasileiro.

Segundo Soares (2000), a palavra letramento

é a versao para o portugués da palavra da lingua inglesa litteracy (...),
que corresponde ao estado ou condigao que assume aquele que aprende
a ler e escrever. Implicita nesse conceito estd a ideia de que a escrita
traz consequéncias sociais, culturais, politicas, econémicas, cognitivas,
linguisticas, quer para o grupo social em que seja introduzida, quer para
o individuo que aprenda a usa-la. Em outras palavras: do ponto de
vista individual, o aprender a ler e escrever — alfabetizar-se, deixar de
ser analfabeto, tornar-se alfabetizado, adquirir a “tecnologia” do ler e
escrever e envolver-se nas praticas sociais de leitura e de escrita — tem
consequéncias sobre o individuo e altera seu estado ou condigao em as-
pectos sociais, psiquicos, culturais, politicos, cognitivos, linguisticos e
até mesmo econdémicos; do ponto de vista social, a introducao da escrita
em um grupo até entao agrafo tem sobre esse grupo efeitos de natureza
social, cultural, politica, economica, linguistica. O “estado” ou a “condi-
¢ao” que o individuo ou grupo social passam a ter, sob o impacto dessas
mudangas, é que é designado por litteracy.(SOARES, 2000, P.17-18).

Existem outras denominagoes voltadas para isso, tais como alfabetismo, alfabe-

tismo funcional, letramento, literacia, numeracia, numeramento, alfabetismo mate-



matico. (FONSECA, 2004). Dessa forma, percebe-se que a alfabetiza¢do néo esta
somente relacionada ao saber ler e escrever, e sim, a habilidade de interpretacao

critica. Giroux (1989) destaca que:

[...] a alfabetizagdo, como construgao radial, teve de ser enraizada em
um espirito de critica e em um projeto de possibilidades que permitis-
sem as pessoas participar no entendimento e na transformacao de suas
sociedades. Como ambos, a supremacia das habilidades especificas e de
formas particulares de conhecimento, a alfabetizacdo tinha que se tornar
um pré-requisito para a emancipagao social e cultural.(GIROUX, 1989,
p.148).

Skovsmose (2007) aponta a alfabetizacdo matematica como pré-requisito para

desenvolver a democracia numa sociedade tecnologica.

Para Bicudo (2005), “uma populagdo matematicamente analfabeta pode ser con-
vencida, por exemplo, que programas de bem-estar social sao responsaveis por seu

decadente padrao de vida”.

Assim como Freire abordou o conceito de alfabetizagao, aptidao literdria que
vai além do ler e escrever e ter dominio sobre a lingua portuguesa, mas sim, de-
senvolver competéncia para ler e interpretar situagoes sociais, Skovsmose destaca o

termo “matemacia”’, que esté relacionada ao suporte para o exercicio da cidadania
critica.(SKOVSMOSE, 2007).

A nocao de matemacia faz referéncia a certas competéncias, sendo elas, lidar com
nogoes de matematica, isto é, dominar conceitos, resultados e algoritmos; aplicar
essas nocgoes em diferentes contextos e refletir sobre essa aplicagao, ou seja, avaliar

criticamente.

Para Skovsmose (2007),

[...] a educacdo matematica critica est4 relacionada com o desenvolvi-
mento de competéncias da matemacia, de tal modo que pode prover
melhorias similares aquelas expressas pelo letramento. Um significado
direto de poder refere-se as possibilidades de um individuo ultrapassar as
limitagoes que uma situagao sociopolitica impo6s a um grupo de pessoas.
De forma mais geral, matemacia significa um suporte para o cidadao
critico, bem como para qualquer grupo de pessoas que nés tenhamos em
mente.(SKOVSMOSE,2007,p.76).

Milani (2013), destaca que a matemacia consiste em uma compreensao a respeito

de como a matematica escolar pode fazer a transformacao da leitura do mundo de



maneira critica.

Desta forma, a matemacia ¢ uma alfabetizagao matemética como uma possibi-
lidade democréatica de incentivar a cidadania por meio da (educag¢do) matemética,

promovendo uma competéncia de lidar com situacoes do mundo real.

Para possibilitar tal pratica, Skovsmose (2000) sugere um ambiente através de
uma matriz de aprendizagem, dividida em 6 ambientes, onde apresenta as formas de
como as aulas de matematica se organizam e como poderiam se organizar,fazendo
referéncias & matematica pura, a semi-realidade e & situagoes da vida real, por meio
do paradigma do exercicio, que corresponde a sala de aula tradicional e dos cenérios

de investigacao.

Exercicios Cenarios para investigacao

Referéncias a matemaética pura (1) (2)
Referéncias a semi-realidade (3) (4)
Referéncias a realidade (5) (6)

Tabela 1.1: Ambientes de aprendizagem

De modo geral os professores preferem as aulas tradicionais, no caso, ambien-
tes (1) e (3), pois geram menos desgaste, os exercicios a serem propostos foram
resolvidos antecipadamente e as chances de nao conseguirem responder algum ques-

tionamento sao baixas, ou seja, o professor permanece no paradigma do exerci-

cio.(SKVOSMOSE, 2000).

Para Chiarello (2014), o ensino de matemaética inspirado pelos cenarios de in-
vestigacao possui a finalidade de mudar a forma de como a matemética é apresen-
tada e trabalhada na sala de aula. Em relacao ao trabalho do professor e alunos
considerando-se os ambientes de aprendizagem, Skovsmose (2000) afirma que deve
haver movimentacao entre os ambientes, porém, ensinar através de cenérios de in-
vestigacao envolve muitas dificuldades para o professor, desafios para os alunos e
um grande esforco de todas as partes envolvidas, pois o professor nao sabe os ques-
tionamentos que poderao surgir e nem o rumo que a aula podera tomar, o que

normalmente causa-lhe inseguranca.

Frente ao exposto acima, nosso objetivo é apresentar situagoes para se trabalhar

em sala de aula de modo a explorar matemética relacionada a realidade.
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CAPITULO 2

TOPICOS DE MATEMATICA

Neste capitulo que segue, apresentaremos conceitos de matematica financeira, com-
binatoéria e probabilidade que serao utilizados nos capitulos seguintes. Para o leitor
que ja tem familiaridade com o assunto, o capitulo pode ser omitido. Para o que se
segue, vamos seguir as referéncias de Morgado (2005), Morettin (2017), Iezzi (1995),
Meyer (1970), Castanheira (2010) e Camargo (2007).

2.1 Matematica financeira

Praticas financeiras e comerciais ja existiam desde os babilonicos cerca de 2000 a.C.
(EVES 2004). Entre os registros mais antigos de problemas matematicos propostos
por povos do oriente, uma tabula do acervo do Museu do Louvre, datada de 1700

a.C. apresenta o seguinte problema:

“Por quanto tempo deve-se aplicar certa soma de dinheiro a juros compostos
anuais de 20% para que ela dobre?”(EVES, 2004, p.77).

De maneira mais geral, esse problema pode ser reescrito do seguinte modo: Qual
é o montante M obtido através de um capital inicial C' ( chamado de valor atual ou
valor presente) aplicado a uma taza i por um certo periodo de tempo n? O valor
ganhado além do capital inicial é chamado de juros J[[] A incorporagao dos juros ao

capital denomina-se capitalizagao e a soma C'+ J é o que denominamos de montante

M.

Liuros pode ser entendido como a remuneracao do capital aplicado ou custo do crédito

11



Para construir o conceito de juros compostos e entender melhor como o dinheiro
se desloca no tempo precisamos antes abordar alguns conceitos de porcentagem e

progressoes geométricas.

2.1.1 Porcentagem, descontos e acréscimos

Realizar operagoes ou comparagoes entre fracoes que tém numeradores e denomina-
dores diferentes nem sempre é uma tarefa facil, por exemplo, descobrir qual fragao
¢ maior, % ou %. Para calcular a soma entre essas fracoes, podemos reescrevé-las
como fracgoes equivalentes que tenham os mesmos denominadores. Em problemas
contextualizados é importante dar interpretacoes para essa razao. Nesse sentido, as
razoes cujo o denominador é 100 sao mais esclarecedoras para interpretar a relagao
de proporcao entre duas grandezas, e por isso esta fracao cujo denominador é 100

ganha nome e nomenclatura propria.

Defini¢ao 2.1. Dd-se o nome de porcentagem a uma razao na forma p/100, em
que p é um nimero real. Essa razao é comumente escrita na forma p%. O simbolo

“%” significa por cento.

A tabela abaixo fornece, formas equivalentes de representar alguns niimeros reais.

Fracao Nimero Razao Porcentagem
Decimal Centesimal
36/90 0,40 40/100 40%
9/12 0,75 75/100 75%
64,8 /54 1,20 120/100 120%
4/5 0,20 20/100 20%

Note que, é bem mais simples verificar a propor¢ao entre o numerador e o de-
nominador através da razao centesimal, e também é relativamente mais facil fazer
algum tipo de interpretagao de dados, quando utiliza-se o nimero decimal ou por-

centagem.

Para exemplificar essa afirmacao, considere uma cidade com 439.238 habitantes,
nos quais 231.341 sao mulheres e 207.897 sao homens. Qual a proporcao de mulheres

nessa cidade? Olhar a fracao
231.341

439.238’
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nao parece ser muito esclarecedora. Agora, ao deixar a fracao em nimero decimal

ou porcentagem essa interpretacao ¢ imediata

231.341 52,66
~ 0.5266 = ——— = 52 .
439.238 05260 100 52,66%

Ou seja, a cada 100 pessoas dessa cidade aproximadamente 52 sao mulheres e 48

sao homens.

J& no contexto de matematica financeira, as porcentagens também sao frequen-

tes.

Exemplo 2.2. Uma aplicagio financeira promete um rendimento de 6% ao ano.
Nesse caso, quem depositar R$ 800,00 nessa aplicagdo, quanto receberd, apds um

ano? Para calcular o juros basta fazer:

6
6% x 800 = 100 x 800 = 0,06 x 800 = R$ 48, 00.

Logo o montante ao final do periodo serd de M = C' + J = 800 + 48 = R$ 848, 00.

Devemos ter alguns cuidados ao trabalhar com porcentagens no qual, como fazer

desconto ou acréscimos sucessivos.

Exemplo 2.3. Em novembro de 2017, o pre¢o do tomate era de R$1,99 o kg. Em
fevereiro de 2018, o preco do tomate subiu 100% do prego original e caiu 16% no

més de abril de 2018. Qual foi o percentual de aumento do preco do tomate?

De maneira ingénua, muitos poderiam resolver de maneira errada fazendo
100% — 16% = 84%.

Neste caso, o preco do tomate seria de R$ 3, 66.

Porém, a maneira correta de fazer esse cdlculo € comegcar com o preco de 1,99 e

aumentar 100%, ou seja
1,994 100% x 1,99 =1,99+1x 1,99 =1,99 - (1 4+ 1) = 3,98.
Agora com a diminui¢ao de 16% do preco atual do tomate terd um decréscimo de
3,98 — 16% x 3,98 = 3,98 - (1 — 0,16) = 3, 34.
Note que, poderiamos ter feito esse cdlculo diretamente
1,99 x (1+1)-(1-0,16) = 3, 34.
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E, esse valor representa um aumento de 68%, pois

1,99 x p% = 3,34 <

3 34
=" ~1.68
% 1,99

Por outro lado, se a ordem das alteracoes dos precos tivessem sido ao contrdrio,
isto €, se o prego tivesse caido 16% e depois aumentado 100%. Qual o percentual de

aumento neste periodo?

Procedendo de forma andloga ao feito acima, temos que
1,99-(1—-0,16)- (14 1) = 3,34,
o que representa um aumento também de 68%.

De modo um pouco mais em geral, a ordem desses eventos nao modifica o resul-

tado final.

Acréscimo seguido de desconto ou desconto seguido de acréscimo: Ele-
var o pre¢o de um produto em p;% e depois realizar um desconto de p%, é o
mesmo que dar um desconto de p,% e depois realizar um acréscimo de p;%. De

fato, considere x o preco do produto, assim

(z +p1%x) — p%o(r +p1%x) = (z+ p1%x)(1 — p2%)
= l‘(l —l—p1%)(1 - pg%).

Por outro lado

(x — p%x) + p1%(x — p%x) = (v — p%x)(1 4+ pl%)
= z(1+p1%)(1 — p%).

Descontos sucessivos: Dar um desconto de p1% e em seguida dar um outro
desconto de p.% é igual a:
(x — p1%x) — p%(x — ;1 %) = (v — p1%x)(1 — p.%)
= :L’(l —p1%>(1 —pg%).
Por outro lado dar um desconto de (p; + p2)% ¢ igual a:

r—(p1+p)hr = x—p1%r — pox
= 27(1 — pl% - pz%).

Observe que (1—p1%)(1—p2%) = (1 —p1% — p2% — p1%p2%) < (1 —p1% — p2%).
Portanto, dar o desconto de p;% e, em seguida dar um outro desconto de p,% nao

é igual a dar um desconto de (p; + p2)%
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Acréscimos sucessivos Dar um acréscimo de p;% e em seguida dar um outro

acréscimo de p,% ¢é igual a:
(x + p1%x) + p%(x + p1%x) = (z+ pi1%z)(1 4 p.%)
= (1 +p1%)(1 + pa'%).

2.1.2 Progressao geométrica

Definig¢ao 2.4. Uma progressao geométrica (PG) € uma sequéncia numérica (ay, ag, - - -
na qual € constante o quociente da divisao de cada termo, a partir do sequndo, pelo

seu antecedente. Esse quociente constante € representado por q e chamado de razao

. . an
da PG, isto € para cadan € N, =q.
n—1
e Termo geral
Dada uma PG (a1, ag, a3, a4, -+ ,ay,,---) de razdo ¢ podemos escrever qualquer
termo em func¢ao do primeiro.
az = ai-¢q

az = az-q=1(a1-q)-q=a1-q

ay = az-q=4a;-q

ap = Qp1-q¢q=0a1-q

Note que, o termo geral da sequéncia a,, = a; -¢" ' com n € N* pode ser visto,
como uma func¢ao exponencia]ﬂ do tipo f(z) = b-a” em que o dominio é o

conjunto dos niimeros naturais.

e Soma dos n primeiros termos da PG

E possivel calcular a soma dos n primeiros termos de uma PG (a1, as, ag, ay, ..., a,)

de razao ¢ # 1. Para isso, denote por .S, a soma dos n primeiros termos da
PG

S,=a+a+as+..+a, (2.1)

? Uma funcdo f : R — R% ¢ chamada de funcao exponencial de base a quando existe um
ndmero real a, com a > 0 e a # 1, tal que f(z) = a*, para todo = € R.
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Multiplicando os dois membros pela razao ¢ temos:

q-Sn = q-(a1+ay+az+---+ay) (2.2)
= ast+az+ag+ -+ apiq (2.3)

Subtraindo (2.1 de (2.2), obtemos:

an—Sn = (a2+a3—|—a4+-+an+1)—(al—l—a2+a3+-+an)

= O4p4+1 — Q1

Colocando S, em evidéncia e depois isolando S,, obtemos a expressao para a

soma dos n primeiros termos de uma progressao geométrica

ar(q" — 1).

5o = (¢—1)

(2.4)

Dentre todas as aplicagoes, os conceitos de progressao geométrica sao fundamen-
tais para resolugao de problemas de matematica financeira, como mostra o exemplo

abailxo:

Exemplo 2.5. Com o recebimento de uma heranca, Mayara decidiu fazer uma
reserva financeira investindo um capital de R$50.000,00 numa aplicagao com tazxa

de rendimento i = 5% a.a.

Podemos representar os valores ao final de cada més por uma sequéncia. Neste
caso, a; = 50.000 e a razao é ¢ = (1 +0,05) = 1,05.

a; = 50.000

az = 50.000 - 1,05 = 52.500

az = 52.500 - 1,05 = 55.125

as = 55.125-1,05 = 57.881, 25

as = 57.881,25-1,05 = 60.775, 3125

a, = 50.000 - 1,05""! em que n corresponde ao tempo de aplicacao.

Ao subtrair do montante o capital inicial obtém-se os juros ao final de cada més,
isto é, Juros = Montante—Clapital. Neste caso, temos que j,, = 50.000 [(17 05)"_l — 1].
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Podemos representar o rendimento dos juros de cada més por uma sequéncia em que
o primeiro valor de juros obtido é j, = 2.500 e a razao é ¢ = (1 + 0,05) = 1,05.

Desta forma, podemos calcular quanto foi pago de juros aplicando a soma de P.G

2.500 (1,05""' — 1)  2.500 1
= ’ = (1,057 — 1) = 50. 1,05)" " —1
S, 05 =1 0.05 (1,05 ) = 50.000 [(1,05) ]

2.1.3 Juros compostos e Taxas equivalentes

No regime de juro composto, o juro ¢é calculado sempre sobre o resultado da aplicagao

anterior, ou seja, calculamos “juro sobre juro”.

Iniciaremos o conceito considerando o seguinte exemplo:

Exemplo 2.6. Qual o montante gerado pelo investimento de R$1.000,00 a taxa de

0,6% ao més sob o regime de juro composto?

inicio Cy = 1000 Co = 1000
i . M; = 1000 + 1000 - 0, 006 1
apoOs 1 més M, = 1006 00(1 +0,06)
| M =T006+ 1006 0,006 M2 —1000(1, 006)(1, 006)
P M, = 1012, 036 = 1000(1 + 0, 06)?
e | My = 1012,036 + 1012,036 - 0,006 | M; = 1000(1,006)(1, 006)(T, 006)
p M, = 1018, 108216 = 1000(1 + 0, 06)?
apOs n meses M,, = 1000(1 + 0,06)"

Tabela 2.1: Juros compostos

De maneira geral, podemos representar os calculos realizados do montante ao

final de cada més:

e apds 1 més: My = Cp(1 +1)
e ap6s 2 meses: My = Co(1 +4)(1 +1i) = Co(1 + i)?
e apo6s 3 meses: Mz = Co(1+4)(1+14)(1+1) = Co(1+1)3

e apos 4 meses: My = Co(1+4)(1+14)(1+4)(1 +14) = Co(1 +4)*

e apds n meses: M, = Co(1+1i)"
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A formula M, = Cy(1 + )™ mostra como deslocar o dinheiro no tempo, basta

realizar o seguinte processo:
Viuturo = ‘/hojc X (1 + Z)n (25)

Como podemos identificar se o juros de 0,05% ao dia cobrado pelo atraso em
uma conta de luz é pouco ou ¢ muito? Como podemos comparar se o juros de 18%
ao més cobrado por um banco por atrasar uma fatura do cartao de crédito é muito
ou pouco? E mais que 0,05% ao dia cobrado pela companhia de energia elétrica?
Um milhao daqui 30 anos tem maior valor que cem mil reais hoje? E melhor parcelar
uma compra em 4 vezes de R$ 250,00 ou em 8 vezes de R$130,00? Como comparar
dois tipos de investimentos e verificar qual é mais vantajoso? Para todos esses tipos

de problemas é necessario uniformizar os periodos.

Duas taxas, se apresentadas em tempos distintos, sao ditas tazas equivalentes
quando aplicadas ao mesmo capital, pelo mesmo intervalo de tempo, produzem o
mesmo juro ou montante. No regime de juros composto, as taxas de juros nao sao

proporcionais, ou seja, uma taxa de 12% ao ano nao é equivalente a 1% ao més.

Para levar uma taxa mensal para seu respectivo valor anual,
ines ) fanual
1 mes — 1 anua.
( + 100) + 100
famual imes \
anua. _ 1 mes _ 1
100 ( i 100)
i\ 12
.anua = 1 — —11]-100
Lanual ( ( + 100 > )

Em notacao de porcentagem temos:

i%anual = (1 + Z‘(%més)m -1 (26)

Para levar uma taxa anual para mensal, basta fazer a conta inversa
s ) famua
(H 100) =1+ 700
s fanuat | 2
100 (H 1001> -1
imes = ((1 + ia““al) = 1) -100
100
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Em notacao de porcentagem temos:
1
Z-(%)més = (1 + 7;(%)anual)ﬁ - L (27)

Para levar uma taxa diaria para seu respectivo valor mensal, basta conside-

rarmos o periodo de 30 dias!

i 30 i
1 1a :1 mes
( + 100> 100
fine idia \
mes — 1 1a _1
100 ( + 100)

i \ 2

ee = | (14+-22)  —1].100
! (( + 100) )

Tomes = (1 + 1%qia)>" — 1. (2.8)

De modo geral, se a taxa de juros relativamente a um determinado periodo de

tempo t é igual a 7, a taxa de juros relativamente a n periodos de tempo t, é
I'=(144)"—1.

Para diferenciar com clareza os tipos de taxas, vamos nos basear nas defini¢oes

de Castanheira:

e Taxa nominal: Quando o periodo de formacao e incorporagao dos juros ao

capital nao coincide com aquele a que a taxa esté referida.

Exemplo 2.7. Se uma grandeza cresce com taxa mensal constante igual a
0,6%, sua taza de crescimento anual € I tal que 1+1 = (1+0,006) = 1,0744.
Dai, a taxa anual é I = 0,0744 = 7,44% a.a

Por outro lado para saber qual € a taxa mensal equivalente a 20% ao ano deve-
se resolver a equagio (1+0,2) = (1+14)'2, ou seja, ¥/1,2 — 1 =1i. Portanto,
i=1,53%a.m

e Taxa efetiva: (Quando o periodo de formagao e incorporacao dos juros ao

capital coincide com aquele a que a taxa esté referida.
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Exemplo 2.8.
“24% a.a. com capitalizagao anual.”
“3% a.m. com capitalizacao mensal.”

“10% a.t com capitalizacao trimestral.”

e Taxa aparente: E a taxa que utilizamos sem levarmos em conta a inflacao

do periodo.

e Taxa real: E a taxa efetiva corrigida pela taxa inflacionaria do periodo da

operacao.

Exemplo 2.9. Vamos determinar a taxa de rendimento real de uma aplica¢ao
cuja taxa aparente foi de 7,44% ao ano, durante um ano em que a inflagao
foi 4,5%.
(140,0744) = (1 +7)(1 + 0,045)
1,0744
) —(1 .
o 4t

i=2,81%

2.1.4 Calculo de prestagoes e amortizacao

Vamos determinar a férmula que relaciona a prestacao com o valor atual, taxa de
juros e numero de prestagoes, para fazer os calculos de pagamento de dividas de

forma parcela.

A Amortizagdo € um processo para saldar uma divida através de pagamentos
periddicos. O pagamento de uma divida em parcelas deve contemplar a restituigao
tanto do capital quanto dos juros, sendo que os juros sao sempre calculados sobre o

saldo devedor.
Assim, temos: Prestagcao — amortizagao + juros

Dentre os principais sistemas de amortizacao estao o sistema de amortizagao
constante (SAC) e o sistema price ou francés (PRICE). Para exemplificar cada um
dos modelos, vamos considerar um financiamento de R$ 10.000, 00 que sera pago ao

final de 5 meses & taxa de 4% ao més.

Sistema SAC: A amortizacao da divida é constante e igual em cada periodo

(Usado para financiamento habitacional).
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No exemplo que vamos apresentar, o devedor paga o principal em 5 pagamentos
sendo que as amortizagoes sao sempre constantes e iguais. Assim, cada amortizagao
1
sera, B da divida, isto é, R$2.000, 00.

Epoca Amortizagao Juros Prestacao Estado da divida
0 - - - 10000
1 2000 10000 x 0,04 =400 2000+400=2400 8000
2 2000 8000 x 0,04 = 320 2320 6000
3 2000 240 2240 4000
4 2000 160 2160 2000
5 2000 80 2080 -

Tabela 2.2: Sistema SAC

A tabela 2.2 mostra o valor total pago foi de R$11.200,00 que equivale a um

pagamento de juros de 11,2% em 5 meses.

Assim, os juros e o valor das prestagoes variam ao longo do tempo. As prestagoes
ficam em ordem decrescente. Os juros sao obtidos pela multiplicagao entre taxa de
juros i e o valor do estado da divida do periodo anterior. O estado da divida é
encontrado, diminuindo-se a parcela de amortizacao recém paga do estado da divida

do periodo anterior.
Sistema PRICE: Os pagamentos (prestagoes) sao iguais.

Vamos apresentar a simulacao de financiamento pelo sistema Price. Num pri-
meiro momento, é necessario calcular o valor das parcelas. Para isso, seja V' um
valor financiado a ser pago em n prestagoes iguais a P nas datas 1,2,3,--- ., n e
suponhamos que a taxa de juros compostos cobrada no financiamento seja i por

periodo de tempo.

Podemos indicar o valor atual das prestacoes, representado por V, a taxa i,

como:
L I S S
S+ (1492 (1414)3 (144
Note que o segundo membro dessa expre}s}séo ¢ a soma dos n primeiros termos
1

da PG finita, cujo primeiro termo é a; = e arazao é q =

(1+414) (1414)

Entao,
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- (1};) {(1iz’)n _1} S

Assim, (1414) do denominador é cancelado com (1414) do numerador, e manipulando

o que esté entre colchetes temos:

1 .
W ESTESA
T +i (=)
- P. W}
| (L+4)"(4)
_ p. '.(1~|—z'.)” . 1 |
(14 (1 +0)n
E, finalmente:
1—(14)™
V_p. <—( +i) ) . (2.9)
i
1—(140,04)°
Voltando para o exemplo, substituindo os valores temos, 10000 = P- ( 0+04’ ) .
Isolando P, temos que o valor da parcela ¢ de R$2.246, 27. 7
Epoca Prestagao Amortizagao Juros Estado da divida
0 - - - 10000
1 2246,27  2246,27-400 = 1846,27 10000 x 0,04 = 400 8153,73
2 2246,27 1920,12 326,15 6233,61
3 2246,27 1993,93 249,34 4236,68
4 224627 2076,80 169,47 2159,88
5 2246,27 2159,88 86,40 -

Tabela 2.3: Sistema PRICE
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O valor total pago via o sistema PRICE foi de R$ 11.231, 35 que equivale a um

pagamento de juros de 11,23% em 5 meses.

Ao compararmos os valores finais da simulacao de financiamento, a quantia de
juros gerada pelo sistema SAC foi menor que pelo sistema PRICE. Mas sera que o
sistema SAC sempre custard menos? Segundo Santos (2015), a soma de todas as
parcelas pagas resultam num valor final mais baixo pelo sistema SAC, independente
do valor financiado, taxa ou prazo. Pelo sistema SAC as parcelas iniciais sao maiores,
a amortizacao do saldo devedor ¢ mais rapida e com isso as parcelas diminuem ao
longo do tempo. Muito utilizado para financiamentos habitacionais em que os prazos
sao longos, exige grande esforgo financeiros nas parcelas iniciais e proporciona uma
folga no final do financiamento. Porém, devido & analise de renda familiar que as
financeiras fazem para saber o quanto da renda seréd comprometida com as parcelas, o
sistema PRICE favorece a possibilidade de aprovagao de crédito, pois as parcelas sao
constantes e menores que as parcelas iniciais do sistema SAC. O sistema PRICE, de
modo geral, possui as parcelas fixas o que possibilita uma organizacao e planejamento
e é bastante utilizado para empréstimos com prazos menores como financiamento

de veiculos, bens de consumo, consignados e empréstimos em geral.

2.2 Combinatéria e probabilidade

Nesta se¢ao procuramos apresentar algumas regras de contagem de agrupamentos
que podem ser feitos com uma quantidade finita de objetos dados. Em seguida, bus-
camos abordar as chances de ocorréncia de resultados em experimentos aleatérios’]

através dos conceitos de probabilidade.

2.2.1 Contagem

O principio fundamental da contagem diz que se uma agao é composta de duas
etapas sucessivas, sendo que a primeira pode ser feita de x modos e, para cada um
destes, a segunda pode ser feita de y modos, entao, o nimero de modos de realizar

a acao é xy.

Exemplo 2.10. Se lancarmos uma moeda e um dado, quais sao 0s possiveis resul-

tados, ou seja, de quantas formas diferentes podemos dispor os pares (resultados da

3Um experimento é denominado aleatério se repetido sob as mesmas condicoes apresenta resul-
tados diferentes, porém, previsiveis
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moeda, resultados do dado) neste langamento?

Solucgao:

Os possiveis resultado sao:

(Cara,1); (Cara,2); (Cara,3); (Cara,4); (Cara,5); (Cara,6);
(Coroa,1); (Coroa,2); (Coroa,3); (Coroa,4); (Coroa,5); (Coroa,6).

A resposta é 2 x 6 = 12 maneiras diferentes.

Exemplo 2.11. Com os simbolos x, ® e X podemos formar as sequintes sequéncias:
O @ B, (5 B ®), (@ B %), (@ %K), (8% @), (€ @; *).

Cada uma dessas sequéncias é chamada de permutacao dos trés simbolos. Se
a ordem dos simbolos de uma permutacao for diferente da ordem dos simbolos de

outra permutagao, dizemos que as duas permutagoes sao diferentes.

Note que a quantidade de sequéncias geradas pode ser obtido fazendo 3x2x 1, ou
seja, a escolha do simbolo que ocupara o primeiro lugar pode ser feita de 3 modos; a
escolha do objeto que ocuparé o segundo lugar pode ser feita de 2 modos; a escolha
do objeto que ocupara o terceiro lugar pode ser feita de 1 modo. Neste caso, a

resposta é 3 x 2 x 1 = 3!

De modo geral, a permutagao de n objetos distintos é

Po=nl=nxn-1)x(n—-2)x---x2x1.

Para introduzir o conceito de combinagao simples, analisemos a seguinte questao:

Exemplo 2.12. Considere o conjunto {1,2,3,4,5,6,---,23,24,25}. De quantas

maneiras podemos escolher 15 nimeros para realizar uma aposta na loteria?

Solucao:

A primeira escolha pode ser qualquer um dos 25 elementos do conjunto; ha

portanto, 25 possibilidades para ele.

A segunda escolha pode ser qualquer um dos 24 elementos restantes, excluido

aquele j& escolhido.

A terceira escolha pode ser qualquer um dos 23 elementos restantes. Ha portanto,

23 possibilidades para a terceira escolha e assim por diante.
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Desta forma, pelo principio fundamental da contagem, concluimos que a quanti-

dade de grupos de 15 niimeros escolhidos entre os 25 é 25 x 24 x 23 x --- x 11, que
25! .

pode ser representado por o Porém, quando contamos dessa maneira, estamos

dizendo que o jogo formado pélos nimeros
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14, 15,
¢ diferente do jogo
15,14,13,12,11,10,9,8,7,6,5,4,3,2, 1,

quando na verdade correspondem ao mesmo jogo. Contamos formagoes iguais como
se diferentes fossem. Os 15 nimeros escolhidos podem ser permutados entre si de
15! maneiras distintas, assim, para corrigir a contagem, precisamos dividir 25 x 24 x
= 3268760.

23 x --- x 11 por 15!. Essa operacao pode ser expressa por TOIE]

Portanto, escolher 15 nimeros entre 25 pode ser representado por
25
Cye = = 3268760.
- ()

Para generalizar a formula da combinacao simples devemos notar que selecionar
p entre os n objetos equivale a dividir os n objetos em um grupo de p objetos

(selecionados), e um grupo de n — p objetos (nao-selecionados).
Assim, representamos por

n!
P = ——————
" pl(n—p)!

Exemplo 2.13. De quantos modos € possivel dividir 15 objetos em trés grupos de

5 objetos?

Solugao: Ha C?; modos de formar o primeiro grupo. Depois disso, C, modos
de formar o segundo grupo e 1 modo de formar o ltimo grupo. Permutando os
grupos, a subdivisao permanece a mesma, portanto precisamos corrigir a contagem

realizando uma divisao por 3!.

Assim, temos que o nimero de modos para dividir 15 objetos em trés grupos de
_ O x Chy x 1
5 objetos 6 ——————.
3!
Exemplo 2.14. De quantos modos € possivel dividir 20 objetos em 4 grupos de 3 e

2 grupos de 47
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Solugao: Ha 20! modos de listar os objetos. Entretanto, contamos formacoes
iguais como se diferentes fossem, portanto, é necessario fazer divisoes para corrigir o
resultado. Trocando a ordem dos elementos em cada grupo, temos 3!3!3!3! (quatro
grupos com trés elementos cada) e 4!4! (dois grupos com quatro elementos cada).
Além disso, a permutacao dos quatro grupo de trés elementos corresponde a 4!
formacgoes que foram contadas como se distintas fossem mais a permutagao dos dois

grupos de quatro elementos que corresponde a 2!.
20!

Assim, temos a resposta: W

2.2.2 Probabilidade

Experiéncias que repetidas vérias vezes sob as mesmas condi¢oes produzem resulta-
dos que nao sao conhecidos antecipadamente sao chamadas de aleatorias. Chama-
remos de (S) o espago amostral de um experimento aleatorio o conjunto de todos
os resultados possiveis desse experimento e vamos considerar apenas os casos em
que S é finito ou infinito enumeravel. Todo subconjunto do espago amostral do
experimento aleatorio é chamado de evento (E). O conjunto () é chamado de evento
impossivel. Indicaremos o numero de elementos de um evento E e o nimero de

elementos do espago amostral S por n(E) e n(S) respectivamente.

Para ajudar na compreensao, vamos expor alguns exemplos:

Exemplo 2.15.

a) Quando se retira uma bola de uma urna que contém 10 bolas numeradas de 1
a 10, um evento possivel é: a bola retirada conter um nimero primo menor
que 6. O espago amostral desse experimento € S ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} e
o evento é E = {2,3,5}

b) No sorteio de wma carta de um baralho honesto de 52 cartas, um possivel

evento é: a carta sorteada ser ds.

Definicao 2.16. Uma probabilidade é uma funcao que associa a cada evento E um

nimero P(FE) de forma que:
e Para todo evento E, 0 < P(E) < 1.
o P(S)=1
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e Se E e F sao eventos mutuamente excludentes, isto €, eventos que nao podem
ocorrer simultaneamente (E N F = () entao P(EUF) = P(E) + P(F)

A probabilidade de um evento E de um espago amostral S finito, de resultados

equiprovaveis é denotado por

Total de casos favoraveis

P(E) =

Total de casos possiveis

O evento (E€) é chamado complementar do evento E e ocorrera se, e somente se

o evento (E) nao ocorrer. Desta forma, temos que
P(E)+ P(E)=1 ou P(E°)=1- P(E).

Se uma pessoa escolher tirar uma carta de um baralho, a chance de nao tirar

51 1
um as de ouro é 5 Veja que E = {retirar um as de ouro} e P(F) = h Dessa

1 o1
maneira, temos que P(E¢) =1— — = —.
52 52

Exemplo 2.17. Considere uma aposta da mega sena com 6 niumeros:

a) Qual a probabilidade de errar os seis nimeros escolhidos?

b) Qual a probabilidade de acertar os seis nimeros escolhidos?

Solugao:

Evento: E = { errar os 6 numeros sorteados}.

a) Dos seis numeros sorteados eu erro todos, e dos outros 54 ntumeros nao-
sorteados eu acerto 6. Assim, a probabilidade de nao haver acerto é:
Ce x C8y o
0—6 — 517 6%.
60

b) Acertar os 6 nimeros da mega sena é ganhar o prémio maximo.

Evento: A = {acertar os 6 nimeros sorteados}. Dessa forma, temos que

P(4) = Logo P(A) = 1 1 50063859
= 50063360° P N 50063860 50063860

Observe que o complementar do evento A = {acertar 6 nimeros} nao é o

evento F = {errar 6 numeros }.
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Para introduzir a nocao de probabilidade condicional analisemos a seguinte si-
tuagao:

Um apostador lanca um dado e aposta que vai obter mais do que trés pontos.
Se ocorrer o evento A = {4,5,6} a vitoria é do apostador. O espaco amostral
S ={1,2,3,4,5,6} ¢ equiprovéve, logo, P(A) = g = % Apos o lancamento, o
apostador descobre que o resultado é um ntmero impar de pontos. Assim, é possivel
concluir que o resultado foi 1 ou 3 ou 5 pontos, isto é, o apostador s6 tem uma chance
em trés de ter ganhado a aposta, ou seja, a probabilidade de ganhar a aposta, depois

da informacao dada, fica sendo 3

Desta maneira, temos que a probabilidade condicional de ganhar a aposta (ocor-
rer o evento A) sabendo que o resultado foi impar (ocorreu o evento B = {1,3,5}).
Podemos indicar P(A|B) e ler: Probabilidade de E dado B.

De maneira geral, dados dois eventos A e B de um espago amostral .S, a proba-
bilidade condicional de ocorrer o evento A, tendo ocorrido o evento B é

P(ANB)

Exemplo 2.18. De um baralho de cartas comum com 52 cartas, retira-se aleatori-
amente uma delas. Qual a probabilidade de se sortear uma dama, sendo conhecido

que o naipe da carta € preta?

Sendo o evento A = {dama} e o evento B = {naipe preto}, temos que a proba-

bilidade dos eventos sao P(A) = ;5 ° P(B) = 3 Como existem duas damas pretas
1
1 2% 1
no total das 52 cartas, podemos escrever P(ANB) = %’ entdo P(A|B) = % =4
2

Agora ja conhecendo o conceito de probabilidade, vamos abordar o conceito de

esperanca matemaética ou valor esperado.

2.2.3 Valor Esperado

Antes de abordar o conceito de esperanca matemdtica, introduziremos a nogao de

variaveis aleatorias discretas com o seguinte problema:

4Um espaco amostral é equiprovavel quando é formado por elementos que tém a mesma chance
de ocorrer.
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Lancam-se duas moedas. Seja X o numero de ocorréncias da face coroa. Deter-

minar a distribuicao de probabilidade de X .
O espago amostral do experimento é: S = {(ca, ca)(ca, co)(co, ca)(co, co)}

Se X ¢é o numero de coroa, X assume os valores 0,1 e 2. Podemos associar a
esses numeros eventos que correspondam & ocorréncia de nenhuma, uma ou duas

coroas respectivamente, bem como sua probabilidade:

X | Evento correspondente P(X)

0| A={(ca,ca)} P(X=0)=P(A)=1/4
1 | B={(co,ca),(ca,co)} P(X=1)=P(B)=1/2
2 | C ={(co,co)} P(X=2)=P(C)=1/4

Assim, podemos dizer que varidvel aleatdria é a funcao que associa a todo evento
pertencente a uma particao do espaco amostral um tunico nimero real. A variavel
aleatoria, para ser discreta, deve assumir valores em um conjunto finito ou em um

conjunto infinito enumeravel.

Exemplo 2.19. No langamento de dois dados honestos e considerando as faces
voltadas para cima, o espago amostral possui 36 elementos. A tabela a sequir mostra

todos os possiveis resultados do experimento.

1 2 3 4 5 6

1.4
2.4
3.4
44
54

O O = | W DN —

)
)
)
)
)
6,4)

(
(
(
(
(
(6,1

Tabela 2.4: Lancamento de dois dados

Note que em seis casos a soma das faces voltadas para cima é 7 e em um caso a
soma das faces voltadas para cima é 2. Assim, podemos expressar quao provavel é

a ocorréncia de um evento ocorrer. Observe:

e Qual probabilidade de que a soma dos dois nimeros seja 77

Indicaremos esta probabilidade por P(X = 7), ou seja, é a fungao que associa

cada elemento a soma dos pares ordenados. Note que teremos 6 resultados
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favoraveis: (6, 1); (5,2); (4,3); (3,4); (2,5); (1,6). Assim,

6 1
P X=7=—=-2=16,66
e Qual a probabilidade de que a soma dos dois nimeros seja 27

A variavel aleatéria X representa a soma 2. Neste caso,

1

O valor esperado (ou esperanga matematica) de um jogo é uma medida que leva
em consideracao a premiacao e sua probabilidade. Introduziremos o conceito de

esperanca matemdtica com o seguinte exemplo:

Exemplo 2.20. Vende-se o direito de jogar um dado e, como prémio, receber em
reais o valor correspondente ao nimero tirado. O comprador ganha R$ 1,00 se tirar
o nimero 1; R$2,00 se tirar o nimero 2; e assim por diante. Qual o valor esperado

do ganho deste jogador?

Solugao: X é a quantia de dinheiro ganha em qualquer lancamento. Como

todas as faces possuem a mesma probabilidade, temos:

1 1 1 1 1 1
EX)=1-4+2-4+3-+4-4+5-+6-=3,5
(X) 6+ 6+ 6jL 6+ 6+6 ’

Assim, o jogador pode esperar ganhar em média, a longo prazo, R$ 3, 50 por rodada.

Em um jogo honesto, o jogador deveria pagar no méaximo R$ 3,50 para entrar no

jogo.

Definicao 2.21. Dada a varidavel aleatoria X discreta, assumindo os valores xq,- -+ , Xy,
com probabilidade p1,--- ,p, chamamos valor médio ou esperanca matemdtica de X
ao valor

BX) =3 0P =)=,
=1 i=1

Para melhorar a compreensao da defini¢ao, apresentaremos alguns exemplos.

Exemplo 2.22. O professor propoem ao aluno o sequinte jogo: Lanca-se dois dados,
se a soma for 7, o aluno paga R$ 2,00 para o professor; se der soma 2 o aluno recebe

R$5,00. Qual o valor esperado pelo o aluno que aceitar jogar esse jogo muitas vezes?
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Solugao: Considere a variavel aleatoria X que representa o lucro do aluno.

1
P(X =5) = —
( )= 35
6
P(X =-2)=—
Com essas informagoes podemos calcular F(X):
1 6
EX)=5-——-2-—
(X) =5 36 36

Se a situacao acima se repetir muitas vezes, o aluno perdera em média R$0, 19

por aposta realizada.

Exemplo 2.23. Uma loteria vende 100 bilhetes. O preco de cada bilhete é R$ 1,20
e o bilhete sorteado paga um prémio de 100 reais. Qual a esperanca de ganho de

uma pessoa que comprou. um bilhete?

Solucgao:
X ¢é a variavel aleatoria que representa o ganho.

X é —1,20 com probabilidade 0,99 e 98, 80 com probabilidade 0,01. Temos que

a esperanca de X é:
E(X)=-1,20-0,99 + 98,80 - 0,01 = —0,20

A esperanga negativa indica que em média, o jogador vai perder 20 centavos toda

vez que participar de novas rodadas.

Exemplo 2.24. Uma loteria vende 10.000 bilhetes. As premiacoes sao:
e 200 prémios de 5 reais;
e 20 prémios de 25 reais;

e 5 prémios de 100 reais.
Qual o preco justo a ser pago por um bilhete?

Solugao: Considere X uma variavel aleatoria que representa a quantia de di-

nheiro a ser ganho.
E(X)=5-0,02425-0,002 + 100 - 0,0005 = 0, 20.

O preco justo é de R$0,20. Dado que uma loteria geralmente ¢ projetada para

arrecadar dinheiro, o preco por bilhete seria maior.
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Exemplo 2.25. Considere o jogo da roleta. Hd 37 numeros inteiros enumerados do
0 ao 36 sendo 18 vermelhos, 18 pretos e o zero que € branco. As opgoes de apostas

8G0:

e Apostar em preto ou vermelho. Em caso de acerto, para cada real apostado

recebe-se um outro real;

e Aposta na primeira dizia (1 a 12). Em caso de acerto, recebe-se 2 reais para

cada real apostado.

Suponha que um jogador escolheu apostar R$ 10,00 na primeira duzia. Denote

por X o numero observado quando se gira a roleta e Y é o ganho nessa rodada.
Vamos determinar F(Y'). Pela definigao de Y temos:
Sel <X <12entao Y =20
Sel2< X <36ouX=0entao Y =-10

Todos os pontos do espago amostral sao equiprovaveis, temos a distribuicao de pro-

babilidade:

Valor de Y | Probabilidade
20 12/37
—10 25/37

12 25
Para este jogo a esperanca matematica é (20 . ﬁ) + (—10 . §> = —0,27. Isto

é, quem optar por jogar este jogo muitas vezes, vai perder em média, 27 centavos

por rodada.

Com base na definicao e nos exemplos apresentados, podemos interpretar a espe-
ranga matematica (ou valor esperado) como a média dos valores observados em uma
sequéncia grande de repeticoes do experimento, em que cada realizacao do mesmo,

observa-se um valor da variavel.

Este capitulo foi pensado e desenvolvido com o objetivo de demonstrar por meio
de exemplos, a importancia de alguns conceitos de matemaética financeira, problemas
de contagem e probabilidade. Nos préximos capitulos, iremos utilizar os conceitos
trabalhados neste capitulo, para mostrar como um bom conhecimento matematico

pode ajudar a tomar uma melhor decisao.
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CAPITULO 3

MATEMATICA FINANCEIRA CRITICA

Neste capitulo utilizaremos os conceitos de matematica financeira para que possa-
mos despertar um olhar mais critico para situacoes reais que envolvem tomadas de
decisao. As situagdes que vamos expor estabelecem relagoes entre a matemaética
financeira e a educagao financeira. Entendemos que nossa proposta possa fortalecer
uma educacao para a cidadania e ajudar nas escolhas mais acertadas e responsaveis.
No Brasil, a educacao financeira vem conquistando espaco a partir da publicacao do
Decreto n°® 7.397, de 22 dezembro de 2010, que instituiu a Estratégia Nacional de

Educagao Financeira (Enef), que tem como objetivo:

“I. promover a educagao financeira e previdenciaria; II. aumentar a ca-
pacidade do cidadao para realizar escolhas conscientes sobre a adminis-
tragao dos seus recursos; III. contribuir para a eficiéncia e a solidez dos
mercados financeiro, de capitais, de seguros, de previdéncia e de capita-

lizagao”.

3.1 Comprar a vista ou a prazo?

Saber decidir a melhor op¢ao entre uma compra & vista ou a prazo é muito im-
portante para fazer o dinheiro render mais. Quando se faz uma compra parcelada,
embutido no preco estd uma alta taxa de juros. Para isso, é necessario saber o
valor do dinheiro no tempo. Segundo Castanheira (2010), juros é o pagamento pelo

empréstimo de dinheiro.
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A seguir, vamos levar o leitor em algumas situagoes do cotidiano, possibilitando

a reflexao sobre qual decisao tomar.

Exemplo 3.1. O IPVA de um carro é R$474,63. O governo oferece duas formas
de pagamento: a vista com 3% de desconto ou em 3 vezes sem juros. Qual a melhor

opcao?
1. Pagar a wvista e investir o que sobrou.

2. Investir o total e retirar as parcelas mensais.

Primeiramente, vamos fazer um caso particular em que temos uma aplicacao que

rende 1,1% ao més.

1° Caso

e 3% de 474,63 = 14, 24.

e Investindo 14,24 com juros de 1,1% ao més durante 3 meses

14,24 1+1’1 3—1471
’ 100/) 7

2° Caso

Vamos supor que pagamos as parcelas no final de cada meés.

e Final do 1° més: 474,63 investidos com juros de 1,1% ao més durante 1 més
descontando a 1* parcela 474,63/3 = 158, 21;

474,63 - (140,011) — 158,21 = 479,85 — 158, 21 = 321, 64.

e Final do 2° més: Idem, porém com valor inicial de 321, 64;

321,64 - (1+0,011) — 158,21 = 325, 18 — 158,21 = 166, 97.

e [inal do 3° més:

166,97 - (1+0,011) — 158,21 = 168,81 — 158,21 = 10, 60.
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Para determinar o que é mais vantajoso, é necessario comparar o dinheiro no
mesmo tempo, ou seja, é preciso trazer o dinheiro para a data foca]E] Nesse caso
hipotético, foi feito a comparacao na data final do periodo do pagamento, assim foi

mais vantajoso fazer o pagamento a vista e investir o valor do desconto.

Mas sera que isso valeria para qualquer taxa de investimento? Ou para qualquer
desconto? Ou para qualquer tipo de parcelamento? Para conseguir responder essas
perguntas, precisamos generalizar esses calculos. Para isso, considere, v o valor
total a ser pago, d% o desconto, p o numero de parcelas sem juros e r% a taxa de

mvestimento.

1. Pagamento a vista com desconto: Nessa situagao vamos pagar a vista e

investir o que sobrou.

e O desconto de d% sobre v nos da o valor a ser investido C

d

C =y —
Y700

e O montante recebido apos p parcelas, com rendimento r% é dado por:

M = (v%) <1+ ﬁ)p

2. Pagamento parcelado sem juros: Agora vamos investir o total e retirar as

parcelas de cada més.

Supomos que a primeira parcela serd paga no fim do primeiro periodo

e Final do 1° periodo: rendimento durante 1° periodo descontado da pri-

meira parcela

e Final do 2° periodo: rendimento do restante no més anterior durante 1

periodo descontado da segunda parcela
r v r v
)2 )
l” ( 100 p} T 100) o
r\2 w T v
) -2 ) -2
v ( T100) Ut 100) T,

T \2 v r
1 150) — 5 0+ (14 3g5))
“(+100 » U U 100

!Data focal: é a data que se considera como base de comparacao dos valores referidos a diferentes
datas. A data focal também é chamada de data de avaliacdo ou data de referéncia.
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e Final do 3° periodo:
Q) [
{“( T100) ;U U 100 100/ T p
r 3 v r T 2 (%
i) 5 () + () |5
”<+100 p{ 700/ T U 100 P

U(H;_O)t]g{H(H;mp(l%ﬁ)j

e Final do p-ésimo periodo:

r\P v A r \n1
) )
”<+1oo P 2 100

Assim utilizando a férmula da soma dos n primeiros termos de um P.G.

p
Zalq”_l _ -] coma; =1,¢g=(1+15) e a, =a; - ¢" temos
ot g—1 100

plg—1
» vgP v
vq =
plg—1)  plg—1)
v
¢'plg—1) —¢"+ 1] =
p(q—l)[ =1 |
v

= (1) (i 1)+
- 1+—) (p=—=-1)+1
Pigo 100 100

Suponha as mesmas condigoes do pagamento do IPVA. Qual é o menor desconto

que o governo pode dar que ainda compense o pagamento a vista?

Devemos resolver a equagao

) (1) =5 [ 1) (1 559) "+
V— - — - -
100 100/~ p= L\P100 100

para os valores de r, v e p fixados.
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(1 550) +1]
+ 1) + 1]

100
P [(pies — 1) (1

(v585) 0+ 155)" = 5= [~ )
d (

“T00 ~ (1+-2)
o= (i — 1) (L4 155)" + 1
d= - - 100
U(].—Fm)

Assim, sempre que o desconto d for maior que o lado direito da equacao acima,

serd mais vantajoso optar pelo pagamento a vista com desconto ao invés do paga-

mento parcelado sem juros.

3.2 Comparando Capital e Taxas

Retornando aos questionamentos iniciais da se¢ao de 2.1.3. Poderiamos identificar
se o juros de 0,05% ao dia cobrado pelo atraso em uma conta de luz é pouco ou é
muito? Se é maior ou menor que o juros de 18% ao més cobrado por um banco por
atrasar uma fatura do cartao de crédito? Um milhao daqui 30 anos tem maior valor

que cem mil reais hoje?

Exemplo 3.2. Quem cobra mais? A companhia elétrica 0,05% por dia pelo atraso
em uma conta de luz ou 18% ao més cobrado por um banco por atrasar uma fatura

do cartao de crédito?

Para fazer tal comparagao ¢ necessério converter as taxas para o mesmo periodo
de tempo.
Pmes = (1,0005% —1)100 = 0,01511 - 100 = 1, 51a.m.

Considerando a taxa de rendimento da poupanca de 0,6% ao més e a taxa de
pagamento parcial do cartao de crédito ¢ de 18% ao més. Podemos ver, que a
taxa da companhia de energia elétrica é o duas vezes e meia ao rendimento da
poupanca enquanto que, a taxa do cartao de crédito é 12 vezes!! a da companhia

elétrica.

Exemplo 3.3. Investir na poupanca ou tesouro direto? Lembrando que a poupanca
€ 70% do tesouro mas isento de imposto e o tesouro tem 22,5% de imposto sobre o

lucro.
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Para exemplificar esta situagao, vamos considerar dois investimento de R$ 40, 00:
um na poupanga (rendimento de 0,6% ao més) e outro no tesouro direto (rendimento
de 0,857% ao més).

e Na poupanca, R$ 40,00 aplicado durante 6 meses resultard num montante de
40 - 1,006° = 41, 46.

e No tesouro diret(ﬂ, R$ 40, 00 aplicado durante 6 meses resultara num montante
de 40 - 1,00857% = 42, 10.

Note que, na poupanca o valor investido rendera R$ 1,46 e no tesouro direto
aproximadamente R$ 2, 10(valor sem descontar os impostos e taxas). Podemos ver,
que em termos percentuais, a poupanca gera 30% menos que o tesouro direto, o
que parece ser uma grande diferenca. No entanto, percebemos neste exemplo que
quando se trata de pouco dinheiro, se considerarmos valores absolutos, essa diferenca
é pouca, ou seja, quem tem pouco dinheiro para investir, a diferenca gerada entre
os dois tipos de investimento é praticamente insignificante. Na poupanga, pode ser
depositado o valor que quiser em qualquer dia do més e o dinheiro aplicado pode ser
retirado pelo cliente a qualquer momento. As aplicagdes no tesouro direto podem
ser vantajosas a longo prazo, pois a aliquota do imposto é menor, o que pode tornar

o montante gerado pelo tesouro direto maior que o gerado pela poupanca.

Exemplo 3.4. Qual o valor de 1 milhao de reais daqui 10 anos nos dias de hoje?

Isto é, 1 milhao de reais daqui h4 10 anos tem o mesmo valor de 1 milhao de
reais hoje? Para podermos fazer tal comparagao é necessario trazer o capital para

o tempo presente e supor uma inflagao para o periodo.

‘/futuro

Vo'e P EE—r—
POl T (1 %)

Considerando uma inflacao de 4,5% ao ano teremos apos 10 anos que 1 milhao
de reais é equivalente nos dias atuais ha

1.000.000, 00

Vieie =
bole T (14 0,045)10

= R$638.272, 14

Alguns detalhes s@o importantes quando se trata de mercado financeiro:

2Para maiores informagoes sobre Tesouro direto , acessar http://www.tesouro.fazenda.gov.br/
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A poupanga nao rende diariamente;

e Financeiramente, o més nao tem 30 dias;

Em financas, considera-se que o ano tem 252 dias tteis;

Para levar uma taxa diaria a mensal, o correto é torné-la anual (ir para frente

252 dias) e depois ir para tras 12 meses;

Para levar uma taxa mensal a diaria, o correto é torné-la anual (ir para frente

12 meses) e depois ir para tras 252 dias.

Exemplo 3.5. Qual o valor de 1 milhao de reais daqui 30 anos?

Note que, a pergunta aqui é diferente da pergunta anterior. Aqui queremos saber
qual é o valor equivalente a 1 milhao de reais daqui a 30 anos, ou seja, o valor que

dé o mesmo poder aquisitivo de 1 milhao de reais hoje.

Vamos supor que uma pessoa deseja criar uma reserva financeira correspondente
a 1 milhao de reais para desfrutar desse dinheiro daqui 30 anos. O valor do dinheiro
depende do instante que se esté olhando para ele. Devido a inflagao, o que se adquire
com 1 milhao hoje nao sera o mesmo daqui 30 anos. Para manter o mesmo poder

de compra, supondo uma taxa de inflacao de 4,5% a.a., sera necessario ter:

Valor daqui 30 anos =1000000(1 + 0, 045)* = 3.745.318, 13.

Daqui 30 anos sera necessario R$3.745.318, 13 para comprar o que se compra

atualmente com 1 milhao.

Considerando uma rentabilidade real, isto &, ja descontado a inflagao de 0,37%
a.m., o valor P dos aportes para conseguir a reserva financeira desejada pode ser

obtida resolvendo:
P-(1+d)+P (14424 +P-(1+1)* =3.745.318, 13.

Colocando P em evidéncia e isolando, temos:

p | 3.745.318,13
arcelas = :
Soma dos 360 termos PG de razao (1,0037)
1,0037(1,00373%° — 1
A soma dos 360 termos da pg é — (L ) =~ 753,944

1,0037 — 1

39



3.745.318, 13
Assi P=———" =R$4. )
ssim, temos que 753,004 R$4.967,63

Note que, 360 aportes de R$4.967,63 totalizam R$1.788.348,37. A diferenca

para totalizar os R$3.745.318, 13 provém dos juros sobre juros.

Supondo que as aplicacoes tivessem sido realizadas real em titulos do tesouro
diretdﬂ com uma rentabilidade liquida de 0,52% a.m., os aportes seriam de
B 3.745.318,13
~1,0052(1, 0052350 — 1)
0,0052

= 3.542.14.

Note que com a taxa de rentabilidade liquida maior, os aportes mensais neces-

sarios para obter o mesmo 1 milhao corrigidos em valores da época é menor.

3.3 Quanto custa ter um carro?

Decidir entre comprar um automoével a vista ou financiado, alugar um automovel
ou contratar servicos de tédxi ou aplicativos, se feito os calculos, sao decisoes que
podem ser tomadas de maneira inteligente e vantajosa. Quanto custa ter um carro?
Quanto ele pesa no orcamento familiar? Muitas pessoas sonham em ter o proprio
carro. Ter liberdade de ir e vir para onde quiser, quando quiser e nao precisar de-
pender de 6nibus ou carona. Levar em conta apenas o valor do automovel ou apenas
os valores das parcelas nao é uma boa ideia. O automoével gera despesas como custo
de manutencao, depreciacao, impostos, pneu, combustivel, seguro particular além
das parcelas do financiamento caso o automédvel nao esteja pago. Tudo isso deve
ser percebidos antes da aquisicao. Devido a empolgacao, muitos acabam nao que-
rendo por na “ponta do lapis” essas despesas e pensam apenas nos pontos positivos.

Segundo Domingos(2013), o sonho do carro precisa caber dentro do orgamento.

3.3.1 Despesas

O que faremos aqui é uma comparacao entre os valores que diversos canais do

youtube abordam sobre as despesas e impactos financeiros de um automoével. Os

3Para maiores informacdes, acessar http://www.tesouro.fazenda.gov.br /tesouro-direto
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canais “Quero Ficar Rico'f], “Programa Vrum’f’|e “O primo Ricd}, buscam apresentar

as despesas que o automével podem gerar ao longo do tempo.

Como muitos canais sao patrocinados, as andlises realizadas por eles acabam
sendo direcionadas, tendenciosas e muitas vezes induzem o telespectador a fazer
uma tomada de decisao equivocada. A escolha dessa plataforma para a anélise deu-
se pelo fato de que os canais do youtube sao fontes de consulta e aprendizagem.
Podemos salientar que os videos possuem milhares de visualizagoes. Selecionamos
estes canais e uma situagao particular como objeto de nosso estudo. Os dados

correspondem aos custos ﬁxos[] e custos variéveisﬁ] de carros populares.

e Caso 1. Video apresentado por Rafael Seabra do blog QueroFicarRico.com,
em que considera um automovel no valor de R$30.000,00. Este video foi

publicado em 19 de fevereiro de 2018.

Item Custo anual
IPVA R$1.200,00
Seguro particular R$2.400,00
Revisao R$1.000,00
Estacionamento R$1.200,00
Combustivel R$4.800 ,00
Depreciacao R$3.600,00
Custo de oportunidade | R$1.800,00

Tabela 3.1: Blog QueroficarRico.com

A quilometragem considerada paras os céalculos foi de 12.000 km rodados. A
soma das despesas com seguro, ipva, depreciacdo e custo de oportunidadd’|
totalizaram 9 mil reais. Esse é o custo para manter o automoével na garagem

de casa sem rodar. Nesta simulacao, os custos para se manter o automoével

4Quanto custa ter um carro?. Disponivel em www.youtube.com/watch?v=nSLetHIhWWQt=1s,
acesso em 17 out.2018.

SManter um carro pode custar muito mais do se imagina. Disponivel em
www.youtube.com/watch?v=Xi7ukqp4mSo, acesso em 17 out.2018.
5Vale a pena ou nao comprar um carro? Disponivel em

www.youtube.com/watch?v=muj3vRBsPEct=460s, acesso em 17 out.2018.

"IPVA, seguro obrigatoério, licenciamento e depreciacio

8custos variaveis dependem do uso que faz do carro e envolvem combustivel, manutencao, reparo,
estacionamento, pedéagio, multa,etc

90 custo de oportunidade é um conceito tedrico que mensura o custo daquilo que se deixa
de fazer quando é preciso fazer uma escolha de qualquer tipo. Em nossos exemplos, é o quanto
renderia o dinheiro utilizado na compra do automoével, caso esse dinheiro tivesse sido aplicado.
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foi de R$16.000,00 no ano. Isso corre??é)o(?de aproximadamente R$ 1,33 por
0

30.000

foi simulado num investimento com rendimentos de

= 12% e o custo de oportunidade
1800

quilometro rodado. A depreciacao foi

e Caso 2. Video postado no canal Rafa3257 em 24 de julho de 2012, produzido
pelo programa VRUM. A simulagao é referente a um automével no valor de

R$30.000, 00.

[tem Custo
IPVA R$1.200,00
Seguro obrig.+ Licenc. | R$163,86
Seguro particular R$1.200,00
Revisao R$480,00
Lavagem R$2.400,00
Pneu R$333 ,00
Estacionamento R$3.000,00
Combustivel R$3.156,00
Depreciacao R$3.600,00
Taxa de inspecao R$44,36
Vaga garagem R$3.096

Tabela 3.2: Reportagem produzida pelo programa Vrum

Somando as despesas obtém-se R$18.673,22. Os célculos foram realizados
levando em consideracao 12.000 km rodados ao ano, o que representa um custo

de aproximadamente R$ 1,55 por quilémetro rodado.

Como este video ¢ de 2012, precisamos atualizar esses valores para os dias
atuais. Considerando a inflacdo acumulada até 2018, em torno de 36%, a
despesa anual seria de aproximadamente R$25.395,58, ou seja, R$2,11 por
quilometro rodado. Podemos notar que, nesta simulacao foram considerados
despesas que as pessoas muitas vezes nao levam em consideracao como os
desgastes de pneus, despesas com estacionamento e aluguel de vaga de garagem

em condominio.

e Caso 3. Video postado no canal O Primo Rico em 30 de maio de 2018. Os

valores sao referentes a um automovel no valor de R$40.000, 00.

Nesta simulacao, a soma dos valores da tabela nao coincidem com o valor

mostrado no video. Acreditamos que nao tenha sido citado mas tenha sido
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Item Custo
IPVA R$1.200,00
Seguro particular | R$2.000,00
Revisao R$2.400,00
Estacionamento | R$6.000,00
Combustivel R$4.116,00
Depreciacao R$3.600,00
Multa R$100,00
Licenciamento R$86,00

Tabela 3.3: Dados publicados pelo canal O primo Rico

utilizado nos calculos o custo de oportunidade com taxa de aproximadamente
1% ao més. Isto justifica o valor apresentado de R$24.242, 76. Dividindo esse
custo anual pela quilometragem percorrida de 10800 km, obtém-se um custo

de aproximadamente R$ 2,25 por quilémetro rodado.

Caso 4. Situagao real. Os valores utilizados nesta situagao foram registrados
pelo proprio autor que adquiriu um veiculo Ford Ka Okm por R$40.000, 00
Todas as despesas foram registradas ao longo do tempo. As revisoes sempre
foram realizadas na concessionaria e a quilometragem totalizou 100.000km em
45 meses. Consultando a tabela ﬁpeE-], o valor do automével apos os 45 meses
estava em torno de R$ 33.340, 00 para vender no particular, pois para negociar
na concessionaria na troca de outro seria aproximadamente R$ 29.000, 00 o que

representa 13% a menos.

Organizamos os custos com combustivel, IPVA, seguro obrigatorio, licencia-
mento, seguro particular e revisao, separados por ano: 2015, 2016, 2017 e
2018.

— Janeiro de 2015 até Dezembro de 2015: R$13607,00 ao ano ou aproxi-
madamente R$ 1133,91 ao més.

— Janeiro de 2016 até Dezembro de 2016: R$ 10918, 00 ao ano ou R$ 909, 83

a0 mes.

10Fste preco é correspondente ao ano de 2015. O mesmo veiculo esta sendo vendido em 2018
por R$41.990,00, um aumento de 4, 975%.

1A Tabela Fipe expressa precos médios de veiculos no mercado nacional, servindo apenas como
um parametro para negociagoes ou avaliagoes. Os pregos efetivamente praticados variam em fungao
da regiao, conservagao, cor, acessorios ou qualquer outro fator que possa influenciar as condigoes
de oferta e procura por um veiculo especifico.
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— Janeiro de 2017 até Dezembro de 2017: R$8367,00 ao ano ou R$697, 25

a0 mes.

— Janeiro de 2018 até setembro de 2018: R$ 607, 87 ao més.

Agora, vamos apresentar todas as despesas que esse automovel gerou para o

proprietario no periodo de 3 anos e 9 meses.

[tem Custo
IPVA R$ 3.818,00
Seguro obrig.+ Licenc. | R$ 907,00
Seguro particular R$ 6.139,00
Revisao R$ 4.371,00
Lavagem R$ 265 ,00
Pneu R$ 500,00
Estacionamento R$ 82,00
Combustivel R$ 23.010
Custo de oportunidade | R$ 12.356,32
Depreciacao R$ 6.660,00
Pedagio R$ 647,00
Outros R$ 500,00

Tabela 3.4: FONTE:arquivo pessoal do autor

Somando todas as despesas apresentadas na tabela, temos um custo total de R$ 59.255, 32
para rodar 100.000km num periodo de 45 meses. Isso corresponde a um valor mé-
dio de aproximadamente R$ 1.316,78 por més. Dividindo o custo total pela qui-
lometragem obtemos um custo de aproximadamente R$ 0,60 por cada quilometro
rodado. Em relagao ao valor inicial do automoével, o custo com IPVA nesse pe-

3.818
riodo foi de 10,000~ 9,5%; seguro obrigatorio

6.139 4.371 723.010
10,000 ~ 15, 3%; revisao 10.000 ~ 11%; combustivel 10.000

foi aproximadamente 16, 6%.

3.3.2 Discussao

Do ponto de vista financeiro, manter um automoével pode nao ser a melhor op¢ao,
porém dependendo das condigoes de vida, trabalho e outros, ter o automoével pode

ser algo necessario. E preciso apenas estar atento ao custo que esse veiculo vai
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proporcionar para saber se realmente encaixa dentro do or¢camento. As despesas
apresentadas podem sofrer variacoes, dependendo do uso e perfil de cada motorista,
modelo e ano do carro e outros custos adicionais. Analisando as tabelas de des-
pesas, percebe-se no Caso 1, que o valor apresentado do seguro particular foi de
R$2.400, 00, o que corresponde ao dobro do Caso 2, 20% a mais que o Caso 3 e mais
que o dobro apresentado no Caso 4. O custo com estacionamento também pesou nas
simulagoes dos trés primeiros casos. No video postado pelo Canal Primo Rico, foi
considerado R$6.000, 00 em estacionamento. No Caso 4, devido a realidade pessoal
e a facilidade de encontrar estacionamento gratuito, as despesas foram de R$ 82, 00.
De modo geral, o combustivel corresponde a uma das maiores fra¢oes do custo para
se manter o automovel, sendo que no Caso 4, correspondeu a 57, 5% do preco inicial
do automovel e 38% de todas as despesas no periodo 45 meses. Quanto mais quilo-
metros rodados, maior serao as despesas, porém, os custos fixos serao distribuidos
por essas quilometragens, o que faz o valor do quilometro rodado ficar menor. Desta
forma, a pergunta “quanto é gasto por més’ esconde muita coisa. Assim, vamos

apresentar o valor do quilémetro rodado:

e Caso 1. R$1,33 por quilometro rodado
e Caso 2. R$2,11 por quilémetro rodado
e Caso 3. R$2,25 por quilometro rodado

e Caso 4. R$0,60 por quilometro rodado

Comparando os casos apresentados, o custo do quilémetro rodado no Caso 1
¢ praticamente o dobro do caso 4, enquanto o Caso 2 e 3 sao bem préximos de
3,5 vezes o custo do Caso 4. Percebemos que as simulacoes dos videos apresentam
custos mais altos e distancias percorridas bem menores em relagao a situagao real
apresentada no Caso 4. Sao vérios fatores que interferem nos custos para se ter e
manter um automovel e nao ha uma tnica resposta certa no que se refere a comprar
ou nao um automoével, porém, existe a pergunta certa: “Qual é o valor do quilémetro
rodado?”

3.4 Automoével: Pagar para ter ou pagar para usar?
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Anotar as despesas geradas pelo automovel é fundamental para perceber o quanto
ele pesa no orcamento, porém, e isso pode até mudar a opiniao sobre o sonho do carro
proprio. Vamos deixar claro que os valores apresentados nas simulagoes anteriores
variam muito de acordo com o modelo do automovel, quantidade de quilometros
que sera rodado,caracteristicas regionais, etc. E possivel ter um automoével e néo
contratar o seguro particular, fazer a limpeza em casa e nao no lavador. O preco do
seguro depende da idade do motorista, do modelo do carro e alguns outros fatores.
A maneira como se dirige pode provocar um desgaste maior no veiculo e encarecer a
revisao. Os valores de estacionamento também dependem muito da regiao em que a
pessoa utiliza o automovel. Quem busca realizar um empréstimo, deve estar atento
nao apenas a taxa de juros ou ao valor da parcela, mas sim, ao custo efetivo total. E
A seguir vamos apresentar duas simulag¢oes de financiamento. O custo efetivo total,
as taxas de juros, tarifas, pagamentos a terceiros, seguros, impostos podem variar
de acordo com ano do veiculo, marca, valores, prazos e demais condigoes escolhidas

pelo cliente.

1. Simulagao de financiamento pelo Banco A.

R$40.000 & vista ou entrada de R$24.000,00 mais 48 parcelas fixas. Vamos

calcular o valor das parcelas sendo que neste caso, o CET ¢é de 2,432210% a.m.

1— (1 + taxa de juros>—m’1mero de meses

taxa de juros

Valor financiado = - Valor da prestacao

1 — (1,0243221)~48
0, 0243221 '

16000 x 0, 0243221

1— (1,0243221) %8 —

. P = 568,55

16000 =

O valor final a pagar por esse financiamento ¢ de R$51.290,40, o que cor-
responde a R$11.290,40 de juros. Neste caso, ao final de quatro anos, vocé
teria desembolsado R$51.290,40 por um carro de R$40.000, 00 cujo valor de
mercado segunda a tabela FIPE seria aproximadamente R$ 29.000, 00.

12Custo efetivo total (C.E.T.) quer dizer custo efetivo total. Ele mostra quanto serd o valor
final do empréstimo. Nem sempre a menor taxa serd a melhor opgao. O C.E.T. inclui os juros,
[.O.F,seguro do financiamento, taxas de aberturas de conta e varias outros encargos que pesam no
final do financiamento
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2. Simulagao de financiamento pelo Banco B.

R$40.000 & vista ou entrada de R$24.000,00 mais 48 vezes de R$601,17.
Nesta situacao o CET ¢ de 39,28% a.a.

Note que neste caso, o CET estd ao ano, e de maneira ingénua, poderiamos
pensar que ao dividir os 39, 28% por 12 meses terfamos a taxa equivalente ao
més, podendo comparar com a simulacao anterior. Mas nao é bem assim. Os
39, 28% foram formados a partir do célculo da equagao (1+4)'? = (1,3928), que
corresponde a i = 2,8%a.m. Isto quer dizer que uma capitalizacao mensal de
i = 2,8% durante 12 meses corresponde a um tnico aumento de 39,28%. Em
linguagem matemética temos (1 + taxa que quero)'? = (1 + taxa que tenho).

Nesta situacao, o valor final do financiamento ¢ de R$ 52.856, 16.

Por outro lado, quem nao pretende encarar o caminho do financiamento, pode

optar em alugar um automovel.

Consultamos alguns sites e empresas de locagao a fim de verificar a viabilidade

do aluguel.[Valores de referéncia: 2° semestre de 2018].

1. Locagao convencional pela empresa IGUFOZFE].
Foram consideradas 365 diarias no valor de R$ 72, 00, totalizando R$ 26.280, 00

ao ano mais R$ 16.016, 00 de protecao parcial + terceiros + aos ocupantes do
veiculo, totalizando R$42.296,00 ao ano. Isso corresponde a R$3.524, 66 por
més. Para locacao mensal, essa é uma opgao inviavel se comparado com os
custos gerais para se ter um automovel popular. Nesta simulacao nao identi-

ficamos o limite de quilometragem.

2. Simulagio de locagdo pela plataforma Movida mensal flex™]

Mensalidade média de R$1.662,09. Neste pacote esta incluso uma franquia
mensal de 2000km. Para aproveitar 100% da quilometragem, o custo com
combustivel seria em torno de R$500,00. Isso gera um custo de R$ 1,08 por

quilémetro rodado.

3. Locacao a longo prazo pela empresa IGUFOZ para pessoa juridicaE] O valor
do aluguel & R$930,00 mais R$229,00 de seguro. Isto corresponde a uma

13Simulacao realizada em 21/12/2018 no site www.igufoz.com.br
HMSimulagao realizada em 21,/12/2018
15Qrgamento realizado por vendedor responsavel e encaminhado por email.
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franquia mensal de 2000km por um custo de aproximadamente R$ 1.159, 00 ao
més ou R$ 0, 58 por quildmetro sem considerar o combustivel. Cada quilémetro
excedente custa R$0,75. Considerando R$ 500, 00 o custo com combustivel, o

quilémetro rodado fica em torno de R$0, 82.

A seguir, vamos apresentar a comparacao entre despesas geradas quando se ad-
quire um veiculo de R$40.000,00 nas condicoes a vista, financiado e alugado. Os
valores correspondem a despesas relativas ao primeiro ano, com quilometragem ro-

dada de 24.000 km.

e Veiculo comprado

Aquisigao a vista | Aquisi¢ao financiada

Valor R$40.000,00 R$24.000,00

Ipva, licenciamento, | pe; 505 R$1.505,00

Seguro obrigatorio

Parcelas R$6.822.60

Seguro R$1.664,00 R$1.664,00
Depreciacao R$6.000,00 R$6.000,00

Custo de oportunidade | R$2.976,00 R$2.976,00

Revisao R$1.402,00 R$1.402,00

Total de despesas R$13.547,00 R$19.179,60

Tabela 3.5: Custo anual com a aquisigao

e Veiculo alugado

Empresa Valor da assinatura
IguFoz RS 42.296,00
Movida R$ 19.945,00
IguFoz CNPJ | R$ 13.908,00

Tabela 3.6: Custo anual com a locacao

Podemos perceber que, os valores do aluguel para pessoa fisica ainda sao altos
se comparado ao custo para quem compra e mantém o automoével. A opgao de
aluguel mais em conta é o plano empresarial, porém, nessa modalidade, ¢ montado
um processo de pedido para a locadora que faz uma andlise da viabilidade para

efetuar a locagao. As despesas geradas pela aquisi¢ao a vista e pelo aluguel CNPJ
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sao basicamente as mesmas, com a vantagem do aluguel por nao precisar dispor dos

40 mil reais necessarios para a aquisicao do veiculo.

3.4.1 Discussao

Quem pretende obter o veiculo financiado, se escolher a primeira simulacao ira fa-
zer menos R$ 1.500,00 em pagamentos. Portanto, o custo mensal serd o valor das
parcelas de R$ 568, 55 mais as despesas gerais que podera variar de R$ 253, 0019 até
R$2.020,23""} Na pior das hipéteses é necessario disponibilizar R$ 821, 55 por més

para deixar o automoével parado na garagem de casa sem seguro particular.

Por outro lado, com o valor da entrada de R$24.000, 00 seria possivel comprar
carros, como por exemplo um Volkswagen Gol, Fiat Siena, Renault Clio e varios
outros de ano 2013, que dependendo do estado de conservagao seria uma boa opgao
para quem nao quer pagar juros. Realizando 48 depodsitos mensais de R$ 568, 55
numa conta poupanca que rende em torno de 0,6% a.m. renderia aproximadamente
R$4.416, 28 de juros, resultando num total acumulado de R$ 32.275, 23.Levando em
conta a desvalorizacao do automével de 24 mil durante os quatro anos, seria possivel
revender por R$15.746,17. Este valor somado ao valor poupado possibilitaria a
compra a vista de um automovel no valor de R$48.021,23. Sabendo que nesse
periodo de 4 anos um automoével que era vendido por 40 mil reais foi reajustado
para 42 mil seria possivel fazer uma economia de aproximadamente R$6.021,23. E
claro que se encontrar um bom plano de investimento com rendimentos melhores que
a poupanca, a lucratividade é maior, e a aquisicao do carro zero pode ser realizada

num tempo menor.

E se vocé optasse em aplicar os R$24.000, 00 na poupanca,fazendo os aportes de
R$568, 55,teria um montante no valor aproximadamente de R$63.500,21. Porém,
durante esses 4 anos, seria necessario ir ao trabalho e passear com a familia de

onibus, taxi ou aplicativo.

Agora, para quem é empresario, o sistema de aluguel vale a pena pois o valor que
seria gasto na aquisi¢ao do automovel pode ser usado para investimento na empresa,

mas tem um detalhe, é muito dificil ficar com o automovel durante um ano e impedir

16Foram considerados apenas custos fixos que ndo dependem do uso que faz do carro e que
paga mesmo que esteja parado. Utilizamos os valores da situagao real para estimar este valor.
Consideramos os valores do IPVA, seguro obrigatoério, licenciamento e depreciagao

17Simulacdo 3. O Primo Rico; Este valor pode ser maior, pois depende do modelo e do uso do
automovel
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arranhoes e amassados, por isso, é importante estar atento no momento do contrato,
pois nas letras mitdas estarao os valores das franquias. Pode ser que, um amassado
ou risco no para-choque, que poderia muito bem ser resolvido com um martelinho
de ouro e um polimento, seja cobrado como um para-choque novo, aumentando o

custo total.

Mas como todos sabem, o automével proporciona conforto, liberdade para ir e

vir no tempo que a pessoa quiser.

3.5 Vale a pena trabalhar de uber?

Trabalhar em parceria com a Uber, conectando pessoas de forma répida, eficiente
e renovando o conceito de mobilidade urbana pode ser uma oportunidade para con-
seguir renda extra no tempo que quiser(UBER,2018). Porém, é necessario atengao
na hora de anotar as despesas para que no final das contas nao se tenha que pagar
para trabalhar. Os ganhos com a Uber podem variar de acordo com a demanda,
dias, horarios e lugares das viagens. A Uber é uma empresa de tecnologia que es-
tabelece a conexao entre motorista e passageiro através de um aplicativo. Em seu
website esclarece que nao é empresa de transporte e nega ser um servigo de carona

remunerada.

Em relacao aos ganhos, o motorista recebe um prego base por viagem, somado a
um valor por tempo e distancia da viagem, além de outros valores como pedégios,
preco dindmico e promogées{r_g]. O preco base e os valores por tempo e distancia
variam por cidade e produto. Para nossos célculos, vamos considerar os valores rela-
cionados ao UberX |valores de referéncia: out/2018| na regiao de Foz do Iguagu, que
consiste em R$ 1, 10 por quilémetro rodado mais R$ 0, 15 por minuto. Para o célculo
do tempo, vamos considerar uma média de 25km/h. N&o estamos considerando o
preco dinamicd™] e nenhum outro tipo de bénus que possa ser pago ao motorista.
Todas as nossas analises podem variar de motorista para motorista, quanto para
municipios.

Considerando os custos para se manter um veiculo apresentados anteriormente

neste trabalho, vamos analisar a viabilidade e possiveis faturamentos obtidos pelos

18Ver https://www.uber.com/pt-BR/drive/resources/ganhos/
9Preco dinamico é um fator de acréscimo que muda de acordo com a procura pelo servico
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motoristas colaboradores UberX.

1. Motorista Uber que trabalha com veiculo proprio, modelo Ford Ka apresentado

no caso 4.

Distancia percorrida: 100.000 km ao ano
Receita: R$ 128.000, 00

Repasse para Uber: R$32.000, 00

Despesas para manter o automovel:R$ 59.255, 32
Lucro de R$36.774, 68

O valor mensal recebido pelo motorista vai depender da demanda de sua regiao
e de quanto ele trabalha por dia. E possivel fazer 100.000 km em corridas du-
rante um ano e seu rendimento médio liquido sera de R$ 3.064, 05 por més. De-

vido aos seméaforos e congestionamento, vamos considerar a velocidade média

100.000%
de 25km /h para se transitar na cidade. Dessa forma, 4,000 horas
25km/h

por ano, 333,33 horas por més ou um tempo de trabalho equivalente a
aproximadamente 11 horas diarias. E claro que se considerarmos valo-
res dinamicos e outros bonus, a arrecadacao sera maior se trabalhar o mesmo

tempo, ou o tempo de servigo sera menor para obter o mesmo rendimento.
2. Motorista Uber com carro da locadora Movida (locagao diaria com prazo de
30 dias) e limite de quilometragem.
Distancia percorrida: 24.000 km ao ano.
Receita: R$ 30.720, 00
Repasse para Uber: R$7.680, 00
Despesa: R$25.920, 00
Prejuizo: R$2.880, 00
Essa opg¢ao com limite de 2.000km por més para trabalhar de Uber nao é
viavel, pois o motorista nao conseguiria arcar com as despesas do automovel.
3. Motorista Uber com carro proprio no valor de R$40.000, 00 financiado.
Distancia percorrida: 24.000 km ao ano.

Receita:R$ 30.720, 00

51



Repasse para Uber: R$7.680, 00
Despesas com o automovel:R$ 24.699, 60
Prejuizo:R$ 1.659, 60

Com o carro financiado, rodar apenas 2000km ao més implica em prejuizo.
Acreditamos que o financiamento nao é uma boa ideia para quem pretende
iniciar como motorista por aplicativo, pois imprevistos poderao acontecer e

dificultar o pagamento das despesas, inclusive das prestacoes do financiamento.

4. Motorista Uber que trabalha com veiculo alugado de terceiros.
Distancia percorrida: 7.000 km ao més.
Receita: R$8.960, 00
Repasse para Uber: R$2.240, 00
Despesas com aluguel:R$ 2.000, 00
Despesas com combustivel: R$1.610, 00
Lucro:R$ 3.110, 00

O tempo de trabalho necessario para rodar 7 mil quilémetros considerando
uma velocidade média de 25km/h é de aproximadamente 9 horas por dia.
Trabalhar de motorista Uber com a modalidade de aluguel de pessoa para
pessoa ¢ a melhor opcao. Neste caso, o aluguel do veiculo ¢ 2 mil reais com
limite de quilometragem de 7 mil quilometros e o tinico custo para o motorista
além do aluguel é o combustivel. Podemos observar que, nesta modalidade o
motorista trabalha menos e ganha mais em relagao primeiro caso apresentado
em que o motorista é o proprietario. Existem casos em que, os proprietarios
e motoristas dividem em parte iguais a despesa com manutencao, entao, os

valores com despesas aumentam e consequentemente, o lucro diminui.

3.5.1 Locagoes especiais para aplicativos

As empresas de locagao de veiculos criaram modalidades para as pessoas que desejam
trabalhar como motoristas de aplicativo. Esse tipo de locacao exige alguns pré-

requisitos:
e Habilitacao com pelo menos 2 anos de emissao
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e Ser maior de 21 anos
e (Cadastro aprovado na plataforma Uber Driver

e Comprovante de residéncia (agua, luz, telefone fixo ou contrato de aluguel)

1. A empresa IguFoz oferece um pacote especial para motorista de aplicativo

por R$1.490,00 mensais com limite de 5.000 km rodados. Essa quilometra-
gem exige uma média de trabalho de aproximadamente 6,6 horas por dia.
Desta forma, tomando como parametro as tarifas de R$ 1, 10 por km e R$0, 15
por minuto o motorista tem a possibilidade de arrecadar aproximadamente
1,10 - 5.000 + 0,15 - 400 = R$5.560,00 mensais. Descontando R$1.150, 00
de combustivel,R$ 1.490,00 de aluguel e R$1.390,00 de repasse para Uber,
um motorista nestas condigoes terda um faturamento de aproximadamente
R$1.530,00. Esses valores podem sofrer variacoes de acordo com a procura

pelo servigo. taxas municipais entre outros fatores.

. A empresa Localiza nao disponibilizou ainda o servigo de locacao para apli-
cativo na cidade de Foz do Iguagu. Entao, fizemos algumas consideragoes em
relacao ao Municipio de Maringa. O aluguel mensal para 5.000 km pela Loca-
liza & de R$1.441,50. As tarifas utilizadas para os célculos foram de R$1, 12
por km e R$0,24 por minuto. Considerando uma distancia média percor-
rida de 25km a cada hora, a arrecadagao do motorista seria aproximadamente
1,12-5.0004-0, 24-400 = R$5.696, 00. O saldo final descontando o combustivel,

aluguel e repasse para a Uber ¢ de aproximadamente R$ 1.680, 50.

3.5.2 Discussao

Um pessoa que estd desempregada e pretende trabalhar de Uber, dificilmente tera

um bom dinheiro para dar de entrada num financiamento. Com sorte ele consegue

comprar o carro sem entrada ou com baixo valor de entrada, o que gera prestagoes

entre R$1.100,00 a R$1.400,00 por més, parcelados em 48 meses ou até 60 meses.

Além das prestagoes, é preciso contar as despesas anuais que podem variar, chegando

a 15 mil reais por ano. O motorista roda o primeiro ano tranquilo, obtendo ganhos

que sao suficientes para pagar a prestacao, o seguro, o ipva, manutenc¢ao, multas e
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outras taxas. No segundo ano, o carro esté acima dos 100 mil quilémetros rodados,
mas se estiver bem cuidado e com manutencoes em dia continuaré obtendo ganhos
suficientes para honrar com os compromissos. A partir do terceiro ano, o veiculo
ja passa de 200 mil quilometros rodados e pode ser que comece dar problemas
com manutencoes mais caras. Nestes casos o motorista pode comegar a atrasar as
parcelas ou ter que vender o carro. Com sorte, o valor recebido pela venda é o
suficiente para terminar de quitar o saldo restante do veiculo, porém, no terceiro
ano, se o carro estiver deteriorado, mesmo vendendo nao sera suficiente para quitar
o saldo restante. Assim, o motorista continua rodando e espera o banco efetuar uma
campanha para renegociar a divida ou no pior das hipoteses, espera ser parado em

uma blitz para busca e apreensao do veiculo.

Portanto, para quem nao tem carro préprio, nao vale a pena fazer financiamento
para trabalhar com aplicativo, pois a demanda pelo servico pode nao ser suficiente
para cobrir as despesas necessarias, e isso pode transformar uma boa oportunidade
em um grande problema. Neste caso, é vantajoso trabalhar com a modalidade de
locagao pois as despesas de manutencao sao do locatario. O motorista precisa se
preocupar apenas com o combustivel e o valor da assinatura do veiculo, e caso desista

desse trabalho, basta devolver o carro e nao tera boleto de financiamento a pagar.

Os proprietéarios de automoveis particulares alugam seus carros por valores que
variam em torno de R$2.000,00 por més, com limite 7.000 km rodados por més.
Neste caso, as despesas de impostos e manutencao sao por conta do proprietario
ou proprietario e motorista. O proprietario por sua vez, separa mensalmente em
torno de R$1.000, 00 para despesas com manutengao, impostos e protegao veicular.
Para baratear os custos, as manutencoes sao feitas fora das concessionarias e sao

utilizados servicos de protecao veicular de cooperativas.

O aluguel de terceiros é bom principalmente para o locador que tem restricao no

nome e dificilmente conseguiré aprovacgao para financiamento.

Os ganhos dos motoristas parceiros variam de acordo com o seu planejamento
de quando e onde dirigir, entao ¢ dificil ter um valor exato, porém, como vimos
nas situacoes apresentadas, trabalhar com aplicativos pode ser uma boa opcao para
quem procura uma renda extra. Vale a pena destacar que um automoével de 40 mil
ou um de 25 mil vai proporcionar a mesma rentabilidade, desde que estejam em bom

estado e sempre revisado.

Neste capitulo, num primeiro momento o objetivo é ajudar a resolver o problema
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do cidadao. A escolha entre comprar a vista ou parcelado, financiar um automovel
ou alugar, trabalhar como motorista de aplicativo, requer algumas anélises que o
uso de ferramentas mateméticas podem ajudar nas melhores escolhas. O cidadao
aceita trabalhar como motorista de aplicativo sem saber quais variaveis devem ser
levadas em consideracao na hora de calcular quanto custa o quilometro rodado do
automodvel. Queremos mostrar que a matematica pode contribuir na hora de analisar

e tomar decisoes.

Os assuntos trabalhados neste capitulo também nos levam a refletir sobre o
tempo de trabalho dos motoristas e sobre a porcentagem que lhes é cobrado pelo
uso do aplicativo. Infelizmente, o desemprego em alta no pais faz com que motoris-
tas passem grande parte do dia dirigindo motivados pela necessidade individual de
quem tem contas a pagar. Desta forma, a apropriagao privada de desenvolvimento

tecnologico leva a concentragao de renda e aprisionam os individuos.
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CAPITULO 4

UMA ANALISE CRITICA SOBRE OS NUMEROS

Vivemos em uma sociedade que valoriza muito os niimeros e as estatisticas. As
grandes empresas de marketing, e até mesmo o governo usam os nimeros para
dar respaldo aos discursos.(SKOVSMOSE,2007). Até nas conversas informais, as

pessoas usam a matematica para reforcarem suas declaracoes.

A seguir, apresentaremos algumas situacoes que podem ser colocadas em sala
de aula no intuito de mostrar como a falta de conhecimento em matematica podem

induzir interpretacgoes equivocadas.

4.1 O ntmero que parece ser mas nao é

Muitos paranaenses nao entenderam o verdadeiro reajuste no valor do Imposto sobre
a Propriedade de Veiculos Automotores (IPVA) do Estado do Parana em 2015. A
aliquota foi reajustada de 2,5% para 3, 5%.

Vamos destacar que o acréscimo de 1% nao representa um aumento de 1% no

valor do IPVA.

Para compreensao do leitor, vamos simular o valor do imposto de um automével
popular no valor de R$40.000,00. Podemos notar na tabela abaixo que o valor do
imposto passou de R$ 1.000, 00 para R$ 1.400, 00.
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Valor do automovel aliquota do IPVA  Valor do imposto
40000 2.5% 1000
3,5% 1400

Tabela 4.1: Comparacao do Ipva antes e depois do reajuste

Para identificar em termos percentuais o reajuste dado, basta calcular a equacao

2,5% - (14+14) = 3,5% em que (1+i) é o fator de acréscimo. Isolando a taxa i temos

0,035

= ——— —1=0.4=140
"7 0,025 ’ %
. i 400 _
Portanto, o aumento no valor do imposto foi de 1000 = 40% e nao de 1%.

Outra “manipula¢ao” nos ntimeros que ocorre com bastante frequéncia pelas em-
presas para tentar camuflar o aumento do prego de seus produtos, é a reducao do
peso deles. Por exemplo, uma caixa de bombom teve o peso reduzido de 332g para
289, 2g, enquanto o preco passou de R$ 7,99 para R$ 7, 19. Para identificar se de fato
houve uma reducao no preco do produto, é necessério calcular qual foi a variagao

percentual do preco do quilo do produto. Isto é.

R$ 7,99, 00
0, 332kg
R$7,19
0, 289kg

Assim, apesar da aparente reducao, o preco subiu R$0, 81 por quilo, o que corres-

R$ 24,06 /kg

~ R$24,87/kg

ponde a um aumento de 3, 36%.

Uma noticia que nao agradou os Paranaenses em 2017 foi a mudanga na tarifa
de 4dgua da Sanepar. O Jornal Gazeta do Povo apresentou a noticia com o titulo
“Sanepar corta pela metade o consumo minimo de dgua. Mas tarifa cai apenas 10%”.
Num primeiro momento pode-se pensar que houve uma diminui¢ao no prego, porém,
nao foi isso o que aconteceu. Antes da mudanca, a tarifa residencial normal era de

3

R$ 33,74 para o consumo minimo de 10m”. Com a mudanca, o consumo minimo

passou a ser 5m?3 por R$ 32, 90.

Para o volume minimo de 10m?, cada metro ctbico custava R$3,374. Apos a
mudanga, cada metro ciibico passou a custar R$ 6, 58. Considerando a tabela antiga
como perfodo-base, a quantidade de dgua caiu pela metade (50%) enquanto o prego

do m? praticamente dobrou.
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Quantidade Até 5m® 6 a 10
Valor R$32,90 R$1,02/m?

Tabela 4.2: Tarifa residencial normal

A familia que mantiver o consumo de 10m3, gastara R$38,00. Esse aumento
representa 12, 62%, o que corresponde a R$4, 26 por més ou R$51, 12 ao ano.

Para consumir 7m?, o valor gasto seria de R$ 34, 94, isto é, um valor mais caro

3. Porém, a Agéncia Reguladora do

do que se pagava pela tarifa minima de 10m
Parand, autorizou um aumento de aproximadamente 8,53% no valor da tarifa, o
que permitiu aumentar de R$33,74 para R$36,61 a tabela do sistema antigo e
assim, usar como parametro para justificar uma possivel economia pelo novo for-
mato. Assim, é possivel afirmar que 7m? por R$ 34, 94 é mais barato que 10m? por

R$ 36, 61.

Até janeiro de 2019, a Sanepar possufa 3.375.534 tarifas residenciais normaid’] A
tabela de saneamento bésico VigenteE] para categoria residencial normal é de R$ 34, 58
até 5m3. Supondo um consumo de 10 m? para todas as residencias com tarifas nor-

mais, o pequeno e singelo aumento de R$ 4, 26 implicaria numa arrecadacao adicional
de R$ 14.379.774, 84 por més.

Destacamos que noticias de jornais, revistas e informagoes de interesse da socie-
dade, quando levadas para a sala de aula de matemética, promovem a investigacao
de variaveis e geram debates. Com o uso de ferramentas matematicas elementares
é possivel explorar pontos de vista que ajudam a compreender melhor as situagoes

analisadas.

4.2 Reforma da Previdéncia: Sistema de capitaliza-
cao é de fato sustentavel?

O congelamento dos gastos publicos para os préoximos 20 anos teve como objetivo

frear a trajetoria de crescimento dos gastos e tentar equilibrar as contas publicas.

Segundo Dweck et al.(2018), o governo vende a ideia de que o Brasil vai voltar a

crescer e que vai ajustar as contas fiscais, mas no fundo esté fazendo o desmonte do

Ver http://site.sanepar.com.br/a-sanepar /sanepar-em-numeros
2Para ver outras tarifas, acessar http://site.sanepar.com.br/clientes/nossas-tarifas
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estado social. O intuito é beneficiar aqueles que nao querem financiar via impostos o
estado social e os setores econémicos privados que querem abocanhar servicos como
saude e educacao possibilitando geracao de lucros. Quem perde com isso é a popula-
¢ao mais pobre, pois sao eles quem mais usufruem dos servigos publicos. Desde 1988
o Brasil vive um pacto de solidariedade social onde através de um acordo a sociedade
aceitou arcar com os custos dos problemas sociais que ocorrem (BRASIL,1988). Se
alguém tiver uma doencga grave, a sociedade arca com esse problema, independente
se a pessoa é pobre ou rica. Para Rossi (2016), é possivel optar por um pacto onde
é cada um por si, mas isto é uma opcao social que precisa passar por um debate
e pelas urnas, pois o que observa-se € uma mudanca do projeto de pais, ou seja,
¢ a reorganizacao de um pacto social sem a participagao da sociedade. O mesmo
observa-se em relacao a reforma da previdéncia. Alguns economistas afirmam que
garantia de crescimento dependem do teto de gastos e da reforma da previdéncia
socia]ﬂ. A previdéncia social € um seguro em que o trabalhador participa a partir de
contribui¢oes mensais. O objetivo dessa contribuicao é garantir a aposentadoria do
trabalhador. Os trabalhadores que tém carteira assinada sao filiados a previdéncia
automaticamente e quem trabalha por conta propria precisa se inscrever e contribuir
mensalmente. Nao pagar a contribuicao mensal durante o periodo exigido ao INSS
implica em nao ter direito de se aposentar. Além da aposentadoria, o INSS dispoem
de beneficios como aposentadoria por idade, por tempo de contribuigao, por invali-
dez, aposentadoria especial, auxilio doenca, auxilio acidente, auxilio reclusao, pensao
por morte, pensao especial, salario maternidade e salario familia. Para os servidores
publicos existem sistemas de contribuig¢ao que sao gerenciadas por estados e munici-
pios. O custeio financeiro determinado & manutencao das prestagoes da seguridade

social partem dos empregados, empregadores e impostos.(IBRAHIM,2007).

O tema Reforma da previdéncia foi uma das grandes bandeiras do governo do
ex-presidente Michel Temer, que investiu em campanhas publicitarias para mostrar
a necessidade da reforma da previdéncia. Com o slogan “Previdéncia: reformar hoje
para prevenir o amanha”, numa maneira alarmista, o governo tentou convencer a

todos de que a previdéncia social gera prejuizo e a reforma é necesséria.

Propaganda lﬂ Para quem jd se aposentou ou ja cumpriu os requisitos para se

3Matéria extraida do site www.economia.uol.com.br reforma-da-previdencia-e-teto-de-gastos-
garantem-crescimento, acesso em 5 out.2018

4Reforma da Previdéncia: Rumo ao Estado de mal-estar social. Adunicamp 2017.
www.youtube.com/watch?v="7j3pxnrdNfM acesso em 05 out.2018
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aposentar, a reforma da previdéncia nao muda nada. A reforma € necessdaria, isso

sim, para garantir que vocé continue sua aposentadoria e os beneficios no futuro.

Propaganda ﬂ Quando eu pago a previdéncia todo més, estou pagando a minha
aposentadoria? Resposta: Nao, a previdéncia ndo € uma conta individual, € uma
rede de prote¢cao aos trabalhadores, na qual quem esta trabalhando paga a aposen-
tadoria de quem se aposentou, bem como beneficios como saldrio maternidade e o
saldrio familia.

Propaganda 3@ E verdade que se nio houwver a reforma da previdéncia a inica
maneira de garanti-la € o aumento dos impostos? Resposta: E verdade, se a reforma
nao for feita para resolver esse rombo que cresce a cada ano, nao vai ter dinheiro

para pagar as aposentadorias e beneficios.

O governo diz com convicgao que o problema fiscal no Brasil é a previdéncia o que
causa medo, intimidacao e leva a entender que nao ha outras saidas ou solugoes para
a questao fiscal no pais. Para Vianna (2017), o governo deveria enfrentar questoes

como: Pagamento de juros, desoneragoes ﬁscaisﬂ e sonegacao.

De novembro de 2017 a novembro de 2018, os juros nominais acumulados atin-
giram R$ 385, 6 bilhdes (5,64% do PIB)Fl O governo gastou com a previdéncia em
2018 em torno de 629,23 bilhoeﬂ. Em 2017, o governo abriu mao de 354,7 bilhoes
com renuncias fiscais que ele concede a grupos econémicos. Entre Janeiro e junho
de 2018 o pais deixou de arrecadar R$ 29, 666 bilhoes, sendo que aproximadamente
6,239 bilhoes corresponde a desoneragao da folhaH. S6 na primeira quinzena do
més de janeiro de 2019 o governo deixou de arrecadar em torno de 24 bilhdes com
a sonegacao de impostoﬂ A sonegacgao causa um impacto grande na divida da

unidao. Um trabalho de combate as distor¢oes na concessao de beneficios, registrou

SReforma da Previdéncia: Rumo ao Estado de mal-estar social. Adunicamp 2017.
www.youtube.com/watch?v=kw2yxkwtdMo acesso em 05 out.2018
6Reforma da Previdéncia: Rumo ao Estado de mal-estar social. Adunicamp 2017.

www.youtube.com/watch?v=Hs1WsSTOfNo acesso em 05 out.2018

"As desoneracdes de impostos e contribuicdes — rentincias tributéarias que a Receita Federal
nomeia como gastos tributarios — passaram a vigorar, para diversos setores econdémicos, a partir
de 2009. Gradativamente foram se ampliando e, em 2011, o plano Brasil Maior incluiu, entre as
renuncias, a desoneragao da contribui¢ao previdenciéria incidente sobre a folha de pagamentos para
alguns setores economicos (Vianna, 2017)

8Para maiores informagoes, ver https://www.bch.gov.br/estatisticas/estatisticasfiscais

9Para maiores informagdes, ver http://www.portaltransparencia.gov.br /funcoes,/09-
previdencia-social7ano=2018

0Ver https://impostometro.com.br /Noticias/Interna?idNoticia=259

Hhttp: / /www.quantocustaobrasil.com.br/ acesso em 16 jan. 2019
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uma economia de R$ 463 milhées aos cofres publicos/?]

Ao somar 385 bilhoes gastos com juros aos 354 bilhdes gastos com as desonera-
¢oes, mais as perdas com sonegagoes, obtém-se um valor que supera os gastos com

a previdéncia em 2018, porém, o discurso ¢ apenas sobre a quebra da previdéncia.

Atualmente, pelo menos 82%@ dos idosos tem como fonte de renda a previdéncia
social. Para Vianna (2017), a reforma da previdéncia proporcionara a extingao do
direito & protegao na velhice. Segundo IBGE, 40% dos trabalhadores brasileiros
estao na informalidade e esse nimero é ainda maior na regiao do nordeste. A
equipe do atual governo defende o regime de capitalizagao como uma proposta de
reforma da previdéncia. Neste modelo, os contribuintes passam a contar apenas
com aquilo que pagaram, nao ha solidariedade, ou seja, uma pessoa nao paga pela
aposentadoria da outra. Com essa reforma, quem sera prejudicado? Serd que o

sistema de capitalizacao é sustentavel?

Vamos simular uma situacao em que o trabalhador aplicara 11% de seu salario

por 35 anos a taxa de 0,41% a.m.
1 = taxa de investimento real.
S = salario.
0,11 -5 = valor da contribuigao.

Primeiramente, vamos calcular o montante gerado durante 35 anos (420 meses)

0,115(1,0041) 4+ 0,115(1,0041)* + 0,115(1,0041)% + - - +0,115(1,0041)**°
Colocando 0,115 em evidéncia temos

1,0041(1,0041420 — 1)
0,0041

0,118 = 1112 vezes 11% do salario

Note que, temos 1112 parcelas correspondentes a 11% do salario, que equivale

aproximadamente a 123 vezes o salario inteiro.

Vamos calcular por quanto tempo esse trabalhador tera sua aposentadoria le-

vando em consideragao que o valor resgatado mensalmente sera 100% do salério.

2http: / /www.previdencia.gov.br/2019/01/atuacao-da-forca-tarefa-previdenciaria-em-2018-
garante-economia-de-r-463-milhoes,/ acesso em 13 nov.2018

13Ver http://www.previdencia.gov.br/2017/10/cnp-aposentados-representam-239-da-
populacao-idosa-ocupada,/
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Ao retirar o pagamento S de um més, o restante do dinheiro continuara aplicado

rendendo ¢ = 0,41% a.m
123-S = S(1,0041) "' + S(1,0041) % + - - + S(1,0041) "

1238 1 N 1 - 1
S 1,0041  1,00412 1,005"

Note que o segundo membro da igualdade é uma soma de P.G.

i ( (o) )
193 — 1,0041 1,0041

1
-1
1,0041

desenvolvendo essa equagao, temos:

1 n
4957 —
0,4957 (1,0041)

Agora, aplicando logaritmo em ambos os lados da igualdade, temos:

log 0,4957 = nlog (1 0041>

Portanto,

- log 0, 4957 —~ 1715

1 1
&\ 1,0041

Assim, esse trabalhador terd o beneficio por n = 171,5 meses, o que corres-

ponde aproximadamente a 14 anos. Apoés esse periodo, o trabalhador nao podera
mais contar com recursos vindos da aposentadoria, podendo ficar desamparado num
momento da vida em que mais precisa. Neste calculo hipotético, foi considerado
aplicacoes mensais de 11% do salario a uma taxa real de 0,41% a.m. durante 35

alnos.

A seguir, vamos generalizar os calculos e obter o tempo N que duraré o beneficio
se considerarmos uma taxa de investimento real de ¢%, um valor de contribuicao

mensal de I% do salario S por um tempo de n meses.
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Primeiramente, vamos calcular o montante acumulado durante n meses de con-

tribuigao.

I I I
= j S 1/100)% + ... + —S(1 +4/100)"
M 1005(1—1—@/100)—1— 1005(1+z/ 00)* + ... + 1005( +14/100)

I
Colocando WS em evidéncia temos

M = 1]%5 ((1+14/100) + (1 4i/100)* + ... + (1 +4/100)")

Logo,

I [(L+i/100)((1 +i/100)" — 1]

M=—
100 i

Note que M representa o total acumulado ao longo dos n meses de contribuicao.

Agora, vamos calcular por quanto tempo N esse trabalhador poderéd contar com
seus recursos financeiros se resgatar mensalmente 100% do salario. Para isso, deve-

mos resolver a equagao

I o [(L+i/100)[(1 +/100)" — 1]
100 i/100

para os valores de 4,1 e n fixados.

Note que o segundo membro da equacao ¢ uma soma dos N primeiros termos de

uma PG com razao igual a . Dividindo os dois membros da equacao por

(1 +14/100)
S, temos:
o |(rim) |
I (1—1—2’/100)[(1—1—2’/100)"—1]1_(1+i/100) 1+/100
100 i/100 B 1 .
(1+4/100)

Desenvolvendo a equagao, obtemos

1—{)()[(1—#2’)((14—@')”—1)]2—( ! > +1
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ﬁ[(lﬂ)((ui)”—lﬂ—l:_(1—1H'>

Assim, aplicando logaritmo em ambos os lados da equagao temos:

log [1 - fm [(14) ((1+d)" — 1)]} = N -log (L)

1+

Isolando N, obtemos o tempo que o trabalhador tera para desfrutar de sua apo-

sentadoria. Para isso, basta substituir os valores ¢,/ e n na equacao a seguir:

100

z 1
I\1+¥i

Podemos perceber que os beneficios sao proporcionais ao tempo e ao valor con-

log [1 = a4 — 1]]}
N —

tribuido, isto é, quanto mais tempo o trabalhador contribuir ou mais dinheiro ele
destinar ao fundo financeiro, maior seré o tempo para usufruir do seu beneficio. Por
outro lado, se o trabalhador contribuir pouco para a previdéncia, ou passar pouco
tempo vinculado ao regime, terd um valor muito baixo para manter sua subsisténcia.
A mudanca de modelo da previdéncia nao é garantia de justica social. Entendemos
que o sistema de capitalizagao previsto pela Reforma da Previdéncia, pode gerar um

futuro de incerteza, pobreza e desamparo para os aposentados.
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CAPITULO b

JOGOS DE AZAR

Uma maneira de entretenimento desde tempos antigos sao os jogos de estratégia e
jogos de azar, e que para muitos, ¢ uma maneira de ganhar dinheiro, ou melhor
dizendo, “perder dinheiro”. A partir dai surge a pergunta: Serd que existe uma
estratégia para vencer sempre os jogos? Ao longo da histéria muitos matematicos
dedicaram e dedicam esforcos para identificar formulas e meios de vencer alguns

desses jogos.

Entender a teoria por tras dos jogos de apostas nao é tarefa simples, mas faz
toda diferenga na hora da tomada de decisdo. Segundo O’Connor (2001), no tempo
de Cardano nao existia as leis sobre eventos casuais e nao era possivel em muitos
jogos, determinar com precisao qual devia ser uma aposta justa. Cardano foi um

dos primeiros a analisar matematicamente esses jogos.

Muitos matematicos contribuiram com trabalhos sobre aleatoriedade. Pascal e
Fermat, por exemplo, definiram o “valor esperado” de um jogo, que determinava o
ganho médio, caso uma pessoa resolvesse jogar muitas vezes. O matematico Ber-
noulli ajudou os pesquisadores da época a entender o quanto uma aposta vale a
pena do ponto de vista matemético e do ponto de vista das decisoes na vida real.
Em geral, as pessoas preferiam apostas de baixo risco aquelas que eram mais lu-
crativas. O que conduzia essas tomadas de decisoes nao era o lucro esperado, mas
o que Bernoulli chamou de “utilidade esperada”, que dependia do quanto a pessoa

ja tinha. Uma tnica moeda vale mais para uma pessoa pobre do que para uma
rica.(BASSETT, 1987)
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Nota-se, que essas percepcoes estao presentes até hoje nas tomadas de decisoes.
Um assalariado que adquiriu um automével com muito esforgo, prefere contratar um
servigo de seguro a nao pagar nada e arriscar sofrer um acidente com perda total.
J& um seguro para celular pode nao ser tao interessante para essa mesma pessoa,

pois o celular é mais barato para substituir.

Jogos como xadrez, damas, jogo da velha, vinte e um ou podquer, alguns mais
faceis que outros, sao jogos em que a habilidade favorece e dependendo da decisao
escolhida pode torné-lo um vencedor ou perdedor. Porém, jogos de lancamento de
dados, moedas, roletas e loterias exibem resultados que possuem mesma probabili-

dade que qualquer outro resultado.

Na préoxima secao, vamos abordar questoes relacionadas a lotofacil.

5.1 Lotofacil

Na Lotofacil sao sorteados 15 dezenas dentre as 25. O apostador deve marcar entre
15 a 18 numeros, sendo que o total de jogos distintos ¢ de 3 268 760. Para levar algum
prémio, o apostador precisa acertar 11, 12, 13, 14 ou 15 ntmeros. A premiagao é

fixa para os acertos de 11, 12 e 13 dezenas.

Os prémios sao:

R$ 4,00 para quem fizer 11 acertos.

R$ 8,00 para quem fizer 12 acertos.

R$ 20, 00 para quem fizer 13 acertos.

e Uma porcentagem da arrecadagao para quem fizer 14 e 15 acertos.

A aposta de 15 ntumeros custa R$2,00; de 16 nimeros custa R$32,00; de 17
numeros custa R$ 272,00 e 18 nimeros custa R$ 1632, 00.

As chances de uma pessoa levar o prémio méaximo fazendo uma aposta sao de “1
para 3.268.760”. Por meio de uma fracao poderiamos dizer que a “probabilidade” de

acertar os 15 numeros é

3.268.760
Imagine uma aposta aleatoéria e outra aposta estratégica cuidadosamente esco-

lhida por uma pessoa. Existe alguma forma de dizer qual é qual? A probabilidade
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da sequéncia {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14, 15} ocorrer é pequena, mas pos-
sivel. A sequéncia {1,2,3,4,8,9,11,12,15,17,19,22,23,24,25} a longo prazo vai

aparecer com a mesma frequéncia que qualquer outra das 3.268.760.

Estamos tratando de varidveis aleatorias e isto quer dizer que, o resultado do
evento anterior nao exerce qualquer influéncia sobre o resultado do evento futuro,
ou seja, as bolas do sorteio da lotofacil sao retiradas ao acaso sem nenhuma ligagao
com resultados anteriores. No video intitulado “Como ganhar na lotofacil — Acerte
os 15 pontos em 3 passos simples”, o responsavel sugere um método para acertar 14
pontos nas semanas seguintes podendo acertar 15 pontos. Afirma que, é necessario
considerar o resultado do ultimo sorteio da lotofacil e a partir dai separar as 15
dezenas sorteadas de trés em trés, separar as dez dezenas que nao foram sorteadas
de duas em duas e agrupar trés dezenas sorteadas com duas nao sorteadas. Assim,
formam-se cinco grupos com cinco dezenas cada. Para finalizar, ele monta combi-
nacoes de 5 agrupados 3 a 3. O total de combinacoes ¢ 10, o que corresponde a 10
jogos, mas no video, ele monta apenas 6 jogos e reforca a sugestao de montar jogos

nesse formato pois 90% das vezes havera 9 dezenas repetidas.

Neste ponto, destacamos que usar os numeros do sorteio anterior na certeza
que é muito provavel que em torno de 9 niimeros se repetirao, nao tem a ver com
tendenciosidade ou frequéncia dos tltimos sorteios, mas sim com a distribuicao de
probabilidade. Para entender melhor o que estamos falando, vamos escolher 15

dezenas dentre as 25 disponiveis, e calcular a probabilidade dos acertos pretendidos.
Exatamente 5 acertos

e Possibilidades de escolher 5 ntimeros dentre os 15 apostados para serem os

ntumeros certos: C7; = 3003.

e Possibilidades de escolher 10 ntimeros dentre os 10 nao apostados para serem

os nimeros errados: Cf) = 1.

Assim, o ntimero de jogos com os 15 numeros apostados em que ha 5 acertos e
10 erros ¢ C7; x C19 = 3003.

C? x C1Y
Logo, a chance de acertar exatamente 5 nimeros ¢é de % =0,092%
25

Exatamente 6 acertos

e Possibilidades de escolher 6 ntimeros dentre os 15 apostados para serem os

ntmeros certos: C% = 5005.
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e Possibilidades de escolher 9 niimeros dentre os 10 nao apostados para serem

os nameros errados: C§, = 10.

Assim, o ntumero de jogos com os 15 numeros apostados em que ha 5 acertos e

10 erros é C% x C, = 50050.

Chs x Oy
0—2155
De maneira analoga, podemos determinar as probabilidades para os demais acer-

=1,53%

Logo, a chance de acertar exatamente 5 nimeros é de

tos.

Cls x C%

Exatamente 7 acertos: cr 10— 8.85%
Exatamente 8 acertos: % = 23,62%
25
Exatamente 9 acertos: % = 32,15%
25
Exatamente 10 acertos: % = 23,15%
25
Exatamente 11 acertos: % =8, 77%
25
Exatamente 12 acertos: % =1,67"%
25
Exatamente 13 acertos: % =0, 1445%
25
Exatamente 14 acertos: % = 0,0045%
25

Podemos perceber que, para quaisquer 15 dezenas escolhidas, a chance de acertar
exatamente 9 dezenas é de 32,15% e as chances de acertar 8,9 ou 10 nimeros
giram em torno de 78%. Como dissemos no inicio, o resultado de um sorteio nao
exerce qualquer influéncia sobre o resultado do proximo sorteio e basear-se nisso é

simplesmente uma questao de fé.

Embora as abordagens das probabilidades de acertos na lotofécil nao apresentem
nenhum argumento muito complexo, os estudos para determinar o valor esperado

exigem esforgo e resultados intermediarios.
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5.1.1 Qual o valor esperado jogando na lotofacil?

Pretendemos usar o conceito de esperanca matematica para alertar sobre esquemas
e estratégias que prometem ganhos na lotofacil. Ao montar dois jogos, o nimero
minimo de intersecoes serd 5 dezenas e o maximo sera 15 dezenas, quando os jogos
forem iguais. Para calcular o valor esperado, separamos em casos. Para ganhos
acumulados, vamos considerar por exemplo, dois cartoes com 14 niimeros em comum,
caso um cartao tenha registrado 14 pontos, o outro cartao pode também ter sido
contemplado com 14 pontos ou 13 pontos. Neste caso, vamos considerar o ganho

correspondente a um prémio de 14 e outro de 13.

e Dois jogos, com apenas 5,6,7,8,9, ou 10 nimeros em comum.

Considere a variavel aleatoria X, que representa a quantia de dinheiro a ser

ganho.
1
P(X = 2.000. = —
( 000.000) 3.268.760
9
P(X =2 =
( 000) 200.000
289
P(X =20) =
( ) 200.000
167
P(X =8)=
( 8) 10.000
877
P(X =4) =
10.000
Com essas informagoes, podemos calcular F(X):
1 289
E(X) = 2.000. 2+ 2. -2 20-2- -2
(X) 000.000 3.268.760 +2.000 200.000 20 200.000 8

167 877
+4-2-
10.000 10.000
Para um apostador, que joga R$ 4,00 toda vez, a longo prazo, espera-se que

seu ganho médio seja de R$2,43 — R$4,00 = R$ — 1,57.

~~ 2,43

Ao fazer dois jogos nesse formato, caso seja sorteado, s6 é possivel garantir
apenas um prémio.
e Dois jogos iguais

E(X) = 2.000.000 - 1/3.268.760 + 2.000 - 9/200.000 + 20 - 289,/200.000 + 8 -
167/10.000 + 4 - 877/10.000 ~ 1,21

Note que, a longo prazo, espera-se que o apostador tenha um ganho médio de
R$1,21 —R$4,00 =R$ —2,79.
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e Dois jogos (14 dezenas em comum)

Neste caso, se ganhar o prémio de 15 dezenas, pelo fato dos bilhetes terem 14
nimeros em comum, ganhard também o prémio de 14 pontos. Se acertar 14
pontos em um cartao, ganharé também o prémio de 13 pontos ou 14 pontos
com o segundo cartao. Se acertar 13 pontos, ganhara também o prémio de
12 pontos ou 13 pontos com o segundo cartao e se acertar 12 pontos, ganhara
também o prémio de 11 pontos ou 12 pontos com o segundo cartao. Isto quer

dizer que o prémio serd maior.

1 9 289
E(X) = 2.002.000-2- ——— 4+2.020-2- 928.9.

( 367 002.000 -2 - 3o =60 T 20202 555000 T 2% 2 300.000
70,000 T4 10.000

Ao jogar muitas vezes, espera-se que o ganho médio seja de R$2,59—R$ 4,00 =
R$ — 1,41

+ 12

~ 2,59

e Trés jogos (14 e 13 dezenas em comum)

1 289
F(X) = 2.002.020 -3 —— +2.028 -3 - 9.3. 12
( 1)67 002.020 -3 - 25760 T 2023 50000 T 223 200000 T

3 o000 T3 10,000 =3

O custo para realizar trés jogos € R$ 6, 00. Neste caso, a longo prazo, espera-se
que seu ganho médio seja de R$3,90 — R$6,00 = R$ — 2, 10.

e Quatro jogos (14,13 e 12 dezenas em comum)

1 289
E(X)=2.002.028-4- ———— +2.032-4- 2-4. 12
( i67 002.028 8773.268.760 205 200.000 3 200.000 *
—— 444 ~ 5,20
10.000 i 10.000 ’

Veja que, apostando quatro jogos toda vez, o custo sera de R$8,00. Assim, a
longo prazo, espera-se que o apostador tenha um ganho médio de R$5,20 —
R$8,00 = R$ — 2, 80.

e Cinco jogos (14,13,12 e 11 dezenas em comum)

1 289
E(X) =2.002.032-5 ———— +2.032-5-

2.5 12
167 8773.268.760 200.000 3205 200.000 +
. 4.5- =~
> 10.000 a5 10.000 6,90

Para apostar cinco jogos, o custo é de R$ 10, 00. Ao jogar muitas vezes, espera-
se que o ganho médio do apostador seja de R$6,50 — R$10,00 = R$ — 3, 50.
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Quando se faz jogos com muitas dezenas em comum, caso seja sorteado, a premia-
¢ao é maior. Para isso, é necessario fazer mais jogos, o que aumenta a probabilidade,
porém, o valor esperado aumenta negativamente, ou seja, o apostador perde mais

dinheiro a longo prazo.

Se tomarmos dois bilhetes distintos, a chance de ganhar nos dois ¢ a mesma,
porém, no valor esperado isso faz diferenca. Entre dois jogos distinto (até 10 dezenas
em comum) ou dois jogos iguais, ¢ melhor optar por dois jogos distintos. Entre dois
jogos distintos(até 10 dezenas em comum) ou dois jogos (14 dezenas em comum),

deve-se optar por mais dezenas em comuim.

Vamos considerar dez jogos escolhidos cuidadosamente através da estratégia
apresentada no video “Como ganhar na lotofacil — Acerte os 15 pontos em 3 pas-
sos simples”. Neste caso, cada jogo, terd no maximo 10 intersecgoes, isto é, se
uma das dez apostas forem sorteadas, s6 é possivel garantir uma tnica premiagao.
Uma pessoa aposta em todos os concursos realizando sempre dez jogos de R$ 2,00
cada. Caso os 15 nimeros sorteados sejam o da aposta realizada, a pessoa ganha
R$ 2000000, O(ﬂ caso acerte 14 nimeros, a pessoa ganha R$2000,00; caso acerte
13,12 ou 11 recebera R$ 20,00, R$ 8,00 e R$ 4, 00 respectivamente. Neste caso, uma
pessoa que aposta 20 reais durante um longo tempo, o lucro médio aproximado pode

ser calculado da seguinte maneira:

1x10n 10x9n 10x289n 10x167n 10x463
200000032?58760 + 2OOOQO(TOOO +20 26<0000 +38 1>(;000 +4 2>(;OO ~ 12.15

n

Considerando os 20 reais gastos para realizar as apostas, o valor esperado sera
de R$12,15 — R$20,00 = —R$ 7, 85.

O numero —7,85 é muito importante, pois é ele que determina o quanto estara

ganhando ou perdendo em média caso resolva jogar muitas vezes.

Em um jogo, para garantir 11 dezenas e faturar o prémio de R$ 4, 00, é necessério
realizar C1} - Cfy = 286650 apostas e um investimento de R$57.3300,00. E claro

que com todos esses jogos, aumenta a chance dos outros prémios.

Se aumentar o nimero de apostas, as chances serao aumentadas, e com isso,
espera-se também, perder mais dinheiro a longo prazo, pois os jogos de loteria fo-

ram feitos para terem esperanga matemaética negativa. Acreditamos que trazendo

1Os valores dos prémios para quem acertar 15 ou 14 pontos mudam de acordo com a arrecadacao
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situagoes do cotidiano sob uma perspectiva critica estamos contribuindo com a for-
macao de cidadaos reflexivos e ativos na sociedade. Os estudantes num primeiro
momento, poderao encontrar dificuldades para desenvolver ou compreender os cél-
culos, mas ¢ importante que reflitam sobre o que realmente esta envolvido nestas

situacoes.

5.2 Uma andalise do valor esperado do jogo do bicho

No jogo do bicho sao vinte e cinco animais, e cada um tem um nimero que o
representa. (Cada bicho é representado por quatro unidades, sendo o avestruz os
numeros 01,02,03 e 04; o grupo da caracteriza outro grupo, que vem logo depois,
possui os nimeros 05,06,07 e 08; e assim sucessivamente, totalizando 25 grupos).
Existem varias maneiras de jogar, porém o mais comum ¢é a do grupo simples.
Ganha-se R$ 18,00 para cada R$1,00 jogado. Uma pessoa aposta todos os dias
neste jogo em que a probabilidade de ganhar é % Caso a aposta corresponda ao
grupo que foi sorteado, o ganhador recebe 18 vezes o valor apostado. Neste caso,

a pessoa que aposta 1 real, ganha R$ 17,00 com probabilidade de % e perde 1,00

com probabilidade de 75 sendo que, uma pessoa que aposta 1 real por dia em um

. . 17 24 7
periodo longo, terd um lucro médio aproximado de % o5 = o5 = -0,28. O
ntimero —0, 28 indica o quanto estara perdendo em média caso resolva entrar nesse
jogo e jogar muitas vezes. O jogador nao estard perdendo 1 real porque, de vez em

quando ele ird ganhar.
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CAPITULO O

RELATO DE EXPERIENCIA E SUGESTOES DE
ATIVIDADES

Este trabalho também foi pensado e desenvolvido para servir de auxilio aos professo-
res que tém interesse em aplicar determinado contetido em suas aulas, adaptando-as
conforme a realidade. A leitura e acompanhamento do texto, assim como todas as
abordagens realizadas no capitulo deste trabalho, compoem o material de atividades

além das propostas sugeridas & seguir.

As sugestoes de atividades sao para ajudar a explorar problemas envolvendo

fatos reais, investigagao matematica, interdisciplinariedade e discussao.

1. Jogos para explorar conceitos de probabilidade e esperangca matemad-
tica
Esta oficina foi desenvolvida pelo professor Dr. Thiago Fanelli Ferraiol em
um curso de extensao do projeto TIME (Teoria e Investigacao em Matematica

Elementar).

Em posse desse material, realizamos as adaptacoes necessarias para aplicar
junto aos alunos do curso de formagao de docentes do Colégio Estadual Dom
Manoel Konner, na Mostra Cultural, onde criaram uma sala de matemética
para expor os conceitos trabalhados. Durante o quarto bimestre, os estudantes
tiveram a oportunidade de investigar e aprender conceitos sobre “distribuicao
de probabilidade, varidvel aleatoria, valor esperado” entre outros. Desse modo,

debates, apresentacoes de solugoes e estudos foram realizados em sala de aula.
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Os alunos elaboraram materiais concretos e criaram uma sala de jogos com o

nome “Quer pagar quanto?”’ onde foi abordado o conceito de probabilidade e

valor esperado em jogos de dados, cartas, jogos presentes em cassinos, entre

outros.

O desenvolvimento dessa oficina seguiu as seguintes atividades:

Atividade 1

Atividade 2

Material utilizado: 1 dado.

Considere o seguinte jogo: vocé compra o direito de jogar um dado nao
viciado e recebe o correspondente ao valor tirado: se tirar 1, recebe 1
real; se tirar 2, recebe 2 reais; e assim por diante. Quanto vocé pagaria
para jogar esse jogo? Qual a esperanca matemética?

Obs: E possivel fazer algumas variacoes. Para atrair o jogador, é possivel,
por exemplo pagar R$4,00 ou R$ 5,00 reais se cair face 1. Outra vari-
acao seria colocarmos varias bolas numeradas em uma caixa e retira-las
aleatoriamente. Neste caso, pode-se falar antecipadamente quantas bolas
de cada ntimero ha na caixa, ou entao deixar que eles mesmos facam a

estimativa conforme o jogo se desenrola.

Relato: Alguns alunos atribuiram valores proximos de R$ 3,50 mas nao
conseguiram explicar o que estavam raciocinando. Um comentéario que
causou espanto foi feito por um aluno que afirmou:“nao tem problema
pagar 5 reais pois ainda tem chance de ganhar 6”. Pensamos que o aluno
estivesse confuso com sua fala, um equivoco qualquer, mas convidado a
repetir a frase, utilizou as mesmas palavras. Apoés algum tempo de debate
com os colegas, esse aluno nao havia compreendido o raciocinio envolvido
nesta situagao. A atividade foi finalizada com a formalizacao do conceito

de valor esperado.

Comentdrio: Exemplo resolvido no capitulo 2.

Material utilizado: Dois dados.

O professor devera propor ao aluno o seguinte jogo: Lanca-se dois dados,
se a soma for 7, o aluno paga R$ 2,00 para o professor; se der soma 2 o
aluno recebe R$ 5, 00.

Esse jogo é justo? Qual a probabilidade que cada um tem de ganhar?

Qual o valor esperado para o aluno aceitar jogar esse jogo 100 vezes?
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Atividade 3

Atividade 4

Relato: Ao questionarmos se esse jogo era justo, alguns alunos rapida-
mente disseram que sim, pois pensaram que a soma 2 ocorresse uma vez
e a soma 7 ocorresse apenas uma vez também. Foi necessério fazer uma
tabela para mostrar que a soma sete tem mais chances de ocorrer que
a soma dois. Quando percebiam que suas chances eram menores alguns
alunos topavam participar com a condi¢cao de que a soma 7 ficasse para

eles.

Comentdrio: Exemplo resolvido no capitulo 2.

Material utilizado: 1 baralho.

Num jogo de baralho, vocé compra o direito de retirar uma entre as 52
cartas do baralho. Se a carta escolhida for As, vocé ganha o dobro. Se

voceé fosse jogar muitas vezes esse jogo, qual o valor esperado?

Relato: Nesta atividade, foi necessario explicar sobre as cartas do baralho,
enumeracao e naipes. Por mais que percebessem que a probabilidade
nao estavam ao seu favor, muitos alunos insistiam em tentar a sorte e
encontrar algum As. Um dos alunos questionou se em todos os jogos
o valor esperado é sempre negativo. Explicamos que para um jogo ser
justo o valor esperado deve ser zero, porém, os jogos que visam lucro,

geralmente possuem o valor esperado negativo (isto para o jogador).

Problema de Monty Hall. Apresenta-se trés portas ao convidado.
Atras de uma delas esta um prémio e as outras duas nenhum prémio.
1.> etapa. O participante escolhe uma das trés portas;

2.* etapa. O apresentador abre uma das outras duas portas que o convi-
dado nao escolheu, revelando que o prémio nao se encontra nessa porta;
3.2 etapa. O apresentador pergunta ao participante se quer decidir per-
manecer com a porta que escolheu no inicio do jogo ou se ele pretende
mudar para a outra porta que ainda esta fechada para entao a abrir.
Qual é a estratégia mais logica? Ficar com a porta escolhida inicial-
mente ou mudar de porta? Com qual das duas portas ainda fechadas o

concorrente tem mais probabilidades de ganhar? Por qué?

Relato: Esta atividade foi a mais visitada pelos estudantes. As portas
foram representadas por trés baldes com tampa, o prémio era bala e o

mico eram massinhas para sujar as maos. O visitante escolhia o balde,
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optava em trocar ou nao e, em seguida, inseria a mao dentro do balde para
pegar o prémio ou melecar a mao. Num primeiro momento, os estudantes
se divertiam apenas jogando e observando. Em seguida, explicava-se
que para ter mais chances era necesséario trocar de porta. Apesar da
explicacao, alguns estudantes pensaram que mudando ou nao mudando

nao faria diferenca alguma.

Atividade 5 Malha quadriculada. Material utilizado: Dois dados por equipe.

Montar equipe com 4 jogadores. Cada jogador devera apostar na cor ou

no quadrante.

Dado 1

Dado 2

Aposta Probabilidade Resultado Vitéria/Derrota | Débito/Crédito Saldo

1
P(vermelho) = 3

P(verde) = g
4

P(Azul) = 5

1
P(quadrante) = 1

Se acertar a aposta, o jogador ganha o inverso da probabilidade da opc¢ao

que escolheu.
Comentarios:
Vamos supor que um apostador ira jogar 900 vezes.

Se apostar no azul ird vencer 400 vezes e perder 500 vezes. O valor

9
esperado nesse caso é 1 10 - 400 + 500 - (—10).
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Atividade 6

Atividade 7

Se apostar no vermelho, o valor esperado é 3 - 10 - 300 4+ 600(—10)

Se apostar no verde, serao 200 vitérias e 700 derrotas. Isto que dizer
9
que o valor esperado é 5 10 - 200 — 10 - 700 = 2000.

Se apostar no quadrante tera 4 - 10 - 225 — 10 - 675

Qual a melhor estratégia para obter maiores ganhos neste jogo? Apostar
pouco em probabilidade baixa ou apostar muito em probabilidade alta?
Até quanto vocé pagaria para jogar esse jogo?

Relato: Essa atividade foi realizada em sala de aula varias vezes com o
intuito apenas de jogar e revisar operacoes envolvendo fragoes. Ao fa-
zer as contas do valor esperado, os alunos puderam perceber que todos
0s casos a esperanca era positiva. A partir dai, explorou-se o que va-
leria mais a pena: Apostar muito em probabilidades baixas? Apostar
pouco em probabilidades altas? Assim, comegamos a explorar conceitos,
estratégias e compreensao. Durante a Mostra Cultural, a tabela colo-
rida foi reproduzida no chao da sala em tamanho grande com objetivo
de proporcionar uma maior interagao entre o jogo e o jogador, pois era
possivel se posicionar na cor ou quadrante escolhido. A maior parte dos
visitantes participaram desta atividade sem se preocupar com estratégia
para aumentar os ganhos. Ao explicar que o jogador ganha o inverso
da probabilidade da opcao que escolheu, muitos alunos disseram que nao
gostavam de fazer calculos com fragoes e que gostariam apenas de se

divertir explorando a sorte.

Roleta.

Pedir para os alunos construirem uma roleta de cassino, simular véarios
jogos e explorar os conceitos de esperanca matematica

Lotofacil.

Pesquise, analise e compare videos na internet sobre como ganhar na lo-
tofacil. Escolha o que mais te agradou, copie o link e escreva as principais
razoes (pelo menos trés) pelas quais vocé o escolheu.

Escolha uma dessas estratégias e construa dez jogos. Em seguida,
utilize um simulador de sorteio ou busque os vinte ultimos sorteios rea-
lizados pela Loteria federal. Com os valores pagos para os ganhadores,

qual seria o valor médio esperado por esses jogos?
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Calcule a distribuicao de probabilidade e observe qual o ntimero de

acertos tem mais chances de ocorrer.

Existe alguma estratégia vencedora para lotofacil? Existe alguma

maneira em que as chances de ganhar aumentam?

2. Piramide Financeira Com a promessa de bons ganhos, muitas pessoas por
necessidade de pagar as contas ou simplesmente ambicao, acabam caindo em
golpes, e 0 que parece lucrativo acaba virando prejuizo. Esse suposto investi-

mento se chama Mandaldl]

MANDALA! A MELHOR AJUDA MUTUA DO WHATSAPP

r'l'-'l.l.nilrrl:k:n a Mandala se
completa, com as 8 pessoas
que representam o fogo, a
mandala se divide em duas, a
pessoa que representa a agua
sai da mandala, e quem
representa a terra que sdo 2
fica no centro de cada mandala
recebendo tbm as 8 doagdes.
ENTENDA!

Vocé entra na mandala como
fogo, depois ela se divide e
quem entrou como fogo passa
a ser vento depols a mandala

F SEJA BEM VINDO! i
Tudo & administrado pele WhatsApp, e o ciclo termina
com 15 pessoas, onde seu Unico repasse serd o valor

de R$100,00, e vocé terd direito a receber 8 de se divide novamente , e vc
R$100,00 totalizando R$800,00. a pessoa que esta no | | passa a ser terra, depols se
cantro da mandala que racabe as 8 doagdes posta a divide e chega a sua vez de ser

conta bancaria onde & recebido o deposito faito Isso
guem depositar posta o comprovante no grupo e

l:m na mandala. tudo feito de forma transparente. ! :antéstica! 4

dgua e receber as 8 doagdes.

O processo tem como base criar uma rede de membros que assemelha-se aos

esquemas de piramide financeiras e é dividido em quatro fases:

IEsse suposto investimento também é conhecido como ajuda mitua ou giro solidario.
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FASES DA MANDALA

1* FASE - INICIO DA MANDALA

A mandala mnicia-2f vndo da divisbo de uma mandala anbear.
Cada um lem a sua fungia:

Fogo = Entra com os R$100,00

Vente = Funglo de indicar 2 passoas

Tarra = Ajuda ¢ vento encontrar pessoas e explica

para os Nossos ingrassantes coma funciona
Agus = Recebador @ admnistrador do gnapo.

2* FASE - ALIMENTANDD A MANDALA (FOGO = RE100.00 |
Massa fase a mandala & alimentada por cada FOGO com RS 100,00

Cada VENTO indica 2 FOGOS, mas todes podem ajudar.
0s 8 FOGOS 1takzam R3800.00

TERRA explica ¢ funcionamento da mandaia para lodos gue forem
Ingressanda no grupa.

0 dinheira val pera a conta da AGUA (recebedor e administrador).

0 cicho facha quando os B FOGOS forem preanchidos:

¥ FASE - DIVISAD DA MANDALA

AGUA com o seu dinheino agora sai 80 grupa,
Quem éra TERRA vika AGUA

Cuam era VENTO vira TERRA

Ouism era FOGO vira VENTD

E assim inicia-se um novo ciclo, uma nova mandala alé
que Cata um passe por todas as fases & vire AGUA.

) Doar
) Convidar duas pessoas

(c¢) Ensinar e esperar
) Receber e motivar

e Explorar com os alunos a mesma situagao em que os alunos da sala sao
todas as pessoas que eles conhecem. Sera que a piramide vai funcionar?

e Discutir matematicamente a inviabilidade do processo.

3. Inflagcao
Solicitar aos alunos que se organizem em grupos e apresentem um seminario:

1. O que é inflagao?

79



2. O que causa inflagao?
3. Quais os impactos da inflacao na vida do cidadao?
4. Qual a taxa de inflagao do Brasil antes do Plano Real.

5. Quais as principais estratégias adotadas pelos governos, a fim de conter o

aumento da inflagao e os impactos de tais estratégias na vida dos consumidores.

6. Visite uma imobilidria para fazer o levantamento do preco médio de trés

terrenos proximos a regiao onde vocé mora.

7. Considerando as projegoes do governo em relagao a taxa de inflagao, faca
a projecao do prego destes terrenos para daqui 3 anos; 5 anos e 10 anos. Se
possivel, tentar descobrir por quanto o terreno foi colocado para venda no pas-

sado, e comparar a trajetoria do preco em relagao a inflacao.

. Manter um automovel

Apos realizar pesquisas, elabore uma maneira grafica para representar os dados
sobre os custos para se manter um automovel. Converse com os familiares que
tem automoével, sobre quanto eles o utilizam e quanto ele gera de despesas.

Apresente aos demais colegas da turma.

. Titulos de capitaliza¢cao (Bingo transmitido por televisao)

Com o objetivo de arrecadar contribuicao & APAE BRASIL, concedem aos
colaboradores o direito de participagao em uma campanha regional, distribui-
¢ao gratuita de prémios por meio de sorteio realizada pela préopria entidade
em parceria com empresas de capitalizacao. Os doadores da APAE BRASIL
que contribuem através do Certificado de Contribui¢ao passarao a concorrer a
diversos prémios oferecidos em sorteios lastreados por titulos de Capitalizacao
da Modalidade Incentivo, emitidos por uma empresa de Capitalizagao S/A.
Além disso, estarao ajudando, de forma indireta, na prestagao de servigos de
assisténcia a saude, assisténcia social, acolhimento educacional e na integra-
¢ao social das pessoas com deficiéncia intelectual e multipla, promovendo a

melhoria da qualidade de vida dessas pessoas, em todo o seu ciclo de vida.

Em uma das edi¢oes do sorteio tinham 100.000 certificados de contribuicao

concorrendo ao sorteio e um total de R$115.000, 00 em prémios para ser dis-
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tribuido. Se cada certificado custa R$10,00. O apostador esta pagando um

preco justo? (Basta calcular o valor esperado)

(Como sugestao: abordar a porcentagem que é repassada para as Apaes; visitar
a Apae do Municipio para conhecer; ver as necessidades; conversar sobre os
repasses da Apae Brasil; observar como os certificados sao oferecidos nas ruas

para a populagao, serd que sao oferecidos como contribui¢ao?)

. Dados sobre seu municipio

a) Pesquise o crescimento populacional da cidade e do estado relativo a uma

década.
b) Encontre os valores do PIB da cidade de dez anos atrés e o atual.

c) Abrir discussoes e explorar calculos, fazer projegdes, analisar o que deve

melhorar, etc.

d) Organizar um painel para expor os dados estatisticos do municipio.

Valor ideal para o saldrio minimo

Solicitar aos estudantes a elaboracao de um levantamento de custos que uma
familia de 4 pessoas tem ao longo do més e a partir dai, criar critérios para
determinar o valor do salario minimo.(Simultaneamente, registrar durante um

més as despesas da propria familia para comparagoes)

Organizar em tabelas os custos para uma familia com 4 pessoas e duas pessoas.
Lembre-se: algumas taxas como agua, luz e internet sdo as mesmas indepen-
dente da quantidade de pessoas que moram na residéncia. Do ponto de vista

matemaético, vale a pena morar sozinho?

. Margem de lucro

Propor aos alunos que pensem na sua familia. Quantos trabalham? O que
cada um faz? Quanto ganham? Quanto que eles produzem para a empresa?

O que isso significa?

. Regras de aposentadoria

Dona Maria tem 30 anos de contribui¢ao e 55 anos de idade. Atualmente,
ela conseguira se aposentar em qual modalidade? Escolha um membro da sua

familia que é registrado ou que contribui, e calcule quanto tempo mais ele
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10.

11.

precisara contribuir para a aposentadoria.(Neste caso sera possivel observar
as familias em que as pessoas sao autdénomas ou que nao contribuem com a

previdéncia e que supostamente nao terao aposentadoria)

FExpectativa de vida no Brasil
1. O que é expectativa de vida?

2. Verifique a expectativa de vida da populacao de uma determinada area, em

um determinado ano. O que é levado em consideracao para efeitos de calculo?

3. A esperanga de vida ao nascer pode ser estratificada segundo a classe de
renda, o acesso a servigos de saude, saneamento, educacao, cultura e lazer,
bem como os indices de violéncia, criminalidade e poluigao do local onde vive
a populagao. Desta forma, é possivel calcular diferencas na expectativa de vida
de determinados setores da populagao (por exemplo, entre ricos e pobres). A
expectativa de vida levada em consideracao para calculos de aposentadoria
acata essas diferencgas? Investigue e monte um esquema para apresentar para

os colegas.

Black Friday

Cada estudante deverd montar uma lista de produtos e manter o registro
de variagdo de prego durante os meses de julho & novembro(data do black
friday). A lista de produtos devera ser montada em relagdo aos produtos que
as empresas colocaram na promocao em edi¢oes anteriores. Analisar a oferta de
crédito para aproveitar o black Friday "Faca jd seu financiamento e aproveite

a black friday" e verificar o que vale a pena.
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CAPITULO [

CONSIDERACOES FINAIS

Sob o olhar da Educacao Matemaética Critica buscamos preencher uma lacuna que
existe no ensino de matemética, que é relacionar a matematica de sala de aula com
situagoes do cotidiano. Neste trabalho, a intencao foi apresentar algumas dessas

situagoes. Como comentamos na introducgao, tinhamos como objetivos principais:

e Realizar um breve estudo sobre fundamentacao teorica da Educagciao Matemd-

tica Critica.

Pesquisar e aprofundar os assuntos matemdticos elencados.

Estabelecer reflexoes e conexoes entre EMC' e o conhecimento matemdtico abor-

dado como possibilidades para a sala de aula.

Contribuir com o desenvolvimento da autonomia e criticidade.

Apresentamos alguns aspectos sobre EMC, expondo que a matemética, quando
usada como argumentacao para debates na sociedade, expressa uma linguagem de
poder. A busca pela matemética critica permitiu vivenciar a investigagao e a reso-
lugao de problemas, possibilitando abordar conceitos matemaéticos apresentados nas
aulas de nivel médio e graduacao sob um olhar diferenciado, favorecendo o exercicio

de uma cidadania critica.

Utilizamos a matematica elementar para explorar problemas do cotidiano anali-

sando os nimeros sob varios pontos de vista.
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Verificamos o custo para se manter um automovel e simulamos as receitas e os
custos de quem é ou pretende ser motorista Uber. Constatamos que para esse tipo

de trabalho, a locacao de automodvel pode ser vantajosa em alguns casos.

Também expusemos algumas analises a respeito da reforma da previdéncia com
objetivo de promover provocacoes e reflexoes. Pudemos perceber a dificuldade em
processar dados sobre a previdéncia e os gastos publicos pois, sao diversas fontes
com dados relativos, que dificultam as interpretacoes. Realizamos uma simulagao
sobre o sistema de capitalizacao e percebemos que uma aplicagao individual por
parte do trabalhador pode nao ser suficiente para proporcionar uma aposentadoria

integral e vitalicia.

Abordamos alguns conceitos sobre probabilidade e valor esperado com objetivo

de tornar claro que em jogos de loteria os métodos que garantem ganhos sao faliveis.

Como possibilidades para sala de aula, elaboramos sugestoes de atividades de
ensino-aprendizagem sob a perspectiva da EMC que tém o propoésito de contribuir
com a formagao critica em que o aluno se apropria de habilidades e competéncias em
matemaética e desenvolve a estruturacao do seu pensamento, sendo capaz de analisar,

avaliar e argumentar diante de uma situacao em que tenha que tomar uma decisao.

Apesar de ter experiéncia em docéncia, os conceitos e abordagens da EMC fo-
ram novidades o que proporcionou ganho pessoal significativo no conhecimento ma-
tematico, critico e pedagogico. Esperamos que o mesmo possa contribuir para o
leitor aprofundar e evoluir dentro dos contextos apresentados e que as propostas de
trabalho sejam utilizadas por outros professores, possibilitando a disseminacao da

mateméatica critica.
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