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Resumo

Neste trabalho, estudaremos o conjunto dos pontos racionais em curvas ciibicas regulares
definidas sobre o corpo dos niimeros racionais. Primeiramente apresentaremos alguns
resultados sobre intersecoes entre curvas algébricas e mostraremos que se o conjunto dos
pontos racionais de uma ctbica regular for nao vazio ele admite uma estrutura de grupo
abeliano. Nosso principal objetivo neste trabalho é demonstrar o Teorema de Mordell o

qual garante que o grupo dos pontos racionais de uma ctbica regular é finitamente gerado.

Palavras-chave: Teorema de Bézout; pontos racionais; curvas elipticas; Teorema de

Nagell-Lutz; Teorema de Mordell.



Abstract

In this work we study the set of rational points in non singular cubics defined over the
rational numbers field. Firstly we present some results concerning intersection of algebraic
curves and we show that if the set of rational points of a non singular cubic is non empty
then it admits an abelian group structure. Our main aim in this work is to proof the
Mordell Theorem that ensures that the group of rational points of a non singular cubic is

finitely generated.

Keywords: Bézout Theorem; rational points; elliptic curves; Nagell-Lutz Theorem; Mor-

dell Theorem.
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INTRODUCAO

A teoria das equacoes Diofantinas é um campo da teoria de nimeros que busca por
solucoes de equacgoes polinomiais no anel dos niimeros inteiros ou no corpo dos nimeros

racionais.

Um exemplo de equacao Diofantina surge quando consideramos o problema de escrever
um inteiro ¢ como diferenca de um quadrado e um cubo, algebricamente tal problema se

traduz em encontrar solu¢oes para a equagao Diofantina (equagdo de Bachet)

Uma surpreendente propriedade dessa equagdo é que se tivermos uma solugao (z,y) €

Q x Q com y # 0, entao

xt —8cx —x% — 20ca® + 8¢?
( ) ()

4y? 8y?
também serd uma solucao racional. A féormula que acabamos de apresentar é conhecida

como formula de duplicacdo e foi descoberta por Bachet em 1621.

A férmula descoberta por Bachet nao é intuitiva, o que nos faz perguntar como foi
obtida. A resposta é dada pelo uso de ferramentas da Geometria Algébrica! Suponhamos
que P = (x,y) seja uma solucdo racional da equagdo de Bachet, com y # 0. Portanto, P
¢ um ponto na curva dada pelas solugoes reais da equacao, como ilustrado na Figura 1.
A reta tangente & curva no ponto P ird intersectar a curva em um outro ponto, o qual
denotaremos por (). Entao calculando algebricamente as coordenadas de (), obteremos a
formula de duplicacao de Bachet. Mesmo que ainda nao seja claro porque as coordenadas
do ponto @ nos dao uma solucao para o problema e carega de uma justificativa (que sera
consequéncia do resultado principal deste trabalho), o fato instiga o estudo de questoes
gerais envolvendo solugoes racionais de equagoes como apresentamos. No Capitulo 1

veremos mais detalhes do porqué sempre temos uma reta tangente passando por um
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Figura 1: Duplicagao de um ponto.

ponto da curva, porque essa reta intersecta a curva em um outro ponto e nao em dois ou

mais pontos.

O tipo mais simples de equagao Diofantina é o polin6mio em uma variavel
ant" + ap_ 12"+ a4+ ag = 0.

Assumindo que ay, . . ., a, sejam inteiros. Entao pelo lema de Gauss, as solugoes racionais
nao nulas dessa equacao tém a forma p/q, com ¢ dividindo a,, e p dividindo ay. Isso limita
o niamero de possiveis solucoes a um pequeno niumero de possibilidades o que permite
verificar facilmente quais dessas possibilidades sao de fato solucoes da equacao. Portanto

as equacoes Diofantinas em uma variavel sao relativamente faceis de se resolver.

Quando trabalhamos com equagoes Diofantinas com duas variaveis, a situacao muda
drasticamente, o conjunto de solugbes reais para uma equacao f(x,y) = 0 define (em
geral) uma curva no plano xy. Tais curvas sao chamadas de curvas algébricas para indicar
que elas sao o conjunto de solugoes de uma equacgao polinomial. Com o objetivo de obter
informagoes acerca de pontos racionais em curvas algébricas, consideremos inicialmente

as curvas definidas por uma equacao polinomial de grau um, ou seja, equacoes lineares.

Consideremos uma equacao linear com coeficientes inteiros
fla,y) =az+by+c=0. (2)

Como f tem grau um entio (a,b) € Q* é um vetor nao nulo, ou seja, a® + b* # 0. Sendo

assim

(z ) (- ca _ cb
R I e 2

¢ uma solucdo racional para a Equagdo (2). Reciprocamente, sejam (z1,y;) uma solugao

racional para a Equacdo (2) ¢ ¥ = (b, —a). Entdo ¢ € Q2 é um vetor ortogonal a (a, b)



Introducao 10

e, portanto, gera o espago ortogonal a (a,b) € Q*. Como
a(x1 —xo) +b(y1 —yo) =0,

temos que (x1 — g, Y1 — Yo) € ortogonal a (a, b), consequentemente, existe um tnico ¢t € Q,
tal que

(z1,91) = (0, 50) + 17,
ou seja, existe uma fun¢ao injetora entre o conjunto das soluges de (2) e o conjunto dos
nameros racionais. Além disso, essa fungdo tem inversa t — (xg,yo) + . Portanto, ob-
temos uma bijecao entre as solucoes de uma equacao Diofantina linear com duas varidveis

e o conjunto dos niimeros racionais.

No caso das equacoes definidas por um polinomio de grau dois, também chamadas de
equagbes quadraticas (ou seja, determinam se¢des conicas), veremos na Se¢ao 2.1 que se
essas equacoes tiverem uma solucao, entao elas terao infinitas solucgoes e todas elas podem
ser descritas. Mais ainda, como na féormula de duplicacao de Bachet, a intersecao entre
a curva e uma reta terd um papel crucial para obter estas solugoes. Além disso, existem

métodos para determinar uma solugao racional, caso exista alguma.

Em contraste com as equacoes lineares e quadraticas, as solucoes racionais de equacgoes
cubicas nao sao totalmente entendidas, e mesmo nos casos em que uma resposta completa
seja conhecida, a prova envolve uma combinagao de técnicas de dlgebra, geometria e teoria
de nimeros. Portanto, as equagoes ctibicas com duas variaveis sao o primeiro exemplo de
equacoes Diofantinas que merecem um estudo mais aprofundado.

3

Um exemplo de equacio cibica ¢ a equacao de Bachet y?2 — 23 = ¢ que mencionamos

anteriormente. Vimos que a formula (de duplicagdo) de Bachet consiste em considerar

Py

Figura 2: Adi¢ao de dois pontos.
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um ponto P na cibica, tracar a reta tangente por P e tomar o outro ponto da intersecao
da reta com a cibica. Similarmente, se comecarmos com dois pontos P; e P5 na cibica,
podemos tracar a reta passando por P; e P, e tomar o terceiro ponto de intersecao Fs.
Isso ird funcionar para a maioria das escolhas de pontos P, e P, pois a maioria das retas
intersectam uma ctibica em trés pontos. No6s poderiamos descrever esse procedimento,
ilustrado na Figura 2, como um modo de “somar” dois pontos na curva e obter um ter-
ceiro ponto. Surpreendentemente, com pequenas modificagoes, essa operacao geométrica
torna o conjunto das solu¢oes racionais de uma curva cibica em um grupo abeliano! Em
1901, Poincaré propds que esse grupo é gerado por um subconjunto finito de pontos, esse

resultado foi provado em 1922 por Mordell e serd nosso principal objetivo neste trabalho.
Este trabalho esta estruturado da seguinte maneira:

No Capitulo 1, faremos um estudo das intersecoes entre curvas algébricas, para tal,

introduziremos o plano projetivo o qual € um ambiente mais propicio para esse estudo.

No Capitulo 2, comecaremos analisando os pontos racionais nas curvas quadraticas e

nas cubicas singulares.

No Capitulo 3, seguiremos para nosso principal objeto de estudo, as ctibicas regulares,
para as quais mostraremos que se o conjunto de seus pontos racionais é nao vazio, entao
ele admite uma estrutura de grupo abeliano. Além disso, podemos reescrever essas ctibicas
em uma forma mais simples, a qual nos permitird apresentar formulas explicitas para a

operacao de grupo dos pontos racionais.

No Capitulo 4, teremos como objetivo demonstrar o Teorema de Nagell-Lutz que da
uma caracterizagao dos pontos de torcao e nos permite concluir que existe uma quantidade

finita de tais pontos.

No Capitulo 5, demonstraremos um caso especial do Teorema de Mordell, o qual
garante que o grupo dos pontos racionais de cubica regular ¢ finitamente gerado. Inici-
almente, apresentaremos condigoes suficientes para determinar se um grupo abeliano é
finitamente gerado, sem a necessidade de apresentar seus geradores e na sequéncia mos-

traremos que o grupo dos pontos racionais de uma ctibica regular, satisfaz tais condicoes.



CAPITULO 1

Neste capitulo abordaremos sucintamente conceitos relacionados ao plano projetivo e

curvas algébricas. Para maiores detalhes indicamos [Vail7] ou [Ful08§].

1.1 Coordenadas Homogéneas e o Plano Projetivo

Sendo K um corpo de nimeros, isto é, que contém Q, consideraremos o espago afim
A% como sendo K". Quando nao houver confusao de que corpo estamos considerando,
denotaremos A% simplesmente por A", em particular nos referiremos ao espago A% como
plano afim. E neste ambiente que consideraremos os objetos que abordaremos, tais como:
retas, conicas, ctbicas, etc;

A intersecao entre cubicas e retas terd um papel crucial para nosso estudo de pontos
racionais em cubicas, pois é por meio destas intersecoes que definiremos uma estrutura
de grupo no conjunto dos pontos racionais da ctubica. Em geral, uma reta passando por
dois pontos de uma cubica ird intersectar a cibica em um terceiro ponto, mas ha casos

em que isso nao ocorre, como ilustrado na Figura 1.1.

(_11 1)

~1,-1)

Figura 1.1: Cubica y* = 23+ 2% —x e reta = —1 com somente dois pontos de intersecao.
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Mesmo considerando intersecoes entre retas pode ocorrer situacao semelhante, duas
retas paralelas nao tém intersecao, enquanto intersecoes entre duas retas nao paralelas

(que corresponde a situagao genérica) se intersectam em exatamente um ponto.

Como usaremos estas intersecoes para definir uma estrutura de grupo, precisamos
considerar um ambiente mais propicio que o espago afim para que a quantidade de pontos
nas intersecoes seja sempre a mesma. Veremos que, para tanto, a situagao é contornada

ao adicionar pontos ao plano afim obtendo um outro espaco.

Vejamos como abordar a situacao iniciando com o estudo de intersecoes entre duas

retas.

Uma propriedade do plano afim é que dois pontos determinam uma tnica reta passando
por eles, esta propriedade sera de grande importancia ao nosso estudo. Portanto, sera de

nosso interesse que o espaco que construiremos também satisfaca essa propriedade.

Além da propriedade acima, temos que no plano afim, duas retas nao paralelas se
intersectam em um tunico ponto. Para estender essa propriedade para retas paralelas,
construiremos um novo espaco incluindo pontos ao plano afim, de modo que estes pontos
incluidos sejam as intersecoes entre retas paralelas e a propriedade de que dois pontos

determinam uma reta seja satisfeita.

Incluir apenas um ponto nao é suficiente para contemplar todas as retas paralelas.
Para verificar isso, consideremos L e L, retas paralelas e P o ponto adicional que estamos
impondo como sendo a intersecdo. Analogamente, consideremos L e L} retas paralelas
e P’ o ponto adicional que admitimos ser a intersecdo de L} e L}, como ilustrado na

Figura 1.2. Suponhamos que L; e L} ndo sejam paralelas. Entao L; e L) se intersectam

Figura 1.2: Retas paralelas com interse¢ao no infinito.
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em algum ponto Q € A2. Mas, se quisermos que duas retas quaisquer, neste novo espaco,
tenham exatamente um ponto em comum, os pontos P e P’ deverao ser distintos. Caso
contrario, os pontos P e () determinam duas retas distintas L, e L|. Logo, precisamos

adicionar um novo ponto para cada uma das direcoes no plano afim’.

Deste modo, definimos um novo espaco, que chamaremos plano projetivo, como sendo
P? = A* U {dire¢des em A*}.

Os pontos em P? que ndo estdo em A?, sdo frequentemente chamados pontos no infinito.
Pela forma que definimos os pontos no infinito, ¢ natural definirmos as retas em A? com o
ponto no infinito especificado pela sua direcao como sendo uma reta em P2, Além destas
retas, definimos também o conjunto dos pontos no infinito, o qual denotaremos por L.,
como sendo uma reta em P?. Diferentemente das demais retas, nao ¢ tao intuitiva a
definicao de L., ser uma reta em P2, mas se interpretarmos P? de uma maneira um pouco

diferente, veremos que esta definicao faz sentido.

Seja m; o plano afim {(z,y,1) € A3}. Consideraremos pontos de A? como sendo
pontos de 7, usando a bije¢ao dada por (z,y) < (z,9,1). Sejam O = (0,0,0) € A3 a
origem e 7 0 plano afim {(z,y,0) € A%}. Como 7 e 7y sao planos afins paralelos, eles
contém as mesmas direcoes, Além disso, para cada direcao em 7y existe exatamente uma
reta contida em 7y que passa pela origem e tem a direcao considerada. Entao pontos no

infinito podem ser identificados com retas em 7, que contém a origem.

Para cada ponto P no plano m; temos que a reta PO C A%, ou seja, a reta de A3 que
passa por P e O, nao esta contida em my. Reciprocamente, cada reta de A% que contém
a origem e nao estd contida em 7y ird intersectar m; em exatamente um ponto. Logo,
existe uma bijecdao entre os pontos em 7 e as retas de A® que contém a origem e nao

estao contidas em my. Portanto, podemos identificar
P? +— { retas em A® que contém O }.

As retas projetivas induzidas pela identificacao acima, correspondem aos planos de A3
que contém a origem, em particular L., = 7. Esta identificacao nos permite também
constatar facilmente que em P? duas retas projetivas se intersectam em exatamente um
ponto do plano projetivo e que dado dois pontos distintos no plano projetivo, existe

exatamente uma reta projetiva passando por estes pontos.

10O conceito de direcdo é o mesmo visto na definicdo de vetor em um curso de Geometria Analitica.
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US|

2

Figura 1.3: Retas paralelas em m; com interse¢ao no infinito.

Apesar desta representacao de P? ser muito util para visualizar aspectos geométricos
do P2, ela nao é a melhor escolha para realizar calculos algébricos. Como pontos no plano
projetivo podem ser identificados como retas do espaco afim A® que passam pela origem,

podemos tirar proveito das coordenadas de A® para uma descricao algébrica de P2

Retas em A% que passam pela origem sao K-subespacos vetoriais de dimensao um,
ou seja, sao os K-subespagos vetoriais gerados por um vetor nao nulo. Cada um destes
subespacos podera ter mais de um gerador, mas identificando os geradores de um mesmo
subespaco de dimensao um em uma Unica classe, teremos uma bijecao entre as retas
passando pela origem e a classe de seus geradores, denotaremos a classe de um gerador

(a,b,c) por [a:b: c|, logo obtemos uma nova descri¢ao para o plano projetivo
P?«— {[a:b:c];(a,b,c) € A*\ {(0,0,0)}}.

Observamos que [a : b : ¢] = [ta : tb : tc| para todo t € K*. Dizemos que a, b, c € K sao
coordenadas homogéneas de [a : b: c|] € P?, consequentemente, um ponto [a: b : c] € P?

nao tem coordenadas homogéneas univocamente determinadas.

Seja r C A? a reta afim definida pela equacao ax + By + v = 0. Como temos
um sistema de coordenadas em P?, estamos aptos para obter uma equacdo para a reta
projetiva correspondente a 7. Seja (x¢,%9) € A% um ponto de r, entdo o ponto [z : yo : 1]

¢ um ponto na reta projetiva correspondente e satisfaz

((z0,90,1), (o, B,7)) = 0.

Além disso, o ponto no infinito associado a r, corresponde a reta afim de mesma direcao

passando pela origem, ou seja, é a reta

ar+pPy=0, =z=0.
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Em termos de coordenadas homogéneas, esse ponto no infinito é [5 : —« : 0].

Logo, os pontos [X : Y : Z] na reta projetiva correspondente a r, satisfazem a condigao

(X,Y,2),(a,,7)) =0, ou seja,
aX + Y +~v7Z = 0. (1.1)

Por outro lado, se um ponto [X : Y : Z] do plano projetivo satisfaz a Equagao (1.1)
e Z # 0, entao (%, %) ¢ um ponto de r. Se um ponto [X :Y : Z] do plano projetivo
satisfaz a Equagao (1.1) e Z = 0, entao [X : Y : Z] = [ : —a : 0] é o ponto no infinito
de r. Portanto, os pontos que satisfazem a Equagao (1.1), sdo pontos da reta projetiva
correspondente a r. Dai, podemos concluir que a reta projetiva correspondente a reta
r ¢ definida pela Equagiao (1.1), que se identifica naturalmente com um plano em A3

passando pela origem.

Exemplo 1.1. Consideremos as retas afins ry e o, definidas pelas equacoes x = 1l e x = 2,
respectivamente. Essas retas sao paralelas, portanto nao se intersectam no plano afim.
Pelo que discutimos acima, as retas projetivas correspondentes a ry e ry sao definidas por

X -7 =0e X —2Z =0, respectivamente, e se intersectam no ponto no infinito [0 : 1 : 0].

1.2 Curvas no Plano Projetivo

Construimos o plano projetivo para contornar o fato de que retas paralelas, no plano afim,
nao se intersectam. Uma pergunta natural que surge ¢ o que ocorre com a interse¢ao de

curvas de maior grau?

Mencionamos na Introdugdo que uma curva algébrica afim (ou simplesmente curva

afim) é definida da seguinte forma:

Definigao 1.2. Uma curva afim & o conjunto de pontos (z,y) € A% que anula o polindémio
nao constante f € K[z, y], ou seja, C' = {(x,y) € A% f (z,y) = 0}. Neste caso, indicamos
C: f () = 0.

Nesta secao, definiremos o que é uma curva no plano projetivo a partir de uma curva

afim, como fizemos no caso de retas, além disso, estudaremos algumas de suas proprieda-

des.
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Seja Cp @ f (x,y) = 0 uma curva algébrica afim. Queremos definir uma curva projetiva
C' que seja uma extensdao natural de Cp, ou seja, a bije¢do (z,y) <> [z : y : 1] induz uma
bijecao entre pontos de Cy e pontos de C' — L. Esta condicao é equivalente a dizer que
[X:Y :Z] € C com Z # 0 se, e somente se, f(X/Z,Y/Z) = 0. Obviamente a equacao
f(X/Z,Y/Z) = 0 nao faz sentido quando Z = 0, mas se multiplicarmos a equacao
por uma poténcia suficientemente grande de Z obteremos uma equacgao polinomial nas
variaveis X, Y e Z. Ao tomarmos d como sendo o grau méaximo dentre os mondmios
de f, temos que Z¢ ¢ a menor poténcia de Z tal que Z¢f (X/Z,Y/Z) & um polin6émio
nas variaveis X, Y e Z. Além disso, esse polinémio nao é divisivel por Z. Definindo

F(X,Y,Z)=7%f(X/Z,Y]Z), temos que F satisfaz a condi¢ao
F(tX,tY,tZ) =t'F(X,Y, Z), (1.2)

dai segue que a equacao F' = 0 é bem definida no plano projetivo.

Chamamos os polindomios que satisfazem esta condigao (1.2) de polindmios homogéneos
de grau d. Denotaremos o grau do polindmio homogéneo F' por 6 (F'), também denotare-
mos o grau do polinomio F' € K[X, Z] [Y] por dy (F'). A condi¢ao (1.2) é equivalente a
afirmar que F' é uma combinacio linear dos monémios X'Y7Z*¥ com i + j + k = d.

Uma propriedade importante dos polindmios homogéneos é que eles satisfazem
XFx+YFy+ZF; =06 (F)F, (1.3)

tal relacao é chamada Identidade de Fuler. Para demonstrar sua validade, basta verificar
primeiramente para os monomios da forma X'Y7Z* e o caso geral segue pela linearidade

da derivada.

Definigao 1.3. Uma curva projetiva ¢ o conjunto de pontos [X : Y : Z] € P? que anula um
polindémio homogéneo F' € K[X,Y, 7], ou seja, C = {[X : Y : Z] e P% F (X,Y, Z) = 0}.
Neste caso, indicamos C': F' (X,Y,Z) = 0. O grau da curva C' é o grau do polinomio F.

O processo de obter o polinémio homogéneo F' a partir do polinémio f é chamado de
homogeneizacao de f e o polinomio F' obtido da homogeneizacao de f é denotado por
f*o Acurva C: F(X,Y,Z) =0 obtida de Cj : f(x,y) = 0 pela homogeneizagao de f é
chamada de fecho projetivo de Cjy e denotada por Cf.

Se P=la:b:c|]é&um ponto da curva projetiva C': F (X,Y,Z) =0 com ¢ # 0, entao

(ﬁ’ I_)) € A C P? = A? U { direcdes em A? }.
c’c
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Como P € C, temos que F'(a,b,c) = 0, combinando com o fato que F' é homogéneo

de grau d concluimos que
1 a b
0=—=F(a,bjc)=F|—,-,1],
c? ( ) (c c )
ou seja, considerando o polinémio f (x,y) como

f(z,y)=F(z,y,1),

entao temos uma bijecao

{la:b:d€Cie#0t —{(z,y) € A% f(z,y) =0},
la:b:c]— (a/c,b/c).

Chamamos a curva Cy : f (z,y) = 0 de parte afim da curva projetiva C.

Vimos que ao considerarmos uma curva projetiva C' : F'(X,Y, Z) = 0, entdo podemos

escrever C' como a uniao de sua parte afim e seus pontos no infinito.

O processo de obter f (x,y) = F (z,y, 1) a partir do polinémio homogéneo F' (XY, Z),
é chamado desomogeneizacao (com respeito a varidvel Z). Quando ndo houver confusiao

quanto a variavel de desomogeneizacao, denotaremos a desomogeneizacao de F' por F..

O seguinte lema lista algumas propriedades quanto a homogeneizac¢ao/desomogeneizagao
de polindmios nao constantes, como enunciado em [Vail7, Exercicio 63| ou [Ful08, Se-

¢ao 2.6

Lema 1.4. Sejam f,g € K|[z,y| nao constantes e F,G € K[X,Y, Z| homogéneos e nao

constantes, entao:
(i) f= (/).
(ii) Em geral, (F.)" divide F. Se Z nao divide F, entao F = (F.)";
(iii) (f9)" = f*g";
(w) (FG), = F.G..

Demonstragao. Demonstraremos apenas o item (iii), os demais seguem de maneira ana-

loga.

Consideremos f = fo+ fi+ -+ fmeg=go+ g+ -+ gn, com fi,g; € K|z, 1]

homogéneos de grau i e f,,g, # 0.
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Pela homogeneidade dos polindémios f;’s e g;’s e pelo fato dos polinémios f e g terem

graus m e n, respectivamente, temos que

fr _f()Z( ;)Zm—fo(X,Y)Zm+f1(X,Y)Zm1—1—---—|—fm(X,Y) e

XY
g*:g(z z)Z"—go<XY>Z”+g1<XY>Z”1 g (XY).

Portanto, f*g* = > 1" Hy, com H) dado por

H ((fi (X,Y) Z™7) (ge—i (X, Y) Z77HH))

M-

=0

= |l

(fi (X,Y) grei (X, Y) 275 (1.4)

(2

Por outro lado, o polinémio fg tem grau m + n e é dado por fg = ZZZB" hy, com hy
sendo o polindomio homogéneo de grau k determinado por hy = Z?:o figr_i. Logo,
m+n m+n m-+n
XY
h h Zmtn = h Zm) o (15
= (En) - (En (D) =B (577w

Uma vez que h; é homogéneo de grau k, temos que hy, (%, %) Zmtn = h (X,Y) Zmink,

Portanto, pela Equagdo (1.4) e Equacao (1.5), temos que

m+n

(f9) = (hi (X, Y) ZmHF)

k=0

-5 (z £ (XY gt (X,7) zm)

=0

m+n

- Z H,
k=0

= /g

]

Exemplo 1.5. A desomogeneizagao do polindmio homogéneo F' = X Z ¢ o polinémio

F, =z, mas (F,)" = X # F. Esse exemplo mostra a importancia de F' nao ser divisivel

por Z, para obter a igualdade na propriedade (ii) do lema anterior.

Uma consequéncia das propriedades (i) e (ii) do Lema 1.4, é que existe uma bijegao

entre curvas afins e curvas projetivas que nao contém todos os pontos no infinito.
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No processo de desomogeneizacao em relacao a variavel Z descrito acima, estamos
realizando uma identificacdo do plano afim A? com o plano Z = 1 contido em A®. Podemos
fazer o mesmo tipo de identificacdo com qualquer plano 7 C A? que ndo passa pela origem,

sendo (a(r,s),b(r, s), c(r,s)) uma parametriza¢ao para 7, podemos definir a equagao afim

fr(r,s) = F (a(r,s),b(r,s),c(r,s)),

como sendo a desomogeneizagao com respeito ao plano .

Diremos que uma curva C' é definida sobre os racionais se ela pode ser definida por

uma equacao polinomial com coeficientes no corpo dos niimeros racionais.

Note que dado F' € Q[X,Y, Z], as solucdes das equacoes F' = 0 e ¢F = 0 sdo as
mesmas para qualquer racional ¢ nao nulo. Ao escolhermos ¢ nao nulo adequado, temos
que cF é um polinémio com coeficientes inteiros. Isto permite concluir que uma curva
algébrica definida sobre os racionais ¢, na verdade o conjunto de solucoes de uma equacao

polinomial com coeficientes inteiros.

Defini¢ao 1.6. Seja C' : F'(X,Y, Z) = 0 uma curva projetiva definida sobre os racionais.
O conjunto dos pontos racionais de C, o qual denotaremos por C' (Q), é o conjunto dos

pontos de C' que tém coordenadas em Q, ou seja,
CQ)={[a:b:c] €P*F(a,bc)=0c¢ea,b,ccQ}

Alguns dos mais famosos teoremas em teoria dos niimeros envolvem questoes relacionas
a determinar o conjunto dos pontos racionais C'(Q) de certas curvas. Por exemplo, o

Ultimo Teorema de Fermat, provado por Wiles em 1994, garante que as curvas projetivas
Cy: XN +YN =27,

com N > 2, nao tém pontos racionais com todas as coordenadas nao nulas.

Similarmente ao caso projetivo, se Cp : f(x,y) = 0 & uma curva afim definida sobre
0s racionais, entdo o conjunto dos pontos racionais de Cjy, que denotaremos por Cj (Q),
consiste em todos (r,s) € Cy com r,s € Q. Por defini¢do, Cj é a parte afim de seu fecho
projetivo C, entdo C (Q) counsiste em Cp (Q) juntamente com os pontos no infinito que

forem racionalis.

De modo andlogo, definimos o conjunto dos pontos inteiros de C' e Cy, o qual denota-

mos por C (Z) e Cy(7Z), respectivamente, como sendo o conjunto dos pontos de C e Cj
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que tém coordenadas inteiras, ou seja,

C(Z)={la:b:c]€P* F(abc)=0eabccZ}e
Co(Z) ={(r,s) € A%, f(r,s) =0er,s € Z}.

Sejam a,b,c € Q, como [a:b:c] = [ta: th: tc] para todo t # 0, tomando ¢ igual ao
minimo multiplo comum dos denominadores de a, b e ¢, podemos concluir que pontos ra-
cionais no plano projetivo podem ser representados por coordenadas homogéneas inteiras.
Portanto, o conjunto de pontos inteiros de uma curva projetiva coincide com o conjunto

dos pontos racionais.

Uma das questoes fundamentais respondida pelo calculo diferencial, é como encontrar
a reta tangente 4 uma curva. Mais especificamente, se Cy : f (z,y) = 0 é uma curva afim
e P = (r,s) ¢ um ponto de Cy, entdo a equacao da reta tangente & Cy em P é dada pela
equacao

L)+ E -0

Note que se ambas as derivadas parciais de f forem nulas em P, a reta tangente nao
estd bem definida em P. Por exemplo, isso acontece para cada uma das curvas C; : y? = 2°
e Cy 1 y? = 23+ 2% no ponto P = (0,0), (veja Figura 1.4). Em particular, a curva C
tem uma auto-intersecao no ponto P, portanto, temos ambiguidade para definir tangente

a curva neste ponto. A curva Cy, por outro lado, nos daria como reta limite das secantes

passando por P, a reta y = 0.

Tais comportamentos sao exemplos do conceito abaixo.

(a) Curva Oy : y? = 3. (b) Curva Cy : y? = 23 + 22.

Figura 1.4: Curvas singulares.
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Definigao 1.7. Sejam C' : f(x,y) = 0 uma curva afim e P € C. Dizemos que P é um

ponto singular de C' se
of (py_9f
ox Oy

caso contrario P € C' é chamado nao singular ou reqular. Uma curva C' é dita regular ou

(P) (P) =0,

nao singular, se todo ponto P € C' é regular.

Outro conceito importante no estudo das curvas algébricas ¢ definido a seguir:

Definicao 1.8. Diremos que uma curva afim C : f (z,y) = 0 é irredutivel (redutivel), se

o polinémio f for irredutivel (redutivel) em C [z, y].

Definigao 1.9. Se C': f (x,y) = 0 é uma curva afime f = fifo- - f, € uma decomposi¢ao
em fatores irredutiveis em C[z,y|, entdo diremos que as curvas C; : f;(z,y) = 0 sdo

componentes irredutiveis de C'.

Segue da definicao, que se uma curva C' tem componentes irredutiveis Cy, Cs, ..., C,,

entao
CQ=CQU---UC,(Q).

Por conta disso, basta determinarmos os pontos racionais em curvas irredutiveis para de-
terminarmos os pontos racionais de curvas gerais. Portanto, teremos as curvas irredutiveis

como foco principal.

Para uma curva projetiva C' : F'(X,Y, Z) = 0 as defini¢des de ponto singular, regular,
reta tangentes e componentes irredutiveis sao analogas. Em particular, a equacao da reta

tangente & C' no ponto P = [Xj : Yy : Zy| é dada por
Fx (P)(X — Xo) + Fy (P) (Y = Yo) + Fz (P) (Z — Z) = 0.
Pela Identidade de Euler (1.3), temos que
0=0(F)F(P)=XoFx (P)+YoFy (P) + ZoFz (P),
portanto, a reta tangente & C' em P se resume a

TpC : Fx (P)X + Fy (P)Y + Fz (P) Z = 0.

Quando consideramos curvas definidas por uma equacao polinomial, é natural fazer

uma mudanca de varidveis para simplificar tal equacao.
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Dados? Ty € GLy (Q) e Ty € Q?, a transformagao invertivel, de Q% em Q?, que associa

x € Q% em Tyx + T, é chamada transformacdao afim racional.

No caso projetivo podemos fazer o mesmo usando as coordenadas homogéneas. En-
tretanto, para uma tal transformacao estar bem definida no plano projetivo P2, devemos
considerar somente a parte linear, ou seja, devemos considerar somente as transformacoes

que associam x € P? a Mx € P? com M = (m;;) € GL3(Q). Esta transformagao

1<i,j<3
nos da a substituicao

X =mpX' +mpY' +mizZ’,

Y = mng/ -+ mQQY' + m23Z/, (16)

Z = mng' + mggyl + mggz/.

Portanto, dada uma curva C' : F'(X,Y, Z) = 0, ao realizarmos a substitui¢do (1.6) obtemos

uma nova curva C’ dada pela equagao F' (X')Y’, Z") = 0, com

F/ (X/7 Y/, Z/) = F(mHX’ -+ mng/ -+ mlgz/,

mng' + mQQY/ + mggz/, m31X’ =+ m32Y’ + m33Z').

Vale observar que F’ é a composicao das aplicacoes homogéneas F' e M. Assim, F’

também é homogénea e como M é invertivel e linear, entdo F’ tem o mesmo grau de F.

A mudanca de coordenadas (1.6) induz uma aplicacao de C’ para C, isto é, dado um
ponto [a' : 0 : ] € C', substituimos X' =/, Y =V e Z/ = ¢ em (1.6) para obter um
ponto [a:b:c] € C. Além disso, a aplicagdo M|, : C' — C admite inversa, pois M é

invertivel, mais precisamente, se M ! = (n;;) entao a aplicagao

1<i,j<3’

X' =nnX +npY +ni3Z,
Y/ = nng + nggy + TLQgZ,

Z' = nu X +ngY +ngsZ,

que associa pontos de C' a pontos de C’, é a aplicagao inversa de M. Chamaremos uma
mudanca de coordenadas no plano projetivo P2, dada por uma matriz invertivel 3 x 3, de
transformacao projetiva racional. Observamos que uma transformacgao projetiva racional
nos da uma bijecao entre C'(Q) e C’(Q), ou seja, o problema de encontrar os pontos

racionais na curva C' é equivalente a encontrar os pontos racionais na curva C".

2GL, (Q) denotando o grupo multiplicativo das matrizes invertiveis n x n com entradas racionais.
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1.3 Intersecao de Curvas Projetivas

Na Secao 1.1, ilustramos um modo de apresentar o plano projetivo de modo a garantir que
duas retas projetivas distintas se intersectem em exatamente um ponto. Nesta secao, es-
tudaremos a intersecao entre curvas projetivas de maior grau. Vale notar, que mesmo que
nosso interesse inicial seja estudar uma curva afim, adicionando apenas uma quantidade

finita de pontos no infinito a esta curva obtemos seu fecho projetivo.

Iniciemos analisando a interse¢ao, sobre C, entre a reta C': Y = 0 e a curva dada por
D:F(X,Z)-YZ¥% ' =0emque [X:Y :Z] €P?e F € C[X, Z] ¢ homogéneo de grau
d > 1. Pode-se verificar que [X : Y : Z] € CN D se, e somente se, Y =0e F (X, Z) =0,
portanto, o nimero de pontos na intersecao de C' com D ¢é igual ao ntumero de raizes
de F, que pelo Teorema Fundamental da Algebra, é exatamente d se considerarmos a

multiplicidade das raizes de F'.
Exemplo 1.10. Consideremos as curvas projetivas

C:Y =0, Dy :X*4+72°-YZ e Dy:X’-YZ.
Temos que CNDy ={[£i:0:1]} e CNDy={[0:0:1]}.

Os exemplos apresentados acima indicam que quando trabalhamos com curvas de
maior grau, o plano projetivo nao é o suficiente, precisamos também que o corpo seja
algebricamente fechado e estender a nocao de multiplicidade das raizes de polinémios em

uma variavel para intersecao de curvas projetivas, em geral.

Nos casos apresentados acima, observarmos que a projecao [X :Y : Z] — [X : 7]
induz uma bijecao entre os pontos do plano projetivo que estao na intersecao das curvas
C:Y=0eD:F(X,Z)-YZ%! = 0 e os pontos da reta projetiva que sdo raizes
do polindmio F'. Veremos que a ideia de projetar bijetivamente os pontos de intersecao
de duas curvas no conjunto de raizes de um polinémio F' também sera crucial no caso
geral. Ao obtermos tal projecao, para recuperar o ponto na intersecao, projetado na
raiz [Xo : Zp] de F', precisamos analisar os pontos nas intersegoes das curvas com a reta

parametrizada por ¢ (u,v) = [uXy : v : uZp| 0 que, em geral, é mais facil de analisar.

Lema 1.11. Sejam C : F (X,Y,Z) = 0 uma curva projetiva de grau d e L uma reta pro-
jetiva com parametrizacao ¢ (u,v). Entdo F (¢ (u,v)) € identicamente nulo ou homogéneo

de grau d. Além disso, o ponto ¢ (ug,v9) € C N L se, e somente se, F (¢ (ug,vp)) = 0.
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Demonstracao. Seja t € C*. Como @ é a parametrizagao de uma reta projetiva, entao

¢ (u,v) = [a(u,v) : B (u,v) : v (u,v)] com a, 5 e v homogéneos de grau um, logo

¢ (tu, tv) = [ta (u,v) : 16 (u,v) : ty (u,v)].

Como F ¢ homogéneo de grau d, entdo F (tX,tY,tZ) = t'F (X,Y, Z) paratodo [X : Y : Z]

P2, portanto

F (¢ (tu,tv)) = F (ta (u,v) ,t6 (u,v) , ty (u,v)) = tiF (p (u,v)) .

Logo, podemos concluir que F' (¢ (u,v)) é identicamente nulo ou homogéneo de grau d.

A ultima afirmagao do lema, segue do fato de ¢ ser uma parametrizagao de L. O]

Corolario 1.12. Sejam C' e L como no Lema 1.11. Entdo existe um ponto [ug : vo|, tal

que F (p (ug,vp)) = 0.

Demonstracao. Pelo Lema 1.11, temos que f (u,v) = F (¢ (u,v)) ¢ identicamente nulo ou

homogéneo de grau d.

Se f(u,v) é identicamente nulo, podemos tomar [ug : vg] = [0: 1]. Caso contrario,
pelo Teorema Fundamental da Algebra, temos que

d

f(u,v) = H (oyu — Byv)

i=1
com, [o; : ;] € P! para cada 1 <14 < d. Sendo assim podemos tomar [ug : vo] = [f1 : 1]

]

Segue do Lema 1.11 que temos uma bijecao entre os parametros que anulam f = F(y)
e os pontos da intersecao entre a curva e a reta, portanto a multiplicidade de uma raiz de

f induz uma noc¢ao de multiplicidade para o ponto de intersecao correspondente.

Definicao 1.13. Sejam C : F' = 0 uma curva projetiva e L uma reta projetiva que nao
¢ componente de C. Sejam ¢ (u,v) uma parametrizacdo de L e Py = ¢ (ug,v9) € L.
Definimos o nimero de interse¢ao I (C'N L, Py) como sendo a multiplicidade de [ug : vo]

como raiz de F' (¢ (u,v)) = 0.

Na Definicao 1.13, consideramos uma parametrizacao de uma reta e definimos o ni-

mero de intersecao que estende a nocao de multiplicidade de uma raiz, que temos quando
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estudamos o grafico de uma funcao polinomial, para a intersecao entre uma curva e uma
reta projetiva. Nos resultados seguintes observamos que essa definicao independe da es-

colha da parametrizacao e é invariante sobre transformacao projetiva.

Lema 1.14. O ndmero de intersecio 1 (C' N L, P) depende somente de C, L e de P,
ou seja, nao depende da parametrizacao de L. Além disso, o nimero de intersecao €

wmwvariante sobre transformacao projetiva
Demonstragao. Ver demonstracao em [Gib98, Lema 10.3 e Lema 11.7]. O

Uma vez que temos definido o ntimero de intersecao entre uma curva e reta projetiva,

estamos em posicao de apresentar os seguintes resultados:

Proposicao 1.15. Seja C' : F (X,Y,Z) = 0 uma curva projetiva reqular. Entdo temos
que I (CNL,P)>1 se, e somente se, L é a reta tangente & C no ponto P.

Demonstragio. Sejam P € C, Q € P2 — {P} e L = PQ. Entdo a reta L é parametrizada
por ¢ (s,t) = sP +tQ.

Consideremos a equacdo de intersecdo, entre C'N L, dada por ¢ (s,t) = F (¢ (s,1)).
Por hipotese P € C' N L, portanto, ¥ (s,t) = ty(s,t) para algum v € C|[s,t] homogéneo
nao nulo.

Note que 9 (s,t) = VF (¢ (s,1)) - ¢t (s,t) = VF (¢ (s,1)) - Q, isto é, o produto escalar
do gradiente de F' por ). Além disso, I (C'N L, P) > 1 se, e somente se, t divide =y, ou

seja, (1,0) é uma raiz de 7. Como

b (1,0) = (v +1im) (1,0) = v (1,0) = VF(P) - Q,

temos que I (C'N L, P) > 1 se, e somente se, VF (P)-Q =0, isto &, Q € TpC, com TpC
denotando a reta tangente a C' no ponto P.

Uma vez que P € TpC, podemos concluir que I (CNL,P) > 1 se, e somente se,
L=PQ=TpC. O

Considerando C' uma curva algébrica regular, P € C' e TpC' a reta tangente a C' no
ponto P. A Proposicao 1.15 garante que I (C'NTpC, P) > 1. Entretanto, ha pontos em
que I (CNTp, P) > 2, 0 que nos leva a seguinte defini¢ao:
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Definicao 1.16. Sejam P um ponto regular em uma curva projetiva C' e TpC a reta

tangente & C' no ponto P. Dizemos que P é ponto de inflexdo, se I (C NTpC, P) > 2.
Exemplo 1.17. Consideremos C' uma curva projetiva regular na forma
C:Y*Z - (X3 +aX?Z +bXZ* + cZ3) =0.

Entao O =[0:1:0] é um ponto de inflexdo de C.

De fato, claramente O € C e como V (C) (O) = [0:0: 1], entdo a reta tangente & C'
no ponto O ¢ areta Tp : Z = 0. Como Tp tem parametrizacao ¢ (s,t) = [s: ¢ : 0], entdo

a equacao de intersecao de Tp e C' ¢ s3 = 0. Portanto,
3=1(CNTo,¢(0,1)) =1(CNTp,0),
0 que nos permite concluir que O é um ponto de inflexao.

Teorema 1.18 (Teorema de Bézout - Caso curva e reta). Sejam C' uma curva projetiva

definida por um polindémio de grau n e L uma reta projetiva que nao é componente de C.

Entao
> I(CNLP)=n
P,eCNL
Demonstra¢ao. Sejam ¢ (u,v) uma parametrizagdo de L e Pi,..., P, € C'N L o conjunto

dos pontos de interse¢ao dois a dois distintos, com ¢ (u;,v;) = P; para todo 1 < i < [.
Pelo Lema 1.11, temos que {[u; : v;];1 < i < [} é o conjunto das raizes do polinémio
F (¢ (u,v)) de grau n. Sendo m; a multiplicidade da raiz [u; : v;], temos que

n=>Y mi=Y I(CNLP).

1<i<l 1<i<l

]

O Teorema de Bézout, que provamos acima no caso de uma das curvas ser uma reta,
mostra que o niamero de pontos de intersecao (se contados adequadamente) depende

somente dos graus das curvas.

O resultado anterior pode ser estendido ao caso geral, para tanto, precisamos deter-
minar algum polinémio definido sob a reta projetiva, tal que suas raizes sao projecoes
dos pontos na intersecao. Um modo de verificar a existéncia de tal polinomio, é determi-
narmos se existe alguma combinacao nao nula dos polinomios que definem as curvas que

elimina uma das variaveis.
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Apesar de nosso interesse ser em verificar se alguma combinacao dos polinémios F, G €
C[X,Y, Z] elimina uma das varidveis, consideraremos um contexto mais geral que sera
util mais adiante: Sendo D um dominio de fatoracdo tnica e F,G € D[Y] nao ambos

constantes, verificaremos que existem A, B € D [Y], tais que AF + BG € D é nao nulo.

Observacao 1.19. Podemos supor que a condigao de F,G € D[Y] serem nao ambos

constantes é sempre satisfeita, trocando Y por X ou Z se necessario.

Primeiramente, observamos que existem A’ B’ € D[Y] satisfazendo A'F + B'G €
D—{0} se, e somente se, existem A, B € Frac (D) [Y] satisfazendo AF + BG € Frac (D)",

com Frac (D) sendo o corpo de fracoes de D.

Por trabalharmos com F'rac (D) ao invés de D, temos a vantagem de que Frac (D) [Y]
¢ um Dominio Euclidiano, ou seja, o algoritmo da divisao de Euclides ¢ valido em
Frac(D)[Y]. Além disso, se existem A, B € Frac(D)[Y] que satisfazem AF + BG €
Frac (D), entdo podemos supor sem perda de generalidade que ¢ (4) < ¢ (G) e 6 (B) <
d (F). De fato, como Frac(D)[Y] é um Dominio Euclidiano ¢ ¢ (F)) > 0, entao existem
Q, R € Frac (D) [Y], tais que B=QF + Re §(R) <6 (F), logo

AF + BG = AF + (QF + R) G
= (A+QG)F + RG.

Como AF + BG € Frac(D)" entao 0 = § (AF + BG) = § ((A+ QG) F + RG), portanto,
d(RG) =6 ((A+ QG) F). Como Frac(D)[Y] é dominio podemos concluir que

5(G) =5(RG) — 6 (R)
> 6 ((A+QG)F) — 6§ (F)
=0 (A+QG),

sendo assim, tomando A’ = (A + QG) e B’ = R, temos que A'F + B'G € Frac(D)" com
J(A)<0(G)ed(B)<o(F).

Portanto, basta procurarmos por A, B € Frac(D)[Y] com §(A) < 6(G), §(B) <
§ (F) que satisfazem AF + BG € Frac(D)".

Se considerarmos o anel Frac(D)[Y] como o Frac(D)-espaco vetorial gerado pela

base canonica {1,Y,Y?2 Y3 ...} entdo provar a existéncia de A, B € Frac(D)[Y] que
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satisfazem as condi¢oes desejadas é equivalente a provar que o Frac (D)-subespago vetorial

gerado por
B={FYFY*F, Y 9IFQGVYGY,. . vWH-1g) (1.7)
contém 1.

Proposicao 1.20. Sejam F,G € Frac (D) [Y] nao ambos constantes. Entao F' e G ndo
tém fator comum em Frac(D)[Y] se, e somente se, o conjunto 5 apresentado acima €

linearmente independente.

Demonstracao. Podemos supor sem perda de generalidade que F' é nao constante.

(=) Suponha por absurdo que [ seja linearmente dependente. Entao existem
Ao, Av, ... Asiey-1, Bo, B, - .., Bs(py—1 € Frac (D),

nao todos nulos, tais que

5(@)—1 5(F)—1
Z AY' | F+ Z BY'|G=0.
1=0 1=0

Definindo
5(G)—1 §(F)—1
A= Z AY? e B = Z Biyi>
i=0 1=0

temos que A e B sao nao nulos, pois nem todos os A;’s e B;’s sao nulos e AF+ BG =
0. Logo, BG & ndo nulo e divisivel por F'. Como Frac (D) [Y] é dominio de fatoragao
tnica e §(B) < ¢ (F), entao nem todos os fatores irredutiveis de F' dividem B
simultaneamente, ou seja, algum fator irredutivel de F' divide G. Logo F' e G tém

um fator comum, mas isso contradiz a hipotese deles nao terem fator comum.

Podemos entao concluir que S é um conjunto linearmente independente.

(<) Suponha por absurdo que H € Frac (D) [Y] seja um fator, ndo constante, comum

de F e G. Entdo existem F,G € Frac(D)[Y], tais que

F=HF e G=HG.
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Como estamos em um dominio de integridade e 0 (H) > 0, entdo ¢ (ﬁ) <O(F)e
) <(~¥> < 0 (G). Além disso, como H # 0 e
0=GF -GF
— (HG) F G (HF)
—H (éF — Gﬁ) ,
temos que GF — GF = 0. Sendo F,,G; € Frac (D), tais que F = ngg) EYie
G = Zig) G,Y', entdo

5(@) 5(F)
Z@Yi F+ ZEW G=0
1=0 1=0

e como F e G sdo nao nulos, entao nem todos os E’s e C:*i’s sao nulos. Como
) <ﬁ) <o6(F)ed (é) < 0 (G), podemos concluir que § é linearmente dependente,

o que ¢ um absurdo.

Portanto, F' e G nao tém fator comum. O
Sendo Fy, Fi, ..., F5p), Go,G1,...,Gs) € D, tais que
F=F+FRY+ -+ FpY ™ e G=Go+G Y+ -+ G5 V9,

entao o conjunto [ é linearmente independente se, e somente se, a matriz
r T )

Fy By Fy - Fé(F) O

Fo Fikaee 0 (G) linhas

Fy Fy Fy Fsry
Rpg = <
Gy G Gy Ga(G) O
Go G1 Gy -+ Gse .
. . . 0 (F') linhas
Gy G Gy - Gse

L I

tem determinante nao nulo.
Observagao 1.21. Considerando Ay, ..., As@)-1, Bo, - - ., Bs(ry—1 € D, entao
[Ag Al . A(S(G)—l B() B1 . Bg(F)_1:| RF,G

é igual a representacao de (ng)fl A,YZ) F+ <Z§i€)71 BZ-Yi> G na base canonica.

7
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Definicao 1.22. Chamaremos o determinante da matriz Rrq de resultante de F' e G
e o denotaremos por Resy (F,G), ou simplesmente por Res (F,G), quando nao houver

confusao de qual é a variavel em que estamos expandindo os polinémios.

Uma vez que Rpg tem entradas em D, entdo Res(F,G) € D. Além disso, se
F,G e Dxy,...,y-1] [r,] s30 homogéneos e ndo ambos constantes, entdo Res,, (F,G) €
D[z1,...,2,-1] é identicamente nulo ou homogéneo de grau 6 (F)d (G). Para verificar a

homogeneidade basta seguir as indicagoes em [Gib98, Lema 14.3].

Pelo Lema de Gauss, temos que F' e G tém fator comum nao constante em D [Y] se,

e somente se, eles tém fator comum em Frac (D) [Y].

Como consequéncia temos:

Corolario 1.23. Sejam F,G € D[Y] ndao ambos constantes. Entdo Res (F,G) =0 se, e

somente se, F' e G tém um fator comum em D[Y] — D.

Demonstragao. Como os elementos de § (dado em (1.7)), expressos na base candnica, sao
as linhas da matriz Rp ¢, entdo [ é linearmente dependente se, e somente se, Res (F,G) =
0. Pela Proposigao 1.20, obtemos que Res (F,G) = 0 se, e somente se, ' e G tém fator
comum em Frac(D)[Y]. Como F e G tém um fator em Frac (D) [Y] se, e somente se,
tém um fator comum em D[Y] — D, entdo podemos concluir que Res (F,G) = 0 se, e

somente se, F' e G tém fator comum em D [Y] — D. O

Temos agora as ferramentas para demonstrar o seguinte resultado.

Teorema 1.24. Sejam F,G € D[Y| nao ambos constantes. Entio existem A, B € D[Y]

nao ambos nulos, tais que

AF + BG = Res (F,G),

com 0 (A) <d(G) ed(B) <o (F).

Demonstracao. Se Res (F,G) = 0, pelo Corolario 1.23, F' e G tém fator comum H € D[Y]
nao constante, ou seja, existem F.GeD [Y] tais que F' = HF e G = HG. Logo,

0=FG—-FG

— (HF) G~ F (HG)

:H(ﬁG-F@),
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como H # 0, entdo FG — FG = 0. Tomando A = -G e B = ﬁ, temos o resultado
desejado no caso Res (F,G) = 0.
Se Res (F,G) # 0, entdo a matriz Rpg € Matsp)+s(cy) (Frac(D)) é invertivel.
Dado que Res (F,G) € D, pela Observagao 1.21, existem A = ngé)_l AY' e B =

ng))*l B;Y" que satisfazem AF + BG = Res (F,G) se, e somente se, o sistema

Ay ... Asigy.r Bo ... Bg(F),1:| RF,G:[RBS(F,G) 0 -+ 0 (1.8)

é satisfeito.

Como Rp¢ € uma matriz com entradas em D, entdo sua matriz adjunta adj (Rr¢)
também tem entradas em D. Uma vez que

1

Rply = ————adj (R
FG Res(F,G)a]( r)

temos que o sistema (1.8) tem solugdo em Frac (D) dada por

AO Aé(G)fl Bo B&(F)fl] = [RGS(F,G) 0 --- 0] RI;}G
B 1
"~ Res(F,G)

:[1 0 --.. 0} adj (Rra),

[Res(F,G) 0 --- 0} adj (Rrc)

ou seja, a solucao na verdade tem entradas em ID. Portanto, definindo
5(G)—1 S(F)—1
A= Z AY? e B = Z B)Y",
i=0 i=0

temos que A, B € D[Y] e, pela Observacao 1.21, AF + BG = Res (F,G).

Pela forma que definimos os polinémios A e B em cada um dos casos, segue que

5(A) < 8(G)ed(B)<d(F). O

Observagao 1.25. Se Res (F,G) # 0 e os elementos da primeira linha da matriz adjunta
adj (Rp ) sao divisiveis por um elemento M em D, entdo por calculos analogos aos feitos
na demonstracdo do Teorema 1.24, podemos encontrar A, B € D[Y] com 0 (A) < § (G) e

: __ Res(F,G)
§(B) < 0 (F), tais que AF + BG = =57 € D.

Retomando ao estudo das curvas, pelo Teorema 1.24, sempre conseguimos uma com-
binacao entre I’ e G que elimina uma certa variavel, desde que F' e G nao sejam ambos

constantes em relacao a varidvel que estamos eliminando, o que pela Observacao 1.19

sempre se pode assumir.
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Um fato que pode ocorrer é termos infinitos pontos na intersecao. Por exemplo, as
curvas projetivas C7 : Y = 0 e Cy : XY = 0 tém como intersecao toda a curva C'.
Isso ocorre quando os polinémios que definem as curvas tém um fator em comum em
C[X,Y, Z]. A proposi¢do a seguir mostra que se os polindémios nao tém fator comum,

entao a intersecao é finita.

Proposicao 1.26. Sejam Cy : Fy (X,Y,Z) = 0 e Cy : F5(X,Y,Z) = 0 duas curvas
projetivas. Entao Cp N Cy tem uma quantidade finita de pontos se, e somente se, F| e Fy

nao tém fator comum em C[X,Y, Z].

Demonstra¢ao. (=) Suponhamos por absurdo que H € C[X,Y, Z] é um fator comum

de Fi e F5. Como
H(XU,YE],Z(]):O — [X[):}/O:ZO]EC&HCQ,

basta mostrarmos que existem infinitos pontos que anulam H para chegarmos a

uma contradigao.

Seja Py = [Xo:Yy: Zo) € P2, tal que H (FPy) # 0. Sem perda de generalidade
podemos supor que X, # 0. Para cada K € C tomamos Px = [0: K : 1]. Como
Xy # 0, entao temos que Py # Pk, portanto, podemos definir a reta projetiva

Lx = PyPx com parametrizacao dada por ¢ (u,v) = [Xou : You + Kv : Zou + v].

Como Pk, € Lk, se, e somente se, K1 = Ky, entdao temos que Lk, # Lk, sempre
que K; # K. Além disso, para todo K € C temos que Fy € Lk, portanto esse

sempre é o ponto de intersecao entre duas retas Lg’s distintas.

Pelo Corolario 1.12, para cada K € C existe [ug : vg], tal que H (¢x (uk,vk)) =
0, ou seja, existe um ponto @k (ug,vrx) € Lk que anula H. Além disso, se
K, # Ky entao ¢k, (uk,,Vk,) # YK, (Uk,, Vk,), POIS 0 Unico ponto que estd na
interse¢ao entre Ly, e Lk, é o ponto Fy que nao anula H, portanto, o conjunto
S ={¢k (ug,vk); K € C} estd em bijecao com C, ou seja, é infinito. Como cada
um dos elementos do conjunto S anula H, temos que existem infinitos pontos que

anulam H, o que é uma contradicao.

Logo Fi e F; nao tém fator comum.

(<) Consideremos coordenadas de modo que Y = 0 seja a reta no infinito e procedemos

a desomogeneizacao Fj, de F; em relagao a variavel Y.
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Sejam Iy = C1NCyN{Y = 0} os pontos de interse¢ao no infinito e I; = C1NCyN{Y =
1} os pontos de intersecdo que sao afins. Como C;NCy = Iy U I, basta mostrarmos

que Iy e I; sao finitos para mostrarmos que a intersecao € finita.

Uma vez que F} e Fy nao tém fator comum, podemos supor sem perda de gene-
ralidade que F; nao é divisivel por Y. Logo, pela homogeneidade de F}, temos
que Fy (X, Z) := F,(X,0,Z) é homogéneo nao nulo em C[X,Z]. Pelo Teorema

Fundamental da Algebra, existe no méaximo § (F}) raizes de F} (X, Z). Como
Iyc{[X:0:7];F (X,Z) =0},

podemos concluir que Iy ¢ um conjunto finito.
Se I}, ou Fy, sao constantes, entao I, = &.

Se F, e F,, sdo nao constantes em C [X, Z], mostraremos que existe uma quantidade

finita de candidatos para as coordenadas X e Z dos pontos em I;.

Coordenada X: Se Fy, (ou Fy,) pertence a C[X], entdo Fi, (ou Fy,) tem uma
quantidade finita de raizes, o que limita as possiveis coordenadas X dos pontos

de I; a um conjunto finito.

Caso Fi, e Fy, pertencam a C[X][Z] — C[X], pelo Teorema 1.24, existem
A,B € C[X][Z] tais que AFy, + BFy, = Resyz (F1,,Fy,). Como Fy e Fy
nao tém fator comum em C [ XY, 7], entdo Fy, e Fy, ndo tém fator comum em
C[X, Z], portanto, pelo Corolario 1.23, Resy (Fi,, F»,) ¢ um elemento ndo nulo
de C[X]. Uma vez que os pontos de {(X,Z);[X :1: Z] € I} anulam Fy, e
F,,, temos que as coordenadas X dos pontos de [ sdo raizes de Resy (F1,, Fs,),
0 que nos permite limitar as coordenadas X dos pontos de I; a um conjunto

finito.

Coordenada Z: De modo anélogo, podemos limitar as possibilidades para a coor-

denada Z dos pontos de I; a um conjunto finito.

Como as coordenadas dos pontos de I; se resumem a um conjunto finito, entao I é

um conjunto finito.

Portanto, podemos concluir que a intersecao C; N Cy = I; U I5 é finita. n
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No que segue, nos concentraremos em intersecoes entre curvas definidas por polindémios

sem fatores em comum, o que serd suficiente para nossos interesses.

Proposicao 1.27. Sejam Cy : F; =0 e Cy : F5 = 0 curvas projetivas sem componentes

em comum. Se
(1) [0:1:0] ¢ C1NCy;
(i3) para todo Py, P, € C, N Cy distintos, temos que [0:1:0] & P, P;.
(ii1) existem Ay, Ay € C[X,Y, Z], tais que R = A1 Fy + Ay Fy € C[X, Z] € nao nulo.

Entdo a aplicacio o : C1NCy — R71(0) C P, definida por ¢ (X,Y,Z) = (X : Z), €

bijetora.

Demonstragao. Como [0:1: 0] € C;NCy, entdo ¢ nao leva pontos de C; N Cy na origem,
ou seja, p (C; N Cy) C P Além disso, se P € C) N Cy, entao Fy (P) = Fy (P) = 0, logo
R(p(P)) = A, (P)Fy (P) + Ay (P) F»(P) = 0, ou seja, » (C;NCy) € R7'(0). Sendo
assim, ¢ : C; N Cy — R71(0) ¢ uma fungao bem definida.

Sejam [X : Zg] € R7!(0) C P'. Para mostrarmos que ¢ é sobrejetora, basta garantir
que existe Yy € C, tal que [Xo: Yy : Zy] € Cp N Cs. Consideremos a reta passando por
0:1:0] e [Xo:0: Zy], com parametrizacido dada por ¢ (s,t) = [sXq:t:sZ|. Sejam
fi(s,t) = Fy1 (¢ (s,t)) e fa(s,t) = F5 (¥ (s,t)). Como R (¢ (s,t)) = R(sXo,s7Zy) = 0,
entao

0 =aif1 + azfo,
com a; e ay definidos por a; (s,t) = A; (¢ (s,1)).

Uma vez que ¢ (0,1) =[0:1:0] ¢ C; N Cy, entdo fi e fo ndo podem ser simultanea-
mente identicamente nulos.

Se f e fy estao no ideal gerado por t, entao eles tém a forma f; = tg;, com g;,g9s €
C [s,t]. Podemos concluir, nesse caso, que f; e fo se anulam em [1 : 0]. Portanto, ¢ (1,0) =
[Xo:0: Zy] € Cy N Cy, ou seja, [ X : Zp] estd na imagem de .

Agora consideremos o caso em que f; ou f; nao esta no ideal gerado por t. Sem perda

de generalidade, podemos supor que f; nao esta no ideal gerado por ¢, ou seja, 0, (f1) =

5 (f1) > 0. Sejam fi, fo,a1,az € Cls] definidos por fi(s) = f;(s,1) e @ (s) = a; (s, 1),
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entao
0= afi + dzfo.
Como f; € C[s] e § <ﬁ> =05 (f1) > 0, entao existem ¢, € C[s] com 0 (r) < <]?1), tais
que az = qf; + r. Portanto,
0= fi+afs
—aifi+ (afi+7)
(c’fl + qfé) fitrh,

obtemos entao que ﬁ divide rﬁ e como J(r) < 6 (ﬁ), podemos concluir que fl e f;
tém fator comum em C[s]. Logo, existe sy € C, tal que ]71 (s0) = ]A”; (so) = 0, ou seja,
f1(s0,1) = fa(s9,1) = 0, consequentemente, 1 (sg, 1) = [50Xo : 1 : $0Zo] € C1NCs. Como
[0:1:0] & Cy NCy, entao sy # 0, logo [Xo : Zo] = [s0Xo : s0Z0] = ¢ (¥ (s0,1)), ou seja,
[Xo : Zy] esta na imagem de .

Portanto, podemos concluir que ¢ é sobrejetora.

Agora sejam Py, P, € C1NCy, tais que ¢ (Py) = ¢ (P2). Entao existem Xy, Y1, Ys, Zp €
C, tais que P, = [Xo:Y1:2Zp) e P, = [Xo:Ya: Zy]. Suponhamos por absurdo que
P, # P,, entdo a reta P, P, é definida pela equacio ZoX — XoZ = 0. Dai, teriamos que
[0:1:0] € PP, o que contradiz a condicdo (ii). Portanto, temos que P, = P», 0 que nos

permite concluir que ¢ é injetora. O

Como estamos considerando duas curvas projetivas que nao tém componentes em
comum, pela Proposicao 1.26, temos intersecao finita. Logo a menos de mudanca de
coordenadas, as condigdes (i) e (ii) da Proposicao 1.27 sdo satisfeitas. Além disso, pelo
Teorema 1.24, existem A, B € C[X,Y, Z] tais que AF + BG = Res (F,G) € C[X,Z] é
nao nulo, portanto, a condigao (iii) também é satisfeita.

Sendo assim, a menos de mudanca de coordenadas, tomando R = Res(F,G) na
Proposicao 1.27, temos que a aplicagdao ¢ ¢ uma bijegao entre C; N Cy e R71(0). Logo, a

multiplicidade das raizes de R induz uma nocao de multiplicidade para pontos de C;NCs.

Definicao 1.28. Sendo (' : F} =0 e (5 : F5, = 0 curvas projetivas sem componentes em
comum, podemos escolher coordenadas tais que as condi¢oes da Proposicao 1.27 sejam

satisfeitas, com R = Resy (F1, Fy). Se P = [Xo: Yy : Zy] € C1 N Cy, entdo definimos o
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nimero de interse¢ao I (Cy N Cy, P) como sendo a multiplicidade de [Xg : Zp] como uma

raiz de Resy (Fy, Fy).

Lema 1.29. O ndmero de interse¢io I (Cy N Co, P), introduzido na Defini¢ao 1.28, é

wvariante por transformacoes projetivas.

Demonstracao. A demonstracao foge ao escopo deste trabalho, mas pode ser encontrada

em [Gib98, Lema 14.11|. O

Na Definicao 1.13, introduzimos a nogao de nimero de intersecao de uma curva e
uma reta em um ponto P. No resultado abaixo mostramos que a Definicao 1.13 e a

Defini¢ao 1.28 coincidem se uma das curvas é uma reta.

Proposicao 1.30. Sejam C : F' = 0 uma curva projetiva de grau d, L uma reta que nao
é componente de C e P € CN L. Entao os nimeros de intersecao I (C' N L, P) dados nas
Definicoes 1.13 e 1.28 coincidem.

Demonstracao. Como os nimeros de intersecao sao independentes do sistema de coor-
denadas, podemos supor P = [1:0:0] e que L é a reta Y = 0, consequentemente, as

condic¢oes da Proposigao 1.27 s@o satisfeitas com R = Resy (F, L).
Escrevendo F (X,Y,Z) = Fy (X, Z)+F; 1 (X, 2)Y +-- -+ F, (X, Z) Y, com F}, sendo

homogéneo de grau k, temos que o resultante Resy (F, L) é o determinante da matriz
Fo Foou -+ I Iy

1 O
0 : 1

Portanto, Resz (F,L) = F3(X,Y) e pela Definicao 1.28, I (C'N L, P) é a multiplicidade
de [1: 0] como raiz de Fy (X,Y).

Considerando a parametrizacdo ¢ (s,t) = [s:0:¢] para a reta L, temos que P =
©(1,0) e que F (¢ (s,t)) = Fy(s,t). Portanto, pela Defini¢ao 1.13 temos que [ (C'N L, P)
¢ a multiplicidade de [1 : 0] como raiz de Fy (s,t) = F (¢ (s,1)).

Logo, podemos concluir que os nimeros de intersecao introduzidos nas duas defini¢oes

coincidem no caso em que uma das curvas ¢ uma reta. O
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Como consequéncia do que apresentamos, temos o caso geral do Teorema 1.18.

Teorema 1.31 (Teorema de Bézout). Sejam Cy : Fy =0 e Cy : Fy = 0 curvas projetivas
sem componentes em comum. Fntao

Y I(CiNCy, P) =6(C1)d(Ch).

P,eC1NCy

Demonstracao. Segue da Definigao 1.28 e do fato que 6 (Resy (Fy, Fy)) =0 (F1) d (F). O

O Teorema de Bézout permite obtermos varias conclusoes. Dedicamos o final desta

secao para a apresentacao de alguns deles que serao utilizados no decorrer do trabalho.

Lema 1.32. Sejam C : F (X,Y,Z) = 0 uma curva projetiva de grau d > 1 e L uma reta
que nao € componente de C, ambas definidas sobre os racionais. Se d — 1 dos pontos da
intersegao de C e L sao racionais (considerando multiplicidade), entao o ponto restante

da intersecao também € racional.

Demonstracao. Sejam Py, P,,..., Py € CNLcom Py,...,P; ;1 pontos racionais.
Consideremos ¢ (s,t) uma parametrizacao racional® para Le sy : t1], ..., [sq : tg] € P,
tais que P, = ¢ (s;,t;) para cada 1 < i < d. Sem perda de generalidade, podemos supor

que s;,t; € Q, para cada 1 < i < d. Como
d

fst)=F(p(s,t) =[] (tis — sit) € Q[s, 1]

i=1
para algum \ € C*, entao

f=AG(s,t) (tas — sat)
com G € Q]s,t] — {0} homogéneo.
Se sqtq = 0, entao Py € {[0:1],[1 : 0]}, ou seja, P, também é um ponto racional.

Se sqtq # 0, entdo [sq : t4] = [‘:—: : 1}. Denotando o coeficiente lider do polinoémio f em

relagdo a variavel s por ¢l (f), temos que cls (f (s,1)) = Aels (G (s,1)) ta, cly (f (1,1)) =
—Acly (G (1,t)) sq e como f,G € Q[s,t] — {0}, entado
se di(F (L) /el (G (1,1))

= € Q.
tq cs (f(s,1)) /els (G (s,1))
Logo, temos que [sq : t4] = [i—g : 1] ¢ um ponto racional, o que nos permite concluir que
Py = ¢ (84, tq) também é racional. O

3 A parametrizacao ¢ (s, t) ser racional significa que as suas coordenadas pertencem a Q [s, t]. Obtemos

tal parametrizagao pois L = P; P, ou L é a reta tangente & C no ponto P;.
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No caso de ciibicas irredutiveis singulares temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.33. Seja C' : F' = 0 uma curva projetiva cibica irredutivel e P € C' um
ponto singular. Entao para toda reta L passando por P temos que I (C' N L, P) > 2. Além

disso, para no mdzimo duas dessas retas, temos que I (C'N L, P) = 3.

Demonstragao. A menos de uma transformacao projetiva (que como vimos nao altera
I(C'NL,P)), podemos supor que P =1[0:0:1]. Como F (P) =0, entdo F' = Fo+ F|Z +
Fy 7% com Fy, Fy, F, € C[X,Y] identicamente nulos ou homogéneos de graus trés, dois
e um, respectivamente. Logo Fyx, Foy, Fix, Fiy € (z,y) C C[X,Y], ou seja, se anulam

em P. Além disso, Fyyx e Fyy sao constantes.
Uma vez que
Fx =Fx+FPxZ+ FxZ?
Fy = Fy+FyZ+ FyZ?
e P ¢ um ponto de singularidade de C, entdo podemos concluir que Fhy (P) = Fyy (P) =

0, portanto pela Identidade de Euler, Fy, = Fyx X + FbyY = 0, ou seja,

F=F+FZ

Pelo fato de [0:0: 1] € L, podemos parametrizar L por ¢ (s,t) = [as : bs : t], com

[a : b] € PL. Substituindo a parametrizagao ¢ no polinémio F', obtemos

f(s,t) = F (as,bs,t)
= Fy (as,bs) + Fi (as,bs)t
= Fy (a,b) s* + F (a,b) s°

=s?(Fy(a,b) s+ Fy (a,b) ).

Pela Defini¢ao 1.13, temos que I (C'NL,P) > 2, pois ¢ (0,1) = P e s divide f(s,t)
com multiplicidade pelo menos dois. Além disso, I (C' N L,P) = 3 se, e somente se,
Fy (a,b) = 0. Como F; é homogéneo de grau dois, entao existem no méaximo dois pontos
[a:b] € P! que anulam F;. Portanto, podemos concluir que existem no maximo duas

retas passando por P, tais que [ (CN L, P) = 3. m

Como consequéncia temos o seguinte resultado.
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Corolario 1.34. Uma curva cibica irredutivel e singular C' tem um unico ponto de sin-

gularidade.

Demonstracao. Suponhamos por absurdo que existam pontos P; e P,, distintos e singu-
lares de C.

Consideremos a reta L = P, P,. Como P, P, € C' N L, entdo pela Proposicio 1.33,
temos que [ (CNL,P)>2el(CNL,P,) > 2. Poroutro lado, como C é irredutivel,
entao C' e L nao tém componente em comum. Portanto, pelo Teorema de Bézout 1.31,

temos que

3= Y I(CNLP)>> I(CNLP)>A4,

P,eCNL i=1

o que é um absurdo.

Logo, podemos concluir que C' tem um tnico ponto de singularidade. ]

Uma outra conclusao obtida pelo Teorema de Bézout diz respeito a existéncia de

singularidades para curvas redutiveis.

Proposicao 1.35. Seja C' : F (X,Y,Z) = 0 uma curva projetiva redutivel. Entio C é

singular.

Demonstragao. Como C é redutivel, existem Fy, Fy € C[X,Y, Z] homogéneos, tais que

F = F\F;. Consideremos as curvas projetivas Cy : [} =0e Cy : F, = 0.

Se ' e (5 tém alguma componente Cy em comum, entdao podemos tomar Py € Cy C
CiNCy. Se C) e Cy nao tém componente em comum, pelo Teorema de Bézout 1.31, as
curvas C : I} =0 e Cy : F5 = 0 se intersectam em algum ponto Fy. Em ambos os casos,

existe Py e C1NCy C C.

Como Fy = Fiy Fy + FiFyyy, para W € { XY, Z}, temos que
Fy () = Fuw (Fo) Fa (Po) + F1 (Po) Faw (By) = 0.

Segue assim que P é um ponto de singularidade de C', ou seja, C' ¢ uma curva singular. [
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2.1 Pontos Racionais em CoOnicas

Como mencionamos na introducao deste trabalho, as intersecoes entre retas e as curvas

quadraticas tém um papel importante para determinar os pontos racionais dessas curvas.

Na Secao 1.3, vimos o Teorema de Bézout 1.31 o qual garante que a intersecao entre
uma curva projetiva quadratica irredutivel C' e uma reta projetiva L tera exatamente dois
pontos no plano projetivo (considerando a multiplicidade). Em geral, esses dois pontos
nao serao racionais, mas pelo Lema 1.32, se um dos pontos for racional o outro também

sera.

Sendo assim, se conhecermos um ponto racional O € C, cada uma das retas projetivas
racionais (isto é, definidas sobre os racionais) passando por O intersectarda C' em um
“segundo” ponto racional. Se a reta em questao for a reta tangente de C' passando por O,
o ponto obtido ¢ o proprio O. Por outro lado, se P € C' é um ponto racional diferente de

O, entdo a reta OP tem equacio dada por
<(XvY7 Z) ) (P X O)> =0,

em que identificamos um ponto de P? com um vetor de R3 e x & o produto vetorial,
ou seja, essa é uma reta projetiva racional. Portanto, existe uma bijecao entre as retas

racionais passando por O e os pontos racionais em C.

Logo, para obtermos todos os pontos racionais de C' basta tomarmos as suas intersecoes
com as retas racionais passando por O. Um modo de obtermos as retas passando por O é
tomarmos uma reta Ly que nao passe por O e considerarmos as retas que passam por O e
0s pontos racionais () € Ly, os quais podem ser facilmente parametrizados. Obviamente

essas retas estarao contidas no conjunto das retas racionais que passam por 0. Por outro
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lado, como estamos no plano projetivo, pelo Lema 1.32, uma reta racional que passa por
O intersecta Ly em exatamente um ponto racional (). Sendo assim, existe uma bijecao

entre retas racionais passando por O e pontos racionais em Lj.
Exemplo 2.1. Consideremos a curva projetiva quadratica C' definida pela equacao
X2+Y? -7 =0. (2.1)

Podemos constatar facilmente que [1:0: 1] é um ponto racional de C. Seguindo o que
descrevemos anteriormente, podemos fixar O = [1:0:1] e Ly : X = 0. Tomando a

parametrizacao de Ly dada por
o (myn)=[0:m:n].

temos que areta Ly, = ¢ (m,n) O tem parametrizacao dada por ¢ (s,t) = [t : ms : ns + .

Logo, os pontos em L., N C' satisfazem a equacao

24 (ms)® — (ns+1)> =0
m?s? —n%s? — 2nst =0

S (m28 —n?s — Qnt) =0.

A raiz s = 0 corresponde ao ponto ¥ (0,1) = O e quando (m* —n?)s —2nt = 0 o

ponto correspondente é
Y (2n, (m2 — n2)) = [(m2 — n2) :2mn (m2 + nQ)] . (2.2)

Portanto, os pontos racionais de C' sao parametrizados por (2.2).

Além disso, a parametrizagiao (2.2) também parametriza os ternos pitagoricos', isso
ocorre pois todo terno pitagorico esta associado (a menos de equivaléncia de triangulos)
a um triangulo retangulo inscrito ao circulo unitario que tem o didmetro como medida da

hipotenusa |ver Figura 2.1|.

Em resumo, se tivermos um ponto racional em uma curva projetiva quadratica definida

sobre os racionais, conseguimos parametrizar todos os pontos racionais desta curva.

No exemplo acima conseguimos apresentar um ponto racional facilmente, mas nem
sempre isso ocorre, como constataremos no exemplo a seguir, existem curvas quadraticas

que nao tém pontos racionais.

1Um terno pitagérico ¢ uma tripla de nimeros inteiros (a, b, ¢) que satisfaz a® + b? = c?.
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N

Figura 2.1: Projetando conica em reta por O.

Exemplo 2.2. Consideremos a curva projetiva quadratica C' definida pela equacao
X2 +Y?-3722=0. (2.3)

Suponhamos por absurdo que exista [Xg : Yy : Zg] € C'(Q), podemos supor que X, Yy
e Zp sao inteiros que nao tém fator comum. Se X, for divisivel por 3, entao 3 divide
Y¢ = 375 — X2, consequentemente, 3 divide Y. Como 3 divide X e Yj, entdo 9 divide
X2 + Y2 = 372, portanto, 3 divide Zy, o que contradiz o fato de Xy, Yj e Zy ndo terem

fator comum. Logo, 3 nao divide Xj.
De modo analogo podemos mostrar que 3 nao divide Y.

Como X e Yy nao sao divisiveis por 3, temos que

Xo=241 (mod 3) e Yo=+1 (mod 3).
Portanto,
X3+Y2=2 (mod 3).
Entretanto, temos que
X2+Y2=322=0 (mod 3),
o que ¢ uma contradicao.

Logo, podemos concluir que ndo existem pontos em C' (Q). Outra interpretagao deste
resultado é que nao podemos escrever 3 como soma de quadrados de dois niimeros racio-

nais.

Algo que facilitou muito concluir que a curva C, no Exemplo 2.2, ndo tem pontos

racionais é o fato da curva estar na forma

aX?+bY? 4+ 7% =0.
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As curvas com tal forma sao ditas diagonais. Veremos agora que com transformagoes pro-
jetivas adequadas podemos transformar uma curva quadrética definida sobre os racionais

em uma curva quadratica na foma diagonal definida sobre os racionais.

De fato, consideremos uma curva projetiva C' definida por
aX?+b0Y? +cZP +dXY +eXZ+ fYZ =0,

com a,b,c,d, e, f € Q nao todos nulos.

Se a = b = c = 0, entao pelo menos um entre d,e, f ¢ ndao nulo. Sem perda de
generalidade podemos supor que d # 0, assim ao substituirmos Y por X + Y obteremos
uma nova equacao onde o coeficiente correspondente & X2 é niao nulo. Portanto, podemos
supor que a # 0.

Se a # 0 (os casos b, ¢ # 0 sao analogos), podemos substituir X por X — %Y e assim
eliminar o termo XY . Analogamente, podemos eliminar o termo X Z ao substituirmos X
por X —-Z, observamos que essa tltima mudanga de coordenada nao altera os coeficientes

dos termos miiltiplos de Y, ou seja, o termo XY nao é reintroduzido.

Se f # 0e b =0, substituimos Z por Y + Z e obtemos uma equagao com o coeficiente
correspondente a Y2 nao nulo, portanto, podemos supor que b # 0. Uma vez que b # 0,
podemos substituir Y por Y — %Z e eliminar o termo Y Z, pelo fato dessas duas dltimas
mudancas nao alterarem os termos multiplos de X, temos que os termos XY e XZ nao

sao reintroduzidos, ou seja, obtemos a forma diagonal.

Pode-se observar que cada uma das substituicoes que fizemos correspondem a uma
transformacao projetiva racional, portanto ela induz uma bijecao entre os pontos racionais

da conica original e de sua forma diagonal.

Sendo assim, basta determinarmos quando uma curva quadratica diagonal C' : aX? +
bY? + ¢Z? = 0 tem ou nao pontos racionais, e quando tiver algum ponto, como podemos

determinéa-lo. Os dois teoremas a seguir respondem essas duas questoes.

Note que se os coeficientes a, b e ¢ tém o mesmo sinal, entao a curva C' nao tém ponto
real, em particular C' (Q) = &. Se os coeficientes a, b e ¢ tém um fator comum, entdao
eliminamos este fator ao dividirmos a equacao aX? +bY 2+ cZ% = 0 por este fator. Além
disso se, por exemplo, a = a’k?, entdo 0 = aX2 +bY? + ¢Z% = a' (kX)* +bY? + 2% =
aW?4+bY?2+cZ?% com W = kX. Deste modo, podemos assumir que a, b, ¢ € Z sao livres

de quadrados, dois a dois coprimos e nem todos com o mesmo sinal.
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Teorema 2.3 (Legendre). Sejam a, b, c nimeros inteiros livres de quadrados, dois a dois
coprimos e nem todos com o mesmo sinal. Entdo a equacdo aX? + bY? +cZ? = 0 tem

uma solucao racional se, e somente se, existem r,s,t € 7, tais que as congruéncias

r? = —bc (mod a), s* = —ac (mod b), t* = —ab (mod c),

sao simultaneamente satisfeitas.
Demonstragao. Ver em [IR90, Proposicao 17.3.1]. ]

Note que aplicando o Teorema de Legendre a curva do Exemplo 2.2, também conclui-

mos que ela nao tem ponto racional, pois t> = —1 (mod 3) nao tem solugao.

Observacao 2.4. Uma importante consequéncia do Teorema de Legendre é que o Prin-

cipio de Hasse vale para curvas quadraticas.

O Principio de Hasse afirma que solubilidade local implica em solubilidade global. Por
solubilidade local queremos dizer que a equacao que estamos estudando tem solucao nao
trivial modulo p™ para todo primo p e todo inteiro positivo m, bem como solucoes reais.
Enquanto solubilidade global se refere a ter solugoes inteiras.

Apesar do Principio de Hasse ser valido para curvas quadraticas, em geral, ele nao

vale para curvas de maior grau.

Teorema 2.5 (Holzer). Sejam a,b, c nimeros inteiros livres de quadrados e dois a dois
coprimos, tais que a equacao aX? + bY? 4+ c¢Z% = 0 tem uma solucdo racional. Entao

existe uma solugao inteira [Xo : Yy : Zy] com

[ Xol < Vbel, Yol < WVlacl,  [Zo] < V/ab].

Demonstracao. Uma demonstragao mais acessivel, em relacao a apresentada por Holzer,

¢ encontrada em |[CM9S|. O

2.2 (Cubicas Singulares

Antes de darmos continuidade ao nosso principal objetivo, estudaremos as cibicas irredu-

tiveis singulares e verificaremos que elas tém um comportamento semelhante as conicas.

Seja C' uma cubica irredutivel com singularidade racional F,.
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Pelo Teorema de Bézout e pela Proposi¢ao 1.33, para cada P € C'(Q) — {Fy} temos
que a reta racional PP, intersecta C somente em P e Py, logo se P’ € C(Q) — {P,, P},
temos que PPy # P’P,. Portanto, a funcio ¢ : O (Q) — {Py} — { retas racionais por Py}
definida por ¢ (P) = PP, é injetora.

Por outro lado, toda reta racional QP, ird intersectar C' em um terceiro ponto P (que
poder ser igual a P,). Pelo Lema 1.32, P é um ponto racional. Portanto, temos uma

fungao que leva retas racionais por Py nos pontos C (Q).

As fungoes descritas acima estabelecem uma bijegao entre os pontos de C' (Q) — { Py}
e as retas racionais que passam por P, com multiplicidade exatamente dois. As retas

racionais que passam por Py com multiplicidade trés estao relacionadas ao ponto F,.

Na Secao 2.1, construimos uma bijecao entre os pontos racionais de uma conica e o feixe
de retas que passavam por algum ponto racional fixado nessa conica. No caso das ctibicas
singulares, em geral, nao conseguimos uma tal bijecao, pois o ponto de singularidade P é
associado as retas racionais que passam por Py com multiplicidade trés. Como vimos na
Proposicao 1.33, podem haver no maximo duas destas retas, sendo que sobre os racionais
podemos ter nenhuma, uma ou as duas dessas retas (como as curvas representadas na

Figura 2.2 , Figura 1.4a e Figura 1.4b, respectivamente).

Y

Figura 2.2: Curva C : y? = 2% — 22,
Comecamos a analise das cubicas singulares considerando que a singularidade é raci-
onal. Isto nao ¢ uma restricao, uma vez que mostraremos na Proposicao 2.7 que esse é
sempre 0 caso. Para tanto, utilizaremos dois resultados relacionados com extensoes de

corpos e cuja demonstragao pode ser encontrada na referéncia indicada.
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Lema 2.6. Seja I o corpo de decomposicao de algum polindmio sobre K. Se a, 8 € L

sao raizes de um mesmo polindomio irredutivel sobre K, entdo existe um K-automorfismo

o de L, tal que o (o) = B.

Demonstragao. Veja [Stelb, Teorema 9.9 e Teorema 11.4] O

Proposicao 2.7. Seja C : F (X,Y,Z) = 0 uma cubica definida sobre os racionais, irre-

dutivel e singular. FEntao o ponto de singularidade € racional.

Demonstracao. Como C' é irredutivel, pelo Corolario 1.34, ela tem um tnico ponto de
singularidade. Seja P = [X(: Yy : Zy] o ponto de singularidade de C, sem perda de

generalidade podemos supor que Zy = 1. Logo
F (X0, Y0,1) = Fx (Xo,Y0,1) = Fy (X0, Y0,1) = Fz (Xo,Y,1) = 0. (2.4)

Afirmamos que a derivada F'y nao pertence a C [Z]. De fato, se Fiy € C[Z], entdo como
F ¢ homogéneo de grau trés, Fiy teria a forma kZ2. Portanto, 0 = Fx (Xo, Yy, 1) = k, ou
seja, F'xy = 0. Dado que Fx = 0, temos que ' € C[Y, Z]. Pelo fato de F' ser homogéneo
de grau trés e pertencer a C[Y, Z], o Teorema Fundamental da Algebra assegura que
F =TI, (a;Y — b;Z), o que contradiz a irredutibilidade de F.

Como F éirredutivel, pelo Lema 1.4-(ii) a desomogeneizagao de F' em relagao a variavel
Z, a qual denotaremos por Fj, é irredutivel e ndo constante em C [z,y]. Uma vez que
Fx ¢ C[Z], entao Fx, nao é constante em C [z, y]. Pela irredutibilidade de F, temos que
F, e Fx, nao tém fator comum em C [z,y]. Sendo C [z] um dominio de integridade, pelo
Corolario 1.23, temos que

r(x) = Res, (Fy, Fx,) # 0.

Uma vez que F (X, Yy, 1) = Fx (Xo, Yo, 1) =0, entao F, (X, Yy) = Fx. (Xo,Ys) = 0.

Por hipotese, F' tem coeficientes racionais, o mesmo ocorrendo com F, e Fx,. Por-
tanto, pelo Teorema 1.24, existem A, B € Q|[z][y] tais que AF, + BFx, = r(z) € Q[z].
Consequentemente, Xy é uma raiz do polinémio com coeficientes racionais r, ou seja,
podemos concluir que Xy é um niimero algébrico.

De modo analogo, podemos mostrar que Yy é algébrico.

Suponhamos por absurdo que Xy € Q ou Yy ¢ Q. Sem perda de generalidade, po-
demos supor que Xy € Q. Sejam my,, my, € Q[t] os polindomios minimais de X, e Yp,

respectivamente, e [ o corpo de decomposi¢ao de mx,myj,.
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Como Xy ¢ Q, temos que my, tem grau maior que 1. Seja X’ # X raiz de mx,, pelo

Lema 2.6, existe um Q-automorfismo o de L tal que
o (Xo) = X"
Aplicando o Q-automorfismo ¢ nas igualdades (2.4), temos que
F(X'o(Yo),1) = Fx (X',0(Y),1) = Fy (X',0 (Y0),1) = Fz (X', 0 (Yp),1) =0,
ou seja, [X': 0 (Yp) : 1] é um ponto de singularidade de C'. Como X’ # X, entdo
(X' :0(Y): 1] # [Xo: Yy : 1],

o que é um absurdo pois, segundo o Corolério 1.34, C' tem um tnico ponto singular.

Logo, temos que Xy, Yy € Q, o que nos permite concluir que P € C (Q). n

Sendo assim, de modo anélogo ao caso das conicas, podemos parametrizar o feixe
de retas racionais que passam pelo ponto de singularidade de uma ctbica e descrever o
terceiro ponto da intersecao da reta com a ctbica em termos dos parametros que estamos
considerando. Pelo que comentamos no inicio da secao, todos os pontos racionais da
cubica sao representados por esta parametrizacao de maneira injetiva, com excecao de no

maximo dois dos parametros os quais sao levados em F,.
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3.1 A Geometria das Curvas Cibicas

No restante deste trabalho, estudaremos as cibicas regulares!. Para tais ciibicas nao
podemos usar diretamente a mesma ideia geométrica que adotamos para curvas quadra-
ticas, pois uma reta intersecta uma ciibica em “trés” pontos; entao se tivermos um ponto
racional Py na curva cubica, uma reta racional passando por F,, ird intersectar a cubica
em mais “dois” pontos que podem nao ser racionais. Portanto, o artificio de conside-
rar as intersecoes do feixe de retas racionais passando por Py nao sera util, como foi no
caso das curvas quadraticas e das cubicas singulares, que estudamos nas Segoes 2.1 e 2.2,

respectivamente.

Entretanto, se a curva cibica tiver dois pontos racionais conhecidos, ao considerarmos
sua intersecao com a reta passando por esses dois pontos, pelo Lema 1.32, obtemos um
“terceiro” ponto que também serd racional. Esse procedimento nos dari, como veremos,
uma lei de composicao: comecando com dois pontos P e (), obteremos um terceiro ponto
na intersecio da curva ctibica com a reta P(Q, denotaremos este terceiro ponto por P % Q

(veja representagao da construgao de P * @ na Figura 3.1a).

Pela regularidade da ciibica temos que uma reta tangente estd bem definida em cada
ponto. Portanto, mesmo se tivermos somente um ponto racional P conhecido, podemos
obter um novo ponto ao considerarmos a intersecao entre a ctbica e sua tangente por P
(podemos pensar que este é o caso particular de quando temos dois pontos com @ = P),
nesse caso, denotaremos este novo ponto por P x P. Portanto, se comecarmos com alguns

pontos racionais, ao aplicarmos a operacao de composicao * nesses pontos , possivelmente,

!Pela Proposicao 1.35, a regularidade de uma curva implica na irredutibilidade.
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(a) Composicao de pontos distintos. (b) Composicao de pontos iguais.

Figura 3.1: Composicao de pontos.

obteremos novos pontos racionais; ver representagao da construcao de PP na Figura 3.1b.

Observacao 3.1. Pelo fato de transformacoes projetivas levarem retas em retas e pre-
servarem o ntimero de intersecao, entao elas também preservam a operagao *, ou seja,
sendo C' uma cubica regular, 7" uma transformacao projetiva e P, P, € C temos que
T (P, x P) =T (P)«T (P,), consequentemente, transformagoes projetivas levam pontos

de inflexao em pontos de inflexao.

O nosso principal objetivo é demonstrar o Teorema de Mordell (1922), o qual afirma
que, se C' é uma cibica regular definida sobre os racionais, entao existe um conjunto finito
de pontos racionais, tal que todos os outros pontos racionais podem ser obtidos por meio

de tracar repetidamente certas retas e tomar as suas intersecoes com a ciibica.

Provaremos o Teorema de Mordell para uma classe de curvas cubicas trabalhando
somente sobre os racionais. A ideia da prova no caso geral continua vélida, mas requer o

uso de extensoes algébricas merecendo assim um cuidado adicional.

Visando obter uma formulacao algébrica para o Teorema de Mordell, podemos nos
perguntar se a lei de composicao * nos da alguma estrutura algébrica. Entretanto, antes
mesmo de pensar em colocar alguma estrutura no conjunto dos pontos racionais de uma

cubica, precisamos nos perguntar se esse conjunto é nao vazio.

Ao contrario do que acontecia com as curvas quadraticas, nao se conhece um método
que nos dé a garantia de determinar, em um ntimero finito de passos, quando uma curva

cubica definida sobre os racionais tem um ponto racional.

A dificuldade em determinar a existéncia de pontos racionais em curvas de grau maior

que dois, é que o Principio de Hasse nao é valido para curvas em geral, ou seja, existem
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curvas com solubilidade local, mas nao solubilidade global. A cubica definida pela equacao
3X3 +4Y? +52° =0, (3.1)

¢ um contraexemplo para o Principio de Hasse em curvas ciibicas, apresentado por Selmer
em 1951 [Sel51]. Uma abordagem mais simples para verificar que a cibica (3.1) nao tem
solubilidade global, pode ser encontrada em [Cas91, Capitulo 18|.

Colocaremos esta dificuldade de lado e assumiremos, daqui em diante, que nossa ctibica
tem um ponto racional, o qual denotaremos por O.

Apesar de estarmos interessados em introduzir uma estrutura de grupo no conjunto dos
pontos racionais C (Q), é conveniente que esta estrutura possa ser estendida, de maneira
natural, para C (C).

A operacao x se estende naturalmente para C' (C). Entretanto, ela ndo admite elemento
neutro, e consequentemente, nao induz uma estrutura de grupo em C (C).

De fato, suponhamos por absurdo que O seja o elemento neutro para a operacao .

Como O é elemento neutro da operacao *, entdo P+ O = P, para todo P € C' (C), ou
seja, P+ (P x Q) = P * P. Por outro lado, veremos no Lema 3.2, que P (P xO) = O.
Portanto, O = P P para todo P € C' (C). Em particular, O = O x O, ou seja, O é um
ponto de inflexao.

Uma ctbica regular tem nove pontos de inflexdo distintos (veja [Gib98, Lema 15.3]).
Consideremos F, um ponto de inflexao, distinto de O. Portanto, Pyx Py = Py # O, o que
contradiz O = P x P para todo C (C).

Figura 3.2: Descricao geométrica da operacao +.

Sendo assim, a operacao *, em geral, nao induz uma estrutura de grupo no conjunto
C'(Q). Entretanto, podemos definir a operagdo 4+, a qual denotaremos simplesmente

por +, quando nao houver confusao, por

P+Q:=0x(PxQ). (3.2)
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Veremos adiante que a operacao + da uma estrutura de grupo no conjunto C' (Q), tendo

O como elemento neutro. Para tal, precisaremos apresentar alguns resultados técnicos.
Lema 3.2. Sejam P e Q) pontos de uma cibica reqular, entdo
Q=Px(PxQ).

Demonstra¢ao. Como os pontos P, Q e (P * (@) sdo colineares, entao a reta definida

por dois deles é sempre a mesma, e intersecta a ctibica nesses mesmos trés pontos. Em

particular, a reta que passa por P e (P * @) intersectara a cibica no ponto Q. O
Proposicao 3.3. Se P, P, ..., Ps sao pontos distintos do plano projetivo, entao existe
uma conica que contém Py, P, ..., Ps. Além disso, se quaisquer quatro desses pontos nao

sao colineares, entao a conica € unica.

Demonstragio. Se Py, = [X;:Y;: Zi] e v; = (X2, X;Y;, X 2;, Y2, Y Z;, Z2) € C°, entao P,

pertence a conica
Q:aX*+bXY +cXZ+dY*+eYZ+ f7°=0

se, e somente se, (v;, (a,b,¢c,d,e, f)) = 0. Logo, P, P, ...,Ps € Q se, e somente se,
(a,b,c,d, e, f) esta no espago ortogonal V+ ao C-espago V gerado por vy, vy, . .., vs. Como
V tem dimensao no maximo cinco e esta contido em um espaco de dimensao seis, entao
V< tem dimensao pelo menos um. Portanto, existe vetor nao nulo (a,b,c,d, e, f) € Vi,

0 que garante a existéncia da conica contendo os cinco pontos.

Suponha agora que quaisquer quatro desses pontos nao sao colineares e suponha que
Q1 e (Y2 sao conicas passando por Py, Ps, ..., Ps. Pelo Teorema de Bézout 1.31, temos
que 1 e Q2 tém componente em comum, ou seja, ()1 = Qo ou existem retas Lg, L1 e Lo
tais que?

Ql = LoLy € QQ = LoLo.

Suponhamos )1 = LoLi e Q2 = LgL,. Como nao podemos ter quatro pontos coli-
neares, entao a reta Ly contém no méaximo trés dos cinco pontos, ou seja, pelo menos

dois dos pontos, digamos P, e P,, nao estao em L. Uma vez que P, P, € Q1 N Qs e

2Sendo C; : F; = 0 e Oy : Fy = 0 duas curvas projetivas, denotaremos por C;C5 a curva definida

pela equacao F1 Fy = 0.
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Py, P, & Ly, entao P, e P, estao contidos nas retas Ly e Ly. Pelo fato de P, e P, serem

pontos distintos, temos que Ly = P, P, = Ly. Portanto, Q1 = Q)-.

Podemos entao concluir que se quaisquer quatro dos pontos nao sao colineares, entao

existe uma tnica conica passando pelos cinco pontos. O

Proposicao 3.4. Se ' e Cy sao cubicas sem componentes em comum e Py, Py, ..., P
sao pontos distintos contidos em C7 N Cy, entao existe uma cubica redutivel que contém

P, B, ... P;, mas nao contém Fjg.

Demonstracao. Primeiramente mostraremos a seguinte afirmacao:

Dentre os oito pontos, quatro nao podem ser colineares e sete nao podem (a)
A

estar contidos em uma mesma conica.

De fato, suponhamos por absurdo que quatro dos pontos estejam contidos em uma
reta L, entao C1NL e CoN L tém pelo menos quatro pontos, pelo Teorema de Bézout 1.31
e a irredutibilidade de L, L é componente de C; e Cy 0 que contradiz a hipotese de C] e

(5 nao terem componentes em comum. Logo, nao podemos ter quatro pontos colineares.

Suponhamos por absurdo que sete dos pontos estejam em uma conica Q. Se Q = LL/,
entao uma componente de () contém pelo menos quatro pontos, o que contradiz o que
provamos acima. Logo, ) deve ser irredutivel. Como Q) N C; e Q N Cy tém pelo menos
sete pontos em comum, pelo Teorema de Bézout e a irredutibilidade de (), temos que )
¢ uma componente em comum de C; e Cy, o que é um absurdo. Logo, sete pontos nao

podem estar em uma mesma conica.
Consideremos L;; = P;P;, para i # j.
Mostremos a afirmacao do enunciado da proposicao, analisando os trés casos:
(i) Se entre os sete pontos, seis estdo contidos em uma conica ) que ndo contém P,

entao podemos tomar uma reta L que passa pelo sétimo ponto, mas nao por Fs.

Portanto, a ctbica redutivel definida por )L satisfaz a condicao requerida.

(ii) Se entre os sete pontos, trés sdo colineares, entdo sem perda de generalidade, pode-
mos supor que os pontos P, P, e P3 sao tais pontos, ou seja, estao contidos na reta

Lq5. Pela Afirmagdo (A) temos que Py & Lis.

Consideremos as retas

{L457 L467 L477 L567 L577 L67}' (33)



Capitulo 3 54

(iif)

Se Pg nao esta nas retas listadas em (3.3), entao a ctibica redutivel LisLy5Lg7, contém

os pontos Py, ..., P;, mas nao contém Fx.

Caso contrario, podemos supor sem perda de generalidade que Py € L7, logo

P7€L48_(—A_)>P5¢L48:>P8§ZL457

(

P8€L47:> A
P4€L78:>P6¢L78:>P8€L67.

Consequentemente, a cibica redutivel definida por LisL45Lg7, contém os pontos

Py, ..., P;, mas nao contém Fs.

Suponha que os casos anteriores nao ocorram, ou seja, entre os sete pontos, seis nao

estao numa mesma conica que nao contenha Py e trés nao sao colineares.

Provaremos a seguinte afirmacao:

Se duas conicas sao definidas por cinco dos sete pontos e tém quatro
desses cinco pontos em comum, entdo pelo menos uma dessas conicas  (AA)

nao contém Fx.

Suponhamos por absurdo que (AA) seja falsa, ou seja, que existam conicas @1 e
(> definidas por cinco dos sete pontos e tém quatro desses cinco pontos em comum
juntamente com Pgs. Sem perda de generalidade, podemos supor que () é a conica
passando por P, P, P3, Py e Ps, que (05 é a cOnica passando por Py, Py, P3, Py e Py
e que Py € Q1 N Q.

Como { Py, Py, P3, Py, Ps} C Q1 N @y, pela Afirmagdo (A) e Proposigao 3.3, existe
uma unica conica passando por Py, Py, P3, Py e Ps. Portanto, (), = ). Logo,

P, Py, ..., Ps e Py estao contidos em @y, o que contradiz a Afirmacao (A).

Portanto, a Afirmagao (AA) é verdadeira e consideramos dois subcasos:

(A) Ps nao esta nas retas ligando os pontos em {P, ..., Pr}.
Sejam ()1 a coOnica que contém Py, Py, P3, Py e Ps, e ()3 a conica que contém
Py, Py, P3, Py e Py, pela Afirmacao (AA), podemos supor sem perda de gene-
ralidade que Py € ;. Como Ps ¢ Lg7, entdo a cibica redutivel definida por

()1 Lg7 satisfaz as condigoes desejadas.

(B) P esta contido em uma das retas que ligam dois dos demais sete pontos.
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Podemos supor sem perda de generalidade que Py € L1y, entao temos que
(a
P 6L28:>P3,...,P7€L28:>P8€L23,...,L27.

Sejam (01 a conica contendo Py, P3, Py, Ps e P, e (Q2 a conica contendo P, Ps,
Py, Ps e P;. Pela Afirmacgio (AA), Ps & Q1 ou Py € Q2. Se Py ¢ (1, tomamos
a cubica Q1 Lg7. Se Py € ()2, tomamos a cibica Qs Log. O

Teorema 3.5. Sejam C1 : Fy =0 e Cy : Fy = 0 cubicas distintas sem componentes em
comum que se intersectam em Py, Py, ..., Py distintos. Entao toda cubica C' : F =0 que

contém Py, P, ..., Py também contém Py.
Demonstragao. Para cada 1 <[ < 8 consideramos P, = [X; : Y} : Z}],
u = (X}, XV, X2 2, X\Y?, X\ 2, X, 20, Y2, Y2 2, Y, 27, Z}) € CY°
e V o espago vetorial gerado por vy,...,vs. Seja
C:F=aX>+bX?Y +cX?Z+dXY*+eXYZ+ fXZ?+gY3+hY?Z+iYZ?+ 323 =0
uma cubica arbitraria. Temos que
P e C < (u,(a,b,c,d,e, f,g,h,i,7)) =0. (3.4)

Portanto, P,..., Py € C se, e somente se, (a,b,c,d,e, f,g,h,i,7) € Vt —{0}.
Mostraremos que V' tem dimensao oito. Para tal, suporemos por absurdo que o con-

junto {vy,...,vs} é linearmente dependente. Sem perda de generalidade, podemos supor

que existem Ay, ..., A7 € C, nao todos nulos, tais que

7
Vg = E >\ﬂ)l.
=1

Tal igualdade, juntamente com a equivaléncia (3.4), nos da que toda cubica que contém
Py, ..., P; também contém Fys. Entretanto, pela Proposicao 3.4, existe uma cubica que
contém P, ..., P;, mas ndo contém Ps, o que é uma contradi¢do. Logo, {vy,...,vs} &

linearmente independente, ou seja, V' tem dimensao oito.

Como V esta contido em um espaco de dimensao dez, temos que a dimensao de V+ é

dois.
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Veremos agora que C; e Oy “geram” V+. Consideremos os monémios das equacoes de
C} e Cy ordenados lexicograficamente. Consideremos w; e wy 0s vetores dos coeficientes
das equagoes que definem C; e (s, respectivamente. Além disso, note que w; e wy estao
bem definidos a menos de multiplicacdo por escalar nao nulo. Assim, temos que w; e wo
sao linearmente independentes, pois caso contrario, existiria A € C tal que wy, = Aw; e
neste caso, teriamos que as equacoes que definem C; e C5 sao maltiplas uma da outra, o

que seria um absurdo, pois C e (5 sao distintas.

Como P, ..., Py € C1 N Cy pela equivaléncia (3.4), temos que
<vl7w1> = <Ulaw2> = 07 V1 S l S 8a

consequentemente, w;,wy € V* e como w; e w, sao linearmente independentes, temos

que eles geram V*. Logo, considerando uma ctibica C' : F' = 0, temos
Pi,...,PeC<+=(a,b,c.de, f g hij) eV—{0}
<~ (aa b7 C, daea fag>h'7iaj> =M1W +72w2
<— F = /YIFI —|—’72F2
— Py e,
ou seja, toda cubica que contém P, ..., P, também contém F. O
Os resultados auxiliares apresentados anteriormente, permite avancarmos no estudo
dos pontos racionais de uma cubica regular.
Teorema 3.6. Seja C' uma cibica regular com um ponto racional O, entao (C (Q),+) é

um grupo abeliano.

Demonstracao. Sejam P, () e R pontos racionais quaisquer de C'. Como ja observamos,
PxQeC(Q)eassim P+Q=0x%(PxQ)eC(Q)e+:C(Q)xC(Q) = C(Q) esta
bem definida.

e (Comutatividade) Como a reta passando por P e () é a mesma que passa por () e

P, temos que P *x ) = @) x P, dai segue que
P+Q=0%x(P+xQ)=0%x(Q*xP)=Q+ P,

ou seja, a operacao + é comutativa.
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e (O é elemento neutro) Basta aplicar o Lema 3.2 para concluir que
O+P=0x(0OxP)=P
e pela comutatividade temos que P+ O = P.
e (Elemento inverso) Suponhamos que P’ seja o elemento inverso de P. Entao
O=P+P =0x(PxP),

consequentemente, a reta passando por O e (P % P’) passa por O com multiplicidade

pelo menos dois, ou seja, essa é a reta tangente passando por O, logo
PxP =0x0.
Pelo Lema 3.2, temos que
P =P« (P+xP)=Px(0x0).

Sendo assim, o ponto P x (O % O) é o candidato a ser o elemento inverso de P. De

fato, seja —P := P (O * O), entio
P+(=P) =P+ (P+(0%0)) =0x(P*(Px(0x0))),
pelo Lema 3.2,
O (Px(Px(0x0)=0x(0x0)=0+0=0.

Logo, podemos concluir que P + (—P) = O, ou seja, todo P € C(Q) admite
elemento inverso dado por

—P=Px(0x0). (3.5)

e (Associatividade): A associatividade é de longe a maior dificuldade em provar que
a operagao nos da uma estrutura de grupo. Daremos aqui uma demonstracao que é

valida em quase todos os casos.

Sejam P, () e R trés pontos racionais na curva C'. Queremos mostrar que

(P+Q)+R=P+(Q+R).
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Como (P+ Q) 4+ R é o terceiro ponto da intersecao da reta passando por O e
(P+Q)xR,e P+ (Q+ R) é o terceiro ponto da interse¢do da reta passando por
O e Px(Q + R), entdo basta mostrarmos que

(P+Q)*R=P=*(Q+R).
Na construcao de (P + Q) * R, utilizamos as retas
L, = PQ, Ly=(PxQ)O e L3y=(P+Q)R,

também observamos que

(

{P, Q, PxQ}=LNC,

V{P*Q, O, P+Q}=LyNC,

\{P+Q, R, (P+Q)*R}=LsnC.

Na construcao de P * (Q + R), utilizamos as retas
My=QR, My=(Q@xR)O e My=(Q+R)P,

também observamos que

(

{Qv R7 Q*R}:Mlmc7

{Q*R7 (97 Q+R}:MQQC7

k{Q%—R, P, Px(Q+ R)} = MsnC.
Sendo assim, ao considerarmos as ciibicas

Dy = L1 MsLs e Dy = My Ly Ms,
temos que

CND={P, Q, R, O, PxQ, P+Q, Q*R, Q+ R, (P+Q)*R} e

CNDy={P, Q, R, O, PxQ, P+Q, QxR, Q+ R, Px(Q+ R)}.

Como C é irredutivel, as retas L;’s e M;’s nao sao componentes de C'. Portanto, C'

e Dy nao tém componentes em comum.

Vamos supor que os pontos de C' N Dy ou C'N Dy sejam distintos.
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Se os pontos
P, Q, R O, PxQ, P+Q, QxR Q+R e (P+Q)*R (3.6)

sao distintos, podemos usar o Teorema 3.5 para concluir que D, também contém o

ponto (P + Q) x R. Pelo fato dos pontos em (3.6) serem distintos, temos que
(P+@Q)xR ¢ {P, Q, R, O, PxQ, P+Q, Q*R, Q+ R},

como (P + Q) * R € CN Dy e pelo Teorema de Bézout # (C' N Dy) = 9, devemos
ter que

(P+Q)xR=Px(Q+R),

0 que nos permite concluir que a associatividade da operagao é valida quando os
pontos em (3.6) sdo distintos, bem como, com um argumento analogo, quando os

pontos de C'N Dy sao distintos.

Nos casos em que os pontos em (3.6) nao sao todos distintos, o resultado continua
valido mas demandaria muitos resultados auxiliares e particulares, o leitor pode

encontrar uma apresentagao em [Ful08, Capitulo 5]|. ]

O teorema anterior assegura que (C' (Q), +) é um grupo abeliano, com elemento neutro
sendo um ponto racional O fixado, tal que P+ Q = O x (P % Q). Se escolhermos um
outro ponto racional O’; e considerarmos P @ @ := O % (P % @), temos que (C(Q),®) é

também um grupo abeliano e a aplicacao

¢: (CQ),+) — (C(Q),®)
P—P+0O
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¢ um isomorfismo de grupos. De fato, como

p(P+Q)=(P+Q)+ 0O
=(P+Q)+ 0 +(0'-0)
=P+0)+(Q+0)-0O
=(0x[(P+0)+(Q+0)) -0
= (0 [0"* (0"« ((P+0) = (Q+0O)))]) - O
=00« (P+0)@(Q+0))]) -0
=(0'+(P+0)a(Q+0)) -0
=(P+0)®(Q+0)

=e(P)®e(Q),
entao ¢ € um homomorfismo de grupos. Como
Pekerp<— P+0' =0 << P=0,

entdo ¢ ¢é injetora. Além disso, ¢ é sobrejetora pois ¢ (P — O') = P.

3.2 Forma Normal de Weierstrass

Para provar o Teorema de Mordell, utilizaremos féormulas explicitas para a lei de grupo.
De modo a fazer com que estas formulas sejam mais simples, transformaremos uma cubica

regular arbitraria racional
C:aX? +0X?Y +cX?*Z+dXY?* +eXYZ+ fXZ*+gY> +hY?*Z +iYZ* + 7% =0,

com um ponto racional P = [p; : py : p3], em uma cibica com coeficientes inteiros na

forma

E:Y?Z=X’+aXZ*+ BZ°. (3.7)

Tal forma é conhecida como forma de Weierstrass ou forma curta de Weierstrass, nos

utilizaremos a sua versao mais geral
E:Y?*Z =X+ pX*Z +qXZ* +r7° (3.8)

e para nos, essa ou sua desomogeneizagao com respeito a Z, serd a forma de Weierstrass

a qual também chamaremos curva eliptica.
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Independentemente dos coeficientes p, ¢ e r, uma curva eliptica contém o ponto O =
[0:1:0]. Pelo Exemplo 1.17, o ponto O é um ponto de inflexdo de uma curva eliptica
e, pela Observacao 3.1, transformacoes projetivas levam pontos de inflexao em pontos de
inflexao. Portanto, quando P nao ¢ ponto de inflexao, nao existe transformacao projetiva

que transforme C' em uma cibica na forma de Weierstrass e que leve P em O.

Logo, comegaremos a desenvolver dois casos separadamente, considerando um ponto

P =[pi:ps:ps] € C(Q).

e P é ponto de inflexao:
Sendo 1y = (n11, N1, N13) € ng = (N1, Naz, Nag) vetores geradores do Q-espago orto-

gonal ao espago gerado por (pi, p2, p3)?, entdo

ni1 P11 Na21

Ty = |n12 p2 nao

N1z P3 N3
¢ uma transformagdo projetiva racional, tal que 7 (O) = P. Definindo C; =
C(Ty (X,Y,Z)), temos que T} ¢ uma transformacdo que leva pontos racionais de C}
em pontos racionais de C', em particular, como mencionamos o ponto O é levado no

ponto P. Como O € (', entao C] tem a forma
Cy:aX? +bX%Y +cX?Z +dXY?* +eXYZ + fXZ* +hY?Z +iYZ* + 73 =0.

Além disso, pela regularidade de C; e a Identidade de Euler (1.3), temos que o vetor
V(i (0,1,0) = (d,0,h) é ndao nulo e ortogonal a (0,1,0). Portanto, podemos definir

a transformacao projetiva racional

h 0 d
T2 = 0 1 0 3
—d 0 h

tal que, Ty (0) = O e T» (0,0,1) = [d, 0, h]*.

Definindo Cy = C (T5 (X,Y, Z)), temos que O € C; e, pela regra da cadeia,

VG, (0) = [V (T2 (0))] [(DTy) (0)] = VCi (0) Ty = (0,0,d* + 1?)

30bservamos que esse espaco independe das coordenadas homogéneas de P.
4Pela Identidade de Euler (1.3), temos que VC (p1,p2,p3) é ortogonal a (pi,ps,p3). Portanto, po-

demos tomar ny = VC (p1, p2, p3) na defini¢do de T3, tornando assim a transformacdo T» desnecesséria,

pois neste caso, ja teriamos que T} (O) = P e T1 (0,0,1) = VC (P).
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com DT, denotando a diferencial de Ty. Uma vez que [0:0:d* +h?* = [0:0: 1],
temos que a reta tangente a Cy no ponto O é dada pela equagio (Z = 0), conse-

quentemente, a curva Cy tem a forma
Cy:aX? +bX?Y +cX?Z+eXYZ+ fXZP+ WY Z +iYZ*+572° =0,

com h # 0. Uma vez que transformagoes projetivas levam ponto de inflexdo em
ponto de inflexao e P é ponto de inflexao de C'. Temos que O é um ponto de
inflexdo de Cy, ou seja, a curva Cy intersecta a reta (Z = 0) com multiplicidade trés

em O. Portanto, b = 0.

Pela irredutibilidade de Cy temos que a # 0. Logo, Cy tem a forma

Co: hY?Z + (eX +iZ)YZ + (aX® + cX?Z + fXZ?+ jZ°) =0, com ah # 0.
(3.9)

Retomaremos as curvas na forma (3.9) posteriormente.

e P nao é ponto de inflexao:
Sejam P’ = [p) :py:ps|=PxPe P =[p]:py:ps] =P xP.Se P ou P forem
pontos de inflexao podemos considerar o caso anterior. Caso contrario, temos que

P'#£ P e P" # P'. Além disso, como
CNPP ={P,P,P} e CNPP={P P, P,
temos P # P”. Portanto, os pontos P, P’ e P” sdo nao colineares e a transformacao

mopy Pl
Tv=|ps py pyl >
ps Dy Dy

¢ uma transformacao projetiva racional tal que
Ty (1,0,0) =P, T1(0,1,0)=P e T1(0,0,1)= P".

Definindo C; = C' (T} (X,Y, 7)), temos que {[1:0:0],[0:1:0],[0:0:1]} C Ci,

ou seja, a curva (' tem a forma

Cy:bX?Y 4+ cX?Z +dXY? +eXYZ + fXZ?+ hY*Z +iY Z? = 0.
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Como transformacoes projetivas levam retas em retas, preservam a lei de composi¢ao
%, € as retas tangentes a C nos pontos P e P’ sdo, respectivamente, PP’ e P'P",
entdo as retas tangentes a C7 nos pontos [1:0: 0] e [0:1: 0] sdo, respectivamente,

[1:0:0/[0:1:0]e[0:1:0][0:0:1], ou seja, as retas Z =0e X = 0.

Figura 3.3: Representacao das tangentes a C'; nas novas coordenadas.

Por outro lado,

VC’1 (17070) = (Ovba C) € VCYl (Oa170) = (d707h) .

Podemos entao concluir que b = h = 0 e c¢d # 0, consequentemente, C se resume a

uma curva na forma

Cy:cX?*Z+dXY? +eXYZ + fXZ*+iYZ* =0, com cd # 0. (3.10)

Realizando a transformagao quadratica
(XY, Z) = [XQ:YZ:XZ] (3.11)
na Equacdo (3.10), obtemos a equagao
cXPZ +dX?Y?Z? 4 eX3Y 2% + fX' 2% +iX?Y 23 =0, com cd # 0,
dividindo por X2Z obtemos a ctibica
Co:dY?Z + (eX +iZ)YZ + (X’ + fX?Z) =0, com cd # 0. (3.12)

Observacgao 3.7. A mudanga de coordenada quadratica (3.11), foi apresentada por

Nagell em 1928-29 (mais detalhes em [Mil06, pag. 48]).
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Diferente de quando consideramos transformacoes projetivas, nao é claro que a estru-
tura de grupo é preservada quando consideramos a transformagao quadratica (3.11).
Pode-se provar que a estrutura do grupo dos pontos racionais é preservada, mas pre-

cisariamos de alguns resultados adicionais que nao serao tratados neste trabalho.
Entretanto, se QP? denota o plano projetivo definido sobre os racionais, entdo con-
siderando V = {[X : Y : Z] € QP*; XZ = 0}, temos que ¢ induz uma bijecio em
QP? — V., com inversa dada por

e N(X,)Y,Z)=[XZ: XY : Z%].

Em particular, ¢ induz uma bije¢do entre C; (Q) —{[1:0:0],[0:1:0],[0:0:1]}
e Co(Q)—{[0:1:0],[0:0:1],[0:i:—d]}. Portanto, determinando os pontos ra-

cionais de Cy, determinamos os pontos racionais de C'.

Assim, independente de P ser ou nao ponto de inflexdo, obtemos as ctbicas (3.9)

e (3.12), que tém a forma
Co:hY?Z 4+ (eX +iZ)YZ + (aX® + cX*Z + fXZ*+ jZ°) =0, com ah # 0.

Como h # 0, podemos supor sem perda de generalidade que h = 1. Portanto, a

equacao definindo C5 pode ser reescrita como
Y?Z+(eX +iZ2)YZ + (aX? + cX?Z + [XZ*+ jZ%) =0, coma#0
)
Z =—aX®—cX?Z — fXZ*—3jZ°% coma#0
)

Y 4 iz12 2 ; ;2
[y+e ;LZ ] Z_—aX3+<e4—c)XQZJr(e;—f)XZQJr(l—j)Z?’, com g # 0.

2 2
{Y_i_eX;—’LZ} Z_(eXZ@Z)

Consideremos a transformacao projetiva racional

1 0 0
Ty=|-5 1 -4
0 0 1

Definindo C3 = Cy (T3 (X,Y, Z)), temos que a curva Cs tem a forma

2

2 .
Cy: Y27 = —aX3—|—(eZ - c) X274 (% - f) X7+ (ZZ - j) 73, com a#0. (3.13)
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Como a # 0 a aplicagao

—a 0 0
T4 — 0 (12 0 )
0 0 1

¢ uma transformagcao projetiva racional, tal que a curva Cy = C3 (T4 (X,Y, 7)) esta na
forma

Cy:Y?*Z = X3+ pX?Z +qXZ*+rZ5.

Podemos ainda aplicar uma transformacao projetiva racional de modo que a equacao
obtida tenha coeficientes inteiros. Seja ¢ o minimo multiplo comum dos denominadores

de p, ¢ e r. Ao aplicarmos a transformacao

= 00
TSZO(;%():
0 1

obtemos que Cs = Cy (T5 (X, Y, Z)) é uma curva na forma de Weierstrass com coeficientes

inteiros

Y27 = X3+ 82pX27 + §*qX 7% + 6% 73,

Sendo assim, compondo as transformacoes racionais definidas em cada um dos passos
obteremos uma transformacao que estabelece, com excecao de alguns pontos previamente
determinados, uma bijecao entre os pontos racionais da curva C original e os pontos
racionais de ciibica C5 na forma de Weierstrass com coeficientes inteiros. Dizemos neste

caso que C5 é birracionalmente equivalente a C.

Exemplo 3.8. Encontremos uma cibica na forma de Weierstrass que é birracional a
curva C: X3 + Y3+ ¢Z3 =0, com ¢ # 0.

Como o vetor gradiente VC = (3X2,3Y2 3cZ?) nao se anula em ponto algum do plano
projetivo, temos que C' é cubica regular.

E facil ver que Py = [1: —1:0] € C'(Q) e como VC (Py) = [1:1:0], entdo a reta
tangente a curva C' no ponto F, é dada pela equagao T, : X +Y = 0. Portanto, Tp,
admite parametrizagdo ¢ (s,t) = [s: —s : t]. Sendo assim, a equagido da interse¢do entre

a curva C e a reta tangente Tp, é

Y (s,t) =8> — 8 +ct® = ct’.
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Logo, I (C NTp,, Py) = 3 0 que nos permite concluir que Fy é um ponto de inflexado de C'.

O Q-espago ortogonal a Py é gerado por (0,0,1) e (1,1,0). Sendo

0 1 1
Th=10 -1 1],
1 0 O

ouseja, 11 (X, Y, Z2)= (Y + Z,Z - Y, X), definindo C; = C (T (X, Y, Z)) temos
O (Y + 2 +(Z-Y)P +eXP =0 O eX®+6Y2Z +22° = 0.

Dividindo a equagdo acima por 6, chegamos na forma (3.13). Aplicando a transformagao

£ 0 0
Ti=10 & o,
0 0 1

chegamos a equacao

(f)4 Y27 — (5>4X3 s
6 6 3

s 4 . < .
dividindo por (%) e desomogeneizando em relacao & variavel Z, obtemos a forma de

Weierstrass

na equagao da curva C. Caso % nao seja inteiro, podemos realizar mais uma transfor-

macao projetiva para tornar os coeficientes inteiros.

Antes de considerarmos o estudo da operacao +, apresentaremos uma férmula que nos

dara a informacao sobre a regularidade de uma cibica na forma de Weierstrass
E:y*—f(z)=0, com f(z)=2"+az’+br+c

Primeiramente, observamos que O[0:1:0] ndo é um ponto de singularidade. Se

(70,%0) € um ponto de singularidade de E, entdo y2 = f (z0) e 2yo = f' (zo) = 0. Como
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2yo = 0, entdao 0 = y7 = f (x9), ou seja, f e f' tém z — xy como fator comum, portanto,
Res, (f, ") =0.

Por outro lado, se Res, (f, f') = 0, entao f e f’ tém um fator comum. Logo, existe
zog € C tal que z — zo divide f e f’, dai podemos concluir que (z(,0) é um ponto de
singularidade de E.

Sendo assim, E é regular se, e somente se, Res, (f, f’) # 0. Dada a importancia desse

valor para o estudo das curvas elipticas, o destacamos na seguinte definicao.

Definigdo 3.9. Se E : y* = f (z) = 2*+ax*+br+c é uma ctbica na forma de Weierstrass,

definimos o discriminante de E como

A(E) = —Res, (f, f) = a’b? — 4adc — 4b® + 18abc — 2762,

3.3 Férmulas Explicitas para a Lei de Grupo

Analisaremos com mais detalhes a operagao + em uma curva eliptica.

Considerando a forma de Weierstrass temos que essas curvas tém somente o ponto
O =[0:1: 0] no infinito e, no Exemplo 1.17, observamos que esse ¢ um ponto de inflexao,
sendo Z = 0 sua respectiva reta tangente. Uma vez que O é um ponto racional que
pertence a todas curvas elipticas, faz sentido toméa-lo como o elemento neutro do nosso
grupo. Além disso, tendo em conta que somente o ponto O esté no infinito, podemos por

simplicidade, considerar a equacao da curva na sua forma afim dada por
E:y=f(z)=2"+a2’ +br+c, comA(E)#D0,

com a qual trabalharemos daqui em diante. Além disso, pelo que discutimos no final da

secao anterior, podemos supor que a, b e ¢ sao inteiros.

Como O esta no infinito, precisamos analisar separadamente quais sao as retas afins

que passam por 0. Uma reta com parte afim tem equacdo homogénea da forma
aX+pY +4Z=0, com [a:[:v]#[0:0:1].

Consequentemente, uma reta afim (ndo trivial) tem o ponto O como o ponto no infinito

se, e somente se, ela tem a forma

aX +v2=0, a#0,
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ou equivalentemente, sua parte afim é uma reta vertical no plano afim.

Proposicao 3.10. Seja P um ponto de uma curva eliptica, entao —P = P x O. Em

particular, se P = (x9,yo), entdo —P = (xg, —yo).
Demonstragao. Na demonstragao da Teorema 3.6, provamos a igualdade (3.5)
—P=Px(0x0).

Como O é um ponto de inflexao, ou seja, O = O x O, temos —P = P x O.

Se P = (x0,y0), entdo P nao é o ponto no infinito O. Consequentemente, o ponto
—P também nao é o ponto no infinito, ou seja, —P é um ponto afim. Portanto, —P
é o “segundo” ponto afim na intersecao da curva eliptica com a reta vertical que passa

por P. Pela simetria das curvas elipticas em relacao ao eixo x, podemos concluir que

—P = (xo, =) [
Como consequéncia, temos o seguinte resultado.
Corolario 3.11. Sejam P e Q) pontos em uma curva eliptica, entdo P+ Q = — (P % Q).

Demonstragao. Pela definicao apresentada em (3.2), temos que P+ @Q = O * (P x Q).

Portanto, pela Proposicao 3.10 podemos concluir que P+ Q = — (P * Q). O]
PxQ
Q
P
P+Q

Figura 3.4: Representacao da adigao de dois pontos em uma curva eliptica.

Com base na Proposicao 3.10 e no Corolario 3.11, basta determinarmos P; * P, para
podermos apresentar as formulas explicitas para P, + Ps.
Quando P, ou P; ¢é o elemento neutro O, a operacao de adicao + é imediata. Sendo

assim, vamos nos concentrar nos casos em que P; e P, sao distintos de O, o que nos
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permitird representa-los por suas coordenadas afins
P = (21,41) e Py = (29, 92) .
Outra consequéncia do Corolario 3.11 é que P; x P, = O se, e somente se,
P+ P =0.

Nos demais casos, teremos P, # — P, ou seja, P; * P, # O. Portanto, podemos usar

as coordenadas afins Py * Py = (3, y3).

Uma vez que

P+ P,=— (P *xPy) = (x3,—y3),

teremos como objetivo representar x3 e y3 em funcao das coordenadas de P; e Ps.

e Caso P, # +P;:
Nesse caso, temos que x; # x5. Portanto, a equacao da reta P, P, é dada por

Y2 — Y1 (x —z1).
To — X1

Yy—h =
Definindo A\ = % e v =1y, — Ax; a equacao da reta P; P, pode ser escrita como

y=Ar+v. (3.14)

Assim, a coordenada z dos pontos na intersecao da curva eliptica com a reta PP,

satisfazem
Az +v) =2+ a2’ + b+ c = 1° + (a—=X)2”+ (b—2 )z + (c—1v*) =0.

Como os pontos de intersecao sao exatamente P, Py e P, x Py, entdo 1, x5 € x3 sS40

as raizes da equacao de grau trés acima, ou seja,
2+ (a—=N)2®+ (-2 )z + (c—v*) = (v —21) (x — 22) (¥ — x3) .
Igualando os coeficientes de 22 obtemos que a — \2 = —x; — 25 — x3, portanto,
3 =N —a— 1 — 29,
substituindo z3 na Equacao (3.14), podemos concluir que

Ys = /\373 + V.
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e Caso P =P, ey #0:

Nesse caso, a reta PP, é a reta tangente & curva eliptica no ponto P;. Como

VE = (f'(x),—2y), entdo a reta tangente no ponto P; é dada por

[ (@) (@ = 21) = 21 (y — 1) = 0.

f'(z1)
2y

Uma vez que y; # 0, podemos definir A = e v =1y, — Ar;. Sendo assim, a

equacao da reta tangente pode ser escrita como
Y= Ar + 1.
Com céalculos analogos ao caso anterior, obtemos que
x5 =M\ —a— 2 e Y3 = A\r3 + V.
Resumimos os resultados obtidos acima na seguinte proposicao.

Proposicao 3.12. Sejam P, = (x1,y1) € Py = (x2,y2) pontos nao nulos de uma curva

eliptica, temos que:

o Se (x9,y2) = (v1,—1y1), entdo P, + P, = O.

e (Caso contrdrio, P, + P, = ()\2 —a—x1—To, —(ANN—a—11 —x9) + V) ), com

f'(z1) _ =y £ 0
2, 0 S€T1=T2 €Y1 =2
A= e V=1 — A\x1.
Y2—y1
Pl se 1y #+ 1

Denotaremos as coordenadas x e y de um ponto P por x (P) e y (P), respectivamente.

Corolario 3.13. Seja P um ponto em uma curva eliptica, tal que 2P # O e x = x(P).

Entao
xt — 202% — 8cx + (b* — 4ac)

2P) =
x (2P) 423 + dax? + 4bx + 4c

que € conhecida como formula de duplicacao.

Observamos que a formula de duplicacado de Bachet (1), apresentada na introdugao, é

um caso particular da féormula de duplicacao dada no corolario anterior.
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Na Secao 3.2, mostramos que estudar pontos racionais em ctbicas regulares, se resume

a estudar as curvas elipticas com coeficientes inteiros, ou seja, ciibicas que sao dadas por
E:y?=f(r)=2"+ar’ +br+c, com A(E)#D0.

Na Secao 3.3, apresentamos formulas explicitas para a operacao com pontos racionais de
uma curva eliptica e, neste capitulo, as utilizaremos para estudar os pontos racionais de

ordem finita.

Se m é um namero inteiro positivo e P um elemento do grupo aditivo £ (Q), entao P
tem ordem m se

mP=P+P+--+P=0,

m parcelas

mas m' P # O para todo inteiro 1 < m/ < m. Se tal inteiro m existir, entao o denotaremos
por |P| e diremos que P tem ordem finita. Caso contrario, diremos que P tem ordem

infinita e indicaremos |P| = co. Além disso, definimos
Eior (Q) = {P € E(Q);|P| < 00}

Vale observar que Ey,, (Q) ¢ um subgrupo de E (Q), chamado de subgrupo de tor¢ao de
E(Q).

4.1 Pontos de Ordem Dois e Trés

Um ponto P em uma curva eliptica tem ordem dois quando P # O e 2P = O, ou seja,
¢ um ponto nao nulo, tal que P = —P. Como — (x,y) = (z, —y), podemos concluir que
P tem ordem dois se, e somente se, o ponto P tem a forma («,0) com « sendo uma

raiz racional de f (z). A regularidade da curva garante que f tem raizes distintas, entao
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podemos ter zero, um ou trés pontos de ordem dois. Além disso, o subgrupo gerado por

esses pontos sao isomorfos a {0}, Z/27 ou (Z/27)*, respectivamente.

)

P1 P2 ]33

Figura 4.1: Representagao dos pontos de ordem dois em uma curva eliptica dada por

Y= (z— 1) (r — ag) (z — a3) com ay # ay # az # ;.

Para pontos de ordem trés, podemos reescrever a equagao 3P = O como 2P = —P,
portanto, um ponto de ordem trés ird satisfazer x (2P) = x(—P) = x(P). Reciproca-
mente, se P # O satisfaz x (2P) = x(P), entdo 2P = £P. Uma vez que P # O temos
que 3P = 0. Sendo assim, um ponto P nao nulo tem ordem trés se, e somente se, satisfaz
x (2P) =x (P).

Para encontrar os pontos nao nulos que satisfazem a condicao desejada, utilizaremos
a formula de duplicacdo apresentada no Corolario 3.13, ou seja, se x (P) = z entdo

x* — 2b2? — 8cx + b? — 4dac
423 + dax? + 4bx + 4c

x (2P) =
igualando essa expressao a x obtemos a equagcao:
V3 (z) = 32" + daz® + 6bx® + 12cx + dac — b* = 0.

Portanto, um ponto nao nulo tem ordem trés se, e somente se, a sua coordenada z é raiz
de 77/13.

Lembremos de um resultado que nos sera ttil.

Lema 4.1. Seja f (z) um polindmio com raizes reais oy e as, com a1 < g, tais que

f (o) e f' (o) sao positivos. Entao f tem uma raiz real no intervalo (aq, az).



Capitulo 4 73

Demonstragao. ldentificando f com uma func¢ao polinomial, como f’(ay) e f'(ag) sdo

positivos, entao f é crescente em oy e ay. Portanto, existem oy < o) < o, < ay tais que

flah) < flaz) =0=f(a1) < f(af).
Como f é continua, pelo Teorema do Valor Intermediario, f admite raiz real

ap € (af, ) C (ay, az).

Destaquemos propriedades dos pontos de ordem dois e trés.

Teorema 4.2 (Pontos de Ordem Dois e Trés). Seja E uma curva eliptica definida por
E:y=f(r)=2"+ar’ +bx+c
(i) Um ponto P = (z,y) # O em E(Q) tem ordem dois se, e somente se, y = 0.

(i1) O subgrupo gerado pelos pontos de ordem dois é o grupo trivial, isomorfo a Z/27 ou

a (Z)27).

(iii) Um ponto P = (z,y) # O em E (Q) tem ordem trés se, e somente se, x € uma raiz
racional de

Y3 (r) = 32" + daz® + 6bz* + 12cz + 4ac — b
(iv) O subgrupo gerado pelos pontos de ordem trés é trivial ou isomorfo a 7 /37.

Demonstracao. Os itens (i), (ii) e (iii) seguem dos comentarios do inicio deste capitulo.

(iv) Se P = (z,y) ¢ um ponto de ordem trés, isto é, |P| =3 # 2, entdo y # 0 e
Vv (2) = 12f (x) = 12° > 0,

portanto, a coordenada x dos pontos de ordem trés é raiz de 3 em que a derivada é
positiva.

Como 13 tem grau quatro, pelo Lema 4.1, existem no maximo duas raizes reais dis-
tintas de 13 com derivadas positivas. Uma vez que cada raiz de 13 é a coordenada x de
exatamente dois pontos de ordem trés em F (C), entdo podem existir no maximo quatro

pontos de ordem trés em F (Q). Logo, o grupo gerado pelos pontos racionais de ordem
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trés ¢ finitamente gerado. Portanto, isomorfo a (Z/3Z)™, para algum m inteiro positivo.
Além disso, todos seus elementos, nao nulos, tém ordem trés. Como existem no maximo
quatro elementos de ordem trés, podemos concluir que m < 2, ou seja, o subgrupo gerado

pelos elementos de ordem trés ¢ trivial ou isomorfo a Z/37Z. [

Corolario 4.3. Pontos de ordem dois em E (Q) tém coordenadas inteiras.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.2, pontos de ordem dois em E (Q) tém a forma (a,0),
com « sendo uma raiz de f = 23 + az? + bz + ¢. Como f é um polindmio ménico e tem

coeficientes inteiros, entao o é um nimero inteiro. ]

Na proposicao a seguir observamos que os pontos que satisfazem 3P = O tém a

propriedade geométrica de serem pontos de inflexao.

Proposicao 4.4. Se P € um ponto racional em uma curva eliptica. Entao 3P = O se, e

somente se, P € ponto de inflexao.

Demonstracao. De fato, 3P = O se, e somente se, 2P = —P, que pelo Corolario 3.11, é
equivalente a afirmar que —P = 2P = — (P % P). Podemos entdo concluir que 3P = O

se, e somente se, P = P x P, ou seja , P é um ponto de inflexao. ]

4.2 Pontos de Ordem Finita tém Coordenadas Inteiras

No Corolario 4.3 observamos que os pontos de ordem dois tém coordenadas inteiras. Nesta
secao mostraremos que essa caracteristica nao é exclusividade dos pontos de ordem dois,
mas comum a todos os pontos de ordem finita. Nossa estratégia serd demonstrar que os
denominadores das coordenadas de um ponto de tor¢ao nao sao divisiveis por nenhum

nimero primo.

Como antes, consideramos uma curva eliptica £ dada por
E:y*=f(2) =2+ az’ + bz +c.

Lema 4.5. Se P € E(Q) — {O}, entao ezxistem ¢,w,vp € Z com MDC (¢pw,¢) = 1 e
v >0, tars que
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Demonstracao. Se uma das coordenadas de P é zero, entao a outra coordenada é raiz
de y> —c = 0oude f(z) = 23 + az® + bx + ¢; como ambos sdo polinémios monicos
com coeficientes inteiros, temos que qualquer raiz racional é inteira e o lema é valido ao
tomarmos ¢ = 1.

Seja P = <%, %) com ¢ e w nao nulos, p e o positivos e M DC' (¢, p) = MDC (w,0) =

1. Substituindo P na equacao que define F e eliminando os denominadores, temos que
wp’ = 0? (¢° + ag®p + bop”® + cp’) . (4.1)

Como todos os valores envolvidos sdo inteiros segue que o2 divide w?p?. Além disso, por w e
o serem coprimos, temos que o2 divide p3. Por outro lado, p? divide o lado direito da Equa-
¢ao (4.1) e dado que M DC (¢, p) = 1 implica em M DC (¢ + ag¢?p + bdp* + cp?, p) = 1,
ou seja, p* divide o2.

Pelo fato de p ser positivo, entdao p® = 02, consequentemente, p = (%)2 e o = (—)5.
Denotando o inteiro positivo

o
w:_a
p
temos que p = Y% e 0 = Y>.

Como ¢ e p sao coprimos, temos que ¢ e ¥ sao coprimos. Analogamente, por w e o

serem coprimos temos que w e ¥ sdo coprimos. Portanto, M DC' (¢w, 1)) = 1. O]

Observacao 4.6. Uma consequéncia importante do Lema 4.5 é que um nimero primo
p divide o denominador de x (P) se, e somente se, p divide o denominador de y (P),
portanto, se uma das coordenadas de P € E(Q) — {O} ¢ inteira a outra também ¢é

inteira.

Notacao: Sendo P um ponto racional em uma curva eliptica, denotaremos os valores ¢,
w e 1 apresentados no Lema 4.5 por ¢ (P), w (P) e ¥ (P) respectivamente. Quando nao

houver confusao quanto ao ponto que estamos considerando, utilizaremos simplesmente

o, we .

Definicao 4.7. Sejam E uma curva eliptica, p um nimero primo e v um ntimero inteiro

positivo. Definimos o conjunto F (p*) como:

E(p") ={P € E(Q);p" divide ¥ (P)} U{O}.
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Segue da definicao que

E@DE(@P>EW)>E@R*) >

além disso,

O=(1E@®").

v>0
Para mostrarmos que pontos de torcao tém coordenadas inteiras basta mostrarmos
que, para todo nimero primo p, o conjunto E (p) nao contém pontos de tor¢ao além de

O. Primeiramente mostraremos que E (p¥) é um subgrupo de £ (Q).

Consideremos Y27 = X3 4+ aX%Z + bX Z? + c¢Z? a homogeneizacdo da equacdao que

define FE. Desomogeneizando em relagao a Y obtemos a equacao:
s =t° + at’s + bts* + cs°, (4.2)

com as variaveis ¢ e s satisfazendo

Sendo v um numero inteiro positivo e p um nimero primo, os tnicos pontos de E
que estao na reta projetiva Y = 0 sao os pontos de ordem dois, que pelo Lema 4.5,
tém coordenadas inteiras. Portanto, todos os pontos de E (p¥) podem ser representados
no sistema de coordenadas afim (¢,s). Em particular, o elemento neutro O pode ser
representado por (0,0) nas coordenadas (¢,s) e um ponto nao nulo (z,y) € E(Q) com
y # 0 é representado, nas coordenadas (¢, s) por (f, i) Desse modo, podemos recuperar

. . . ot 1
as coordenadas originais por r = - e y = _.
S S

Essa mudanca de coordenadas nao muda como os pontos se relacionam, pois estamos
apenas homogeneizando nossa equagao afim original e desomogeneizando em uma outra
dire¢do. Desse modo, as operagoes ficam preservadas. Logo, mostrar que E (p¥) é sub-

grupo utilizando as coordenadas (z,y) é equivalente a mostrar que E (p¥) é subgrupo nas

coordenadas (t, s).

Primeiramente, vamos dar uma caracterizagao do conjunto F (p) em termos das co-

ordenadas (t, s). Para isso consideramos o anel

R, = {% € Q; p nao divide w} )
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Observamos que R, ¢ um subanel de Q, pois se a e 3 sao nimeros racionais com denomi-
nadores coprimos a p, entao o+ [ e aff também tém denominadores coprimos a p. Além
disso, o conjunto dos elementos invertiveis de 7, é o conjunto dos niimeros racionais tais

que o numerador e o denominador sdo coprimos a p, denotaremos tal conjunto por R,".

Um ponto nao nulo P € E (p”) se, e somente se, p” divide ¥ (P). Como x (P) = % e

y(P) = 43, entao as coordenadas t e s correspondentes ao ponto P sao

N (4.3)

t= —
ﬁ w

e |%|e
-
S

Portanto, o ponto P = (t,s) € E (p) se, e somente se, p’ divide o numerador de ¢ e p>

divide o numerador de s, ou seja, t € p'R, e s € p°' R,

Agora que temos uma caracterizagdo dos pontos de E (p¥) em termos do sistema de

coordenadas (t, s), podemos demonstrar que F (p”) é um subgrupo de F (Q).

Proposicao 4.8. Se p é um numero primo e v um niumero inteiro positivo, entao o

congunto E (p¥) € um subgrupo de E (Q).
Demonstragao. Seja P = (t,s) € E (p”) um ponto nao nulo. Pelo Teorema 3.6,
—P=Px(0x0),
como O é um ponto de inflexao temos que O = O x O, portanto
—P=Px0O.

O ponto (—t,—s) é nao nulo e também satisfaz a Equagao (4.2), entao ele é um ponto
racional de E. Pelo fato de {(t,s),(0,0),(—t,—s)} serem trés pontos colineares distintos

temos que

—P=Px0O=(ts)*(0,0)=(—t,—s).
Portanto,
(t,s) € E(p") < tE€p'R, e s€p R,

& —tep'R, e —sEPR,

& —P=(—t,—s) e E(p").

Consideremos os pontos P, = (t1,$1) € Py = (t2, $2) em E (p).
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Observamos que se t; = ty, entao s; = sg. De fato, suponhamos por absurdo que
s1 # So. Entdo s = 13 + atis; + bt1sT + cs3 e so =t} + attsy + btys3 + cs3. Subtraindo as
duas equagoes temos que

Sp— 51 = ati (s2— s1) + bty (s5 — s7) +c(s5—s7),
dividindo por s, — s; obtemos que

1 =at] + bty (s2+ s1) + ¢ (55 + 5281 + 57) . (4.4)

Como a, b e c sao ntimeros inteiros, t1, s; e sp sao elementos de p* R, entao o lado direito
da Equacao (4.4) esta em p'R,. Entretanto, isso é um absurdo pois 1 ndo é um elemento

de p'R,. Portanto, devemos ter s; = ss.

Sendo assim, temos dois possiveis casos para analisar:

e 1, #* ty: Entao a reta PP, ndo é uma reta vertical, ou seja, pode ser descrita por

s = at + (. Além disso, o coeficiente angular o dessa reta é dado por

S9 — 51
o= .
to —ty

Como (1, s1) e (t2, s2) satisfazem a Equagdo (4.2). Subtraindo as equagoes avaliadas

no pontos P, e Py, obtemos:
so— 1= (t5 — 1) +a (t3ss — t1s1) + b (tass — t1s]) +c (s5 — )
=B -)+a((E—16)s2+17(s2—51)) +b((ta—t1) s5+t1 (s3 — 7)) +
te(si— ),
agrupando os fatores (f, — t;) e (s — ;) obtemos

(s2—51) (1 —at] — bty (s2+ s1) — c (85 + s152 + 57))
= (ts —t1) (5 + tita + t] + a(t2 + t1) 52 + bs3)
como —at? — bty (sg + 1) — ¢ (85 + 5152 + s1) € p°R,, entdo
1 —at; — bty (s2 4 s1) — ¢ (5 + s152 + s7) € Ry,
em particular, tal elemento é nao nulo, portanto
So — 81 t%—I—t1t2+tf—|—a(t2+t1)32+bsg

- = : 4.5
R 1 —at? — bty (s + s1) — ¢ (83 + 189 + $7) (4:5)

Por um breve momento deixaremos esse caso de lado.
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e i1 =1y, ouseja, P, = P: Como
VE (t,s) = (3252 + 2ats + bs?, at? + 2bts + 3cs® — 1) ,

entao o coeficiente angular da reta tangente & F no ponto P; é

375% + 2(1,t181 -+ bS%
a= :
1 — at? — 2btys; — 3cs?

Se substituirmos to = t; e s = $1 no lado direito da Equagao (4.5), obtemos esse
mesmo coeficiente angular. Portanto, podemos utilizar a Equagao (4.5) em ambos

OS Casos.

Ao analisarmos a Equacdo (4.5), como ¢y, ta, 1 € S92 sdo elementos de p’ R, temos que
o numerador de «

t5+ tita + t] +a(ta + t1) so + bsy € p™ Ry,
e, como observamos anteriormente, o denominador de « esta em R, portanto, o € PR,

O ponto P, satisfaz a equacao s = at + 3, logo
6 = S1 — Oétl.

Como t; € p*R,, s1 € PR, e a € p* R, entdo 8 € p**R,,.
Seja P3 = P; x P5. Substituindo s = at + § na Equagao (4.2) obtemos a equagao de
intersecao

(at + B) =% + at® (at + B) + bt (at + B)* + ¢ (at + B)°,

expandindo e agrupando as poténcias de t obtemos
0= (1 + ac + ba® + ca3) 3+ (aﬁ + 2baf + 300426) 2+ (b/é’2 + 3caB? — oz) t+ B — B,

como a € p*R,, entdo (1+ aa +ba® + ca®) estd em R}, consequentemente, ele é nao
nulo e a equagao de intersecao tem grau trés. Como a equacao de intersecao tem grau
trés, entdo P3 é um ponto afim e pode ser escrito na forma P; = (t3,s3). Além disso, a
equacgao de intersecao tem raizes t;, to e t3, portanto!

_af +2baf + 3ca’f

—. 4.6
1+ aa + ba? + co (4.6)

ty +ty + b =

'Em geral, vale que a soma das raizes de uma equacio ciibica na forma azz® + as2? + a1z +ag = 0

. ap
éigual a 2.
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Finalmente, analisando a Equagao (4.6), temos que o denominador de t; + t5 + t3 esta
em R} e o numerador é multiplo de 3. Como § € p*"R,, entao t; +ty +t3 € p*°R,,.

Uma vez que t1,ty € p'R,, entdo t3 € p'R,. Além disso, pelo fato de « € p**R,,, temos
s3 = atz + B € p*' R, o que implica em P; € E (p").

Como vimos, o inverso de qualquer elemento de F (p”) também pertence a F (p*),

entao podemos concluir que

P1+P2:—(P1*P2):—PgeE(pv).

Na demonstracao do resultado anterior provamos que se Py, P, € E (p”), entdo
t(P)+t(P) —t(P+P)ep™R,

com t (P) denotando a coordenada t correspondente ao ponto P. Podemos reescrever essa

condicao de uma maneira mais conveniente:
t(PL+P)=t(P)+t(PR) (modp™R,). (4.7)

Continuemos com alguns resultados auxiliares.

Lema 4.9. Sejam v > v > 0 nidmeros inteiros e P um ponto nao nulo de E (p¥). Se

t(P) € pR,, entio P € E (p”/).

Demonstra¢ao. Uma vez que P = (t,s) é um ponto nao nulo, entdo s # 0, pois o tnico

ponto que tem a coordenada s nula é o elemento neutro (0,0).

Se a coordenada t for nula, entao a correspondente coordenada x = § também é nula,
portanto, a correspondente coordenada racional y é raiz do polinomio y? — c¢. Como esse
polinbmio é monico e tem coeficientes inteiros, entao suas raizes sao inteiras. Dai podemos
concluir que P tem coordenadas inteiras, o que contradiz a hipotese de P pertencer a
E (p¥), portanto, t =t (P) # 0.

Pelo fato de P € E (p¥), segue que ¥ (P) € p'R,. Uma vez que podemos escrever
t(P) como 22, com ¢w # 0 e MDC (¢w,1p) = 1 (veja Lema 4.5 e (4.3)), temos que ¢ e
W SA0 COPrimos a p.

Por hipotese t (P) = % € p”/Rp, além disso, os elementos ¢ e w sao invertiveis em I,

segue assim que 1) € p”’Rp, 0 que nos permite concluir que P € E (p“'). O
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Lema 4.10. Para todo nimero primo p, o grupo E (p) nao contém pontos de ordem finita

além de O.

Demonstra¢ao. Sejam p um namero primo e P € E(Q) um ponto de ordem m > 1.

Suponhamos por absurdo que P € FE (p).

Como P tem ordem m > 1, ou seja, nao é o elemento neutro, entdo P & (,., £ (p*),

portanto, existe v > 0 tal que P € E (p’) e P & E (p**!). Temos trés possiveis casos:

(1)

(i)

(i)

m é par:

Temos que m = 2k para algum inteiro positivo k. Portanto, o subgrupo de E (Q)
gerado por P contém o elemento de ordem dois kP. Como P € F (p*), pela Propo-
sicao 4.8 temos que kP € E (p¥), mas isso contradiz o Corolario 4.3, o qual garante
que pontos de ordem dois tém coordenadas inteiras.

m é impar e coprimo a p:

Ao considerarmos a relagao (4.7) sucessivas vezes, temos que
t(mP)=mt(P) (mod p™R,).

Uma vez que mP = O e t (0) = 0, segue que 0 = mt (P) (mod p*’R,), pelo fato

de p e m serem coprimos, temos que m ¢ invertivel em R, portanto
0=¢t(P) (modp*R,).

Temos 3v > v + 1 > v, assim pelo Lema 4.9, podemos concluir que P € E (p3’) C

E (p°'), mas isso contradiz a hipotese de que P ¢ E (p*™!).

Se m é impar e divisivel por p:

Sendo m divisivel p, entdao m = pn para algum inteiro positivo n. Seja P’ = nP,
entdo P’ tem ordem p. Pelo fato de E (p”) ser um subgrupo que contém P, temos
que P’ € E(p¥). Consideremos o ntimero inteiro v’ > v, tal que P’ € F (p“/) e

P ¢FE (p”/“). De modo analogo ao segundo caso obtemos que
0=1t(0) =t (pP') = pt (P (mod pSU/Rp> .

Portanto,

t(P)=0 <mod p?"’/_lRp) .
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Do fato 30" —1 > v'+1 > v/, e do Lema 4.9, podemos concluir que P’ € E (p3”’*1) C
E (p”*'), mas isso contradiz o fato de que P’ ¢ E (p"'*).

Pela arbitrariedade de p, podemos concluir que para todo nimero primo p, o grupo F (p)

nao contém pontos de ordem finita além de O. n

Os resultados anteriores, permitem obter o seguinte teorema:

Teorema 4.11. Os pontos de tor¢ao de E (Q) tém coordenadas inteiras.

Demonstragao. Seja P # O um ponto de ordem finita em E (Q). Se P nao tem coor-
denadas inteiras, entao expressando P = (%, %) como no Lema 4.5, existe um ntimero

primo p que divide @ (P). Portanto, P € E (p), mas isso contradiz o Lema 4.10.

Logo, podemos concluir que P tem coordenadas inteiras. O

4.3 O Teorema de Nagell-Lutz

Se P = (x9,y0) € E(Q) é um ponto de tor¢do, entdo 2P também é um ponto de torgao.
Pelo Teorema 4.11, os pontos de tor¢ao de E (Q) tém coordenadas inteiras, consequente-

mente, se P é um ponto de torcao entao P e 2P tém coordenadas inteiras.

O lema a seguir estabelece um critério que permite determinar os pontos P € E (Q),
tais que P e 2P tém coordenadas inteiras. Em particular, permite determinar os pontos

de torcao.

Lema 4.12. Seja P = (x0,y0) um ponto racional nao nulo de uma curva eliptica E, tal

que P e 2P tém coordenadas inteiras. Entao yo =0 ou yi divide A (E).

Demonstracao. Se P é um ponto de ordem dois, entao as condicoes de P e 2P terem
coordenadas inteiras sao satisfeitas e, pelo Teorema 4.2, temos que yo = 0. Logo, o lema

é satisfeito para pontos de ordem dois.

Portanto, precisamos considerar somente os casos em que P tem ordem diferente de
dois. Pela formula apresentada na Proposicao 3.12, temos que

x (2P) = (fIQZO))Q — a — 2.
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Os ntimeros xg, yo € x (2P) sao inteiros por hipotese e, pelo fato de f (z) = 2*+az?+bxr+c

ter coeficientes inteiros, entdo a e [’ (zy) também sdo inteiros, logo

() <=

0 que permite concluir g2 divide f' (z0)°.

Como P € E(Q), ou seja, y2 = f (o), temos que yZ divide f ().

Observamos que? Res (f, f2) = A (E)? e, os elementos da primeira linha da matriz
adj (Ry s=) sdo divisiveis por A (E) (veja demonstragdo do Teorema 1.24). Portanto, pela
Observagao 1.25, existem r, s € Z [z], tais que

A(E)?
A(E)

rf+sf? = =A(E).

Os polindmios 7 e s sdo dados explicitamente por?
r(x) = 272° + 27az® + 27bx — 4a® + 18ab —27c e s(x) = —32% — 2ax + a® — 4b.

Como y2 divide f (z0) e f?(z0), e 7 (x0) e s(xg) sdo nameros inteiros, entdo podemos

concluir que y2 divide A (E). O
Reunindo os resultados desta secao podemos apresentar o seguinte teorema.

Teorema 4.13 (Nagell-Lutz). Seja P = (x,y) um ponto racional de ordem finita em uma

curva eliptica . Entao
(i) x ey sao inteiros;
(ii) y =0 ou y* divide A (E);
(111) Eior (Q) € um subgrupo finito de E (Q).

Demonstracao. Dado que P tem ordem finita, temos que 2P também tem ordem finita,
logo pela Proposicao 4.11 os pontos P e 2P tém coordenadas inteiras, o que mostra o

item (7).

2Na verdade, essa igualdade segue da definigdo de A (E) e da propriedade de que se f, g e h sao

polinomios com variavel z, entdo Resy (f, gh) = Resg (f,g) Resy (f,h) (veja [Kir92, Capitulo 3]).
3Fazer esses calculos manualmente nao é tarefa facil, felizmente existem varios softwares que podem

nos auxiliar em tais tarefas. Para esses calculos utilizamos o SageMath que pode também ser acessado

em sua versao online SageMathCell.


https://sagecell.sagemath.org/
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Como P e 2P tém coordenadas inteiras, pelo Lema 4.12, temos que y = 0 ou y? divide
A (F) que nos dé o item (ii).

Pelo que observamos ao final da Secao 3.2, temos que a regularidade de E implica em
A (E) # 0, portanto, existe uma quantidade finita de possibilidades para coordenada y
dos pontos de torcao. Para cada um dos candidatos a coordenada y existe no méaximo

trés candidatos a coordenada x obtidos pela equagio y? = f (). Podemos entao concluir

que Eyy (Q) é um subgrupo finito de E (Q). O

Exemplo 4.14. Consideremos a curva eliptica dada por F : y?> = 23 + 22 + x + 1. Pela
Definicao 3.9, segue que A (E) = —16 = —2%, portanto, pelo Teorema de Nagell-Lutz os
pontos de tor¢do tém a coordenada y no conjunto {0,+1,+2, +£4}. Testando cada uma,

das possibilidades encontramos os pontos
(—=1,0),(0,4+1),(1,£2).

Como a coordenada y do ponto (—1,0) é nula, entdo esse ¢ um ponto de ordem dois.
Usando a formula de duplicacao

zt — 2bx? — 8cx + (b* — 4ac)

2P) =
x (2P) 43 + 4ax? + 4bx + 4c

)

podemos verificar que o dobro dos pontos (0,+1) e (1, £2) ndo tém coordenadas inteiras,
ou seja, esses pontos nao tém ordem finita. Existem ainda os pontos de coordenadas

inteiras (7,420)%, como 20% nao divide A (E) esse ponto tem ordem infinita.

O Teorema de Nagell-Lutz tem grande importancia, pois além de dar um modo de
encontrar os pontos de ordem finita, ele garante que existe somente uma quantidade finita

de tais pontos e como consequéncia, que Ey,. (Q) é finitamente gerado.

Uma limitacao do Teorema de Nagell-Lutz é que ele nao nos diz quais sao as possiveis
ordens de um elemento de tor¢ao e nem quantos geradores o subgrupo de torcao pode ter.
Na verdade, a lista de possiveis estruturas de FEy,. (Q), a menos de isomorfismo, é bem

restrita e totalmente descrita pelo teorema enunciado a seguir.

Teorema 4.15 (Teorema de Mazur). Seja E uma curva eliptica. Entio E,. (Q) € iso-

morfo a um dos sequinte grupos

4Este ponto pode ser obtido usando o método da descida que serd descrito no Capitulo 5. Entretanto,
para exemplos mais simples, podemos consultar o banco de dados [LMF22] que contém varias informagoes

de milhGes de curvas elipticas.
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(i) Z/NZ, com 1 < N <10 ou N = 12,

(i) /27 X ZJ2NZ, com 1 < N < 4.

Apesar do enunciado simples, o Teorema de Mazur é um resultado muito dificil de
demonstrar, como observado por diversos autores [ST15, Teorema 2.7| ou [Hus04, Teo-

rema 5.3|.

Observacao 4.16. Para cada um dos grupos apresentados no Teorema de Mazur existe
uma curva eliptica que tem tal grupo como subgrupo de torcao. Uma lista de curvas
elipticas cobrindo todos os possiveis subgrupos de torcao, sobre o corpo dos nimeros

racionais, pode ser encontrada em [ST15, Exercicio 2.12].



CAPITULO 5

Neste capitulo demonstraremos o Teorema de Mordell o qual garante que o grupo dos
pontos racionais £ (Q) de uma curva eliptica ¢ finitamente gerado. Nossa abordagem
serd, primeiramente, estabelecer quais condi¢oes um grupo abeliano deve satisfazer para
garantir que ele seja finitamente gerado, posteriormente, mostraremos que F (Q) satisfaz

tais condicoes.

5.1 Uma Caracterizacao para os Grupos Abelianos Fi-

nitamente Gerados

Em geral, explicitar os geradores de um grupo abeliano finitamente gerado nao é facil.
Portanto, nesta secao, estabeleceremos alguns critérios que permitirao garantir que um

grupo abeliano ¢ finitamente gerado sem precisar explicitar seus geradores.

Como um grupo abeliano livre finitamente gerado, a menos de isomorfismo, tem a
forma Z", entao a norma em Z" induzida por R" induz, via isomorfismo, uma norma no

grupo abeliano. Isso nos motiva a seguinte definicao:

Defini¢ao 5.1. Uma norma em um grupo abeliano A é uma funcdo || || : A — [0, +o0),

tal que:

(i) Para cada nimero real r o conjunto {P € A;||P|| < r} é finito.
(ii) [|[mP| = |m]||P]| para todo P € A e ntimero inteiro m.
(i) [P+ Q[ < [[PI[ +[|Q] para todo P,Q € A.

Observacao 5.2. Como observamos inicialmente, um grupo abeliano livre finitamente

gerado tem uma norma que é a induzida de Z". Outra classe de grupos abelianos que
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admite uma norma é a dos grupos abelianos finitos. Para grupos abelianos finitos a
norma deve ser necessariamente a norma nula, pois pela propriedade (ii) temos que ||O|| =
120]| = 2]|O||, logo ||O]| = 0, em que O é o elemento neutro do grupo. Para qualquer
elemento P com ordem n > 0, temos que 0 = ||O|| = ||[nP]| = n||P|| o que implica em
| P|| = 0. Além disso, a norma nula é de fato uma norma para grupos finitos, pois satisfaz
incondicionalmente as propriedades (ii) e (iii) e pelo fato do grupo ser finito também

satisfaz a propriedade (i).

Lema 5.3. Sejam Ay, ..., A, grupos abelianos com normas || ||1,...,| |, respectiva-

mente. Se A=A ®---PB A, entao A admite uma norma dada por
[ (Pr, - Pa) [F= ([Pl + -+ ([ Pl

Demonstragao. De fato, || || : A — [0,+00) é uma funcao bem definida e as proprieda-
des (ii) e (iii) seguem diretamente da defini¢ao de || ||. Para mostrarmos a propriedade (i),
suponhamos que (Py,...,P,) € A com |[(P,...,P,) | < r, entdo ||P]|; < r para todo
1 <i < n. Como || ||; sdo normas, existe apenas uma quantidade finita de possibilida-
des para a coordenada P;. Portanto, temos uma quantidade finita de possibilidades para
(Py,...,P,), ou seja, a quantidade de elementos em A com imagem por || || menor ou

igual a r ¢ finita.

Podemos entao concluir que || || € uma norma em A. O

Proposicao 5.4. Se A ¢ um grupo abeliano finitamente gerado, entio A admite uma

norma.

Demonstracao. Uma vez que o grupo A é abeliano finitamente gerado, podemos expressar
A como uma soma direta de sua parte livre Ay, e sua parte de torcao A, ou seja,
A = Appee ® Ator. Dado que Aypee € Ay sdo subgrupos de A, entao eles também sdo

abelianos finitamente gerados, além disso, Ay, é finito.

Como Ay,e. € um grupo abeliano livre finitamente gerado, ele admite a norma induzida
pelo Z". Pela Observacao 5.2, a norma nula é uma norma para A,. Portanto, pelo

Lema 5.3, podemos concluir que A = Ay,cc © Ay admite uma norma. O

O exemplo a seguir mostra que a reciproca do Proposicao 5.4 nao é verdadeira.

Exemplo 5.5. Seja A C Z[z] o grupo aditivo gerado por {f; = (i +1)z';i € N}. Se

f =2 0cicm @it € Z[x], definimos || f||oc = max{|a;[;0 <7 < m}.



Capitulo 5 88

Pode-se provar que || || ¢ uma norma em A. Mostraremos somente que || || satisfaz
a propriedade (i). Sejam r um ntmero real e N o maior inteiro menor ou igual a |r|,
consideremos o conjunto C, = {f € A;||fll < r}, para demonstrar a Propriedade (i)
basta mostrarmos que C,. ¢é finito. Observamos que se f € C,, entao f nao contém nenhum
dos monomios f; com ¢ > N, ou seja, podemos escrever f = Z1gi§N a; f;, com os a;’s
inteiros em [—N, N]. Sendo assim, existem no méaximo (2N + 1)V possibilidades para o
polinémio f. Como f foi tomado arbitrariamente em C., podemos concluir que C,. é um

conjunto finito.

Entretanto, A nao é finitamente gerado, pois A contém polinémios com graus arbitra-

riamente grande.

Proposicao 5.6. Seja A um grupo abeliano finitamente gerado, entao o indice (A : mA)

é finito para todo inteiro m > 1.

Demonstracao. Como o grupo A é finitamente gerado, entao ele admite um conjunto finito
de geradores {g1,...,9,}. Além disso, mA = {mg;g € A} é obviamente um subgrupo
(normal) de A. Mostraremos que o conjunto finito C = {3, ., 7:9;; 0 <r; < m} contém

ao menos um representante de cada uma das classes laterais de A/ (mA).

De fato, seja g um elemento qualquer do grupo aditivo A, como os elementos g;’s
geram o grupo abeliano A, entdo podemos escrever g = myg; + -+ - + m,g,. Para cada
1 <4 < n existem numeros inteiros ¢; e 0 < r; < m, tais que m; = ¢;m + r;, logo
9= 21991 (gim + ;) g;. Consequentemente,

g — Z rigi € mA;
1<i<n
uma vez que 219‘91 r;g; € C e g & um elemento arbitrario de A, temos que C contém
representantes de cada uma das classes laterais.

Como C é um conjunto finito, podemos concluir que existe um niimero finito de classes

laterais de mA em A, isto ¢, o indice (A : mA) é finito. O

O exemplo a seguir mostra que a reciproca da Proposi¢cao 5.6 também nao é verdadeira.

Exemplo 5.7. Se A = (Q,+) é o grupo aditivo dos nimeros racionais, entao para todo
niamero inteiro m > 1 temos que (A : mA) = 1; entretanto, o grupo aditivo dos nimeros

racionais nao é finitamente gerado.
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Evidenciamos nos tltimos exemplos que a reciproca das Proposicoes 5.4 e 5.6 nao
é valida. Entretanto, se a tese das duas proposi¢oes forem simultaneamente satisfeitas,

entao o grupo ¢ finitamente gerado.

Teorema 5.8. Seja A um grupo abeliano aditivo munido de uma norma || ||, tal que o

indice (A : mA) € finito para algum m > 1. Entao, A € finitamente gerado.

Demonstra¢ao. Como o subgrupo mA tem indice finito em A, entdo existe um subcon-

junto finito C = {Q1,...,Qn} C A de representantes das classes laterais em A/ (mA).

Seja Py € A. Mostraremos que existe um subconjunto finito C’ C A, que nao depende
de Py, tal que Py pertence ao subgrupo gerado por CUC’. Neste caso, uma vez que C' nao
depende de Py, poderemos concluir que o conjunto C U C’ gera todo o grupo A.

Se Py esta no subgrupo gerado por C, entao nao ha o que mostrar.

Se Py nao estd no subgrupo gerado por C, consideremos ();, € C um representante
da classe do elemento Fy, ou seja, existe um elemento P, € A, tal que Py — Q;, = mP;.
Como F, nao é um elemento do subgrupo gerado por C, entdao P; também nao é, portanto,

podemos repetir o processo sucessivamente

PO_Qio:mpl
Pl_Qh:mP2
Py — Qi, = mP3

Pj—l - Qiy‘fl = mPJ

com {Q;,, Qi,, Qir,---} CC e {Fy, P, P,...} C A sequéncias que continuam indefinida-
mente.

Para cada j > 1, temos mP; = P;_; — Qy,_,; pela Propriedade (i) da norma que
estamos assumindo que A admite, temos que |mP;|| = m||P;| e, pela Propriedade (iii)
temos ||Pj_1 — Qs,_,|| < [|Pj—1l| + || — Qi,_,]|- Como C é um conjunto finito, existe

M = max{|| — Q;]| ; @; € C}. Portanto,

m|| Bl = [[mPB;|| = [[Pj1 = Qi | < 1Pjall + [ = Qi [| < ([Pl + M,
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dai obtemos que

1 M
1Pl < EHijlH + (5.1)

Vale notar que M depende somente de C.

Ao usarmos a Desigualdade (5.1) repetidamente, comecando de P; até P, temos que

1
15l < — H il + M
1 1 1
< wHPszH + (E + ﬁ) M
1 1 1 1
< sl (Gt )
1 1 1 1 1
S—.HPQH+<—+—2+—3+"'+—.)M
mJ m m m mJ
< Lip+——u
mi' 0 m—1

Tomando j’ suficientemente grande, obtemos que || Py| < 1+ ﬁM, ou seja, a sequéncia

sempre contém algum ponto Pj contido no subconjunto

—{@emww<1+—i—M},
m—1

que é finito pela propriedade (i) da norma.

Além disso, pelo fato de

PQIQiO+mP1
= Qi +mQy, +m° Py

= Qi, + mQy, + m?Q;, + m*Ps

= Qiy + mQiy +M*Qiy + M’ Qi + -+ +m? Qi +m! Py,
—1

segue que Py esta no subgrupo gerado por CUC'.

Como P, é um elemento arbitrario de A, podemos concluir que A é gerado por CU(C’

e consequentemente é também finitamente gerado, como desejado. O]

Os pontos chaves para demonstrarmos o Teorema 5.8 foram a Desigualdade (5.1) e a
Propriedade (i) da norma, enquanto as Propriedades (ii) e (iii) foram necessarias somente

para obter a Desigualdade (5.1). Observaremos no Teorema 5.9, que podemos admitir
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uma maior flexibilidade nas Propriedades (ii) e (iii) de modo a continuar obtendo uma
versao analoga a Desigualdade (5.1), o que também nos permitira concluir que o grupo é

finitamente gerado.

Teorema 5.9 (Teorema da descida). Sejam A um grupo abeliano aditivo e m > 1 um
numero inteiro, tais que o indice (A:mA) é finito. Suponha que exista uma funcao

h:A—[0,400), tal que:
(i) Para todo nimero real ¢, o conjunto {P € A: h(P) < ¢} € finito.
(11) Dado Q) € A, existe uma constante positiva cq, tal que

h(P+ Q) <mh(P)4+cq paratodo P € A.

(11i) Ewxiste uma constante positiva c,, > 0, tal que

h(mP) > m?h (P) — ¢y, para todo P € A.

Entao A € um grupo finitamente gerado.

Demonstracao. Como mA tem indice finito em A, entdo existe um subconjunto finito

C={Q1,...,Qn} C A de representantes das classes laterais em A/ (mA).

Seja Py € A. Do mesmo modo que realizamos no Teorema 5.9, apresentaremos um
subconjunto finito C’ € A, que nao depende de Py, tal que P, pertence ao subgrupo gerado

por CUC'.
Se P, esta no subgrupo gerado por C, nada ha que fazer.

Se Py nao estd no subgrupo gerado por C, consideremos ();, € C um representante da
classe lateral de Fp, ou seja, existe um elemento P, € A, tal que Fy — Q;, = mP;. Como
Py nao estd no subgrupo gerado por C, entao P, também nao estd, portanto, podemos

repetir o processo sucessivamente
By — Qiy =mPy

Pl_Qilsz2

P2_Qi2:mP3
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Qij 1 — mry,

com {Q;,, Qi,, Qir,--- } CC e {Fy, P, P, ...} C A sequéncias que continuam indefinida-

mente.

Seja j > 0. Mostraremos que podemos obter desigualdade analoga a (5.1), ou seja,

que existe uma constante M positiva dependendo somente de C, tal que

1 M
h(By) < —h(Pja) + . (5.2)
Pela Propriedade (ii), temos que h (Pj_1 — Q;,_,) < mh (Pj_;) + ¢—q,, ,- Além disso,
pela Propriedade (iii), temos que m?*h (P]) — ¢ < h(mP;). Como Pj_y — Q;;_, = mP;,
entdo h (Pj_1 — Q;,_,) = h(mP;), e portanto
1 C*Qij,l + c
h(P;) < Eh (Pj—1) + —

Tomando M = max {%; Qe C}, obtemos a Desigualdade (5.2).

Ao usarmos a Desigualdade (5.2) repetidamente, comegando de P; até P, temos que

1 1
h(P) < —h(Pi) + —M
1 1 1
Sﬁh@—?)*(a*m)M
1 1 1 1
<o <PJ‘-3>+(WW+$)M
1 1 1 1
1 1
h (P —M
<m (Fo) + -1

Tomando j' suficientemente grande, temos que h (FP;) <1+ ﬁM, ou seja, a sequéncia

sempre contém algum ponto P contido no subconjunto

1
:{Q€A§h(Q)§1+mM}>

que ¢é finito pela Propriedade (i).
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Além disso, pelo fato de

Py = Qi, + mP,
= Qi, + mQ;, + m2P,

= Qi, + mQi, + m*Qy, +m*Py

= Qi + mQi, + m*Qiy + M Qg + -+ Qi +m! Py,

segue que Py esta no subgrupo gerado por CUC'.

Como F, é um elemento arbitrario de A, podemos concluir que A é um grupo finita-

mente gerado. O]

Definigao 5.10. Seja A um grupo abeliano aditivo. Uma fungdo h : A — [0, +00) que

satisfaz as condigoes listadas no Teorema 5.9 é chamada altura em A.

5.2 Altura em E (Q)

Na Secao 5.1, apresentamos alguns critérios que permitem concluir que um grupo abeliano
é finitamente gerado, sem a necessidade de explicitar seus geradores. Nesta secao, mos-
traremos que o grupo E (Q) dos pontos racionais de uma curva eliptica com coeficientes

inteiros dada por
E:y*=f(x), com f (x) = 2% + az® + bz + ¢
satisfaz uma dessas propriedades. Faremos isso utilizando uma fun¢ao altura para £ (Q).

Definic¢ao 5.11. Seja t = p/q € Q\ {0}, com p e ¢ inteiros coprimos. Definimos a altura
de t, denotada por H (t), por

H (t) = max (|pl,]q]) -

A funcdo H esta definida em Q, entretanto, podemos defini-la em £ (Q), por H (P) =
H(x(P))se P# Oe H(O) =0. Observamos que ao definir H (P) consideramos somente
a coordenada x do ponto P; o motivo para isso é que a altura da coordenada y pode ser

limitada em funcdo de H (x (P)).
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De fato, pelo Lema 4.5, um ponto P € E (Q) pode ser expresso na forma P = <i %),
com MDC (¢w, 1) = 1, logo

ol <H(P) e || <H(P).

Ao substituirmos (%, ﬁ) na equacao que define E e eliminarmos os denominadores
obtemos
w? = ¢ + ad*P? + bpp* + b,
portanto,

W?| = |9 + ag®yp? + bop* + cyf|
< 7] + ag?®?| + [bgep*| 4 |cv)®
< (1+|a|+ |b| +c|) - H (P)*.

Definindo K = /1 + |a| + |b] + |c|, podemos concluir que

w| < K- H (P)**.

Por conta disso, consideramos somente a coordenada x (P).

Nosso objetivo é justificar o seguinte resultado:

Teorema 5.12. A funcio h: E(Q) — [0,+00), dada por

h(P) = In(H(P)) ,seP#0O

1 , se P=0,

é uma altura em E (Q).

Como no caso da fun¢ao H, algumas vezes adotaremos h (x (P)) para indicar h (P).

As demonstragoes de que a funcao h satisfaz as condicoes (i), (ii) e (iii) (corresponden-

tes a m = 2) do Teorema 5.9, serao feitas nos Lemas 5.13, 5.14 e 5.16, respectivamente.

Lema 5.13. Para todo nimero real ¢1, o conjunto {P € E(Q); h(P) < ¢} € finito.

Demonstragio. Sejam A, = {P € E(Q) — {O}; h(P) < 1} e P € A,. Como a
fungao exponencial é uma fungao crescente, entdo H (P) < e, ou seja, o numerador e o

denominador de x (P) s@o ntumeros inteiros pertencentes a [—e, e“!], portanto, existe uma
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quantidade finita de possibilidades para x (P). Como em FE (Q), existem no maximo dois
pontos com uma mesma coordenada x, o conjunto B., = { (x,y) € E(Q); z € [—e, e?] }

é finito e contém o ponto P.

Pelo fato de B., nao depender de P, temos que A., C B,,, portanto, A., é um conjunto

finito e consequentemente {P € F (Q);h(P) < ¢;} também sera. O

Lema 5.14. Seja Py = (z0,y0) € E(Q). Eziste constante cp, > 0, tal que
h(P+ Py) <2h(P)+cp,, paratodo P € E(Q).

Demonstracao. Observamos que o lema é trivial para Py = O, portanto, vamos supor que
Py # O e tem coordenadas afim (zg,yp). Além disso, dado que a demonstragao envolve
manipular a coordenada x de P 4+ P, é conveniente supormos que P ¢ {O,—Fy, Ry},
pois, neste caso, x (P + P,) é dada pela formula geral da operacao apresentada na Pro-
posi¢ao 3.12. Isso ndo é uma restri¢do, pois como o conjunto {O, —P,, Py} é finito, po-
demos garantir que o lema ¢ valido quando P ¢ um desses trés pontos, se tomarmos
cp, > max{h (Py),1,h(2P)}.

Sejam (x,y) = P ¢ {O,—Fy, Py} e (§,n) = P+ Fy. Uma vez que P # +F,, temos

xr # xy, consequentemente,

2
&= <y—yo) —r—To—a

T — X9
_f(l")—29?/0+f(170)—(f’3+$0+a)(93—$0)2

N (x — $0)2
_ —2yoy + zox? + (23 + 2woa + b) x + (2ob + 2¢)
x? — 2z01 + 22

Y

ou seja, podemos escrever

f . Aly + AQ.TQ + AgZE + A4
N A5l’2 + AGI + A7

(5.3)

com Ai, As, ..., A7 nimeros racionais que podem ser expressos em termos de a, b, ¢, xg e
Yo. Além disso, ao multiplicarmos o numerador e denominador de £ pelo minimo miltiplo
comum dos denominadores de Ay, As, ..., A7, podemos supor que eles sao niimeros inteiros
que independem de x e y, pois os Ay, As, ..., A7 originais nao dependem de = e y.

Pelo Lema 4.5, podemos escrever x = % ey = %, com MDC (¢w,) = 1, ao

substituirmos essas identidades em (5.3) e eliminarmos os denominadores do numerador
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e denominador de £, obtemos

Ay + Ap? + Azpp® + Ay
B A59? + Agpyp? + Azt

ou seja, expressamos £ como quociente de dois ntimeros inteiros. O numerador e o de-

I3 , (5.4)

nominador, apresentados na Equagao (5.4), poderiam ter um fator em comum, mas ao
eliminarmos este possivel fator o valor absoluto do numerador e denominador de & dimi-

nuiriam. Portanto,
H (&) < max{|Ajwy) + Az2¢” + Az + A?|, |As@® + Agpnp® + Arp*[}.
Observamos no inicio da sec¢ao que
Wl <HP), W <K-HP)™ e || <H(P),
sendo K uma constante positiva dependendo somente de E, consequentemente

[ A1) + Az¢® + Aoy + A?] < [Aiwip| + [A26°] + [As90?] + |Ase”|
< (ALK + |A2| + |As] + |A4]) - H (P)?

|A5¢° + Aspp® + Az!| < [A50%] 4 |As®| + |A7?|
< (|As| + |As| + |Aq]) - H (P).

Portanto,

H (P4 Py) = H (€) < max { (|4K] + |As] + [ As| + [A]) . (| As] + | Ag| + |Ae]) }-H (P)?.
(5.5)

Tomando o logaritmo em ambos os lados da Desigualdade (5.5), temos que
h(P+ Py) <2h(P) + co,

co1m

co = In (max { (|41 K|+ [Aa| + [As| + [Asl) . (| 45| + [As| + [47]) })

dependendo somente de £ e F), consequentemente, se tomarmos cp, > ¢y, entao o lema

¢ satisfeito para todo P & {O, £ F}.

Finalmente, pelo que observamos inicialmente, a constante
cp, = max{co, h (Fy),1,h (2F)}

satisfaz o lema para todo P € E(Q). O
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Para provar que h satisfaz a condigao (iii) listada no Teorema 5.9, iniciaremos de modo
analogo ao Lema 5.14, até chegarmos ao ponto em que escreveremos a coordenada x (2P)
como o quociente de duas expressoes, que nesse caso, dependerao somente da coordenada
x do ponto P. Dado que no caso anterior estavamos interessados em estabelecer uma
cota superior para H (P + Py) em fungdo de H (P), pudemos contornar a possibilidade
do numerador e denominador terem um fator em comum, pois se este fosse o caso, o valor
de H (P + F) seria ainda menor em relagdo a cota obtida. Isto nao pode ser feito na
demonstracao da Propriedade (iii), pois aqui estamos interessados em estabelecer uma
cota inferior para H (2P). Entretanto, como escreveremos x (2P) = gy () /g2 (), com
g1, g2 € Z [z] sem fator em comum, podemos tratar o caso mais geral que envolve comparar

H () com a imagem de H no quociente de duas fung¢oes polinomiais avaliadas em x.

Lema 5.15. Sejam g1 e go polindmios nao monomiais de Z [x] sem fatores em comum e
d o mdzrimo dos seus graus. Entao existe uma constante B > 0 que depende somente de
g1 € g9, tal que para todo xq racional que nao € raiz de gs, temos

h (gl (x“>) —d - h(x)

g2 (1’0)

<B.

Demonstracao. Sejam xy um nimero racional que nao é raiz de g9, e p,q € 7Z, tais que

Ty = § com g >0e MDC (p,q) = 1. Uma vez que d é o méximo dos graus de g; e go,

entdo G (X,Y) = Yig (%) e Gy (X,Y) = Yig, (%) sao polindémios homogéneos com

coeficientes inteiros de grau d e

_ Gi(p.9)
portanto, H (§) = H (G;(i,g)>'

Para estabelecer uma cota superior, como no Lema 5.14, nao precisamos nos preocupar
se havera fatores em comum entre os nimeros inteiros G (p,q) e Go (p,q). Definindo

C = (d+1) - max{|a|; « é coeficiente de G; ou Gy}, temos que

H (&) < max {|Gy (p.q) |, G2 (p.q) [} < C-max {|p||g|}" = C - H (z0).  (5.6)

Como In é uma fungao crescente, de (5.6), obtemos

g1 (o)) _ h(e) 4 In
h(gg($0)>_h<§>§d h(zo) +1n(C),
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uma vez que d e C' dependem somente de g; e go, esta demonstrado uma das desigualdades

do lema, considerando B > In (C').

Para garantir a existéncia de B > 0, tal que —B < h (§) —d- h (), precisamos deter-
minar uma cota inferior de H (), portanto, precisamos ter um cuidado maior quanto a
possibilidade dos nimeros inteiros G (p, q) e Gs (p,q) terem um fator k& em comum. En-
tretanto, a hipotese dos polindmios g; e g ndo terem fatores em comum em Z [x] permitira
limitar o quao grande este fator k pode ser, o que sera suficiente para estabelecermos a

cota inferior.

Como g1 e go nao sao monodmios, entao eles nao sdao constantes, portanto, podemos
considerar a resultante Ry = Res(g1,92) € Z. Uma vez que g; e go nao tém fatores
em comum, pelo Corolario 1.23, R; é nao nulo. Segue do Teorema 1.24, que existem

ay, by € Z |x] de graus menor que d, tais que
aig: + blgg =R;. (57)

Consideremos A; (X,Y) = Y%, (3£) e B1 (X,Y) = Y5 (££). Avaliando a Equa-

¢ao (5.7) em i/—( e multiplicando a equacdo obtida por Y?¢~! obtemos
AL (X,Y)GL(X,Y) 4+ B (X,Y) Gy (X,Y) = RiY¥1, (5.8)

Além disso, como os graus de a; e by sdo menores que d, entdo A; (X,Y) e By (X,Y) sdo

polinémios com coeficientes inteiros e homogéneos de grau d — 1.

Observamos que os fatores irredutiveis de G; ou G5 sao: o polinomio Y ou as homo-
geneizagoes dos fatores irredutiveis de g; ou go. Pela hipdtese de g; e go serem coprimos,
entao o polinémio Y é o tnico candidato a ser fator comum entre G; e GG5. Entretanto,
como d = max{d (¢g1),0(g2)} e G1 = g1 (3) Y e Gy = g2 (3) Y, entdo Y néao é um fator
comum de G e Gy, ou seja, G; e GG nao tém fator em comum.

Consideremos g1, g € Z [y] as desomogeneizagoes, em relagao a variavel X, de Gy e
(G5, respectivamente. Pelo fato de ¢g; e g2 nao serem monomios, temos que g; € go nao
sao constantes, portanto, podemos considerar a resultante Ry = Res (g1, g2) € Z. Pelo
fato de G; e Gy nao terem fatores em comum, entao g; e g nao tém fatores em comum,
portanto, Ry # 0. Por argumento analogo ao que fizemos com R;, existem polindmios

homogéneos As, By € Z[X,Y] de grau d — 1, tais que

Ay (X, V)G (X,Y) + By (X,Y) Gy (X,Y) = Ry XL, (5.9)
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Avaliando as igualdades (5.8) e (5.9) no ponto [p : q] € P!, obtemos

A1 (p,q) Gi(p,q) + Bi (p,q) G2 (p, q) = Rig* ™,
Az (p,q) G (p,q) + B2 (p,q) Go (p, q) = Rop™* 1.

Das Equagoes (5.10), temos que M DC (G1 (p,q) , G2 (p, q)) divide MDC (R1¢**~1, Rop??—1).

(5.10)

Como p e ¢ sao inteiros coprimos, entao qualquer poténcia de um niimero primo que divide

MDC (Ri¢**7!, Ryp**=1) divide Ry ou Ry, portanto,

MDC (|Gy (p,q) |,|1G2 (p,q)|) divide RyR,. (5.11)

Observamos que a Equacao (5.11) permite limitar os possiveis cancelamentos de fatores

Gi1(p,9)
ue podem ocorrer em ==24
que p G2(p,q)

Como os polinomios A;’s e B;’s tém graus d — 1, por argumento analogo ao feito na

demonstracao da desigualdade (5.6), existe constante C’ > 0, tal que

max{|A; (p.q) |, [B1 (p.@) . [ 42 (. @) |, | Bz (p, @) [} < C" - max{[p], |q[}* ",

consequentemente, as Equacoes (5.10) permitem concluir que

2C" - max{|p|, |q|}*~" - max{|G1 (p.q) |, |Gz (p,q) |} > max{|Ry||q/**~*, | Rul """},

com a Equagdo (5.11), obtemos

- max{|Gi(p,q)|,|G2(p,q) |}
B = 3De 16, 0.0 1 1Ge (0.9)

1
> -
> B max{|G1 (p,q) |,|G2 (p,q) |}

max{| Ry|lg|**~", [ Ro|lp|*""}
— 20" max{]p|, [¢[}* - [R1 Ry

max{|q[*!, |p|** 1}
— 2C" - |Ry R,| - max{|p|, q|}¢ 1

1

> H(x)"
Z 5o R )

Avaliando a funcao In, obtemos

Podemos entao concluir que a constante B = max{In (C),In (2C" - |Ry Rz|)} satisfaz o

lema, pois d, C, C', Ry e Ry dependem somente de g1 e gs. n
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O lema anterior, permite concluir a propriedade (iii) do Teorema 5.9, que se traduz

no seguinte resultado.
Lema 5.16. FEzxiste uma constante co > 0, tal que
h(2P) > 4h (P) — ¢, para todo P € E (Q).

Demonstracao. Seja P € E(Q). Nosso objetivo é estabelecer uma cota inferior para
h (2P) em termos de h (P). Inicialmente, excluiremos os casos em que nao podemos usar
a formula de duplicacao apresentada na Proposicao 3.12, ou seja, consideraremos somente
P € E(Q), tais que 2P # O, isto é, para os quais h (2P) = 1. Como o conjunto de pontos
que estamos desconsiderando é finito, podemos garantir que o lema é satisfeito para estes

pontos ao tomarmos ¢ > max{4h (P); 2P = O}.

Sejam (xg,y0) = P € E(Q), tal que 2P # O e (§,n) = 2P. Dado que P é nao nulo e

nao tem ordem dois, pelas formulas apresentadas na Proposicao 3.12, temos que

([ (x0) ? B f'(20)? = 4 (220 + a) f (20)
€_< 2yo ) SEmmes 4f (o) |
g1(zo)

ou seja, podemos escrever & = lays oM g1,02 € Z |x] dados por g1 = f'(x)

42z +a) f(zx) e go =4f (x). Além disso, pela regularidade de E, temos que A (E) =

2_

—Res (f, f') # 0, ou seja, f e f' ndo tém fator comum, portanto, g; e g» nao tém fator
comum. Sendo assim, os polinomios g; e go satisfazem a hipotese do Lema 5.15 com

d = 4, ou seja, existe uma constante B > 0, tal que
h (91 (w)) > 4h (z) — B,
92 (2)
para todo x € Q, tal que f(x) # 0, em particular h(§) > 4h(xy) — B. Como P foi

tomado arbitrariamente e a constante B nao depende de P, se tomarmos ¢y > B, temos

que o lema é satisfeito para todo elemento em {P € E(Q) ;2P # O}.

Podemos entao concluir que a constante
¢, = max { B, max{4h (P) ;2P = O}}

satisfaz o lema para todo P € E(Q). O

5.3 O Indice (FE (Q):2E(Q)) é Finito

O ultimo passo para provar o Teorema de Mordell é mostrar que o indice (E (Q) : 2E (Q))

é finito. Para isso, lembramos que, se G e G5 sao grupos e p : G; — G5 é um homomor-
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fismo, entdo G1/ker p = Im p.

Se Gy é abeliano e finitamente gerado, entao todos seus subgrupos também sao fi-
nitamente gerados, em particular, a imagem de p ¢ um subgrupo finitamente gerado.
Sendo assim, para mostrarmos que £ (Q) /2E (Q) é finitamente gerado, basta encontrar-
mos um grupo abeliano finitamente gerado G e um homomorfismo p : F (Q) — G, tais
que ker p = 2F (Q).

Comegamos analisando as curvas elipticas E : y*> = f(z) que tém pelo menos um
ponto de ordem dois, ou seja, o polinémio f se decompée como (x — «) g (x) em Z [z].
Como a curva eliptica F é regular, entao todas as raizes de f tém multiplicidade um,
portanto, para cada Py = (x¢,y0) € E (Q) temos que (xg —a) # 0 ou g (xy) # 0. Além
disso, se (xg — @) e g (x0) sdo ndo nulos entdo eles representam a mesma classe em Q* /Q*2.

Consideremos a fungdo p, : F (Q) — Q*/Q*?, definida por p, (O) =1 e se (z,y) €
E(Q) — {O}, entdo

(x — ) , Se T # «
g(a)=f"(a) , sex=a.

Mostraremos que p, tem imagem finita e & um homomorfismo de grupos. Para tanto,

lembremos do seguinte resultado:

Lema 5.17. Sejam A e B nimeros inteiros nio nulos, tais que AB € Q*2. Se B ¢é livre

de quadrados, entdio B divide A.

Demonstracdo. Uma vez que B é livre de quadrados e AB € Q*?, todo ntimero primo que
divide B também divide A. Pelo fato de B ser livre de quadrados e seus divisores primos

dividirem A, podemos concluir que B divide A. n

O discriminante A (E) dado na Defini¢ao 3.9, nos auxilia na descri¢ao de Im p,,, como

mostra o resultado a seguir.

Proposicao 5.18. A imagem de p, estd contida no conjunto das classes dos divisores

inteiros de A (E) em Q*/Q*2.

Demonstragao. A imagem de O esté no conjunto das classes dos divisores de A (E), pois 1
divide A (E) e p, (O) = 1. Seja P = (z0,yo) € £ (Q) um ponto ndo nulo. Pelo Lema 4.5,

existem nimeros inteiros ¢, w e v, tais que P = (%, %) com MDC (¢pw, ) = 1.
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Seja g () = 22 + Az + B. Como v é um inteiro nao nulo, entao

(¢ — ay?) = (w0 — a) ¥* = (z0 — @)

(¢° + Ay + BY*) = g (20) ¥* = g (z0) -

Consideremos D o inteiro livre de quadrados, tal que p, (P) = D. Pela definicao
da fungio p,, temos que os niimeros inteiros (¢ — ar)?) e (¢ + Agyp? + Byp?) estdo na
classe DQ*? ou sao nulos (ndo simultaneamente). Pelo Lema 5.17, podemos concluir que
(¢ — ap?) e (¢* + Agp? + Byp?) sdo divisiveis por D.

Pelo Teorema 1.24, existem hy, hy € Z[z], tais que 6 (h1) <2, § (hg) < 3 e

hif + hof = A(FE). (5.12)
Avaliando a Igualdade (5.12) em % e eliminando os denominadores, temos que

com f* denotando a homogeneizagao do polindmio f. Uma vez que (¢* + Adwy? + Byt)

e (¢ — arp?) sdo divisiveis por D e
F(0,0%) = (¢° + Agp? + BY?) + (6 — a®) - g" (¢,4°)
entdo f”* (¢,1)?) ¢ divisivel por D. Além disso, como
(0, 9%) = (6 — ay?) (¢* + Agyp® + By')

entao [* (4,1?) é divisivel por D. Logo, pela Equagio (5.13), D divide A (E) 8.

Como (¢ — ap?) ou (¢ + Agyp? + Byp?) é nao nulo e divisivel por D e M DC (¢,) =
1, entdo M DC (D,) = 1, portanto, podemos concluir que D divide A (F), ou seja,
pa (P) é representado em Q/Q*? por algum divisor de A (E). O

O conjunto dos divisores de A (E) é determinado pelos divisores primos de A (E) e

—1. Denotaremos por Q (S,2) o subgrupo de Q*/Q*?, gerado pelo conjunto
S = {divisores primos de A (E)} U{—1}.

Mostremos agora que p, é na verdade um homomorfismo de grupos.
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Proposicao 5.19. A func¢ao p, é homomorfismo de grupos.

Demonstragio. Seja P € E(Q). Se P = O, temos que p (—0) = 1 = po (0)7". Se
P # O, como x(P) = x(—P) e, em pontos nao nulos, p, é definida por uma fungao
polinomial da coordenada z do ponto, entdo p, (—P) = ps (P) = pa (P)~'. Portanto,
o (—P) = po (P)~" para todo P € E (Q).

Sejam Py, P, € E(Q). Se um desses dois pontos é o elemento neutro ou P, = — P,
segue que po (P1+ P2) = po (P1) - pa (P2).

Se P, P, # O e P, # — P, temos que

Pa (P14 P2) = pa (P1) - po (P2) <= pa (P1) - po (P2) - po (PL+ P2) = 1
= pa(P1) - pa(P2) - pa (= (PL+ P)) =1

> o (P1) * po (P2) - po (P % Po) = 1,

em que a ultima equivaléncia segue do Coroléario 3.11. Logo, para mostrarmos que p, €

homomorfismo, basta mostrarmos que
Pa(Pl)'Pa(P2>'pa(P1*P2) =1

Como Py, P, # O e P, # —P;, entao a reta passando pelo pontos P; e P, nao contém
O, ou seja, nao é uma reta vertical, portanto, existem nimeros racionais \ e v, tais que
a reta L passando por Py, P, e P3 = P x P, tem equacao dada por y = Az + v.

Sejam 1, x5 e x3 as coordenadas dos pontos Py, P, e Pj, respectivamente.

Se x1, rs ou x3 é igual a o, podemos supor sem perda de generalidade que z; = «a,
entao P, = («,0) e Py, P; # Py, pois caso contrario teriamos que a reta P P seria vertical.

Assim, temos
Pa (P1) + pa (P2) - pa (P3) = f' () (22 — ) (23 — ). (5.14)

Substituindo a equacao da reta L na equacao da curva eliptica, obtemos o polinomio cujas

raizes determinam as abcissas de Py, P, e P3. Assim, temos que
f@) =Mz +v) =(z—a)(z—x) (z—x3). (5.15)

Como (z — «) divide o lado direito da Equacao (5.15) e também divide f(x), entdo
(z — a) divide (\z + )%, portanto, (\z + v)* = \? (z — a)®. Substituindo a @ltima igual-

dade na Equagao (5.15) e eliminando o fator (z — a), obtemos que g (z) — A\? (z — a) =
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( — z3) (z — x3), a0 avaliarmos em x = «, temos que
fa) =g (a) = (= 22) (a — x3). (5.16)
Pelas igualdades (5.14) e (5.16), temos
Pa(P1) - pa (P2) - pa (Ps) = f' (@) (w2 — @) (23 —a) = 1,

0 que nos permite concluir que p,, (P + P2) = po (P1) * po (P2), se x1, x5 ou x3 é igual a.

Se x1, 1o e x3 sao diferentes de «, entao
Pa (P1) - pa (P2) - pa (P3) = (21 — ) (32 — @) (23 — ). (5.17)

Substituindo a equagao da reta L na equacao da curva eliptica, temos que f(z) —

Az + 1) = (x — x1) (x — 22) (x — x3), a0 avaliarmos em = = «, temos que
—(Aa+v) = (a—x) (0 —x3) (@ — x3) . (5.18)
Pelas igualdades (5.17) e (5.18), temos
Pa (P1) - pa (P2) - pa (P3) = (21 — @) (22 — @) (x5 —a) = 1.
Portanto, po (P1 4+ P2) = pa (P1) - pa (Py), se x1, x2 € x3 sdo diferentes de . O

Agora passemos a descrever o nicleo de p,.

Corolario 5.20. Temos que 2E (Q) C ker p,.

Demonstracao. Segue diretamente do fato de p, ser homomorfismo de grupos e os ele-

mentos da sua imagem terem ordem dois. O

Os ultimos resultados apresentados mostram que p, : E(Q) — Q(S,2) é um ho-
momorfismo de grupos com Q (S, 2) abeliano e finitamente gerado. Também mostramos
que 2F (Q) C ker p,, entretanto, o exemplo abaixo mostra que a inclusdo contraria nem

sempre ¢ valida.

Exemplo 5.21. Consideremos a curva eliptica £ : y> = 23+z ,a = 0e P = (0,0). Como
A (FE) = —4, ao aplicarmos o Teorema de Nagell-Lutz, concluimos que P é o tinico ponto
de tor¢ao, além de O = [0:1:0]. Portanto, E, (Q) = {O, P}, e consequentemente,
P ¢ 2FE(Q).

Entretanto, p, (P) = 1, ou seja, P € ker p,.
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O Exemplo 5.21 mostra que o homomorfismo p,, em geral, nao captura toda a estru-

tura de £ (Q) /2E(Q).
Denotaremos por E [2] o subgrupo gerado pelos elementos de ordem dois em E (C).

Se E[2] C E(Q), entao f se fatora totalmente em Z [x], ou seja, existem a1, g, a3 € Z,
tais que
fa) = (=) (r—az) (z —as).
Consideremos' p: E(Q) — Q(S5,2) x Q(S,2) definida por

p(P) = (pay (P); pay (P))- (5.19)

Dado que pq,, € pa, $80 homomorfismos com imagens finitas e seus nucleos contém 2E (Q),

entao p € um homomorfismo de imagem finita e 2E (Q) C ker p.

Lema 5.22. Sejam P = (x0,%) € E(Q) e L = Q (Vo — a1, V/To — Qa,\/To — Q3).
Entao existe Q € E (L), tal que 2QQ = P.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos supor que o — a; # 0. Podemos
ainda supor que «a; = 0, pois caso contrario, basta realizarmos a mudanca de coordenada

¥’ =z — a;. Com essas convencoes feitas, temos que xg # 0,

L = Q (v/Zo, VTo — a2, Vo — 3) e f=z(r—a)(z—a3) =2+ ax® + br.

Observamos que P = 2@ = — (Q * Q) se, e somente se, ) x () = —P, portanto, basta
mostrarmos que existe @ € E (L), tal que Q * Q = —P = (x9,—yo). Consideremos
L, : y = ur — (yo + uxy) o feixe de retas complexas passando por —P. Uma vez que
ye = f (z0), entdo a equacao de intersegdo entre a curva eliptica E e a reta L, pode ser

expressa por

Uy () = f(2) — (ux — yo — ux0)2
= (z — x0) [m2 + (a —u?+ xo) T+ (b + 2uyo + Toa + T2 + u2x0)} . (5.20)

Existe @ € F (L), tal que Q * QQ = —P se, e somente se, existe u € L, tal que o fator

quadratico da Equacao (5.20) é o quadrado de um fator linear em L [z], ou seja,

(a—u” —|—:c0)2 — 4 (b+ 2uyo + zoa + 7 + u’xg) = 0, (5.21)

1Observamos que pa, (P) pa, (P) pas (P) = 1, portanto, podemos escrever p,, (P) em fungio de
Pay (P) € pa, (P).
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além disso, o correspondente ponto @, € F (L), tal que Q, *Q, = —P, tem a coordenada
x dada por —‘l_ugﬂ e a coordenada y pode ser obtida da equacao definindo L,. Portanto,

basta mostrarmos que existe u € L satisfazendo a Equacao (5.21).

A Equacao (5.21) é satisfeita se, e somente se,

(a —u? +x0)2 =4 (b+ 2uyo + x0a+x3 —i—u2x0)

4
= — (f (zo) + 2uyoxo + ung)

Lo
4
= (yo + uo)”. (5.22)

Por sua vez, a Equagao (5.22) ¢ satisfeita se, e somente se, a equagio a — u* + xo =
Cl\/% (yo + uzxg) € satisfeita, com ¢; podendo assumir os valores +1. Além disso, podemos

reescrever essa equagéo COoImo

u? + 2C,/Tou — (a + 30 — 2g1j—;_0> —0. (5.23)

Da equacao que define E, observamos que

Yo
a=—(az + as) e —— =T — a2y — as,

VZo
com 1) sendo uma constante que depende somente do ponto P e vale —1 ou 1. A Equa-

cao (5.23) é satisfeita se, e somente se,

—2G1y/To + Cz\/4a:o +4 (a + 20 — 2(1%)
B 2
= —CivZo + @\/2270 — (g + asg) — 2GMoVxo — oz — a3
= —CG1vxo + C2\/(\/$0 — ag — CiMov/xo — a3)2
= —C1vTo + G (\/ o — g — Q1Mo To — 043) ) (5.24)

com (» podendo assumir os valores £1. Como as Equagoes (5.24) e (5.21) sdo equivalentes,

temos que a Equagao (5.21) é satisfeita para
u=—C1v/Zo + (2 (\/Io — g — (1MoV/To — 043) €L,
0 que nos permite concluir que existe um ponto @ € E (L), tal que 2Q = P. O]

Com a hipotese que estamos considerando, ou seja, que F [2] C E (Q), temos a pro-

posicao a seguir.
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Proposicao 5.23. Considerando o homomorfismo p definido anteriormente, temos que

kerp C 2E(Q).

Demonstragao. Seja P = (zo,y0) € E(Q), tal que p(P) = (1,1). Mostraremos que
P € 2F (Q), ou seja, que existe @ € F(Q), tal que P = 2Q).

Dado que p(P) = (1,1), entdo xg — v, g — a2 e g — ag sdo quadrados em Q,
logo Q (v/zg — a1, v/Tog — g, /o — a3) = Q. Pelo Lema 5.22, existe Q) € E (Q), tal que
2() = P, portanto, o ponto P pertence a 2E (Q).

Como P foi tomado arbitrariamente em ker p, podemos concluir que ker p C 2E (Q).

]

Considerando os resultados apresentados, estamos em posicao de apresentar o principal

resultado deste trabalho.

Teorema 5.24 (Teorema de Mordell). Caso F[2] C E (Q):

O grupo dos pontos racionais de uma curva eliptica E € finitamente gerado.

Demonstragao. Na Secao 5.2, apresentamos uma func¢ao altura para F (Q) (veja Teo-

rema 5.12).

Pelo Corolério 5.20 e Proposigao 5.23, temos que ker p = 2F (Q). Pela Proposigao 5.18
as imagens das p,,’s sao finitas, logo Im p = Imp,, x Imp,, é um grupo finito. Entao
E(Q)/2E (Q) = Im p é um grupo finito, ou seja, o indice (E (Q) : 2E (Q)) é finito. Desse

modo, pelo Teorema da Descida 5.9, podemos concluir que E (Q) é finitamente gerado. [

Observacao 5.25. No caso E [2] ¢ E (Q), observamos que se K é uma extensao algébrica
de Q, entao F (Q) é subgrupo de E (K). Com exce¢ao da Proposicao 5.18 (a qual garante
que Im p, ¢é finita), podemos reproduzir os argumentos dessa se¢iao considerando K ao
invés de Q. Portanto, a dificuldade fica em demonstrar que Im p é finita. Infelizmente, nao
estudaremos estes casos neste trabalho, mas indicamos a leitura de [Cas91, Capitulo 15|

ou [Sim02] para tais situagoes.
O Teorema de Mordell garante que existe rg € N, tal que

EQ=ZE.,(QaZ®*.

O valor de rg é chamado rank de E (Q).
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O rank méximo conhecido atualmente, exatamente determinado, é 20 (veja [EK20]).

Entretanto, existem curvas com rank maior mas nao exatamente determinado, sendo 28

a de maior estimativa inferior (veja Tabela 5.1 e [KSW19]).

Enquanto os subgrupos de torcao sao totalmente caracterizados pelo Teorema de Ma-

zur, nao se sabe quais valores o rank de uma curva eliptica pode assumir ou se ele é

limitado. Resultados experimentais recentes [PPVW19|, sugerem que existe uma quan-

tidade finita de curvas elipticas com rank maior que 21. Mas, sem uma demonstra¢ao

formal, a pergunta continua sem resposta.

rank > ano Autor
3 1938 Billing
4 1945 Wiman
6 1974 Penney - Pomerance
7 1975 Penney - Pomerance
8 1977 Grunewald - Zimmert
9 1977 Brumer - Kramer
12 1982 Mestre
14 1986 Mestre
15 1992 Mestre
17 1992 Nagao
19 1992 Fermigier
20 1993 Nagao
21 1994 Nagao - Kouya
22 1997 Fermigier
23 1998 Martin - McMillen
24 2000 Martin - McMillen
28 2006 Elkies

Tabela 5.1: Progresso dos recordes do rank de uma curva eliptica.
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