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Resumo

Neste trabalho apresentamos a parte introdutoéria da Teoria de Grafos. Descrevemos
também trés tipos de grafos: arvores, grafos eulerianos e grafos hamiltonianos. Para cada

tipo de grafo apresentado, apresentamos uma aplicagao.

Palavras-chave: Grafos. Arvores. Grafos Eulerianos. Grafos Hamiltonianos.



Abstract

In this paper we present an introductory part of Graph Theory. We also describe three
types of graphs: trees, Eulerian graphs and Hamiltonian graphs. For each type of graph,

we present an application.

Keywords: Graphs. Three. Eulerian Graphs. Hamiltonian Graphs.
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Introducao

A Teoria dos Grafos estd presente no nosso dia-a-dia, mais que imaginamos. Quando
vamos em nossa rede social e relacionamos com alguma pessoa ou em uma escola parti-
cipamos dos torneios interclasses, ambos estamos falando da Teoria de Grafos. Na rede
social, cada um de noés forma um grafo com as conexdes que estabelecemos com outros
usuarios. E nos torneios interclasses sao os jogos realizados entre as equipes que podemos

representar por meio de grafos.

A Teoria de Grafos tem uma origem relativamente recente na histéria da Matematica.
Desenvolvida ja no século X X, ela possui sua importancia por se relacionar com diversas
outras areas da ciéncia, bem como em outras areas da Matematica. Podemos dizer que ela
surgiu a partir da indagacdo de moradores sobre um problema das pontes de Koénigsburg,

uma cidade que atualmente é conhecida como Kaliningrad, na Rissia.

O problema das pontes foi resolvido por Leonhard Euler (1707-1783) um matemé-
tico suico, que deu importantes contribuicoes na area da matematica, como no céalculo,
trigonometria e na teoria dos grafos. Ele pode ser considerado o matematico mais produtivo

do século XVIII, pois mesmo com sua cegueira, ele continuou a contribuir.

Um outro problema semelhante ao das pontes e que também forneceu contribuicao
para a Teoria dos Grafos é o jogo Icosian Game. Este jogo foi proposto pelo matemético
irlandés William Rowan Hamilton (1805-1865). O objetivo do jogo era passar por todos
os 20 vértices de um dodecaedro regular apenas uma unica vez, sendo que o jogo deveria
comegar e finalizar pelo mesmo vértice. A ideia do jogo esta relacionada com o conceito de

ciclos hamiltonianos, que é um dos problemas estudados na Teoria dos Grafos.

O problema das pontes estudado por Euler e o jogo do Hamilton sdo os dois
principais problemas que propiciaram o desenvolvimento da Teoria dos Grafos, neste

trabalho iremos apresentar os conceitos trabalhados em ambos.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira. No Capitulo 1 apresentaremos
um pouco da historia dos grafos, mostrando problemas motivadores ao desenvolvimento
desta area, como o problema das pontes de Konigsburg e o Teorema das Quatro Cores.
Além disso, apresentaremos alguns usos dos grafos atualmente que estdo presentes em

outras areas do conhecimento, como, por exemplo, nas Ciéncias da Saude.

No Capitulo 2 apresentaremos a defini¢ao precisa de grafos, além de conceitos
e resultados elementares desta teoria. Apresentamos também uma aplicagao: dado um
conjunto de cidades conectadas por algumas estradas, determinar o menor caminho entre

duas cidades especificas. Este problema pode ser resolvido usando o algoritmo Dijkstra,
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apresentado no final do Capitulo 2.

O Capitulo 3 contém a parte principal deste trabalho. La apresentamos de maneira
formal trés importantes tipos de grafos: arvores, grafos eulerianos e grafos hamiltonianos.
Para cada um desses tipos de grafos apresentamos um problema, juntamente com um

algoritimo ou método para resolvé-lo.
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1 Grafos e um pouco de sua histéria

Neste capitulo apresentaremos dois problemas importantes no desenvolvimento da
Teoria dos Grafos: as pontes de Konigsburg e o Teorema das Quatro Cores. Além disso,

apresentaremos algumas aplicagoes dos grafos na atualidade.

Para a elaboracao deste capitulo, tomamos como base os trabalhos de Rosenhouse
e Taalman (2011), Netto e Jurkiewicz (2009), Netto (2003), Viali (2019), Costa (2011),
Braganholo (2019), Ostroski e Menoncini (2009), Uliana et al. (2018).

1.1 As Pontes de Konigsburg

Nessa secdo vamos apresentar o problema das pontes de Konigsburg e como ele foi

solucionado por Euler.

Na cidade que atualmente é conhecida como Kaliningrad, na Riussia, existiam sete
pontes que ligavam quatro pedagos de terra divididas pelo rio Pregel. Os moradores da
cidade se perguntavam se era possivel caminhar pela cidade de maneira continua cruzando

as sete pontes sem passar duas vezes por qualquer uma dessas pontes.

Figura 1 — As sete pontes de Konigsburg.

KONINGSBERGA

Fonte: Figura de Rosenhouse e Taalman (2011).

Leonard Euler em 1735 teve conhecimento do problema e apresentou uma solugao
por meio de um modelo abstrato. Ele considerou cada porcao de terra como um ponto ou

vértice, e cada ponte como uma linha ou aresta que conectava esses vértices.
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Figura 2 — Grafo que representa as pontes de Konigsburg.

Fonte: Figura de Rosenhouse e Taalman (2011).

Euler observou que o nimero de passagens de uma margem para uma ilha, ou entre

duas ilhas, era sempre impar.

Figura 3 — Ilhas ligadas por uma ponte.

m1

Fonte: Figura de Netto e Jurkiewicz (2009).

Veja na Figura 3 onde cada ponte é representada por uma linha e cada margem, ou
ilha por um ponto. Assim, tudo indica que se pode passar, mas em algum momento nao é
possivel retornar. Para que o passeio fosse possivel cada massa de terra deveria se ligar
a outra por um nimero par de pontes. Euler nao se aprofundou muito no assunto, pois
apesar de ter resolvido o problema das pontes, ele nao via conexao deste problema com a
matematica (SA; SILVA, 2016). Este fato pode ter sido um fator importante para que a

teoria dos grafos tivesse um intervalo de mais de 100 anos sem grandes desenvolvimentos.

Segundo Netto (2003), somente depois desse tempo, que em 1847 que Kirchhoff
usou os grafos no estudo de circuitos elétricos. Com esse feito, criou a teoria das arvores

(classe de grafos, que serao estudadas no Capitulo 2).

Na Figura 4 podemos ter uma nocao dos tipos de problemas que aparecem. Nela
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consta o esquema de um circuito elétrico conhecido como ponte de Wheatstone, que é
usado para medir a resisténcia elétrica. Podemos observar que o aparelho que o contém,
as resisténcias Ry, Ry e R3 podem ser modificadas a vontade e a resisténcia R4 é a que vai

ser medida.

Figura 4 — Circuitos elétricos.

+

Fonte: Figura de Netto e Jurkiewicz (2009).

O instrumento de medida (galvandémetro) é o circulo com a seta, e na parte de
baixo do esquema ha um simbolo que representa uma fonte de energia. Esse medidor, por

exemplo, é utilizado por qualquer técnico de televisao.

Um modelo de grafo pode ser construido para representar este circuito e as pro-

priedades deles podem ser estudadas, inclusive com recursos teéricos desenvolvidos pelo
préoprio Kirchhoff (NETTO; JURKIEWICZ, 2009, p.3).

Seguindo a mesma teoria que Kirchhoff, ou seja, a teoria das arvores, dez anos mais
tarde em 1857, Cayley apesar de ter outras aplicagdes em mente, destacava a enumeracao
dos isdmeros dos hidrocarbonetos alifaticos, que sao compostos de carbono e hidrogénio
com cadeias abertas. “Para recordar um pouco de quimica diremos que dois compostos

diferentes sao isdbmeros quando possuem a mesma composicao percentual (e, portanto, a

mesma féormula condensada)”(NETTO; JURKIEWICZ, 2009, p.3).
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Figura 5 — A esquerda Gustav Robert Kirchhoff e & direita Arthur Cayley.

Fonte: Figura de (O’CONNOR; ROBERTSON, 2002) e (EVES, 2011).

Na Figura 6, os esquemas representam aos trés isomeros do pentano (CsHs),
correspondem apenas pelas ligagoes entre seus atomos de carbono, sabendo-se que o
carbono tem valéncia 4 (ou seja, um &dtomo de carbono pode se ligar a um méaximo de 4

outros atomos).

Figura 6 — Isdbmeros do pentano.

*—o—0—0—o

el

Fonte: Figura de Netto e Jurkiewicz (2009).

Observe que em cada esquema contém 12 posi¢oes vazias que irdo receber os atomos

de hidrogenio.

Segundo Netto e Jurkiewicz (2009), Cayley conseguiu desenvolver uma técnica na
qual poderia determinar o nimero de diferentes isémeros de um hidrocarboneto. Como

exemplo, podemos citar o tridecano C}3Hsg, que possui 802 isdmeros.

1.2 O Teorema das Quatro Cores

O Teorema das Quatro Cores teve origem por essa época, na correspondéncia entre
Hamilton e Augusto de Morgan. Este problema foi proposto por um aluno de De Morgan.

O aluno era Frederick Guthrie, mas o problema veio através do seu irmao, Francis Guthrie,
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que trabalhava com mapas. Em sua pratica com a cartografia, seu irmao disse que ao
desenhar seus mapas, sabia que para colorir as regioes nelas representadas, usaria no

méximo 4 cores diferentes.

Mediante isso, Frederick Guthrie resolveu dar atencao ao problema, de um ponto
de vista matematico. “Ele tomou um mapa e associou os pontos as suas regioes e uniu
dois pontos por uma linha, quando as regides correspondentes tinham uma fronteira em
comum, conforme Figura 7 7 (NETTO; JURKIEWICZ, 2009, p.3).

Figura 7 — Mapa de quatro cores.

Fonte: Figura de Viali (2019).

Apesar de parecer simples a prova deste problema, que para colorir regides dos
mapas era necessario usar no maximo 4 cores, nao foi tao simples assim. Muitos tentaram
provar, mas nem Frederick Guthrie e nem seus contemporaneos conseguiram resolvé-lo.
Sua prova so6 foi possivel em 1976 com a ajuda extensiva dos computadores.

O matemaéatico Hamilton contribuiu nesta area com o jogo “The Icosian Game”.

Segundo Costa (2011) é um jogo que envolvia o dodecaedro e seus 20 vértices, os quais
eram denominados com nomes das cidades importantes. O objetivo deste jogo era passar
uma unica vez por cada uma das cidades, comegando e terminando na mesma cidade, isso

usando as 30 arestas do dodecaedro.

Figura 8 — Dodecaedro e seu grafo associado.

P

Fonte: Figura de Costa (2011).

Esse jogo era parecido com o problema das pontes, onde é buscado solugoes por
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meio de um ciclo hamiltoniano.

Definicao 1. Seja G um grafo. Um caminho em G que passa uma unica vez por cada
vértice de G é chamado caminho Hamiltoniano. Se, além disso, o caminho comega e
termina no mesmo vértice, o caminho € chamado ciclo Hamiltoniano. Por fim, se G possui

um ciclo Hamiltoniano, dizemos que G € um grafo Hamiltoniano.

Mediante a problemas como citado anteriormente, foi que ao longo do século X X,
muitos matematicos se interessaram pelos estudos de grafos e assim se formou um corpo
teodrico, que atualmente permite a abordagem de muitos problemas novos. “Centenas de

artigos sao publicados anualmente e novos livros estao sendo sempre sendo editados em

todo o mundo” (NETTO; JURKIEWICZ, 2009, p.4).

1.3 O Uso dos Grafos Atualmente

Nesta secao apresentaremos alguns exemplos de grafos presentes no nosso dia a dia.

A mais simples das aplicagbes que podemos perceber sao as redes sociais, como por
exemplo, no Facebook, pela analise das preferéncias de amigos e nas curtidas das paginas,

veja Figura 9.

Figura 9 — Rede social - Facebook.

Fonte: Figura de Braganholo (2019).

Na rede de transporte ele também esta presente, principalmente na tomada de
decisao em pegar o caminho que tenha o menor custo para o transporte de carga entre

duas cidades.
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Figura 10 — Rede de transporte.

Fonte: Figura de Viali (2019).

Outro exemplo ¢ nos modelos quimicos, conforme a Figura 11.

Figura 11 — Modelos quimicos.

Fonte: Figura de Viali (2019).

Os grafos também estdo presentes em algumas empresas, como por exemplo, a
Amazon que utiliza eles para sugestoes de compras a seus clientes. Além desses exemplos

de grafos citados anteriormente, existe muitos outros em nosso dia a dia.

Com a disciplina, Pesquisa Operacional foi que a partir da década de 1950, comegou

a utilizar intensamente os modelos de grafos, em busca de melhores solugbes para problemas
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de projeto, organizacao e distribuigao. Segundo Ostroski e Menoncini (2009) o auge da teoria

dos grafos aconteceu a partir de 1970 com o desenvolvimento acelerado dos computadores.

De acordo com Netto (2003) a teoria dos grafos chegou no Brasil em 1968 no I
Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional. Desde entao, universidades como por
exemplo: UFRJ, USP e UNICAMP, comecaram a realizar trabalhos de pesquisa sobre
teoria dos grafos. Hoje em dia, algumas dessas universidades possuem pesquisadores em

teoria de grafos em seus quadros de professores.

Esses pesquisadores tém suas pesquisas vinculadas a érgaos nacionais de fomento a

pesquisa como a CAPES.

A teoria dos grafos, nessa perspectiva, possui entre os anos 2014 a 2018, 1538

dissertagoes e 638 teses publicado no Banco de Dissertagoes de Teses da CAPES.

O presente trabalho se propoe a analisar apenas um recorte desse panorama, que

corresponde aos trabalhos de dissertagoes publicados em 2018.

Na Tabela 1 estao apresentadas as areas equivalentes a quantidades de pesquisas.

Tabela 1 — Areas equivalentes a quantidade de pesquisas.

AREAS NUMERO TOTAL
Ciéncias Exatas e da Terra 61
Engenharias 18
Ciéncias da Saude 3
Multidisciplinar 9

Os dados acima, traduzidos na Figura 12, indicam a seguinte proporgao de trabalhos.
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Figura 12 — Proporgoes dos trabalhos.

B Ciéncias Exatas eda Terra

M Engenharias

l Ciéncias Sociais Aplicadas
Ciéncias da Saide

B Multidisciplinar

Na Figura 12, podemos observar que os grafos estdo presentes em varias areas de
pesquisa, sendo sua maior porcentagem, 64%, estd na area Ciéncias Exatas e da Terra e

sua menor porcentagem, 3%, estd na drea Ciéncias da Saude.

A seguir apresentaremos um pouco sobre a utilizacao dos grafos nas dissertacoes

das areas: Ciéncia da Saide e Engenharias.

1.3.1 Ciéncias da Saude

No trabalho sobre Avaliacao dos efeitos do envelhecimento na hemodina-
mica cerebral por Imagem de Ressondncia Magnética podemos observar que as
medidas de conectividade funcional (FC) foram obtidas em andlises por teoria dos grafos,

conforme a imagem a seguir.
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Figura 13 — Estudos de conectividade funcional: 1) extracdo da série temporal das ROIs,
2) célculo da correlacao temporal entre os sinais das dreas escolhidas (matriz
conectividade), 3) escolha do limiar do valor de correlagdo para ser utilizado
no calculo dos parametros de rede e 4) representagdo da rede de conexoes pela
teoria de grafos.
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Fonte: Figura de Wang Jinhui; Zuo (2010 apud SILVA, 2018).

1.3.2 Engenharias

De acordo com Netto e Jurkiewicz (2009, p.4) “os modelos de grafo tem sido
essenciais no campo cada vez mais presente na gestao de recursos, planejamento de trans-
portes e otimizacao de recursos humanos”. No que compete a area de gestao, no trabalho
Identificacdo de comportamento em carreiras profissionais usando técnicas de
ciéncia de redes somos apresentados a empresa VAGAS.com que é uma das principais

empresas de recrutamento on-line do Brasil.

A empresa criou um MAPA de Carreiras (MCAR), ilustrado na Figura 14, que é
um servico gratuito e o objetivo é a movimentacao de um individuo por uma sequéncia de

ocupagoes, ou seja, a carreira profissional.
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Figura 14 — Mapa de Carreiras:recorte parcial do MCar focando uma ocupacao.

Enfermeira Assistencial

Fonte: Figura de Uliana et al. (2018, p. 8).

Neste MAPA de Carreiras, as informagoes sao internamente armazenadas em um
grafo, que sao periodicamente atualizadas. Os vértices possuem atributos tais como a
distribuicao salarial, a distribuicao do tempo de permanéncia em uma ocupagao. As arestas
que conectam as ocupagoes representam movimentagoes entre elas, ou seja, o fluxo de

pessoas que exercia uma certa ocupacao e passou a exercer outra.
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2 Conceltos basicos

Neste capitulo apresentaremos as defini¢cdes e resultados mais elementares sobre a
teoria dos grafos. Seguimos aqui os livros (BONDY; MURTY, 1976) e (JURKIEWICZ,
2009). Finalizamos o caminho apresentando uma importante aplicacao da Teoria de Grafos:

o problema do menor caminho.

2.1 Preliminares

Algumas situagoes podem ser representadas por um diagrama, consistindo de
conjunto de pontos juntamente com linhas que ligam alguns destes pontos, como nos

exemplos abaixo.

Exemplo 2.1. Numa escola foi realizado um torneio de volei, no qual participaram as

turmas 6A, 6B, TA, 7B, 8A e 8B. Até o momento, os sequintes jogos foram realizados:

6A jogou com TA, 7B e 8B

6B jogou com T7A, 8A e 8B

7TA  jogou com 6A e 6B

7B jogou com 6A, 8A e 8B

8A jogou com 6B, 7B e 8B

8B jogou com 6A, 6B, 7B e 8A

Essas informacoes podem ser representadas no sequinte diagrama.

Figura 15 — Jogos realizados no torneio de volei.

BA

2B EB

2A TA

7B

Fonte: A autora.
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Exemplo 2.2. Sao estabelecidas ligagoes entre os oito planetas do sistema solar. Foguetes
viajam ao longo das sequintes rotas: Terra-Mercirio, Mercirio-Vénus, Urano-Netuno,
Netuno-Saturno, Saturno-Jupiter, Saturno-Marte, Marte-Urano. Um viajante pode ir da

Terra para Marte?

Podemos responder essa pergqunta facilmente fazendo um diagrama, em que cada
plenate serd representada pela inicial de seu nome, exceto Merciurio e Marte, que serao

designados por Mer e Marte, respectivamente.

Figura 16 — Ligacoes entre os planetas.

T v N
®

Mer Marte J

Fonte: A autora.

Da figura, vemos que a resposta é nao.

Os diagramas que aparecem nos exemplos acima sao representagoes de uma es-
trutura matematica chamada grafo. Os pontos representados acima sao chamados de
vértices, enquanto que as linhas que ligam alguns destes pontos sao chamadas de arestas.

De uma maneira mais geral, grafos podem ser definidos da seguinte forma.

Definicdo 2.1. Seja V um conjunto finito e denote por V) o conjunto dos pares ndo
ordenados de elementos de V.. Um grafo G é um par G = (V(G), A(G)), onde A(G) é
um subconjunto de V®. Os elementos de V(G) sdo chamados de vértice e os elementos
de A(G) sdo chamados de arestas. Quando ndao houver risco de confusdo, escreveremos

apenas V e A no lugar de V(G) e A(G), respectivamente.

No Exemplo 2.1, temos que

V = {6A,6B,7A,7B,84,8B}

A ={{6A,7A},{6A,7B},{6A,8B},{6B,7A}, {6B,8A4},{6B,8B},{7B,8A}, {7B,8B},{84,8B}}.
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Observamos que o diagrama correspondente é apenas uma representa¢io geométrica
do grafo, mas é de extrema utilidade quando trabalhamos com grafos. Inclusive, grande

parte da terminologia utilizada no estudo de grafos vem desta representacao.

Quando existe uma aresta ligando dois vértices, dizemos que os vértices sao adja-
centes e que a aresta é incidente aos vértices. Nesse caso, dizemos ainda que os vértices
sao os extremos da aresta dada e que os vértices sao ligados pela aresta. O ntimero de
vértices serd representado pelo simbolo |V(G)| ou por n(G), enquanto que o nimero de
arestas sera representado pelo simbolo |A(G)| ou pela letra m(G). Quando estiver claro
qual é o grafo com o qual estamos trabalhando, omitiremos o simbolo (G) nas notagoes
acima, escrevendo somente |V, n, |A| ou m. Para simplificar a notagao, as vezes também
escrevemos vw ou wv para indicar a aresta {v,w}. O nimero de arestas que incidem
sobre o vértice v (isto é, a quantidade de arestas ligadas ao vértice v) é chamado grau
de v e denotada por d(v). Denotaremos por A(G) e §(G) os graus maximo e minimo,

respectivamente, de vértices de G.

Observacao: Em estudos mais gerais na teoria dos grafos, também sao considerados casos
em que um vértice é adjacente a si mesmo (neste caso, a aresta é chamada de lago) ou que
um par de vértices é ligado por mais de uma aresta. Neste trabalho nao consideraremos este
casos. Os grafos considerados aqui sdo chamados de grafos simples, mas que chamaremos

simplesmente de grafos.

Uma propriedade elementar dos grafos, relacionando os graus dos vértices com
o numero de arestas, pode ser obtida por uma simples contagem: como cada aresta
¢é incidente a dois vértices, quando somamos o nimero de arestas incidentes em cada
vértice consideramos cada aresta duas vezes, obtendo assim o dobro do niimero de arestas.

Obtemos assim o seguinte resultado:

Teorema 2.1. A soma dos graus dos vértices € o dobro do nimero de arestas.

Dizemos que um vértice é par se seu grau for par e que o vértice é impar se seu
grau for impar. Como a soma dos graus deve ser sempre um numero par, temos a seguinte

consequéncia do resultado anterior:

Corolario 2.1. O numero de vértices impares em um grafo arbitrdrio tem que ser par.

Com este resultado podemos responder a algumas questoes simples que possam ser

postas em termos de grafos.

Exemplo 2.3. Uma turma tem 30 alunos. E possivel que nove deles tenham 3 amigos

cada (na turma), onze tenham 4 amigos e dez tenham cinco amigos?

A resposta € nao. Uma vez que dada a relagdo de quais alunos saGo amigos, podemos

considerar um grafo para representar situacdo: os vértices sao os alunos e dois vértices sao
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adjacentes se os alunos correspondentes sao amigos. Na situacao descrita, teriamos 19

vértices impares, o que ¢ impossivel em um grafo.

Exemplo 2.4. E possivel desenhar 9 segmentos de reta no plano, de tal forma que cada

um intersecta exatamente outros 3¢

Novamente a situacao nao é possivel. Se considerarmos cada aresta como um
vértice de um grafo e impormos a condi¢io de que dois vértices sdo adjacentes se 0s
segmentos correspondentes se intersectam, teriamos um grafo com 9 vértices impares, o

que € impossivel.

A seguir exibimos alguns conceitos da teoria de grafos, bem como alguns tipos

particulares de grafos.

e Complemento de um grafo: O complemento de um grafo G = (V, A) é o grafo
G = (V,V@\A) (aqui o simbolo “\” denota a diferenca entre conjuntos). Desta
forma, o complemento de G é o grafo que possui os mesmos vértices de G e tal que
para v,w € G temos vw é uma aresta de G se e somente se vw nao é uma aresta de

G. Na Figura 17, temos um grafo e seu complemento.

Figura 17 — Grafo, a esquerda, e seu complemento, a direita.

Fonte: A autora.

e Grafo completo: Um grafo G = (V, A) é um grafo completo quando todos os seus
vértices sao adjacentes, isto é, quando A = V). Um grafo completo com n vértices é
denotado por K,. Quando n = 3, dizemos que o grafo é um triangulo. Na Figura 18

exibimos os grafos K3, K4 e K5, respectivamente.
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Figura 18 — Grafos completos K3, K, e K.

Fonte: A autora.

e Grafo vazio: Um grafo vazio é um grafo que nao possui arestas. Desta forma, um

grafo vazio é o complemento de um grafo completo.

e Grafo regular: Quando todos os vértices de um grafo possuem o mesmo grau,
dizemos que o grafo é regular. Usaremos a expressao grafo d-regular para indicar

que o grafo possui todos os vértices de grau d.

e Grafo biparticionavel: Um grafo G = (V, A) é biparticionavel quando existem
dois subconjuntos disjuntos U, W C V tais que V = UUW e cada aresta de GG possui
um extremo em U e outro em W. Neste caso, dizemos ainda que o par {U, W} forma
uma biparticao de GG. Na Figura 19, o conjunto formado pelos pontos em azul e o

conjunto dos pontos vermelhos formam uma biparticao do grafo.

Figura 19 — Grafo biparticionado.

Fonte: A autora.

e Subgrafo: Um grafo H = (V(H), A(H)) é um subgrafo do grafo G = (V(G), A(G))
se V(H) C V(G) e A(H)) C A(G). Dado um subconjunto V' C V(G), o subgrafo
de G cujo conjunto de vértices é V' e o conjunto de arestas é formado pelas arestas
de G que tem ambos os extremos em V' é chamado de subgrafo induzido por
V', e denotado por G[V']. O subgrafo de G obtido eliminando os vértices em V',
juntamente com as arestas adjacentes a esses vértices, é denotado por G — V’. Se

A" C A(G) é um subconjunto qualquer, entdo o subgrafo de G tendo como vértices os
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vértices extremos de elementos de A’ e tendo como conjunto de arestas A’ é chamado

de subgrafo induzido por A’

e Subgrafo Gerador: Um subgrafo gerador de G é um subgrafo H de G tal que
V(H)=V(G).

e Passeios, trilhas, caminhos e ciclos: Um passeio P em um grafo G é uma
sequéncia finita (v, ai, vy, ag, -+, Uy, a,) cujos termos sao alternadamente vértices
v; e arestas a; tais que para todo i com 1 < ¢ < n, v;_; e v; sdo extremos de a;.
Observamos que nao é necessario que os vértices nem as arestas em um passeio sejam
dois a dois distintos. Como estamos trabalhando somente com grafos simples, um
passeio é determinado pela sequéncia de seus vértices e assim indicaremos o passeio
simplesmente por vgv; ...v,. O comprimento do passeio é o inteiro n. Os vértices
vy € v, sao chamados origem e término de P, respectivamente. Uma secao de
P é um passeio que é uma subsequéncia de termos consecutivos de P. Quando as
arestas em P sao duas a duas distintas, P é chamado uma trilha. Se, além disso, os
vértices sao dois a dois distintos, P é chamado um caminho. Usaremos a expressao
(vo, vy )-caminho para indicar um caminho com origem vy e término v,. Se a origem
e o término do passeio P coincidem, dizemos que P é fechado. Se P for uma trilha

fechada com vq,...,v,_1 dois a dois distintos, P é chamado um circuito ou ciclo.

e Conexidade e componentes conexas: Um grafo GG é dito ser conexo quando
para quaisquer dois vértices distintos u e v existe um (u, v)-caminho. Podemos definir
a seguinte relacao sobre os vértices de um grafo: definimos que u ~ v se u = v ou
se existe um caminho ligando u a v. Esta é uma relacao de equivaléncia sobre o

conjunto dos vértices de G:

1. Reflexividade: Pela propria defini¢ao, para todo u € V' temos que u ~ wu.

2. Simetria: Se temos um caminho ligando u a v, entao o caminho percorrido

na ordem reversa liga v a u.

3. Transitividade: Se temos um caminho ligando u e v e um caminho ligando
v e w, entao basta concatenar os caminhos para obter um caminho ligando v e

w. (O caso em que u =v ou v = w ¢ trivial.)

Desta forma, esta relagdo particiona o conjunto de vértices de G em conjuntos Vi,
Va, ..., Vi. Cada um dos subgrafos induzidos G[V;], i = 1,...,k é chamado de uma

componente conexa de G.

e Isomorfismo:Um isomorfismo entre dois grafos G e H é uma bijecao f : V(G) —
V(H) tal que dois vértices v e w sao adjacentes em G se e somente se f(v) e f(w)

sao adjacentes em H. Quando existe um isomorfismo entre G e H, dizemos que



Capitulo 2. Conceitos bdsicos 33

G e H sao grafos isomorfos. De uma maneira intuitiva, dois grafos sao isomorfos
se podemos reposicionar os vértices de um deles, sem retirar ou adicionar arestas,
de forma que os dois grafos coincidam. Por exemplo, na Figura 20 os grafos sao

isomorfos:

Figura 20 — Grafo G, a esquerda, isomorfo ao Grafo H, a direita.

"u"z WE W 4

Fonte: A autora.

O isomorfismo entre os grafos acima ¢é aquele que leva v; em w;. Observe que
poderiamos fazer mudancas nas posigdes dos vértices do grafo a esquerda para que
ele fique como o da direita: primeiro “levamos” v4 em uma posi¢ao acima de vy,
depois levamos vy para uma posi¢ao acima de v3 e por fim diminuimos a largura da

figura, como vemos na sequéncia da Figura 21:

Figura 21 — Transformacao isomorfa do Grafo G no Grafo H.

Fonte: A autora.

Da mesma forma, os grafos na Figura 22 também sao isomorfos.



Capitulo 2. Conceitos bdsicos 34

Figura 22 — Grafos isomorfos.

AN ER

Fonte: A autora.

Por outro lado, os grafos exibidos na Figura 23 nao sao isomorfos. Observe que no
grafo a esquerda todos os vértices tém grau maior ou igual a 3, ao passo que no grafo
a direita temos vértices com grau 2. Como o isomorfismo necessariamente preserva o

grau dos vértices, tais grafos nao sao isomorfos.

Figura 23 — Grafos nao isomorfos.

Fonte: A autora.

2.2 Uma aplicacao: O problema do menor caminho

Suponha que a cada aresta a de um grafo G = (V, A) esta associado um ntimero
real ndo-negativo w(a), que sera chamado de peso da aresta. Neste caso, dizemos que G é
um grafo valorado. Se H é um subgrafo de um grafo valorado, o peso de H é a soma dos
pesos das arestas de H. Muitos problemas de otimizagao sao equivalentes a determinar um
certo tipo de subgrafo de um grafo valorado com peso minimo (ou maximo). Um destes
problemas é o problema do menor caminho: dada uma colecao de cidades conectadas
por algumas estradas, determinar a rota mais curta entre duas cidades especificas. Neste

caso, cada estrada conectando duas cidades é uma aresta e seu peso é o seu comprimento.
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Estamos interessados em encontrar um caminho de peso minimo conectando as duas
cidades. Iremos nos referir ao peso de um caminho como seu comprimento e o peso
minimo de um (u, v)-caminho serd chamado de distancia entre u e v, denotado por d(u,v).

Adotaremos a convencao de que se {u, v} ndo ¢ uma aresta de G entao w({u,v}) = oo.

O algoritmo descrito aqui foi descoberto por Dijkstra (1959) e, independentemente,
por Whiting e Hillier (1960). Ele descreve nao apenas o (ug, vp)-caminho mais curto, mas

também o caminho mais curto entre ug e todos os vértices de G. A ideia bésica é a seguinte.

Suponha que S é um subconjunto préprio de V tal que uy € S e denote por S seu
complementar em V. Se P = ug...uv é um caminho mais curto de ug até S, entdo u € S

e a se¢do (ug, u) de P é necessariamente um (ug, ¢)-caminho mais curto. Portanto,
d(uo, 1_)) = d(UQ, ﬂ) + U)(ﬂ’l_))

e a distancia de ug até S é dada pela férmula

d(ug,S) = min {d(ug,u) + w(u,v)}.
ueSWeS
Comegando com o conjunto Sy = {ug} é construida uma sequéncia Sy, Si, ..., S, de
subconjuntos de V' de tal maneira que, ao final do estdgio i, caminhos mais curtos de g
até todos os vértices de S; sao conhecidos. A primeira etapa é encontrar o vértice mais
proximo de ug. Isto é feito calculando d(uy, 5’0) e selecionando um vértice u; € Sy tal que
d(ug,u1) = d(ug, Sp). Pela formula anterior, temos que
d(ug, Sp) = min _ {d(up,u) + w(u,v)} = minw(ug,v).
u€Sp,vESy vESo

Definindo S; = {ug,u1} e considerando o caminho ugu;, temos claramente o (ug, u1)-
caminho mais curto. Em geral, se o conjunto Sy = {ug, u1,...u,} e os correspondentes
caminhos mais curtos Py, ..., P, ja foram determinados, calculamos d(uy, Si) usando a
férmula anterior e escolhemos um vértice ug,y € Sy, tal que d(ug, ups1) = d(ug, S). Temos
que

d(uo, Up41) = d(uo, Uj) + w(u], Uk+1)

para algum j < k. Obtemos entdo um (ug, ug41)-caminho mais curto juntando a aresta
ujug41 ao caminho P;. Na verdade, o algoritmo de Dijkstra é um refinamento do procedi-
mento descrito, que evita fazer muitas comparagoes desnecessarias. Antes de vermos tal
refinamento, vamos ver um exemplo particular para compreender melhor o procedimento
que acabamos de descrever. Considere o grafo abaixo, onde uy é o ponto preto cheio e o

peso de cada aresta é o niimero representado o mais préoximo dela:
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Figura 24 — Ilustragao do algoritmo de Dijkstra.

Fonte: A autora.

Determinamos agora o vértice mais proximo de ug, que sera chamado de u;, bem
como o caminho uguy. Destacamos o ponto u; em ponto cheio e o caminho ugu; em linha

cheia:

Figura 25 — Tlustracao do algoritmo de Dijkstra.
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Fonte: A autora.

Tendo o conjunto S; = {ug, u1}, temos
d(ug,Sy) = min _ {d(up, u)+w(u,v)} = min{0+2,0+7,0+4,0+8,14+2,14+7,14+3} = 2.
u€S1,vES]

Nas somas anteriores, as parcelas iguais a zero surgem quanto tomamos u = ug. Tomamos

entdo um vértice uy tal que d(ug, S1) = d(ug, us), destacado na Figura 26:



Capitulo 2. Conceitos bdsicos 37

Figura 26 — Ilustragao do algoritmo de Dijkstra.

Fonte: A autora.

Temos agora o conjunto Sy = {ug, us,us} e os caminhos de comprimento minimo

P = uguq e Py = ugug entre ug e os vértices em Sy. Além disso,

d(ug, So) = min _ {d(ug, u) + w(u,v)} =

u€S2,vES?
min{0+7,0+4,0+814+7,14+3,2+1,24+5} =3.

Escolhemos o vértice uz tal que d(ug, Sz) = d(ug, u3), destacado na Figura 27:

Figura 27 — Tlustracao do algoritmo de Dijkstra.

Fonte: A autora.

Temos assim o conjunto Sz = {ug, u1, Uz, u3}, com caminhos de menor comprimento

P = uguq, Py = ugus € Py = uguoug. Agora,

d(ug, S3) = min _ {d(ug,u) + w(u,v)} =

uES3,vES3

min{0+7,04+4,0+8,14+7,24+5,3+6,3+ 3} =4.
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Tomamos um vértice uy tal que d(ug, S3) = d(ug, us), obtendo a Figura 28:

Figura 28 — Tlustracao do algoritmo de Dijkstra.

Fonte: A autora.

Obtemos o conjunto Sy = {ug, u1, ug, us, us}, com caminhos de menor comprimento
Pl; Pg, P3 e P4 = UpU4. Além diSSO,

d(uo, 54) = min B {d(u(b U) + U}(U, U)} =

uGS4,7)€S4
min{0+7,0+8,14+7,2+53+3,3+6,4+6,4+3,4+2} =6.

Observe que agora temos duas possiveis escolhas de us tais que d(ug, us) = 6. Tomamos

us como na Figura 29 |

Figura 29 — Ilustragao do algoritmo de Dijkstra.

Fonte: A autora.

escolhendo ug como sendo a outra possivel escolha:
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Figura 30 — Ilustragao do algoritmo de Dijkstra.

Fonte: A autora.

Desta forma, chegamos ao conjunto Sg = {ug, u1, ug, us, U4, us, ug}, com caminhos
de comprimento minimo P;, P, P3, Py, Ps = ugusugus € Py = ugusug. Como resta
somente um vértice, temos que u; ja esta determinado. Olhando a Figura 30, vemos que o

(ug, u7)-caminho de comprimento minimo é Pr = uguguguy:

Figura 31 — Ilustragao do algoritmo de Dijkstra.

Fonte: A autora.

Voltamos agora ao algoritmo de Dijkstra: para evitar repeticoes de comparagoes
desnecessarias, cada vértice v carrega um rétulo {(v) o qual é um limitante superior para
d(ug,v). Inicialmente, I(ug) = 0 e I(v) = oo para v # ug. Conforme o algoritmo avanga,

estes rotulos sdo modificados de tal forma que no final do estégio @

l(u) =d(ug,u) para u€S;
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l(v) = Ir}sjn {d(ug,u) +w(u,v)} para veE S,
U€eS;—1
Temos o seguinte algoritmo

Algoritmo de Dijkstra

1. Ponha I(ug) =0, I(v) = oo para v # ug, Sop = {ug} e i = 0.

2. Para cada v € S;, substitua I(v) por min{l(v), I(u;) + w(u;,v)}. Calcule min{l(v)}
VES;
e denote por u;;; um vértice para o qual este minimo ¢ atingido. Coloque S;41 =

SZ‘ U {ui—f—l}-

3. Sei=|V|—1 pare. Se i < |V|— 1, substitua ¢ por i + 1 e v4 para a etapa 2.

Quando o algoritmo termina, a distancia de ug até v é dada pelo valor do rétulo I(v).
Se estamos interessados em determinar a distancia entre ug e um vértice especifico vy,

paramos quando algum u; € igual a vy.

Vamos exemplificar a execucao deste algoritmo para o exemplo resolvido anterior-

mente. Para isto, vamos renomear os demais vértices por zy, - - - x7 como na Figura 32:

Figura 32 — Tlustracao do algoritmo de Dijkstra.

G- -8
~
7 ~ LN
/ > 1
1 I~ s A 1
/ ~ | N\
7! | /&\. |5 N\
V4 11 ’ ‘\4‘ \
’ I 2 ~ \
,l 1 e : \\\\
Ug 7 N
3@:-2-0----@-5-TO s
AN I 7 %4 ’
v 4 P4 ’
\ = 3, ¢
2\ T-\‘ 7 :4 /6
s\ e /7
4 A [
\ 4 ~
| ~ [
& g
Xg 6 X7

Fonte: A autora.

[ ] Z(UO):O, l(l']):OO,j::l?, SOZ{Uo},iZO.

o [(z1) =1, 1U(xe) =2, l(x3) =8, I(x4) =7, l(x5) = 00, l(xg) = 4, [(x7) = co. Temos

Uy = I, l(ul) = 1, Sl == {UO,Ul}.

o i=11(x9) =min{2,1+2} =2, l(x3) = min{8, 14+7} =8, l(z4) = min{7,1+o0} =
7,1(x5) = min {oo, 1 + 3} =4, [(xg) = min{4, 1+ 00} = 4, I(x7) = min{oo, 1+ 00} =

0o. Temos uy = xa, l(ug) = 2, Sy = {ug, ug, us}.
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o i =2 [(x3) =min{8,2+o00} =8, l(x4) = min{7,24+5} =7, l(z5) = min{4,2+1} = 3,
l(zg) = min{4,2 4 oo} =4, l(x7) = min{oo, 2 + o0} = co. Temos ug = x5, l(uz) = 3,

Sy = {U07U17U27U3}-

i =3, l(x3) = min{8,3+00} = 8, [(x4) = min{7,3+3} =6, l(zs) = min{4,3+o0} =

4, l(x7) = min{oo,3 + 6} = 9. Temos uy = x¢, l(ug) =4, Sy = {ug, uy, us, uz, us}.

i =4,1l(r3) = min{8,4+2} =6, [(x4) = min{6,4+3} =6, I(z7) = min{9,4+6} = 9.

Escolhemos us = x4 e assim temos [(us) = 6, S5 = {ug, U, ug, ug, Uy, Us }.

® 7

5, l(x3) = min{6,6 + co} = 6 [(z7) = min{9,6 + 4} = 9. Tomamos ug = 3,

I(ug) = 6, Se = {uo, U, Uz, U3, Uy, Us, Ug }-
e | =06,!l(r7) = min{9, 644} = 9. Tomamos u; = x7, [(uy) =9, S7 = {uo, U1, us, us, uy, us, Ug, Uz }.

e ; = 7. Terminou.
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3 Alguns Tipos de Grafos e Aplicagoes

Este capitulo contém a parte principal desta dissertagao. Aqui apresentamos trés
tipos de grafos que possuem uma grande gama de aplicagoes: as arvores, os grafos eulerianos
e os grafos hamiltonianos. No final de cada secao apresentamos uma aplicacdo dada
por problemas classicos da teoria dos grafos, juntamente com um algoritimo ou uma
estratégia para resolver o problema. As defini¢gdes e resultados aqui apresentados seguem
os livros (BONDY; MURTY, 1976) e (JURKIEWICZ, 2009), enquanto que os algoritimos
apresentados sao todos de (BONDY; MURTY, 1976).

3.1 Arvores

Uma arvore é um grafo conexo sem ciclos. Para um dado ntimero n de vértices,
um grafo conexo com o menor nimero de arestas possivel é uma arvore. Na Figura 33

exibimos trés exemplos de arvores.

Figura 33 — Alguns exemplos de arvores.

Fonte: A autora.

O teorema 3.1 fornece varias caracterizacoes alternativas para uma arvore. Em seu
enunciado precisamos do conceito de ponte: Uma ponte em um grafo G é uma aresta
que se removida aumenta o nimero de componentes conexas de G. Em particular, se

removermos uma ponte de um grafo conexo ele deixa de ser conexo.
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Teorema 3.1. Seja T um grafo conexo com n vértices. As sequintes afirmacoes sao

equivalentes.

1. T ¢ uma darvore.
2. T nao contém ciclos e tem n — 1 arestas.
3. T é conexo e tem n — 1 arestas.

4. T e conexo e toda aresta € uma ponte.

Ra

Todo par de vértices de T ¢é ligado por um unico caminho.

6. T nao contém ciclos, mas a adicao de uma aresta produz um ciclo unico.

Demonstracao: (1) = (2) : Por defini¢ao, se T é uma arvore entao 7' ndo contém ciclos.
Vamos mostrar a afirmacao sobre o niimero de arestas por indugao. O resultado é trivial
para n = 1. Suponha o resultado vélido para toda arvore com menos de n vértices. Como T’
nao contém ciclos, a retirada de uma aresta qualquer deixa o grafo desconexo, dividindo-o
em duas arvores 17 e T, com n; e ny vértices, respectivamente. Temos n; +ny = n e
ni,ne < n. Pela hipdtese de indugao, 77 tem ny — 1 arestas e Tb tem ny — 1 arestas. Logo,

T possui (ng — 1)+ (ng —1)+1=mn; +ny — 1 =n — 1 arestas.

(2) = (3) : Suponha que 7" nao contenha ciclos, tenha n — 1 arestas mas seja desconexo.
Entao cada componente conexa T;, i = 1,2,....k (k > 1) de T' é uma &rvore. Se n; é o
nimero de vértices em cada componente conexa, entao ny; + ng + - - - + nE = n e, como
cada componente conexa é uma arvore, o namero de arestas na componente T; é n; — 1.
Logo, o nimero total de arestas de T'é (ny — 1)+ (ng—1)+---+(np—1) =n—k <n—1,

contrariando a hipétese. Logo, T é conexo.

(3) = (4) : Como n — 1 é o menor nimero das arestas para que um grafo com n vértices
seja conexo, segue que a retirada de qualquer aresta torna o grafo desconexo. Logo, toda

aresta é uma ponte.

(4) = (5) : Se houvesse mais de um caminho ligando dois vértices, o grafo teria um ciclo.
A retirada de uma aresta de um grafo nao o torna desconexo. Logo, o grafo teria uma

aresta que nao é ponte.

(5) = (6) : Suponha que todo par de vértices é ligado por um tnico caminho. Se T tivesse
um ciclo, entao haveria um par de vértices ligados por mais de um caminho, contrariando
a hipdtese. Além disso, a adicdo de uma aresta, digamos ligando os vértices v, e o,
concatenada com um caminho de vy para vy, forma um ciclo comegando (e terminando)
em vy. Tal ciclo é unico, pois caso contrario a retirada da aresta (v, vy) deixaria dois

caminhos distintos ligando v; e vs.
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(6) = (1) : Assumindo (6) ja temos que 7" nao possui ciclos. Assim, para provar que 7" é
uma arvore basta mostrar que 7' é conexo. Suponha que isso nao ocorra e sejam vy € vy
vértices que nao estao ligados por nenhum caminho. Entdo a introdugao da aresta (vq, vs)
nao produz um ciclo (se produzisse, existiria um caminho, diferente da aresta (vq,vs),

ligando esses vértices). Logo, T' é conexo. O

Uma arvore geradora de um grafo conexo G' é um subgrafo gerador de G que é
uma arvore. Como uma consequéncia do resultado anterior, temos que todo grafo conexo

possui uma arvore geradora.

Corolario 3.1. Se G ¢ um grafo conexo, entio G possui uma drvore geradora.

Demonstracao: Tome um subgrafo gerador 7' conexo minimal de GG, no sentido em que
T é conexo e que a remocao de uma aresta de 7' o torna desconexo. Isso significa que toda

aresta de T' é uma ponte e, pelo teorema anterior, T' é uma arvore. O

Na Figura 34 temos um grafo e sua arvore geradora. As arestas da arvore geradora
estao representadas em linha cheia, enquanto que as arestas do grafo sao as em linha cheia

ou tracejadas.

Figura 34 — Um grafo e sua arvore geradora.

Fonte: A autora.
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3.1.1 Uma aplicagao: O Problema da Conexao

Suponha que se deseja construir uma rede de trens conectando um certo nimero
de cidades. Dado o custo ¢; ; para construir uma ligagao direta entre as cidades v; e v,
queremos construir a rede de tal forma que o custo da construc¢ao seja o minimo. Este é

conhecido como o problema da conexao.

Como na Sec¢ao 2.2, esse problema pode ser posto em termos de grafos valorados:
Dado um grafo conexo valorado G, com pesos w(v;v;) = ¢; j, queremos encontrar um
subgrafo gerador conexo de peso minimo. Além disso, como os pesos representam custos,
eles sdo nao negativos e, consequentemente, podemos assumir que tal subgrafo gerador é
uma arvore geradora, pois do contrario podemos retirar arestas de forma eliminar ciclos,
diminuindo o custo total. Tal &rvore ser4 chamada de &arvore 6tima. Um algoritimo
relativamente simples para encontrar esta arvore geradora foi estabelecido por Kruskal em
1956. Vamos inicialmente considerar o caso em que cada peso tem o mesmo valor w(e) = 1.
Uma vez que toda arvore geradora possui o mesmo nimero de arestas, nesse caso especial
precisamos simplesmente encontrar uma tal arvore. Um algoritimo indutivo simples para

isso é o seguinte:

1. Escolha uma aresta a;.

2. Se arestas ay, as, ..., a; foram escolhidas, entdao escolha a;1; em A\{a,...,a;} de

tal maneira que G[{ey, ..., €;, €;+1}] ndo contém ciclos.

3. Pare quando a etapa 2 nao puder ser mais implementada.

Pelo item (6) do Teorema 3.1 e pelo Corolario 34, esse algoritimo fornece uma
arvore geradora. O Algoritimo de Kruskal segue uma ideia parecida, e funciona para

grafos com pesos arbitrarios:

Algoritimo de Kruskal

1. Escolha uma aresta a; tal que w(a;) é o menor possivel.
2. Se arestas aq, as, ..., a; foram escolhidas, escolha a;;1 em A\{ay,...,a;} tal que

a) G[{ai,...,a; a;1}] ndo contém ciclos.

b) w(ait+1) é o menor possivel satisfazendo (a).

3. Pare quando a etapa 2 nao puder mais ser implementada.
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E possivel, embora nao faremos aqui, provar que ao algoritimo de Kruskal fornece sempre
uma arvore geradora de peso minimo. Vejamos um exemplo. Considere o grafo ilustrado

na Figura 35:

Figura 35 — Um grafo valorado.

Fonte: A autora.

Vamos aplicar o algoritimo de Kruskal para encontrar uma arvore geradora de peso
minimo. Nas ilustragoes a seguir, cada vez que uma aresta é escolhida ela é representada
com uma linha cheia e mais grossa. Comecamos escolhendo a aresta de peso 1, localizada
na parte inferior. Depois disso, escolhemos uma das arestas de peso 2. A proxima escolha

é novamente uma aresta de peso 2.



47

Capitulo 3. Alguns Tipos de Grafos e Aplicagies

Figura 36 — Etapas iniciais do algoritimo de Kruskal.
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Fonte: A autora.

A préxima escolha é uma aresta de peso 3. Observe que a aresta localizada no
interior do poligono, na parte superior, nao pode ser escolhida agora pois teriamos um ciclo.
Podemos escolher qualquer uma das outras de peso 3. Escolhemos a localizada no interior
do poligono, na parte inferior. Feita esta escolha, a préxima a ser escolhida nao pode ser
nem a de peso 3 restante, nem a de peso 4, pois assim terfamos um ciclo. Escolhemos entao

uma das arestas de peso 6, aquela localizada no interior do poligono. A préxima escolha é
uma aresta de peso 6 que nao forme um ciclo, localizada na parte esquerda do poligono:
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Figura 37 — Etapas finais do algoritimo de Kruskal.

Fonte: A autora.

Como a introducgao de qualquer nova aresta criaria um ciclo, o algoritimo para e

encontramos a arvore geradora procurada.

3.2 Grafos Eulerianos

Um grafo conexo GG com m arestas é dito euleriano quando é possivel percorre-lo
inteiramente sem passar mais de uma vez sobre cada aresta e voltar ao ponto inicial, isto
é, se existe uma trilha fechada de comprimento m. Se o grafo nao é euleriano mas tem
uma trilha aberta de comprimento m ele é dito semieuleriano. Um grafo semieuleriano
pode ser percorrido completamente sem passar mais de uma vez sobre cada aresta, mas
terminamos num ponto distinto do ponto inicial. Na Figura 38, (G; é euleriano, G5 é

semieuleriano e G5 ndo é nem euleriano nem semieuleriano.
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Figura 38 — (G; é euleriano, G5 é semieuleriano e GG3 ndo é nem euleriano nem semieuleriano.

Gl G2 G3

Fonte: A autora.

E facil perceber que em um grafo eulerianos todos os vértices devem ter grau par:
como percorremos o grafo sem repetir arestas, toda vez que “chegamos” em um vértice
precisamos “sair” por uma aresta diferente da usada para chegar nele. Um fato notavel é
que esta condigao sobre a paridade ¢ suficiente para caracterizar grafos eulerianos, conforme

veremos no proximo teorema. Para isto, precisamos do seguinte resultado auxiliar.

Lema 3.1. Se todo vértice de um grafo tem grau maior ou igual a 2, entao o grafo contém

um circuito.

Demonstracao: A partir de um vértice qualquer, iniciamos uma trilha. Como todo vértice
tem grau maior ou igual a 2, sempre que “chegamos”em um vértice é possivel sair dele,
continuando a trilha. Quando chegamos em um vértice qualquer, ou estamos visitando ele
pela primeira vez, e continuamos a trilha, ou chegamos a um vértice ja visitado, produzindo

um circuito. Como o numero de vértices ¢ finito, o lema esta demonstrado. O

Teorema 3.2. (Euler) Um grafo conezo G € euleriano se, e somente se, todos os vértices

tem grau par.

Demonstragao:

Suponha que o grafo tenha uma trilha fechada de comprimento m. Cada vez que a
trilha passa por um vértice, utiliza duas arestas, uma para entrar e uma para sair. Logo, o
grau de cada vértice é par. Reciprocamente, suponha que todos os vértices tenham grau
par. Vamos usar indugao sobre m. Se m = 0 o teorema ¢ valido. Suponha que o resultado

seja valido para todos os grafos com menos de m arestas. Como G é conexo, todos os
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vértices tem grau maior ou igual a 2. Logo, pelo lema anterior, G contém um ciclo (que é
uma trilha fechada). Dentre todas as trilhas fechadas possiveis, escolhemos uma trilha 7T
de comprimento maximo. Se o comprimento da trilha é m, o resultado esta provado. Caso
contrario, consideramos o grafo H obtido a partir de G retirando as arestas de 7. Como
ilustracao, suponha que as arestas em vermelho no grafo abaixo formem uma trilha de

comprimento maximo.

Figura 39 — Ilustracao da demonstragao.

Fonte: A autora.

Retirando as arestas em vermelho, obtemos o seguinte subgrafo:
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Figura 40 — Ilustracao da demonstracao.

Fonte: A autora.

Como G é conexo, pelo menos uma das componentes conexas de H tem um vértice
em comum com 7" (pois caso contrario, nao conseguirfamos “sair” de 7). Além disso, como
retiramos um numero par de arestas de cada vértice de T', temos que todas os vértices
de H sao pares. Desta forma, pelo menos uma componente conexa de H tem um vértice
em comum com 7' e todos os vértices de grau par. Pela hipotese de inducao, nesta com-
ponente conexa existe uma trilha fechada passando por todos os vértices da componente.
Concatenando essa trilha com 7', obtemos uma trilha fechada com comprimento maior

que o de T, contrariando a maximalidade na escolha de T'. 0

Corolario 3.2. Um grafo conexo G é semieuleriano se, e somente se, possui exatamente

dots vértices de grau impar.

Demonstracao: Se o grafo é semieuleriano, entdo existe uma trilha aberta comegando em
um vértice v e terminando em um vértice w. Desta forma, v e w serao os tnicos vértices
de grau impar, pois para todos os demais usamos uma aresta para “chegar” e outra para
“sair”. Reciprocamente, suponha que o grafo possui exatamente dois vértices v e w de grau

impar. Separamos em dois casos:

1. Se v e w estao conectados por uma aresta, entdo remova a aresta vw. Assim obtemos
um grafo com todos os vértices de grau par, que é euleriano pelo teorema anterior.

Neste novo grafo, construa uma trilha fechada contendo todas as arestas, comecando
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e terminando em v. Ao restituirmos a aresta v, w ao grafo e acrescentarmos essa

aresta a trilha, obtemos uma trilha aberta comegando em v e terminando em w.

2. Se v e w nao estao conectados, introduza a aresta vw. Obtemos novamente um grafo
euleriano, no qual construimos uma trilha fechada contendo todas as arestas. Ao
retirarmos a aresta vw desta trilha, obtemos uma trilha aberta comecando em w e

terminando em wv.

3.2.1 Uma aplicacao: O Problema do Carteiro Chinés

Em seu trabalho, um carteiro retira cartas de um centro de distribuigao, entrega
elas e retorna ao centro de distribuicao. Ele precisa passar por cada rua em sua regiao
de atuacao pelo menos uma vez. Sujeito a essa condicao, ele deseja escolher sua rota de
tal maneira que caminhe o minimo possivel. Este problema é conhecido como o problema
do carteiro chinés, pois foi considerado pela primeira vez pelo matematico chinés Mei-Ku
Kuan, em 1962.

Este problema pode ser formulado via teoria dos grafos da seguinte maneira:
Definimos um tour em um grafo G como um passeio fechado que passa em cada
aresta pelo menos uma vez. Dado um grafo valorado G, definimos o peso de um tour
Vo@1010Q3 . . . ApVy COMO f}lw(ai). O problema do carteiro chinés consiste em encontrar
um tour de peso minirzr;o em um grafo conexo valorado GG. Um tal tour sera chamado
tour 6timo. Se G ¢é euleriano, entao ele possui uma trilha fechada passando por todos os
vértices uma unica vez e esta trilha serda um tour 6étimo. Podemos construir uma tal trilha
utilizando o Algoritimo de Fleury. Para apresentar esse algoritimo, lembramos que
uma ponte em um grafo é uma aresta que se removida aumenta o nimero de componentes

conexas de G.

Algoritimo de Fleury

1. Escolha um vértice arbitrario vy e fixe Wy = vy.

2. Suponha que uma trilha W; = vgaqv; . . . a;v; foi escolhida. Entao escolha uma aresta

a;+1 em A\{ay,...,a;} de tal maneira que:

a) a;r1 é incidente com v;.

b) A menos que nao exista alternativa, a;;; ndo é uma ponte do subgrafo

G—{al,ag,...,ai}
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3. Pare quando a etapa 2 nao puder ser mais implementada.

Vejamos um exemplo. Como no caso de grafos eulerianos o objetivo é simplesmente
construir uma trilha fechada passando por todos os vértices, nao faz diferenca se o grafo é
valorado ou nao. Por simplicidade, vamos considerar um grafo nao valorado. Considere o

grafo com arestas a, b, ..., j representado na Figura 41.

Figura 41 — Um grafo nao valorado.
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Fonte: A autora.

Na sequéncia de figuras a seguir, temos sempre a esquerda a trilha W; escolhida,
destacada em linha cheia, e a direita o subgrafo de G obtido removendo as arestas da trilha,
que ¢ crucial na escolha da préoxima aresta. Comegamos escolhendo vy como o vértice na

parte superior do poligono.
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Figura 42 — Primeira etapa do algoritimo de Fleury.
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Fonte: A autora.
Figura 43 — Segunda etapa do algoritimo de Fleury.
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Fonte: A autora.
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Figura 44 — Terceira etapa do algoritimo de Fleury.
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Fonte: A autora.

Observe agora que d é uma ponte do subgrafo G — {a, b, c}. No entanto, como nao

hé outra escolha possivel, o algoritimo admite a escolha de d.

Figura 45 — Quarta etapa do algoritimo de Fleury.
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Fonte: A autora.
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Figura 46 — Quinta etapa do algoritimo de Fleury.
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Fonte: A autora.

Agora, f é uma ponte no subgrafo G — {a,b, ¢, d, e}, mas temos outras opgoes de

escolha, pois g e j ndo sao pontes nesse subgrafo. Escolhemos g.

Figura 47 — Sexta etapa do algoritimo de Fleury.
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Fonte: A autora.
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Figura 48 — Sétima etapa do algoritimo de Fleury.
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Fonte: A autora.

Figura 49 — Oitava etapa do algoritimo de Fleury.

Fonte: A autora.
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Figura 50 — Nona etapa do algoritimo de Fleury.

Fonte: A autora.

Figura 51 — Décima etapa do algoritimo de Fleury.

Fonte: A autora.

Nao trataremos aqui o caso em que G nao é euleriano, mas a ideia bésica é a
seguinte: dado o grafo valorado GG, construa um novo grafo valorado G* duplicando algumas
arestas de (G, de forma a obter um grafo euleriano tal que a soma dos pesos das arestas
adicionadas seja a menor possivel. Observe que nesse procedimento teremos pares de
vértices ligados por mais de uma aresta e assim G* ndo é um grafo simples. Existe um
algoritimo, desenvolvido por Edmonds e Johnson em 1973 para obter G*. Uma vez obtido

G*, o algoritimo de Fleury pode ser utilizado para resolver o problema.
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3.3 Grafos Hamiltonianos

Um caminho que contém todos os vértices de GG é chamado um caminho hamil-
toniano de GG. De maneira semelhante, um ciclo que contém todos os vértices de G ¢é
chamado um ciclo hamiltoniano. Um grafo é hamiltoniano se ele contém um ciclo

hamiltoniano.

Desta forma, um grafo é hamiltoniano se é possivel percorrer seus vértices sem
passar por uma mesma aresta ou vértice duas vezes (exceto o vértice final e inicial),
terminando o trajeto no local de partida. Observe que a definicdo nao exige que se passe
por todas as arestas do grafo. Por exemplo, na figura a seguir temos um exemplo de
grafo hamiltoniano, onde as arestas que formam o ciclo hamiltoniano estao destacadas em

negrito e as demais arestas do grafo estao tracejadas.

Figura 52 — Um grafo hamiltoniano e um ciclo hamiltoniano.

Fonte: A autora.

Apesar de a defini¢ao de grafos hamiltonianos apresentar uma certa semelhanca com
a de grafos eulerianos, nao sao conhecidas condigoes necesséarias e suficientes nao triviais
para que um grafo seja hamiltoniano. A seguir, apresentamos uma condi¢do necessaria
para que um o grafo seja hamiltoniano. Lembramos que denotamos por w(H) o nimero

de componentes conexas do grafo H.

Proposicao 3.1. Se G € hamiltoniano, entao para qualquer subconjunto proprio ndo vazio
de V(G) tem-se
w(G = 8) <9].

Demonstragao: Sejam C' um ciclo hamiltoniano de G e S = {vy, vy, ... vx} um subcon-
junto préprio e nao vazio de V(G). Se retirarmos um vértice, digamos vy, de C'; bem como
as arestas adjacentes a esse vértice, o grafo resultante continua conexo, pois C' é um ciclo.

Desta forma,

w(C—A{vn}) <H{un}l =1
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Agora, ao retirarmos um vértice vy, bem como as arestas adjacentes, de C' — {v;}, temos

que o grafo resultante possui no maximo duas componentes conexas. Assim,

w(C = {v1,v2}) < {vr, 02} = 2.

Continuando com o processo, a retirada de cada vértice, bem como as arestas adjacentes,
de C'—{vy, vy, ...,v;} resulta em um grafo que possui no maximo uma componente conexa

a mais do que o anterior. Portanto,
w(C—-5)<|S|=k.

Por fim, observe que G — S e C'— S tém os mesmos vértices, e podemos obter G — S a
partir de C' — S adicionando arestas, temos que GG — S tem menos componentes conexas

do que C' — S, ou seja, w(G — 5) < w(C — S), de onde segue o resultado.
U

Exemplo 3.1. Considere o grafo representado a sequir:

Figura 53 — O grafo é hamiltoniano ou nao?

Fonte: A autora.

Nao é uma tarefa facil decidir, a partir da definicdo, se o grafo é hamiltoniano ou
nao. No entanto, observe que quando removemos os 3 vértices representados por um ponto

sem preenchimento na Figura 54.
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Figura 54 — Os vértices sem preenchimento serdo removidos.

Fonte: A autora.

juntamente com as arestas adjacentes a eles, obtemos o grafo com 4 componentes conexas

dado na Figura 55.

Figura 55 — O grafo resultante possui 4 componentes conexas.

VAN

Fonte: A autora.

Pelo resultado anterior, o grafo dado nao é hamiltoniano.

O teorema a seguir, devido a Dirac (1952), fornece condigoes suficientes para um
grafo ser hamiltoniano. Em sua demonstragao, usaremos os seguintes fatos: todo grafo

completo com 3 ou mais vértices é hamiltoniano, pois nesse caso cada vértice esta ligado
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a todos os outros. Além disso, dado um ntmero qualquer de vértices, é sempre possivel
construir um grafo ndo hamiltoniano com a quantidade de vértices dada (basta tomar um
grafo sem aresta alguma). Desta forma, dado um grafo ndo hamiltoniano H sempre existe
um grafo nao hamiltoniano G com o mesmo conjunto de vértices de H que é maximal, no
sentido em que G nao ¢é subgrafo préprio de outro grafo nao hamiltoniano com o mesmo
conjunto de vértices. Além disso, usaremos a seguinte notagao: dado um grafo G tal que
os vértices u e v nao sao adjacentes, denotamos por G + uv o grafo obtido a partir de G
acrescentando a aresta que torna u e v adjacentes. Lembramos ainda que 0(G) denota o

grau minimo dos vértices de G.

Teorema 3.3. Se G € um grafo com |V| >3 e 6(G) > |V|/2, entio G é hamiltoniano.

Demonstracao: Vamos fazer a demonstracao por absurdo. Suponha que exista um grafo
satisfazendo as hipoteses do teorema e que seja nao hamiltoniano. Tome um grafo nao
hamiltoniano maximal G, com |V| > 3 e 6 > |V|/2. Como G nao pode ser completo,
existem dois vértices u e v que nao sao adjacentes. Pela maximalidade de GG, temos que o
grafo G 4+ wv é hamiltoniano e que cada ciclo hamiltoniano de G + uv contém a aresta uv.
Assim, existe um ciclo hamiltoniano vjvs ... v,, em G, com n = |V|, origem em v; = u e

ponto final em v, = v. Defina os conjuntos
S={vi:uwviy1 € A(G)} e T={v:vveAG)}.
Uma vez que v € S UV temos que
|[SUT]| < n.

Além disso,
|ISNT| =0,

pois se existir um vértice v; em S N7, entao podemos construir o ciclo hamiltoniano
V1U2 ... 0V Up—1 ...V;41U1

em G, o que contradiz o fato de G ser nao hamiltoniano. Como o ciclo hamiltoniano dado

passa por todos os vértices de G temos que d(u) = |S| e d(v) = |T|. Portanto,
du) +dw)=|S|+|T|=[SUT|+|SNT|=n+0<mn,
o que contradiz a hipétese de que cada vértice tem grau maior ou igual n/2. 0

Lema 3.2. Sejam G um grafo e u e v vértices nao adjacentes de G tais que d(u)+ d(v) >

|[V(G)|. Entao G € hamiltoniano se e somente se G + uv é hamiltoniano.
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Demonstracao: Se G é hamiltoniano, entao GG + uv é claramente hamiltoniano. Recipro-
camente, se G + uv é hamiltoniano mas G nao é, entao a construgao feita na demonstragao

do teorema anterior mostra que
d(u) +d(v) < [V(G)],

contradizendo a hipdtese do lema. O]

Inspirado no lema anterior, queremos definir o fecho de um grafo G como o grafo
obtido a partir de G juntando recursivamente pares de vértices nao adjacentes cujas somas
dos graus ¢ no minimo |V(G)|, até que nao reste nenhum tal par. Para que a defini¢ao
nao seja ambigua, precisamos mostrar que tal construgao origina um unico grafo, que sera

denotado por fe(G). Antes de tal demonstracao, vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.2. Considere o grafo a sequir:

Figura 56 — Um grafo.

Fonte: A autora.

Para construir seu fecho, observe que |V(G)| = 5. Assim, devemos inicialmente
unir todos os pares de vértices tais que a soma dos graus € maior ou igual a 5. Como todos
0s vértices tém grau 2 ou 3, e os vértices de grau 3 jd sao adjacentes, comegcamos unindo

0s vértices de grau 2 aos de grau 3:
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Figura 57 — Construgao do fecho.

Fonte: A autora.

Nessa etapa, obtemos um vértice de grau 2 (no topo) e o restante com grau 3 ou 4.
Assim, devemos ligar o vértice de grau 2 aos vértices de grau 3, obtendo o fecho do grafo
dado:

Figura 58 — O fecho do grafo dado.

Fonte: A autora.

Exemplo 3.3. Considere o grafo a sequir:
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Figura 59 — Um grafo.

Fonte: A autora.

Temos que |V (G)| = 6 e que os vértices tem grau 2 ou 3. Desta forma, ligamos o0s

vértices de grau 3 entre si:

Figura 60 — Construcao do fecho.

Fonte: A autora.

Nessa etapa, obtemos dois vértices com grau 4 e o restante dos vértices com grau 2.

Assim, devemos ligar cada vértice de grau 4 aos vértices de grau 2:
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Figura 61 — Fecho do grafo dado.

Fonte: A autora.

Observe que obtemos um grafo cujos graus dos vértices sao 2, 3 ou 5. Como 0s
vértices de grau 5 ja sdo adjacentes a todos os vértices e a soma 2+3 é menor do que

|V (G)|, nao precisamos introduzir novas arestas e o fecho estd construido.

Vamos agora verificar que o fecho de um grafo esta bem definido.

Lema 3.3. fe(G) estd bem definido.

Demonstracao: Sejam (G; e GG dois grafos construidos a partir de G juntando recursiva-
mente pares de vértices nao adjacentes cujas soma dos graus é maior ou igual a |V, até
que nao reste nenhum tal par. Denote por aq, aso, ..., ar € by, by, ..., b as sequencias de
arestas adicionadas a GG para obter GG; e (g, respectivamente. Vamos mostrar que cada a;
¢ uma aresta de Gy e que cada b; é uma aresta de G;. Suponha, por absurdo, que exista
a; que nao ¢ aresta de Go e seja a,,1; = uv a primeira aresta da sequéncia aq, ..., ax

satisfazendo essa condi¢ao. Defina H = G + {ay, ... a,,}. Pela definicdo de Gy, temos que
dy(u) +dy(v) > |V].

Pela escolha de a1, temos que H é um subgrafo de G5. Assim,
dg,(u) + dg,(v) > |V].

Mas isto implica que uv pertence a G5, 0 que é uma contradi¢cao. Portanto, cada a; é uma
aresta de Go. Analogamente mostra-se que cada b; ¢ uma aresta de G, de onde se conclui

que G1 = Gy e, portanto, fe(G) estd bem definido.
0

Temos agora o seguinte resultado:
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Teorema 3.4. Um grafo é hamiltoniano se e somente se seu fecho é hamiltoniano.

Demonstracgao: Basta aplicar o Lema 3.2 a cada vez que uma aresta ¢ adicionada na

formagao do fecho. O

Usando o fato de que grafos completos com pelos menos 3 vértices sdo hamiltonianos,

o teorema anterior tem a seguinte consequéncia.

Corolario 3.3. Seja G um grafo com |V| > 3. Se fe(G) é completo, entdo G é hamilto-

niano.

Observe que se G é um grafo com § > |V/|/2, entdo seu fecho é um grafo completo,
pois a soma dos graus de qualquer par de vértices é maior ou igual a [V|/2 + |V|/2 = |V].
Desta forma, a condigao de Dirac (Teorema 3.3) é uma consequéncia do corolario anterior.
Uma condi¢ao mais geral do que a de Dirac foi obtida em 1972 por Chvatal, e é apresentada

no teorema a seguir.

Teorema 3.5. Seja G um grafo com sequéncia de graus (di,dy, ..., dy), onde d; < dy <
< <dy| e |V| > 3|. Suponha que ndo exista valor para m menor do que |V|/2 tal que

dm <m e dy|—m < |V| —m. Entdo G € hamiltoniano.

Demonstracao: Seja G um grafo satisfazendo as hipoteses do enunciado. Vamos mostrar
que seu fecho é completo, e assim o Corolario 3.3 implica que GG é hamiltoniano. Denotare-
mos por d'(v) o grau de um vértice em fe(G). Suponha, por absurdo, que fe(G) nao é

completo. Sejam u e v dois vértices ndo adjacentes em fe(G), com
d'(u) < d'(v)
e d'(u) + d'(v) o maior possivel. Como u e v sdo nao adjacentes e estdo no fecho de G, a

soma de seus graus deve ser menor do que |V|.

Agora, denote por S o conjunto dos vértices em V — {v} que nao sao adjacentes a
v em fe(G) e por T o conjunto dos vértices em V' — {u} que ndo sdo adjacentes a u em
fe(G). Observe que S é obtido tomando-se os elementos de V' — {v} e retirando-se aqueles

que sao adjacentes a v. Desta forma,
S| = V] =1-d(v).

Da mesma forma,

T = V] =1 —d(u).

Além disso, se existir em S um vértice w de grau maior do que d’(u), entdo tomando w

no lugar de u teremos um vértice w nao adjacente a v com d'(w) + d'(v) > d'(u) + d'(v),
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contrariando a escolha de u e v. Portanto, o grau de todo vértice em S é menor ou igual a
d'(u). Analogamente, o grau de todo vértice em 7'U {u} é menor ou igual a d'(v). Escreva
d'(u) = m. Como d'(u) + d'(v) < |V|, concluimos que d'(v) < |V| —m. Usando este fato,
temos

S| =V[-1=d()>V]-1=(V]-m)=m—1.

Assim, fe(G) possui ao menos m vértices com grau menor ou igual a m (que sdo, pelo

menos, os elementos de S). Além disso, como
TUfl = T+ 1= V| = 1=m+1=[V]-m,

concluimos também que fe(G) possui ao menos |V| — m vértices com grau menor ou
igual a |[V| —m. Como G é um subgrafo de fe(G), com os mesmos vértices e obtido pela
retirada de algumas arestas, o mesmo vale para G, isto é, G possui ao menos m vértices de
grau menor ou igual a m e ao menos |V| — m vértices de grau menor ou igual a |V| — m.
Portanto, d,, < m e djy|—, < |V| —m. Mas isso contraria a hipétese, pois como tomamos
m < d'(v) e m+d(v) <|V|, temos m < |[V|/2.

Concluimos assim que a escolha de u e v como feita acima é impossivel e, portanto,

o fecho de G é completo. Pelo Lema 3.3, segue que G é hamiltoniano. O

Observe que as condi¢oes do Teorema anterior de fato sdo mais gerais do que a
condigao de Dirac, pois se o grau minimo dos vértices de G é maior ou igual a |V'|/2, entéo
tomando a sequéncia de graus (dy, da, . .., djv|), nao existe m < |[V|/2 com d,,, < m < |V]/2.

A seguir, temos um exemplo de aplicagao do teorema anterior.

Exemplo 3.4. Considere o grafo representado pela figura a sequir:

Figura 62 — Um grafo.

Fonte: A autora.
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Temos que |V| =9 e a sequéncia de graus € (3,3,3,5,5,6,7,8,8). Vamos verificar
que nao existe m < |V|/2 = 9/2 com d,, < m e dyg_,, < 9—m. Como dy = dy = 3,
temos que m =1 e m = 2 ndo satisfazem a primeira desigualdade. Para m = 3, temos a
primeira desigualdade satisfeita, mas como dg = 6 a sequnda desigualdade ndo é satisfeita.
Analogamente, para m = 4 a primeira desigualdade € satisfeita, mas como ds =5 a sequnda

nao o €. Portanto, pelo Teorema 3.5 temos que o grafo dado é hamiltoniano.

Utilizando a sequéncia de graus de um grafo, podemos obter mais alguns resul-
tados. Para isso, precisamos de algumas defini¢oes adicionais. Diremos que a sequéncia
(p1,p2s - - -, pn) de nimeros reais ¢ majorada por outra sequéncia (qi, @2, - . ., q,) de ni-
meros reais se p; < ¢;, para i = 1,2,...,n. Un grafo G é grau-majorado por outro
grafo H se V(G) = V(H) e a sequéncia nao decrescente de vértices de G é majorada pela
sequéncia nao decrescente de vértices de H. Usando o fato que a relagao “<” é uma relacao
de ordem no conjunto dos nimeros reais, é facil perceber que a relacao “G ~ H & G é
grau-majorado por H determina uma relagdo de ordem em cada conjunto dos grafos com

n vértices.

A uniao de dois grafos G e H é o grafo G U H tal que os conjuntos de vértices e
de arestas sao dados, respectivamente, pelas unioes dos conjuntos de vértices e de arestas
de G ede H. A juncgao de dois grafos disjuntos (isto é, sem vértices e sem arestas em
comum) G e H é o grafo GV H obtido a partir de G U H introduzindo arestas que tornem

cada vértice de GG adjacente a cada vértice de H.

Lembramos que denotamos por K,, o grafo completo de m vértices e por G o
complementar de um grafo G (veja segao 2.1). Dados dois inteiros m e n com 1 < m < n/2,

denotaremos por C,,,, o grafo
KoV (KUK, o).

Exemplo 3.5. Tomemos m = 1 en = 4. Os grafos K, = K, e K,_s,, = K, estdo

representados na Figura 635.

Figura 63 — Grafos K, K| e K.
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Fonte: A autora.
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Obtemos (' 4 adicionando arestas que liguem o tnico vértice de K; a todos os

vértices dos demais grafos:

Figura 64 — O grafo C 4.

Cl,'—l

Fonte: A autora.

Exemplo 3.6. Considere m = 2 en = 5. Os grafos Ky, Ky ¢ K, o, = K, estio

representados na figura a sequir:

Figura 65 — Ky, Ky e K.
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Fonte: A autora.

Para obter Cy5, basta unir os vértices de Ko a todos os demais vértices:

Figura 66 — O grafo Cy5.

Ca5

Fonte: A autora.

Os grafos Cy, ,, sao sempre nao hamiltonianos, conforme mostra o lema a sequir:
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Lema 3.4. Para quaisquer inteiros m,n para os quais Cy, ,, estd definido, temos que Cy, ,,

¢ nao hamiltoniano.

Demonstragdao: Basta aplicar a Proposi¢io 3.1: retirando de C,,,, os m vértices de K,,,
juntamente com as arestas adjacentes a estes vértices, restam os grafos K,,, que possui
m componentes conexas, € K, _o,,, que possui uma componente conexa, totalizando m + 1

componentes conexas. O

O proximo resultado mostra que os grafos Cy,, sdo nao hamiltonianos mazimais

com respeito a relacao de grau-majorado.

Teorema 3.6. Se G é um grafo ndo hamiltoniano com |V| > 3, entao G € grau-majorado

por algum Cp, v|.

Demonstracdo: Seja G um grafo nao hamiltoniano com sequéncia de graus (dy, dy, ..., djy)),
onde dy < dy < --- < dyyy e |V]| > 3. Pelo Teorema 3.5, existe m < |V|/2 tal que d,, <m
e djy|—m < |V|—=m. Como a sequéncia é nao-decrescente, isso significa que os m primeiros
termos sao menores ou iguais a m e os prozimos (|V| —m) —m = |V| — 2m sdo menores
ou iquais a |V| —m — 1. Além disso, o grau de qualquer vértice deste grafo é no mdzimo

\V| = 1. Portanto, (dy,ds, ... ,dy|) € majorada pela sequéncia
(my,....m,|V|—m—=1,...,|[V|—-m—=1|V|-1,...,|V]| =1)

formada por m termos iguais a m, |V| — 2m termos iguais a |V| —m — 1 e m termos
iguats a |V| — 1. Observe que esta sequéncia tem m + |V| —2m +m = |V| termos e € a

sequéncia de graus de Cp, |y|, 0 que prova o resultado.

O

Exemplo 3.7. Consideremos novamente o grafo nao hamiltoniano visto no Exemplo 3.1:
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Figura 67 — Um grafo nao hamiltoniano.

Fonte: A autora.

Sua sequéncia nao-decrescente de graus € (3,3,3,5,5,5,8,8,8). Observe que para
m = 3 temos dp, =3 <3 =m edy|_m =ds =5 < 6 = |V|—m. Além disso, esta é
exatamente a sequéncia de graus de Csg9 = K3V (K3 U K3). Na figura, os trés vértices
mais externos e os trés mais internos correspondem a Ks U K3. Os vértices restantes

correspondem ao Kz da primeira “parcela’de K3V (K3 U K3).
Exemplo 3.8. Considere o grafo representado na figura a sequir:

Figura 68 — Um grafo nao hamiltoniano.

Fonte: A autora.

Ele € claramente nao hamiltoniano, pois se considerarmos wm passeio iniciando
no vértice localizado na parte superior (de grau 1), a unica maneira de retornar a este
vértice € passando novamente pela aresta inicial. Alternativamente, podemos verificar que
o grafo é nao hamiltoniano usando a Proposicio 3.1: se removermos o vértice de grau 3,

localizado mais a esquerda, juntamente com as arestas a ele adjacentes, obtemos um grafo
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com duas componentes conexas. Sua sequéncia de graus é (1,2,2,2,3). Para m = 2, temos
que dy, =2 <2=m edy—n =ds =2 <3 =|V|—=m. Procedendo como na demonstra¢io

do teorema anterior, essa sequéncia ¢ majorada pela sequéncia
(m,m,|V|—m—1,|V|-1|V|-1)=1(2,2,2,4,4).
Esta é a sequéncia de graus do grafo Csy 5, jd construido no Exemplo 3.6:

Figura 69 — O grafo nao hamiltoniano maximal contendo o grafo dado.

Ca5

Fonte: A autora.

Como consequéncia do teorema anterior, podemos obter uma condicdo suficiente,

envolvendo o numero de arestas, para que um grafo seja hamiltoniano. Usamos a notacao

n n!
(p>:wm—mr

n—1 (n—1! (m—-1)n-2) n*-3n+3
2(n — 3)! 2 >

classica

Observe que

Corolario 3.4. Seja G € um grafo com |V(G)| > 3. Se |A(G)| >

-1
V)

entdo G € hamiltoniano. Além disso, os tunicos grafos nao hamiltonianos com |V'| vértices

Vi—-1
e ( | ’2 ) arestas sio Cyjy| e, para |V]| =5, Cy5.

Demonstragdo: Denote |V| = n. Vamos mostrar a contra-reciproca da primeira afirma-

cao: Se G € um grafo nao hamiltoniano, com pelo menos trés vértices, entao |A(G)| <
n—1
( 5 . Sendo G nao hamiltoniano, o Teorema 3.6 implica que G € grau-majorado por

Cinn, para algum inteiro m < n/2. Utilizamos agora o Teorema 2.1 e obtemos a sequinte

sequéncia de desiqualdades ou igualdades, na qual as parcelas em negrito foram obtidas
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somando e subtraindo um mesmo valor:

IN

|A(G)] [A(Crn)]
_ ;W +(n—2m)(n—m—1) +m(n— 1)

_ ;[mu (n—2m -141)(n —1—m +1-1) + m(n — 1)]

= ;[ 4+ ((n=2m—-1)+1((n—-2)—(m—1))+m(n—1)]
= ;[mQ—l—(n—Z)(n—Qm—1)—(m—l)(n—Qm—1)+(n—2)—(m—1)+m(n—1)]
= L (0= 2)(n— 2m — 1)-2(m-1)(n-2m-1) + (n—2) ~ (m — 1) + m{n — 1) +

+ (m-1)(n-2m-1)]
1
= §[m2+n2—2mn—n—2n+4m+2—2(m—1)(n—2m—1)+n—2—m+1—1—

+ mn—m-+mn—2m* —m —n+2m+ 1]

1
= 5[—7nZ+n?+z)nn—3n+2 +8-8—2(m —1)(n —2m — 1)]

1 1.1 1
= §(n2—3n+3)—|—§2—§(m2—3m—|—3)—52(m—1)(n—2m—1)

= (n_l ) 1= S m—1)m—2) — f2m — 1) —2m — 1)
2 2 2
Comon >2m e m,n > 1 temos
—;(m—l)(m—Q)—;Q(m—l)(n—Zm—l) <0,

Desta forma, concluimos que

AG)] < [A(Chn)l

n—1 1 1
— ( ) )_|_1—2(m—1)(m—2)—22(m—1)(n—2m—1)

n—1
< ( )+1
2

Isso prova a primeira afirmacao do coroldario. Para a sequnda afirmagdo, observe que se

|A(G)

n—1 . ) . .
| = + 1, entdo as duas desigualdades que aparecem na expressao anterior
sao necessariamente iqualdades. A primeira delas implica que a sequéncia nao decrescente
de graus de G coincide com a de Cy, . Para que a sequnda desigualdade seja uma igualdade,
¢ necessdario que

1 1
§(m —1)(m—-2)+ 52(m —1)(n—2m—1)=0.
Se m =1, entdo para qualquer valor de n a ultima igualdade € satisfeita. Se m = 2, entdo

tal igualdade so é satisfeita quando n = 5. Para m > 3, observe que a primeira parcela é
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estritamente positiva enquanto que a sequnda é sempre nao negativa (pois n > 2m) e assim
n —

a soma nao se anula. Portanto, se |[A(G)| = 5 + 1, entao G tem a sequéncia

de graus igual a de Cy,, (1,n—2,n—2...,n—2,n—1) ou de Cy5, (2,2,2,4,4), 0 que

implica que G € isomorfo a um desses grafos. OJ

3.3.1 Uma Aplicacao: O Problema do Caixeiro Viajante

Um caizeiro viajante deseja visitar um numero de cidades e entdo voltar ao seu
ponto de origem. Dados os tempos de deslocamento entre as cidades, como ele deve planejar
seu itinerdrio de tal forma que visite cada cidade exatamente uma vez e o tempo total de
deslocamento entre as cidades seja o menor possivel? Este problema € conhecido como o
problema do caixeiro viajante. Em termos da teoria dos grafos, o objetivo é encontrar
um ciclo hamiltoniano de peso minimo em um grafo valorado. Um tal ciclo sera chamado
de ciclo 6timo. Em contraste com os problemas anteriores, nenhum algoritimo eficiente
para a resolucao do problema € conhecido. Desta forma, é desejavel ter um método para
obter ao menos uma solucao “razoavelmente boa” Uma estratégia para isto é obter um ciclo
hamiltoniano inicial C' e entao procurar por outro de peso menor através de modificacoes em
C'. Isto pode ser feito da sequinte maneira: Seja C' = v1va ... vy 1 um ciclo hamiltoniano.

Para quaisquer i,j com 1 <1+ 1 < j < |V| podemos obter um novo ciclo
Cz',j = V1V2...0V;VVj-1 ... Ui41Vj41Vj42 . .. U|V‘U1

deletando as arestas v;vi41 € vjv;41 e adicionando as arestas v;v; e vViy1Vj11. Se, para

algum i e j, tivermos
w(vi)w(v;) + w(vig)w(vjs) < wvivi)w(vvi),

entao o ciclo Cy; € uma melhoria de C'. Podemos entao repetir o processo, até que nao seja
mais possivel obter melhorias por esse método. Quase certamente ndao obteremos um ciclo
otimo, mas podemos melhorar o resultado refazendo o procedimento iniciando por ciclos
diferentes. Uma indicac¢ao de o quanto a solucao obtida € boa pode, em alguns casos, ser
obtida utilizando o algoritimo de Kruskal. Suponha que C' € um ciclo 6timo em G. Entdo,
para qualquer vértice v, C' — {v} é um caminho hamiltoniano em G — {v} € portanto uma
drvore geradora de G — {v}. Seque que se T' é uma drvore étima em G —{v}, e se b e ¢ sdo
arestas incidentes com v tal que w(b) +w(c) é o menor possivel, entao W(T') +w(b) +w(c)

é um limitante inferior para W(C).

A titulo de ilustracdo, considere o grafo valorado a sequir:
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Figura 70 — Um grafo valorado.

o
{

Fonte: A autora.

Temos que C = v1v9v3v40501 € um ciclo hamiltoniano de peso 23, que pode ser
melhorado pelo ciclo Cy 4 = v10904v3V5v1, de peso 16. Para obter um limitante inferior para
0 peso de um ciclo 6timo, vamos remover o vértice vs, bem como as arestas adjacentes a

esse vértice. Obtemos o sequinte grafo:

Figura 71 — O grafo G — vs.
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Fonte: A autora.

Nesse caso particular, é fdacil construir a drvore dtima, mesmo sem o uso de

algoritimos: basta tomar as arestas de menor peso:
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Figura 72 — Uma &arvore 6tima em G — v3.

Fonte: A autora.

Desta forma, a drvore étima tem peso 6. Somando os menores pesos de duas arestas

ligadas com vs, que sao 1 e 2, vemos que o peso minimo de um ciclo 6timo deve ser 9.

Diferente da situacdo geral, neste exemplo ndao é dificil determinar um ciclo ¢timo:
observe que v1U3V5vv4v1 € um ciclo hamiltoniano de peso 11. Além disso, se usarmos
as arestas de peso 5, 6 ou 8, obteremos um ciclo de peso maior do que 11. Agora, se
o inicio de um ciclo otimo for vive, as possiveis continuacoes sGo V1VU5 0U V1UaV4. NoO
primeiro caso, para nao incluir a aresta de peso 6, a Unica continuacao € V1VaV5V3 € a
partir dai devemos incluir a aresta de peso 8. No sequndo caso, a proxima aresta a ser
incluida ja terd peso 6 ou 8. Concluimos que um ciclo 6timo ndo pode conter a aresta
vva. Com um raciocinio semelhante, um tal ciclo nao pode incluir a aresta vivs. Assim,
devemos descartar ciclos que contenham estas arestas, ambas de peso 2, e os menores
pesos que podemos utilizar sao 1, 2, 2, 3 e 3, cuja soma € 11 e é exatamente o peso do

ciclo v1v3V5v9v4v1. Portanto, este € um ciclo otimo.
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Figura 73 — Um ciclo 6timo em G.

Fonte: A autora.
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Consideracoes Finais

No decorrer deste trabalho, vimos que problemas envolvendo conjuntos finitos de
pontos que podem ser conectados sob algum critério, podem ser tratados utilizando Teoria
dos Grafos. Esses “pontos” podem ser de natureza diversa: pessoas, cidades, turmas de uma
escola, etc. O mesmo ocorre com o critério de “conexdo entre os pontos”: estas pessoas se
relacionam em uma rede social, estas cidades estao ligadas por uma estrada, estas turmas
competiram entre si em algum torneio, etc. Todas essas situagoes podem ser modeladas via
grafos. Mesmo que em algumas situacoes, como nos primeiros exemplos do Capitulo 2, ndo
seja necessario utilizar resultados avancados da Teoria dos Grafos, a simples utilizacio da
representagdo via grafos jd auxilia em muito a organizacdo da informacao dada. Outras
situagoes, como a obtencao da drvore otima ou de um trajeto “pelo menos razodvel” para o
problema do caizeiro viajante, utilizam aspectos um pouco mais avangados desta teoria.
Acreditamos que o texto aqui elaborado possa servir como uma introducao a leitor que

deseje ter um pequeno conhecimento sobre esta teoria.
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