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RESUMO

A presente tese aborda problemas de valores iniciais e de fronteira para as equagoes
de Navier-Stokes consideradas em diferentes dominios. Nossos resultados incluem a
existéncia e unicidade de solugoes fortes através de uma nova abordagem, assim como o
decaimento exponencial e eventuais regularidades adicionais nas normas de H? e “efeito
de suavizagao”. Para o caso bidimensional, sao considerados dominios suaves, tanto
limitados como ilimitados e dominios Lipschitzianos, especificamente retangulos e semi-
faixas. No caso tridimensional, sao apresentados resultados similares, considerando uma
restricao ao tamanho do dominio, neste caso sao considerados dominios suaves, limitados
e ilimitados, e também paralelepipedos limitados e ilimitados.

Palavras-chave: Navier-Stokes, dominios Lipschitzianos, comportamento assintotico,
regularidade.
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ABSTRACT

The present thesis deals with initial-boundary value problems for the Navier-Stokes
equations posed in some domains. Our results include the existence and uniqueness of
strong solutions through a new approach, exponential decay and regularities in the H?-
norm and “smoothing effect”. For the two-dimensional case, smooth domains, bounded
and unbounded, and Lipchitz domains, specifically, rectangles and half-strips are con-
sidereded. In the three-dimensional case, similar results are presented, considering a
restriction on the size of the domain, in this case we consider smooth domains, bounded
and unbounded, and parallelepipeds, bounded and unbounded.

Keywords: Navier-Stokes, Lipschitz domains, asymptotic behavior, regularity.
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CapiTULO 1

Introducao

Neste capitulo faremos um breve histérico de algumas equagoes que modelam a
dinamica de fluidos e seus significados fisicos. Nos apresentaremos o sistema que tra-
balhamos na tese e algumas nocoes fisicas dos termos da equacao, citaremos alguns
resultados classicos ja obtidos, o problema principal em que trabalhamos, as dificuldades
a serem abordadas, os métodos utilizados e as inspiracoes que nos levaram a eles.

1.1 Fluidos

A busca por justificativas tedricas na mecanica de fluidos atrai a atencao de ci-
entistas de diversos campos, pois apesar de os modelos serem utilizados na pratica, se
tratando do embasamento tedrico e desenvolvimento de métodos e justificativas ma-
tematicas ainda buscamos algumas respostas. Apesar de avangos tedricos significativos,
ainda hd uma grande variedade de questoes aguardando suas respostas. Em relacao a
fluidos, as equacoes de Navier-Stokes se destacam como um dos modelos mais conhecidos.

A importancia das provas tedricas mencionadas acima é tao marcante que desde
o ano 2000, o Clay Mathematics Institute oferece um prémio no valor de um milhao
de doélares para sete problemas mateméticos considerados divisores de aguas em seus
campos de pesquisa, chamados “Problemas do Milénio”. O sexto problema proposto ¢é
provar a existéncia e suavidade de solugoes (ou encontrar um contra exemplo que mostre
que a formulagao utilizada pela ciéncia nao estd bem colocada) para as equagoes de
Navier-Stokes em trés dimensées [5]. Apesar de nao estarmos resolvendo o problema do
milénio, acreditamos que as novas ferramentas apresentadas possam auxiliar na expansao
da teoria.

Podemos considerar como um fluido, um meio continuo que se deforma quando
submetido a um determinado tipo de tensao ou forca externa. Podemos rapidamente
citar liquidos e gases pela certeza de observarmos sua movimentacao todos os dias de
nossas vidas. Quanto as aplicagoes cientificas, elas estao entre as mais variadas. Na
construcao de automoveis e avioes, analises de poluicao, simulagao de movimentos de
gases e liquidos em jogos e filmes de computagao grafica, movimento sanguineo, etc.

O modelo inicial para descrever a velocidade de um fluido iniciou-se com as equacoes



de Euler, onde eram considerados fluidos incompressiveis, com o atrito interno desprezado
e sem a acao de forcas externas. Na notag¢ao moderna, a qual utilizaremos neste trabalho,
ela seria escrita na forma simplificada como

p<%+u-VU> +Vp=0, (1.1)

onde u(x,t) trata-se de um campo vetorial (incégnita) o qual fornece a velocidade do
fluido, p designa densidade, p(z,t) é uma funcdo escalar que descreve a pressao em
determinado ponto x nas dimensdes espaciais z = (x1,...x,) € R™ e instante de tempo
t > 0. Uma solucao pode se referir apenas a u(x,t) principalmente porque é tal funcao
que pode descrever o movimento do fluido e é a mais utilizada nas simulagoes. Para a
analise matematica, compete trabalharmos questionando se o problema é bem posto, ou
seja, se fornecido o termo p > 0 e acrescentadas as condigoes u(z,0) = ug(x) e V-u = 0,
verificar se serd possivel obter um par (u, p) que solucionara (1.1).

As primeiras versoes das equagoes que apds aprimoradas derivaram para o que
hoje conhecemos como equagoes de Navier-Stokes sao datadas de 1821 e podem ser
encontradas em [29]. Pela primeira vez foi considerada a friccao nas particulas dentro
de uma equacao que modelava o movimento de fluidos. Apds consideragoes feitas por
renomados fisicos-matematicos como Cauchy, Poisson e Stokes, podemos enunciar as
equacoes de Navier-Stokes na notagao moderna como

plug +u-Vu) = f — Vp+ vAu,

onde u(z,t) é um campo vetorial que indica a velocidade do fluido, f(z,t) é uma campo
vetorial que acrescenta uma aceleragao oriunda de forcas externas, p(x) é uma fungao
escalar que indica a pressao, v > 0 uma constante que se refere a viscosidade e p > 0 a
densidade. Para os fins da andlise matemadtica (justificativas tedricas como existéncia e
unicidade de solugoes), consideramos a densidade constante p = 1 e para simplificar os
calculos utilizamos a forga externa f = 0, uma vez que se considerada com suavidade
suficiente nao ira alterar o resultado significativamente. Também adicionamos condigoes
nas fronteiras, as quais fisicamente nao comprometem o modelo e divergéncia livre V-u =
0, o que caracteriza a conservacao de massa para um fluido incompressivel. Assim
obtemos o sistema que estamos interessados

u — VAU + Vp+ (u-V)u=0em Q x (0,00);
V-u=0em x (0,00);

(1.2)
u=0em 02 x (0,00);
u(z,0) = up(x) em €,
onde z = (z1,...,x,) € Q e Q serd considerado um dominio aberto e conexo bidimensio-

nal ou tridimensional. Em alguns casos iremos considerar {2 como um dominio ilimitado
em uma das suas dimensoes e adicionaremos a condi¢ao u(z,t) — 0 quando x; — o0.



1.2 Boa colocacao e decaimento de Solucoes Fortes

Os principais problemas sobre existéncia e unicidade de solugoes para (1.2) com Q C
R? sendo um dominio com fronteira suave sao considerados resolvidos e uma abordagem
completa pode ser encontrada em livros cldssicos de O. Ladyzhenskaya [17], J. L. Lions
[25] e R. Temam [33]. Se tratando do problema tridimensional, a unicidade de solugoes
fracas para (1.2) foi provada desde que em um intervalo de tempo limitado (solugoes
locais) ou se a norma do dado inicial for suficientemente pequena [7, 10, 11, 15, 19, 24, 26].

Em 1934, J. Leray [24] formalizara o problema para o decaimento da energia de
solugoes, isto é, é possivel controlar o comportamento da integral fQ u?(t) do por um
limitante superior a medida que ¢ — oo? Tal problema atrai a atencao de pesquisadores
da matematica pura e aplicada [3, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 15, 19, 24, 33] e verifica-se que em
muitos trabalhos, a resposta ¢ sim, mas o termo que majora a energia esta associado
ao primeiro autovalor do operador A = PAwu onde P é a uma projecao sobre o espago
das fungoes solenoidais de L*(€2). Além do mais, o procedimento niao nos permite obter
tais resultados para dominios ilimitados ou para dominios com fronteiras de geometria
complexa, por exemplo, sem fronteira de classe C?.

Observando os resultados em [9], destacamos que

lull () < C(lluoll)e™™, (1.3)

onde K > 0 depende do primeiro autovalor do operador P citado acima e do termo
de viscosidade v. Nesta tese, estamos interessados em explorar a ideia de obter uma
estimativa como (1.3) sem a dependéncia da constante \ a qual é considerada abstrata e
nao nos fornece informagao adicional em relacao ao decaimento. Conseguimos explorar
tal ideia ap6s notarmos abordagem similar para a equacao de Zakharov-Kuznetsov [22]
em duas dimensoes. O método se mostrou eficaz onde o dominio considerado foi uma
semifaixa, a qual é um dominio ilimitado, resultado que nao poderia ser obtido através
dos métodos em [9].

Apos ter investigado os resultados conhecidos sobre decaimento exponencial para
solucoes fracas da equagao de Korteweg-de-Vries, durante a dissertacao de Mestrado do
autor [30], seria natural seguirmos com a pesquisa no campo das equagoes dispersivas,
assim, nos primeiros anos do trabalho no doutorado, focamos no objetivo de se obter
o decaimento para solugdes fortes da equacao de Zakharov-Kuznetsov (a qual é uma
generalizacdo da equagao KdV) utilizando caracteristicas geométricas do dominio. Tal
objetivo pode ser alcangado para 3 dimensoes [20] com um dominio ilimitado, ou seja,
obtemos uma desigualdade do tipo

[ull ga ) < Ce™, (1.4)

onde x é uma constante positiva que depende das dimensoes do dominio e C' é uma
constante que depende de ||uo|| g2(q) e de v. Vale ressaltar que, os resultados obtidos com
esse objetivo em 3 dimensoes estabelecem restrigoes a energia do sistema no momento
inicial, ou seja, a norma de uy no espago H?(Q) deve ser suficientemente pequena.
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Na sequéncia, decidimos entao verificar a eficiéncia do método utilizado por N.
Larkin e E. Tronco [22] e aplicado em [20], agora para o sistema de Navier-Stokes.
Mais especificamente, o objetivo era obter uma estimativa crucial para a norma de wuy
através de caracteristicas geométricas do dominio. Resultados nessa direcao podem ser
encontrados em [13, 34].

Veremos que para o caso bidimensional, como esperado, é possivel obter uma es-
timativa como (1.4), adicionando que x também inclui dependéncia pela constante v
em (1.2). Tal estimativa nos permite estender o comportamento assintético quando
t — oo para a norma de u em Hj(f2) o que consequentemente caracteriza o decaimento
de [|ul| g3 () para solugoes fortes e entdo a unicidade das solugées nessa classe.

Para o caso tridimensional o método também foi utilizado com sucesso, porém
dessa vez assumimos restricoes ao tamanho maximo do dominio, ao menos em uma das
trés dimensoes. Assim, é possivel afirmar que para qualquer dado inicial, se o tamanho
do dominio for relativamente pequeno em uma das dimensoes, podemos provar existéncia
global e unicidade para solugoes fortes do sistema tridimensional e o seu decaimento na
norma do espago H{(£2). Ressaltamos que os resultados nio exigem que os dados iniciais
sejam pequenos em algum sentido.

1.3 Regularidade de Solucoes

Uma vez que nas estimativas do tipo (1.4), tanto para a equagao de Zakharov-
Kuznetsov, quanto para resultados conhecidos em equagoes de Navier-Stokes [15, 17, 33],
a constante C' depende da norma de ug em H?(2), entdo se faz importante verificar se
a solugao u(z,t) do problema (1.2) conserva a regularidade do dado inicial ug. Nosso
trabalho também abordou tais tipos de problemas, obtendo resultados particulares para
diferentes tipos de dominios.

Para o problema da regularidade posto em dominios limitados e suaves de R? ou
R3, nosso método se resume a verificar se o sistema (1.2) satisfaz as hipdteses de um
resultado conhecido de L. Cattabriga para equagoes estaciondrias [4]. Assim, viria a ser
possivel obter desigualdades do tipo

[ull 2 () < Ce™, (1.5)

onde x é uma constante positiva que depende das dimensoes do dominio e C' é uma
constante que depende de ||ug || g2(q)-

Em busca de saber se seria possivel obter tal regularidade para dominios sem a su-
avidade na fronteira, consideramos um dominio limitado e Lipschitziano. Primeiramente
generalizamos um resultado de A. Koshelev [16] e entdao obtivemos uma estimativa do
tipo (1.5) para Q sendo um retangulo, e mais tarde, para o problema em trés dimensdes,
onde o (2 foi considerado um paralelepipedo. Assim, dadas as condicoes estabelecidas
na obtencao do decaimento e da unicidade de solugoes fortes, tais solucoes sao também
regulares.



No caso de dominios ilimitados, tanto em duas, como em trés dimensoes, nao
obtivemos desigualdades do tipo (1.5) através da nossa abordagem. Porém, apesar de
nao termos mostrado

ue L®(R"; X),

com X = H?(Q), conseguimos provar uma regularidade para X melhor do que X =
H (), ou seja, obtivemos resultados de regularidade para uma solucao forte, mesmo
em dominios ilimitados. Para tal, fizemos o uso do cdlculo da norma de u em H?*(f2) em

subdominios de €2. Em dominios suaves e ilimitados foi possivel verificar inclusive que
u e L®(RT; HE ().

Adicionalmente, trabalhamos em outro sentido na busca de regularizacao para
solugbes, inspirados pelo resultado de T. Kato [14] para equagao de Korteweg-de-Vries
generalizada (gKdV), onde foi possivel provar que com dados iniciais uy € H*(2) para
s > 0, a solugao se verificava

= L2(R+;HS+1),

ou seja, em algum sentido, a solucao para ¢t > 0 é mais regular do que o dado inicial.
Assim, nossa pergunta foi: enunciado o problema (1.2) com dados iniciais uy € H?(),
é possivel provar que

u € L*(RT; H*(Q))?

Para dominios limitados a resposta foi positiva e no caso de dominios ilimitados,
provamos que quando nao para todo o dominio €2, para subdominios contidos no interior
de Q, a solugao se mostra mais regular do que o dado inicial no sentido de T. Kato [14].

A tese estara dividida na seguinte forma: o Capitulo 2 apresenta as notagoes utili-
zadas, resultados cldssicos e algumas demonstragoes. O Capitulo 3 aborda os resultados
obtidos em duas dimensoes, obtendo as estimativas a priori em cada caso e replicando
os métodos tedricos contidos na literatura [19, 33]. Os resultados em trés dimensoes
e o seu desenvolvimento detalhado, incluindo os passos intermediarios do método de
Faedo-Galerkin, estarao no Capitulo 4.



CapriTULO 2

Preliminares

2.1 Notacoes

Nesta secao iremos definir as notagdes para os principais espacos de Lebesgue
e Sobolev que serao utilizados durante todo o trabalho. Também definiremos alguns
espagos auxiliares que sao essenciais durante o texto.

2.1.1 Espacos de Sobolev

Seja 2 C R™ um dominio aberto e conexo, onden =2oun=3ez = (x1,...,2,) € .
Utilizaremos as notagoes usuais de espacos de Lebesgue LP(£2), para 1 < p < 0o, e para
espaco de Sobolev W*P(Q) e H*(Q2) = W*2(Q) (ver [33]), isto é, as fungdes mensurdveis
tais que as normas definidas abaixo sao limitadas.

(i) Para fungoes vetoriais u(z) = (u1(x), ..., u,(x)),

n

ey = [ (3 lul?) d

=1

[[ul| L (@) = supess |u(z)],
e

lallipiy = 2 10Ul -
0<a<k

Se p = 2, escreveremos WH*P(Q)) = H*(Q), que é um espaco de Hilbert com o
produto escalar

([, 0] = Y " (D7u, Dv).
l71<k

e norma
[l () = [[u,ul].

(ii) Para fungoes escalares f(z),

ey = [ 17 e
7



£l (@) = supess | f(z)],
e

1 iy = S 1D 12

0<a<k

O produto escalar e a norma em L?((Q) serao denotados respectivamente por (-, -)
el

Vale lembrar também a notacao para o conjunto das funcoes infinitamente dife-
renciaveis definidas no conjunto €2, como C*°(Q2). Se considerarmos as fungoes de C*(£2)

com suporte compacto, isto é, onde o conjunto dos pontos onde o valor da fungao nao é
igual a zero tem fecho compacto e contido em €2, utilizamos a notagao C§°(£2).

Como C§° C H'(Q) (ver [1]), assim o fecho de C§° na norma de || - ||z () serd
denotado como H}(€2). O produto interno padrao em H} () poderd ser denotado por
[-,+]. Vale ressaltar que se Q for um conjunto limitado, H}(Q2) é também um espago de
Hilbert se for associado com o produto escalar ((-,-)), definido abaixo

n

((u,v)) = (Dju, Djv). (2.1)

Jj=1

Se para cada t € (0,7, a fungao = — u(x,t) € X, onde X é um espago de Banach.
O espago LP(0,T;X), 1 < p < +o0, consistird de classes das fungoes mensuraveis com
dominio (0,7) e imagem no conjunto X, ou seja, das fungoes u : (0,7) — X, tais que

(i) para 1 <p < 4o0:

T
Hu”ip(o,T;X) = </0 H’LLHg((t) dt) < Q.

(ii) para p = oo:

[[u]| oo 0,7,x) = sup ess [Ju]| x (£) < oc.
te(0,T)

2.2 Resultados Auxiliares

Lema 2.1 (Desigualdade Diferencial de Gronwall). Consideremos o intervalo I = [to, t1].
Suponhamos que a,b : I — R sejam funcgoes integraveis. Seja v : I — R uma funcdo
diferencidvel satisfazendo

u(t) < a(t)u(t) + b(t), para todot € I e u(ty) = uo. (2.2)
Entao
t t s
u(t) < ugelio 104 4 / elio 2" b(s) ds. (2.3)
to

8



Demonstragao. Multiplicamos (2.2) pelo fator integrante el adr o integramos de t; a
t. ]

Lema 2.2 (Desigualdade de Steklov). Seja v(z) € H}(0, L). Entao

7T2

Tallvl® < floa ] (2:4)
Demonstragao. Ver [32]. O

Lema 2.3. Sendo Q um conjunto aberto do R™ e v € H}(Q), temos que

(1) sen =2, entdo
lollzay < 2"l Dol|2.

(i1) sen =3, entdo
lollzay < 2V2 (ol Dol

Demonstragao. Ver [33] Lema 3.3 p. 291 e Lema 3.5 p. 295. O

Proposicao 2.1. Seja Q@ C R™ um conjunto aberto e Lipschitziano e f € C§°(Q) uma
funcao vetorial. Entao

/= Vp,

se, e somente se,

(f,v)y =0,Yv € C*(Q) tal que V -v = 0.

Demonstragao. A demonstracao ¢ uma aplicagdo do Teorema de Rham [31]. Ver [33],
Proposicao 1.1, p. 14. ]

Proposicao 2.2. Seja 2 C R™ um conjunto aberto, limitado e Lipschitziano. Se uma
distribuicao p tem suas derivadas de primeira ordem p,,,1 < i < n, em L*(Q) ou em
HY(Q), entdo p € L*(Q).

Demonstracao. Ver [33], Proposigao 1.2, p. 15. O]

A seguir enunciaremos resultados conhecidos como Teoremas de imersao, em ge-
ral ele podera ser encontrado em diferentes versoes dependendo das condig¢oes do dominio
escolhido. Para o nosso fim, escolheremos essa condi¢ao como “Condic¢ao do Cone”, que
definiremos abaixo.

Definicao 2.1. Diremos que um conjunto aberto € satisfaz a Condigao do Cone se
existe um cone finito C tal que para cada x € 2, podemos escolher um cone finito C, C €
o qual é congruente ao cone C.



Lema 2.4 (Teoremas de imersao). Seja 2 um dominio o qual satisfaz a condi¢ao do
cone. Entao temos as sequintes imersoes continuas:

(i) Sen < mp, entao
WmP(Q) — L),

para p < q < 00.

(i) Se n =mp, entao
W) < 19(),

para p < q < 00.
(111) Finalmente, se mp < n, entao

W™P(Q) — L),

onde + =1 -1
¢ p n
Demonstragao. Ver [2], Corolario 9.13; p. 283. ]

Lema 2.5. Seja Q. C R", n = 2,3. Um conjunto limitado, com fronteira de classe C*,
s =max(l,2) el € N. Sejam

veWh(Q) epe LYN), 1<q< oo,
uma solugao (v,p) para o problema de Stokes

—vAv+Vp=f em§;
V-v=g em (2.5)
v =0 em OS.

Se fe W24 e g e WIh4 entao v € WH(Q), p e WH(Q) e existe uma constante C
que depende de q,v,l,v e ) tal que

[ollwiag) + Iplwi-1a < C(Fllwi-2a@)(Q) + lgllwi-1a)- (2.6)
Demonstracao. Para n = 3 ver [4] e para n = 2, ver [33], Proposigao 2.2 p. 33. ]

Para o préximo Lema consideremos o problema de Dirichlet

{Au:f em (Q;

ulaQ =0.

onde ) representa um conjunto aberto n-dimensional.
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Lema 2.6. Consideremos o problema (2.7) no bloco n-dimensional Q. = (0,7)". Se
f € LP(Q), entdo existe uma tnica solugio de (2.7) u € W*P(Q). Adicionalmente,

lullwzro,) < CQ)| fllr@.) paral <p < 2.

Demonstragao. Ver [16]. O

Iremos aqui, generalizar o resultado para qualquer paralelepipedo n-dimensional limi-
tado.

Teorema 2.1. Para Q@ = {(z1,...,2,) € R0 < x; < L;i = 1,...,n}, se [ €
LP(Q), com 1 < p < 2, o problema (2.7) possui uma solu¢ao u(xy,...,x,) € WHP(Q).
Adicionalmente,

[ullw2+(2) < Clfll o), (2.8)

onde a constante C depende do dominio ).

Demonstragao. Escrevemos a fungao f(x) através de séries de Fourier:

Uma solugao para (2.7) é dada formalmente pela série

[e.e]

o azl .
U= — E Wr Hsm —zkxk
i1, in=1 Zk 1 k=1
Diferenciamos o lado direito da equacao em relacao a x; e obtemos
00 T\2 n
9 az‘l...z’n(L—j) ., T
Dx]u(l'> = E w H Sln(L_Zk.r]g) .
i1y sin=1 Z=k=1\TL )" k=1 k

E foi mostrado em [27] que os multiplicadores do tipo

()
T ()%

preservam a regularidade em LP(2) para p > 1, o que implica

b*lQ

coml1<j53<n

2
% € LP(Q)paraj=1,--- n. (2.9)

Por outro lado, pelo fato de que f € LP(Q) € H '(Q), segue [16, 18] que (2.7) possui

uma tnica solugao u € Hj (). Dessa forma como o problema possui solugio tnica, a
qual ¢ munida da regularidade demonstrada e o Teorema 2.1 estd demonstrado. O]
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2.2.1 Funcoes Solenoidais

Considere o espago V = {v € C°(Q); V- v = 0}. Os fechos do conjunto V
nas normas de L*(Q) e Hj () serao espagos essenciais no nosso trabalho, para os quais
usaremos as seguintes notagoes:

e [ é o fecho de V com a norma de L*((2).

e VV ¢ o fecho de V com a norma de H}(Q).

Note que os espacos H e V' sao espacos de Hilbert, com os produtos internos natu-
rais de L?(Q2) e HJ (L), respectivamente. Quando  for um conjunto limitado também
podemos considerar o produto interno definido em (2.1).

O operador Au:

Consideremos v € V. Para cada v € V é possivel escrever o produto interno
((u,v)). O termo vAu no sistema (1.2) estd associado com tal produto interno, pois
dada uma funcao u € V, notemos que

(—vAu,v) =Y v(Du, D) = v((u,v)) = Au(v). (2.10)

i=1

Tal operador sera extremamente util na hora de definirmos de que forma uma
funcao u(x,t) é solugao do problema (1.2) e como obter estimativas para o termo —vAu.
Esse tipo de abordagem também pode ser entendida como:

Au € o operador projecio de —vAu no espago das fungoes solenoidais.

O Operador Bu:

Observe o termo (u - V)u no sistema (1.2). Lembremos que a primeira linha do
sistema,

u —vAu+Vp+ (u-V)u=0 (2.11)
é na verdade um sistema de equagdes, uma vez que uma solugao u(z,t) é de fato uma

fungao vetorial da forma u(x,t) = (ui(x,t),...,u,(x,t)) e Vp é o gradiente da fungao
escalar p(x,t). Escrita em termos de coordenadas

(uk)t—VAuk—l—iDieruk(kaui) =0,k=1,...,n.

=1 =1

12



Sejam u,v € V. Para cada w € V', com n = 2,3 temos que a integral

ij=1
pois, pela desigualdade de Holder, temos que

/Qui(Dz‘wj)Uj dz < ||ul| ey llwllv vl Lo

e veremos a frente (Lema 2.3) que o lado direito da desigualdade acima é limitado.

Definimos entdao o operador B(u,w) = b(u,w,v), que inicialmente pertence ao
espago dual do espago V', ou seja B(u,w) € V', que é dado por

b(u,w,v) = B(u,w)(v) = Z /Qui(Diwj)vj dx. (2.13)

ij=1

No sistema de Navier-Stokes (1.2) temos a presenca do operador B(u,w) com
w = u. Assim, definimos o operador Bu da forma Bu(v) = b(u,u,v).

Eventualmente estudaremos o operador Bu para func¢oes v que nao estao no espago

V. Assim, o operador Bu pode ser definido de forma geral através da dualidade, como
segue:

(Bu,v) = b(u,u,v), (2.14)

onde ;
b(u,w,v) = Z / wi(Dyw;)v; de.
Q

ij=1

Sendo assim, para v € X, onde X é um espago de Banach, é possivel definir uma
norma para o operador Bu, como segue

b(u, u,v
|| Bu||x: = sup u = sup |b(u,u,v)|.
vex  |lvllx ol x<1

Veremos adiante que dependendo da forma que estiver definida uma solucao para o
problema (1.2), o operador Bu funcionara como um representante para o termo (u-V)u
para efeitos de calculos de regularidade. Esse tipo de abordagem pode ser entendida da
seguinte forma:

Bu € o operador projecio de (u - V)u no espago das fungoes solenoidais.

13



2.3 Definicao de Solugao

Seja €2 C R™ um conjunto conexo. Dada uma funcao ug € H, o que chamamos de
“dado inicial”, consideremos o seguinte problema:

u — VAU + Vp+ (u-V)u=0em Q x (0,1);
V-u=0emQ x(0,1);

2.15
u=0em 0Q x (0,1); (2:15)
u(z,0) = ug(x) em €
parat > 0ex = (21,...,%,). SeQforilimitado, adiciona-se a condicao lim|y o0 u(z, t) =

0, se a existéncia do limite nao estiver clara, a condi¢ao trata-se do trago da fungao.

Quando nos referirmos a uma solugao fraca, estamos falando de fungoes u(z,t)
que solucionam (2.15) de alguma forma e que sao da classe u € L>=(0,T; H)NL*(0,T;V)
(Ver [33]). Em nosso trabalho estamos interessados em solucoes globais, entao iremos
considerar que ¢t > 0.

Definigao 2.2. Dado uy € V', uma solugao global forte para o problema (2.15) € uma
fungdo vetorial u(x,t) € LR V) com u; € L*(RY; H) N LA2(RT; V),
Vou=0, ulpo=0, u(x,0)=u(z)

e que satisfaz a identidade
/ (utgb + Vg, Py — uzugbml) dr=0, i=1,...,n (2.16)
Q

para toda ¢(x) € V.

Lema 2.7. Para n = 2,3, se o sistema (2.15) possui uma solugdo forte u(xz,t), entdo
ela € unica.

Demonstracao. Em [15] foi provado que se uma solu¢do u(zx,y) pertence ao espago
L=(R*; L*(2)) consequentemente obtemos a unicidade. Assim, garantir a unicidade
se torna equivalente a obter estimativas

t 2
/ / urdzdt < oo, e /Zuf dx < 00, (2.17)
0 JQ w

Mas pelo Lema 2.4 (iii), temos que ||u||p1q)(t) < Cllullv (), ou seja, uma solugao
forte sempre satisfaz (2.17). Ver [15] e [19], Teorema 1, p. 124. O

Observacao 2.1. Resultados para obtencao da unicidade de solugoes sob diferentes
condig¢des sao objetivos especificos particularmente interessantes, podemos citar (ver:
[25] P. 82) onde a unicidade da solugio w € L*(0,T;L"(2)) para Q@ C R™ ¢é garantida
desde que
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(1) Para Q2 limitado:

2 n
-+-<1
s T

(11) Para Q) ilimitado:
2 n
2+2on
s r

Definigao 2.3. Dado uy € H*(Q2)NV, uma solugao regular do problema (2.15) é uma
solucao que satisfaz a Definicao 2.2 e adicionalmente

u € L¥(R™; HX()).

Seja (u,p) uma solugao global cléassica de (2.15), isto é, u € CHRT; C2(Q)),
p € C(RT;C*(Q)). Consideremos v € V definido na Segao 2.2.1. Notemos que da
maneira como foram construidos os operadores A e B, podemos mostrar que

d
E(u, v) + Au(v) + Bu(v) = 0, (2.18)

e pela densidade de C§°(Q2) em V, isso valerd para toda v € V.

A equagao (2.18) nos motiva a definir uma formulagao alternativa para o problema
(2.15), como segue:

Dado uy € H, verificar a existéncia de u satisfazendo o seguinte sistema:

(2.19)

u; + Au+ Bu = 0,
u(0) = wo,

no sentido das distribuigoes. Tal problema serd chamado “problema na forma variaci-
onal”’e encontrar uma soluc¢ao para (2.19) é equivalente a encontrar uma solugao para
(2.15) (Ver [33] p. 282).
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CapriTULO 3

Problemas em Duas Dimensoes

Neste capitulo estudaremos o modelo homogéneo das equagoes de Navier-Stokes em duas
dimensoes, dado na forma

u — vAu+Vp+ (u-V)u=0em Q x (0,t);
V-u=0em x (0,1);

3.1
u=0em 0 x (0,t); (8:1)
u(z,0) = up(x) em €,
onde x = (z1,22) € . Estamos essencialmente interessados em encontrar solugoes

regulares, assim, a velocidade inicial do fluido uy € H*(Q) N V.

Em duas dimensoes, para obter a existéncia de solugoes fracas, optamos por utilizar
o método de Faedo-Galerkin (Ver [33] Teor. 3.1 p. 282). Os detalhes do método
para garantir a existéncia de solugoes serao apresentados no proximo capitulo, onde
trabalharemos o problema em trés dimensoes, e deixaremos para este capitulo apenas
resultados inéditos obtidos no decorrer do trabalho.

Teorema 3.1. Seja Q um retangulo da forma Q = {x = (11, 22) € R?*; 0 < x; < L;; i =
1,2}, dado ug € H*(Q) NV, existe uma tinica solugdo global forte para o Problema 3.1,

u€ LR V), u, € LR H) N L*(RT; V),

tal que

el [*(£) < [Jue(0)]7e ™,

) <
[l 3 () (1) < C ([l 2 ) e 3/ (3.2)
2 2
ondex—l/(L2 —|—z—§>

Demonstracao. Mostraremos as estimativas a priori que podem ser obtidas nas apro-
ximagoes de Faedo Galerkin.

Estimativa para a norma de v em H.

Multiplicamos a primeira equagdo em (3.1) por u e integramos no dominio €2,
obtendo
(uhu)(t) + V((“au))(t) = 07 (33>
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logo

) + 20/l () = 0 (3.4)

Integrando (3.4) em (0,t), obtemos
t
lull*(t) +2V/0 lulli(s) ds = |luoll*, ¢ > 0. (3.5)

A estimativa acima garante a limitagdo da solugao aproximada no espago L>°(R™; H) N
LA(RT; V).

Para obter a estimativa de decaimento, pelo Lema 2.2, obtemos que

Xlull® < vilully, (3.6)

entdo de (3.4) temos que

d
—lul*(®) + 2xlul*(6) < 0. (3.7)
Dai, pelo Lema 2.1 (desigualdade de Gronwall) segue a estimativa desejada:

lul*(£) < fluoll*e™". (3.8)

Estimativa para a norma de u;(0) em H.

Multiplicando a primeira equacao em (3.1) por u; e integrando em §2, obtemos

|| ? + v ((w, ) + b(u, u, u, (0)) =0

e particularmente para ¢t = 0 temos

[l (0)1* = v(Aug, ur(0)) — bluo, uo, ue(0)),

assim ||u(0)]] < v||Aug|| + || Buogl|| e o primeiro termo do lado direito é claramente esti-
mado por ||up||g2(q). Pela estimativa

|b(uo, uo, v)| < Cllug|| L)l Duol| L1y |v]] (3.9)
< Clluol 2oy llvl, (3.10)

temos ||Bugl| < Cllugl|?2,0,. Assim concluimos que
H2(Q)
[ (0[] < C[Juoll 2w + [1woll 720y )- (3.11)

Estimativa para a norma de u; em V.
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Derivamos a primeira equacgao em (3.1) em relagao a ¢ e multiplicamos o resultado
por u;, obtendo

d
Sllul2(8) + 20l 3 (8) + 2b(a, 1, 0) () = (3.12)

Pelo Lema 2.3, para qualquer ¢ > 0, estimamos

20b(ug, v ) (£)] < 22| (8) e 13 (8 el v (2)
23
< | () + —ully (0wl *(0)

e (3.12) se torna
d
) + viwll () < @)l @), (3.13)

onde ¢(t) = %Hu”%,(t) Fazendo uso do Lema 2.1, obtemos

luel*(t) < [lue(0)|Peo #9. (3.14)

Por (3.11), ja4 podemos concluir que u; € L®(RT, H) N L2(R*; V).

Retornamos para (3.13) e calculamos
vlulli(8) < (u,ue)(t) < [lull()]ul (). (3.15)

Assim u € L>®(R*; V).

Para obter a estimativa do decaimento, utilizamos o Lema 2.2, obtendo

vl (8) > xlluell*(6), (3.16)

D) + (- 0) luli?) < 0. (317

onde (t) = Z||ull} (t).
Utilizando o Lema 2.1 obtemos
lud|2(t) < Jug(0)[|2els 6685 et (3.18)
Por (3.18) com (3.11), obtemos

2

||Ut||2(t) < C(HUOHH?(Q)nV + ||U0||§{2(Q)mv) e X (3.19)
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Por (3.15),
9 1 2 1/2 _§Xt
i (8) < —lluollC (ol r2@av + lluollzrz@ynv) e
Como V' ¢é um subespago de H}(€), entao

_3
[ullFs @ () < Clluollz2 i@y )e™ 2" (3.20)

Realizando formalmente a passagem dos limites nas solugoes aproximadas, as es-
timativas (3.19) e (3.20) demonstram a existéncia de solugoes fortes e o decaimento. A
unicidade segue do Lema 2.7. O

Observagao 3.1. (ver [33] Teor. 3.5 P: 299) Durante os cdlculos da estimativa (3.11),
pode nao estar tao claro o significado de u.(0). Vale ressaltar que trata-se de uma esti-
mativa a priori, especificamente, u estd representando uma fun¢do um,(-,t) a qual € de
classe C1(0,T) para todo T > 0. Assim, podemos dizer que

u (0) = lim w(¢).

t—0

A existéncia do limite € garantida por (3.11), sendo ele o limite da fun¢ao aproxi-
mada, a qual é limitada em L*°(R*, H) N L*(RT, V).

Para mais detalhes, mostraremos no Capitulo 4 as estimativas do método de Faedo-
Galerkin e a explicagao acerca da desigualdade analoga.

3.1 Regularidade e decaimento em retangulos

Teorema 3.2. Considere o retangulo Q = {x = (x1,13) € R%0 < 2y < L;0 < 71 <
Ly}. Dado ug € H*(Q2) NV, o problema (3.1) possui uma tnica solugao reqular (u,p) tal
que

uwe LR H*(Q) NV)NLART; H3(Q)), (3.21)
u € LR H)YN LART; V), (3.22)
Vp e L®RT; H), (3.23)

onde Qo € um dominio arbitrdrio de Q2 com fronteira de classe C? tal que dist(9$, Q) >
0 > 0. Adicionalmente,

laall(8) + l[ull 2w (£) + [ VDIl (E) < Cem 2, (3.24)

onde x = 1/(2—2 + ”2> e C depende de v e ||uo|| m2(q)-
1

L3

Demonstracdo. Decaimento para a norma de u em H2 Nosso método consiste
de utilizar algumas iteragoes do Lema 2.1 identificando a solugao u(z,t) encontrada no
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Teorema 3.1 como uma solugao fraca do problema (2.7). Inicialmente, reescrevemos (3.1)
na forma

Au=f= %(ut + Vp+ (u- V)u) (3.25)

e tentaremos mostrar que o lado direito de (3.25) é uma funcio de L*/3(Q). Pelo Lema
2.4 (iii), H}(2) C LY(Q) e utilizando o Lema 2.3, estimamos

|((u - V)u, 0) ()] =b(u, u, v)[(t) < Cllullpso (O] Jullv (][] s (F)
< Cllully (O)lvll sy (t)- (3.26)

Assim, de acordo com (2.13) temos
1Bull /sy (t) < Cllully,(¢)- (3.27)
Utilizando a identificagao feita na Subsegao 2.2.1 e a estimativa (3.2), temos
I V)ullpasagy () < Cem 2. (3.:28)

Pela forma variacional (2.19), obtemos

[Aul| 1730y (t) < C[|Bull pars () (t) + [[uel| (2))- (3.29)

Segue de (3.19) e (3.28) que ||Aul|4/3(t) < Ce2Xt. Pela Proposicio 2.2, existe Vp tal
que

—Vp =u; + Au+ Bu (3.30)

1979l a7 (8) < Clllunllzzq@y(8) + [ Aull sy (1)
| Bull sy () < Cem . (3:31)

Aplicando o Teorema 2.1 em (3.25),

ot ) < € (lzzon @ + 9l
- V)l ey (1)) (3.32)
Finalmente, por (3.28), obtemos ||u||y2.4/3()(t) < Ce 32X,
Pelo Lema 2.4 (i), W**3(Q) ¢ L>(Q), tem-se

lull e (1) < Ce2X, (3.33)

Para provar que as normas ||u|, ||Vp| e [[(u - V)u|| possuem decaimento exponencial,
recordamos novamente (2.13):

(- V)ul[(t) = | Bul| ().
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Estima-se

|((u - V)u, 0)(#)] < [b(u, u, v)[(t) < Cllu]| oo @) (®)l[ullv (£)]0]| () (3.34)
para todo v € L?(2). Por (3.33),

(u - V)ull(t) < Ce™ . (3.35)

Reescrevendo o problema na forma (2.19) e fazendo uso de (3.19) e (3.35), nds
temos

| Aul|(£) < || Bull(t) + ue|(£) < Cem2X, (3.36)
Por (3.30) e (3.36),

IVpI(t) < lluell (@) + | Aul|(8) + | Bul () < Ce™ 2. (3.37)

Substituindo (3.19), (3.35) e (3.37) em (3.25) e aplicando o Teorema 2.1, encontra-
mos )
HUHHQ(Q)(t) < Ce 2xt,

Lema 3.1 (Efeito de suavizagao). Sob as condi¢oes do Teorema 3.2, seja Qy um sub-
dominio de Q de classe C® tal que dist(0,dQ) > § > 0 para § arbitrdrio e positivo.
Como (u,p) € tal que u € L*(R*; H*(Q)), Vp € L*(R*; H), entdo

u € L*(RT; H*(Q)) e Vp € L*(RT; H' (Q)). (3.38)
Demonstracao. Seja €; um subdominio de © de classe C® tal que Qy C ©; C © com

dist(090, 021) > & > 0 e dist(0€,9Q) > 0. Defina uma funcéo auxiliar £(z) € C>(9),
0 < ¢(z) <1 da seguinte forma:

e, 0
Note que )
A(gu) = EAu+2) (DjuD;é) + uA. (3.40)
j=1
Multiplique a primeira equacao em (3.1) por £ para obter
vEAu = §<ut +Vp+ (u- V)u) (3.41)
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Substituindo (3.41) em (3.40), reescrevemos (3.1) para qualquer ¢, € RT nao sin-
gular, na forma de um problema eliptico

vA(§u) = V(p) = € (e + (u- V) - pVe

2

+2v Z(DjuDjé) + vulA€ = f(x) em Q; (3.42)
j=1

V- (u) = uVE = g(x) em O; (3.43)

Eu =0 em 0. (3.44)

(3.45)

Utilizando o Lema 2.3, calculamos
(- V)l i) < [l(w- V)ul + [[(Ve)?|| + luD?ul|
< Cllull|Vull + [VullZaq) + lull=@llull 20
< Cllully ) + ClIVulll D?ull + Cllullfzq) < Cllullze -

Assim,

(u- 9)ulli oy < Cllulis)- (3.46)

Entao o lado direito de (3.42) estd em H'(2). As desigualdades (3.22), (3.23)
e uw € H*Q) implicam que f € HY(Q), g € H*(). Pelo Lema 2.5, tem-se que
Su e L*(RY, H3(Qy)). Como conclusdo, u € L*(RT; H*(y)) e Vp € LA (R H(Qy)). A
prova do Lema 3.1 estd completa. O]

Por (3.38) e o Lema 3.1 completamos a prova do Teorema 3.2. O

Existéncia e decaimento para uma semifaixa

Teorema 3.3. Considere o dominio Q = {x = (71,22) € R% 0 < z1; 0 < 19 < Ly}.
Dado ug € H*(Q2) NV, entdo o problema

[, — vAU+ Vp + (u-Vu=0 em Q x (0,1);
V-ou=0emQx(0,t);

u=0 on 0Q x (0,t), t>0; (3.47)
limg, oo u(z,t) =0, t > 0;

A\

L u(,0) = up(x) em

possui uma unica solugdao forte (u,p) tal que

u€ L¥RT; V), u € L°(RY; H) N L*(RT; V), (3.48)
Vp € L®(R*; LY3(Q)). (3.49)
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Adicionalmente,

1

el (8) + Nl (8) + 1 VPl Lars o) (t) < Cem2™, (3.50)

onde 0 = V<”2> e C depende de v e |luo| g2(0)-

L3

Demonstracao. De forma andloga a prova do Teorema 3.1, utilizamos o Lema 2.2, cal-
culando

Ollwel* < vwlly, (3.51)
e similarmente, obtemos a seguinte estimativa a priori:

el (£) + [l (t) < Ce3, (3.52)

Fazendo uso da igualdade
[ (w - V)ullpassy(t) = [[Bull @y (1),
(3.52) e estimando
(- V)u, )] < Cllull§, (®)][vl] sy (t) (3.53)

obtemos )
||Au||L4/3(Q) (t) < Ce 2%,

Observando que (3.31) vale para solugoes fortes de (3.47), nés obtemos

VDl pars () () < Cllue|l 20y () + | Aul| pass ) (t)
+ || Bul pass gy (t) < Ce 3%, (3.54)

Por (3.52) e (3.54) prova-se (3.48) e temos provada a existéncia no Teorema 3.3. A
unicidade segue do Lema 2.7. A prova do Teorema 3.3 esta completa. O

Subdominios suaves de uma semifaixa

Seja 0 < 14 < 1r3 <71y < Ry < R3 < Ry nimeros reais positivos. Definimos
subdominios suaves de Q: €;; i = 2,3,4 como o conjunto de todos os pontos interiores,
de classe C3, que serd construida da seguinte maneira:

e Conecte os pontos (r;,0) e (r;, Ly) por uma curva suave ;.
e Conecte os pontos (r;, La) e (R;, Ly) através do intervalo [r;, R;] X Lo.

e Conecte suavemente os pontos (R;, Ls) e (R;,0) através de uma curva suave (de
classe C?) denotada por T';.
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e Conecte os pontos (R;,0) e (r;,0) através do intervalo [r;, R;] x 0.

Podemos escolher 74 e 74 de forma que o o intervalo {0} x (0, Ly) seja tangente a
Vs €
mln{dlst(%, ’}/7;+1>, dlSt(PZ, Fi—l—l)} >6>0,

para i = 2,3, onde § é um numero real positivo tal que

0<d< min{|ri — ri+1|7 |Lz — Li+1|}7

para ¢ = 2, 3.

Procedendo da forma acima, ndés construimos curvas fechadas e limitadas de classe
C? denotadas por I'g,, tais que o conjuntos de seus pontos interiores formam dominios
; os quais sao limitados e com fronteiras de classe C*®.

Observacao 3.2. Observando a forma com que construimos os subdominios acima,
evidenciamos o dominio (s, o qual serd igual a semifaixa 2 para ro < x1 < Ry e pode
ter a fronteira tao prorima quanto se deseje de S para x < ro.

L2

A 4

o |

W

Figura 3.1: Esboco do subdominio 25 e das curvas ~; e I'; com ¢ = 2,3, 4.

Teorema 3.4. Sob as condi¢oes do Teorema 3.3, seja u(x,t) a solugao forte de (3.1).
Temos que

u e L¥(R™; HA(Q)) N LAR™; H3 ().

onde Qy € um dominio suave, definido como na Observagao 3.2. Qg é um subdominio
limitado de Q com fronteira de classe C* tal que dist(0, Q) > 6 > 0. Adicionalmente

]l 20 () < Ce™2%, (3.55)
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onde 0 = 1/(”2) e C depende de v e |lug| g2(q)-

3
Demonstracao. Recordemos a cadeia de subdominios definida anteriormente

D C Q3 C Oy C Q=0

e definimos fungoes auxiliares &;(z) € C*(§2), com 0 < &;(z) < 1, tal que

{fz(x) =1em Q;_q; (3.56)

§i(w) =0 em Q441 /8Y

para i = 3,4. Da mesma maneira como em (3.42)-(3.44), nés escrevemos

vA(u) = & (e + (u- V)u+ Vp) +20 > (Djubyg)

j=1
+vulAé =0em Q; x RY; (
V- (&u) = uVE em Q; x RY; (3.58
&u=0em 00; x RT; (
&u(x,0) = Euo(z) em Q. (

Pelo Teorema 3.3, {u é uma solugao forte para (3.57)-(3.60). O lado direito de (3.57)
pertence a L*/3(€) e seus valores estdo abaixo de de Ce 2% para qualquer t. Utilizando
o Teorema 2.1 para i = 4, obtemos

H€4UHW274/3(Q4)(2€> < C@iéet. (361)

Utilizando o Lema 2.4 item (i) e o fato de que &u = u em g,

[l o0 () < Cllullwaassiay () < Cem2™. (3.62)

O que implica que para i = 3, o lado direito de (3.57) pertence a L*(€)), obtendo
entao que )
lull 200, (8) < (€30l 20 (1) < Ce2. (3.63)

Assim u € L>®(RT; H%(Qy)).

Lema 3.2 (Efeito de suaviza¢ao). Sob as condi¢oes do Teorema 3.4, (u,p) serd tal que
u € L*(RY; H*(y)), Vp € L*(RT; L*(Qy)).

Entao
u € L*(RY; H*(Qy)) e Vp € L*(RY; H' (Qp)),

onde Qy € um subdominio de Qs de classe C® tal que dist(9Qq, Q) > & > 0.
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Demonstracao. Utilizando o Lema 2.3, encontramos
(u-V)u € L*(RY; H(Qy)). (3.64)

Definindo uma funcao auxiliar & (x) € C*(9), 0 < & (x) < 1 tal que

{&1(95) =1 em Q;

&1(z) = 0 em Qy/, (3.65)

onde ; é um subdominio com fronteira de classe C® contido em €, de forma que
dist(0€s, 0€21) > 0 e dist(0€y, 0g) > g > (. Escreva (3.57)-(3.60) para qualquer ¢y > 0
nao singular como um problema eliptico,

vAGu) = V(&) = & (u+ (- Vu) —pvé

2
+20 ) (DjuD;&) + vuA&y em Qy; (3.66)
j=1
V- (§u) = uVE em Q; (3.67)
&u =0 em 0. (3.68)

Note que por (3.48), (3.49) e (3.64), o lado direito de (3.66) pertence a H' ().
Utilizando o Lema 2.5, nds obtemos &u € H*(Qy) e &Vp € HY(Qy). Como |Jul| g3y <
[€xulmcan) © 9l uy < €uplliony, podemos coneluir que

u € L*(RT; H*(Q)), Vp € L*(RT; HY(Qy)). (3.69)
0

Por (3.63) e o Lema 3.2 completamos a prova do Teorema 3.4.

3.2 Regularidade e decaimento em dominios suaves
e limitados

Considere um dominio © com fronteira de classe C® ¢ D = (0, L) x (0, Ly) sendo o
menor retangulo tal que 2 C D.

Teorema 3.5. Seja Q um dominio limitado com fronteira de classe C® e ug € H*(Q)NV,
entdo o problema

u —vAu+Vp+ (u-V)u=0 em Q x (0,1);
V-u=0emQx(0,t);

u="0 em 9 x (0,t),t > 0;

u(z,0) = up(x) em Q

(3.70)
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possui uma unica solu¢ao reqular (u,p):

u € L®(RY; VN H?(Q)N LA(RT; H(Q)),
u, € L®(RY; H) N L*(RY; V),
Vp e LR H)n L*(RT; HY(Q)).

Adicionalmente, 1
[[uel| (8) + [Jull 20y (1) < Ce2X,

onde x = VZ?:I(%Q_) e C depende de v e |luo| g2(0)-

7

(3.71)

(3.72)

Demonstracao. Nesta demonstracao, utilizaremos a solugao fraca ja conhecida (Ver [33]
Teor. 3.1 P: 282) e iremos refazer estimativas andloga as do Teorema 3.1, para utilizar
o Lema 2.2 precisaremos definir uma fung¢ao extensao de u(zx,t), a qual possui o mesmo

valor em norma.

Defina
(1) = u(z,t) se x € Q;
0sex e D/AQ.
Utilizando o Lema 2.2 e @(z,y), nds estimamos
vllulli-(t) = vllalli-(t) > xllall*(@t) = xllul*(?),
entdo andlogo a (2.1), obtemos

lull*(£) < [luol|*e™<".

Similarmente,
vlluel () = vllali () > xllal*(6) = xlluel* ()

onde 4; é uma extensao para a derivada u; e similarmente a (3.19) obtemos

el *() < [lue]|*(0) e, ¢ > 0.
Como V' ¢é um subespago de H} (), temos que

_3
lull ) = lulli (t) < Cem2x.
3©)

Isso implica a existéncia e a unicidade do problema (3.70).

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

Para obtermos estimativas na norma de H2NV/, iremos utilizar duas desigualdades
relacionadas as norma dos operadores Au e Bu, que podem ser encontradas em [33]

Lema 3.7, P: 313,
1D%ul|* < C| Aull*
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|1Bull < Clfull3/? | Aul/ /2. (3.79)
Calculando
[ Au]| < Jlugl + || Bull < [lul| + Clull3| Aul/
C? ;s 1
< el + -l + 54wl (3.80)
Assim
[ Aul|(t) < 2[Jue||(t) + C?[ull3 (2). (3.81)

Substituindo (3.81) em (3.78), nés obtemos

72 () < Ce 2. (3.82)

Para provar a existéncia de uma funcao p, nés relembramos as Proposigoes 1.1 e
1.2 de [33]: Existe p € L*(Q) tal que

Vp =us — vAu+ (u- V)u. (3.83)

Agindo como na prova do Teorema 3.1, nés obtemos
1
VDl r20)(t) < Ce™2X.

Lema 3.3 (Efeito de suavizagao). Sob as condigcoes do Teorema 3.5, como (u,p) € da
forma
u € L*(RT; H*(Q)), Vp € L*(R"; H).
Entao
u € L*(RT; H*(Q)) e Vp € L*(RT; H(Q)).

Demonstracao. Da mesma maneira como no calculo de (3.64), nés obtemos
(u-V)u € L*(RY; HY(Q)). (3.84)
Escreva (3.70) para qualquer ¢y > 0 nao singular, u(z,ty) = v(z) como segue:

—vAv+ Vp = —uv; — (u-V)v em
V-v=0em Q; (3.85)
v =0 em 0.

Note que por (3.77) e (3.84), —v; — (v - V)v € H'(Q), fazendo uso do Lema 2.5,
nés obtemos que v € H3(Q) e Vp € H'(Q2). Nés concluimos que

ue L*(RT HY(Q)), Vpe L*(RT; HY(Q)). (3.86)
A prova do Lema 3.3 esta completa. ]

Por (3.77), (3.82) e (3.86) provamos o Lema 3.3 e finalmente o Teorema 3.5.  [J
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3.3 Regularidade e decaimento em dominios suaves
e ilimitados

Seja Q um dominio ilimitado na dimensao z;, com fronteira de classe C?3, consideremos
a menor semifaixa que contenha (2 sendo

D= {(1'17332) € R2, 0< A 0<ay < Lg}

Teorema 3.6. Dado ug € H*(Q) NV, entdo o problema

(

u —vAu+Vp+ (u-V)u=0 em (0,t) x Q;

V-u=0em(0,t) x Q;

u="0 em 00 x (0,t), t > 0; (3.87)
limg, oo u(x,t) =0, t > 0;

L u(7,0) = up(z) em Q

possui uma unica solug¢ao (u,p) tal que

uwe LR V), u, € L°(RT; H) N LAR*: V),
Vp € L=(R*; L*3(Q)). (3.88)

Adicionalmente,

1

el (8) + Nl (8) + 1 VPl Lars o) (t) < Cem2™, (3.89)

onde 0 = 1/(”2> e C depende de v e |uo| g2(q)-

Iz
L2

Demonstracao. Definimos uma funcao @(z,t) como em (3.73), notemos que u(x,t) é uma
solugao forte para (3.87) satisfazendo

el () < [Jue|*(0) ™, ¢ > 0 (3.90)
e
[l () < C(lto| 202" (3.91)
Para provar a existéncia de p, nés usamos a Proposicao 1.1 de [33]: existe p €
L? (), tal que ;
Vp =u — vAu + Z Uiy, - (3.92)
i=1

A regularidade de Vp segue da mesma maneira como na prova da desigualdade
(3.31),

1

IVl sy () < Ce™z". (3.93)
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(3.31), (3.90) e (3.91) completam a parte da existéncia e regularidade no Teorema 3.6.
A unicidade seguird pelo Lema 2.7, e a prova do Teorema 3.6 esta completa.

]

Subdominios limitados de dominios suaves ilimitados

Teorema 3.7. Seja u(x,t) a solugdo forte obtida no Teorema 3.6 e Ry um nimero
positivo arbitrdario, definimos 0y sendo a restricao de ) para v < Ry. Entao

u € L(RY; H*()) N LA(RY; H?(Qy)). (3.94)

Adicionalmente, .
[l 200 (£) < Ce2*, (3.95)

onde 0 = V(”z) e C depende de v e |lug| g2(q)-

L3

Demonstracao. Sejam Ry, Ry, R3 nimeros reais positivos e ordenados, da forma R; <
Ry fori=0,...,3. Definimos para ¢+ = 1, 2, 3, dominios §2; C ((0, Rii1) X ]RQ) N € com
fronteira de classe C? coincidindo com a fronteira de Q para z; < R; e para R; < 1 <
R; 41 terd como fronteira, uma curva de classe C3. Note que

Q()C91CQQC93CQ.

Definimos fungoes auxiliares &;(z) € C*(£2), 0 < &(x) < 1 tais que
i(r) =1em Q;_y;
§ilz) = 1em iy (3.96)
&(x) =0em Q/Q;

para i = 2, 3.

Desde que estamos sob as condigoes do Teorema 3.6, uma solucao forte de (3.87)
satisfaz o seguinte problema eliptico:

vA(u) = V(Ep) = & (w + (u- V)u) = Ve

2

+2v Z(DjuDjfi) +vuAé; em Q; x RT; (3.97)
j=1

V- (&u) = uVE em Q; x RY; (3.98)

&u=0em 0Q; x RT. (3.99)

Pelo Teorema 3.6, &u é uma solucao forte para (3.97)-(3.99). O lado direito de (3.97)
pertence a L®(RT; L*3(Q)) e |Jul| a/3(t) esté sempre estimado por Ce~2% para todo t.
Utilizando o Lema 2.5 para ¢+ = 3, nés obtemos

I€sullwasrsgqy)(t) < Ce 2% (3.100)
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Pelo Lema 2.4 (iii) e o fato de que {3u = u em {2y,

lull o) (8) < Cllullwass g (t) < Cem2™. (3.101)

Assim, para i = 2, o lado direito de (3.97) pertence a L?(Q;). Isso implica

|l 2000y (1) < [|&aul| 20y (t) < Ce 3%, (3.102)

Assim
u e L°°(R+;H2(Ql)). (3.103)

Lema 3.4 (Efeito de suavizagao). Sob as condi¢coes do Teorema 3.7, a solugdo u(x,t)
fornecida no Teorema 3.7 € tal que

u € LA(RT; H*(Q)). (3.104)

Demonstragao. Defina uma funcao auxiliar & (z) € C*(2), 0 < &(x) < 1lem ;e

=1 Qo;
Gl@) =1, 2 € (3.105)
fl(l') = 0, x € Q/Ql
e para cada ty > 0 nao singular, considere o seguinte problema eliptico:
vAEu) = V(Ep) = & (1w + (u- V)u) = pVE
2
+2v ) (DjuD;&) + vuléy = f(x) em Q; (3.106)
j=1
V- (&u) = uVE = g(x) em Qy; (3.107)
&u =0 em 0. (3.108)
Podemos verificar, como no Lema 3.1 que f € H' (), g € H*(Qy). Pelo Lema 2.5,
&u € L*(RT; H3(Qy)). Isso implica que u € L*(RT; H3(£)). O
Como €y C €24, entao (3.103) e o Lema 3.4 provam o Teorema 3.7. [

Proposicao 3.1. Sob as condigoes do Teorema 3.7, a solu¢ao u(x,t) de (3.87) € tal que
u e L®°(RY; HE ()N L*(RY; H (). (3.109)

Demonstracao. Como 2y C 2 no Teorema 3.7 pode ser definido com qualquer Ry, quao
grande quanto o necessdrio, (3.94) ¢é vélido para todo subdominio de €y tal que € seja
uma restricao de €2 para x < Ry. Para estimar as normas em (3.109) para qualquer
subconjunto compacto K C ) é suficiente escolher 2 tal que K C €y, o que prova a
Proposicao 3.1. [
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CapriTUuLO 4

Problemas em Trés Dimensoes

Neste capitulo estudaremos o modelo homogéneo das equacoes de Navier-Stokes
em trés dimensoes, dado na forma

u — vAu+Vp+ (u-V)u=0em Q x (0,t);
V-u=0em x (0,1);
u=0em 0 x (0,t);

u(z,0) = up(x) em €,

(4.1)

onde x = (21,2, x3) € . Estamos essencialmente interessados em encontrar solugoes
regulares, assim, a velocidade inicial do fluido ug estard contida em H?(€2) e com di-
vergéncia livre V - u = 0, assim, podemos simplesmente dizer: ug € H*(Q)NV.

Nosso primeiro resultado trata da existéncia e unicidade de solugoes fortes. Iremos
considerar {2 sendo um paralelepipedo o qual é apenas um dominio Lipschitziano

Durante a demonstracao detalharemos o método de Faedo-Galerkin e algumas jus-
tificativas que foram omitidas no Capitulo 3.

Observacao 4.1. Nos enunciados dos proximos resultados apresentaremos uma condi¢cao
do tipo ||u:]|(0) < C(v, 9, |luo|| m2(q)). Inicialmente tal hipdtese pode parecer estranha,
uma vez que a solucao nao pode estar condicionada as suas proprias caracteristicas, ou
seja ao trago de uy quando t — 0. Na verdade o termo uy(0) trata-se de um elemento que
surge durante as estimativas e serve para facilitar a notacao. Uma forma de observar o
fendmeno seria escrever em termos dos operadores A e B definidos em (2.10) e (2.14).

u(0) = —Aug — Buo,

Teorema 4.1. Seja Q um paralelepipedo da forma Q = {x = (11,22, 23) ER3;, 0 < z; <
Li; i=1,2,3}. Dado up € H*(Q)NV € Q tal que
63 1
O ol (0) — Sx <o, (1.2)
onde |lu||(0) < C(|luollrz) € x = vy <Z—§), existe uma unica solugao global forte
de (4.1):
we LR V), u € LR H) N LR V)
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a qual satisfaz a Definicao 2.2 e as desigualdades

luP(t) < Ce™, flullfs o) (1) < Ce3¥, (4.3)
onde C' € uma constante que depende de v e |[ug| g2(q)-
Demonstracao. Nessa demonstragao utilizaremos o método de Faedo-Galerkin, que con-

siste em estabelecer solucoes para problemas de equacoes diferenciais ordindrias na
varidvel ¢, definidos em dimensdes finitas nas varidveis espaciais x1, 25 e x3. [15, 19, 33].

Como V' é um espago separavel, existe uma sequéncia {wy, ws, ..., Wy,,...} em V
a qual é ortonormal em H e densa em V. Para cada valor m € N, V,, é um espago
linearmente gerado por {w;}, com i = 1,...,m. Definimos uma fungao u,,(x,t) da
forma

n(,0) = 3 gim (O (), (44)
i=1
onde g;,,, sao solugoes dos seguinte problema aproximado:

{(umt, W) (t) + V(1 0))(£) + bt i, w) () = 0; (4.5)

Um(0) = ugm, m € N,

onde w € V e ug,, sao projecoes do dado inicial ug, fornecido na hipdtese, sobre o espaco
Vi Utilizando o processo de ortogonalizacao de Gram-Schimdt, ug, = > i (uo, w;)wy,
lim HuOm — UOHHQ(Q) =0.

m—r0o0

Tomando w = w; em (4.5), j = 1,...,m, nés reescrevemos (4.5) na forma
Gimt(t) + v 3220 ((wiy w5)) gjm (t)

gjim = (ug,w;), para j=1,...,m.

Utilizando o Teorema de Caratheodory para equacoes diferenciais ordinarias, ver
6], Teorema 1.1, P: 43, temos uma solucao local g;,(t) para (4.6) tal que

gim(t) € C10,T), T > 0. (4.7)

Tendo em maos a solugao (4.7) podemos integrar ou derivar ambos os lados da
equagao no sistema (4.5) e obter as estimativas a priori que virdo a seguir.

Estimativa para norma de u,, em H.

Multiplicando (4.6) por gj,,(t) e somando para j = 1,...,m, notamos que
d
EHUmIIQ(t) + 20 |un ||} (t) = 0. (4.8)
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Integrando (4.8) em (0,¢), obtemos
t
[ I*(2) + 2V/ IV (5) ds = [lwom||* < uoll®, &> 0. (4.9)
0

Assim, u,, é limitada uniformemente em L>(0,7; H) N L*(0,T;V).
Pelo Lema 2.2,

Xlwml* < vllunlly, (4.10)
entdo (4.8) se torna
d 2 2
S llumI5(0) + 2xJum|*(2) < 0, (4.11)
o que implica
[t *(£) < [laom e < Jluo|*e ™. (4.12)

Estimativa para a norma de u,,;(0) em H.

Multiplicando (4.6) por g, (t) e somando para j = 1,...,m, obtemos

“umt”2 + V((umv Upt)) + O(Unms Unny, Upt) = O

e particularmente para ¢ = 0, uma vez que g;m, € gjm¢ sao continuas, temos

[t (O) 1% = 1(Atigm, s (0)) — b(thoms toms Ut (4.13)
< ]| Attt ()| + 1| Bt e (O)1, (4.14)

assim || U (0)]| < v||Augm ||+ || Buom|| € como o primeiro termo do lado direito é estimado
por ||uol|m2(q), resta a estimativa para o segundo termo, calculando

|6(Uom, Uom, V)| < Clluom|| 2@ [ Duom || Laoy|| V]| (4.15)
< Clluollzzo o], (4.16)

lembremos de (2.13), e || Buyg|| < C’||u0||§{2(m.

Finalmente, obtemos
[ttt (O)[* < C(Jluo | 2wy + ol Fr2 gy )- (4.17)

Estimativa para norma de u,,, em H.

Derivando (4.6) e multiplicando o resultado por ¢;m:(t), notamos que

d
aﬂuthQ(t) + 20| Ut [ () + 26(Uniy U, Ut ) () = 0. (4.18)
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Pelo Lema 2.3, para qualquer ¢ > 0, estimamos

3/2
216ttt ) ()] At 2 et ) (1)
3 1.1
< A [ umll? () + 7 Nl () mel (1)

e (4.18) se torna

d 1
Tl 17 (®) + (20 = 3€2) e |7 (8) < vt 13 (8) me (). (4.19)
3/4
Tomando € = (%) , obtemos
d 3 6\3
Nl (€) + Svllwmel[5(8) = (=) I3 e (8) < 0. (4.20)
dt 2 v
Fazendo uso do Lema 2.2, obtemos
V|l |13 (8) = Xl (2) (4.21)
e (4.20) se torna
d 3 6\3
20+ |53 = (2) w50 e 2(2) < 0. (4:22)
Reescrevendo (4.8) na forma
1
et 13 (£) < =t () [ 20 | 2) (4.23)
e substituindo em (4.22), obtemos
d 2 3 6’ 2 2 2
D a0+ [2x = S o Pl (0] (1) < 0 (4.24)

Utilizando (4.2), e a continuidade de u,,;, podemos afirmar que existe Ty tal que
para todo t € [0, Tp],

2X = Sl lemel 2(2) > 0. (4:25)

Para t € [0, Ty reduzimos (4.24) para a forma

vt *(8) + X2t ||* () < 0, (4.26)

entao para t € [0, Tp], temos

et [*(£) < Nletme (0) €™ (4.27)
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Notemos que (4.26) s6 nao seria valida, caso nao fosse possivel obter (4.25). Supo-
mos que exista T}, sendo o menor valor real positivo tal que

3 63

2X = Sl Pl (T2) = 0.

Ainda terfamos que
T* 1
K= [ 5 Sl o) de > 0.
Integrando (4.24) em (0, 7%), obtemos

e I*(T2) + K < [ *(0),

ou seja ||tme|[*(Th) < ||ume||*(0), 0 que é uma contradigao. Assim obtemos para todo
t>0:

d
T el () + Xl | (2) < 0. (4.28)

Finalmente, podemos afirmar que a estimativa (4.28) é valida para t € RT e
2 _
[umell*(t) < C(Nuoll 2 @)rv + lluollzz@yny) e (4.29)

Em consequéncia de (4.23),

1 1/2 _3
HumHQV(t)S;HUoHCW(H%HH% v + ol Fre@ny) ez

Como V ¢ um subespago de H} (), entao
_3
[l 1y (1) < Clluoll 2w e 2. (4.30)

Dessa forma u,, ¢ limitada uniformemente em L*>(0,7;V). Por (4.30) é possivel
reescrever (4.5) e estender a solugao para todo t > 0.

Passagem ao limite

Como as estimativas (4.12), (4.29) e (4.30) nao dependem de m, ¢, temos que
existe uma subsequéncia de u,, a qual converge fracamente nos espacos onde é pro-
vada a limitagdo independentemente de m, para uma fungdo u € L>°(R™;V) com
u € L°(R*; H), ou seja,

Por u,,; ser limitada em L®(R*; H),

/Qumt¢dx—>/gut¢dx (4.31)
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Por u,, ser limitada em L*>°(R*;V),

/ Vg, O, AT — / Vg, Oy, dx (4.32)
Q Q

/umiu%i d$—>/uiu¢x dx. (4.33)
Q Q

Por (4.31), (4.32) e (4.33), obtemos que existe u(z, t) que satisfaz (2.16). Isso prova
a parte da existéncia do Teorema 4.1, para garantir a unicidade, recordamos do Lema
2.7, e assim temos que a solucao ¢ unica. O Teorema 4.1 esta provado. O

4.1 Regularidade e decaimento em paralelepipedos

Nesta secao, iremos demonstrar os resultados de regularidade encontrados para a solucao
Unica encontrada no Teorema 4.1 em paralelepipedos. O resultado é dividido em duas
partes, a primeira trata-se de aplicar o Teorema 2.1, na segunda parte, buscamos obter
a regularidade de T. Kato [14] para subdominios de (.

Teorema 4.2. Considere o paralelepipedo Q = {(x1,79,73) € R%0 < x; < Li; i =
1,2,3}. Dada ug € H*(Q) NV e Q tal que

63 9 9 1
ol (0) = 5x <0, (434)

onde x = 1/(2—; + z—g + Z—g), entdo (4.1) possui uma Unica solu¢ao regular (u,p) tal que

u € LR HA(Q)NV) N LART; H*(Q)), (4.35)
uy € L®(RY; H) N LA (RY; V), (4.36)
Vp € L¥(R*: H) N L*(R*; H(Q)), (4.37)

onde Qo é um dominio arbitrdrio de 2 com fronteira de classe C* tal que dist(9Qq, 0Q) >
0 >0 com d um numero arbitrdrio e positivo. Adicionalmente,

1
el |(8) + llll v (8) + [ VPII(E) < Cem 2, (4.38)

onde C depende de v e ||ug|| m2(q)-

Demonstragao. Decaimento para a norma em H?2. Para estimar ||u|z2(q)(t), iremos

verificar as hipéteses do Lema 2.1 no nosso problema. Como u(x,t) é uma solucao forte
para o problema (4.1), reescrevemos a primeira equagao como

Mu=f = (u+Vp+(u V) (4.39)

v
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e com as nossas condicoes de fronteiras, nossa solugao ¢ forte, isto é u € HJ () e resolve
(2.7).

Pelo Lema 2.4 (iii), H}(Q2) C L%(2), entao

(- D), 0)(0)] =lblr,w,0)|(2) < Cllua] ooy (@) ullv (8)] o] ()
< Cllulf (1) o]l acan ). (4.40)

Notando que o espaco L3(f2) é o espaco dual de L*2(Q) e utilizando (4.3), encontramos

- VYl vz () < Ce™ 2. (4.41)

Escrevendo o problema na forma variacional (2.19), obtemos

[Aul[ a2 (t) < CUIBull parza) (t) + [Jull L2 (1)) (4.42)

Segue de (4.29) e (4.41) que || Aul|s/2(t) < Ce™2X'. Como consequéncia do Teorema de
Rham [31] ou simplesmente utilizando a Proposicao 2.2, existe Vp tal que

—Vp =u + Au+ Bu (4.43)

IV7p 37200 (1) < Cllullzoqen (8) + [ Aull oz ()
+ | Bullsr2oy(1) < Cem 2. (4.44)

Utilizando o Teorema 2.1 e observando (4.39),

el 30y () < (Neellzoqen (@) + 90 vz 0

(- V)ul vz (). (4.45)

Finalmente, por (4.41), obtemos |[ul|y23/2(0)(t) < Ce~2xXt. Utilizando o Lema 2.4 (ii),
u € L®(RY; W23/2(Q)) C L®(RT; L3(Q)) e

[ull s (1) < Cllullpeseg)(t) < Cem2X (4.46)

Assim, a desigualdade

[(Bu, v)| = [b(u, u, v)[(t) < |((u- V)u, v)(t)]
< Cllull s @O llullv (o] s/ (2)

implica que
[ Bull /sy () < Cllull s (8)[[ullv ().
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Recordando (2.13), por (4.3),
I V)ull e () < Cem .
Retornamos para (2.19), obtendo
[Aull /s () () < (| Bull sy (8) + lluell 2y (£): (4.47)
Utilizando (4.40) e (4.29), encontramos

_1
1w /50y (£) < Ce™2X,

VDl /0y (£) < [l L2 (£) + [ Aull psrs o) ()
+ [ Bull sy () < Ce 2. (4.48)
Pelo Teorema 2.1 e por (4.39),

ull 2.8 ) (1) < Mluellz20) (8) + 1Vl s/ (1)
+ [[(w - V)ul| sy (1) (4.49)

Utilizando (4.48), obtemos ||ullyy2.s/5q)(t) < Ce 32X,
Pelo Lema 2.4 (i), W>8%/5(Q) ¢ L*(Q), tem-se

[ ooy () < Ce™ 2. (4.50)

Para provar que as normas ||u||, ||Vp|| e ||(v - V)u| possuem decaimento exponencial,
estima-se

(- V)t 0) (O] < 160, 0)[(8) < Cllullzm®lulv Ol (®)  (451)
para todo v € L?(£2). Por (4.3) e (4.50),

(u- V)ul|(t) < Ce™ X, (4.52)

Novamente no problema variacional (2.19), fazendo uso de (4.29) e (4.52), nds
temos

| Aul|(t) < [[Bull(t) + [[u]| (£) < Cem . (4.53)
Por (4.43) e (4.53),
IVl (®) < Nudll(t) + [ Aull(£) + | Bul|(£) < Cem2. (4.54)
Substituindo (4.29), (4.52) e (4.54) em (2.1), encontramos
el (£) < Cem 2
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Lema 4.1 (Efeito de suavizagao). Sob as condi¢oes do Teorema 4.2, seja Qo um sub-
dominio de Q de classe C® tal que dist(9,0Q) > & > 0. Se (u,p) € tal que u €
L*(R*; H*(Q)), Vp € L*(R*; H), entdo

u € L*(RY; H* () e Vp € L*(RT; HY(Q)). (4.55)

Demonstragao. Seja Q; um subdominio de  de classe C? tal que Qo C Q; C Q com
dist(00, 021) > & > 0 e dist(0€,9Q) > 0. Defina uma funcéo auxiliar £(z) € C>(9),
0 < &(x) <1 da seguinte forma:

&(x) =1 em Q,
{5(35) =0em Q/Q. (4.56)
Note que
3
A(€u) = EAu+2) (DjuD;€) + uAé. (4.57)
j=1

Multiplique a primeira equagao em (4.1) por £ para obter

vEAU = 5<ut +Vp+ (u- V)u> (4.58)

Substituindo (4.58) em (4.57), reescrevemos (4.1) para qualquer t; € Rt nao sin-
gular, na forma de um problema eliptico

vA(§u) = V(p) = € (e + (u- V) — pVe

3

+2v Z(DjuDjé) + vulA€ = f(x) em Q; (4.59)
j=1

V- (u) =uVE = g(x) em Q; (4.60)

Eu =0 em 0. (4.61)

(4.62)

Utilizando o Lema 2.3, encontramos
1w V)ullm) < [I(w- V)ul + [(Vw)?|| + [uD?u]
< CllulIVull + VullZaq) + lull =@ llull )
< Cllullfs o) + CIVull?ID*ul*? + Cllullteg) < Cllulleg),
ou seja
I(w- V)ullmie) < Cllullfzq)- (4.63)

A desigualdade acima, (4.36) e (4.37) implicam que f € HY(Q), g € H*(;). Pelo
Lema 2.5, tem-se que u € L*(R™, H3(€2;)). Como conclusao, u € L*(R*; H3(Qp)) e
Vp € L*(RT; H'(Qp)). A prova do Lema 4.1 estd completa. O
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Por (4.55) e o Lema 4.1 completamos a prova do Teorema 4.2. ]

Existéncia e decaimento para paralelepipedos nao limitados

Teorema 4.3. Considere o dominio Q = {x = (z1,79,73) € R* 0 < 21;0 < 79 <
Ly;0 < x3 < L3}. Dado ug € H*(Q) NV € Q tais que

63 9 9 1
ol (0) — 50 <0, (464)

onde 0 = V(E—z + z—§> , entao o problema
2 3

p

ur — VAU + Vp+ (u-V)u=0 em Q x (0,1);
V-u=0emQx(0,t);

u="0 on 00 x (0,t), t>0; (4.65)
limg, oo u(x,t) =0, t > 0;

| u(,0) = up(w) em

possui uma unica solu¢do (u,p) tal que

u€ LR V), u, € LR, H) N L*(RT; V), (4.66)

Vp € L®(R*; L¥?(Q)). (4.67)
Adicionalmente,

el (£) + [lullv () + VPl g2y () < Ce™2, (4.68)

onde C depende de v e ||ug|| g2 (q).-

Demonstracao. Similarmente a prova do Teorema 4.1, obtemos as seguintes estimativas

el (£) + [Jullv (1) < Ce™2%, (4.69)

Fazendo uso da igualdade
[(u - V)ull parz(0)(t) = || Bul| sy (1),

(4.40) e (4.29), obtemos
||Au||L3/2(Q) (t) < Ce_%et.

Observando que (4.44) vale para solugoes fortes de (4.65), nés obtemos

VDl /20 (t) < Ml 2y (t) + [ Aull 1720y ()
+ [|Bul| g2 0 (t) < Ce™ 2%, (4.70)

Por (4.69) e (4.70) prova-se (4.66) e temos provada a parte da existéncia do Teorema
4.3. A unicidade segue do Lema 2.7. A prova do Teorema 4.3 esta completa. O
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Regularidade e decaimento local para paralelepipedos ilimitados

Teorema 4.4. Sob as condi¢oes do Teorema 4.1, seja u(x,t) a solugdo forte de (4.1).

Temos que
u € LR HE (Q) N LA(RT; H* ().

onde Qo é um subdominio arbitrdrio de @ com fronteira de classe C® de forma que
dist(0€, 0§2) > 6 > 0. Adicionalmente

1

[l 20y () < Ce2%, (4.71)

2

onde 6 = V(% + 7r2) e C depende de v e |lug| g2(0)-
2

L3
Demonstracao. Definimos uma cadeia de subdominios de €2:

QQCQgCQ4CQ5CQGZQ,

com Q; C iy, @ = 2,3,4,5eQ; = (0,R;) x (0,Ly) x (0,L3) onde R;_1 < R; para
i =2,3,4,5. Definimos fungoes auxiliares §;(z) € C*°(£2), com 0 < &;(z) < 1, tal que

&(r) =1em Q;_q; (4.72)
fl(x) = 0 em Q/L'Jrl/QZ' ’

para i = 3,4,5. Da mesma maneira como em (4.59)-(4.61), nds escrevemos

3
vA(Eu) = & (e + (u- V)u+ Vp) +20 > (Djub;g)
j=1

+ vulA& =0 em Q; x RT; (4.73)
V- (&u) = uVE em Q; x RT; (4.74)
&u=0em 0Q; x RT; (4.75)
&u(z,0) = &uo(z) em ;. (4.76)

Pelo Teorema 4.3, &u é uma solucdo forte para (4.73)-(4.76). O lado direito de (4.73)
pertence a L3/%(Q) e se comporta abaixo de Ce30 para qualquer t. Utilizando o Teorema
2.1 para ¢ = 5, obtemos

I&5ullwasrz gy (t) < Ce 2% (4.77)

Pelo Lema 2.4 (ii) e o fato de que {su = u em )y,

lull s (8) < Cllullwesra,)(t) < Ce™2™. (4.78)
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Isso implica para i = 4 que o lado direito de (4.73) pertence a L%°(€2,). Assim

_1
lullwesagan () < €stllwesnay(t) < Ce 3. (4.79)

Pelo Lema 2.4 (i), W25 (Q3) € L*(Q3), logo

€t V)ull o (t) < Ce2™.
Para i = 3, o lado direito de (4.73) pertence a L?*(£,), o que implica

[l 20 (1) < [|€sull 2y (1) < Cem2™. (4.80)

Assim u € L®(R™; H*(Qy)) e para todo subdominio compacto K C € podemos escolher
Qs tal que K C Q5. Concluimos que

u € LR HE (Q)).
Lema 4.2 (Efeito de suavizagao). Sob as condi¢oes do Teorema 4.4, (u,p) serd tal que
u € L*(RT; H*(Qy)), Vp € L*(RT; L*(€)).

Entao
u € L*(RT; H*(Qy)) e Vp € LA(RY; H' (),

onde 2y é um subdominio arbitrario de Q5 de classe C? tal que dist(9€, 9Q) > § > 0.

Demonstracao. Utilizando o Lema 2.3, encontramos
(u-V)u € L*(R*; H'()). (4.81)

Defina uma fungao auxiliar & (x) € C*(Q2), 0 < & (x) <1 tal que

{ﬁl(x) =1 em Q; (4.82)

&(x) =0em Qy/Qy,

onde ; é um subdominio com fronteira de classe C® contido em €25 tal que dist (02, 0€21) >
0 e dist(0€Q, 0Q) > g > 0. Escreva (4.73)-(4.76) para qualquer ¢, > 0 nao singular como
um problema eliptico,

vA(Ew) = V() = & (u + (- V)u) = pV&

3

+ 2u Z(DjuDjfl) + vul&; em Q; (4.83)
=1

V- (§u) = uVE em Q; (4.84)

&u=0em 0. (4.85)
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Note que por (4.66), (4.67) e (4.81), o lado direito de (4.83) pertence a H'(€2;).
Utilizando o Lema 2.5, nés obtemos &u € H*(Qy) e §Vp € H' (). Como [Jul| gs(ay) <
[€xulman) © 9l < I€upllrsony, podemos coneluir que

u € L*(RT; H*(Qy)), Vp € L*(RT; H(Q)). (4.86)
A prova do Lema 4.2 esta completa. n

Por (4.80) e o Lema 4.2 completamos a prova do Teorema 4.4.

4.2 Decaimento de solucoes globais fortes em dominios
suaves e limitados

Considere um dominio € com fronteira de classe C* ¢ D = (0, L1) x (0, Ly) x (0, Ls)
sendo o menor paralelepipedo tal que €2 C D.

Teorema 4.5. Seja Q um dominio limitado com fronteira de classe C®e ug € H*(Q)NV

tal que
6% e 12 1
s lluolPllue”(0) = 5x <0, (4.87)

onde x = 1/25’:1(2—22), entdo o problema
u — vAu+ Vp+ (u-V)u =0 em Q x (0,t);
V-ou=0emQx(0,t);
u="0 em 9 x (0,t),t > 0;
u(z,0) = up(x) em 2

(4.88)

possui uma unica solu¢ao reqular (u,p):

u € L®(RY; VN H?(Q) N LA(RT; H(Q)),
u, € L°(RT; H) N L*(RT; V), (4.89)
Vp e LR H)n L*(RT; HY(Q)).

Adicionalmente, )
el |(£) + [[ul| 2oy (£) < Ce™2", (4.90)

onde C depende de v e ||ug|| g2(q).-

Demonstracao. Agindo similarmente a prova das estimativas (4.9) e (4.18) no Teorema
4.2, chegamos as desigualdades

d
£|IU|I2(15) +2v|ull () <0, ¢ >0 (4.91)
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Sl + [2x — Pl )] () <. (192
Defina
= e 155

Utilizando o Lema 2.2 e @(z,y), nds estimamos

vllulli () = xllull*(t), (4.94)

entao (4.91) implica
lull*(£) < fluolI*e™".

Similarmente,
vlluelly () > xlluel*(2) (4.95)
e (4.92) se torna
d 3 63
T lludP(8) + [§X = 5 lluollPlluel*(8)] lle*(2) < 0.

Agindo como na prova do Teorema 4.2 para (4.29), (4.30), chegamos a estimativa
el *(2) < flue]|*(0) e, > 0. (4.96)
Como V' é um subespago de H} (), notamos a equivaléncia de normas

_3
lully o) & lulli(t) < Cem2x (4.97)
3

Isso implica a existéncia e a unicidade de solugao forte do problema (4.88).

Para obtermos estimativas na norma de H* NV, nds utilizaremos [33] Lema 3.7,
P: 313,

|1 D?ul|* < C|| Aull? (4.98)
e
2
|Bul| < Clully/?)| Aul//?, (4.99)
Entao
3/2
[Au]) < Jlue]l + | Bull < flue]| + Cllull3? )| Aul
C? |
< el + Gl + 5l Au. (4.100)
Assim
[ Aull(t) < 2[Jug|(t) + C*[Julf3(2). (4.101)
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Substituindo (4.101) em (4.98), nds obtemos

[ 2720 () < Ce 2. (4.102)
Para provar a existéncia de uma funcao p, nos relembramos as Proposicoes 2.1 e

2.2. Existe p € L*(2) tal que
Vp =us —vAu+ (u- V)u. (4.103)

Agindo como na prova do Teorema 4.2, nés obtemos
_1
||VpHL2(Q)(t> S C'e 2xt.

Lema 4.3 (Efeito de suavizagao). Sob as condigoes do Teorema 4.5, como (u,p) € da
forma
uwe L*(RY; H*(Q)), Vp e L*(RY; H).
Entao
u € L*(RY; H*(Q)) e Vp € L*(RT; H'(Q)).

Demonstracao. Da mesma maneira como na prova de (4.81), nés obtemos

(u-V)u e L*(RY; HY(Q)). (4.104)

Escreva (4.88) para qualquer ¢, > 0 nao singular, u(z,ty) = v(z) como segue:

—vAv+ Vp = —v; — (u- V)v em
V-v=0em Q; (4.105)
v =20 em 0.

Note que por (4.97) e (4.104), —v; — (v- V)v € H'(Q), fazendo uso do Lema 2.5,
nés obtemos que v € H*() e Vp € H'(Q). Nés concluimos que

u € L*(RY; H*(Q)), Vp e L*(RY; H'(Q)). (4.106)
A prova do Lema 4.3 esta completa. O]
Por (4.97), (4.102) e (4.106) provamos 4.3 e finalmente o Teorema 4.5. O

4.3 Decaimento de solucoes globais fortes em dominios
suaves e ilimitados

Seja  um dominio ilimitado com fronteira de classe C?, consideremos o menor
paralelepipedo ilimitado que contenha €2, sendo

D:{(l'l,xz,.]?g) ER?); O<z;; 0<ay < LQ, 0<x3 <L3}
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Teorema 4.6. Dado ug € H*(Q) NV e Q tal que

63 1
—Sluoll*lw]*(0) = 56 <0, (4.107)

3 2 -
onde 0 =v) ;. , 7, entio o problema
7

(w, —vAu+ Vp+ (u-V)u=0 em (0,t) x §;
V-u=0em(0,t) x Q;

Su=0em I x (0,t),t>0; (4.108)
lim,, oo u(x,t) =0, t > 0;

| u(,0) = up(x) em

possui uma solugao unica (u,p) tal que

u€ L®(RY; V), up € LR H)N L*(RT; V),
Vp € L=(R*; L¥?(Q)). (4.109)

Adicionalmente,
1
el [(£) + Nfullv (£) + VDl 20 (8) < Cem2™, (4.110)
onde C depende de v e ||ug|| g2(q)-

Demonstragao. Definimos uma fungao a(z,t) como em (4.93), notemos que u(z,t) é uma
solugao forte para (4.108) satisfazendo

el (8) < Jluel|*(0) ™.t > 0 (4.111)
e
% () < C(lto|r2e)e 2" (4.112)
Para provar a existéncia de p, nés usamos a Proposi¢ao 1.1 de [33]: existe p €
L? (), tal que
Vp =u; — vAu + i Uiy, - (4.113)
i=1

A regularidade de Vp segue da mesma maneira como na prova da desigualdade
(4.44),

_1
IVl L2 (t) < Ce™2".

A tltima estimativa, (4.111) e (4.112) completam a parte da existéncia no Teorema 4.6.
A unicidade seguird pelo Lema 2.7. Finalmente, completamos a prova do Teorema 4.6.

]
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Regularidade local para dominios suaves ilimitados

Teorema 4.7. Seja u(x,t) a solugdo forte obtida no Teorema 4.6 ¢ Ry um nimero
positivo arbitrario grande, definimos )y sendo a restricao de € para x < Ry. Entao

u € L(RY; H*()) N LA(RY; H?(Qy)). (4.114)

Adicionalmente, .
[l 2(0) () < Ce2™, (4.115)

onde 0 = Z?:z (”2> e C depende de v e |uo| m2(q)-

=
L'i

Demonstracdo. Sejam Ry, Ry, Rs, R4, Rs nimeros reais positivos e ordenados da forma
R, < R;yy for i = 0,...,4. Definimos para i = 1,2,3,4, dominios (2; C ((O,Riﬂ) X
Rz) N com fronteira de classe C? coincidindo com a fronteira de Q para z; < R; e para
R; < x1 < Ri4 terd como fronteira, uma superficie de classe C®. Note que

QoC91CQQC93CQ4CQ.

Definimos fungoes auxiliares &;(z) € C*(€), 0 < &(x) < 1 tais que

§i(z) =1 em Q_y; (4.116)
&(z) =0 em Q/Q; '
para i = 2,3, 4.

Desde que estamos sob as condi¢oes do Teorema 4.6, uma solucao forte de (4.108)
satisfaz o seguinte problema eliptico:

vA(Gu) = V(Ep) = & (w + (u- V)u) = Ve

3

+ 2v Z(DjuDjfi) +vuAé; em Q; x RT; (4.117)
j=1

V- (&u) = uVE em Q; x RY; (4.118)

&u=0em 0Q; x RY. (4.119)

Pelo Teorema 4.6, u é uma solucao forte para (4.117)-(4.119). O lado direito de (4.117)
pertence a L®(RT; L¥2(Q)) e |Jul| 152 (t) esté sempre estimado por Ce™2% para todo t.
Utilizando o Lema 2.5 para ¢ = 4, nés obtemos

€sullwasrz g, (t) < Ce2%. (4.120)

Pelo Lema 2.4 (ii) e o fato de que {qu = u em (3,
1
]| 23020 () < Cllullwzsrz oy () < Ce 2% (4.121)
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Isso implica para i = 3 que o lado direito de (4.117) pertence a L¥°({3). Assim

lullwess o, (t) < l€sullwzsrs gy, (t) < Cem2™. (4.122)

Pelo Lema 2.4 (i), W25 () C L*(€2,), assim

€5 (- V)ul| 2 (0y) () < Ce™32%,

Para i = 2, o lado direito de (4.117) pertence a L*(€);). Isso implica

1

lull 20 (1) < [[€2ull2(0n (1) < Ce™2™. (4.123)

Assim
u € L(RY; H?())). (4.124)

Lema 4.4 (Efeito de suavizagao). Sob as condi¢coes do Teorema 4.7, a solugdo u(x,t)
fornecida no Teorema 4.7 € tal que

u € L*(RT; H*(Qp)). (4.125)

Demonstragao. Defina uma funcao auxiliar & (z) € C*(€2), 0 < &(x) < 1lem ;e

=1 Qo;
bile) =1, z & lo; (4.126)
&(x) =0, € Q/N
e para cada ty > 0 nao singular, considere o seguinte problema eliptico:
VA ) = V(Ep) = & (1w + (u- V)u) = pVE
3
+2v Z(DjuDj&) + vulé = f(x) em Qy; (4.127)
j=1
V- (&u) =uVE = g(x) em Qy; (4.128)
Podemos verificar, como no Lema 4.1 que f € H'(y), g € H*(€;). Pelo Lema 2.5,
&u e LART; H3(Qy)). Isso implica que u € L*(R™; H3(£y)). O
Como Qy C €24, entao (4.124) e o Lema 4.4 provam o Teorema 4.7. O

Proposicao 4.1. Sob as condi¢oes do Teorema 4.7, a solugao u(x,t) de (4.108) € tal
que

u € L(RY: HE (Q) N LAR*; HE (Q)). (4.130)

Demonstracdo. A demonstracao é andloga a da Proposicao 3.3. Basta escolher Ry sufi-
cientemente grande para o conjunto K compacto dado de forma que K C €2y e temos a
regularidade localmente. O
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