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RESUMO

O Diagrama de Voronoi, um dos tépicos mais discutidos na area da Ge-
ometria Computacional, possui grande difusao em meio a vérios estudos,
porém pouco se sabe da abordagem deste tema em atividades de ensino.
Propoem-se um suporte didatico com utilizacao da tematica, diante das di-
ficuldades de abstracao no campo da matematica, para metodologia mais
dinamica e interativa colaborando para compreensao objetiva do aprendi-
zado e construgao de conhecimentos. Tendo Teoria dos Jogos em evidéncia,
Jogos de Voronoi, diagramas condicionados, despertaram interesse para o
foco da pesquisa abordando 4 jogos, a saber, Tradicional Linear, Hotelling,
Tradicional No Plano e Maxima Vizinhanca, explanando suas jogabilidades
e estratégias de vitoria. A sequéncia da exposicao das ideias, pela revisao
bibliografica, contribuiu para estabelecer a capacidade de aplicacoes da es-
trutura, principalmente com insercao de algoritmos e estruturas de dados,
para a resolucao computacional de problemas geométricos.

Palavras-chave: Diagrama de Voronoi; Jogos de Voronoi; Geometria Com-
putacional.



ABSTRACT

The Voronoi Diagram, one of the most discussed topics in the area of
Computational Geometry, is widely disseminated through several studies,
but little is known about the approach of this topic in teaching activities. It
is proposed a didactic support with the use of the thematic, faced with the
difficulties of abstraction in the field of mathematics, for a more dynamic and
interactive methodology collaborating for objective understanding of the le-
arning and construction of knowledge. Having the Game Theory in evidence,
Voronoi Games, conditioned diagrams, aroused interest in the research focus
addressing 4 games, namely Traditional Linear, Hotelling, Traditional On A
Plane and Maximum Neighborhood, explaining their gameplay and winning
strategies. The sequence of the exposition of the ideas, through the biblio-
graphic review, contributed to establish the capacity of applications of the
structure, mainly with the insertion of algorithms and data structures, for
the computational resolution of geometric problems.

Keywords: Voronoi Diagram; Voronoi Games; Computational Geometry.
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Introducao

Estudar a classificacao de padroes de dados pelo método do vizinho mais
proximo, o crescimento de florestas ou microestruturas cristalinas, a capaci-
dade de uma rede sem fio, o calculo da precipitacao das chuvas, a epidemia
da cdlera, entre muitas outras situacoes envolvendo andlise de regioes, o Di-
agrama de Voronoi, uma estrutura com simples conceito de particionamento
do espaco, estd inserido diretamente nesses estudos. Porém, tal ferramenta
nao se encontra muito difundida no meio de ensino, mesmo com tantos con-
ceitos matematicos elementares e de grande utilidade.

De forma contextual, a formalizagao, [1], do Diagrama de Voronoi con-
tribuiu para o inicio da Geometria Computacional, juncao da area da Ma-
tematica e Ciéncia da Computagao, que estuda algoritmos e estruturas de
dados para resolucao computacional de problemas geométricos.

Estabelecido o Diagrama de Voronoi como objeto de estudo, o interesse
neste segmento provém da geometria se preocupar com questoes de forma,
tamanho e posicao de figuras reproduzindo o mapeamento de espacos. J&
a Ciencia da Computacao é relevante por contribuir como refinamento para
resolver problemas geométricos de forma eficiente e por ser uma area bem
difundida na tecnologia.

Além disso, a matematica que se aprende na escola nao faz justica ao
real campo da matematica. Adquiri-se uma porcao deste campo, mas a
matemética, como um todo, é um assunto enorme e diverso [2] (Figura 1).
Alids, a matematica por muito tempo foi marcada pela sua “criacao” sem
muito proposito, com motivagao apenas por curiosidade, e entao, quando
estudos sao feitos no campo da matematica aplicada sao encontradas utilida-
des para essas descobertas. Assim sendo, o Diagrama de Voronoi se encaixa
inteiramente nessas situagoes que abrem espaco para solugao com aplicacao
matematica.

Envolvendo diversos principios matemaéticos e a utilizagao do Diagrama
de Voronoi, o qual fornece interdisciplinaridade com outras dreas de ensino,
jogos foi a vertente selecionada para estudo, pois o sistema de aprendizado
de matematica nao ¢ atrativo para alunos em razao de, geralmente, recair
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Figura 1: Mapa da Matematica.
Fonte: Pagina Dominic Walliman [2].

em somente acumular exercicios dos livros. Assim, com intencao de gerar
maior interesse, a ideia de jogo entra como uma atividade dinamica com
interagoes em meio ao estudo, incluindo iteracao de contetido e exigindo
raciocinio estratégico.

Jogos de Voronoi sao modelagens de andalises de aplicacoes onde existe
algum tipo de restricao e/ou condi¢ao na construgao do Diagrama de Vo-
ronoi. Assim, nao s6 a jogabilidade e relacdo entre os jogadores sao os
principais pontos presentes no estudo, mas também o emprego dos obje-
tivos alcancados apds as jogadas, fornecendo continuidade no conhecimento.
Ademais, perante as combinacoes de regras dos jogos, as publicagoes sao ma-
joritariamente trabalhos de configuragoes especificas que foi o que motivou a
colecao dessas configuracoes para investigacao.

Isto posto, tais tépicos foram chaves para o selecao da tematica dessa
pesquisa com propdsito em gerar uma contribuicao baseada na sintetizagao da
abordagem dos jogos utilizando a estrutura de Voronoi além dos estudos das
jogabilidades, apresentando os aspectos envolvendo o Diagrama de Voronoi
para suporte de futuros materiais.

Para tanto, foram organizados quatro capitulos para o estudo. O pri-



meiro, ¢ organizado uma cronologia das constatacoes da estrutura até sua
formalizacao, seguida das aplicacoes em algumas dreas como medicina, ge-
ografia, arte, computacao e na prépria matematica. O segundo capitulo se
resume a defini¢oes e propriedades da estrutura e de seu grafo-dual, a Tri-
angulacao de Delaunay. O proximo capitulo, terceiro, descreve trés tipos de
construgao do Diagrama de Voronoi: fundamental, incremental e por varre-
dura. Tais descrigoes sao baseadas na introducgao do algoritmo para cada tipo
e citados algumas plataformas onde o Diagrama de Voronoi estd implemen-
tado. O tltimo capitulo, Jogos de Voronoi, é dividido nos jogos linear e no
plano. No linear é apresentada a estratégia Pontos Chaves e Equilibrio Glo-
bal e no plano sao apresentados dois jogos, sendo o Tradicional e o Maxima
Vizinhanca, sendo o ultimo analisado pela Triangulacao de Delaunay, com
andlise das estratégias destes. Por fim, sao descritas as consideragoes finais
sobre a pesquisa, analisando as contribuicoes e projeto de trabalhos futuros.
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Capitulo 1
Historia e Aplicacoes

Observagoes e constatacoes registradas ao longo do tempo geram even-
tos cronoldgicos onde podemos ter consciéncia da origem de um tema, que
chamamos de histéria. Tais eventos podem ser classificados também como
aplicagoes, onde toda informacao coletada e utilizada para um propdsito
criam marcos que contribuem para evolugao do conteido do objeto em foco.
E, quanto mais dados, mais se pode agregar interesse a um estudo.

Com essa motivacao, as se¢oes a seguir tem o proposito de apresentar
a relevancia do Diagrama de Voronoi por suas contribui¢oes em variados
trabalhos, por intermédio de registros histéricos e exemplos de empregos do
diagrama.

1.1 Historia

Uma compilacao de referéncias da histéria da estrutura Diagrama de Vo-
ronoi devem ser levados em consideracao para dizer como ela foi descoberta
ou utilizada.

Considerando a definigao bésica sendo o particionamento do espaco onde
cada regiao ¢ associada a um ponto de um conjunto, sendo essa associacao ge-
rada por locais mais préximos de um ponto do que de outro desse conjunto,
ocorreu que entre as utilizacoes mais antigas, descobertas, redescobertas e
observagoes na natureza, variagoes do diagrama em questao foram cataloga-
dos em campos da ciéncia para entao, depois de muitos anos convergir para
uma estrutura com nomenclatura definida.

Segundo Aurenhammer [3], o registro mais antigo da utilizagao do con-
ceito do Diagrama de Voronoi é em Principia Philosophiae de René Descartes
(1596-1650) publicado em 1644 [4]. Nao ¢é dito explicitamente sobre o dia-
grama, mas nele é possivel encontrar imagens de desenhos da decomposicao
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do espaco em regioes convexas formada por massas influenciada pelas estre-
las, como na imagem da Figura 1.1.

Figura 1.1: Disposicao da matéria no sistema solar por René Descartes.
Fonte: DESCARTES, 1644, p. 78. [4].

Diversos sao os trabalhos onde foram encontradas as defini¢oes e variagoes
do Diagrama de Voronoi ao longo dos anos nos quais a maioria dos autores
tomam autoria devido descobertas terem sido em &reas distintas e onde a
informacao era dificilmente propagada. O texto em sequéncia contém in-
formagoes que sao dadas em detalhes por Okabe em [5].

Os trabalhos do alema@o Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-
1859) e do russo Georgy Feodosevich Voronoy (1868-1908) sao os primeiros
registros a apresentar o conceito da estrutura que se tem ciéncia hoje. O
tema do estudo envolvia as formas quadraticas definida positiva, ou seja,
Vo € R™; z # 0;Q(x) > 0, onde Dirichlet seguiu os casos R? e R3 enquanto
Voronoi tratou o caso R™. O objetivo do estudo envolvia a distribuicao de
pontos com coordenadas inteiras buscando valores minimos de uma forma
quadratica dada. Dessa forma, era considerado um conjunto de pontos posi-
cionados regularmente em um espago R™ gerado pela combinacao linear de
m vetores linearmente independentes com coeficientes inteiros e entao, rea-
lizava a construcao do Diagrama de Voronoi neste conjunto, resultando em
particao do espago em poliedros mutuamente congruentes.

O primeiro a associar Dirichlet e Voronoi foi o russo Boris Nikolaevich
Delone (1890-1980), quando utilizou o conceito dual do diagrama por Voro-
noi sobre as relagoes das vizinhancas e aplicou seu método da esfera vazia
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(Triangulagao de Delaunay) e foi ele também que criou o termo regides Vo-
ronoi.

A partir dai, entre os séculos 19 e 20 varias estruturas comegaram a ser
descobertas na area das ciéncias naturais, cada uma com nomeacoes distintas,
porém com mesmo conceito.

Em 1885, na area da cristalografia, Evgraf Fedorov, no estudo de com-
binacdo de preenchimento de espaco de cinco poliedros paralelos em R3,
chamou as regides Voronoi de Estereoedros. Na mesma area, os termos area
fundamental, esfera de influéncia, dominio de agao, campo de atividade e ple-
sioedro foram utilizados também por outros pesquisadores alemaes e russos
para designar as regioes Voronoi.

Na meteorologia, geografia e disciplinas sociais foi criado o termo poligono
Thissen, em 1911, onde o americano Alfred H. Thiessen computou estima-
tivas precisas das médias regionais de precipitacao conhecido até hoje como
Método Thissen.

Em 1933, o hingaro Eugene Paul Wigner e o americano Frederick Seitz,
no estudo das propriedades quimicas do s6dio metalico, descrevem as regioes
Voronoi por pontos organizados em grade tridimensional e entao nomeiam
células Wigner-Seitz, os politopos regulares. Na mesma &drea, em 1958,
o britanico Frederick Charles Frank e John S. Kasper focaram em vizi-
nhangas dos poliedros Voronoi (regides Voronoi tridimensionais) formados
pelos atomos contiguos a um poliedro Voronoi de um atomo dado e cha-
maram eles de dominio de um atomo. Ja em 1971, definiram também o
crescimento das zonas de captura de cristais nos grafites iguais as regioes
Voronoi.

O americano Claude Elwood Shannon, entre 1948 e 1949, desenvolveu um
estudo num modelo de comunicagao equivalente a um Diagrama de Voronoi
de um conjunto de cédigos onde a regiao Voronoi é a localizagao de uma
mensagem transmitida e mais tarde, essas regioes foram chamadas regices de
maxima verossimilhanca e, em 1992, Favo de Mel de Voronoi.

Em outro campo, na ecologia, o Diagrama de Voronoi foi observado e
entao redescoberto. Nos anos 60s, o britanico George Stewart Brown definiu
a area potencialmente disponivel, uma regiao Voronoi para uma arvore, para
estimar a intensidade de arvores em uma floresta onde o inglés Roger Meado
chamou de poligonos planta.

Uma das tltimas relagoes a estrutura registrada foi por Louis Johan Char-
les Hoofd onde definiu, em 1985, as regides Voronoi sendo os centros capilares
em pedagos de tecidos, chamando-os de dominios capilares.

Por mais que varias descobertas de estruturas naturais estejam relacio-
nadas ao Diagrama de Voronoi ao longo desses anos, o médico inglés John
Snow, em 1855, publicou um mapa referente ao surto de célera de 1854 que
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ocorreu na rua Broad Street em Londres mostrando a incidéncia de mortes
perto das bombas de dgua, provando que o contagio da doenga estava ligado
ao abastecimento de dgua. A estrutura montada por John Snow se compara
ao Diagrama de Voronoi pois as bombas podem ser consideradas os geradores
da estrutura onde os indicadores dos ébitos se expandiam radialmente.

Outra aplicacao cientifica, foi a do alemao Carl Haag, em 1898, que uti-
lizou um estrutura parecida com ao Diagrama de Voronoi para visualizar a
variacao dialética e identificar as divisoes linguisticas no sudoeste da Alema-
nha.

Mas, nos anos 70s, com o avanco da ciéncia da computacao, algoritmos
foram desenvolvidos para construcao do Diagrama, criando o que é hoje
o ramo da Geometria Computacional. Foram os americanos Michael Ian
Shamos e Dan Hoey, em 1975, que inciaram essa formalizagao apresentando
um algoritmo para construgao (baseado na estratégia de divisdo e conquista),
além de utilizar esse algoritmo para encontrar a arvore geradora minima,
identificar o vizinho mais préximo de cada ponto e encontrar o maior circulo
vazio cujo centro estd dentro do fecho convexo.

Assim, podemos dizer que em situagoes especificas, nao em lato sensu, a
natureza se comporta de uma forma que o Diagrama de Voronoi pode mapea-
las. Além disso, é possivel adaptar a estrutura para intimeros problemas,
além de auxiliar em analise de comportamentos e como assumir uma previsao
geralmente geografica do objeto estudado. A préxima segao separa algumas
dessas aplicagoes.

1.2 Aplicacoes e Utilizagoes

Por mais que o Diagrama de Voronoi ja existisse dentre identificagoes e
formalizacao, podemos citar algumas aplicagoes em varias areas com objeti-
vos especificos, demonstrando como o Diagrama de Voronoi pode ser usado
como uma ferramenta poderosa e como as regioes Voronoi, representadas por
poligonos, podem ser diversas.

1.2.1 Visualizacoes Naturais

Existem particionamentos naturais do espago que sao simples de relacio-
nar com Diagramas de Voronoi. As fronteiras que bolhas de sabao adjacentes
formam, o casco da tartaruga ou até mesmo a regularidade do favo de mel,
sao exemplos nitidos da divisao da superficie por poligonos onde é até mesmo
possivel identificar o gerador da regiao, como observado na Figura 1.2.
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(b) Casco de Tartaruga

(e) Asa da Libélula (f) Pinha

Figura 1.2: Diagrama de Voronoi observados na natureza.
Fonte: Banco de Imagens flickr .

1.2.2 Conicas

Uma importante aplicagdo em geometria analitica, inspirada por [6], é a
construgao de esbocgos de conicas, como a parabola e a hipérbole. Quanto
maior for a quantidade de pontos, mais proximo ficard representada a curva.
Para a construcao, basta considerar os elementos bésicos das parabolas e
hipérboles, o foco e a reta diretriz, entao posicionar um gerador no foco e
distribuir os outros geradores na reta diretriz dando forma ao Diagrama de
Voronoi. Assim, a fronteira do gerador no foco com os outros geradores
formario a curva da conica. B possivel criar os casos degenerados, que sao
triviais, e além do mais, as propriedades dessas conicas continuam sendo
validas.

1.2.3 Medicina

Uma aplicacao do Diagrama de Voronoi na medicina [7] teve como ob-
jetivo o uso dos poligonos para mostrar que os tecidos naturais possuem
distribuicoes diferentes e entender o desenvolvimento de uma doenca pela es-
trutura quando alterado o equilibrio das tensoes e pressoes dentro dos tecidos
com uma patologia (Figura 1.4).

Nesse estudo foi usada uma condi¢ao do Diagrama de Voronoi, onde a

thttps:/ /www.flickr.com/photos - Acessados em 15-07-2019
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Figura 1.3: Conicas pelo Diagrama de Voronoi.
Fonte: Elaborado pelo autor.

(a) Bidpsia do biceps adulto. (b) Bidpsia de biceps de adulto de pa-
ciente com patologia de atrofia neu-
rogénica.

Figura 1.4: Diagrama de Voronoi na Medicina - Andlise da estrutura do
tecido.
Fonte: SANCHES-GUTIERREZ, Daniel et al, 2016, 77-88 [7].

organizacao das células se dao pelo Diagrama de Voronoi Centrodide, ou seja,
os geradores buscam ser o ponto de massa do poligono, resultando em uma
estrutura regular. Essa estrutura é obtida pela iteragao do algoritmo de
Lloyd [8] (Figura 1.5).

1.2.4 Sistema de Informacoes Geograficas

As aplicagdes do Diagrama de Voronoi no Sistema de Informacgoes Ge-
ograficas (SIG) geralmente estao ligadas aos problemas de proximidade.

Um trabalho desenvolvido [9] com esse intuito foi a utilizagao dos poligonos
para determinagao de areas de influéncia de escolas publicas, considerando o
numero de vagas em cada uma. Como existe uma influéncia nas consideragoes
de distancias, a formagao dos poligonos levam em consideracao alguns atri-
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(a) Diagrama antes da aplicagdo do  (b) Diagrama depois das iteragoes
Algoritirmo de Lloyd. do Algoritimo de Lloyd.

Figura 1.5: Diagrama Voronoi Centroéide.
Fonte: Elaborado pelo autor.

butos no calculo das suas areas, gerando um ponderamento na formacgao dos
poligonos originais.

Um dos objetivos do trabalho foi delimitar a area de influéncia das escolas
publicas de Ouro Preto, além de verificar a relacao do nimero de vagas e a
localizagao das escolas na cidade (Figura 1.6).

(a) Divisao Voronoi das escolas. (b) Diagrama Voronoi Ponderado (fa-
tor: numero de vagas em cada escola)

Figura 1.6: Diagrama de Voronoi no SIG - Ouro Preto - MG
Fonte: MOURA, 2009 [9].

Outra utilizacao do Diagrama de Voronoi com objeto similar de estudo, é
a divisao da cidade Victoria, Australia, para a criagao de zonas de captacao
de escolas onde os alunos matriculados sao os que moram dentro dessas zonas.
Um site [10] é disponibilizado com um mapa particionado, sendo as escolas
os geradores dessas regioes.

Uma aplicagao semelhante as escolas de Ouro Preto, porém com os hos-
pitais puiblicos do Rio de Janeiro - RJ, foi retratada em [11], onde nao sé6
levou em consideracao a distancia para criacao das regioes mas também a
capacidade real da unidade em relacao a oferta de internagoes dos hospitais,
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Figura 1.7: Diagrama de Voronoi no SIG - Parte do mapa de Victoria, Aus-
tralia, com suas subdivisoes em relacao as escolas publicas.
Fonte: Pagina Melbourne School Zones [10].

dando aos responsaveis mais dados para um melhor planejamento na area da
saude (Figura 1.8).

(a) Diagrama Voronoi para os hospitais. (b) Diagrama Voronoi Ponderado (fator
leitos disponiveis para internagao)

Figura 1.8: Diagrama de Voronoi no SIG - Rio de Janeiro - RJ
Fonte: REZENDE, ALMEIDA e NOBRE, 2000 [11].

1.2.5 Arquitetura e Design

No ambito da arte, o Diagrama de Voronoi também tem seu lugar e com
as novas tecnologias, ela é representada de forma bem explicita na arquitetura
e no design com uma expressao contemporanea.

Em [12], os autores descrevem tecnicamente a estrutura construida em
2010 em frente ao edificio WestendGate, na Alemanha. Uma cobertura com
design de poligonos de Voronoi foi erguida por Just / Burgeff Architekten, es-
critério de arquitetura, com intencao de estender o espaco urbano adjacente,
com modelo arbdreo simulando o crescimento de arvores (Figura 1.9.a).
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No mesmo artigo, ¢ relatado um projeto onde é utilizada a estrutura de
Voronoi. O escritério de arquitetura ACME, recebeu um prémio na com-
peticao Parque da Paz da ONU, em 2009, por projetar um memorial das
Nacoes Unidas onde este possuia design estrutural com os poligonos de Vo-
ronoi. Tal estrutura tinha o conceito de representar as nacgoes individuais

onde se unem em uma tnica entidade sem perder suas identidades (Figura
1.9.b).

(a) WestendGate (b) Projeto Memorial das Nagoes Unidas.

Figura 1.9: Diagrama Voronoi na Arquitetura.
Fonte: LIMA, 2017 [12].

Com grande correlagao, o Diagrama de Voronoi é bastante utilizado no
design de um mével ou do complemento de um comodo. A pintura de uma
parede, uma cadeira, uma estante, uma janela, uma lumindaria, um vaso,
todos sao elementos passiveis de uma modificagao estrutural, sempre com
enfase em um objetivo de decoracao. Uma delas é a prateleira desenhada
pelo aplicativo de Alan Rorie em 2012 [13], onde é possivel que o consumidor

produza o design do item com a estrutura do Diagrama de Voronoi (Figura
1.10).

1.2.6 Informatica

Nao sé visualmente o Diagrama de Voronoi pode ser empregado, mas sua
utilizacao para atingir um objetivo ou auxiliar a finalidade de um projeto
pode ser caracterizada como inovadora.

Um exemplo no ramo da informética é a aplicagao na interface do usuério.
O site do The New York Times, publicou uma pagina interativa onde era
possivel verificar as possibilidades de ganho nas eleicoes presidenciais entre
Barack Obama e Mitt Romney [14]. As sele¢oes dos objetos pela arvore
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(a) Interface do aplicativo. (b) Prateleira confeccionada.

Figura 1.10: Diagrama de Voronoi no Design.
Fonte: Pagina Kickstarter [13].

bindaria de possibilidades, tinham uma diferenca entre seus campos de opcao,
onde nao era necessario estar exatamente sobre o item, que era o ponto de
decisao, e sim em uma regiao da pagina que pertencia ao mesmo.

Criado pelos americanos Mike Bostock e Shan Carter, Mike relata [15],
que usou uma sobreposic¢ao invisivel com a estrutura do Diagrama de Voronoi
para melhorar a interagao com o mouse sobre os itens onde o caminho mais
préoximo do mouse era destacado (Figura 1.11).

512 Paths to the White House

Select a winner in the most competitive states below to see all the paths to victory available for either candidate.

Fa. Onio NC. va Wis. Calo. towa Nev. NH.

Obama has 431 ways to win Romney has 76 ways to win

Figura 1.11: Diagrama de Voronoi na Informética - Estrutura sobre a pagina
do The New York Times
Fonte: Pagina The New York Times [15].

Em robdtica, varios trabalhos sobre planejamento de movimento de robos
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Figura 1.12: Diagrama de Voronoi na robdtica.
Fonte: TAKAHASHI e SCHILLING, 1989 [16].

fundamentam o algoritmo que arquiteta um caminho livre de colisao para
um retangulo em um plano preenchido com obstaculos poligonais [16]. Tal
caminho é obtido pelo Diagrama de Voronoi Ponderado, criando vias distando
o maximo possivel dos obstaculos de forma que os pontos desse caminho
sao equidistantes da arestas desses poligonos que representam os obstaculos
(Figura 1.12).

Desse modo, tanto a légica ser muito parecida com os padroes organicos
da natureza quanto a eficacia do uso da estrutura como ferramenta, inimeras
sao as aplicacoes do Diagrama de Voronoi. E, portanto, a forma como a
estrutura se encaixa nos objetivos ou como ela propulsiona um resultado,
tem se revelado um grande beneficio e relevancia a sua utilizacao, merecendo
uma atencao particular.
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Capitulo 2

Conceiltos Basicos

Para melhor compreensao de qualquer estrutura, definicoes sao enunci-
adas para nao s6 originar conceitos, mas para também sustentar qualquer
desenvolvimento de um estudo. Dessa maneira, sao impostas formalizagoes
para que nao ocorra margem para interpretacoes, determinando proposic¢oes
exatas.

O presente capitulo segue apresentando definicoes matematicas do Dia-
grama de Voronoi, exibindo uma concepgao analitica da sua estrutura além
de exibir os elementos que o compoe.

E retratado também, o diagrama complementar do Diagrama de Voro-
noi, a Triangulacao de Delaunay, expondo uma definicao e a sua particulari-
dade em se diferenciar de outras triangulagoes pela maximizacao dos angulos
dos triangulos que compoem a particao do plano. E apresentado também o
método Flip de Arestas para transformacao de uma triangulacao em Trian-
gulacao de Delaunay e entao, destacando sua principal aplicagao.

2.1 Diagrama de Voronoi

Apesar das definicbes matematicas, generalizagoes e variagoes, o Dia-
grama de Voronoi é usualmente definido com um conjunto finito de pontos
distintos sobre um plano onde cada regiao é designada ao ponto mais préximo
desse conjunto, e assim cada ponto determina sua propria regiao.

Como é feita a divisao do plano em regides, o Diagrama de Voronoi é
considerado uma tesselacao, ou seja, o cobrimento total de uma superficie por
poligonos sem que existam espagcos entre eles ou sobreposicoes [17]. Podemos
citar exemplos de tesselacao, como na Figura 2.1, o tabuleiro de xadrez e
pavimentacgao por paralelepipedos, com poligonos regulares.

Dentre as definigoes existentes, algumas serao apresentadas para melhor
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(a) Tabuleiro de Xadrez.  (b) Pavimentagao por Para-
lelepipedos.

Figura 2.1: Tesselacoes.
Fonte: Banco de Imagens pizabay .

compreensao da sua formalizagao, assim como suas propriedades. Conside-
raremos em algumas definigdes o conjunto de indices I,, = {1,2,3,...,n},
subconjunto de N limitado por n. Doravante, frequentemente trataremos a
terminologia Diagrama de Voronoi somente por Diagrama.

Definigao 2.1 (Diagrama de Voronoi) Seja A = {p1,p2,....,pn} C R?
um conjunto de pontos onde 2 < n < oo.
Chama-se regiago de Voronoi associada ao ponto p; o conjunto

onde d denota a distancia euclidiana, e o conjunto formado por essas regioes

V(A) = {V<p1)> V<p2)7 ) V<pn)}a

Diagrama de Voronoi.

A relagao entre os pontos e o Diagrama de Voronoi sobre esse conjunto
de pontos ¢ ilustrada na Figura 2.2, demonstrando a tesselacao tradicional.

Nesta definicao a quantidade de pontos a ser considerada é maior que
um, devido ao Diagrama de Voronoi com um ponto ser trivial, onde existe
apenas uma regiao, que ¢ o plano todo.

Outra variacao que pode ser considerada é em relagao a quantidade de
pontos em um plano, podendo o Diagrama ser finito (utilizado na abordagem
dos jogos) ou infinito.

Podemos considerar outra definicao alternativa utilizando o conceito de
semi-planos.

Thttps://pixabay.com/pt/vectors - Acessado em 15-07-2019
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(a) Pontos. (b) Diagrama de Voronoi.

Figura 2.2: Definicao Diagrama de Voronoi.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Defini¢ao 2.2 (Diagrama de Voronoi - Semi-planos ) Seja um conjunto
A ={p1,p2,..,pn} CR* onde 2 < n < oco. Chamaremos b(p;, p;) a reta me-
diatriz ortogonal ao segmento p;p; e

s(pivpj) = {p/d(pi,p) < d(pj.p);i # j.i,j € L.},

o semi-plano contendo p; delimitado por b(p;, p;).
Definimos a regiao de Voronoi V(p;) como sendo a interse¢ao dos n — 1
planos contendo p;, ou seja,

JeIn\{i}

e o conjunto formado por essas regioes

V(A) = {V<p1)7 V(p2)a ) V(pn)}>

o Diagrama de Voronoi.

Para ilustrar a Definicao 2.2, temos na Figura 2.3a a construcao do semi-
plano s(p;,p;) de um ponto p; delimitada pela reta mediatriz b(p;, p;) per-
pendicular ao ponto médio do segmento p;p; e na Figura 2.3b, a formagao
do poligono V(p;) do ponto p; em relagao a outros pontos.

Alguns elementos presentes na construgao de um Diagrama de Voronoi
devem ser destacados. Todo ponto do conjunto considerado no plano sao
chamados geradores onde cada regiao que é gerada por estes formam os
poligonos. Além disso, se p é um gerador, a drea do poligono formada por p
serd denotada por |V (p)|.

Pela Definicao 2.2, pode-se verificar que é considerada a igualdade na
distancia euclidiana onde esta caracteriza a fronteira que o poligono faz com
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(a) Semi-plano. (b) Poligono (Regido mais escura).

Figura 2.3: Diagrama de Voronoi - Semi-planos.
Fonte: Elaborado pelo autor.

outro poligono adjacente, chamada de aresta a(p;, p;). Estas arestas sao for-
madas por pontos que estao mais proximos de dois geradores, dos poligonos
adjacentes, do que qualquer outro, conforme Figura 2.4a. Se uma aresta
nao tem fim, ou seja, uma semirreta, ou é delimitada pelo limite do plano
considerado, ela é denominada infinita.

Outro elemento do Diagrama é o vértice definido pelo fim de um aresta.
Vértices sao comuns a 3 ou mais poligonos e seu grau é o nimero de arestas
incidentes, como na ilustracao da Figura 2.4b. Quando existe pelo menos
um vértice de grau 4 ou maior, o Diagrama é chamado de degenerado.

(a) Aresta. (b) Vértices, todos grau 3.

Figura 2.4: Elementos do Diagrama.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Propriedade 2.1 Cada vértice v do diagrama € centro da circunferéncia
C(v) que passam pelos geradores cujas regioes sao comuns a este vértice.
Além disso, o interior de C(v) ndo contém nenhum outro gerador (Figura

2.5).
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Figura 2.5: Circunferéncia centrada em um vértice do Diagrama.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Observando que um poligono é um conjunto fechado, suas fronteiras, vide
Figura 2.6, podem ser determinadas da seguinte maneira

OV (pi) = V(p:) "V (pj);i # j,i,5 € In.

Figura 2.6: Fronteira de um poligono.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma defini¢ao alternativa para o Diagrama de Voronoi considera o con-
junto das fronteiras, V(A) = {9V (p1),0V(p2),...,0V(pn)}, porém nao é
muito usual essa definicao, pois a estrutura deixaria de ser uma tesselagao e
passaria a ser uma rede.

Devido as defini¢oes usuais do Diagrama de Voronoi serem no espaco R?,
temos que com a definicao alternativa por semi-planos é possivel definir o
diagrama em R™. Assim, consideremos a posicao dos pontos por localizacao
vetorial para a formalizacao, ou seja, para um ponto p em R™, suas coorde-
nadas serao representadas por p = (21, Tg, ..., Tpy)-
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Definigao 2.3 (Diagrama de Voronoi - R™ [5] ) Seja um conjunto de pon-
tos A ={p1,p2,...,on} C R™, com representacao vetorial, onde 2 < n < oo.
Cada regiago de Voronoi V(p;) é determinada por

J€I\{i}

e denominada poliedro de dimensao m.
Desse modo, definimos o Diagrama de Voronoi como a unido dessas
regioes
V(A) = {V<p1)7 V(p2)7 te0y V<pn)}

Com a abrangeéncia da Definicao 2.3, podemos definir o diagrama line-
armente, ou seja, no R, onde essa estrutura sera usada para fundamentar
alguns jogos.

Definicao 2.4 (Diagrama de Voronoi - R [18]) Seja A = {p1,p2, .., Pn}
C R um conjunto de pontos onde 2 < n < oo e os pontos p; estao ordenados
em ordem crescente py < ps < ... < p, . Seja e; o ponto equidistante entre o
pontos consecutivos pi_1 € p;, ou seja, ¢; = 3(pi_1 + p;), sendo ey = —oo e
e, = +00. Dessa forma, a regigo Voronoi de p; serd o intervalo

Vi(pi) = [ei, €ival,

e a uniao destas regioes

o Diagrama de Vorono.

Como a definicao € linear, os elementos p;, geradores, do conjunto A, sao
pontos da reta R, ou seja, nimeros reais. Desse modo, a construcao do Dia-
grama se baseia em determinar quais pontos da reta real estao mais proximo
ao numero real p;. Assim, as regides Voronoi nessa dimensao sao intervalos
e nao poligonos e as fronteiras sao pontos coincidindo com os vértices, pois
vértices sao as extremidades das arestas. A Figura 2.7 demonstra o Diagrama
de Voronoi Linear.

Por mais que seja possivel formalizar as defini¢oes, existe uma defini¢ao
intuitiva capaz de demonstrar a origem da formacao das regioes de Voronoi
construindo o diagrama pela definigdo chamada Ondas Expansiveis [3] ou
Modelo de Crescimento Voronoi [5].

Consideremos o seguinte conceito: seja um conjunto A com geradores p; e
um ponto p arbitrario do plano. Centramos um circulo C' em p crescendo seu
raio a partir do zero e em certo momento C' ird atingir um ou mais geradores
p;. Trés casos podem ocorrer:
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Figura 2.7: Diagrama de Voronoi Linear.
Fonte: Elaborado pelo autor.

e Se p atinge apenas um gerador p;, entdo p € V(p;);
e Se p atinge dois geradores p; e p;, entdao p € OV (p;) = V(p:) NV (p;);

e Se p atinge trés ou mais geradores, entao p é um vértice adjacente a
esses geradores.

Desse modo, seguindo esse raciocinio, porém com os geradores, temos
outra definicao do Diagrama de Voronoi.

Definicao 2.5 (Diagrama de Voronoi - Intuitiva ) Seja o conjunto de
geradores A = {p1,pa,-..,pn} C R? € a expansio de um circulo C de cada
um dos n geradores do plano, a mesma velocidade.

Os pontos do plano pertencerao as regioes dos geradores cujos circulos
0s atingirem primeiro, formando os poligonos V(p;),i € I, até os circulos
atingirem outros circulos (e as delimitagoes do plano).

O Diagrama de Voronoi serd formado pelo conjunto de todos V (p;).

A Figura 2.8 apresenta o comportamento do Modelo de Crescimento Vo-
ronoi para a Definicao 2.5, crescendo discretamente o raio dos geradores até
a formacao completa do Diagrama de Voronoi.

2.2 Triangulacao de Delaunay
O Diagrama de Voronoi e a Triangulagdo de Delaunay sao comumente

discutidas em paralelo, principalmente pela obtengao de um diagrama a par-
tir do outro e pelas varias analises que cada um traz para cada situacao.
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(c) Raio 2.

(d) Raio 3. (e) Raio 4. (f) Raio 5.

(g) Raio > 5.

Figura 2.8: Diagrama de Voronoi - Intuitiva.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Exemplo disso é a jogabilidade de alguns Jogos de Voronoi serem melhor dis-
cutidas pela Triangulacao de Delaunay quando o critério envolve quantidade
de fronteiras de uma regiao Voronoi.

Para conceituar o novo diagrama, tomemos um Diagrama de Voronoi e
consideramos as arestas infinitas e ligamos estas a um tnico ponto, um vértice
extra. Com essa estrutura teremos um conjunto de pontos, os vértices do
Diagrama de Voronoi, e um conjunto de arestas caracterizando um grafo, ou
seja, todos os vértices tém alguma ligagao, arestas, e nenhuma cruza com a
outra. Além disso, todo grafo planar possui seu grafo-dual, isto é, cria-se um
vértice para cada regiao do planar e para cada aresta do planar que separa
duas regices, uma aresta ligando os vértices que representam essas regioes
adjacentes do planar [19].

Assim sendo, seja o grafo planar a partir do Diagrama de Voronoi e
fazendo a ligagao de cada dois geradores que fazem fronteira pelas regioes que
cada um representa, temos como resultado outra tesselacao, esta conhecida
como Triangulagdo de Delaunay [20] (Figura 2.9).
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(b) Grafo Planar.

L

(¢) Grafo Dual. (d) Triangulacao de Delaunay.

Figura 2.9: Triangulacao de Delaunay.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Definigao 2.6 (Triangulagao de Delaunay) Seja V(A) o Diagrama Vo-
ronoi (nao degenerado) definido por um conjunto A = {p1,pa, ..., pn} C R?
de pontos nao-colineares onde 3 < n < o0.

Ligando todos os pares de geradores cujas regioes compartilham uma aresta
comum, obtemos como resultado uma tesselagao. Os poligonos formados
serao somente triangulos, definindo uma Triangulagcao de Delaunay dada por

D(A) [5].

A restricao de que o numero de pontos seja maior que 3 implica na
condicao de que também nao sejam colineares, ja que 2 geradores sempre sao
colineares. Mas o principal motivo é que, se a quantidade de pontos no con-
junto for menor que 3 ou colineares, nao é possivel construir um triangulo.
Desse modo, a Triangulacao de Delaunay sera utilizada em Jogos onde a
estrutura é bidimensional e frequentemente denotaremos apenas por Trian-
gulacao.

Os triangulos formados na estrutura sao denominados faces e suas en-
voltérias formadas, arestas e a conexao destas, vértices. Conhecidos os ele-
mentos da estrutura de Delaunay consideremos as seguintes propriedades
obtidas a partir de [21]:
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P1: Trés pontos p;,p; e pr sao vértices de uma face da Triangulacao se,
e somente se, a circunferéncia formada por estes pontos nao contem
nenhum outro ponto em seu interior (Figura 2.10a).

P2: Dois pontos p; e p; formam uma aresta da Triangulacao se, e somente
se, uma circunferéncia que passa por estes pontos nao contiver nenhum
outro ponto em seu interior. (Na Figura 2.10b-c pode ser observado os
dois casos).

e

(a) Vértices de uma face.

(b) Arestas entre dois pon- (c) Impossibilidade de ares-
tos. tas entre dois pontos.

Figura 2.10: Propriedades da Triangulacao de Delaunay.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma definicao bastante utilizada na anélise da Triangulacao é a do fecho
convexo (Figura 2.11). Ele é uma delimitacdo do plano estabelecido por
alguns pontos de um conjunto, tal que forma um perimetro contendo todos
os outros em seu interior, construindo um poligono convexo. De uma outra
forma, seja um elastico envolvendo todos os pontos de um conjunto, de modo
que ele se ajuste. A regiao que o elastico forma pode ser considerada o fecho
convexo desse conjunto de pontos [5].

Durante a construgao da Triangulacao pode ocorrer uma anomalia, con-
tendo faces de quatro ou mais vértices provenientes do Diagrama de Voronoi
(degenerado) conter vértices com mais de 3 arestas. A solu¢do para obter

31



Figura 2.11: Fecho Convexo de um conjunto de pontos.
Fonte: Elaborado pelo autor.

somente triangulos é particionar as faces anomalas em triangulos, por exem-
plo, tomando uma face anomala, escolher um de seus vértices e liga-lo aos
outros vértices dessa mesma face, exceto aos dois vértices adjacentes.

Casos como estas anomalias contidas nas Triangulagoes resultantes de
Diagramas de Voronoi Degenerados ou triangulagoes quaisquer que nao sao
obtidas pelo Diagrama de Voronoi, podem nao ser Triangulacoes de Delau-
nay, pois esta possui uma propriedade que otimiza sua estrutura buscando
triangulos mais uniformes. Mas com a utilizacao da propriedade P1 é possivel
obter uma Triangulacao de Delaunay. O método Flip de Arestas garante esta
propriedade analisando os triangulos obtidos ou quando sao inseridos novos
pontos na estrutura, movendo as arestas e criando novos triangulos no lugar.

Flip de Aresta:

e Seja a uma aresta de D(A) e o quadrilatero H formado por dois tridangulos,
Ty e Ty, tendo a como aresta comum, ou seja, a = 17 NTy. O Flip de
Aresta ocorre ao trocar os vértices que formam a pelos outros 2 vértices
de H, criando novos triangulos, T5 e Ty;

e Ordenando os angulos dos triangulos que formam H, antes e depois
do flip de a, em ordem crescente. Se o menor angulo antes do flip for
menor que o menor angulo apés o flip, chamamos a, antes do seu flip,
de aresta ilegal. O método Flip de Aresta é ilustrado pela Figura 2.12,
com as comparagoes dos menores angulos, antes e depois do método.

e Uma triangulacao é legal quando nao possui arestas ilegais. Além disto,
uma triangulagao é uma Triangulagao de Delaunay se, e somente se, a
triangulacao ¢ legal.
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(a) Menor angulo: 19,6° (b) Menor angulo: 30°

2N

(c) Aresta Legal e Ilegal

Figura 2.12: Flip de Arestas.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Assim, o Flip de Aresta faz com que arestas ilegais se tornem legais, ou
seja, o menor angulo dos triangulos é aumentado trocando os vértices da
aresta comum desses triangulos.

Uma maneira de identificar se uma aresta é ilegal para fazer o flip, é usar
a proépria propriedade P1 da seguinte forma: seja p;p; a aresta comum aos
triangulos p;p,;pr € pipjpi e C a circunferéncia formada pelos pontos p;p;py.
O segmento p;p; sera uma aresta ilegal se, e somente se, p; estiver no interior
de C. Desse modo, se todos os quatros pontos pertencem a C, ambas as
arestas p;p; e prpi sao legais (Figura 2.13).

Desse modo, podemos dizer que a flip de arestas maximiza o angulo
minimo por toda a triangulagao de um conjunto de pontos. Essa propriedade
da Triangulagao pode ser analisada em uma das suas principais utilizacgoes:
a construgao de uma malha [20], mais especificamente a de uma superficie
terrena com relevo ou depressao.

A construcao da malha ocorre da seguinte forma: tomemos um conjunto
discreto de pontos de uma regiao tridimensional sendo uma das coordenadas
a altura da regiao. Considerando somente as outras coordenadas, do plano,
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(a) Aresta Ilegal (b) Aresta Legal

Figura 2.13: Identificagao de aresta ilegal.
Fonte: Elaborado pelo autor.

constréi-se a Triangulagao e entao inclui as coordenadas da altura. Esse uso
da tesselacao reconstréi a superficie de forma que seja possivel identificar
aproximadamente os desniveis da superficie real (Figura 2.14a).

A Triangulacao de Delaunay faz com que a malha seja mais préxima da
superficie do que outra triangulagao devido o flip de aresta maximizar os
angulos dos triangulos evitando estes com formas alongadas criando assim
bifurcacoes nas superficies que geralmente nao condiz com a continuidade de
um relevo, exemplo disso é a reconstrucao de uma superficie na Figura 2.14b.

(a) Malha. (b) Reconstrugao de superficie.

Figura 2.14: Aplicacao da Triangulagao de Delaunay.
Fonte: a) Elaborado pelo autor e b) Pagina da USP2.

Portanto, devido ao Diagrama de Voronoi e a Triangulacao de Delaunay
possuirem uma dualidade em suas estruturas, cada uma contém, de certa
forma, a mesma informacao que a outra, porém sao representadas de for-
mas diferentes [22]. Consequentemente, a Triangulagao serd utilizada para
jogos que exijam alguma andlise ou discussao particular de acordo com a
jogabilidade apresentada.

Zhttps://edisciplinas.usp.br/pluginfile.php,/2027283 /mod resource /content /0 /PMI3331%20-
MDE.pdf - Acessados em 15-07-2019.
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Capitulo 3

Construcao

A parte da construgao do Diagrama de Voronoi é o enlace que a ge-
ometria e a computacao se conectam, pois como dito no Capitulo 1, sua
construgao teve maior atencao com o desenvolvimento de areas da Ciéncia
da Computacao, onde a maior influéncia foi no campo da Geometria Com-
putacional.

Por mais que houvessem formas de construcao do Diagrama, os métodos
eram manuais, envolvendo régua e compasso, e por mais que fundamental-
mente seja esse o método, gera-se erros devido a aproximagoes de medidas e
cria-se um trabalho bem custoso.

Sendo as classificagoes dos Jogos de Voronoi serem diversificadas, o con-
ceito para a construcao do Diagrama de Voronoi, se torna crucial para o
entendimento dessa tesselacao e assim abrir portas para trabalhos didaticos,
ja que envolvem uma colegao de elementos matematicos.

Além disso, é a insercao do conceito de algoritmos, elemento principal
da computagao, que eleva a relevancia da abordagem da construgao do Dia-
grama. Por definicao, algoritmo é uma sequéncia finita de regras que, apli-
cada a um numero finito de dados, permite solucionar classes semelhantes
de problemas [23]. Logo, tal elemento é um ponto de partida para o campo
da computagao, sendo sua extensao extremamente associada a solugoes de
problemas matematicos.

Quando é construido o Diagrama no plano podemos considerar duas si-
tuagoes em relacao aos Jogos com 2 jogadores cada um com n geradores:
jogos de uma rodada ou de n rodadas. Quando o jogo é de uma rodada, o
Diagrama é construido integralmente, ou seja, todos os 2n pontos ja estao no
plano e o Diagrama ¢ feito considerando 2n pontos. Ja o jogo com n rodadas,
o Diagrama pode ser construido incrementalmente, quando a regra do jogo
exige a tesselagao construida a medida que sao feitas as jogadas, pois nesse
caso o jogo ¢ interativo entre os jogadores, ou seja, jogadas intercaladas.
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Para todas as construcoes sera considerado o espaco de um plano onde,
primeiramente, sera introduzida a construgao fundamental para conceituar a
estrutura basica do Diagrama, seguida da secao que apresenta a construcao
interativa para as situagoes de jogos de m rodadas baseado no algoritmo
interativo e entao, explanados todos os conceitos dos objetos que colaboram
para o algoritmo por varredura que constréi o Diagrama em situacao de jogos
de uma rodada.

3.1 Construcao Fundamental

Consideremos o caso trivial de construgao do Diagrama do conjunto A
com trés geradores, A = {p1,p2,p3}. Tal construgao é destina para fins de
entendimento da geracao das arestas de forma fundamental.

Os elementos para construcao sao bem simples e sao provenientes da
Definigao 2.2, seguindo Algoritmo 1 - Algoritmo Fundamental.

Algoritmo 1: ALGORITMO FUNDAMENTAL

Entrada: A = {p,ps, p3}
Saida: Diagrama de Voronoi de A

1 inicio
Construir os segmentos p1ps, PapP3 € D3pPi;

3 Construir as retas mediatrizes b(p1p2), b(paps) e b(psp;) ortogonais
aos segmentos PPz, PaP3 € P3P1, respectivamente;

4 Inserir o ponto v na interse¢ao das retas mediatrizes b(pips),
b(paps) € b(psp1);

5 Inserir os pontos médios my, mo € mg dos segmentos pipz, P2p3 €

D3p1, respectivamente;
if v € exterior ao poligono pipaps; then

7 Construir a semirreta ;0 — 7;0, sendo m; o ponto médio
pertence ao maior lado do poligono pypaps.

8 Construir as semirretas vm}; j € {1,2,3} e j # i.;

9

10 else

11 ‘ Construir as semirretas vmi, UMb e vms;

12 end

13 Remover as retas mediatrizes.

14 fim

15 retorna V(A)

Pela Propriedade 2.1, o ponto v é o vértice, pois o interior de C'(v) nao
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contém nenhum outro gerador. Desse modo, v é a interse¢ao das 3 semirretas
construidas, que sao as arestas, as quais delimitam as regioes dos geradores
que formam o Diagrama de Voronoi do conjunto A. Podemos verificar o
Algoritmo 1 aplicado ao conjunto A pela Figura 3.1.

(a) Linha 1.

(¢) Linha 5. (d) Linha 6.

Figura 3.1: Constru¢ao Fundamental do Diagrama de Voronoi de A.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Caso seja tomado esta construgao para conjuntos com mais elementos,
seriam necessarias adaptagoes tomando como base a propriedade 2.1 ocasi-
onando maior custo para sua construgao. Desse modo, o propdsito desta
construcao se restringe apenas ao conjunto A.

3.2 Construcao Incremental

Quando ha a regra no Jogo de Voronoi de que o Diagrama seja construido
a medida que sao feitas as jogadas, é preciso refazer o diagrama com um
gerador a mais no conjunto de pontos ja inseridos no plano.

Como ha o acréscimo de geradores a medida que sao feitas as jogadas,
um algoritmo com técnica incremental seria o mais apropriado para que nao
fosse necessario refazer todo o Diagrama com os gerados do conjunto todo.
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O algoritmo de complexidade O(n?) apresentado por Peter Green e Robin
Sibson em 1977 [24] atende essa necessidade, onde é considerado o Diagrama
construido adicionando um poligono para o novo gerador inserido.

Seja V(A) o Diagrama de Voronoi construido do conjunto A = {p1,p2, ..., Pn}
e a insercao do gerador p ao plano. Para construir o poligono desse novo ge-
rador p, basta seguir os passos do Algoritmo 2 - Algoritmo Incremental [25].

Algoritmo 2: ALGORITMO INCREMENTAL
Entrada: p, A
Saida: V(A'); A’ = AU {p}
inicio
2 Identificar o gerador p; cujo poligono V' (p;) contém p; Seja i = 1,
indice auxiliar; repita
3 Construir a mediatriz b(p;, p) até as intersegdes x; e x; que
b(p;,p) faz com a fronteira de V(p;);
4 if V(p;) € o poligono adjacente a V(p;) de modo que
x; € 0V (p;) then
Construir a mediatriz b(p;, p)

=

6 Determinar a intersecao xj que b(p;, p) faz com a fronteira
Vi(ps);

7 Fazeri=je j =k;

8

9 até que o ponto xy seja visitado;

10 Remover a subestrutura dentro do poligono criado V' (p).

11 fim

12 retorna V(A4')

Para exemplificar o funcionamento do Algoritmo 2, considere a insercao
do gerador p em um Diagrama V(A) de um conjunto A. Temos que p C
V(p1), entdo construimos a aresta b(p;,p) de modo que determinamos os
pontos de intersegdo x; e x3. Como xs C 9V (py), fazemos a mediatriz
b(p2, p), encontrando a interse¢ao 3 e por conseguinte construimos a media-
triz b(ps, p). Como é obtido x4 de forma que x4 € b(ps, p) NIV (p4), tracemos
b(p4, p) revisitando zy pois xy C 9V (p4). Portanto, é obtido V(p) e o novo
Diagrama V(A"); A" = AU{p} ¢ obtido removendo a subestrutura no interior
de V(p). Tais procedimentos sao ilustrados pela Figura 3.2.

Nao é incomum que existam varias implementacoes que computam tal
método, programado dentre varias linguagens e plataformas, onde algu-
mas sao desenvolvidas especificamente para um certo objetivo em uma area
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(e) Etapa 2 e 3 para b(p4, p) (f) Diargrama Voronoi de V(A') = AUp

Figura 3.2: Construgao Incremental do Diagrama Voronoi.
Fonte: Elaborado pelo autor.

de atuacao. Um exemplo dessa implementacao é o encontrado no repo-
sitério disponibilizado pelo americano Frederik Brasz [26], onde é possivel
de forma dinamica e parametrizavel, investigar a inclusao de novos geradores
no Diagrama. Com vérias modalidades de visualizacao do Diagrama, existe
uma configuracao onde é possivel construir incrementalmente o Diagrama de
forma livre com base em uma imagem informada na ferramenta, criando uma
confirmagao ou nao da estrutura sobre a imagem. A Figura 3.3 apresenta
exemplos da utilizacao desta plataforma.
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'Voronoi diagram generator

Voronoi diagram visualizations

(a) Diarama Voronoi onde é possivel (b) Exemplo de imagem com Diagrama
adicionar geradores. de Voronoi.

Figura 3.3: Plataforma com implementacao da construgao incremental.
Fonte: Pagina Frederik Brasz [26].

3.3 Construcao por Varredura

Para a construcao estatica do Diagrama de Voronoi, um algoritmo de
tempo de execugao O(nlog(n)) foi apresentado por Steven Fortune em 1987
[27]. Tal algoritmo utiliza uma técnica de varredura percorrendo o plano
com uma linha (Sweep Line) horizontalmente ou verticalmente, tracando as
arestas do Diagrama.

A construcgao nao ocorre exatamente quando a linha intersecta o ponto do
plano, pois pontos a frente da linha podem afetar o Diagrama previamente
tragado, por isso a area percorrida pela linha contém o Diagrama parcial-
mente construido.

Para a completa construcao, o algoritmo utiliza um artificio de uma frente
intermedidria composta por arcos de pardbola, chamada linha de praia (be-
achline), que se utiliza do fato do arco de parabola conter todos os pontos
equidistantes de uma reta e de um ponto dado. Assim, a linha de varre-
dura se comporta como a reta diretriz e os geradores, os focos das parabolas
(Figura 3.4).

Assim, quando um arco de pardabola proveniente de um gerador encon-
tra outro arco de pardbola de outro gerador, na linha de praia, pontos de
interse¢ao, chamados pontos de quebra (breakpoints), sdo obtidos e equidis-
tam desses geradores. Alids, tais pontos de quebra sao pontos pertencentes
a fronteira dos poligonos que irdao se formar e a medida que a linha varre
o plano, a forma das parabolas vao mudando e esses pontos de quebra vao
delineando as arestas do Diagrama (Figura 3.5).

Dois acontecimentos, chamados eventos, ocorrem durante a varredura do
plano na linha de praia: o surgimento e o desaparecimento de um arco de
pardbola [21].
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Diagrama

Parcial

Parabola

Linha de

Praia

Diretriz

Linha de Varredura ‘

(a) Pardbola. (b) Pontos Equidistantes.

Figura 3.4: Linha de Praia.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Ponto de
Quebra

>
Ponto de

° ‘ Quebra

4
Ponto de

Quebra

|

(a) Varrimento encontra- (b)  Varrimento com (c¢)  Varrimento  com
dos 3 geradores. um quarto gerador um quinto gerador
encontrado. encontrado.

Figura 3.5: Ponto de Quebra e mudanca dos arcos de parabola.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Quando a linha de varredura intersecta um gerador, conhecido como
evento de ponto, uma parabola degenerada é formada pois a distancia do
foco a diretriz ser zero. Desse modo, uma reta perpendicular a linha de
varredura, com origem no gerador, até a linha de praia é tragada para repre-
sentar essa parabola degenerada. Assim, ao passo que a linha de varredura
continua percorrendo o plano, dois pontos de quebra surgem e o arco vai
ficando mais largo caracterizando o surgimento do arco de parabola.

O evento do desaparecimento do arco de pardbola deve-se ao evento de
circulo, no qual este arco, na linha de praia, se reduz a um ponto. Essa
reducao é resultante da aproximagao de dois outros arcos adjacentes até se
encontrarem no ponto de desaparecimento do arco entre eles. Esse ponto
de encontro dos 3 arcos equidista dos 3 geradores das respectivas pardabolas
e tragando uma circunferéncia passando por estes 3 geradores, tal ponto
de encontro coincide com o centro da circunferéncia. Se apds a linha de
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Pontos de
Quebra

(a) Pardbola Degenerada. (b) Surgimento do arco parabdlico
apés a linha de varredura passar

pelo gerador.

Figura 3.6: Evento de Ponto.
Fonte: Elaborado pelo autor.

varredura passar pelo ultimo ponto desta circunferéncia e nao interceptar
nenhum outro gerador, o centro coincide com um vértice do Diagrama, caso
contrério o evento de circulo é desconsiderado (Figura 3.7).

(a) Circunferéncia passando por 3 (b) Desaparecimento do arco apds

geradores. a linha de varredura passar pelo
dltimo ponto da circunferéncia e
evidénciando o vértice.

Figura 3.7: Evento de Circulo.
Fonte: Elaborado pelo autor.

O algoritmo apresentado por Fortune, por ser um varrimento direcional
do plano até o ultimo gerador, necessita de uma estrutura de dados para
armazenar as informacoes referentes ao Diagrama a medida que ele vai sendo
construido. Por isso, apenas os elementos de construcao foram descritos
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para compreensao da légica do procedimento que o algoritmo executa, que
se baseia no encontro da linha de varredura com cada gerador.

Por causa do método de Fortune ser bem conhecido, as implementacoes
se tornam diversas, consolidando o método na literatura. Raymond Hill dis-
ponibiliza em seu site [28] uma implementacao totalmente parametrizavel
do Algoritmo de Fortune, que possui uma animacao da linha de varredura,
passando pelos pontos do plano de modo que é possivel identificar as ares-
tas sendo construidas, os eventos de ponto e de circulo, além da linha de
praia (Figura 3.8.a). J4 na plataforma Desmos [29], uma implementagao
do algoritmo disponibiliza um grafico com o Diagrama ja construido e em
razao da ferramenta ser dinamica, a linha de varredura é controlavel de modo
que é possivel analisar como os arcos parabdlicos acompanham as arestas da
estrutura previamente estabelecida (Figura 3.8.b).

(a) Implementagao Raymond Hill.

Fortune's Aigorithm (for Vo.

+ Bl

- &« 1% yAv;

A demonstration of A1
Fortune's algorithm for N \ 4 /
calculating Voronoi cells. \ \

Try moving the points \ \,

around and dragging the 5 7 /
Sweep line up and down! il o AR \ B! /
\ \, N 177 /
Voronoi Cells 5 < T 2
A X Al dl /
7 1 Y

Points

Sweep Line

Parabolas

Bisectors

(OMONIOMOROX(O]

Distances

(b) Implementacao na Plataforma Desmos.

E)

Figura 3.8: Plataformas com implementagao da construcao por Varredura.
Fonte: a) Pagina Raymond Hill [28] e b) Pagina Desmos [29].

Portanto, tomando como base as vérias aplicacoes do Diagrama de Voro-
noi, problemas geométricos surgem e o Diagrama de Voronoi se prova uma po-
derosa ferramenta para solucao destes. Isto posto, com a necessidade latente
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da tecnologia entrelacada em qualquer atividade, solucoes computacionais
acabam se tornando necessarias para nao sé sanar questoes diversificadas,
mas também automatiza-las e elevar a sua eficiéncia.
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Capitulo 4

Jogos de Voronoi

Em virtude da grande aplicabilidade do Diagrama de Voronoi, vérias
andlises sao discutidas, dentre elas a construcao do diagrama. Quando nos
referimos a construgao podemos considerar tanto com os pontos ja dispostos
no espacgo assim como a inclusao de novos no Diagrama ja construido.

Essas andlises motivaram a insercao de regras no processo de construgao
do Diagrama, que combinadas estabelecem restricoes nos fatores que con-
tribuem para a geracao dos poligonos e as consideragoes sobre o resultado
caracterizando o que chamamos de Jogos de Voronoi.

Existem variacoes de Jogos de Voronoi, entre elas, regras, interagoes,
objetivos, estruturas, onde tais jogos servem como modelos utilizados para
analise de um projeto administrativo, por exemplo, ou para analise de in-
teracoes entre entidades, como a competicao de mercado.

As andlises que serao apresentadas no presente capitulo sao direcionadas
a interacao entre dois jogadores utilizando como estrutura o Diagrama de Vo-
ronoi. Desse modo, os modelos Jogos de Voronoi tem como base a Teoria dos
Jogos [30], pois este estuda decisdes que sao tomadas em um ambiente onde
varios jogadores interagem, ou seja, estuda as escolhas de comportamentos
6timos quando o custo e beneficio de cada opgao nao é fixo, mas depende da
escolha dos outros individuos [31].

Nos Jogos de Voronoi, as decisoes sao tomadas de acordo com a situacao
do ambiente e, como existe a interacao, cada movimento para seu objetivo
trara uma resposta. Neste estudo, serao apresentadas estratégias encontradas
para atingir um ou mais objetivos que sao situacoes estratégicas onde joga-
dores escolhem diferentes acoes na tentativa de melhorar seu retorno. Assim
sendo, temos que a Teoria dos Jogos contribui para se conhecer, previamente,
o melhor resultado para os jogadores a frente das estratégias praticadas.

Os primeiros trabalhos sobre Jogos de Voronoi [32, 33] sao baseados no
Problema de Localizacao de Instalagbes Competitivas - PLIC (do inglés,
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Competitive Facility Location Problem - CFLP) onde o objetivo era maxi-
mar a area de duas franquias de lojas que seriam instaladas ao longo de uma
avenida. Com essa aplicagao e sua evolucao, pode-se dizer que as areas da
economia e negbcios tiveram bastante influéncia para fundamentar o Jogo
de Voronoi ja que o Diagrama de Voronoi gera uma tesselacao que contribui
visualmente para as estratégias de mercado de forma bem apurada.

Por mais que, alguns Jogos de Voronoi apresentados possuam como base
o PLIC, devido a impulsao dos trabalhos nesse contexto, esses possuem ca-
tegorias que os diferem. Cada jogo possui sua regra, jogabilidade, objetivo,
além da sua estrutura no espaco.

As classificagoes dos Jogos de Voronoi estao diretamente ligadas as suas
regras, o que contribui mais para sua aplicacao ja que é possivel implementa-
los de formas distintas. Tais categorias consideram;

1. Dimensao:

(a) Linear: estudos no espago R;

(b) No Plano: estudos no espaco R?;
2. Jogabilidade:

(a) Uma rodada: o primeiro jogador joga todos seus pontos, depois o
segundo jogador, os seus;

(b) n rodadas: cada jogador joga a mesma quantidade de pontos, um
depois do outro, em n rodadas;

3. Objetivo:

(a) Maximizar Regido: obter maior area total;
(b) Maximizar Vizinhanga: obter um total maior de quantidade de

vizinhos (regides fronteira);

4. Critérios: Particularidades que devem ser seguidas para atingir o obje-
tivo.

Comumente, no presente estudo, os jogadores serao identificados por J1
para o primeiro jogador a jogar e J2 para o jogador que joga apds o primeiro.
E, serd denominado Jogo, o tipo de Jogo de Voronoi pertinente a cada segao.

46



4.1 Jogo de Voronoi Linear

Quando condicionamos por regras a construcao de um Diagrama de Vo-
ronoi em R, definimos o Jogo de Voronoi Linear, o qual pode ser apresentado
como fundamental para o contexto de Jogos de Voronoi. Por mais que tenham
uma estrutura simples, possuem grande utilizagao, no caso, para introduzir
o conceito do jogo.

4.1.1 Jogo Tradicional Linear

Uma formalizacao apresentada por Ahn et. al [32, 33], descreve es-
tratégias de ganho para J2, de turnos alternados em uma estrutura linear
com formato segmento de reta ou circunferéncia. Esse Jogo, segue como
base contextual o PLIC, que determina a area de mercado de acordo com a
atracao que o cliente tem pela instalacao em relagao a distancia.

O Jogo ¢ disputado por 2 jogadores, J1 e J2, cada um com n > 1 gera-
dores, em turnos com jogadas alternadas. Entao, é construido o Diagrama
de Voronoi para 2n geradores, onde cada regiao ¢ atribuida a um jogador de
acordo com o gerador que lhe pertence, e o ganhador é o jogador que possui
maior comprimento total da curva.

Chamaremos de L uma porcao continua de uma curva onde serao feitas
as jogadas e construido o Diagrama, sendo seu formato indiferente para o
jogo.

Serao desconsiderados jogos degenerados em que n = 1, pois se L for uma
circunferéncia, o jogo empata independentemente da disposicao dos pontos,
e se L for um segmento de reta, J1 sempre ganha colocando o ponto gerador
no ponto médio do segmento.

E estabelecido um conjunto dos pontos de cada jogador, assim seja G1 os
geradores de J1 e G2, os de J2.

Uma variacao interessante desse Jogo é a quantidade de geradores que
cada jogador pode posicionar em cada rodada. Os Jogos cldssicos com turnos
alternados sao posicionados um gerador por vez, neste é possivel determinar
um lote de geradores a ser jogado em cada rodada.

Suponhamos um jogo com k < n jogadas sendo a; e 3; o numero de ge-
radores que J1 e J2 posicionam, respectivamente, na jogada 2. Essa variacao
possui as seguintes restricoes:

R1V1<i<k a;pB >0;
R2V1<j<kYl,a <Xl B

R3 Ef;:l o = Ef;:l Bi =mn;
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R4 «; < n (no jogo circular);

R5 «; =1 (no jogo na linha);

Essa generalizacao de posicionamento em lote, além de incluir o Jogo
classico, quando «; = f; = 1, obriga também que os jogadores joguem a
mesma quantidade (> 1) em cada turno. Antes do inicio do Jogo, deve ser
estabelecido os valores dos parametros k, «; e ;. Eles precisam ser fixados
antecipadamente para que a jogabilidade nao seja dependente do J1, pois J2
terd que jogar a mesma quantidade que J1 jogar.

Considerando uma curva L, definimos alguns termos para explanacao da
estratégia do jogo, ilustrados pela Figura 4.1:

Intervalo: arco entre dois geradores sem nenhum gerador entre eles;

Intervalo Uniforme (IU): intervalo com geradores do mesmo jogador
sendo suas extremidades;

Intervalo Quebrado (IQ): intervalo com geradores de jogadores distintos
sendo suas extremidades;

Intervalo J1 (IJ1): TU tendo como extremidades geradores do J1;
Intervalo J2 (1J2): IU tendo como extremidades geradores do J2;
Pontos Chave (PC): n posigoes pré-determinadas em L;

Intervalo Chave (IC): Intervalo com suas extremidades com geradores
posicionados em PC;

Intervalo Chave Quebrado (ICQ): IC com suas extremidades sendo ge-
radores de jogadores distintos;

Intervalo Chave J1 (ICJ1): IC com suas extremidades sendo geradores
de J1;

Intervalo Chave J2 (ICJ2): IC com suas extremidades sendo geradores
de J2.

Com os termos definidos, apresentamos a versao genérica da Estratégia
Pontos Chave, que serd utilizada em ambas variagoes, na linha e circular,
para as jogadas de J2.
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(a) Intervalo Uniforme e Que- (b) Intervalo J1 e J2.

brado.
N

1c0

(c) Pontos Chave e Inter- (d) Intervalo Chave Qu-
valo Chave - n = 5. brado, J1 e J2 - n =5.

Figura 4.1: Defini¢oes de termos para Estratégia Pontos Chave.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Estratégia Pontos Chave:

— Ftapa 1: J2 posiciona seu gerador em um PC vazio;
Esta etapa encerra quando todos PC sao preenchidos, tanto por J1 ou

J2.

— FEtapa 2: J2 posiciona seu gerador em um ICJ1, quebrando o ICJ1.
Esta etapa encerra quando todos ICJ1 sao quebrados antes da tltima
jogada de J2.

— Ftapa 3: J2 quebra um IJ1. Esta etapa termina com o tltimo gerador
de J2 posicionado.

Com a Estratégia de Pontos Chave podemos garantir que depois da Etapa
3 nao exista mais ICJ1 e que todos 1J2 sejam ICJ2.

Na primeira garantia, seja j > 1 o nimero de geradores posicionados em
PC por J1. Pela restricao R4, J2 tem pelo menos um PC com seu gerador,
entao j < n e J1 pode formar no maximo 7 — 1 ICJ1. No fim da Etapa
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1, sobra n — j PC para J2 posicionar seus geradores e nas etapas seguintes,
possui j — 1 geradores disponiveis para quebrar os ICJ1.

Ja na segunda garantia, na Etapa 1, J2 sé posiciona em PC, e nas etapas
seguintes J2 transforma IJ1 em IQ, assim se houver algum 1J2, estes serao
ICJ2. Este caso ocorre quando J1 ou J2 nao quebra um IJ2 ocupando um
IC.

Jogo de Voronoi Circular

Nessa variacao da estrutura a curva L é uma curva fechada, uma circun-
feréncia C', com tamanho do intervalo [0,1]. A soma dos IJ1 e 1J2 de J1 e
J2 sao denominados G1. e G2, respectivamente. O comprimento dos IQ sao
divididos ao meio e distribuidos para cada jogador a parte que lhe pertence.
Ganha quem possuir maior soma do comprimento de C', ou seja, J2 ganha se
G2.—G1,.> 0.

Os PC sao distribuidos por C' da seguinte forma: u; =i/n,i =0,1,...,n—
1. Supondo que J1 posiciona o gerador em 0, a Estratégia Pontos Chave para
o jogo circular segue da seguinte maneira (Figura 4.2):

— Ftapa 1: J2 posiciona seu gerador em um PC vazio.
Esta etapa encerra quando todos PC sao preenchidos, tanto por J1 ou

J2.

— FEtapa 2: J2 quebra o maior 1J1.
Esta etapa encerra antes da ultima jogada de J2.

— FEtapa 3: J2 quebra um I1J1:
i) Se existe mais de um 1J1, J2 quebra o maior.

ii) Se existe apenas um IJ1, seja d seu comprimento, entdao J2
posiciona seu gerador em um ICQ a uma distancia menor que 1/n —d
da extremidade de J1 desse ICQ.

A restricao R4, a; < n, deve ser declarada permitindo que J2 possa
posicionar um gerador em um PC, pois caso contrario, J1 tomaria todos PC
e conseguiria um empate.

A Estratégia Pontos Chave é valida para essa variagao circular, pois na
Etapa 1, J1 posiciona seu primeiro gerador em um PC, logo J2 pode posicio-
nar em até n — 1 PC. Na Etapa 2, antes de cada jogada de J2, a quantidade
de geradores de J2 posicionados é menor que os de J1, assim sempre pode
existir pelo menos um 1J1, podendo ser um ICJ1 ou IJ1 menor que 1/n, os
quais podem ser quebrados. Na Etapa 3, que ¢ a ultima jogada de J2, se tem
mais de um IJ1, quebra-se o maior e como os 1J2 sao ICJ2, G2, > G1.. Se, se
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0 1
4@4 ‘Qs
12 2 3

) Pontos Chave. (b) Etapa 1.
(c) Etapa 2. (d) Etapa 3.

Figura 4.2: Estratégia Pontos Chave em uma circunferéncia com n = 4
rodadas, um gerador cada rodada (geradores enumerados de acordo com a
sequéncia de jogadas).

Fonte: Elaborado pelo autor.

tem somente um IJ1, este possui tamanho d < 1/n e J2 posiciona seu gerador
em um [CQ criando um 1J2 maior que d, fazendo com que G2, > d = G1..

Jogo de Voronoi Na Linha

Neste jogo, L é um segmento de reta no intervalo [0,1]. A regido de
comprimento do ponto 0 até ao primeiro gerador pertence ao jogador que
posicionou este gerador, onde o caso para regiao da direita que termina no
ponto 1 é andlogo.

Para a Estratégia Pontos Chave, estende-se L para uma curva fechada
C" conectando os pontos 1 e 0 usando uma curva B chamada arco de borda.
Os geradores de J1 e J2 em L particionam C’ em intervalos onde um desses
contem B e esse é chamado Intervalo de Borda (IB). Desse modo, podemos
definir IBQ, IBJ1, IBJ2 sendo IB de extremidades com geradores de jogadores
distintos, com geradores de J1 e com geradores de J2, respectivamente.

Os intervalos 1J1 e 1J2 dos geradores de J1 e J2 sao G1. e G2, respec-
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tivamente, onde s6 é considerado o comprimento de L. No caso de IBQ, o
intervalo nao é divido igualmente, G1; e G2, denominam o tamanho de IB que
pertence aos jogadores J1 e J2 e se IB é IBJ1 ou IBJ2, entao G1, = G2, = 0.
O vencedor é quem possuir o maior comprimento da L com soma dos seus
intervalos, ou seja, J2 ganha se (G2. + G2;) — (G1. + G1;) > 0.

Os PC nessa variagao do jogo sao marcados de acordo com a expressao
w; = 1/2n+i/n,i = 0,1,...,n — 1. Supondo que J1 posiciona seu primeiro
gerador em um PC, a Estratégia Pontos Chave para o jogo na linha exige
uma adaptacdo da apresentada para o circular (Figura 4.3):

— Ftapa 1: J2 posiciona seu primeiro gerador no PC ug ou u,_1 .

— FEtapa 2: J2 posiciona seu gerador em um PC vazio.
Etapa 2 encerra quando todos PC sao preenchidos, tanto por J1 ou J2.

— Ftapa 3: Casos a considerar:

i) Se existe pelo menos um 1J1, J2 quebra o maior.

ii) Se existe apenas IBJ1 para intervalos de J1:

a) Uma das extremidades de IBJ1 é um PC. Assumindo que
seja ug e que a outra extremidade esteja no ponto 1 —d, J2 posici-
ona seu gerador em qualquer lugar do intervalo (d, ug). Se u,_1, J2
posiciona seu gerador em qualquer lugar do intervalo (u,_1,1—d).

b) Nenhuma das extremidades de IBJ1 é um PC. Seja d o
comprimento de IBJ1. J2 posiciona seu gerador em um ICQ a
uma distancia menor que 1/n — d da extremidade de J1 desse

ICQ.
Etapa 3 encerra antes da tltima jogada de J2.

— FEtapa 4: J2 posiciona seu ultimo gerador se acordo com um dos casos
(nesta etapa nao existe mais IBJ1):

i) Se existe pelo menos um 1J1, J2 quebra o maior.

i1) Se existe um IJ1, seja d o comprimento de 1J1, entao J2 posiciona
seu gerador em um ICQ a uma distancia menor que 1/n — d da
extremidade de J1 desse ICQ.

A restricao Rb5, a; = 1, foi necessaria para que J2 possa posicionar em um
dos PC, ug ou u,_1, devido a estratégia requerer pelo menos um gerador de
J2 em wugy ou u,_; para jogada do arco de borda na Etapa 3, caso contrario,
J1 possuiria maiores chances de ganho.
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(a) Pontos Chave. (b) Etapa 1 e 2.

(c) Etapa 3. (d) Etapa 4.

Figura 4.3: Estatégia Pontos Chave em um segmento de reta com n = 4
rodadas, um gerador cada rodada (geradores enumerados de acordo com a
sequéncia de jogadas).

Fonte: Elaborado pelo autor.

A estratégia na linha é também vélida:

Na Etapa 1, J1 nao pode tomar ambos PC uy e u,_;. Na Etapa 3 ¢
garantido pelo menos um I[J1, mesmo que seja IBJ1, e se IBJ1, ug ou u,_1
tem o gerador de J2 e d < 1/2n, caso contrério, existird um ICQ. A validagao
estratégia continua seguindo duas condigoes:

e Como na linha nao traz a simetria dos PC que tem na circunferéncia,
pode ocorrer do J1 nao conseguir colocar nenhum gerador nos PC e J2
conseguir, assim os IJ1 serdo menores que 1/n.

© Se o numero de 1J1 e 1J2 forem iguais, G2, > G1,;
¢ Se houver IBJ1 ou IBJ2, G1, = G2, = 0 e G2, > G1,;
¢ Se houver IBQ, um dos PC wug ou u,_; e pertence a J2, entao

1/2n = G2, < Gl e G2, > G1..

e (Caso J1 consiga pelo menos posicionar em um PC, apds Etapa 2 assume-
se que todos PC foram preenchidos e entao chegamos na Etapa 4.

¢ Se (ii) da Etapa 3 n@o ocorrer, nao existird ICJ1 antes da Etapa
4 e se existir ICQ, este podera ser um IB.

% Se ocorrer (ii) da Etapa 4, entdao G2. > G1,;
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« Se ocorrer (i) da Etapa 4, IJ1 terdo tamanhos menores 1/n e
[J2 serao ICJ2 e G2, > G1.; Se ainda nesta condicao houver
IBJ1 ou IBJ2, G1, = G2, = 0 e G2, > G1,; e se houver 1BQ),
um dos PC ug ou u,,_1 e pertence a J2, entao
1/2n = G2, < Gl e G2, > G1. somente se ocorrer (i) da
Etapa 3.

o Se (it) da Etapa 3 ocorrer, nao havera ICJ1 na Etapa 4;

* Se ocorrer (ii) da Etapa 4, entdao G2. > G1,;

* Se ocorrer (i) da Etapa 4, considera-se a ultima ocorréncia de
(77) da Etapa 3, onde IB é o unico 1J1.

- Se a), nao havera IBJ1 ou IBJ2 depois da jogada de J2,
assim até o fim do jogo, J2 apenas quebra [J1. Assim, res-
tara apenas IQ e IBQ e consequentemente G1. = G2, =0
e G2, < G2;.

- Se b), havera um 1J2 e um IBJ1 tal que 1J2 > IBJ1 e
como nessa Etapa J2 s6 quebra 1J1 e nao IBJ1 além de
nao ser possivel criar mais 1J2, entao G2, > G1. pois
Glb == G2b - O

Portanto, por mais que seja possivel empatar no Jogo onde J2 jogue
em posicoes opostas em R em que J1 jogue, garantindo regioes de mesmo
tamanho, a Estratégia de Pontos Chave por [33] pode garantir a vitéria de
J2, mesmo que com margem pequena.

Além disso, com variacoes de estrutura, circular e segmento de reta e
com adaptacgoes da estratégia para cada uma, foi analisada a jogabilidade de
uma forma generalizada onde é possivel escolher a quantidade de geradores
a serem posicionados por vez, os geradores em lote, que é um diferencial de
Jogos de Voronoi, ja que a interatividade usualmente ocorre uma ”vez” para
cada.

4.1.2 Jogo de Hotelling

Nos Jogos de Voronoi, quando um gerador é posicionado, majoritaria-
mente ele fica fixo para que o Diagrama seja construido. Porém, uma variacao
dos Jogos de Voronoi existente, Jogo de Hotelling, permite que o gerador po-
sicionado seja realocado, ou seja, é possivel refazer uma jogada com o mesmo
gerador.

O Jogo de Hotelling é baseado no artigo do estatistico matematico Harold
Hotelling [34], onde ele discute a influéncia das estratégias de comércio por
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empreendedores, analisando o interesse de clientes em relagao aos precos de
produtos ofertados e a distancia entre o comprador e vendedor.

O Jogo, é em uma linha com 2 jogadores onde cada um posiciona apenas
um gerador e o reposiciona k vezes, a fim de maximizar sua regiao. O jogador
garante vitoria quando possuir a maior regiao linear, magnitude do intervalo,
apos as k rodadas pela construgao do Diagrama de Voronoi.

A estratégia de ganho é bem simples: posicionar o gerador no ponto médio
da linha ou finalizar a jogada k posicionando o gerador no centro garantindo
metade da curva.

Por mais que nao tenha sido encontrada uma estratégia elaborada para
este jogo, combinacgoes de regras podem ser estabelecidas para incrementar
sua jogabilidade, como exemplo, um Jogo derivado, somar todas as regioes,
Y|Vi(p)|, de cada jogador em cada jogada onde o vencedor é quem obter
a maior soma. Assim, posicionando o gerador sempre perto do gerador do
adversario, na maior porcao lateral da regiao do oponente, que vai de uma
extremidade ao gerador adversario, garante regioes sempre maiores.

Sendo J1 o primeiro a posicionar seu gerador p seguido do gerador ¢ de
J2 podemos observar, na Figura 4.4, jogadas do Jogo de Hotelling com o
resultado J2 vencedor para o primeiro jogo com maior comprimento de um
segmento de reta de tamanho 1 apds 2 rodadas, e na Figura 4.5, com resultado
J1 vencedor, no Jogo de Hotelling derivado, com o maior somatério de com-
primentos apds 2 posicionamentos, sendo |V, (p)| = 1,01 > 3|Va(q)| = 0, 99.

k=1 k=2

[Vip)l = 045 [V(g)l= 055 [V(g)l= 055 |V(p)l = 045

Figura 4.4: Resultado Jogo de Hotelling Tradicional, J2 vencedor.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Contudo, o Jogo de Hotelling geralmente é contextualizado pela com-
peticao de 2 empreendedores em um espaco linear contabilizando tanto o
custo de um cliente para se ter acesso a cada uma das lojas de cada empreen-
dedor quanto o preco de venda do item de desejo do cliente. Kyle Woodward
[35] e Presh Talwalkar [36], sdo alguns dos pesquisadores que descrevem o
processo de Hotelling usando o exemplo de dois carrinhos de sorvetes, de
marcas distintas, na beira da praia.

Cada carrinho, C'1 e C2, quer ficar perto dos clientes pois ficam mais
acessiveis, entao se espalham, cada um criando sua margem de contato ge-
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k=1

[Vip)l= 045 [V(g)= 0.55
p AQ
0 1
(a) k=1
k=2
[Vip)l = 0.58 [V(g)l= 042
P q
+ @0
0 1
(b)k=2-J1
k=2
[V(g)l= 0.44 [Vip) = 0.56
.-\q . .D
0 1
(c) k=3-7J2

Figura 4.5: Resultado Jogo de Hotelling Derivado, J1 vencedor.

Fonte: Elaborado pelo autor.

ograficamente. Se considerar um segmento de reta de tamanho 1, C1 se
posiciona no ponto 0,25 e C2 no ponto 0,75 e apds a divisao do espaco
(pelo Diagrama de Voronoi), cada um teria a mesma quantidade de espago.
Porém, cada carrinho busca maior territério, entao um carrinho se aproxima
do outro para conseguir maior regiao da praia diminuindo a do concorrente.
Desse modo, na busca de maximizar o territério, acabam se encontrando no
centro da praia, tendo, ambos, mesma quantidade territorial da praia, igual
a 0,5 na reta (Figura 4.6).

Porém, se apos atingirem o centro, se um dos carrinhos se mover, este
tera seu territério reduzido, pois o adversario ja terd garantido metade da
regiao por se situar no centro da praia e ird dividir somente metade dela
ap6s mudanga de localizagao do primeiro carrinho. Okabe [5], chamou essa
configuracao central de Equilibrio Global, onde as lojas nao possuem nenhum
incentivo em se reposicionar. No Jogo de Hotelling, o Equilibrio Global se
caracteriza como empate.

Diferentemente do sentido de geradores equidistantes do centro, a es-
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lvici) = 0.5 lvice) = 0.5
C1 Cc2

(a) Divisao Igual para C1 e C2

[V(C1) = 0.55 |vice)| = 0.45
C1 Cc2

& &
A 4 \ 4

(b) Busca em maximizar regiao pelo C'1.

|[V(C1)| = 0.5 lV(Cc2) = 0.5
c1jC2
o

(¢) Cobertura maxima simultanea por C1 e C2

Figura 4.6: Contextualizacao Jogo de Hotelling - Carrinhos de sorvete na
beira da praia.
Fonte: Elaborado pelo autor.

tratégia Equilibrio Global segue o conceito do Equilibrio de Nash [37], que
busca a melhor solucao onde conduz o jogo a um resultado de estabilidade,
nao tendo incentivo para que os jogadores facam algum reposicionamento,
assim, a estratégia de cada jogador é a melhor possivel para ele préprio.
Para exemplificar essa diferenca, as Figuras 4.6a e 4.6¢ possuem o mesmo
resultado, porém o Equilibrio ocorre apenas em 4.6¢, pois pela Figura 4.6a é
possivel atingir o estado da Figura 4.6b.

O caso é analogo se ambos jogadores posicionam seus geradores no mesmo
local que nao seja o centro, um dos geradores pode ser reposicionado para
o centro e conseguir metade da regiao. Desse modo, para 2 geradores, o
Equilibrio Global ocorre no ponto 0,5 do segmento de reta de tamanho 1.

Ao definir Equilibrio Global, Okabe considerou a competicao de n ins-
talacoes, p;, onde o lucro destas sao proporcionais aos comprimentos das suas
regices V' (p;), suas dreas de mercado. Assim, Eaton e Lipsey (1975, p. 27-
49) sao citados por Okabe atestando as tinicas configuragoes dos Equilibrios
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Globais para n = 2,4 e 5, onde 3 nao tem Equilibrio Global e para n > 6,
existem infinitas configuracoes para Equilibrio Global.

0 - [ “ 1
(a)n=4

0 ® . - 1
(b)n=>5

0 1
(¢) Uma configuragagio para n = 6.

Figura 4.7: Configuracoes Equilibrio Global.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Mas Willian Spaniel [38], descreve o Equilibrio Global para n par, onde
cada 2 jogadores ocupam as localizagoes 1/n,3/n, ..., (n — 1)/n, e os locais
centrais sao ocupados apenas por metade dessas configuracoes dos geradores
no segmento de reta. Porém, para n impar os estudos devem ser analisados
caso a caso pois nao seguem uma regra padrao [39].

Tal comportamento em se manter no centro explica o por qué de mui-
tas lojas do mesmo segmento se mantém muito proximas, como postos de
gasolina e redes de supermercados. Empreendedores se mantém mais equi-
pados em diversidade quando proximo da concorréncia e para o consumidor
a competicao comercial lhe gera economia e a busca do item fica mais facil,
diferentemente se tais pontos fossem isolados.

Uma analise sobre o Equilibrio Global no Jogo de Hotelling é na area
politica onde dois candidatos de partidos distintos disputam a presidéncia,
por exemplo. Cada um possui uma plataforma com posicao politica diferente,
se eleitores estao dispostos em um espectro de posicoes politicas onde cada
candidato estd propenso a posigcoes contrarias, extremos desse espectro, can-
didatos tendem a se manter no meio desse espectro cativando o maior niimero
de eleitores na busca dos votos médios, fazendo eleitores mais propensos a um
candidato que outro por qué estao mais préximos as suas posigoes politicas.

Por fim, uma outra aplicacao desse processo de Hotelling, sao as matérias
televisivas que sao transmitidas. Devido a competicao entre canais, ocorre
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que varias emissoras concorrem pela mesma noticia ao invés de reportar
noticias variadas, isso por qué, tendem a se posicionar no centro do espectro
de interesse de uma manchete, chamando atencao do maximo de telespecta-
dores possivel.

A titulo de complemento, existe um estudo sobre o processo de Hotelling
bidimensional [5], porém nao como jogo, apenas uma andlise dos poligonos e
suas propriedades, usados para otimizacao de localizacao.

4.2 Jogo de Voronoi No Plano

Quando consideramos as regras de jogos em um plano e nao mais em
uma curva, definimos os Jogos de Voronoi No Plano. Estes sao os jogos
mais comuns entre os Jogos de Voronoi, devido sua aplicabilidade em deter-
minar areas geograficas e, por esse motivo, os mais comuns em atividades
geomeétricas.

4.2.1 Jogo Tradicional No Plano

O Jogo Tradicional No Plano se resume a jogadas de n rodadas com
dois jogadores tendo como objetivo a maximizacao da regiao de um espago
bidimensional, especificamente de um quadrado.

Ainda é dificil encontrar registros para estratégia de ganho para os jogado-
res com os requisitos citados. Por mais que exista uma forma para encontrar
a maior regido a ser construida [40, 41], ou seja, posicionar o gerador no
Diagrama a fim de construir o maior poligono, podendo maximizar a area
total do competidor, uma estratégia completa nao foi apresentada devido sua
complexidade.

Porém, uma sugestao de estratégia bem simples, no estudos de algorit-
mos, foi relatada em [42] de forma que as jogadas fossem uma mistura de
ataques e defesas. Assim, o ataque seria a divisao do maior poligono do
oponente, diminuindo a regiao total do oponente e conseguindo a mesma
quantia para a prépria regiao total. Tal método possui sua validade, pois
caso fosse feita a divisao em uma area com varias fronteiras, a regiao criada
perderia abrangéncia nas proprias vizinhangas e também nao alcangaria uma
aglutinacao maxima dos poligonos do oponente. Ja as defesas se baseiam
em dividir os proprios poligonos em areas aproximadamente iguais, assim
evita-se grandes perdas provenientes da divisao das jogadas do oponente.

O Jogo implementado por Frederik Brasz [43], tem exatamente os re-
quisitos exigidos com J1 sendo o jogador Red e J2, Blue. Na plataforma
¢ indicada, a quantidade de geradores posicionados, qual é o jogador a po-
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sicionar o préximo gerador assim como a porcentagem da &area total que
cada competidor conquistou, sendo a critério dos jogadores o valor de n para
finalizagao, pois o jogo é continuo (Figura 4.8).

Voronoi diagram area game

Red area: 39.9% Red's turn Blue area: 60.1%
9 points placed 9 points placed

Figura 4.8: Jogo Tradicional para n = 9.
Fonte: Pagina Frederik Brasz [43].

Jogo Tradicional No Plano - Uma Rodada

Dentre as estratégias para Jogos de Voronoi no plano com objetivo de ma-
ximizagao de drea, um estudo [44] com jogabilidade de uma rodada foi apre-
sentada uma estratégia de ganho para J2, sendo n suficientemente grande,
onde o espaco é um quadrado de dimensoes \/n e drea igual a n.

Como o jogo é de uma rodada, todos os n geradores de J1 sao posiciona-
dos, assim, este possui uma proporgao de n/n = 1 da area total do quadrado.
Para J2 ganhar, este precisa que seus n geradores possuam 1/2+a;a > 0 da
area total. Tal estratégia mostra que é possivel fazer isso com um gerador a
qual é induzida para o conjunto todo de geradores de J2.

O método utilizado parte de que, se existe uma quantidade de poligonos
de J1 menor ou igual a [n/2| cobrindo um total de drea do quadrado maior
que 1/2 + a;a > 0, J2 pode tomar boa parte dessa area atacando cada
gerador de J1, posicionando seus geradores, dois a dois, em cada lado dos
geradores de J1, sendo este o centro de simetria dos outros 2 (Figura 4.9),
sendo |n/2]| o nimero inteiro do resultado da divisao n/2. O método falha
quando os poligonos de J1 possuem quase o mesmo tamanho, remetendo a
estratégia simples das combinacoes de ataques e defesas, porém se mais de
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en poligonos de J1 tém area menor que 1 —¢; € > 0, a estratégia ainda é
valida.

Figura 4.9: Reducao da area de um poligono de J1 por 2 geradores de J2.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Jogo Tradicional No Plano - Uma Rodada (Derivada)

Em [45] é apresentado uma derivacao do estudo de [44] onde considera
um retangulo ) no lugar do quadrado e o indice p, que é a razao do compri-
mento menor pelo comprimento maior de (), caracterizando a proporc¢ao das
dimensoes do plano do jogo. A primeira analise de ganho para J2 é que J1 nao
comece posicionando seus geradores de modo que forme uma grade regular
de poligonos, onde grade regular é definida de forma que todos os poligonos
sejam retangulos congruentes e os geradores se encontram no centro desses
poligonos.

Desse modo, J1 sempre tem chances para vencer quando posiciona seus ge-
radores em grade regular. Tais chances provém do complemento da condic¢oes
de vitéria para J2: paran >3 e p > \/§/n ouquandon =2 e p > \/§/2,
somente para retangulo de p < 1. Assim, os casos restantes J1 garantem
vitoria.

A estratégia de ganho para J2 é formulada partindo de que J2 ganha
se, e somente se, for posicionado um dos seus geradores e conseguir uma
drea estritamente maior que 1/(2n) da drea de J1. Entao, apds posicionar
o primeiro gerador, aplicar o método reducao da area de um poligono de J1
por 2 geradores de J2, do estudo original, garante-se a J2 area final maior
que |Q|/2.

Assim, para n = 1, J2 ganha se J1 nao posicionar no centro de @, pois
J1 garante vitéria se posicionar seu gerador em grade regular. Desse modo,
J2 consegue atingir drea maior que |(Q)|/2 somente se J1 nao posicionar seu
gerador no centro da area de jogo Q.

Para n = 2, sem perda de generalidade, suponhamos o jogo em um qua-
drado @ de lado 1, ocorrendo p = 1, e o canto inferior esquerdo de () na
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origem do plano cartesiano. J1 posiciona os pontos de modo grade regular,
ou seja, nas coordenadas (1/2, p/4) e (1/2,3p/4) ou (1/4,p/2) e (3/4,p/2), ¢
consideremos a segunda configuragao onde a primeira possui analise analoga.

Para J2 ganhar, como dito anteriormente, J2 tem que conseguir um total
de 1/(2.2) = 1/4 = p/4 da drea de J1 com o seu primeiro gerador. Seja ¢
o gerador posicionado de J2, se y, = p/2, J2 consegue drea no maximo p/4,
logo suponhamos y, > p/2. Além disso, se z, > 3/4, a drea de J2 é reduzida,
pois quando ¢ move em dire¢ao ao ponto (1/2,p/2), |V (¢)| aumenta. Ainda,
se x, = 3/4, J2 nao adquire area de tamanho p/4. Portanto, suponhamos
1/2<z,<3/4ey,>p/2

Considere as retas mediatrizes by = b(q, (1/4,p/2)) e by = b(q, (3/4,p/2))
e a intersecao b; N by = t pertencente a reta x = 1/2. Se ¢ se encontra fora
de @, entao |V (q)| < p/4, logo suponhamos ¢ no interior de Q). Sejam f; e fo
os segmentos de t até as extremidades de () sobre by e by, respectivamente, e
seja também C' a circunferéncia passando por t, by e bs.

Se b; nao intersecta o topo de (), nem by, e assim, movendo ¢ para a
esquerda sobre C', |V (q)| ird aumentar porém até um limite < p/4. Além
do mais, se by e by intersectam o topo de @), entao f; < f5. Tal constatacao
provem do fato de que se mover ¢ para a direita por ', podemos aumentar
|V (q)| de modo que f; vé diminuindo e f, aumentando até que by intersecte o
canto superior direito de (). Assim, se b; intersecta o topo de () e by intersecta
o topo direito de @, obtemos f; < fo. Se continuar movendo ¢ por C, ambos
f1 e fo irao diminuir.

Com isso, |V (q)| cresce enquanto f; < fy e atinge valor maximo quando
f1 = f2, e 0 méximo existe a medida que ¢ se aproxima de (3/4, p/2) quando
fi > fo. Assim, se ¢ = (3/4, p/2), temos f = p—y, e fa = \/1/4 + (p — 2y,)2.
Por derivada, f; > f, somente se p > v/3/2.

Por fim, o segundo gerador de J2 garante uma area de tamanho 1/4 — ¢,
onde € é um valor arbitrario positivo pequeno, posicionando esse perto de
(1/4, p/2), conseguindo mais da metade de Q.

A Figura 4.10 apresenta um exemplo do posicionamento do primeiro ge-
rador de J2 com os elementos da prova da estratégia de vitoria para J2,
apresentando a regiao sobre a linha circular dentro do retangulo pontilhado
que o gerador de J2 precisa posicionar para conseguir 1/4 de Q.

Maiores detalhes da prova do caso n > 3 em [45].
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Figura 4.10: Estratégia para o Jogo Tradicional No Plano - Uma Rodada
(Derivada) para espaco retangular com n = 2.
Fonte: Elaborado pelo autor.

4.2.2 Jogo Maxima Vizinhanca

A variagao Jogo de Voronoi Maxima Vizinhanga estudada por Rasheed et
al.[46] nao leva em consideragdo a maximizagao da drea e sim, a maximizagao
da vizinhanca, ou seja, a quantidade de regioes vizinhas dos geradores de um
jogador.

A andlise feita para esse Jogo teve como objetivo a criacao de estratégias
para o Problema de Localizacao de Instalagoes Competitivas - PLIC, que
compara o melhor lugar para se abrir um negécio, como uma filial de uma
franquia, sem que concorrentes pré-existentes o interfiram e, além disso, que
consiga também interferir no maximo de lojas dos concorrentes. A anélise
nao leva em consideracao a qualidade do produto ou atendimento de uma
instalagao e sim, a suposicao de que clientes tém preferéncia por instalacoes
geograficamente mais préximas a eles.

Neste Jogo de uma rodada, cada jogador posiciona todos seus n gera-
dores em estrutura em duas dimensoes, tendo como objetivo maximizar o
nimero de regioes vizinhas. Como J1 nao sabe onde J2 ird posicionar seus
geradores, as estratégias de ganho sao para J2. Assim, com os geradores do
J1 posicionados, J2 tem a vantagem de implementar estratégias para vencer.

Algumas exigéncias sao pré-estabelecidas para que ocorra a investigacao:
trés geradores do Diagrama de Voronoi nao podem ser colineares, quatro
geradores nao podem ser cocirculares e o maximo do grau de um vértice é 3.

Em relacao a andlise pela estrutura, o jogo leva em consideracao a vizi-
nhancga dos geradores para atingir o objetivo do jogo, assim todas as anélises
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de vitoria foram feitas pela Triangulagao de Delaunay, do Diagrama de Voro-
noi, necessitando da atualizacao da estrutura incrementalmente em relacao
as jogadas de J2, ou seja, a cada insercao de geradores de J2.

Dito isso, definimos que dois poligonos do Diagrama de Voronoi sao vi-
zinhos um do outro se sao adjacentes, isto é, compartilham uma aresta da
fronteira. Logo, como as arestas da Triangulacao de Delaunay conectam
regioes que compartilham uma aresta comum no Diagrama de Voronoi, estas
serao vizinhas uma da outra.

Nesta variacao Jogo Maxima Vizinhanca foram analisados 5 critérios para
vencer, discutindo estratégia de ganho para cada um, que abordam situacoes
diretas do PLIC. Tais critérios sao:

e Critério 1: Conseguir todos pontos do oponente como vizinhos;

e Critério 2: Além de considerar o Critério 1, conseguir mais pontos opo-
nentes como vizinhos do que o oponente conseguir com nossos pontos;

e Critério 3: Atingir Critério 2 considerando a vizinhanga nao distinta
(considerar vizinhanga com um ponto mesmo que este ja tenha sido
contado como vizinho de outro ponto);

e Critério 4: Seguir Critério 2 e evitar vizinhanga prépria (vizinhos do
mesmo jogador);

e Critério 5: Alcancar Critério 4 considerando vizinhanga propria nao
distinta.

Com o objetivo de maximizar o nimero de vizinhos segue para cada
critério: a jogabilidade, o estudo da estratégia vencedora, um exemplo e a
equivaléncia no PLIC. Além do mais, com a finalizagao das jogadas de J1 e J2,
seja o jogo da Figura 4.12, o exemplo a ser analisado onde os pontos fechados
sao os pontos de J1 e os abertos, de J2. Durante as analises, no exemplo,
representaremos as vizinhancas por setas de acordo com as consideracoes de
cada critério.

Critério 1: Maximizacao de Vizinhos Oponentes

Com objetivo simples, tenta-se conseguir todos os pontos do oponente
como seus vizinhos, ou seja, maximizar a quantidade de vizinhos.

Pode-se dizer que J2 sempre consegue pontos de J1 como vizinhos, prova
disso é considerar uma face com um ponto de J1 em um dos vértices. Se
J2 inserir um ponto no interior dessa face e atualizar a Triangulagao, esse
ponto de J1, da face, serd vizinho do ponto de J2. Desse modo, se J1 tem n
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(a) Diagrama Voronoi e Trian- ) Somente Triangulagdo Delau-
gulacao Delaunay nay

Figura 4.11: Jogo - Exemplo
Fonte: Elaborado pelo autor.

pontos, J2 consegue os n pontos de J1 como vizinhos. A Figura 4.12 ilustra
essa maximizacao de J2.

> >

(a) Um ponto de J1 sem (b) Todos pontos de J1 vi-
ponto de J2 como vizinho. zinhos dos pontos de J2.

Figura 4.12: J2 sempre consegue vizinhanca com J1.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Alids, nesse critério é possivel vencer inserindo um niumero menor que o
total n de pontos do jogador. E possivel vencer utilizando até M pontos
apenas, sendo este valor uma cota superior para a quantidade de pontos
necessarios para vencer neste critério.

No exemplo da Figura 4.13, J2 vence devido todos pontos de J1 serem
seus vizinhos onde o mesmo nao ocorreu para os pontos de J2. Além do
mais, J2 vence com apenas um gerador, ou seja, 1 < 4 = 2(5)+2 pontos que
precisaria no maximo para vencer.

No PLIC, o Jogo corrobora com situagoes onde novas instalagoes podem
afetar todas as instalagoes concorrentes ja existentes.
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Figura 4.13: Vitéria J2 com apenas 1 ponto - Critério 1
Fonte: Elaborado pelo autor.

Critério 2: Vizinhos Oponentes Distintos

Adicionando uma exigéncia ao Critério 1, tenta-se impedir que os pon-
tos do oponente consiga vizinhos. A condicao de distin¢ao provém quando
consideramos apenas vizinhancas distintas, ou seja, é feita a contagem da vi-
zinhanca somente quando um ponto do oponente possui um ou mais pontos
do adverséario como vizinhos.

Apos os dois jogadores posicionarem seus pontos, J1 terd no total Vj
vizinhangas de J2 e J2, V;, de J1. Como é considerada a distincao no re-
lacionamento de vizinhanca, para a contagem, é verificado cada ponto do
oponente se este possui pontos do outro jogador como vizinhos. Uma forma
de fazer essa contagem é considerando as arestas incidentes em cada ponto
do jogador oponente. Seja um ponto do oponente p e as arestas a; incidente
no mesmo, se uma destas arestas possui um dos pontos ¢; do outro jogador
na outra extremidade, p é contado no total de vizinhancas com o jogador
oponente (Figura 4.14). Portanto, se V; > V5, J1 serd vencedor, se V, > V7,
J2 serd o vencedor e se V] = 1, serda empate.

P2

Figura 4.14: Condi¢ao Vizinhos Oponentes Distintos: p; possui 5 arestas
sendo 3 delas com pontos de J2, ps com 2 e p3 com 1. Assim sendo, V5 = 3.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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Ja que é possivel conseguir o Critério 1, para vencer, seguindo este Critério
2, basta que J2 consiga que pelo menos um dos seus pontos nao seja vizinho
de nenhum ponto de J1. Para que isso aconteca, “escondemos” de J1 pelo
menos um ponto de J2. O termo esconder utiliza o mesmo resultado da
estratégia de defesa do Jogo Tradicional No Plano da Secao 4.2.1, onde é
feita a divisao dos proprios poligonos. Como as jogadas de J2 sao feitas
apos as de J1, é possivel “esconder” um ponto de J2 dividindo seus proprios
poligonos criando vizinhos proprios.

De forma genérica, para esconder um ponto de todos pontos existentes, é
necessario de pelo menos 2 pontos extras. Desta maneira, para que nenhum
ponto de J1 consiga ser vizinho de um ponto ¢ de J2, J2 precisa que 2 de
seus pontos “escondam”q.

Essa estratégia é chamada Esconder um Ponto do Oponente: sejam os
pontos p; e ps do fecho convexo F' e um ponto x fora de F' de modo que a
uniao da Triangulacao de Delaunay com o triangulo p;psx continue convexa.
Colocamos os pontos ¢; e g2 em algum lugar sobre p;x e pox, respectivamente,
a uma distancia d de x, tal que d < piT, d < P2x e nao sobrepunha x,
e colocamos também ¢3 dentro do triangulo g;gesx perto de x. Assim, na
Triangulacao de Delaunay resultante, qualquer circunferéncia passando por
q3, além de ¢; e g, conterd q; e/ou g em seu interior, escondendo o ponto
qs- A Figura 4.15 representa o resultado da estratégia de esconder um ponto.

Figura 4.15: Estratégia Esconder um Ponto do Oponente.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Se sao necessarios m pontos para J2 atender o Critério 1, desse modo
serao necessarios m + 3 pontos de J2 para esconder um de seus pontos de J1.
Como existe uma cota superior para vitoria no Critério 1 onde m < n, logo é
possivel atender o Critério 2 com os n pontos e J2 vencer, pois m+3 < n. Se
n < 3, J2 nao possui pontos suficientes para esconder um ponto do oponente
e 0 jogo empata.

Na Figura 4.16, V; = 3 e V4, = 5, portanto, J2 vence.
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(a) V1 =3 (b) V2 =5

Figura 4.16: Vitéria J2 - Critério 2
Fonte: Elaborado pelo autor.

No PLIC, esse critério mostra que, além de interferir no negécio do con-
corrente, é tentado que o proprio negocio seja afetado o minimo possivel pelas
instalagoes do concorrente.

Critério 3: Vizinhos Oponentes Nao Distintos

Considerando o Critério 2, nao é feita mais a distin¢cao da vizinhanca, ou
seja, se um ponto possui k pontos do outro jogador como vizinhos, entao sua
vizinhanca é contada como k ao invés de uma so6. Portanto, se um ponto
possui arestas com pontos oponentes nas outras extremidades, o total da
vizinhanga com o oponente considerard na contagem todas as extremidades
com pontos oponentes.

Cada ponto p; de J1 terda u; pontos de J2 como vizinhos, entao temos
que Vi = >, u; serd o total da vizinhanca de J2 com J1 e v; sendo os
pontos de J1 vizinhos de ¢; de J2, a quantidade V, = 7" ; v; serd o total
da vizinhanca de J1 com J2. Desse modo, diferentemente do Critério 2, se
p1, p2 € p3 de J1 sao vizinhos de ¢; de J2, entao v; = 3, considerando desta
forma a quantidade de pontos de J1 que fazem vizinhanca com ¢;. A Figura
4.17 exemplifica graficamente uma contagem das vizinhancas nao distintas.

Neste critério, o Jogo sempre resulta em empate, pois como nao sao con-
siderados vizinhos oponentes distintos, cada ponto contara a vizinhanga com
os pontos do oponente onde estes os considerarao também como vizinho. Isto
é, se p; de J1 possui u; pontos de J2 como vizinhos, estes u; pontos de J2
farao vizinhanga com p; também e p; serd contado wu; vezes como vizinho.
Empregando a mesma contagem para todos os pontos de ambos os jogadores
ocorrerda V; = V5.

No exemplo da Figura 4.18, V; = V5 = 8, logo o Jogo resulta em empate.

No PLIC, o motivo de nao fazer distincao das instalagoes vizinhas é querer
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Figura 4.17: Condicao Vizinhos Oponentes Nao Distintos: v; = 3, v = 1 e
v3 = 2 implica em V5 = 6.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 4.18: Empate - Critério 3.
Fonte: Elaborado pelo autor.

interferir em cada instalagdo do concorrente o maximo de vezes possivel.
Por mais que cada instalacao sofrerd uma interferéncia do oponente, neste
critério, instalacoes do competidor adversario podem ser mais prejudicadas
pela convergéncia de varios vizinhos.

Critério 4: Vizinhos, Oponentes e Proprios, Distintos

O Critério 4 segue o Critério 2 porém evitando vizinhos préprios. Aqui,
tenta-se conseguir ser vizinho de todos pontos oponentes, impedindo que o
oponente consiga o mesmo e conjuntamente tenta minimizar a geragao de
proprios pontos como vizinhos. A distin¢gao na vinhanga prépria é verificada
se nas extremidades das arestas incidentes em um ponto possui pelo menos
um ponto do mesmo jogador.

Assim, como no Critério 2, seja V; a quantidade de vizinhancas distintas
de J2 com J1 e V5 a de J1 com J2. Consideremos também P; o nimero
de vizinhos préprios de J1, também distintos, e analogamente P, para J2.
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Fazemos o calculo T) = Vi — P, e T, = Vo — P, atribuindo 77 e T a pontuacao
de J1 e J2, respectivamente. Na Figura 4.12.b temos P, = 2, assim sua
pontuacao serd igual a T} = Vi — P = 3 — 2 = 1. Apoés atualizagao da
Triangulacao, J2 serd vencedor se 17 > T5, J2 serd o vencedor se Ty, > T} e
sera empate se Ty = Ts.

A estratégia de J2 para este critério, é garantir que seus pontos fiquem
completamente cercados por pontos de J1. Desse modo, J2 evita que seus
pontos sejam vizinhos com outros dos seus pontos e ao mesmo tempo os
pontos de J1 fazem vizinhanca com pelo menos um de seus préprios pontos,
criando vérias vizinhangas préprias.

Nocasoden =1, Vi =V, =1e P = P, = 0, logo, o Jogo termina
em empate, pois T} = T,. Para n = 2, antes da ultima jogada de J2, seja
a aresta formada pelos pontos de J1. O primeiro ponto de J2 estd em um
semiplano divido pela reta formada pelos pontos de J1. J2 vence quando
posiciona seu segundo ponto no semiplano que nao contém seu primeiro e
exterior a circunferéncia formada pela pontos de J1 e o primeiro ponto de
J2 (Figura 4.19). Com essas condi¢bes de regiao para o tltimo ponto de J2,
a aresta formada pelos pontos de J1 se mantém legal e os pontos de J2 nao
serao vizinhos préprios e com isso P, = 1, P, = 0 e T, > T} garantindo a
vitéria de J2.

Figura 4.19: Estratégia de vitéria para J2: n = 2.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Para casos onde n > 3 seguimos a Estratégia Regiao Segura: Considere-
mos marcas nos pontos de J1 onde comecam todos desmarcados. De forma,
iterativa, considere um ponto p desmarcado de J1 e entao J2 posiciona seu
ponto ¢ em um triangulo onde um de seus vértices seja p. Pela estratégia do
Critério 1, todos os pontos desse triangulo serao vizinhos de ¢ e todos pontos
que forem de J1 nesse triangulo sao marcados. Entao, considerado outro
ponto desmarcado ¢ feito o mesmo procedimento até que todos estejam mar-
cados. Supomos que foram posicionados k pontos de J2, assim que o iltimo
ponto de J1 foi marcado. Sejam todas as circunferéncias da Triangulacao,
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entao todos os n — k pontos restantes de J2 sao posicionados exteriormente
a todas as circunferéncias evitando que os k pontos sejam vizinhos dos n — k

pontos restantes (Figura 4.20).

(a) Estado incial antes (b) Marcacao dos pontos
dos pontos de J2 onde os de J1.
pontos de J1 estao des-

marcados.
(¢) Regido possivel para posi- (d) Inser¢do dos pontos de J2
cionar pontos de J2. externa as circunfréncias.

Figura 4.20: Estratégia Regiao Segura.
Fonte: Elaborado pelo autor.

O termo Regiao Segura advém de que quando é posicionado um ponto
de J2, é garantido que este nao criard uma regiao adjacente a uma outra
regiao sua, ou seja, criar vizinhanca prépria. Entao, quando é selecionado
um ponto p de J1 desmarcado, é determinado que este nao possui vizinhanca
com algum ponto ¢ de J2. Logo, denominamos que a vizinhanca de p é uma
regiao segura para q.

Ao final, apés as jogadas de J2, é que garantido que os pontos de J2 sao
vizinhos de todos os pontos de J1; todos pontos de J1 possuem vizinhanca
prépria com pelo menos um de seus pontos (isto ocorre no momento que
o ultimo ponto de J1 é marcado) e; pelo menos um dos pontos de J2 nao
possui vizinhanca prépria. Assim, Vo = n, PL = ne P, < n—1¢e se
usarmos a estratégia Esconder um Ponto do Oponente, do Critério 2, para
os pontos (n — k > 3) posicionados apds os pontos de J1 estarem todos
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marcados, teremos V; < n garantindo a possibilidade de vitéria de J2 pois
como T} =Vi—P <n—-n=0eTy=V,— P <n-—(n—1) =1 implica
em 1Ty > T;.

No exemplo, pelas Figuras 4.16 e 4.21 temos V; =3, Vo =5, P, =5 e
P, =4. Logo, T' = =2 < 1 ="1T5 e J2 vence.

(a) P, =5 (b) P, =4

Figura 4.21: Vizinhos Préprios Distintos.
Fonte: Elaborado pelo autor.

No PLIC, esta estratégia adicional é motivada em nao atrair o cliente a
sair da prépria loja. Exemplo dessa situagao é que quando ha instalagoes
vizinhas da mesma empresa pode ocorrer do cliente sair e checar instalacoes
vizinhas, consequentemente, da mesma empresa, abrindo margem para o cli-
ente mudar de ideia e entao desistindo de algo que se interessou a principio.
Outra situagao, é a criacao de concorréncia consigo mesmo e, com a ine-
xisténcia de competitividade, gera diminuicao da publicidade prejudicando a
visibilidade da marca.

Critério 5: Vizinhos, Oponentes e Préprios, Nao Distintos

Como no Critério 4, o Critério 5 segue as mesmas regras para atingir
o objetivo do jogo, porém ¢é levado em consideracao a nao distingao dos
vizinhos.

Nesta variacao, é aplicada a mesma ideia da nao distincao de vizinhanca
com pontos do oponente, vista no Critério 3, para a vizinhanca prépria, com
v, e w, indicando a quantidade de vizinhos préprios de p;, pontos de J1, e
q;, de J2, respectivamente. Como foi constatado que o nuimero de vizinhos
oponentes nao distintos ¢é igual para J1 e J2, isto é, V} = V5, o fator para
vitoria esta relacionado ao vizinhos préprios nao distintos, pois estes podem
ser diferentes.

A estratégia de ganho para J2 é a mesma utilizada no Critério 4, porém
com uma alteracao na distribuicao dos pontos de J2 apds as marcacoes dos
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pontos de J1. A etapa onde sao postos os n — k restantes pontos de J2,
dependendo de como forem posicionados, eles podem gerar muitos vizinhos
proprios, exemplo disso é a disposicao dos pontos de forma aproximada um
do outro criando um arranjo denso com grande nimero de vizinhos préprios.

Portanto, os n — k pontos devem ser posicionados fora de todas as cir-
cunferéncias existentes da Triangulagao de forma uniforme criando un novo
fecho convexo somente com esses pontos. Assim, cada ponto de J2 do fecho

convexo tera somente 2 vizinhos proprios cada, que sao os pontos adjacentes
no fecho (Figura 4.18b).

Figura 4.22: Estratégia Regiao Segura Modificada.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Com a estratégia neste critério, podemos dizer que P, > 2n e desde que
J2 gerara somente vizinhanca prépria com os n — k pontos do fecho convexo
resultante, temos que P, < 2(n — k). Logo, J2 pode vencer pois k > 1 e
implica em P, < 2(n —1).

Pela Figura 4.23, temos que no jogo do exemplo V; =V, =8 e
P, = P, =10. Desse modo, T} =T, = —2 e, nesse caso, 0 jogo empata.

/
uy =2

(a) P, =10 (b) P, =10

Figura 4.23: Critério 5.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Com todas as estratégias descritas e analisadas suas aplicacoes podemos
dizer que os Jogos de Voronoi sao ferramentas poderosa para andlise e im-
plementagao de estratégias mercadoldgicas cobrindo planos quando questoes
geograficas sao diferencias em estudo.

O termo jogo cabe muito bem na aplicacao do Jogo de Voronoi - Maxima
Vizinhanca, pois cada competidor pode usar a estrutura de forma interativa,
para investigar o impacto que cada concorrente gerou em suas jogadas finais
na utilizacao do jogo anteriormente e tentar se destacar com um novo estudo.

Por fim, podemos afirmar que a utilizagao de ambas as estruturas somente
reforca a utilidade dessas tesselacoes e adaptabilidade de seu uso em areas
que exijam abstracao para planejamento.
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Consideracoes Finais

Com objetivo de apresentar o Diagrama de Voronoi e Jogos de Voronoi,
foi reunido nesta pesquisa os aspectos principais da estrutura, categorizando
as jogabilidades dos segmentos selecionados, tanto linear quanto no plano.
Fundamentado com dedicacao aos detalhes da maneira que foi exposta, cada
secao descrita teve a intengao de despertar interesse por cada ponto de vista
que era discutido.

Considerando as formas basicas do Diagrama, passamos pela concepcao
inicial, integracao com outros contextos, apresentacao de suas definigoes,
pelas maneiras de elaboracao e pela forma de competicao baseada na particao
do espago onde podemos afirmar que foi construido um panorama do tema
capaz de gerar contetidos para fins didaticos. Ainda mais que, durante toda
pesquisa, conseguimos dizer que o Diagrama pode ser considerado de certa
forma um espectro, onde a medida que é abordado, um leque de aplicacoes
¢é aberto nas mais distintas areas exemplificados tanto na historia, aplicacao
e nos propositos dos jogos.

Esse entrelace da matematica e ciéncia da computacao, reforca mais ainda
o atrativo que gera ao trabalhar com objeto de estudos em meio as duas
areas. Os conceitos primordiais que a geometria fornece para estabelecer os
elementos matematicos de forma a desenhar o espaco, combinada com o apuro
e influéncia da computagao, mune num simples tépico de estudo, conteudo
para se adequar as mais diferentes situagoes problemas. Caso esse, é onde
os Jogos de Voronoi tomam protagonismo em projetos de estudo envolvendo
andlises e decisoes nas ciéncias que nao sao exatas também.

Mesmo que alguns pontos na parte de Jogos nao fossem muito claros a
primeiro momento, isto é justificado pela discussao das jogadas, as quais sao
difundidas na Teoria dos Jogos, definidas pela escolha de decisoes, proveni-
entes de estratégias que podem atingir grandes possibilidades.

Baseado na revisao bibliografica concluida, diante da ampla quantidade
de publicagoes envolvendo a tesselacao, poucas sao as pesquisas envolvendo
os Jogos de Voronoi. Entao, foi abordado basicamente 4 jogos diferentes, os
quais se abriam mais condicoes que se faziam necessarias, ou por representa-
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rem alguma situacao que exigia algum mapeamento ou era direcionado a um
objetivo particular. Um desses casos é o caso do jogo Maxima Vizinhanca
com variagoes em 5 critérios aplicados ao PLIC.

Por fim, o estudo abordado pode servir como base para materiais futuros
como Jogos de Voronoi tridimensionais, os quais sao pouco propagados, além
de novos critérios ou novas areas dos jogos discutidos, ainda mais que alguns
dos jogos nao estao totalmente completos em seu estudo, como é o caso do
Jogo Tradicional No Plano, além do estudo do Jogo de Hotelling bidimen-
sional. Outras métricas, como a de Manhattan, seriam possiveis introdugao
para criacao de novos objetivos além de novas andlises com a definicao Di-
agrama Voronoi Generalizada. Desse modo, sao vastas as possibilidades de
sucessao do conteudo devido as adaptagoes do diagrama.
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