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Resumo

Do ensino basico sabemos que a soma dos angulos internos de um tridngulo é de 180°.
Porém, existem triangulos cuja essa soma ¢ maior ou menor do que este valor. Como isso
é possivel? Bom, esta afirmagao sobre a soma dos angulos internos de um tridngulo nos é
apresentada no contexto da Geometria Euclidiana, contudo, esta nao é a tnica forma de
geometria que possuimos. O objetivo deste trabalho é apresentar o Teorema de Gauss-
Bonnet e algumas de suas aplicagoes. Este teorema ¢ o responsavel pela generalizacao do
valor da soma dos angulos internos de um triangulo. Este associa o valor da soma com a
curvatura da superficie na qual o tridngulo esta inserido. Para o desenvolvimento deste
trabalho, apresentamos os conceitos de curvas parametrizadas, superficies parametrizadas
regulares, formas fundamentais e geodésicas. Além disso, o texto possui figuras animadas
para proporcionar uma melhor compreensao dos conceitos expostos. As animagoes também

estao disponiveis online no site <https://www.geogebra.org/u/elainesturion>.

Palavras-chave: Superficies. Geodésica. Curvatura gaussiana.
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Abstract

From basic education we know that the sum of the inner angles of a triangle is 180
degrees. However, there are triangles whose sum is greater or less than this value. How
is this possible? Well, this statement about the sum of the inner angles of a triangle is
presented to us in the context of Euclidean Geometry, but this is not the only form of
geometry we have. The objective of this text is to present the Gauss-Bonnet Theorem
and some of its applications. This theorem is responsible for generalizing the value of
the sum of the internal angles of a triangle. This one associates the sum value with the
curvature of the surface on which the triangle is inserted. For the development of this
work, we present the concepts of parametrized curves, regular parametrized surfaces,
fundamental forms and geodesic. In addition, the text has animated figures to provide
a better understanding of the concepts exposed. Animations are also available online at

<https://www.geogebra.org/u/elainesturion>.

Keywords: Surfaces. Geodesic. Gaussian curvature.
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Introducao

Os primeiros contatos da humanidade com a Geometria se deram provavelmente ha
mais de 5.000 anos, aparentemente motivados por problemas praticos relacionados a
medigoes de terra. Por outro lado, a Geometria como conhecemos hoje, organizada na
forma de conceitos primitivos, axiomas e proposicoes, teve suas origens na Grécia antiga,
ha aproximadamente 2.600 anos. Comecando por Tales de Mileto e culminando com o
monumental trabalho de Euclides de Alexandria, os gregos organizaram esse ramo do
conhecimento humano como uma teoria logico-dedutiva com bases sélidas. No entanto,
um dos postulados presentes na obra de Euclides foi causa de controvérsia durante séculos:
seria o quinto postulado realmente um axioma ou um resultado que poderia ser provado a
partir dos demais? A intensa busca pela resposta levou a descoberta de novas geometrias no
século XIX, de forma independente pelos matematicos Nikolai Lobachevski, Janos Bolyai e
Carl Friedrich Gauss. Foi Gauss, em seu trabalho Disquisitiones generales circa superficies
curvas (1827), quem deu a Geometria Diferencial suas ferramentas atuais e obteve alguns
dos principais resultados. Introduziu, dentre outros aspectos geométricos, o conceito da
“medida da curvatura” de uma superficie e mostrou que tal conceito é intrinseco dela,
isto é, nao depende do espaco a sua volta. Este trabalho abre as portas para o estudo de
superficies abstratas, possibilitando modelos euclidianos para as geometrias nao-euclidianas

(aquelas que violam o Postulado V).

Por outro lado, a Topologia é uma construcao recente da humanidade. Ela tem
suas origens em 1736, com o matematico Leonard Euler e, de forma grosseira, trata das
propriedades de espacos que nao se alteram através de deformagdes continuas. Por exemplo,

sob o aspecto da Topologia uma esfera e um cubo sdo indistinguiveis.

O Teorema de Gauss-Bonnet é um dos resultados mais importantes da Geometria
Diferencial de superficies. Ele estabelece uma relagao entre a Topologia e a Geometria por
meio da caracteristica de Euler-Poincaré e da curvatura da superficie. O objetivo deste

trabalho é apresentar este resultado e algumas de suas aplicagoes.

Para isso, o texto estd estruturado da seguinte forma: no Capitulo 1 sdo apresentados os
conceitos de curvas parametrizadas, comprimento de arco e reparametrizacao. Sao definidos
os vetores tangente, normal e binormal, que caracterizam o triedro de Frenet, e enunciamos

o Teorema fundamental da teoria local de curvas. No Capitulo 2 definimos e apresentamos



exemplos de superficies regulares parametrizadas e definimos o espago tangente e vetor
normal a uma superficie. No Capitulo 3 apresentamos a primeira e a segunda forma
fundamental. Definimos a aplicagdo normal de Gauss e a curvatura gaussiana. Por fim,
no Capitulo 4 definimos as curvas chamadas de geodésicas e apresentamos o Teorema
de Gauss-Bonnet em suas versoes local e global. Finalizamos este capitulo com algumas
aplicacoes do teorema, entre as quais destacamos a generalizagao de um resultado conhecido
e utilizado no ensino de Matemaética na educacao basica: “A soma dos angulos internos de

um triangulo é 7w radianos.”



Capitulo 1

Curvas

Neste capitulo elencamos conceitos sobre curvas parametrizadas, comprimento de arco,
reparametrizacao e teoria local das curvas. Os conceitos apresentados neste capitulo serao
abordados dentro dos conjuntos IR? e IR®. Estes conceitos podem ser estendidos para
o conjunto IR". Temos como base para nosso estudo os trabalhos de Carmo (2012) e
Tenenblat (2008).

Com relacdo a notacio adotada neste texto, indicaremos o vetor nulo de IR? e IR?
pelo nimero zero negritado, como se segue: 0, o produto escalar serda indicado por (,) e
o produto vetorial por A. Como trabalharemos somente com fungoes de classe C'*°; isto
é, que possuem derivadas continuas de todas as ordens, iremos usar somente a palavra

“diferenciavel” ao invés da expressao “infinitamente diferenciavel”.

1.1 Curvas parametrizadas

Uma curva pode ser pensada como um “pedago” de reta que foi esticado, curvado e
torcido e foi colocado no espago tridimensional. A ferramenta matematica que faz esse

processo é uma aplicacao diferenciavel, conforme vemos na definicao a seguir.

Definicao 1.1. Uma curva diferencidvel parametrizada é uma aplicacao diferenciavel
a: I — IR3 onde I é um intervalo aberto da reta real. Tal aplicacio associa a cada t € I
um ponto a(t) = (x(t),y(t), z(t)) c IR®.

A varidvel t é chamada de pardmetro da curva e a imagem a(/) C IR? é chamada de

traco da curva a.

Lembremos que a func¢ao « é diferencidvel se suas fungoes coordenadas z(t), y(t), z(t),
o sdo. Se 2/(t),y'(t), 2/ (t) sdo as derivadas das fungoes coordenadas da curva «a(t), entao
o vetor o(t) = (:p’(t), y'(t), z’(t)) ¢ chamado de vetor tangente (ou vetor velocidade)

da curva a(t) no ponto t.



Exemplo 1.2. A curva parametrizada diferenciavel a(t) = (a cos(t),a sen(t), bt) com

t € R,a > 0,b # 0 é a hélice circular. O trago desta curva esta contido no cilindro

2 +y? =d?

Figura 1 — Traco da hélice circular.

1.2 Comprimento de arco e reparametrizacao

Para o desenvolvimento da Geometria Diferencial das curvas é essencial a existéncia de
uma reta tangente a uma curva « para cada valor do parametro t. Esta reta é determinada

pelo ponto «(t) e pelo vetor tangente o/(t), isto é, a reta tangente é dada pela fungao

f(r)=at)+rd(t), relR. (1.1)

Esta reta é bem definida quando o/(t) # 0. Sendo assim, restringiremos nossos estudos

apenas as curvas que satisfacam esta condigao.

Definicdo 1.3. Uma curva parametrizada diferencidvel o : I — IR? é dita regular se

o/(t) # 0 para todo t € I. Se &/(t) = 0, diremos que t é um ponto singular da curva a.

Definicao 1.4. O comprimento de arco de uma curva parametrizada regular o : I —

IR?, a partir de um ponto a(ty), é dado pela funcdo s : I — IR definida por

st) = [ 10, (1.2)

to

onde |o/(1)| = \/[az:’(l)]2 + [y (D)]? + [2'(1)]? é o comprimento do vetor tangente.

De um ponto de vista informal, uma curva esta parametrizada pelo comprimento de
arco se, ao obtermos a curva a partir de um intervalo de reta, nao esticamos o mesmo, isto
¢é, o comprimento de cada trecho da curva ¢é igual ao comprimento do intervalo de reta que

o determinou. Em termos precisos, temos a seguinte definicao.



Definicdo 1.5. Dizemos que uma curva regular « : I — IR? estd parametrizada pelo

comprimento de arco se, para cada tg,t, € I, tg < tq, tivermos
t1
/ o/ (D)]dl = £ — to.
to

Como a visao intuitiva sugere, se uma curva esta parametrizada pelo comprimento de
arco, entao quando o parametro percorre o intervalo de definicdo nos deslocamos sobre a

curva com velocidade constante igual a 1, conforme mostra a seguinte proposicao.

Proposicdo 1.6. Uma curva regular o : I — IR® estd parametrizada pelo comprimento

de arco se, e somente se, |o/(t)] = 1 para todo t € I.

Demonstragio. (=) Suponha que « seja parametrizada pelo comprimento de arco. Para

to € I fixo, a funcdo comprimento de arco s : I — IR, a partir de ¢y, é dada por

sty = [ o/ (Dldl =t —to.

to

Se tg <t ou ty >t temos

t t
s(t) :/ o/ (1)|dl = —/O|o/(l)|dl:t—t0.
to t
Logo s(t) =t —tg e s'(t) = 1 para todo t € I. Como §'(t) = |&/(l)], temos que |/ ()| = 1.
(<) Suponha que |/(1)| = 1, para todo | € I. Da defini¢do de comprimento de arco, temos

t t
s(t) = [ l/ldt = | 1dl =t~
0

to

Portanto « estd parametrizada pelo comprimento de arco. [ |
Exemplo 1.7. A curva f(u) = (a cos (%) ,a sen (%) , b?“) ,onde u € R e ¢ = a? + b2,

estd parametrizada por comprimento de arco.

De fato,

o = (Lo () fon(2) 1)
= |8'(v)] = \/Cci [Sen2 (Z) +cos? <Z)] +(;z




Note que as curvas dos Exemplos 1.2 e 1.7 possuem o mesmo trago, ou seja, representam
a mesma curva. Isto é possivel, pois existem varias parametrizagoes possiveis de uma curva.
Assim, a partir de uma dada curva regular o, podemos obter varias curvas regulares com

o mesmo trago de «a através do processo de reparametrizacao.

Proposicdo 1.8. Sejam I e J intervalos aberto da reta,  : I — IR® uma curva regular
e h:J — I uma funcao diferenciavel bijetora tal que h'(s) # 0 para todo s € J. Entao,

f=aoh:J—IR®éuma curva diferencidvel regular que tem o mesmo traco de a.

Demonstragdo. Primeiro vamos mostrar que § é uma curva regular.

Como «a e h sao fungoes diferencidveis, segue que = « o h é diferenciavel. Assim,

Bs) = (aoh)(s)=d(h(s)) (s)
= 0'(s) # 0, Vs el,

pois « e h sao regulares. Logo, # é uma curva regular.

Mostraremos agora que « e [§ possuem o mesmo traco. Para isso, basta observar que

B(T) = (a o h)(J) = a(h(])) = a(I).
|

A aplicagdo  é chamada de reparametrizacao de « por h e a funcao h é dita

mudanca de parametro.

Exemplo 1.9. Considere a funcao h(u) = %, onde ? =a?>+b%. A curva 8 do Exemplo
1.7 é uma reparametrizacao da curva a do Exemplo 1.2 tomando h como mudanga de

parametro. Assim,

C C C

f(u) = (aoh)(u) = a(h(u)) = a(g) = (a cos (Z) ,a sen (u) 7bu> .

As curvas a e 8 possuem o mesmo trago, porém, o que as diferencia é a velocidade
na qual o traco é percorrido em cada umas parametrizagoes. Como 3 esta parametrizada
por comprimento de arco, 3’ percorre o trago com velocidade constante, enquanto que o’

percorre mais rapido (se |o/(t)| > 1) ou mais devagar (se |o/(t)] < 1).



Figura 2 — (Animacgao) Hélice parametrizada pelas curvas a e 8. Temos que |f'(u)| =1
ela/(t)] > 1.

Toda curva regular admite uma reparametrizacao por comprimento de arco, conforme
veremos na Proposicao 1.11 a seguir. Mas antes de enuncia-la, vamos apresentar um

teorema, cujo resultado sera usado em sua demonstracao.

Teorema 1.10. A fim de que a fungao derivavel f : I — IR seja mondtona nao-decrescente

no intervalo I é necessario e suficiente que f'(z) > 0 para todo x € I. Se f'(x) > 0 para

todo z € I entdo f é uma bije¢do crescente de [ sobre um intervalo J e sua inversa
1

g= f71:J— I éderivavel, com ¢'(y) = 7 Para todo y = flx) e J.

Uma demonstragao desse resultado pode ser obtida na obra de Lima (1989).

Proposicio 1.11. Seja o : I — IR* uma curva regular e s : I — s(I) C IR a funcao
comprimento de arco de « a partir de ty. Entao existem as fungoes h, inversa de s, definida
no intervalo aberto J = s(I), e § = aoh, onde 5 é uma reparametrizagao pelo comprimento

de arco da curva «a.

Demonstracao. Como « é uma curva regular, temos que

s'(t) = [o/(t)] > 0,

ou seja, s é uma funcao estritamente crescente. Entao, a fungao s é inversivel e sua inversa

estd definida. Como para todo t € I temos que

dh ds
h(s(t)) =t gy |
onde % = 5'(t). Podemos escrever
dh 1 1
= = >0

ds — s(t)  [a/(t)]



Concluimos que §(s) = (o h)(s), s € J é uma reparametrizacdo de « e

dac dh 1
/ = |0 = ! t — 1
56 = |7 ”wﬂ
Portanto, [ esta parametrizada por comprimento de arco. ]

Exemplo 1.12. Considere a curva regular a(t) = (et cos(t), e' sen(t), et>. Vamos obter

uma reparametrizacao pelo comprimento de arco para essa curva.

Temos que o (t) = (et<cos(t) - sen(t)), et( sen(t) + Cos(t)), et). Assim,

/()] = \/[et(cos(t) - sen(t))}2 + [et< sen(t) + cos(t))]2 + [ef]?
= V3l

Seja s(t) a fun¢do comprimento de arco de « a partir de ¢ty = 0 até ¢t. Temos que

s(t) = /Ot|a’(l)|dl
- /Ot\/§eldz
= \/§(et—1>.

Como §'(t) = |a/(t)| > 0, segue que s possui inversa dada por

h(s) = In (\%—H).

Portanto,

6(3) = (Gh(s) Ccos (h(S)), eh(s) sen(h(s))’ eh(5)>
B(s) = € (cos (h(s)), sen(h(s)), 1)

56 = (41 (oo [ (541 sen [ (54 0)] 1),

¢ uma reparametrizacao de a pelo comprimento de arco.

1.3 Teoria local das curvas

Na secao anterior, vimos que toda curva regular pode ser parametrizada pelo com-

primento de arco. Se considerarmos a : I — IR* uma curva regular parametrizada pelo



comprimento de arco s para s € I, temos que o vetor o(s) é um vetor tangente unitario
que sera designado, a partir de agora, por T(s). Pensando na curva como um pedago da
reta deformado, nao podemos esticia-lo se queremos ela parametrizada pelo comprimento
de arco. Assim, as duas manipulagoes fisicas permitidas sdo curva-lo sem que ele saia
de um plano e torcé-lo, de forma que a curva deixe de ser plana. Essas manipulagoes
dao origem aos conceitos de curvatura e torcao. Veremos que tais conceitos descrevem
completamente a curva, a menos do lugar do espaco no qual colocamos a curva. O objetivo

dessa se¢ao é colocar essas consideragoes sob um ponto de vista matematico rigoroso.

A partir do vetor tangente T(s) pode-se definir a reta tangente a curva no ponto s. A
velocidade com que essas retas tangentes mudam de dire¢ao, nos possibilita descrever um

comportamento geométrico da curva, que definimos como curvatura.

Definicdo 1.13. Seja a : I — IR® uma curva parametrizada pelo comprimento de arco

s € 1. O nimero k(s) = |a”(s)| chama-se curvatura de o em s.

A curvatura varia de acordo com a forma da curva, ela pode ser maior em alguns
pontos e menor em outros ou, ainda, ser constante para todos os pontos, como é no caso

de uma circunferéncia.

Quando k(s) # 0 podemos definir um vetor normal unitério n(s) na diregao de
T'(s),

n(s) = . (1.3)

Note que a’(s) = T'(s). Os vetores T e n definem um plano, denominado plano

osculador.

Juntamente a esses vetores, podemos definir outro vetor unitario de modo a obter uma

base ortonormal de IR>.

Definicdo 1.14. Seja a : I — IR® uma curva regular parametrizada pelo comprimento de

arco. O vetor binormal a « em s é

b(s) = T(s) An(s). (1.4)

Note que b(s) é unitrio e b’(s) indica o quio rapidamente a curva se afasta do plano

osculador em uma vizinhanga de s. O vetor b’(s) é normal a b(s) e expresso por

b'(s) = T'(s) An(s)+ T(s) An'(s)
b'(s) = T(s) An'(s), (1.5)
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isto ¢, b’(s) é também normal a T(s). Logo, b'(s) é paralelo a n(s) e podemos escrever

b'(s) = 7(s)n(s), (1.6)
para alguma fungao 7(s).

Definicdo 1.15. Seja o : I — IR? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s

tal que @”(s) # 0, s € I. O nimero 7(s) é chamado torgao de a em s e definido por

b'(s) = 7(s)n(s) = 7(s) = (b'(s),n(s)). (1.7)

A torcao mede o quanto a curva se afasta de estar contida em um plano. Assim, temos

que a tor¢ao de uma curva plana é nula, conforme veremos no proximo exemplo.

Exemplo 1.16. Seja o : I — IR? uma curva regular parametrizada pelo comprimento de
arco. Se « é uma curva plana temos que o vetor binormal b(s) é constante e, portanto,
b'(s) = 0 para todo s € I. Pela Definigao 1.15, concluimos que 7(s) = (b'(s),n(s)) =0

para todo s € I. Logo, a tor¢ao de uma curva plana é nula.

Os vetores unitdrios e ortogonais entre si T(s), n(s), b(s) formam um referencial
ortonormal conhecido como o triedro de Frenet da curva o em s. As derivadas T'(s) e
b’(s), definidas nas expressoes (1.3) e (1.6), dos vetores T(s) e b(s), quando expressas na
base {T,n,b}, fornecem entidades geométricas (curvatura k e tor¢ao 7) que informam
sobre o comportamento de o em uma vizinhanga de s. Calculando n’(s) obtemos a

curvatura e a tor¢ao novamente, pois

n(s) = b(s) AT(s)
n'(s) = b'(s) AT(s) +b(s) A T(s)
n'(s) = —7(s)b(s) — k(s)T(s). (1.8)

O conjunto das equagoes (1.9) sao chamadas de férmulas de Frenet,

_ (s
n'(s) = —71(s)b(s)—k(s)T(s) (1.9)

Cada par de vetores do triedro de Frenet determina um plano. O plano 7'b é chamado
plano retificante, o plano nb é chamado plano normal, e o plano Tn é chamado plano

osculador.
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b(s)

’é plano retificante

plano osculador

plano normal

Y
Figura 3 — Representacao do triedro de Frenet.

Podemos mostrar que o comportamento local de uma curva pode ser descrito comple-

tamente por sua curvatura e torgao.

Teorema 1.17 (Teorema Fundamental da Teoria Local de Curvas). Dadas as fungoes
diferenciaveis k(s) e 7(s), s € I, existe uma curva parametrizada regular o : I — IR? tal
que s é o comprimento de arco, k(s) é a curvatura e 7(s) é a tor¢do de a. Além disso,
qualquer outra curva @, satisfazendo as mesmas condicgoes, difere de o por um movimento
rigido; isto é, existe uma transformacao linear ortogonal p de IR® com determinante

positivo, e um vetor c tal que @ = poa +c.

Este enunciado é verdadeiro. Sua demonstragao nao serd feita neste trabalho, pois
envolve o teorema sobre existéncia e unicidade de solugoes de sistemas de equagoes

ordinérias, mas uma demonstragido para ele pode ser encontrada em Carmo (2012, p. 373).

A curvatura e a torcao, dadas pelas Defini¢oes 1.13 e 1.15, foram definidas para uma
curva regular parametrizada por comprimento de arco. Para finalizar este capitulo, vamos

obter uma expressao para tais propriedades de uma curva regular com qualquer parametro.

Proposicdo 1.18. Sejam « : I — IR? uma curva regular de parametro t e 3 : J — IR?
uma reparametrizacdo de o pelo comprimento de arco, isto €, B(s(t)) = a(t), Vt € I.

Sejam k(s) > 0 e 7(s) a curvatura e a torgao de 3, s € J. Entao

/() A a"(D)]

k(s(t) = T (1.10)

r(s(r)) = AT, (1.11)

o/ () A a(1)[?
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Demonstracao. Para a curvatura:

Denotando s(t) = s, derivamos 5(s) = a(t) em relacao a t:

B(s)s'(t) = d'(t), (1.12)
B'(s)(s'(1)) + B (s)s"(t) = o”(t). (1.13)

Efetuando o produto vetorial entre os vetores das expressoes (1.12) e (1.13) temos

o/(t) na"(t) = (s () [8'(s) A B"(5)]- (1.14)

Temos que s ¢é a fungado comprimento de arco de a(t), entdao §'(t) = |&/(t)| > 0. Como 5(s)
esta parametrizada pelo comprimento de arco,
B"(s). Entao,

6’(3)‘ =1, segue que '(s) é ortogonal a

&) Aa" @] = |(5®) [8(s) A 8"(s)]

= |/ (t)P|B"(s)|- (1.15)

O fato de f(s) estar parametrizada pelo comprimento de arco nos permite escrever

k(s) =15"(s)|. Assim, da expressao (1.15) concluimos que

_ ') A ")

k(s) = |8"(s)| = W (1.16)

Para a torcao:

Denotando s(t) = s, considere os vetores normal e binormal de (3(s)

n(s) = ,{(1(8)5”(8), (1.17)

b(s) = f'(s) An(s). (1.18)

Da funcao comprimento de arco s temos que
{o"(t), o'(2))
S/<t) = ‘Oé%t)’ € 5”<t) = W (119)

Substituindo as expressoes de (1.19) nas expressoes (1.12) e (1.13) e usando a expressao

de k(s) dada em ( 1.10), escrevemos os vetores normal e binormal como



_a"()]d ()] = o () (" (1), o' (1))
o/(0)[]e(t) A ()]
_ o/ (t) N a(t)
/(t) A (t)]

Derivando o vetor binormal, expressao (1.21), em relagdo a ¢ temos

o (t) AN a(t) (o (t) N (t),a/(t) A" (t))d! () A a(t) .

/ B— J—
O @ A ) @Ol A1)
Como a torgdo é definida por 7(s) = (b'(s),n(s)), concluimos que

(o'(t) A (1), " (1))
|/ () A a” ()]

7(s) =

13

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)



Capitulo 2

Superficies Regulares

Uma superficie regular em IR*, de maneira simples, pode ser obtida tomando-se pedacos
do plano, deformando-os e colando-os entre si. Consideraremos neste trabalho trés aspectos
das superficies: o aspecto diferencial, o geométrico e o topologico. Os aspectos geométricos e
topologicos serao tratados em capitulos posteriores. Do ponto de vista da diferenciabilidade,
queremos que a superficie seja “suave” o suficiente para estendermos a ela as nogoes de
calculo diferencial que temos para abertos no plano. Desta forma, queremos que a figura
resultante nao apresente vértices, arestas ou auto-intersegoes e que em cada ponto dela
tenha sentido falar em um plano tangente. Os objetos matematicos que constroem a
superficie siao aplicacoes de IR? em IR®. Para garantir a “suavidade” da superficie, é natural
exigir que tais aplicagoes sejam diferencidaveis. Também exigimos que sua diferencial seja
injetiva, o que faz com que esta tltima aplique o préprio plano IR? no plano tangente
desejado. Por fim, é desejavel, inclusive para o aspecto topoldgico, que ao levarmos “pedacos”
abertos do plano para o espaco e vice-versa, queremos fazer isso de forma continua, sem

rasga-los ou degenera-los a figuras de dimensao inferior.

Neste capitulo iremos colocar de forma precisa essa ideia intuitiva e apresentar alguns
resultados para verificar se uma superficie é regular. Também iremos falar de mudanca de

parametros e plano tangente.

2.1 Superficies parametrizadas

A maneira matematicamente formal de apresentar superficies com as propriedades

tratadas na introducao deste capitulo ¢ a seguinte:

Defini¢do 2.1. Um subconjunto S C IR? é uma superficie regular se, para cada p € S,
existe uma vizinhanca V' C IR® de p e uma aplicacio X : U — VNS de um aberto U C IR?

sobre V' NS € IR? que cumpre as seguintes propriedades:

(i) X é diferencidvel.
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(ii) X é um homeomorfismo de U em V' N S.

(iii) A diferencial dX, : IR* — IR* é injetiva para todo q € U.

A aplicacdo X é chamada parametrizacao em p, enquanto que as variaveis u,v €
U sao os parametros da superficie. A vizinhanca V NS de p em S é chamada uma
vizinhanca coordenada e o subconjunto S de IR* obtido pela imagem da aplicacio X é

denominado trago de X.

Figura 4 — Parametrizacao de uma superficie regular.

Em coordenadas cartesianas, uma parametrizagao local X : U — S se escreve como

X(u,v) = (a:(u, v),y(u,v), z(u, U)),

onde (u,v) € U. Suas derivadas parciais com respeito a u e v denotam-se, respectivamente,

por X, e X,, isto é,

Ox dy 0z
Xu(u,v) = <%(u,v), %(u,v), %(u,v)> ) (2.1)
Xy (u,v) = (%(u,v), %(u,v), %(u, v)) (2.2)

As derivadas parciais X, e X, sdo os vetores coluna da matriz jacobiana de X em
(u,v).

A partir da Definigao 2.1 podemos enunciar as Proposi¢oes 2.2 e 2.7, que simplificam a

verificacao de que um conjunto é uma superficie regular.

Proposigao 2.2. Se f: U — IR é uma fungao diferencidvel em um conjunto aberto U de

IR?, entdo o grafico de f é uma superficie regular.
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Demonstragio. O grafico de f é o conjunto G; = {(z,y,2) € R* 2 = f(z,y)}. Assim,
para demonstrar esta proposicdo, basta mostrar que a aplicacdo X : U — IR® dada por
X (u,v) = (u,v, f(u,v)) é uma parametrizacao do grafico de f. Vamos verificar a validade

das trés condigoes da Definigao 2.1.

(i) Temos que X ¢é diferenciavel pois

0

dX =10 1
of of

ou  Ov

(ii) Cada ponto (z,y, 2) € G é a imagem por X de um tnico ponto (u,v) = (z,y) € U,
logo, a aplicacao X é bijetiva e, como X! é a restricio ao grafico de f da projecao

continua) de IR® sobre o plano zy, segue que X! é continua.
Y, seg
(iii) Os vetores X, e X, s@o linearmente independentes, entdao dX é injetiva.

Como as trés condigoes sao verificadas, concluimos que o grafico de uma funcao

diferenciavel é uma superficie regular. |

Os exemplos a seguir sao aplicagoes da Proposicao 2.2.

Exemplo 2.3. O paraboloide eliptico

2 2
_ 3., _ v Y
P—{(a:,y,z)elf{,z—gjLﬁ},

onde a e b sao constantes positivas, ¢ uma superficie regular, pois P = Gy onde f : R?> - R

é a funcao diferenciavel dada por

1172 y2

= y

Figura 5 — Paraboloide Eliptico.
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Exemplo 2.4. O paraboloide hiperbélico

2 2
_ 3., _ v Y
H—{(%,y,Z)EIR,,Z—E—ﬁ},

onde a e b sao constantes positivas, ¢ uma superficie regular, pois H = G, onde g : R?> - R

é a funcao diferenciavel dada por

Figura 6 — Paraboloide Hiperbdlico.

Antes de enunciarmos a Proposi¢ao 2.7 precisamos de uma definigdo e de um importante

resultado do célculo avancado.

Definicao 2.5. Dada uma aplicacao diferenciavel F' : U C IR" — IR™ definida em um
conjunto aberto U de IR", dizemos que p € U é um ponto critico de F' se a diferencial
dF, : R" — IR™ nao ¢ uma aplicacao sobrejetiva. A imagem F(p) € IR™ de um ponto
critico é chamado um valor critico de F'. Um ponto de IR™ que nao é um valor critico é

chamado um valor regular de F'.

Pela Definicdo 2.5, se considerarmos uma aplicacao diferencidvel F': U ¢ R?* — IR,
o ponto p é um ponto critico de F' se F'(p) =0, isto é, F, = F, = F, =0. Se F'(p) # 0
entdo p é ponto regular e F(p) é valor regular de F. Note que qualquer ponto a ¢ F(U) é

valor regular de F'.

Teorema 2.6 (Teorema da Funcao Inversa). Seja F': U C R" — IR" uma aplicagao
diferenciavel e suponha que em p € U a diferencial dF), : R" — IR" é um isomorfismo.
Entéo, existem uma vizinhanga V' de p em U e uma vizinhanca W de F(p) em IR" tal que
F :V — W tem inversa diferencidvel F~1: W — V.

Proposicio 2.7. Se f : U C IR* — IR é uma funcio diferencidvel e a € f(U) é um valor

regular de f, entdao f~'(a) é uma superficie regular em IR®.
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Demonstragio. Seja p = (zg, Yo, 20) € f~(a), onde f Ya) = {(:1: y, z) € U; f(x,y,z) =
a}. Como a é valor regular de f, temos que f'(p ( (p)) # (0,0,0).
Suponhamos que f,(p) # 0 e consideremos a aphcagao F U C 1R3 — IR? dada por
F(z,y,2) = (3:, y, f(x,y, z)) Vamos indicar por (u,v,t) as coordenadas de um ponto do

IR? onde F toma seus valores. A diferencial de F' em p é dada por

1 0
dF,=| 0 1

f(p) fy(p) [f:(p)

Logo, det(dF,) = f.(p) # 0 e dF, é um isomorfismo. Pelo Teorema 2.6, existem uma
vizinhanga V' C U com p € V e uma vizinhanga W de F(p) tais que F' : V — W é
inversivel e a inversa F'~! : W — V ¢é diferencidvel. Segue que as funcdes coordenadas de
F-1

r=u, y=v, z=guvt), (u,v,t)eW,
sao diferencidveis. Em particular, z = g(u,v,a) = h(z,y) é uma fungao diferencidvel
definida na projecao de V' sobre o plano xy. Como
F(fHa)nV) =W n{(u,v,t);t = a},

concluimos que o grafico de h ¢ f~'(a)NV.

Pela Proposigao 2.2, f~1(a) NV é uma vizinhanga coordenada de p. Logo, todo
p € f~(a) pode ser coberto por uma vizinhanga coordenada e, podemos concluir que

f~Ya) é uma superficie regular. |

Os exemplos que se seguem sao aplicagoes da Proposicao 2.7.

. . 2 2 2 ~ . 4
Exemplo 2.8. O elipsoide E : % + % + % = 1, onde a, b, ¢ sdo constantes reais, ¢ uma
superficie regular. Para verificar este fato, considere a funcio diferencidvel f : R* — IR

em que

Temos que
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se, e somente se, (z,y,2) = (0,0,0). Como este ponto nio pertence ao conjunto f~1(0),
concluimos que 0 é um valor regular de f. Uma vez que f~!(0) corresponde ao elipsoide

este é uma superficie regular.

Esse exemplo inclui a esfera como caso particular.

Exemplo 2.9. Vamos mostrar que o conjunto S = {(z,y,2) € R* 3> +y —4z = 0} é uma
superficie regular. Para isso, considere S = f~1(0) onde f : IR* — IR é a funcao dada por
f(z,y,2) =y* +y — 4z. Temos que f'(x,y,2) = (0,3y* + 1, —4) nunca se anula, qualquer
que seja o ponto (z,y, z). Logo, 0 é valor regular de f e S é uma superficie regular pela

Proposicao 2.7.

Figura 7 — Gréfico da fungao f(z,y,2) = y> +y — 4z2.

A proposicao a seguir fornece uma reciproca da Proposicao 2.2, isto é, qualquer

superficie regular é localmente o grafico de uma funcgao diferenciavel.

Proposiciao 2.10. Seja S C IR® uma superficie regular e p € S. Entdo existe uma
vizinhanga V' de p em S tal que V' é o grafico de uma funcao diferenciavel que tem uma

das seguintes formas: z = f(x,y), y = g(z, 2), = = h(y, 2).

Demonstracio. Seja X : U C IR* — S uma parametrizacio de S em p onde

X (u,v) = (a:(u, v), y(u,v), z(u, v)); (u,v) € U.

Pela condicao de regularidade, um dos determinantes jacobianos nao se anula em

X(q) = p. Suponhamos que %(q) # 0 e consideremos a aplicacdo (1o X) : U — IR?

definida por (7 o X)(u,v) = (x(u,v),y(u,v)). Como %(q) # 0, podemos aplicar o

Teorema 2.6 para garantir a existéncia de vizinhangas V; de ¢ e V5 de (7m0 X)(q) tais que

moX : V] = V5 é um difeomorfismo.
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Temos que 7 restrita a X (V) = V é bijetiva e tem uma inversa diferenciavel (7 o
X)™ V5 — V4. Como X é um homeomorfismo, V ¢ uma vizinhanca de p em S.
Considerando a composicao da aplicagao (mo X)™! : (z,y) — (U(Ly),v(x,y)) com a
funcao (u,v) — z(u,v), podemos notar que V' é o grafico de uma funcao diferencidvel
z = z(u(x, y),v(z, y)) = f(x,y). Um argumento andlogo pode ser usado no caso de um

dos outros determinantes jacobianos nao ser nulo. ]

Exemplo 2.11. Vamos provar, usando a Proposicao 2.10, que o cone de uma folha C,
dado por C : z = /22 + 2, onde (z,y) € IR? ndo é superficie regular. Para isso, vamos
supor que exista uma vizinhanga V' do ponto (0,0,0) € C tal que V' é o gréfico de uma

funcao diferenciavel tendo uma das trés formas:

I:h(ya'Z)? y:g(x,z), Z:f($,y>

A fungao nao pode ser da forma = = h(y, z) e y = g(z, z), pois as projecoes de C' sobre o0s
planos zz e yz nao sdo injetivas. A fungdo também nao pode ser da forma z = f(z,y),

pois z = y/2? + y? ndo é diferencidvel no ponto (0,0). Portanto, C' ndo é superficie regular.

Temos que o cone Cy de duas folhas também nao é uma superficie regular. Dadas as

parametrizagoes

21:—1-\/:ﬁy2 e zgz—m

de Csy, é facil ver que z1 e z3 ndo sdo diferenciaveis no ponto (0,0). Portanto, o cone de

duas folhas nao é uma superficie regular.

Figura 8 — Cone de uma folha C' a esquerda. Cone de duas folhas C a direita.

A préxima proposigao afirma que ndo precisamos verificar a condigao (ii) da Definigao
2.1 se ja sabemos que S é uma superficie regular e que a parametrizagao X satisfaz as
condicoes (i) e (iii). Isto é, se X (U) é uma superficie regular onde X ¢é bijetiva, entao X

é continua.
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Proposicao 2.12. Seja p € S um ponto de uma superficie regular S e seja X : U C
IR* — IR® uma aplicacdo com p € X (U) tal que as condigoes (i) e (iii) da Definigao 2.1

sejam satisfeitas. Suponha que X seja bijetiva. Entao X! é continua.

Demonstragio. Seja X (u,v) = (m(u,v),y(u,v),z(u, v)), (u,v) € U e seja g € U. Pelas

I(zy)
O(u,v)

m(x,y,2) = (x,y). Pelo Teorema 2.6, existem vizinhangas V; de ¢ em U e V, de (7m0 X)(q)

condigoes (i) e (ili) podemos admitir que (q) # 0. Seja 7 : R* — IR* a projecio

em IR? tais que mo X : Vi — V4 é um difeomorfismo.

Suponha agora que X seja bijetiva. Entdo, a restrigio X (V) nos fornece X ' = (7 o

X)tom. Como X! é composigio de aplicagoes continuas, segue que X ! é continua. M

()

=

u

Figura 9 — Continuidade da inversa de X.

2.2 Mudanca de Parametros

Duas parametrizacoes podem ter o mesmo trago, isto é, dado um ponto p € S, este
pode pertencer a varias vizinhangas coordenadas. Logo, podemos escolher varios sistemas
coordenados em uma vizinhanca de p. Vamos mostrar com a seguinte proposicao que
quando um ponto pertence a duas vizinhangas coordenadas é possivel passar de um destes

sistemas de coordenadas ao outro através de uma aplicacao diferenciavel.

Proposicéo 2.13. Seja p um ponto de uma superficie regular S, e sejam X : U € R* = S
eY :V C IR? = S duas parametrizagoes de S, tais que p € X(U)NY (V) = W. Entdo a
mudanga de coordenadas h = X1 oY : Y} (W) — X (W) ¢ um difeomorfismo, isto é,

h é diferencidvel e tem inversa diferencidvel h~1.

Demonstracio. A aplicacao h = X1 oY, sendo uma composicao de homeomorfismos, é
um homeomorfismo. Como nao sabemos o que vem a ser uma fungao diferenciavel em

S, nao é possivel concluir que h=! é diferencidvel. Entao, para contornar essa situacao,
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tomamos 7 € Y1 (W) e definimos g = h(r). Temos que X (u,v) = (x(u, v),y(u,v), z(u, v))

¢ uma parametrizacao de S, logo, podemos supor que

Estendendo X a uma aplicacdo F : U x IR — IR? definida por

F(u,v,t) = (:E(u, v),y(u,v), z(u,v) + t),

onde (u,v) € U, t € R, temos que, geometricamente, F' aplica um cilindro vertical C
sobre U em um cilindro vertical sobre X (U), levando cada se¢ao de C' com altura ¢ na

superficie X (u,v) + tes, onde ez é um vetor unitario do eixo Oz.

Y (W)
. Y
j\v -

E
t "

u

Figura 10 — Ilustragao.

A aplicagao F' ¢ diferencidvel e sua restri¢ao ao plano xzy ¢ F|y« o3 = X. Calculando o

determinante da diferencial dF),, obtemos

o

u () 8

o o o o @Y g
ou  Ov 6(U,U)

9z 9z 1

ou Ov

Pelo Teorema 2.6, existe uma vizinhanca M de X(q) em IR? tal que F~! existe e é

diferenciavel em M. E, pela continuidade de Y, existe uma vizinhanga N de r em V tal que
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Y (N) C M. A restrigao h|xy = F~!' o Y|y é uma composigdo de aplicagoes diferencidveis.
Pela regra da cadeia, concluimos que h é diferenciavel em r. Como r é arbitrario, h é
diferenciavel em Y ' (W). Pelo mesmo argumento mostra-se que h~' é diferencidvel e,

portanto, h é um difeomorfismo. [ |

Finalmente estamos em condi¢des de definir sem ambiguidade o conceito de funcao
diferenciavel em superficies. A ideia bésica consiste em “puxar” os pontos da superficie
novamente para o plano, usando a parametrizacao, e entao utilizar nosso conhecimento
de calculo diferencial em abertos de IR". Considere uma fungao f:V C S — IR definida
em um subconjunto aberto V' de uma superficie regular S. Dizemos que f é diferencidvel
em p € V se, para alguma parametrizacio X : U C IR* = S, comp € X(U) C V, a
composicio fo X : U € R* — IR é diferencidvel em X ~!(p). A funcao f é diferenciavel

em V se o for em todos os pontos de V.

Note que a diferenciabilidade de f nao depende da parametrizacao X, pois tomando
outra parametrizacdo Y : W C IR* = S com p € Y(W) temos que foY = foXoh é

diferencidvel.

Agora, vamos estender a definigdo de diferenciabilidade para aplicagoes entre superficies.
Para isso, considere a aplicacao continua ¢ : W C S; — S5 de um conjunto aberto W de
uma superficie regular S; em uma superficie regular S,. Temos que ¢ é diferenciavel em

p € W se, dadas as parametrizagoes

X:UcCR*— S, Y:VcR?>—> S,

compe X(U)e @(X(U)) CY(V), a aplicagio Y ' opo X : U — V é diferencidvel em
¢=X""(p).
Em outras palavras, ¢ é diferenciavel se, quando expressa em coordenadas locais como

o(u,v) = (gpl(u, v), 2 (u, U)), as fungoes ¢y e s tem derivadas parciais continuas de todas

as ordens. Esta definicdo nao depende da escolha de uma parametrizagao.
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()

Y lopoX

AN

Us
Uy

Figura 11 — Tlustragdao da aplicacdao entre superficies.

Convém mencionar que duas superficies regulares S; e Sy, sdo difeomorfas se existe
uma aplicacao diferencidvel ¢ : S; — S, com uma inversa diferencidvel o=t : S — S;. Tal
¢ é chamada difeomorfismo de S; em S;. A nocao de difeomorfismo entre superficies
implica que, dadas duas superficies difeomorfas, estas sao indistinguiveis do ponto de vista

da diferenciabilidade.

Exemplo 2.14. Considere a parametrizacio X : U C IR* — S com inversa X ! : X (U) —
IR? diferencidvel. Para qualquer p € X(U) e qualquer parametrizacio Y : V. C R* — S
em p, temos que X oY : Y L(W) — X~1(W) é diferencidvel, onde W = X (U) N Y (V).
Isso mostra que U e X (U) sao difeomorfos. Assim, podemos concluir que toda superficie

regular é localmente difeomorfa a um plano.

2.3 Plano Tangente

Dada uma superficie regular S e um ponto p € S, definimos um vetor tangente a S

em p como o vetor velocidade o/(0) de uma curva parametrizada « : (—¢,€) — S tal que
a(0) = p.
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Figura 12 — Curva em uma superficie.

O conjunto de todos os vetores tangentes a .S em p é chamado de plano tangente a

S em p, e serd denotado por 7,,5.

Proposicao 2.15. Seja X : U C IR?> — S uma parametrizacio de uma superficie regular
S e seja g € U. O subespago vetorial de dimensao 2, qu(IRQ) C IR? coincide com o

conjunto de vetores tangentes a S em X(q).

Demonstragio. Seja w um vetor tangente em X (gq), isto é, w = &/(0), onde o : [ —
X(U) c S ¢é diferenciavel e a(0) = X(g). Por uma mudanga de pardmetros, a curva
f=X'oa:I— U édiferencidvel. Pela defini¢ao de diferencial temos dX,(5'(0)) = w.
Portanto, w € dX,(IR?). Por outro lado, seja w = dX,(v) onde v € IR E claro que v é
o vetor velocidade da curva v : [ — U dada por y(t) = tv 4 ¢; t € 1. Pela definigao de

diferencial, w = /(0) onde o« = X o ~y. Isso mostra que w é um vetor tangente. |

A Proposigao 2.15 mostra que o plano dX,(IR?), que passa por X (q) = p, ndo depende
da parametrizagdo X, esta parametrizacao apenas determina uma base {X,(q), X,(¢q)} do

plano tangente a S em p.

Seja w € T,S. As coordenadas de w na base {X,(¢),X,(¢)} s@o determinadas do
seguinte modo: se w é o vetor velocidade o/(0) de uma curva « = X o 3, onde f: [ — U
é dada por S(t) = (u(t),v(t)) com (3(0) = ¢ = X~!(p), entdo,

o0) = S(X o))

_ th(u(t),v(t))(o)

— W(0)X,(q) + /(0)X, () = w. (2.3)
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Assim, na base {X,(q), X,(¢)}, w tem coordenadas (u’(O),v’(O)), onde (u(t),v(t)) é

a expressao na parametrizagdo X de uma curva cujo vetor velocidade em t =0 é w.

Definicao 2.16. Se S ¢é uma superficie regular e o ponto p € S, dizemos que um vetor de

IR? é normal a S em p se é ortogonal a T},S.

Existem dois vetores unitarios em IR® que sdo normais ao plano tangente 7, »o. Dada
uma parametrizacdo de S, X : U C IR> = S, em p € S podemos definir a escolha de um

vetor normal unitério em cada ponto ¢ € X (U) da seguinte forma:

Xy A Xy

N(p) = 2w

(2.4)

Para finalizar este capitulo, vamos definir a diferencial de uma aplicacao diferenciavel

entre superficies regulares.

Sejam S; e Sy duas superficies regulares e seja ¢ : 'V C S§; — Sy uma aplicagao
diferencidvel de um conjunto aberto V de S; em S». Se p € V, todo vetor w € T,,5; € o
vetor velocidade o/(0) de uma curva parametrizada diferenciavel a: I — V' com «(0) = p.

A curva 8 = poa é tal que 3(0) = ¢(p) e portanto 5'(0) é um vetor de Ty, ;) So.

Proposigao 2.17. Dado w € 7,5, o vetor '(0) nao depende de a. Além disso, a
aplicacao dyy, : 7,51 — T(p)S2 definida por dp,(w) = 4'(0) é linear.

Demonstragio. Sejam X (u,v) e X (i, 7) parametrizacbes em vizinhangas de p e ¢(p)

respectivamente. Suponha que ¢ expressa nessas coordenadas é dada por

QO(U, U) = (901 (u7 U)? @2(u7 U))?

ea(t) = (u(t), v(t)), tel. E_ntao_, acurva f = poa = [(t) = (apl(u(t),v(t)), goz(u(t),v(t)))
e '(0) é expressa na base {Xg, X5} como

9 9 9 9
B'(0) = (;;u'm) S (0), S (0) + (,;’;%'(0)> .

Portanto, 5'(0) depende apenas da aplica¢ao ¢ e das coordenadas (u’ (0),7 (O)) de w

na base {X,, X, }. Assim, '(0) independe de «. Além disso, a relacao acima mostra que

| Dg1 dg1 u'(0)
B'(0) = dpy(w) = ( oo O ) (v’(o) )

ou ov

isto &, diy, ¢ uma aplicagao linear de 7,5, em T,(;)S>. n
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A aplicacdo linear dy, definida pela proposicao acima é chamada diferencial de ¢ em
pE Sl.

Figura 13 — A diferencial dy,.



Capitulo 3

Formas fundamentais

Neste capitulo iniciamos o estudo da geometria de uma superficie. Comecamos com a
questao mais béasica de medir comprimento de curvas e areas de regioes sobre superficies.
Naturalmente, podemos usar nosso conhecimento de Célculo Diferencial e Integral para
obter tais medidas vendo curvas e regioes como subconjuntos do espago euclidiano tridimen-
sional. No entanto, queremos calcular tais medidas sob um ponto de vista intrinseco, isto
é, sem precisar sair da superficie e usar o espaco ambiente. E daf que surge o conceito de
primeira forma fundamental. Uma questao mais sofisticada é olhar como a geometria
da superficie muda quando deformamos pedagos de plano para construi-la. Essa questao
estd ligada com a curvatura da superficie. E esse o objeto que pode mudar drasticamente
o plano, sob o ponto de vista geométrico. Por exemplo, conforme veremos no proximo
capitulo, a soma dos angulos internos de um tridngulo sobre uma superficie depende
fortemente da curvatura da mesma, e geralmente, ¢é diferente do ntimero 7, com o qual
estamos tao habituados em nosso mundo euclidiano. A ferramenta matematica utilizada
para definir precisamente a curvatura é a segunda forma fundamental que estudaremos

aqui.

3.1 Primeira forma fundamental

Defini¢ao 3.1. A forma quadratica I, : TpS — IR dada por

L(w) = (w,w), = [w|* (3.1)
é chamada a primeira forma fundamental da superficie regular S C IR* em p € S.

Vamos expressar a primeira forma fundamental na base {X,, X,} associada a uma

parametrizacdo X (u,v) em p € S.

Dado w € T,5, da expressao (2.3) escrevemos w = u/(0)X,(¢q) + v'(0)X,(gq), onde
q = X"Yp). Assim,
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W, W),

"Xy + "Xy, "X, +0'X,),

VX X))y + 200" (X, X))y + (0) (X, X))

')’ E + 22UV F + (V)G (3.2)

u
u

{
=
(
(

Os nimeros E, ' e G definidos como

E = <XuaXu>pa
F o= (X, Xy)p, (3.3)
G = <Xv7Xv>p7

sao chamados coeficientes da primeira forma fundamental na base {X,,X,} de
T,S.

Observe que se X : U C IR* — IR? é uma parametrizacio local de S e E, F, G, sdo os

coeficientes da primeira forma fundamental associados a X, entao

X, A X2 = X2 X2~ (X, X)) = EG — F2 (3.4)

Exemplo 3.2. Considere o plano P C IR?, passando por ¢ = (0, Yo, 20) € contendo os

vetores ortonormais wy = (a1, as, as) e wa = (by, b, b3), dado por

X(u,v) = q+ uwy + vway, (u,v) € IR%.

Temos que X, = w; e X, = wa. Logo, os coeficientes da primeira forma fundamental do

plano P sao

FE = <W1,W1> = 1, F = <W1,W2> = 0, G = <W2,W2> =1.

Portanto, a primeira forma fundamental de P para um dado vetor w é I,(w) = a? + b?,

onde a e b sao as coordenadas do vetor w na base {X,, X, }.

Exemplo 3.3. O cilindro reto sobre o circulo 22 + 3> = 1 admite a parametrizacao
X :U — R? onde X (u,v) = (cos(u), sen(u),v) e U={(u,v) € R*0 < u<2m,—00 <
v < oo}. Temos que X, = ( — sen(u), cos(u), 0) e X, = (0,0,1). Logo, os coeficientes da

primeira forma fundamental do cilindro sao

E = sen’(u) + cos®(u) = 1, F =0, G =1,
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e sua primeira forma fundamental para um dado vetor w é a mesma que a do plano P,
I(w) = a* 4+ b%.

O fato de o plano e o cilindro possuirem a primeira forma fundamental idéntica pode
ser entendida com o enrolar de uma folha de papel. Por exemplo, dada uma folha de papel
plana, esta pode ser enrolada num cilindro, de modo ébvio, sem deformacao. Se tragarmos
uma curva na folha plana, depois de enrolada, esta se torna uma curva no cilindro e como
nao houve deformacgoes, o comprimento de ambas as curvas coincidem. Esta transformacao

geométrica é uma isometria, que sera tratada mais adiante.

Figura 14 — (Animacgao) Transformagao do plano em um cilindro.

Veremos agora como os conceitos de comprimento de uma curva da superficie, angulo
entre duas curvas da superficie e drea de uma regiao de uma superficie estao relacionados

com a primeira forma fundamental.

Comprimento de uma curva da superficie: Seja o : I — S uma curva diferencidvel

da superficie S. O comprimento de arco s da curva « é dado por

st = | N ()dl = / o () (3.5)

Da relacao (3.2), podemos reescrever a equagao de comprimento de arco dada em (3.5)

como

st = | W 2E + 200 F + (v)2G dl. (3.6)

Angulo entre duas curvas da superficie: Sejam « e § duas curvas contidas em

uma mesma superficie que se intersectam em ¢t = to. As curvas « e § podem ser vistas
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como curvas coordenadas da superficie S. Assim, dada uma parametrizacdo X (u,v) de S

temos que o angulo 6 formado por elas é definido como

cos(f) = (XuXy) __F : (3.7)

XX VEG

curvas coordenadas

Figura 15 — Curvas coordenadas.

Area de uma regiao de uma superficie: Outra aplicagdo da primeira forma
fundamental é a medida de areas em superficies. Antes de definirmos a area vamos definir

o conceito de dominio e regiao de uma superficie.

Defini¢ao 3.4. Um dominio (regular) de S é um subconjunto aberto e conexo de S,
cuja fronteira é a imagem de um circulo por um homeomorfismo diferenciavel que é regular

(isto é, sua diferencial nao se anula) exceto em um nimero finito de pontos.

Definig¢ao 3.5. Uma regiao de S ¢é a unido de um dominio com a sua fronteira. Uma

regido de S C IR? é limitada se estd contida em alguma bola de IR?.

Fronteira de R

Figura 16 — Regiao de uma superficie regular.
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Dada uma regido limitada @ de IR? contida em uma vizinhanca coordenada X : U — S,
temos que X (@) = R é uma regiao limitada em S. Definimos, entao, a drea da regiao R

por

A(R) = //Q Xy A X, |du dv = //Q VEG — F2du dv. (3.8)

Teorema 3.6. A area de uma regido R de uma superficie regular S independe da parame-

trizagao.

Demonstracio. Dados U, U C IR?, considere X : U — R* e X : U — IR® duas parametri-

zacoes locais de S, onde R C X(U) e R C X(U). Defina Q = X 1(U), Q = X~ (U). Seja

O(u,v)
A(u,v)

o jacobiano da mudanca de coordenada (u,v) para (u,v). Entéo,

// X A Xy| dads = // X, A X,
Q Q

onde a ultima igualdade vem do Teorema de mudanca de varidveis para integrais multiplas
(consulte Stewart (2016, p.946)). |

d(u,v)
d(u,v)

dada:// X, A X,| dudv,
Q

Exemplo 3.7. Considere o cilindro parametrizado por X (u,v) = (cos(u), sen(u),v).
Vamos calcular o comprimento da curva § = X o «, sendo «a(t) = (¢,t), t € [0,27]. Do
Exemplo 3.3, temos que [,(w) = a? 4+ b%. Derivando (3 obtemos I,(8'(t)) = 1> + 1% = 2.

Assim, o comprimento da curva 3 é

s(t) = :W V3dl = 27v/3.

Note que (t) = (X o a)(t) = (cos(t), sen(t),t) é uma hélice.

z

T Yy

Figura 17 — Representacao da curva 3 no cilindro.
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Podemos calcular também a area de uma regiao V' = [0, 27] x [0, 1] do cilindro dado.

Como sabemos que £ =1, FF =0, G =1, da equagao (3.8) temos
2w 1l

A(xX(V)) = / / VI-1— 02 du dv = 2n.
o Jo

3.2 Orientacao de superficies

Antes de definirmos a segunda forma fundamental vamos definir a orientacao de uma
superficie. Sob um ponto de vista bastante informal, uma superficie é orientavel quando
ela possui dois “lados” distintos, como uma folha de papel. Quando escolhemos um destes
lados, temos uma orientacao para a superficie. Isto é feito de maneira formal escolhendo um
vetor unitario perpendicular ao plano tangente em cada ponto. Uma vez feita essa escolha,
a velocidade na qual a inclinagao de tal vetor muda quando percorremos a superficie nos

da uma ideia de o quanto a mesma se afasta de ser plana, isto é, descreve a sua curvatura.

Ja vimos que em uma superficie regular S para cada ponto p € S existe um plano
tangente 7},S. A escolha de uma orientagao de 7,5 induz uma orientagao em uma vizinhanga
V de p. Caso seja possivel fazer essa escolha para cada p € S de forma que na intersecao
de quaisquer duas vizinhancas as orientac¢oes coincidam, dizemos, entao, que S é orientavel.

Caso contrario, dizemos que S é nao-orientavel.

Exemplo 3.8. Toda superficie que é coberta por uma tunica vizinhanga coordenada é
orientavel. Por exemplo, uma superficie que é um grafico de uma funcao diferenciavel é

uma superficie orientavel.

Exemplo 3.9. Se uma superficie regular S pode ser coberta por duas vizinhancas coorde-

nadas, cuja intersecdo é conexa, entao S é orientavel.

Exemplo 3.10. Toda superficie regular S que é a imagem inversa de um valor regular de

uma funcio diferencidvel, definida num aberto de IR?, é orientével.

Geometricamente, a nocao de orientabilidade de uma superficie regular em R? esté
relacionada com o vetor normal unitdrio N em p. Como definido na expressao (2.4), dada

uma parametrizagao X (u,v) em p, o vetor normal unitario N em p é

Xy A Xy

N(p) = 2w

(3.9)

A escolha do vetor normal N independe da parametrizacao, pois escolhendo outro

sistema de coordenadas locais Y (w, t) em p, vemos que

)

(u, )

O(w,t)’

Yo AY, = (X, AX,) (3.10)
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O(u,v)
O(w,t)

de sinal conforme o determinante jacobiano seja positivo ou negativo.

onde é o jacobiano da mudanca de coordenadas. Portanto, N se conserva ou muda

Definicao 3.11. Chama-se campo diferenciavel de vetores normais de um aberto
U C S a uma aplicacdo diferencidvel N : U — IR® que associa a cada ¢ € U um vetor

normal unitario N(q) € IR* a S em q.

Com a nog¢ao de campo de vetores podemos determinar se uma superficie é orientavel

ou nao.

Proposicdo 3.12. Uma superficie regular S C IR? é orientével se, e somente se, existe

um campo diferencidvel N : S — IR® de vetores normais em S.

Demonstragio. (=) Se S é orientavel, existe uma familia de vizinhangas coordenadas de
forma que na intersecao de duas quaisquer delas, a mudanca de coordenadas tem jacobiano
positivo. Entao, se p = X (u,v) definimos N(p) como na equagao (3.9), que é diferenciavel.

Se p pertence as vizinhangas coordenadas X (u,v) e Y (w,t) entdo N(u,v) = N(w,t).

(<) Seja N : S — IR* um campo diferenciavel de vetores em S e considere uma familia
F de vizinhangas coordenadas conexas cobrindo S. Seja X (u,v) € F, para qualquer

p = X(u,v) temos que a fungao

Pl = (N, (3 ) = 1

¢é continua em X. Como X é conexa, o sinal de F' é constante.

Se FF = —1 intercambiamos u e v na parametrizacdo, caso contrario, a mantemos.
Procedendo desse modo em todas as vizinhangas coordenadas, na interse¢do de quaisquer
duas delas o jacobiano é positivo, caso contrério terfamos N(p) = —N(p). Logo, a familia

de vizinhangas coordenadas dada satisfaz a Definicdo 3.11 e mostra que S é orientdvel. W

A proposicao anterior mostra que para S ser orientavel, precisamos apenas supor a
existéncia de um campo de vetores unitario continuo em S. Tal campo de vetores sera

automaticamente diferencidvel.

Exemplo 3.13. Um exemplo de superficie nao-orientavel é a faixa de Mobius, Figura 18.
Podemos notar que ela nio é orientével, pois dado um campo diferencidavel N : M — IR?
de vetores normais unitarios, depois de uma volta completa N volta a sua posi¢ao inicial

como —IN, uma contradicao.
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Figura 18 — (Animacao) Faixa de Mobius.

A orientacao nao é uma propriedade local de uma superficie, mas sim uma proprie-
dade global, envolve toda a superficie. Porém nao é objetivo desse trabalho o estudo de
propriedades globais da superficie. Mas para um conhecimento acerca do tema pode-se
consultar Carmo (2012).

3.3 Segunda forma fundamental

Definicio 3.14. Seja S C IR? uma superficie com orientacdo N. A aplicacio N : S — IR?

toma seus valores na esfera unitaria

S?* = {(z,y,2) € R*;2” +y* + 2% = 1}.

A aplicacao N : S — S?, assim definida, é chamada a aplicagao de Gauss de S.

N(p) N(p).‘ Y |
- & S
—Nb :l, ~“'¢ - ’.\'\.
So

Figura 19 — Aplicacao de Gauss.
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A aplicacao de Gauss ¢ diferenciavel. A diferencial dN, de N em p € S é uma aplicagao
linear de 7,5 em Ty S?. Como T),S e Ty S? sdo 0s mesmos espagos vetoriais, dN, pode

ser vista como uma aplicacao linear em 7,5.

Seja a aplicagdo linear dN, : T, — T,S. Para cada curva parametrizada a(t) em S,
com a(0) = p, consideraremos a curva parametrizada (N o a)(t) = N(t) na esfera S?, o

que equivale a restringir o vetor normal N a curva a(t).

O vetor tangente N'(0) = dN,, (o/ (0)) € T,,S mede a taxa de variacdo do vetor normal
N restrito a curva a(t) em ¢ = 0. A diferencial d/N,, mede o quanto N se afasta de N(p) em
uma vizinhanga de p. Para curvas, essa medida é dada pela curvatura e para superficies

essa medida é caracterizada por uma aplicacao linear.
Exemplo 3.15. O campo de vetores normais unitarios do paraboloide hiperbdlico para-

metrizado por X (u,v) = (u, v,v* — u?) é dado por

(2u, —2v,1)

Vau2 + 402 +1°

No ponto p = (0,0,0) temos

N =(0,0,1) X, =(1,0,0) X, =(0,1,0).

Assim, o plano tangente do paraboloide hiperbdlico em p é o plano zy.

Seja a(t) = X(u(t),v(t)) uma curva diferenciavel com «(0) = p e o/(0) = v =
(u’ (0),v'(0), O). Entéao, restringindo IN a essa curva obtemos
AN,(v) = (20/(0), ~20/(0),0)

Segue-se que os vetores v = (1,0,0) e w = (0, 1, 0) sdo autovetores de dN,, com autovalores

2 e —2, respectivamente.

Figura 20 — Autovetores v e w de dN(o,0)-
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Definicao 3.16. Diz-se que uma aplicagdo linear A : V — V é auto-adjunta se
(A(u),v) = (u, A(v)) para todo u,v € V.

Proposicao 3.17. A aplicacao dN, : T, — T,S da aplicacao de Gauss é uma aplicagao

linear auto-adjunta.

Demonstragio. Como dN, é linear, basta verificar que (dN,(w1), Wa) = (W1, dN,(W2))
para uma base {wq, wa} de 7,S. Seja X (u,v) uma parametrizagao de S em p e {X,, X, }
a base associada de 7,S. Se a(t) = X(u(t), v(t)) ¢ uma curva parametrizada em S, com

a(0) = p, temos

dN,(o'(0)) = dN,(w/(0)X, +v'(0)X,)
= W (0)N, +v'(0)N,,

observe que N, = dN,(X,) e N, = dN,(X,). Para provar que dN, é auto-adjunta, é
suficiente mostrar que (N, X,) = (X,, N,). Como N é normal ao plano tangente temos
que (N,X,) = 0 e (N,X,) = 0. Derivando estas relagoes em v e u, respectivamente,

obtemos

Assim, (N, X,) = —(N, X,,) = (N,,X,) = (X,,N,), ou seja,

<dNP(XU)7 Xv> = <Xu7 de(Xv)>
|

O fato de dN,, : T, — T, S ser uma aplicagao linear auto-adjunta nos permite associar
a dN, uma forma quadratica @ em 7,5, dada por Q(v) = (dN,(v),v), v € T,,S.

Definicao 3.18. A forma quadratica [, : 1,5 — IR por II,(v) = —(dN,(v),v) é

chamada a segunda forma fundamental de S em p.

Vamos exibir uma expressao para a segunda forma fundamental em um sistema de
coordenadas locais, para isso, vamos considerar uma parametrizacio X : U ¢ R? — R?

compativel com a orientacao N de S.

Seja X (u,v) uma parametrizagdo em um ponto p € S e seja «(t) = X(u(t), v(t)) uma

curva parametrizada em S, com a(0) = p. Para simplificar a notacao, convencionaremos
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que todas as fungoes que aparecem abaixo indicam seus valores no ponto p. O vetor

tangente a «(t) em p é o/(t) = u/X, + X, e

dN(a') = N'(u(t), v(t)) = w'N, + v'N,.

Como N, e N, pertencem a 7,5, podemos escrever

N, = anX,+anX,,

(3.11)
N, = a12X, + a22X,,
e, portanto, dN (o) = (anu' + a120") X, + (a1t + agv')X,.
Assim,
II,(a)) = —(dN(d),a) = —(u'N, + v'N,, u'X,, + v'X,)
= (u)e+ 2V f + (v)%g, (3.12)

onde, e, f, g sdo chamados os coeficientes da segunda forma fundamental, expressos

por

e = <Na qu>7
[ = <N> Xuv> = <N7 Xvu)a (313)
g = <N7 sz)‘

Definigao 3.19. Seja C' uma curva regular em S passando por p € S, k a curvatura de
C em p e cos(f) = (n,N), onde n é o vetor normal a C' e N é o vetor normal a S em p. O

nimero k, = k cos(f) é chamado a curvatura normal de C' C S em p.

A curvatura normal é o comprimento da projecao do vetor kn sobre o vetor normal a

superficie em p, com um sinal dado pela orientacao N de S em p.

Figura 21 — Curvatura normal.



39

Podemos relacionar a curvatura normal em um dado ponto p € S com a segunda forma
fundamental em um vetor unitério v € 7,5, equacdo (3.14). Para isso considere uma curva
regular C' C S parametrizada por «(s), onde s é o comprimento de arco de C' e a(0) = p.

Se N(s) é a restrigdo do vetor normal N a curva «(s), teremos (N(s), o/(s)) = 0, donde

(N(s),a"(s)) = =(N'(s), @(5))-

Portanto,

11,(0'(0)) = —(dN,(a'(0)),'(0)) = —(N'(0), o'(0))
N(0),a”(0))

o~ o~

(
— k(p) cos(6)
= halp) (3.14)

A proposicao a seguir nos permite definir a curvatura normal de uma superficie S no

ponto p € S segundo uma dada diregao v em 7T},S.

Proposicao 3.20 (Meusnier). Todas as curvas regulares de uma superficie S que passam
por p € S e tém a mesma reta tangente neste ponto, possuem a mesma curvatura normal

em p.

Esta proposi¢ao motiva a seguinte defini¢ao: Dado v € T,,S, um vetor unitéario, e dado
7, 0 plano que passa por p e é paralelo aos vetores v e N(p), temos que a intersegao de S

com o plano 7 é chamada se¢do normal de S em p ao longo de v, (Figura 22).

Secdo normal em p ao longo de v

Figura 22 — Representagdo da Proposicao 3.20, as curvas C' e C), tém a mesma curvatura
normal em p ao longo de v.
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Numa vizinhanca de p, a secdo normal de S em p é uma curva regular em S, cujo vetor
normal n(p) é £N(p) ou zero. Entdo, a curvatura k(p) da curva é igual ao médulo da
curvatura normal ao longo de v em p. Assim, pela Proposicao 3.20, o médulo da curvatura
normal em p de uma curva «(s) é igual a curvatura da segao normal S em p, segundo
a/(0).

Exemplo 3.21. No plano P todas as se¢Oes normais sao retas. Portanto, todas as
curvaturas normais sao nulas. Assim, a segunda forma fundamental é identicamente nula

em todos os pontos, ou seja, dN, = 0 para todo p € P.

Exemplo 3.22. Considere a esfera unitéria S? = {(x, v, z) € R*; 22 +y? + 22 = 1}. Todas
as secoes normais C' passando por um ponto p € S? sdo circulos unitarios de raio 1 e
curvatura 1. Além disso, como n(p) = N(p) para todo ponto p € C, todas as curvaturas
normais sao iguais a 1, isto é, a segunda forma fundamental é I1,(v) = 1 para todo p € 5?

e todo v € T,5% com |v| = 1.

Figura 23 — Seg¢Oes normais de uma esfera.

Exemplo 3.23. Seja o cilindro circular C : 22 4+ y? = 1 com orientacdo N : C' — S? dada
por N(z,y,2) = (—x,—y,0). Se p = (a,b,c) € C, entdo T,,C é o plano gerado pelos vetores
vi = (—=b,a,0) e v = (0,0,1). Segundo a dire¢ao vy, a curvatura normal no ponto p é
igual a 1, pois a se¢ao normal a C' em p é um circulo de raio 1 com n(p) = N(p). Ja pela
direcdo vg, a curvatura normal é igual a zero, pois a se¢ao normal a C' em p nesta diregao
¢ uma reta. Como dN,(z,y,2) = —(z,y,0), temos que dN,(v1) = —vy e dN,(v2) = 0.
Temos que 1 é o maximo e 0 é o minimo da curvatura normal em p, assim, como as outras

se¢Oes normais em p sao elipses, temos que 0 < k, < 1.
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Figura 24 — Se¢oes normais de um cilindro.

3.4 Curvatura gaussiana

Sabemos da Proposi¢ao 3.17 que dN,, : T,S — T,,S é uma aplicacao linear auto-adjunta.

Entao, existe uma base ortonormal {e;, e2} de 7,5 tal que

AN, = —kyey,
de = —k'Qeg.

Além disso, ky e ko (k1 > k) s30 0 méximo e o minimo da segunda forma da segunda

forma fundamental. Portanto, a matriz do diferencial da aplicacao normal de Gauss com

k0
0 —ky)

Os ntmeros k7 e ky sdo chamadas curvaturas principais em p e os vetores e; e e

relagdo a base {e1, es} é dada por

sao chamados diregoes principais em p.

As curvaturas principais ki e ky determinam a curvatura normal em qualquer direcao
de T,S. Considere v € T),S e |v| = 1, dada a base ortonormal {e;, e} de T,,S, temos
v = e cos(f) + ey sen(f),

onde 0 é o angulo de e; a v na orientacao de 7,,S. A curvatura normal na direcao de v é

dada pela expressao (3.14), assim,
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kn = 1I(v) = ={dNy(v), V)
= —(dN,(e; cos(h) + ez sen(f)), ey cos(d) + e sen(h))
= (e1k;y cos(0) + egks sen(f), e cos(f) + e, sen(h))
= kycos® () + ky sen®(0). (3.15)

A expressao (3.15) é conhecida como férmula de Euler. Esta expressdo nada mais é
do que a expressao da segunda forma fundamental na base {ej,es}.

Definicao 3.24. Seja p € S e seja dN, : T, — T,S a diferencial da aplicacao de Gauss.
O determinante de dN, é chamado a curvatura gaussiana K de S em p. O negativo da

metade do trago de dN,, é chamado a curvatura média H de S em p.

1
K = det(dN,) e H = —§tr(de). (3.16)
Em termos das curvaturas principais k; e ks, podemos expressar (3.16) como

ky + k
K=hk e H:1;2. (3.17)

Também podemos expressar a curvatura gaussiana e a curvatura média em funcao dos

coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental:

eqg — f? leG —2fF + gFE
K=9"/1_ H=-=
EG-F?  °© 2 EG— F?

(3.18)

Uma dedugao da equagao (3.18) pode ser encontrada em Tenenblat (2008, p.166-167).

Observacgao 3.25. Note que a expressao da curvatura gaussiana na equagao (3.18) depende
dos coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental. Estes sao definidos por meio
de produtos internos das derivadas parciais da parametrizagao da superficie. Porém, a

escolha da parametrizacao nao ira interferir no valor da curvatura gaussiana.

Observacao 3.26. Se a parametrizagao de uma superficie regular ¢é tal que F' = f = 0,

entao as curvaturas principais sao dadas por

kl = — e kQ = —=. (319)

Neste caso, a curvatura gaussiana e a curvatura média dadas em (3.18) se resumem a

- 9 _16G~|—9E

“5¢ ¢ H=57me (3:20)
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Para finalizar este capitulo vamos apresentar um exemplo do calculo da curvatura

gaussiana de um toro.

Exemplo 3.27. Vamos determinar a curvatura gaussiana do toro parametrizado por

X(u,v) = ((a + rcos(u)) cos(v), (a + rcos(u)) sen(v),r Sen(u)),
onde 0 < u < 2w, 0 <wv < 27.

Para o calculo dos coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental, bem como

do vetor normal N, necessitamos de X, X,, X, Xu € X,p. Entao,

X, = ( —r sen(u) cos(v), —r sen(u) sen(v), rcos(u)),
X, = ( (a + rcos(u)) sen(v ),(a—l—rcos(u))cos(v),O),
Xuw = (— rcos(u) cos(v), —r cos(u) sen(v), —r sen(u)),
w = (7“ sen(u) sen(v), —r sen(u) cos(v), O),

X
Xy = ( — (@ + rcos(u)) cos(v), —(a + rcos(u)) sen(v), O).

Dos valores acima obtemos

E =1 F =0, G = (a+rcos(u))?
e =, f =0, g = cos(u)(a+rcos(u)).

Da expressao da curvatura gaussiana dada por (3.18), temos

cos(u)
r(a+rcos(u))

K —

Da expressao acima, decorre que K = 0 ao longo dos paralelos u = 7 e u = 3—” Na regiao
dada por § < u < 57, K ¢ negativa. Enquanto que na regiao dada por 0 < u < % ou

7 <u<2m, K é posmva.

K <0

Figura 25 — Curvatura de um toro.



Capitulo 4

O Teorema de Gauss-Bonnet

Conforme dissemos no Capitulo 2, um dos aspectos a serem considerados no estudo
de uma superficie é o topoldogico. Para ter uma nocao deste conceito, imagine que uma
superficie ¢ feita de borracha, e podemos manipula-la fisicamente através de esticamentos,
deformacgoes, cortes, furos ou colamentos. Se usarmos somente as duas primeiras mani-
pulagoes, nao alteramos sua topologia, ao passo que as ultimas alteram. Por exemplo, a
topologia da superficie de um cubo é a mesma de uma esfera ou da casca de um ovo. No
entanto, uma rosquinha, um plano e uma esfera tém topologias distintas. Observe que
qualquer uma dessas manipulagdes pode alterar a geometria da superficie. Por outro lado,
manipulagdes que nao mudam a geometria da superficie, como por exemplo transformar um
retangulo em um pedaco de cilindro, podem mudar sua topologia. Desta forma, a geometria
e a topologia de uma superficie sdo elementos distintos. No entanto, um surpreendente
resultado da Geometria Diferencial mostra que eles nao sao completamente independentes
um do outro: o Teorema de Gauss-Bonnet relaciona a curvatura da superficie com sua
caracteristica de Euler-Poincaré, um conceito topoldgico andlogo a famosa relagao de
Euler para poliedros convexos. Este é o conteiido principal deste capitulo e deste trabalho.
Além disso, discutiremos aqui alguns aspectos da geometria intrinseca da superficie, isto
é, aqueles aspectos que nao levam em conta o espaco ambiente no qual a superficie esta

colocada.

4.1 Isometria e o Teorema Egregium de Gauss

Nesta secao daremos uma justificava para a igualdade da primeira forma fundamental
do plano e do cilindro, Exemplos 3.2 e 3.3 da Secao 3.1. Além disso, enunciaremos e
demonstraremos o Teorema Egregium de Gauss, que mostra que a curvatura gaussiana,
cuja defini¢do usa de maneira essencial a posicao da superficie no espago, nao depende desta,
mas apenas da estrutura métrica (primeira forma fundamental) da superficie. Comegamos
com a noc¢ao de isometria, que é uma aplicacdo que preserva angulos e distancias em

superficies.
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Definicdo 4.1. Dadas as superficies regulares S e S, diz-se que a aplicacdo ¢ : S — S
¢ uma isometria, quando ¢ um difeomorfismo e, para todo p € S e todos os pares

w1, Wo € T,,S, vale a igualdade

(dipp(W1), dipy(W2)) = (W1, wa). (4.1)

Definicao 4.2. Diz-se que ¢ é uma isometria local, quando, para todo p € 5, existem
abertos V. C SeV C S, taisque pe V, ¢(p) €V, e ¢:V — V é uma isometria.

Em outras palavras, um difeomorfismo entre superficies é uma isometria se a sua
derivada, em cada ponto, preserva o produto interno. Isto é equivalente a preservar a

norma e assim, para todo p € S, w € T,,S tem-se

W = |dgy (W) 4 I, (w) = L) (dipp(w)). (4.2)

Um critério para isometria local, em termos de coordenadas locais, é dado pela

proposicao a seguir.

Proposicdo 4.3. Suponha a existéncia de parametrizacoes X : U — S e X : U — S tais
que E=FE, F=F, G=GemU. Entdo a aplicacao ¢ : X o X~!': X(U) — S é uma

isometria local.
Demonstragio. Sejam p € X(U), we T,S e a: I — X(U); a(t) = X(u(t),v(t)) uma
curva diferencidvel em X (U) tal que a(0) =p e
a(0) =w=uX, +v'X,.
Seja B(t) = go(a(t)) = X’(u(t), v(t)), t € I. Entdo, f: I — X(U) é uma curva diferencigvel
em X (U) tal que 5(0) = ¢(p) e
dp,(w) = B'(0) = u'X, +v'X,,.

Logo,

< ‘( > = ()?E + 2uV'F + (v')*G,
(u’)2E+2u’v’F+( 2@,
<B/ >—I p)<d‘:0p( ))

Assim, I,(w) = L) (dgop(w)) para todo t € X(U) e todo w € T,,S; portanto, ¢ é uma

isometria local. [ ]
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Exemplo 4.4. Seja ¢ uma aplicacao da vizinhanca coordenada X (U) do cilindro S dado
no Exemplo 3.3 da Se¢ao 3.1 sobre o plano P do Exemplo 3.2 da mesma secao, definida
por ¢ : X o X~ (trocamos X na parametrizacao do cilindro por X). Vamos mostrar que

€ uma isometria local.

Cada vetor w tangente ao cilindro em um ponto p € X (U) é tangente a uma curva

X(u(t), v(t)), onde (u(t), v(t)) é uma curva em U C IR?. Assim, w pode ser escrito como

w=u'X, + v'X,.

Por outro lado, dp(w) é tangente a curva

Logo, dp(w) = u'X,, +v'X,. Como E = E, F = F, G = G, obtemos

(W) = (W)E+ 20V F + (V)G
= (U)E+ 20V F + (V)G = Ly (dgop(w)>.

Portanto, o cilindro ¢é localmente isométrico a um plano.

Exemplo 4.5. Vamos mostrar que o catenoide e o helicoide sao localmente isométricos.

Para isso considere a seguinte parametrizacao do catenoide

X(u,v) = (a cosh(v) cos(u), a cosh(v) sen(u),av),

com ) < u < 2w, —oo < v < 00. Temos que

X, = ( — acosh(v) sen(u), a cosh(v) cos(u), 0),
XU

= ( — a senh(v) cos(u), —a senh(v) sen(u), a).

Entao, os coeficientes da primeira forma fundamental sao

E = a? cosh?(v), F =0, G = a? cosh?(v).

Para o helicoide consideraremos a parametrizacao

X (u,0) = (17 cos(u), v sen(u), aﬂ),

com 0 < u < 2w, —o0 < v < 00. Tomando a seguinte mudanca de parametros:
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u = u, v = a senh(v),

com 0 < u < 27, —00 < v < 00, obtemos uma nova parametrizacao do helicoide dada por

X (u,v) = (a senh(v) cos(u), a senh(v) sen(u), au).

Note que mudanca de parametros ¢ possivel, pois a aplicacao ¢ bijetiva e o jacobiano

nunca se anula,

Como

X, = ( — a senh(v) sen(u), a senh(v) cos(u), a),
X, = (a cosh(v) cos(u), a cosh(v) sen(u),O),

os coeficientes da primeira forma fundamental para o helicoide sao

E = a? cosh?(v), F =0, G = a? cosh?(v).

Assim, pela Proposicao 4.3, concluimos que o catenoide e o helicoide sdao localmente

isométricos.

Figura 26 — (Animagao) Transformagao do helicoide em um catenoide.
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Agora vamos demonstrar o Teorema Egregium de Gauss, que caracteriza a curvatura
gaussiana como uma caracteristica intrinseca da superficie. Para isso, vamos associar a

cada ponto da superficie um triedro e estudar a derivadas de seus vetores.

Sejam S uma superficie regular orientével e orientada, e X : U C IR? — S uma
parametrizacio na orientacdo de S. E possivel associar a cada ponto de X (U) um triedro

natural dado pelos vetores X,,, X, e N. Expressando as derivadas desses vetores na base
{Xu, Xy, N}, obtemos

X = I'iXy +IHX, + LiN,
Xy = X, +T4X, + LN,
Xy = THXu+T2X,+ LN,
Xpw = T3Xy +T3,X, + L3N,
N, = anXy,+anX,,
N, = a12X, + aX,.

Observagio 4.6. Como X,, = X,,, entdo I'l, = T3, T2, =T% e Ly = Lo.

k

Vamos obter os coeficientes a;j, 4,7 =1,2; L;, i=1,2,3 e ', 4,j,k =1,2 em termos

dos coeficientes da primeira e da segunda forma fundamental.

Para determinar os coeficientes a;;, 4,7 = 1,2 vamos tomar o produto interno dos

vetores N, e N, com os vetores X, e X,,. Dessa forma,

—e = (N, X,) a1 E + ag F,
—f = (N, X,) = anF+anG, (4.4)
—f = (Ny,Xy) = anF+ankF,
-9 = (N, X,) = anF +anG,

onde E, F, G, e, f, g sao os coeficientes da primeira e segunda forma expressos na base

{X4, X, }. Representando matricialmente o conjunto de equagoes (4.4) temos

_ € f _ air Q19 FE F
I g an axpl \F G)’
aiy Qo e f\[E F -
= = - )
(@21 a22) (f 9) (F G)

onde ()7! significa a matriz inversa de ( ) dada por

B F\ 1 G —F
F G)] EG-F2\_r E|’



Entao, os coeficientes da matriz (a;;) sao

Os coeficientes L;, i =

fF —eG

ag = =—
11 EG—FQ’
v gF — jG
_ eF—[fF

a1 = EG — FQ;
[P —gFE
T Ba-Fr

primeiras quatro relagoes de (4.3) com N, assim,

e = (Xuu, N)
f = <Xuva N>
g = (X, N)

Os coeficientes T'%.

177 Z?.]?k

= ('L, X, +TI'%4X, + LN, N)
('L, X, + I2,X, + LN, N)

= 1,2 sdo chamados simbolos
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(4.5)

1,2,3 sao determinados tomando-se o produto interno das

de Christoffel de S na

parametrizacao X. Para determina-los, tomamos o produto interno das quatro primeiras

relagoes de (4.3) com X, e X,. Obtemos o seguinte sistema:

F%lF + F <qua Xv> = Fu - %Ev,
I'LE +17%, X, X)) = LB,
b = (X0, X,) =} W
F%QF + F12G <XuvaXv> = %Gm
F%2E + F22F <X”U”U7 Xu> — FU - %G”LU
PLE +132,G = (X, X,) = %Gv.
Portanto,
o GE, - 2FF, + FE, 2 _ 2FEF, — FFE,— FE,
o 2(EG - F? ’ U 2(EG - F? ’
GE, — FG, EG, —
[y =T5 = ma I, =13 = m, (4.8)
o 2GF, - GG, — FG, 2 _ EG, - 2FF,+ FG,
2 2(EG-F?) 7 2 2(FEG - F?)
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Uma consequéncia dos simbolos de Christoffel, expressao (4.8), serem escrito em termos
dos coeficientes da primeira forma fundamental e suas derivadas é que todos os conceitos
geométricos e propriedades expressas em termos dos simbolos de Christoffel sao invariantes

por isometria.

Teorema 4.7 (Teorema Egregium de Gauss). A curvatura gaussiana K de uma superficie

¢ invariante por isometrias locais.

Demonstragio. Seja X (u,v) uma parametrizagdo da superficie regular S. Entao vale a

seguinte igualdade,

Da igualdade acima e da relagao (4.3) segue que

(11X, + TH X, +eN) = (T],X, +TX, + fN)

u

Entao,

(F%l)vxu + Fth + (Ffl)va + F%lxvv + e,N + eN,
= (Mlp)uXy + TpXow + (TFh)u Xy + T X + fuN + Ny,

consequentemente,

[(F%l)v - (F%Q)U} Xu + [(F%l)v - (F%Q)u]Xv + [ev - fu]N

4.10
= 1% = Th | X + ThXuw — T3 X0 + N, — eN,. (4.10)

Usando as expressoes de Xy, Xuy, Xy, Ny € N, definidas em (4.3) na expressao
(4.10) temos

[(Fh)v - (Fb)u} Xu + [(Fil)v - (P%2)u} Xv + [ev - fu}N
= 13, DL (X, + T2,X, + /N) + Th(TL X, + T2,X, + eN) — T2, (T, X, +
+I3,X, + gN) + f(anX, + anX,) — e(a12X, + a22X,),

= [F%QF%Q — T + TRl — Tl +anf — alZe} Xy + [(F%2)2 — Il + Tl —
—THT% +anf — CL22€} X, + [f(ﬁz — ) + el — QF%}N-
(4.11)

Igualando os coeficientes de X, temos

(T3)y — (T1y)u = (IFy)? = T} TT, + TR0 — THIDS, + ani f — axe,
= (T%)u — (3o + (IF,)? =T TT, + DI —THIS, = age — an f.
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Como a;j, 7,7 = 1,2 sao as entradas da matriz da diferencial da aplicacao de Gauss

fF —gFE eFF — fE
e(EG—F2> _f<EG—F2>

efF —egE — efF + f*E
EG — F?

B eg — f?
= -k <EG_F>

— -FK

obtidas em (4.5) temos que

A22€ — azlf

?

onde a tltima igualdade é obtida da expressao (3.18). Assim,

(Ffz)u - (F%)v + (F%2)2 - FLP% + beﬂ - F%ngz =—FK. (4'12)

Portanto,

1
K=~ (T = (0 + (O - LTS 4 ThIL - T ). (a3)
Como os simbolos de Christoffel se escrevem exclusivamente em termos dos coeficientes da
primeira forma fundamental, expressao (4.8), segue que isso vale também para a curvatura

gaussiana K. Assim, a curvatura gaussiana K é invariante por isometrias locais. ]

A equagdo (4.13) é conhecida por equacdo de Gauss.

Proposiciao 4.8. Seja S C IR® uma superficie regular e seja X uma parametrizacio

ortogonal de S, isto é, F' = 0, entao

1 E G
K=—- = +(—==) |, 4.14
v (Ve () 419
onde F, F, G sao os coeficientes da primeira forma fundamental de X e K é a curvatura

gaussiana de S.

Demonstragio. A partir da equagdo (4.13) e dos simbolos de Christoffel dados na relagao

(4.8) temos que
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1
K = _E ((F%2)u - (F%)v + (F%)Q - Fhrﬂ + F%QF% - F%1F§2>
1 [GwG - G? N E,G-EG, G* EG, FE! EQG,
- E 2G? 2G?2 4G? AEG 4EG = 4G?
_ —2G.EG+2G*E - 2E,,EG + 2E,G,E — G)*E + E,G,G + E}G — E,G,E
N 4E2G?
1
= - (2E, EG — E,GuE — EG) + (2GuEG — G2E — E,G,G)]

- e |(Vra). (75

< = s (i), (Ee) )

4.2 Geodésicas

Comecaremos esta se¢do com o conceito de derivada covariante e depois definiremos
geodésica e curvatura geodésica. Intuitivamente as geodésicas sobre uma superficie regular
S desempenham o mesmo papel que as retas no espago euclidiano. Em um certo sentido,

as geodésicas minimizam distancias entre dois pontos de uma superficie.

Definicdo 4.9. Seja S uma superficie regular em IR®. Dizemos que w : S — IR® é um
campo de vetores se para todo p € S tem-se w(p) € T,S e, para toda parametrizagao
X:U—=SdeSemp,afuncaio wo X : U — T,5 ¢ diferencidvel.

Definigao 4.10. Seja w um campo diferencidvel de vetores em um conjunto aberto U C S
ep e U. Sejay € T,5. Considere uma curva parametrizada a : (—e¢, ) — U, tal que

a(0) =p, &/ (0) =y, e seja w(t), t € (—¢,€), a restrigdo do campo de vetores w a curva

a. O vetor obtido pela projecao de (C;—"t") (0) sobre o plano 7,,S é chamado a derivada

covariante em p do campo de vetores w em relagao ao vetor y. Esta derivada covariante
¢ denotada por (2)(0) ou (Dyw)(p).
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Figura 27 — A derivada covariante.

Vamos mostrar que a derivada covariante nao depende da escolha da curva a e é um

conceito da geometria intrinseca.

Seja X(u(t), v(t)) = a(t) a expressao da curva oo C S e seja w(t) = a(t)X, +b(t)X, a

expressao de w(t) na parametrizacao X (u,v). Derivando w em relagao a t, temos
M = aX!, + X, + X, + VX,
= dX,+ VX, + a(u'Xyy + 0'X0) + 0 Xy + ' X)),

observe que ' denota a derivacao em relacao a t.

Substituindo as expressoes de X, Xy, Xy, dadas em (4.3), temos

dw
= aX, VX, + ol (T X, + T3 X, + eN) + 0/ (15,X, + THX, + fN)]
+b [U’(Fbxu +THX, + [N) + 0/ (DX, + T5,X, + QN)],
= X,(d' + au'T}, + av'Ti, + bu'Tly + 0'TL,) + X, (¥ + au'T?, + av'T3, + bu'T%,
+b'T3,) + N(av'e + av' f + bu' f + b'g).
Como IZT:V ¢ a componente de %V no plano tangente, temos que

D
A X, (a' + au'Ti, + av'T}, + bu'T, + bu'T,) +

dt
X, (b + au'T3, + av'Ti, + bu'T3, + bv'T5,). (4.15)
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A equacdo (4.15) mostra que a derivada covariante nao depende da curva «, mas
apenas do vetor (u/,v") =y e dos coeficientes da primeira forma fundamental, através dos
simbolos de Christoffel.

Definigao 4.11. Um campo de vetores w ao longo de uma curva parametrizada o : [ — .S

é chamado paralelo se [()i—‘t"’ = 0 para todo t € I.

Podemos agora definir os conceitos de geodésica e curvatura geodésica.

Definigao 4.12. Uma curva parametrizada, ndo constante, v : I — S é chamada geo-
désica em t € I se o seu campo de vetores tangentes +/(t) é paralelo ao longo de v em ¢,
o DY)

isto é, ———= = 0.

dt

Dizemos que v é uma geodésica parametrizada se é geodésica para todo t € I.

Exemplo 4.13. Seja y(s) uma reta parametrizada pelo comprimento de arco contida em
uma superficie regular. Entao |7/(s)| = 1, o que implica % =~"(s) = 0. Entao, %Z—l = 0.

Portanto, segue que toda reta contida em uma superficie ¢ uma geodésica.

A Definicao 4.12 equivale a dizer que uma curva regular C' C S, com curvatura nao
nula (k(p) # 0 para todo p € '), é uma geodésica se, e sé se, seu vetor normal n(p) em

cada p € C' é paralelo ao vetor normal N(p) a S em p.

Exemplo 4.14. Vamos determinar as geodésicas de um cilindro reto C : 22 + 2 = 1.

Todo circulo obtido pela interse¢ao do cilindro com um plano normal ao seu eixo é uma
geodésica, pois para cada ponto p deste circulo o vetor normal n(p) do circulo é paralelo

ao vetor N(p) do cilindro.

As geratrizes do cilindro também sao geodésicas, pois, pelo Exemplo 4.13, toda reta

contida em uma superficie é uma geodésica.

Figura 28 — Geodésicas do cilindro: circulo e reta geratriz,.

Vamos verificar a existéncia de outras geodésicas sobre o cilindro. Para isso considere a

seguinte parametrizacao,
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X (u,v) = (cos(u), sen(u),v); O<u<2mewvelR.
Nesta parametrizagao, uma curva y(s) = (u(s),v(s)) é expressa por X(u(s),v(s)),
onde s é o comprimento de arco de 7.

Sabendo que o cilindro e o plano sdo localmente isométricos, pelo Exemplo 4.4, X é uma
isometria. Como a condicao de ser geodésica é invariante por isometrias, as geodésicas do
plano sao geodésicas do cilindro. Mas as geodésicas do plano sao retas, entao, excluindo-se

o0s casos ja considerados, temos

u(s) = as, v(s) = bs.
Entao,
v(s) = <cos(as), sen(as), bs),
Y(s) = ( — a sen(as), acos(as), b).

Como [7/(s)| = a® + b* = 1, consequentemente 7" (¢) = 0. Logo, 7 é uma geodésica do

cilindro. A curva ~ é uma hélice.

Figura 29 — Geodésica do cilindro: hélice.

Observe que dados dois pontos sobre um cilindro que nao estao sobre um circulo
horizontal, é possivel conecta-los por uma infinidade de hélices, isso significa que dois
pontos de um cilindro podem em geral ser conectados por uma infinidade de geodésicas,

diferentemente do que ocorre no plano.

Definigao 4.15. O valor algébrico da derivada covariante de w em ¢ é definido por

— NAw). (4.16)
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Definigao 4.16. Seja «y(s) uma curva regular orientada contida em uma superficie ori-
entada S, tal que y(s) esteja parametrizada por comprimento de arco. A curvatura

geodésica, denotada por k,, ¢ definida como

t = |22 = (00N 9) 116 (a17)

O sinal de k; depende da orientacao da curva e da superficie. Quando a curvatura
geodésica for nula a curva dada é uma geodésica, fato este demonstrado na proposicao a

seguir.

Proposicao 4.17. Sejam N, uma aplicagdo normal de Gauss de uma superficie regular
orientavel S, e v : I — S uma curva diferenciavel, cujo vetor velocidade tem norma

constante. Entao, v é uma geodésica se, e somente se,

kg = 0. (4.18)

Demonstrac¢io. (=) Seja v uma geodésica. Nesse caso, para todo t € I, 7”(t) é paralelo a

N(v(t)). Assim, pela equagao (4.17), a equacao (4.18) é verdadeira, pois

N(v() Av'(1) LN(v(t) =my"(t), meR.

(<) Suponha que a equagao (4.18) seja valida. Por hipétese |y/(t)| é constante, assim, /()

é ortogonal a (), pois

Lo = 26v(0).41) = 0.

Como a equagao (4.18) é vélida, segue que (1) é paralelo a N(y(t)), implicando que

v seja uma geodésica. [ |

O valor da curvatura geodésica pode ser expresso em funcdo da primeira forma

fundamental e suas derivadas, Proposi¢ao 4.18.

Proposicao 4.18. Sejam X (u,v) uma parametrizacdo ortogonal (isto é, F' = 0) de
uma vizinhanga de uma superficie orientada S, e w(t) um campo de vetores unitario e
diferencidvel ao longo da curva a(t) = X (u(t), v(t)). Entéo, podemos escrever a curvatura

geodésica como

1 dv du dy
b= —— (G2 B2 + 22
"~ 2JEG ( dt dt) T

onde p(t) é o dngulo de X,, a w(t) na orientacao dada.



o7

Para demonstrar esta proposigao, o seguinte lema se faz necessario (uma demonstragao
para o lema pode ser obtida em Carmo (2012, p. 300-301)).

Lema 4.19. Sejam v e w dois campos diferenciaveis de vetores unitarios ao longo da

curva « : I — S. Entao,

[Dw]_[Dv) _ de
dt dt | dt’

onde ¢(t) é o angulo entre v e w.

Demonstracao da Proposicio 4.18. Sejam e, = %, e = \)/% os vetores unitarios tangentes

a curva coordenada «(t). Como X é uma parametrizagdo ortogonal, entdo {e;,es} é uma

base ortonormal do plano tangente, e a orientacdo N de S pode ser obtida por N = e; Aes.

Pelo Lema 4.19 podemos escrever

{DW} _ {Del} de
dat | L dt dt’

onde e; = e (u(t), U(t)) é o campo de vetores e restrito a curva «(t). Mas

[Del

Do) (2o Nver) = (%0 ) = (o)) B0+ ((en)urea) o

dt a0

Como F' = 0, temos da expressao (4.7) que

1
<qu7 Xv> = _§Eva

1
<XU’U7 Xv> = iGu

Substituindo as relagoes acima na expressao de [%} obtemos
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= [2] = L (gl ) e
I Lat ] oyEG\ 'dt TUdt dt’
o que completa a demonstracao. [

A seguinte proposicao caracteriza as equacgoes diferenciais das geodésicas de uma

superficie S.

Proposigao 4.20. Seja y(t) = X(u(t),v(t)), t € I C IR uma curva regular de uma
superficie S parametrizada localmente por X (u,v). Entdo, v é uma geodésica de S se, e

somente se, as fungdes u = u(t) e v = v(t) satisfazem as equagoes

u’ + (u')’T]; + 2u'v'T], 4 (V)T =0,

(4.19)
v+ (u)° T + 20T, + (0)T3, =0,

em que Ffj sao os simbolos de Christoffel da superficie S.

Uma consequéncia importante do fato de que as geodésicas sao caracterizadas pelo

sistema (4.19) é a proposicao seguinte.

Proposicao 4.21. Dados um ponto p de uma superficie regular S e w € T,,5, existem

um ¢ > 0 e uma unica geodésica v : (—¢,¢) — S, tal que v(0) = p e 7'(0) = w.

Uma demonstracdo para as Proposigoes 4.20 e 4.21 pode ser encontrada em Tenenblat
(2008, 199-201).

Exemplo 4.22. Os grandes circulos C' de uma esfera S? sao obtidos pela intersecao da
esfera com um plano passando por seu centro O, Figura 30. Observemos que, para todo
ponto p da esfera S? e todo vetor w € 7,52, existe um grande circulo de S? passando por
p e tangente a w. Segue-se, entao, da Proposicao 4.21, que as Unicas geodésicas de uma

esfera sdo os seus grandes circulos.

Figura 30 — Grande circulo de uma esfera.
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4.3 O Teorema de Gauss-Bonnet

Uma das mais importantes caracteristicas do Teorema de Gauss-Bonnet ¢é a de apresen-
tar uma surpreendente relagdo entre a topologia de uma superficie compacta e a integral
de sua curvatura. Antes de exibir sua versao local precisamos de algumas defini¢coes. Nesta

secdo apresentaremos alguns fatos topoldgicos omitindo suas demonstracoes.

Definig¢ao 4.23. Seja o : [0,{] — S uma aplica¢ao continua de um intervalo fechado [0, (]
sobre uma superficie regular S. Dizemos que a é uma curva parametrizada simples,

fechada e regular por partes se:

(i) a(0) = a(l).
(ii) t1 # t2, t1, 12 € [0,1), implica que a(t1) # a(t2).
(iii) Existe uma partigdo 0 = ¢y < t; < -+ < tp < tg41 < [, de [0,{] tal que « é

diferenciavel e regular em cada [t;,t;41], 1 =0, - k.

Os pontos «(t;), i = 0,--- ,k sdo chamados vértices de a e o angulo orientado

0; € [—m,m] de &/(t;) a &/(¢; ) é chamado angulo externo no vértice «(t;).

Figura 31 — Angulo externo.

No caso em que o vértice é uma ctspide, isto é, |0;| = 7, a orientagdo de 6; é dada pela
orientacio de 6, angulo entre o/ (t; — €) e o/ (t; 4+ €), com & > 0 suficientemente pequeno,
ou seja, aft; —e) € alti—1,t;) e a(t;+¢) € alty, tiv1).
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Figura 32 — Sinal do angulo externo no caso de uma cuspide.

O teorema a seguir afirma que a variacao total do angulo do vetor tangente a o com

uma dada direcao mais os “saltos” nos vértices é igual a 2.

Teorema 4.24 (fndice de Rotacdo). Sejam X : U € IR* — S uma parametrizacio
compativel com a orientagao de S e a : [0,]] — X(U) C S uma curva parametrizada

simples, fechada e regular por partes . Tem-se que

k k

S (iltin) — @ilt)) + 3 0 = x2m, (4.20)
i=0 i=0

onde ¢; : [t;,t;ir1] — IR s@o fungoes diferencidveis que medem, em cada t € [t;,t;41], O

angulo positivo entre X, a o/(t).

Definicao 4.25. Seja R C S um subconjunto aberto conexo unido com a sua fronteira.
Dizemos que R é uma regiao simples se R ¢ homeomorfa a um disco e a sua fronteira
OR é o trago de uma curva parametrizada simples, fechada e regular por partes a: I — S.
Dizemos que « é orientada positivamente quando em cada o/(f) temos uma base positiva
ortogonal {c/(t),h(t)} de Tou)S com a mesma orientacao de {X,, X, }. Isso significa que

o vetor h(t) aponta para dentro da regiao R.



61

Figura 33 — Uma curva da fronteira orientada positivamente.

Sejam agora X : U C IR? — S uma parametrizacdo de S compativel com a sua
orientagdo e R C X (U) uma regiao limitada de S. Se f é uma fungao diferenciavel em S,

entao, pelo Teorema 3.6, a integral

Jf. o S0V

nao depende da parametrizagao X.

Teorema 4.26 (Teorema de Green). Seja C' uma curva plana simples, fechada, continua
por partes, orientada positivamente, e seja R uma regiao delimitada por C'. Se P e @) tém
derivadas parciais de primeira ordem continuas sobre uma regiao aberta que contenha R,

entao

k Si+1 du dv 8@ 8P
;/5 <PE + QE) ds = //R (% — %> du dwv. (4.21)

Uma demonstragao para o Teorema de Green pode ser encontrada em Stewart (2016).

Podemos, agora, enunciar o Teorema de Gauss-Bonnet:

Teorema 4.27 (Teorema de Gauss-Bonnet local). Seja X : U — S uma parametrizagao
ortogonal, (isto é, F' = 0), de uma superficie orientada S, onde U C IR? é homeomorfo
a um disco aberto e X é compativel com a orientagdo de S. Seja R C X(U) uma

regiao simples de S e seja a : I — S tal que OR = a([). Suponha que « é orientada
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positivamente, parametrizada pelo comprimento de arco s, e sejam «a(sp), -, a(sg) e

0y, 01, -, 0, respectivamente, os vértices e os angulos externos de a. Entao,

Z/SM (s)ds + [ Kdo—+29 — o, (4.22)

onde k,(s) é a curvatura geodésica dos arcos regulares de o e K é a curvatura gaussiana
de S.

Demonstragio. Pela equacao (3.8) e pela Proposicao 4.8 podemos escrever

//RKda://RK\/E_Gdu dv )
). ()]

Subtraindo de ambos os membros da igualdade acima o termo 3%, Jom d‘Pl ds temos

Foopsin dg; 1 E G ks dy;
Kdo — / Zd:—//— e S NV dudo — / id
//R 7 ; o ds RQK\/EG)U—'—(\/EG)u] o ; o ds

Usando o Teorema de Green escrevemos

/I Kda—Z/ “d%d = Z/SZ“

Pelo Teorema do indice de rotagao, segue que

dv u Sit1 dcpz
)
l ds 5] Z

i+1 k k
Z/ ' d%ds = (%(Siﬂ) - %’(Si)) + ;@ =427

=0

Entao, pela Proposicao 4.18 e pelo Teorema do indice de rotacao, podemos escrever

k ko rsipa
// Kda+20ii27r:—2/ " ky(s) ds
j i=0 "5
511 k
Z/ ! ds—i—// Kda+29i::|:27r.
R =0

Como a curva « é orientada positivamente, o sinal do termo 27 deve ser positivo. Portanto,

2/8”1 (s)ds + [ Kda+29 ~or.
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Para obter uma versao global do Teorema de Gauss-Bonnet, precisaremos de mais

alguns preliminares topoldgicos.

Definigao 4.28. Seja S uma superficie regular. Uma regido (conexa) R C S é uma regido
regular se R é compacta e sua fronteira OR é uma uniao finita de curvas regulares por

partes fechadas (e simples) que nao se intersectam.

Iremos considerar uma superficie compacta como uma regiao regular, cuja fronteira é o

conjunto vazio.

Figura 34 — Regiao a esquerda é regular e regiao a direita é nao regular (CARMO, 2012).

Uma regiao simples que tem apenas trés vértices com angulos externos 6; # 0, ¢ =1,2,3
é um tridngulo. Assim, uma triangulacao de uma regiao regular R C S é uma familia

finita 7 de tridngulos T}, i = 1,--- ,n tal que

1. U?:lj—‘l — R.

2. Se T, NT; # @, i # j, entao T; N T; é uma aresta comum de 7; e T; ou um vértice

comum de 7; e Tj.

Definigao 4.29. Dada uma triangulacao 7 de uma regiao regular R C .S de uma superficie
S, denotaremos por F' o nimero de tridngulos (faces), por E o nimero de lados (arestas)

e por V o nimero de vértices da triangulacao. O niimero

F—-FE+4+V=x (4.23)
é chamado de caracteristica de Euler-Poincaré da triangulacao.

Proposicao 4.30. Seja S uma superficie orientada e {X,},a € A, uma familia de
parametrizagoes compativeis com a orientacao de S. Seja R C S uma regiao regular de
S. Entao, existe uma triangulagao 7 de R tal que todo triangulo T € T estd contido

em alguma vizinhanga coordenada da familia {X,}. Além disto, se a fronteira de todo
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triangulo T for orientada positivamente, tridngulos adjacentes determinam orientagoes

opostas na aresta comum a eles.

Figura 35 — Triangulacao de uma regiao regular R.

Exemplo 4.31. Dada uma esfera S?, vamos considerar uma triangulacao 7 de S? como
dada na Figura 36 . Esta triangulacao divide a esfera em 4 triangulos, de modo que F' = 4,

E =6 eV =4, portanto, a caracteristica de Euler-Poincaré da esfera é

X(S?)=4—-6+4=2.

Figura 36 — Uma triangulacao da esfera.

Exemplo 4.32. Dado um tronco de cilindro C, vamos considerar uma triangulacao 7 de
C como dada na Figura 37 . Esta triangulacao divide o cilindro em 8 tridngulos, de modo

que FF =8, F =14 e V = 6, portanto, a caracteristica de Euler-Poincaré do cilindro é

X(C)=8—1446=0.
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Figura 37 — Uma triangulacao do cilindro.

Toda regiao regular de uma superficie regular admite uma triangulagao. Além disso,
a caracteristica de Euler-Poincaré, denotada por y(R), ndo depende da triangulacao da
regiao R, ou seja, ela é um invariante topologico de uma regiao regular R. E, por ser
um invariante, ela possibilita uma classificagao topolégica das superficies compactas em
IR3. A proposicio a seguir afirma que, a menos de homeomorfismo, as tinicas superficies
compactas sao as esferas, toros e superficies obtidas pela colagem de toros (ver Figura 38

e comentarios adicionais depois do resultado).

Proposicao 4.33. Toda superficie regular compacta S C IR* é homeomorfa & esfera ou a
um g-toro. Entao, x(S) =2 —2g, g =0,1,---. Além disto, se S; e Sy sdo duas superficies

regulares compactas em IR? tais que x(S;) = x(S2), dizemos que S; é homeomorfa a S,.

A Proposicio 4.33 define todas as superficies compactas em IR®. Assim, temos que a
caracteristica de Euler-Poincaré para um toro (esfera com uma “al¢a”) é zero, a do bi-toro

(esfera com duas alcas) é -2 e, de um modo geral, a de um g-toro (esfera com g alcas) é
2 —12g.

Figura 38 — Esferas com uma e duas alcas, toro e bi-toro.
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Proposicao 4.34. Seja R C S uma regiao regular de uma superficie orientada S e seja
7 uma triangulacao de R tal que todo tridngulo de T; € 7, j = 1,--- , k esteja contido
em uma vizinhanca coordenada X;(U;) de uma familia de parametrizacoes {X,}, a € A

compativeis com a orientacao de S. Seja f uma funcao diferencidvel em S. Entao, a soma

k
2 //)(1(T.) F (s, 0) BjG; — F} dujdv;
j=1 j j

nao depende da triangulacdo 7 nem da familia {X,} de parametrizagoes de S.

A soma acima é chamada de integral de f sobre a regiao regular R e é comum denoté-la

por

//Rfda.

Proposicao 4.35. Dada uma triangulacao 7 de uma regiao R, é valida a relacao 3F =
2F; + E., onde F é o nimero de faces, E; é o numero de arestas internas e F, é o nimero

de arestas externas da triangulacao 7.

Demonstracao. Vamos mostrar este resultado usando indugao sobre as faces da triangula-
¢ao.

Seja ' = 1. Neste caso temos E, = 3 e E; = 0. Entao,

3F=2E,+FE, = 3:1=2-0+3
= 3=3.

Figura 39 — Triangulacao com uma face.

Suponha que a relagao é valida para uma triangulagdo de F' = n faces. Vamos verificar

a validade para F' =n + 1 faces.

Para uma triangulagdo de F' = n + 1 faces, vamos subtrair uma face (pois a relagao é

valida para F' = n faces) e considerar os seguintes casos:

Caso 1: A triangulacdo possui um face que é disjunta as demais.
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Figura 40 — Triangulacao com uma face disjunta.

Retirando a face disjunta da triangulacao perdemos uma face e trés arestas externas,
assim [/ = F —1, Bl = E;, E! = E. — 3, entao,

3(F—1)=2E +(E.—3) = 3F=2F,+E..

Portanto, a relagao é valida.

Caso 2: Retirar uma face da triangulacao de modo que o ntimero de arestas externas e

internas diminuam em uma unidade.

L . L

Figura 41 — Triangulacao retirada uma face do canto da “borda”.

Ao retirar uma face que faz parte do canto da “borda” da triangulacao perdemos uma
face, uma aresta interna e duas arestas externas. Note que mesmo descontando duas arestas
externas, na nova triangulacao uma aresta interna passa a ser externa, compensando uma
das perdas. Entao, temos que F' = F —1, Bl = E; — 1, B/ = E, — 1, entao,

3(F—1)=2E -1+ (E.—1) = 3F=2E+E,.

Portanto, a relagao é valida.

Caso 3: Retirar uma face da triangulacao de modo que o niimero de arestas internas

diminua em duas unidades.
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Figura 42 — Triangulacao retirada uma face do meio da “borda”.

Ao retirar uma face que faz parte do meio da “borda” da triangulagao perdemos uma
face, duas arestas internas e uma aresta externa. Porém, na nova triangulagao temos duas
novas arestas externas, compensando a perda. Entao, temos que ' = F — 1, El = E; — 2,
E! = E. + 1, entao,

3(F—-1)=2(E;-2)+ (E.+1) = 3F=2E+EFE..

Portanto, a relagao é valida.

Caso 4: Retirar uma face da triangulacao de modo que o ntimero de arestas internas

diminua em trés unidades.

Figura 43 — Triangulacao retirada uma face de seu interior.

Ao retirar uma face do interior da triangulagdo perdemos uma face, trés arestas internas
e ganhamos trés arestas externas. Entao, temos que I/ = F -1, Bl = E; -3, B = E. + 3,

entao,

3(F—=1)=2(E;-3)+ (E.+3) = 3F=2E+E..

Portanto, a relacao é valida.

Concluimos, entao, que a relacao 3F' = 2F;+ E, é valida para qualquer triangulacao. W

Agora podemos enunciar o teorema em sua forma global.
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Teorema 4.36 (Teorema de Gauss-Bonnet Global). Seja R C S uma regiao regular de
uma superficie orientada e sejam (1, --- , (), as curvas fechadas, simples e regulares por
partes que formam a fronteira OR de R. Suponha que cada C; é orientada positivamente e

sejam 6;, - -+ , 0, o conjunto de angulos externo das curvas Ci,--- ,C,. Entao

Z/ ds+//Kda—l—Z€l—27rX (4.24)

onde s denota o comprimento de arco de Cj;, e a integral sobre C; significa a soma das

integrais em todos os arcos regulares de Cj.

Demonstragio. Considere uma triangulagao 7 da regidao R, como a definida na Proposicao
4.30. Ou seja, considere uma triangulacao 7 da regiao R tal que qualquer triangulo 7}
esteja contido em uma vizinhanga coordenada da familia de parametrizagoes ortogonais

compativeis com a orientacao de S.

Aplicando o Teorema de Gauss-Bonnet local a cada tridngulo e somando os resultados
obtemos, utilizando a Proposicao 4.34 e o fato de que cada aresta “interior” é contada

duas vezes com orientacoes opostas,

Z/ $) ds + [ K do+ Z 0,1, = 21 F, (4.25)

onde F' denota o ntimero de triangulos de T e 0;1,0;2,0;3 sao os angulos externos do

triangulo 7;.

Dados os angulos internos de um tridngulo 7j, denotados por ¢, = m — 03, obtemos

F3 F3 F3 F3
Z%k— > (M=) =D = > i =3TF = 3 g (4.26)
jk=1 jk=1 k=1 k=1 jk=1
Denotando por
E. = namero de arestas externas de T,
E; = namero de arestas internas de T,
V., = numero de vértices externos de T,
V; = numero de vértices internos de T,

temos que F, = V,, pois as curvas C; sao fechadas. Além disto, da Proposi¢ao 4.35 temos
que 3F' = 2F; + E, e, portanto,

F3

S O =2+ 1E — Y o (4.27)

7,k=1 J,k=1
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Observamos agora que os vértices externos podem ser vértices de alguma curva C; ou
vértices introduzidos pela triangulagao. Colocamos V, = V.. + V;, onde V. é o nimero de
vértices das curvas C; e V; é o nimero de vértices externos da triangulacao que nao sao

vértices de alguma das curvas Cj.
Analisando os angulos internos temos que:
- A soma dos adngulos internos sobre um vértice interno V; é igual a 2.

- A soma dos angulos internos sobre um vértice externo V,;, introduzido pela triangula-

¢ao, € igual a .

- A soma dos angulos internos sobre um vértice externo V. da curva é igual a m — 6,,

onde 6; é o angulo externo da curva.

Assim,

F3 p
S =2V + 7V +7Vee — > 01 (4.28)
=1

3,k=1

Substituindo a expressao (4.28) em (4.27) temos que

F3 P
Z Ojp =271E;, + 1E, =27V, — 7V — 7V + Z 0. (4.29)
Jik=1 =1

Somando e subtraindo mF, na expressao acima e levando em conta que E, =V, e

V., = Ve + Vi, concluimos que

F3 D
Z Ojp = 2rE;+ 7B +7E, — B, —21V; — 7V — Ve + Z 0,
Jik=1 =1

P
= 27E;+21E, — 21V, — iV, — Vi — Ve + > 0,
=1

p
= 2n(E;+ E.) —2n(V; + Vo) + > 6,

=1

p
= 2rE—27V +> 0, (4.30)

=1

Substituindo a expressao (4.30) em (4.25) obtemos
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n

Z/ ky(s ds—i—//Kda—i—Z@Jk = 2nF

i=17Ci k=1
Z/Ckg ds+//KdJ—|—Z€l = 2nF —2nE + 27V
=1 z

Z/ ds+//Kda+Z€l — wm(F—E+V).

Pela Definicao 4.29 temos o resultado desejado,

Z/ ds+//Kda+Z€l—27rX

Uma consequéncia da versao global do Teorema de Gauss-Bonnet é que como a
caracteristica de Euler-Poincaré de uma regiao simples é igual a 1, isto é, x(R) = 1, entéo

temos o Teorema de Gauss-Bonnet em sua versao local,

ko rsitl P
Z/ k:g(s)ds+//Kda+Zﬁl:27r.
=175 R I=1

Além disso, dada uma superficie S compacta e orientavel, que pode ser considerada
k

uma regido com fronteira vazia, segue que ky(s) =0 e Zé’i = 0 e temos que
i=1

/SK do =2mx(9).

Este resultado é notavel, pois como a curvatura do espaco é um conceito local, nao

deveria afetar a topologia toda. Porém, ela afeta mesmo que de uma maneira sutil.

4.4 Aplicacoes do Teorema de Gauss-Bonnet

Nesta secao iremos apresentar algumas aplicagdes do Teorema de Gauss-Bonnet. Entre
elas destacamos a primeira aplicagdo, a qual é uma generalizagao de um resultado conhecido

e utilizado no ensino de Matematica na educagao basica.

Aplicagao 1. Seja T' um tridngulo geodésico em uma superficie orientada S. A soma dos

angulos internos desse triangulo é:

1. Tgual a ™ se K = 0.

2. Maior do que m se K > 0.
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3. Menor do que 7 se K < 0.
onde K ¢é a curvatura gaussiana de S.

Demonstracao. Sejam 61,05, 605 os angulos externos de T' e ¢ = m — 61, o = T — by,

w3 = m — 03 os angulos internos. Como x(7') = 1, pelo Teorema de Gauss-Bonnet temos,

iﬁ;/@kg(s) dSJr//TKdUJri@i:%.

Como a fronteira de T' é uma unidao de arco geodésicos, a curvatura geodésica é nula, isto
é, ky(s) = 0. Entao,

//TKdJ%—iZ:&:%r
//TKdJ—I—iz:(W—goi):Qﬁ

//TKdCT:QW—Z(W—%)

3
i—1
3
J[ Ko =2m ~ 37430
T i—1
3
//KdOZ—?T—i-ZQOi
T i—1
3
//Kda+7r=2gp,-.
T i=1

Como Y ¢; é a soma dos angulos internos do tridngulo 7', a igualdade acima nos fornece

o resultado esperado. |
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K = -1, ZQO@'<7T K =1, Zﬁoi>7"

Figura 44 — Triangulos geodésicos.

Aplicagao 2. Seja S uma superficie orientavel com curvatura nao-positiva. Entao, duas
geodésicas 7, e 75 que partam de um ponto p € S ndo podem se encontrar novamente
em um ponto ¢ € S de tal forma que os tracos de y; e ¥, constituam a fronteira de uma

regiao simples R de S.

Demonstracao. Vamos provar por contradicao. Para isso, suponha que os tragos de 7, e

vo constituam a fronteira de uma regiao simples R de S.

Figura 45 — Regiao simples formada pelo trago das geodésicas v, e 7».

Como R é uma regiao simples cuja fronteira é a uniao de arcos geodésicos, temos que

ky(s) =0 e e x(R) = 1. Entao, pelo Teorema de Gauss-Bonnet temos

//Kd0+01+92=27r,
R

onde 0;, 1 = 1,2 sao os angulos externos da regiao R.
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Como as geodésicas 77 e 2 ndao podem ser tangentes uma a outra, temos ; < m. Assim,

2m — 01 — 65 > 0, o que implica em [[, K do > 0. Uma contradigao.

Quando ¢, = 6, = 0, os tracos das geodésicas 7y, e v, constituem uma geodésica simples

e fechada de S (isto é, uma curva regular fechada que é uma geodésica).

Yo M

p

Figura 46 — Regiao simples formada pelo trago das geodésicas v, e 7».
Segue-se que sobre uma superficie de curvatura negativa ou nula, nao existe uma
geodésica simples e fechada que seja fronteira de uma regiao simples de S. |

Pela Aplicagao 2, podemos notar que na esfera (que é uma superficie com curvatura

positiva) a intersegdo do trago de duas geodésicas originam uma regiao simples.

Figura 47 — Regiao simples formada pelo traco de duas geodésicas na esfera.

Aplicagao 3. Seja S uma superficie homeomorfa a um cilindro com curvatura gaussiana

K < 0. Entao, S tem no maximo uma geodésica fechada simples.

Demonstracao. Vamos provar por contradi¢do. Suponha que S contenha uma geodésica
simples e fechada . Como existe um homeomorfismo ¢ entre uma regiao de S limitada
por v e um plano P menos um ponto g € P, ¢(7) é a fronteira de uma regiao simples de

P contendo gq.
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C
-
Figura 48 — Cilindro e plano menos um ponto.

Suponha agora que S contenha outra geodésica simples e fechada 5. Afirmamos que
7 nao intersecta . Caso contrario, os arcos v e 7 entre dois pontos “consecutivos” de

intersecao ry e ro, seriam a fronteira de uma regiao simples, contradizendo a Aplicacao 2.

Pelo argumento acima, ¢(7) é novamente a fronteira de uma regiao simples de P

contendo q.

d

Figura 49 — Ilustragao (adaptado de Carmo (2012)).

Seja R a regiao limitada por 7 e 74 cujo interior ¢ homeomorfo a um cilindro C'. Temos
que x(R) = x(C) = 0, pelo Exemplo 4.32. Como as geodésicas nao se intersectam temos

que > 0; =0 e k; = 0. Assim, pelo Teorema de Gauss-Bonnet,

//wl(R) K do = 2my(R) = 0,

o que é uma contradicao, ja que K < 0. [ |

O hiperboloide de uma folha H : 2? + y* — 22 = 1 é uma superficie de revolucao. Para
este tipo de superficie, um paralelo serda uma geodésica se tal paralelo for gerado pela
rotagao de um ponto da curva geratriz onde a tangente é paralela ao eixo de revolucao.

Esta condigao é evidentemente suficiente, ja que ela implica que a reta normal do paralelo
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coincide com a reta normal a superficie. Assim o paralelo formado pelo menor circulo « é

a unica geodésica fechada de H (para mais detalhes consulte Oprea (2007, p. 293)).

0 = 26.34°

Figura 50 — (Animacgdo) A curva « é a tnica geodésica fechada do hiperboloide de uma
folha H. O dngulo 6 é o dngulo formado pelo vetor tangente (em vermelho)
da curva geratriz com o eixo de rotagdo do hiperboloide (eixo z).

Aplicacgdo 4. Seja a : I — IR® uma curva parametrizada regular e fechada, com curvatura
diferente de zero por toda a parte. Suponha que a curva descrita pelo vetor normal n(s)
na esfera unitdria S? (a indicatriz normal) é simples. Entdao n(7) divide S? em duas regioes

com areas iguais.
Demonstracdo. Suponha que « é parametrizada pelo comprimento de arco. Seja

s(s) = 2 = [ n'(w)du,

a fungdo comprimento de arco da curva n(I), entdo §'(s) = |n’(s)|. Seja s(5) a inversa da

fungao s(s), temos que

dsds | ds_ 1 1
dsds ds  5(s) |n/(s)

A curvatura geodésica k, denosem s é k;, = (n", nAn’), em que



dn ds ds
' = —— = (—kT —7b)—
n dsds ™) )
n’ = —(kT—f—Tb)@ — (K'T + 7'b) @ — (k> +7%n
ds? ds
ds 1 1

ds n'(s)] VA2 +72 5(3)

Como nAn' = (kb —7T)%, a curvatura geodésica de n(s) é:

k, = (n",nAn')= f;((kb —7T),n")
s

ds ’ / /
= |\ (—k7' + K'T)

_T'k— k’T@
k24712 ds

=~ Jaretan (7)) %

Por hipotese, o é uma curva fechada, entao

[ k5 ds = — [ [aretan (D)]ds =0,

7

Também por hipétese, a regido R limitada por n(7) é simples, logo x(R) = 1. Aplicando

o Teorema de Gauss-Bonnet, e usando o fato de que a curvatura da esfera unitaria é K =1

e Y. 0; =0, obtemos
k,(s d_+//KdU+E 0, = 2ny(R
/8 9(5) S X( )

//Rda — or

Area de R = 2.

Como a area de S? é 47, temos o resultado afirmado.



Consideracoes Finais

Vimos nesse trabalho um dos mais importantes resultados da Geometria Diferencial.
Naturalmente, devido ao enfoque formal adotado, nao é um trabalho diretamente imple-
mentavel em salas de aula dos ensinos fundamental ou médio. O objetivo aqui é ampliar
o conhecimento do professor, mostrando inclusive que a Matemaéatica é uma ciéncia em
constante evolucao, diferente do que muitos acreditam. Extensoes dos conceitos e resultados

aqui apresentados sao objeto de pesquisa ainda nos dias atuais.

Enunciamos conceitos de curvas parametrizadas e superficies regulares. Apresentamos
a primeira e a segunda forma fundamental de uma superficie que possibilitam o calculo de
conceitos métricos simples sobre uma superficie como o comprimento, a area e a curvatura,
por exemplo. Também apresentamos resultados da geometria intrinseca como isometrias
locais e o Teorema Egregium de Gauss. Enunciamos e demonstramos o Teorema de Gauss-
Bonnet em suas versoes local e global, e finalizamos o trabalho com aplicagoes deste. Neste
trabalho também nos preocupamos em apresentar exemplos e demonstragoes da forma
mais clara possivel, de modo que o leitor interessado no estudo de Geometria Diferencial
nao possua dificuldades em entendé-la. Tudo isso contribuiu em muito para a formacao
matematica da autora e esperamos que possa fazer o mesmo por quem venha a ler essa

dissertacao.
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Apéndices



Capitulo A

Construcao das animacoes

As animacoes desta dissertagao foram feitas com o auxilio do software Geogebra. Elas
podem ser visualizadas online no site <https://www.geogebra.org/u/elainesturion>. Nas

secoes a seguir estao descritos os passos para a construcao de cada animacao.

Para uma pequena apresentagao da interface do Geogebra acesse o site <https://www.

ogeogebra.com.br/arquivos/01-interfaceeferramentas.pdf>.

Em todas as construgoes iremos usar as Janelas de Visualizagdo 2D e 3D do Geogebra.
Para exibir a janela 3D, na Barra de Menus selecione o menu Exibir > Janela de

Visualizagao 3D.

' GeoGebra Classic 5 - O X

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A : Janela deA\gebra Ctri+Shift+A | g

® ¥ Planiha Ctri+Shift+5 [\,

« Janela de Al{ 1% Cdlculo Simbdlico (CAS) Crl+Shift+K X
| ~ Jfv|d Janela de VisualizagBo Ciri+Shift+1 |5

@ Janela de Visualizacio 2 Ctrl+Shift+2

Janela de Visualizagdo 3D Cirl+Shift+3

1

&%

Protocolo de Construgio Ctrl+Shift+L
Calculadora de Probabilidades Ctri+Shift+P
Teclado

QIEE b |

Campo de Entrada
¢ Layout

Atualizar Janelas Ctri+F

@

Recalcular Todos os Objetos  Cirl+R 4

Entrada: b

Figura 51 — Menu Exibir > Janela de Visualizacao 3D.

Para uma melhor visualizagao dos objetos esconda os eixos e o plano das janelas de

visualizagoes. Para isso, clique na Janela de Visualizacao desejada e desmarque as opcoes


https://www.geogebra.org/u/elainesturion
https://www.ogeogebra.com.br/arquivos/01-interfaceeferramentas.pdf
https://www.ogeogebra.com.br/arquivos/01-interfaceeferramentas.pdf
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Eixos e Plano.

¥ GeoGebra Classic 5 — [m] ®
Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda Entrar..
NN ERNE -
~ Janela de Algebra > | » Janela de Visualizagdo | | = Janela de Visualizagdo 3D b
Sl=x A s I A Cv Dy O %~ O~
&5
4
[ )
a

Janela de Visualizacdo

E Eixos 3
1 Malha

Barra de Navegacio

Q& Zoom >

EixoX : EixoY 2)

Exibir Todos os Objetos 1
i) = 2 1
Visualizacdo Padrao Ctrl+M -2 i
o o

# Janela de Visualizacdo ..

: |

"
&

4

-«

Entrada:

Figura 52 — Escondendo os eixos na Janela de Visualizagdo 2D: Clique na janela com o
segundo botao do mouse e selecione a opcao Eixos.

€7 GeoGebra Classic 5 — O *
Arquivo Editar Exibir Opgbes Femamentas Janela Ajuda Entrar...
A b | . . 2B
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=ll=ir far || A Cr D - - -
4
3
- <
Janela de Visualizagdo 3D
.1_ Eixos
1 maha
E Plano
Barra de Navegacio
Zoom ’
Exibir Todos os Objetos
Visualizacio Padrio Crl+M
.2 Janela de Visualizacio
Entrada: #

Figura 53 — Escondendo os eixos e o plano na Janela de Visualizacao 3D: Clique na janela
com o segundo botao do mouse e selecione a op¢ao Eixo, clique novamente e
selecione a opcao Plano.

Na Janela de Algebra, selecione o botdo Ordenar Objetos Por > Tipo de Objeto.
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©7 GeoGebra Classic 5 — [m] x
Entrar...

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

: SO RARNEE

.__,/_‘\‘_1,:-:(9__ o | A ||| N aec |

= Janela de Algebra X X | * Janela de Visualizagdo 30

== fov Cv D v uw
‘Ordenar por:
Dependéncia

~  Tipo do Objeto

» Janela de Visualizacio
-

Camada
Ordem da Construcio

Entrada:

Figura 54 — Ordenando os objetos por tipo na Janela de Algebra.

Os passos aqui descritos devem ser realizados no inicio de cada construcao.

A.1 Animacgao da Figura 2

A Figura 2 apresenta o trago de uma hélice que esta sendo percorrida por um ponto A

e um ponto B os quais estao associados, respectivamente, as parametrizagoes « e 5 da

hélice.

Construcao da Animagao:

1. Clique na Janela de Visualizagao 2D, em seguida, na Barra de Ferramentas

selecione o botao Controle Deslizante.



©7 GeoGebra Classic 5 — [m] *
Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
Y B 120 [ o) [ NN B2 -
| * 2| T | i 2| bulle™ | e @ =
~ Janela de Algebra 3 | » Janela de Visualizaga = zagdo 3D X
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ABC  Texto
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Botdo
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a=:1j Campo de Entrada
Emrada.‘ #‘ @

Figura 55 — Barra de Ferramentas > Controle Deslizante.

2. Defina os controles

a com intervalo (1,5) e incremento 0.1,

b com intervalo (1,5) e incremento 0.1,

€2 GeoGebra Classic 5 - ul X
Arquivo Editar Exibir OpcBes Feramentas Janela Ajuda Entrar.
DY [ P (5% 12 o] &) NN B2 B T
L ® [ ol A e d v I
~ Janela de Algebra [>/ | » Janela de Visualizaga ~ Janela de Visualizagio 3D =]
:‘ Iv fiw m-
Controle Deslizante *
= N
| @® Numero e
O Angulo El
| O nteiro [ Aleatério (F2)
< Intervalo  Controle Deslizante  Animac&o 4
min ‘1 ‘ max |5 | Incremento: |U.1
T T T T
Entrada: ¥ @

Figura 56 — Definindo o Controle Deslizante a.
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3. No Campo de Entrada defina os nimeros: ¢ = sqrt(a® + b*), ui = 0, uf = 4 * pi,

tr=0,tf =uf.
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0 GeoGebra Classic 5
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Arquivo Editar Exibir Opgies Femamentas Janela Ajuda Entrar...
DRENEdERNEE e
LA v v V| ¥ v 2ol === v - =
~ Janela de Algebra }» Janela de Visualizagio ~ Janela de Visualizagio 3D
==y fiv I A Cy Dy I~ &~ P~
Mimero
@ a=1 a=1
@ b=1
h=1
4
Entrada: ¢ = Sart(a*2 + b*2)| @ | @

Figura 57 — Definindo o ntimero c.

4. Clique na Janela de Visualizacao 2D, em seguida na Barra

selecione o botao Controle Deslizante.

5. Defina os controles
u com intervalo (ui,uf) e incremento 0.1,

t com intervalo (ti,¢f) e incremento 0.1.

de Ferramentas

€¥ GeoGebra Classic 5 — (] *
Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
-' =4
AP <=l ’
‘ kc id ] /./.’\7 v v -] 7 od é.\; @ £
~ Janela de Algebra » Janela de Visualizagd * Janela de Visualizagio 3D
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Ndmero
-@ a=1 a=1
-@ b=1 I
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uf=12.57 N |
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Intervalo  Controle Deslizante  Animacio 4
|
T I I T
Entrada: 3 @

Figura 58 — Definindo o Controle Deslizante u.



6. No Campo de Entrada defina as fungoes

a * cos(t),
ax* sen(t),
bxt.

77 GeoGebra Classic 5
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Arquive Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
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1=1

Enirada: (1) - a*cos(t)]

Figura 59 — Definindo a fungao f(t).
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7. Na Janela de Algebra, clique com o segundo botao do mouse sobre o titulo Fungao e

escolha a opcao Exibir Objeto.
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¥ GeoGebra Classic 5 — [m] x
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Figura 60 — Ocultando as funcoes.

8. Clique com o segundo botao na Janela de Visualizacdo 3D e escolha a opgao Eixos.

€7 GeoGebra Classic 5 - O X
Arquivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
e
[B] AL s ] A @l )N x| e
v v ed i v ed i v | v ct
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hit) =1t b=1
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® b=1 pEr Janela de Visualizagio 3D
Coc=14 B s
@ 1=1 | Eixos
=889 t=1 i maina
e il e, 7 Plano
@ u=1 = 4
e uf=12.57 Barra de Navegacao
e
o Zoom >
Exibir Todos os Objetos
Visualizacdo Padrdo Ctrl+M
~» Janela de Visualizagdo ..
Emrada'l =| @

Figura 61 — Exibindo os eixos da Janela de Visualizacao 3D.

9. No Campo de Entrada defina a curva

alfa = Curva(f(t), g(t), h(t),t, ti, tf).
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Figura 62 — Plotando a hélice.

10. No Campo de Entrada defina os pontos

A= alfa(
B = alfa(

u)?

u/c).

C)‘ GeoGebra Classic 5
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Figura 63 — Plotando

o ponto B.
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11. No Campo de Entrada defina os vetores

vA = alfa’(u),
vB = alfa’(u/c).

C)‘ GeoGebra Classic 5
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Figura 64 — Plotando o vetor vA.
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12. Na Janela de Algebra, clique com o segundo botdo do mouse sobre o titulo Vetor e

escolha a opg¢ao Exibir Objeto.
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Figura 65 — Ocultando os vetores.



13. No Campo de Entrada defina os vetores

va = Vetor(A, A+ vA),
vb = Vetor(B, B +vB).

' GeoGebra Classic 5
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Figura 66 — Definindo o vetor tangente vb a hélice.
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Observacao. Caso os vetores tangentes va e vb estejam pequenos para visualizar,

ao defini-los multiplique o vetor vA ou vB por uma constante para aumentar seu

tamanho. Por exemplo, vb = Vetor(B, B + 2 x vB).

14. Defina o ponto A e o vetor va com a mesma cor. Faca o mesmo com o ponto B e

o vetor vb. Para isso, clique sobre o objeto na Janela de Algebra, em seguida, na

Janela de Visualizacao 3D selecione o botao Cor e escolha uma de sua preferéncia.
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15. Mova o Controle Deslizante u para ver os vetores se deslocarem sobre a curva.

Figura 67 — Definindo a cor do ponto B e do vetor tangente vb.

Exportando a construgcao como um GIF:

16. Ajuste o valor do Controle Deslizante u = wi.
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17. Clique na Janela de Visualizagao 3D e na Barra de Menus selecione o menu

Arquivo > Exportar > Janela de Visualizacdo como GIF Animado.
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Figura 68 — Exportando a construgao como um GIF.
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18. Escolha o Controle Deslizante u e clique em Exportar.

o
Arquivo Editar Exibir Opcles Feramentas Janela Ajuda Entrar.
[ i .
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Exportar Cancelar
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Figura 69 — Exportando a construgao como um GIF.

19. Salve o GIF em uma pasta de facil acesso.

A.2 Animacao da Figura 14

A Figura 14 apresenta a transformagao do plano no cilindro.

Construcao da Animagao:

1. Clique na Janela de Visualizagao 2D, em seguida, na Barra de Ferramentas

selecione o botao Controle Deslizante.
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Figura 70 — Barra de Ferramentas > Controle Deslizante.

2. Defina o Controle Deslizante n com intervalo (0,1) e incremento 0.02.
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Figura 71 — Definindo o Controle Deslizante n.

3. No Campo de Entrada defina os nimeros: ui =0, uf =2*pi*xn, vi=0e vf = 3.
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Figura 72 — Definindo o ntimero uf.

4. No Campo de Entrada defina as fungoes

f(u,v) =
g(u,v) =
h(u,v) = wv.

cos(u),

sen(u),
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Figura 73 — Definindo a fungao h(u,v).
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5. Na Janela de Algebra, clique com o segundo botéo do mouse sobre o titulo Funcéo

de Varias Variaveis e escolha a opcao Exibir Objeto.
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Figura 74 — Ocultando as fungoes de duas variaveis.

6. No Campo de Entrada defina a superficie

C' = Superficie(f(u,v), g(u,v), h(u,v), u, ui,uf, v, vi,vf).
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Figura 75 — Plotando a superficie.
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7. Clique sobre a expressao da superficie na Janela de Algebra e, em seguida, na Janela

de Visualizagdo 3D selecione o botao Estilo das Linhas e arraste o controle todo

para a esquerda.
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Figura 76 — Ocultando as linhas da superficie.

8. No Campo de Entrada defina os pontos

A= (f(0,0),9(0,0),(0,0)),

A= (f(0,0),9(0,0),h(0,0) +vf),

B= (f(0,0),2%pixn—6.28,1(0,0)),
B'= (f(0,0),2 % pi*n —6.28,h(0,0) + vf).
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Figura 77 — Definindo o ponto B'.

9. Na Janela de Algebra, clique com o segundo botéo do mouse sobre o titulo Ponto e

escolha a opcao Exibir Objeto.
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Figura 78 — Ocultando os pontos.

10. No Campo de Entrada defina o poligono

P = Poligono(A’, A, B, B').
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Figura 79 — Definindo o poligono P.

11. Na Janela de Algebra, clique com o segundo botdo do mouse sobre o segmento a’ e

selecione a opcao Exibir Objeto.
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Figura 80 — Ocultando o segmento a’.

12. Na Janela de Algebra clique com o segundo botdo do mouse sobre o titulo Segmento

e escolha a opcao Exibir Rétulo.
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Figura 81 — Ocultando o rétulo dos segmentos.

13. No Campo de Entrada defina as curvas

Cy = Curva(f(u,vi), g(u, vi), h(u, vi), u, ui, uf),
Co = Curva(f(u,vf), g(u,vf), h(u,vf), u, ui,uf),
Cs Curva(f(uf,v),g(uf,v), h(uf,v),v,vi,vf).
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Figura 82 — Definindo a curva Cj5 sobre o cilindro.
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14. Na Janela de Algebra clique sobre o titulo Curva Paramétrica, em seguida, na Janela

de Visualizacao 3D ajuste o Estilo de Linhas e selecione uma cor de sua preferéncia.
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Figura 83 — Ajustando o Estilo de Linhas das curvas paramétricas.

15. Na Janela de Algebra clique sobre o titulo Segmento, em seguida, na Janela de
Visualizagao 3D ajuste o Estilo de Linhas e a cor dos segmentos de modo que

correspondam ao mesmo das curvas paramétricas.

€ GeoGebra Classic 5 - ] X

Arquive Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

215>l o] £~ <] >

¥ Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio  Janela de Visualizagéo 3D >
—|;va -v_vAv|_"
zZ=v J B —
Funcdo de Varias Varidveis
flu.v) = cos(u)
g(u.v) = sen(u)
h{uwv)y=v WA e
Nimero
~@ n=1
uf=6.28 '
ui=0
vi=3
-0 ¥i=0
Ponto
A=(1,0,0) q
A'=(1,0,3)
B={1,0,0)
B'=(1,0,3)
Quadrilatero
~@ P=0.01 B
Segmento 3
@ a=0
-- o=l
@ b=3
@ b'=0
Superficie
cos(u) |
@ Cuv) = | sen(u)
\ v

v

e
I
|
|
1
1

< >

Entrada: v

Figura 84 — Ajustando o Estilo de Linhas dos segmentos.
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16. Na Janela de Algebra clique sobre o poligono P, em seguida, na Janela de Visualizacao

3D escolha uma cor de sua preferéncia.
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Figura 85 — Ajustando a cor e transparéncia do poligono P.

17. Na Janela de Algebra clique sobre a superficie C, em seguida, na Janela de Visuali-
zac¢do 3D escolha uma cor e a transparéncia de modo que estas sejam as mesmas

selecionadas para o poligono P.
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Figura 86 — Ajustando a cor e transparéncia do cilindro C.
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18. Na Janela de Algebra clique com o segundo botdo do mouse sobre o titulo Curva

Parametrizada e selecione a opcao Exibir Rétulo.
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Figura 87 — Ocultando os rétulos das curvas parametrizadas.

19. Mova o Controle Deslizante n para ver a transformacao do cilindro em um plano.
Exportando a construgdao como um GIF:
20. Ajuste o valor do Controle Deslizante n = 0.

21. Clique na Janela de Visualizacdo 3D e na Barra de Menus selecione o menu

Arquivo > Exportar > Janela de Visualizacao como GIF Animado.
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Figura 88 — Exportando a construcao como um GIF.
22. Escolha o Controle Deslizante n e clique em Exportar.
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Figura 89 — Exportando a construcao como um GIF.

23. Salve o GIF em uma pasta de facil acesso.
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A.3 Animacao da Figura 18

A Figura 18 apresenta a animacgao da Faixa de Mobius, na qual é possivel ver um vetor

dando uma volta completa por ela e retornando ao ponto inicial com sentido trocado,

deixando evidente que esta é uma superficie nao orientavel.

Construcao da Animagao:

1. No Campo de Entrada defina os nimeros: ui =0, uf = 2 % pi, vi = —0.3, vf = 0.3.

¥ GeoGebra Classic 5 = [m] b
Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
Er N oEENEE
= Janela de Algebra %] | » Janela de Visualizagdo X [ » Janela de Visualizacdo 3D X
v fev
Namera
ui=0
vi=0.3
vi=-03
4
Entrada: |17=2*pi| o &

Figura 90 — Definindo o niimero uf no Campo de Entrada.

2. Clique na Janela de Visualizacao 2D, em seguida, na Barra de Ferramentas

selecione o botao Controle Deslizante.
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Figura 91 — Barra de Ferramentas > Controle Deslizante.

3. Defina os controles

u com intervalo (ui,uf) e incremento 0.02,

v com intervalo (vi,vf) e incremento 0.05.
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Figura 92 — Definindo o Controle Deslizante v.
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4. No Campo de Entrada defina as fungoes

f(u,v) = cos(u) + v * cos(u/2) x cos(u),
g(u,v) = sen(u) + v * cos(u/2) * sen(u),
h(u,v) = v * sen(u/2).
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Figura 93 — Definindo a fungao h(u,v).

5. Na Janela de Algebra, clique com o segundo botéo do mouse sobre o titulo Funcéo

de Varias Variaveis e escolha a opc¢ao Exibir Objeto.
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Figura 94 — Ocultando as funcoes de duas variaveis.

6. No Campo de Entrada defina as fungoes

i(u) = f(u,v),
Ju) = g(u,v),
k(u) = h(u,v),
p(v) = f(u,v),
q(v) = g(u,v),
r(v) = h(u,v).
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Figura 95 — Definindo a func¢ao r(v).

7. No Campo de Entrada defina as derivadas das fungoes 7, 7, k, p, g e . Use o comando

Derivada(funcgao).
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Figura 96 — Definindo a derivada da fungao r(v).

8. Na Janela de Algebra, clique com o segundo botdo do mouse sobre o titulo Funcio e

escolha a opgao Exibir Objeto.
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Figura 97 — Ocultando as fungoes de uma variavel.
9. No Campo de Entrada defina a superficie
Superficie(f(u,v), g(u,v), h(u,v), u, ui,uf,v,vi,vf).
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Figura 98 — Plotando a superficie.

10. Clique sobre a expressio da superficie na Janela de Algebra e, em seguida, na Janela
de Visualizagdo 3D selecione o botao Estilo das Linhas e arraste o controle todo

para a esquerda.
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Figura 99 — Ocultando as linhas da superficie.

11. No Campo de Entrada defina a curva

C = Curva(f (u, v), g(u, v), h(u, v), u, ui, uf).
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Entrada: ‘C = Curva(fu, v), a{u, v), hiu, v), u, ui, uf)|

Figura 100 — Plotando a curva coordenada C' da superficie.

12. Ajuste o valor do Controle Deslizante v = 0.
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Figura 101 — Definindo o Controle Deslizante v = 0.

13. No Campo de Entrada defina o ponto

P = (f(u,v),g(u,v), h(u,v)).
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Figura 102 — Plotando o ponto P sobre a curva coordenada C'.
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14. No Campo de Entrada defina os vetores

wu = Vetor((i'(u), 7' (u), K'(u))),
wo = Vetor((p(0), ¢ (0), (1)),
tu = Vetor(P, P + wu),
tv = Vetor(P, P + wv),
wn = ProdutoVetorial(tu, tv) /Comprimento(ProdutoVetorial (tu, tv)).
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Figura 103 — Plotando os vetores tangente a superficie no ponto P.

15. Na Janela de Algebra, clique com o segundo botdo do mouse sobre o titulo Vetor e

escolha a opcao Exibir Objeto.



113

€7 GeoGebra Classic 5 - m] X
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A Y o |a= ENl|
Al DO L =2 ) o
« Janela de Algebra = X | ¥ Janela de Visualizagao 2 | = Janela de Visualizagdo 3D =
:‘ v fiw B e v | J
~ Ponto ] it L
----- ® P=(0.54,0.84,0)
Superficie L T
cos(u) + v=0
@ a(u.v) = | sen(u)+
) 1
Vit
Selegio
Coordenadas Esféricas i
[*] Exbir objeto P
A7l Exibir Rétulo
& Habilitar Rastro K..
° /7. Apagar
‘3¢ Propriedades ...
wu = 0.54
L *%)
0.47
® wv = |0.72
0.48 G
< >
Entrada’| s
Figura 104 — Ocultando os vetores.
16. No Campo de Entrada defina o vetor
n = Vetor(P, P + wn).
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Entrada: i = Vetor(P, P + wn)|

Figura 105 — Plotando o vetor normal a superficie no ponto P.

17. Oculte o rétulo da superficie, do ponto e do vetor normal. Para isso, clique com

o segundo botao do mouse em cima do objeto desejado e selecione a opgao Exibir

Rétulo.
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Figura 106 — Ocultando o rétulo do ponto P.

Mova o Controle Deslizante u para ver o vetor normal n deslizar sobre a Faixa de

Mobius ao longo da curva C.
Exportando a construgdao como um GIF:
Ajuste o valor do Controle Deslizante u = wi.

Clique na Janela de Visualizagdo 3D e na Barra de Menus selecione o menu

Arquivo > Exportar > Janela de Visualizacdo como GIF Animado.
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Figura 107 — Exportando a construcao como um GIF.
21. Escolha o Controle Deslizante u e clique em Exportar.
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Figura 108 — Exportando a construcao como um GIF.

22. Salve o GIF em uma pasta de facil acesso.



116

A.4 Animacao da Figura 26
A Figura 26 apresenta a animacao da transformacgao do helicoide em um catenoide.

Construcao da Animacao:

1. Clique na Janela de Visualizagao 2D, em seguida, na Barra de Ferramentas

selecione o botao Controle Deslizante.
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Figura 109 — Barra de Ferramentas > Controle Deslizante.

2. Defina o Controle Deslizante ¢ com intervalo (0, pi/2) e incremento 0.01.
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Figura 110 — Definindo o Controle Deslizante t.

3. No Campo de Entrada defina as fungoes

f(u,v) = cos(t) * senh(v) * sen(u)+ sen(t) * cosh(v) * cos(u),
—cos(t) * senh(v) * cos(u) + sen(t) * cosh(v) * sen(u),

cos(t) * u+ sen(t) * v.
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Figura 111 — Definindo a funcao de duas variaveis h(u,v).
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4. Na Janela de Algebra, clique com o segundo botdo do mouse sobre o titulo Funcéo

de Varias Variaveis e escolha a opc¢ao Exibir Objeto.
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Figura 112 — Ocultando as fungoes de varias variaveis.

5. No Campo de Entrada defina a superficie

Superficie( f(u,v), g(u,v), h(u,v), u, 0,2 * pi,v, —2,2).

- [m] X

0 GeoGebra Classic 5
Entrar.

(]

@ 3*

Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

KA <N
ad d il 2)1L ad ol
~ Janela de Algebra 3 | » Janela de Visualizagio
==l fv EENEENNENN NN NNENENEENENEEEEnEnEn
Funcio de Varias Varidveis | |
f(u,v) = cos(1) sen
g(u.v) = —cos(1) s
h(u.v) = cos(1) u+
Nimero

@ =1

A

L]
L]

R

v

a=2
i
i

[ | = Janela de Visualizacio 3D [
ACY D> v &~ G

< > |
Entrada: Superficie(f{u, v}, o(u, v), hiv, v), 1, 0, 2°pi, v, -2, 2 )|

w2 &
¥ @

Figura 113 — Plotando a superficie.
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6. Clique sobre a expressao da superficie na Janela de Algebra e, em seguida, na Janela

de Visualizagdo 3D selecione o botao Estilo das Linhas e arraste o controle todo

para esquerda.
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Figura 114 — Ocultando as linhas da superficie.

7. Mova o Controle Deslizante t para ver a transformacao do helicoide no catenoide.
Exportando a construgdao como um GIF

8. Ajuste o valor do Controle Deslizante t = 0.

9. Clique na Janela de Visualizacao 3D e na Barra de Menus selecione o menu

Arquivo > Exportar > Janela de Visualizagao como GIF Animado.
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Figura 115 — Exportando a constru¢ao como um GIF.

10. Escolha o Controle Deslizante ¢ e clique em Exportar.
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Figura 116 — Exportando a constru¢ao como um GIF.

11. Salve o GIF em uma pasta de facil acesso.
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A.5 Animacao da Figura 50

A Figura 50 apresenta que a unica geodésica do hiperboloide de uma folha é o paralelo

formado pelo seu menor circulo.

Construcgao da Animagao:

1. No Campo de Entrada defina os nimeros: t7 = 0, tf = 2*pi, ui = —1, uf = 1,

vi=0,vf =2x%pi.
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Figura 117 — Definindo o ntimero v f.

2. Clique na Janela de Visualizacao 2D, em seguida, na Barra de Ferramentas

selecione o botao Controle Deslizante.
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Figura 118 — Barra de Ferramentas > Controle Deslizante.
3. Defina os controles
t com intervalo (ti,tf) e incremento 0.05,
u com intervalo (ui,uf) e incremento 0.05,
v com intervalo (vi,vf) e incremento 0.05.
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Figura 119 — Definindo o Controle Deslizante ¢.
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4. No Campo de Entrada defina as fungoes

f(u,v) = tx*cosh(u) * cos(v),
t x cosh(u) * sen(v),
h(u,v) = senh(u).
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Figura 120 — Definindo a fun¢ao de duas varidveis h(u,v).

5. Na Janela de Algebra, clique com o segundo botéo do mouse sobre o titulo Funcéo

de Varias Variaveis e escolha a opc¢ao Exibir Objeto.
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Figura 121 — Ocultando as fungoes de vérias variaveis.
6. No Campo de Entrada defina as funcoes
i(u) = f(u,v),
ju) = g(u,v),
k(u) = h(u,v
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Figura 122 — Definindo a funcao k(u).
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7. No Campo de Entrada defina as derivadas das funcgoes i, 7 e k. Use o comando

Derivada(funcao).
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Figura 123 — Definindo a derivada da funcao k.

8. Na Janela de Algebra, clique com o segundo botéo do mouse sobre o titulo Funcéo e

escolha a opcao Exibir Objeto.
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Figura 124 — Ocultando as fun¢oes de uma variavel.
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9. No Campo de Entrada defina a superficie

Superficie(f(u,v), g(u,v), h(u,v), u, ui,uf,v,vi,vf).
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Figura 125 — Plotando a superficie.

10. Clique sobre a expressio da superficie na Janela de Algebra e, em seguida, na Janela
de Visualizagao 3D selecione o botao Estilo das Linhas e arraste o controle todo

para esquerda.
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Figura 126 — Ocultando as linhas da superficie.
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11. No Campo de Entrada defina alguns paralelos da superficie com o comando

Sequéncia(Curva(f(u,v), g(u,v), h(u,v),v,vi,vf), u, ui,uf,0.5).
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Figura 127 — Plotando alguns paralelos do hiperboloide de uma folha.

12. Na Janela de Algebra, clique na expressao da lista do item anterior e, em seguida, na

Janela de Visualizagao 3D selecione o botao Estilo das Linhas e diminua o tamanho

das linhas.
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Figura 128 — Estilo de Linhas dos paralelos.



13. No Campo de Entrada defina a curva

Curva(cos(v)t, sen(v)t,0,v,vi,vf).
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Figura 129 — Plotando o menor paralelo do hiperboloide de uma folha.

14. No Campo de Entrada defina a curva geratriz

G = Curva(f(u,v), g(u,v), h(u,v),u, ui,uf).

j(u) = 1 cosh(u) seni
j’(u) = 1 senh(u) ser
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K'(u) = cosh(u)
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Figura 130 — Plotando a curva geratriz do hiperboloide de uma folha.
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15. No Campo de Entrada defina o ponto

P = (f(u,v),9(u,v), h(u,v)).
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Figura 131 — Plotando um ponto sobre a curva geratriz.

16. No Campo de Entrada defina o vetor

w = Vetor((¢'(u), ' (u), k' (u))) /Comprimento(Vetor((¢'(u), 7' (u), k' (u)))).
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Figura 132 — Plotando o vetor w.
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17. Na Janela de Algebra, com o segundo botdo do mouse, clique sobre o titulo Vetor e

selecione a opc¢ao Exibir Objeto.
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Figura 133 — Ocultando o vetor w.

18. No Campo de Entrada defina o vetor

tang = Vetor(P, P + w).
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Figura 134 — Plotando o vetor tangente a geratriz.
A
19. No Campo de Entrada defina o angulo
Angulo(Vetor((0,0,1)), tang).
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Figura 135 — Definindo o angulo entre o vetor tangente a geratriz e o eixo de revolugao
desta (eixo z).

20. Na Janela da Algebra, clique com o segundo botao do mouse sobre o titulo Angulo e

selecione a opcao Exibir Objeto.
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Figura 136 — Ocultando o angulo a.

21. Clique na Janela de Visualizagdo 3D, em seguida na Barra de Ferramentas

selecione o botao Texto.
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Figura 137 — Barra de Ferramentas > Texto.

22. Digite na caixa de texto \theta= e selecione o objeto a.
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Figura 138 — Definindo o texto.

Oculte o rétulo do vetor w e do ponto P. Para isso, clique com o segundo botao do

mouse em cima do objeto desejado e selecione a opcao Exibir Rétulo.

Mova o Controle Deslizante u para ver o vetor tang se mover ao longo da geratriz e

observar o angulo que este forma com o eixo de revolucao.
Exportando a construgdao como um GIF:
Ajuste o valor do Controle Deslizante u = wi.

Clique na Janela de Visualizagdo 3D e na Barra de Menus selecione o menu

Arquivo > Exportar > Janela de Visualizagdo como GIF Animado.



134

7 GeoGebra Classic 5 — [m] x
Arquivo Editar Exibir Opgies Feramentas Janela Ajuda Entrar...
D MNova Janela Ctrl+N =
OO N aacll| >
MNovo & & v v v i
Abrir Ctri+O b Janela de Visualizagio [ | = Janela de Visualizacio 3D
Abrir do GeoGebra ... L A Cry D Pv &> v
Abrir Arquivo Recente >
\EI Gravar Ctri+5
Gravar Como
23 Compartilhar __. o =a7.2°
Exportar E Planilha Dindmica como Pagina WEB (html) ... Ctrl+Shift+W
= @ Janela de Visualizacio como Imagem (png, eps) ... Cirl+Shift+U
Visualizar Impressao Ctrl+P -
Janela de Visualizacdo como GIF Animado ...
[ed| Fechar Alt+F4 | [T Copiar para Area de Transferéncia Ctrl+Shift+C
@ P=(0.83,13,-1.18) Janela de Visualizagio como PSTricks ... Ctrl+Shift+T q
Superficie
1 cosh(u Janela de Visualizacio como PGFITikZ
L@ aluv) = 1 cosh(u Janela de Visualizagio como Asymplote .
senl Collada...
- Texto Collada (html).
©@® textol — “f = 37.29°
- Vetor
—0.33
® tang = [ —051
0.8
: —0.33
w = | —0.51
0.8 v
@ >
Emrada.l ¢| @
Figura 139 — Exportando a construcao como um GIF.
27. Escolha o Controle Deslizante u e clique em Exportar.
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Figura 140 — Exportando a construcao como um GIF.

28. Salve o GIF em uma pasta de facil acesso.
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