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RESUMO

Esta pesquisa tem como objeto de estudo a visualizagdo matematica e a visualizacdo no ensino
de matemaética, a qual consistiu em compor um solo de investigacdo e reflexdo sobre a
epistemologia desse modo dindmico de pensar a matematica. O trabalho foi organizado em
duas partes, uma primeira parte tedrica, visando a explicitacdo de compreensGes sobre a
visualizagdo matematica, e uma segunda parte de carater pratico, em que se analisou a
experiéncia docente de uma professora em relacdo a tematica da visualizacdo. Essas partes se
aproximaram nas analises, em que a concepcao de visualizacao construida direcionou o olhar
para a pratica docente e, concomitantemente, os exemplos e elementos observados na préatica
ilustraram, convergiram ou aprofundaram as discussées sobre a concep¢do construida. A
metodologia utilizada foi de abordagem qualitativa e natureza exploratéria, a partir da qual se
apresenta o que ha de caracteristico e particular na situacdo docente analisada por meio de um
estudo de caso. A questdo emergente nesta pesquisa foi: como se compreende a visualizagdo
matematica na préatica docente de uma professora dos anos finais do ensino fundamental? Para
ajudar a responder essa questdo, este estudo teve por base o contexto das aulas de matematica
em uma turma de 7.° ano do ensino fundamental, com objetivo de investigar quais as
compreensdes que a professora de matematica regente dessa turma constréi, na sua experiéncia
docente, sobre a visualizacdo (muitas vezes inconsciente) e como esse modo de pensar se revela
no processo de ensino e aprendizagem e no despertar para a sensibilidade matematica. A
visualizacdo foi tratada a partir da sua interpretacdo como forma de pensamento, um modo de
conhecer, sendo aprimorada pela intuicdo e a imaginacdo, e aperfeicoada nos processos de
criatividade matematica. Um dos resultados desse estudo foi o de construir uma concepgéo de
visualizacdo. Partindo-se dela, foi possivel encontrar elementos na pratica docente da
professora, inserida num contexto, que reforcaram a perspectiva da visualizacgdo como um
processo dindmico de pensamento e que se relaciona mais com a sensibilidade matematica do
gue com sua racionalidade. Outro resultado evidenciado pela pesquisa foi o das inquietacGes e
reflexdes suscitadas pela professora no decorrer das observagoes e entrevistas, provenientes do
exercicio constante de reconstruir para construir sua pratica docente.

Palavras-chave: Visualizacdo, Experiéncia Matematica, Pensamento Visual, Sensibilidade
Matematica, Ensino e Aprendizagem de Matematica.



ABSTRACT

This research has as its object of study the mathematical visualization and visualization in math
teaching, in which it proposes to compose a ground for investigation and reflection on the
epistemology of this dynamic way of thinking about mathematics. The work is organized in
two parts, a first theoretical part, aiming to explain understandings about mathematical
visualization, and a second one of practical nature, where the teaching experience of a teacher
in relation to the subject is analyzed. The methodology has a qualitative approach and an
exploratory nature, which presents what is characteristic and particular in the teaching situation
analyzed through a case study. The emerging question in this research is: how the mathematical
visualization is understood in the teaching practice of a teacher in the final years of elementary
school? To help answer this question, this study is based on the context of mathematics classes
in a 7th grade elementary school class, aiming to investigate the understandings that the
mathematic teacher in charge of this class builds, in her teaching experience, about visualization
(often unconscious) and how this way of thinking reveals itself in the teaching and learning
process and in awakening to mathematical sensitivity. Visualization will be treated from its
interpretation as a way of thinking, a way of knowing, being improved by intuition and
imagination, and perfected in the processes of mathematical creativity. One of the relevant
results of this study will be to show that visualization in the field of mathematics is a dynamic
thought process that is more related to mathematical sensitivity than to its rationality. Another
result evidenced by the research was the concerns and reflections raised by the teacher during
the observations and interviews, resulting from the constant exercise of rebuilding to build her

teaching practice.

Keywords: Visualization, Mathematical Experience, Visual Thinking, Mathematical

Sensitivity.
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1 INTRODUCAO: COMPREENDER E VER

“Para ver ndo basta olhar” (Mario Dionisio)

“Visualizar ndo é apenas ver o visivel, é tornar visivel”

(José Carlos Cifuentes, parafraseando Paul Klee)

A visualizacdo é considerada nesse estudo como um modo de pensar na matematica.

Para isso, € desenhado um percurso de compreensdes e reflexdes sobre o tema. Porém, antes de

adentrar nesse percurso, € importante levantar o seguinte questionamento: qual a importancia

de se pesquisar sobre a visualizacdo matematica na educagdo matemaética e na prépria

matematica? Para essa questdo, algumas respostas podem ser apresentadas, mas talvez a que

melhor representa todas elas é a de que a visualizacdo se revela como um meio para a

compreensdo, descoberta e criacdo matematica, no mesmo espirito sugerido pelas epigrafes
iniciais.

A visualizacdo ndo € arbitraria. Ela se desenvolve a partir dos conhecimentos pré-

existentes, por meio da intuicdo, analogia, imaginacdo e generalizacdo. Mas nao € novidade de

que o “ver”, sendo no sentido singular da visdo, ou no sentido amplo da visualizacdo, ¢

considerado um modo legitimo de se pensar matematica.

Um dos tracos fundamentais do espirito do declinio da Idade Média é o predominio
do sentido da vista, predominio que estéa intimamente ligado a atrofia do pensamento.
O pensamento toma a forma de imagem visual. Para impressionar verdadeiramente o
espirito um conceito tem de aparecer primeiro sob forma visivel. A insipidez da
alegoria pode suportar-se porque a satisfacdo do espirito reside na visdo. A
necessidade constante de exprimir o visivel era mais bem realizada por meios picturais
do que literarios. (HUIZINGA, 1924, p. 211).

Na versdo axiomatica da geometria de Euclides, se adotavam procedimentos
“construtivos” para dar concretude visual as propriedades geométricas que se pretendiam
provar. Esse impeto do ser humano em dar concretude as coisas para fazé-las inteligiveis é
natural. Porém, ao longo da histéria, com o advento do formal, especialmente na matematica,
esses aspectos visuais foram deixados de lado como base da abstragdo. Um primeiro momento
dessa formalizacdo se deu pelos procedimentos de algebrizacao.

Nunca se deixou de lado a necessidade da concretizacdo. Um exemplo foi a volta ao
contetdo da geometria no século XIX, especificamente a criacdo dos modelos artificiais das
geometrias ndo euclidianas. E especialmente essa necessidade de revisualizacio da matematica

que se faz necessaria no ensino da matematica.
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A experiéncia como professora de matematica nos anos finais do Ensino Fundamental
na Prefeitura Municipal de Curitiba (PMC) é o que move e desperta o interesse em propor a
investigacdo sobre a visualizacdo no ensino e no aprendizado desse componente curricular.
Dessas vivéncias € que “brotam” — e se mantém — as inquietacGes sobre a matematica que €
estudada na escola. Alguns questionamentos séo latentes: qual o significado de um determinado
conceito matematico? Quais as possiveis aplicacdes, relacbes que podem ser realizadas? Esse
assunto poderia ser abordado de outra maneira? Quais séo as diferentes estratégias para resolver
um determinado problema?

A partir dessas indagacOes, aprecia-se a importancia do ato de ensinar — que é
indissociavel do ato de aprender “dos” alunos — mas também do ato de aprender “com” os
alunos, desvelando o prazer em suas conquistas, o brilno nos olhos quando despertam novas
relacGes, quando pensam além do problema proposto e criam novas situacdes. Nesse aspecto,
a funcdo formativa da matemaética escolar é fundamental para a aprendizagem desses alunos e
é necessario que seja resgatada. E essencial extrapolar o paradigma do exercicio, enquanto
treino do algoritmo, ainda tdo presente e que tem “limitado” a propria matematica, bem como
estimulado os estudantes a serem “resolvedores” de exercicios matematicos em série.

A graduacédo em licenciatura em matematica provocou diversas duvidas, do que se sabe,
ndo sabe, do que falta aprender, mas no emaranhado de tantas davidas, uma certeza é evidente:
sempre ha muito para aprender. O curso ofereceu teorias, as ferramentas para se formular um
pensar matematico, porém 0s questionamentos sobre a pratica docente sdo constantes. Tais
inquietacdes ndo aparecem em um manual, ndo se encontram um best-seller de: como ser um
professor. Ou entdo: como lidar com o pluralismo dentro de uma sala de aula? E a resposta para
isso é simples: tratam-se de experiéncias vividas, ou seja, existem as teorias que dao um
direcionamento e sustentam objetivos, porém existem experiéncias que precisam ser
vivenciadas. Sdo as experiéncias pedagogicas de um professor atuando.

Percebendo o quéo frequente é a tentativa do uso de técnicas de visualizagao para tentar
interpretar determinados conceitos, foi possivel compreender que para construir um pensar
matematico ndo basta somente ter as ferramentas, mas sim, saber utiliza-las, criar relagdes,
estabelecer semelhancas e diferencas, ou seja, experienciar a matematica.

Durante o processo de planejamento das aulas, é importante levar em consideracao
como os alunos pensam, a diversidade de questionamentos que podem surgir. E necessario estar
preparado para ajuda-los a formular perguntas e ndo apenas encontrar respostas. Segundo Lins
e Gimenez (2001):
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A escola é, sim, lugar de tematizaces, de formalizacBes. Esse é um papel importante
que ela deve cumprir, o de introduzir as criancas em sistemas de significados que
constituem o que Vygotsky chamou de conceitos cientificos, e que correspondem a
um corpo de noc¢des sistematizadas. (LINS e GIMENEZ, 2001, p. 23).

No mestrado, Santos (2014), com o proposito de compreender a visualizagdo como
forma de pensamento, realizou diversas leituras sobre o tema. Entdo, novas inquietacdes
despertaram, como a visualizacdo geométrica, contextualizada e aritmético-algoritmica, a ser
abordada posteriormente. Foi também parte da pesquisa 0 estudo sobre a cientificidade da
visualizagdo, assim como seus aspectos qualitativos e subjetivos.

Do ponto de vista pedagdgico, com intuito de aprofundar sobre a visualizagdo em
diferentes conotacdes no ensino e aprendizagem de matematica, levanta-se a questao:

- Como se compreende a visualizacdo matematica na pratica docente de uma
professora dos anos finais do ensino fundamental?

Enfatiza-se a pratica docente, pois é nela que as relacdes, construgdes e reconstrugdes
acontecem. Importante salientar que o entendimento que se faz de pratica docente nesse
contexto ndo é singular, pois envolve desde o entendimento do professor se percebendo
enquanto educador até como ele faz para significar os conceitos mateméaticos com seus alunos.
Desse modo, a pratica docente em si € uma acdo em movimento, uma experiéncia pedagdgica,
sendo que algumas mediacBes sdo pré-estabelecidas, mas existem outras que vao sendo
construidas conforme a aula vai acontecendo. E nesse cenario, em que nem tudo é previsivel,
em que manifestam-se mais perguntas que respostas, que a pratica docente € observada na
presente pesquisa.

Uma vez que a visualizacdo é entendida como um modo de pensar a matematica, €
importante levantar reflexdes sobre a sensibilidade matematica, que se refere ao
desenvolvimento da acdo em se apreciar a matematica, ou seja, além de se pensar a matematica
racionalmente, deve-se poder também pensa-la sensivelmente, isto é, aprecia-la. O fazer e o
apreciar sdo, ou deveriam ser, indissociaveis. Esse conhecimento sensivel, em contraposicao ao
conhecimento racional, acontece conscientemente ou inconscientemente através da percepcao
inteligivel, que da objetividade aos objetos matematicos e pode ser manifestada pela intuigéo,
imaginacao, criatividade e visualizacdo (CIFUENTES, 2003).

A motivacdo para a realizagdo dessa pesquisa se deve a pretensdo em equacionar de
forma tedrica e pratica acdes relativas ao ensino de matematica, trazendo reflexdes necessarias
para os professores em relacdo a sua pratica educativa e tendo como base um saber
epistemologicamente referenciado ao qual é dedicada a primeira parte, necessitando de estudos

filosoficos e educacionais condizentes com essas inquietacfes. Ndo obstante a isso, mostrar a
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importancia dos estudos que vem sendo realizados sobre a visualizacdo nas experiéncias
matematicas, evidenciando o processo de ensino e aprendizagem na producao do conhecimento
matematico na escola.

Para responder a questdo pedagdgica emergente, este estudo, na sua segunda parte, tem
por base o contexto das aulas de matematica em uma turma de 7.° ano do ensino fundamental
da Rede Municipal de Ensino de Curitiba, com o objetivo de investigar quais as
compreensdes que a professora de matematica regente dessa turma constroi, na sua
experiéncia docente, sobre a visualiza¢do (muitas vezes inconsciente) e como esse modo de
pensar se revela no processo de ensino e aprendizagem e no despertar para a sensibilidade
matematica.

A visualizacdo é um assunto que requer destaque em varias situacdes, tanto na
construcdo do conhecimento matematico quanto no ensino e aprendizagem dessa ciéncia. Uma
dessas situagcdes é quando a visualizagdo é pensada como forma de criar significados. A
visualizacdo traz ao estudante uma concretude, isto €, uma forma de concretizacdo do
pensamento e de seus objetos, tornando possivel, por meio dos processos envolvidos na
visualizacdo, formular e compreender conceitos, formas, simetrias, semelhancas e também
argumentar. Este ultimo, inclusive, € um novo tipo de visualiza¢do, que sera analisado para
além dos trés tipos ja apresentados em Santos (2014) (algoritmica, geométrica e
contextualizada) e serd denominado como “visualizagdo da forma do argumento” (a ser tratada
com mais profundidade no capitulo 1).

Um exemplo da abordagem visual de um conceito nos anos finais do ensino fundamental
é 0 do quadrado da soma de dois termos positivos, um dos produtos notaveis que geralmente é

apresentado exclusivamente com argumentos algébricos (

Figura 1).
Outro exemplo é a construcdo do significado do numero quadrado perfeito.

Quando mencionamos problemas do seguinte tipo: em uma sala com o formato de um
quadrado cabem 25 carteiras, quantas fileiras de carteiras ficardo dispostas? Neste
caso, sabemos que basta calcular a raiz quadrada de 25 para concluir que serdo 5
fileiras de carteiras, desta forma estamos utilizando a ideia geométrica espacial para
fazer mencdo ao conceito de raiz quadrada. Assim como o nimero quadrado perfeito,
além de apenas falar que o nimero quadrado perfeito é o que possui raiz exata,
podemos também fazer a construcdo desse quadrado. Por exemplo, o nimero 16 é
quadrado perfeito, pois conseguimos com 16 um quadrado maior. Porém, o 5 ndo é
um quadrado perfeito, pois ndo é possivel construir um quadrado com 5 quadradinhos
(SANTOS, 2014, p. 33).
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Figura 1- Representacdo do nimero quadrado perfeito.

+ . Q—I—o ?

Fonte: Santos, 2014, p. 33.

Os exemplos citados sdo caracterizados pelo que se pode denominar como “visualizagao
geométrica”, ou seja, traz o pensamento geométrico como forma de argumentagdo para a
visualizagdo. Porém, o caminho inverso também é possivel, isto &, ver algebricamente algo
geométrico. Isso acontece quando, por exemplo, ndo se consegue “ver” uma demonstracao
geométrica, tendo que partir assim para o uso de uma abordagem algébrica, a qual permite
resolver um problema geométrico. E o caso do tracado da tangente em uma circunferéncia

passando por um ponto dado na geometria analitica.

Se a teoria de Descartes da geometria analitica tivesse visto a luz do dia num tempo
menos agarrado a experiéncia sensorial e ao pensamento euclidiano, 0s matematicos
teriam naturalmente, sem constrangimento, reconhecido a légica dum objeto em
quatro dimensoes, pois so se Ihes exigiria o reconhecimento de que um tal objeto ndo
mais é do que a entidade matematica que necessita de quatro coordenadas para ser
adequadamente descrito (GUILLEN, 1987, p. 94).

A visualizacdo no ensino e na aprendizagem de matematica vem sendo discutida por
varios autores, como Arcavi (2003), Buratto (2012), Cifuentes (2003, 2005, 2010, 2011, 2013),
Flores (2007, 2010) Flores, Wagner e Buratto (2012), Giaquinto (1992, 2015), Janzen (2011),
Presmeg (1986a, 1986b, 1999, 2006), entre outros.

Porém, faz-se importante analisar outros aspectos desse termo polissémico,
principalmente compreender como a visualizagdo se tornou uma forma de se pensar
matematicamente, quais foram os obstaculos e que forma ganhou. Os textos de Duval (1999,
2003, 2004, 2012 e 2016), Pitkin (2006), Saes (2010) e Poincaré (1995) trazem subsidios para
o aprofundamento do tema, assim como a prépria obra de Euclides, em suas diversas versoes,
por tratarem da geometria pelo ponto de vista axiomatico material ou concreto, consistindo no
estudo do espago “real” ou “natural”.

Diante dos diferentes modos de compreender o conceito de visualizacdo, se inicia
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adotando a perspectiva que aponta para um entendimento da visualizagdo como elemento
estruturante na formacao das imagens mentais para o desenvolvimento do pensamento visual,
como forma de concretizar, consolidar o que esta sendo construido.

Pensar na visualizacdo como forma de concretizacdo do pensamento matematico pode
ser uma estratégia que vai além de utilizar os recursos visuais apenas como ferramenta
metodoldgica em consonancia com as epigrafes iniciais. O conceito de visualizacdo ndo se
resume ao simples ato sensivel de ver, enxergar, mas ao ato de construir, reconstruir,
movimentar, o que envolve também uma componente interpretativa.

Em referéncia ao ensino e a aprendizagem de matemaética, a nocdo de experiéncia
matematica se torna o principal diferencial. A “visualizagdo é uma forma de experiéncia, sendo
uma de suas funcdes a construcdo de significados e, principalmente, de sentidos, € um ato de
interpretacdo”. (CIFUENTES, 2010, p. 22).

Num universo tatil, sensitivo e visivel é simples e direta a experiéncia do dia a dia, mas
num universo, ou hum espaco abstrato, de que forma é possivel experienciar, compreender as
relacdes, 0s movimentos, as transformacdes construindo significados e atribuindo sentido aos
objetos matematicos?

Por ser a visualizagdo um ato de experiéncia matematica, nada mais belo e legitimo do
que viver a matematica, “matematizar” (D'Ambrosio, 1999), estuda-la ndo pelo seu exterior,
mas interior, tanto com um proposito epistemoldgico como pedagdgico, analisando suas
transformac6es, movimento e criagdes e observando como as relagdes acontecem, como a
matematica se transforma.

A visualizacdo, além de seus apelos construtivos relacionados ao pensamento visual,
também se relaciona com a intuicdo, ao ponto de criar subsidios na formacao de conceitos na
aprendizagem da matematica. Em situagcdes complexas, as intuicdes desempenham um papel
importante na construcdo de ideias. De acordo com Cifuentes (2010), uma das func¢des da
visualizagdo é construir significados, dar sentido, pois a intui¢do permite ver “a forma do objeto

estudado” (p. 655).

Temos, pois, vérias espécies de intuicdo; primeiro, o apelo aos sentidos e a
imaginacéo; em seguida, a generalizagdo por inducdo, por assim dizer calcada nos
procedimentos das ciéncias experimentais; temos, enfim, a intuicao do numero puro,
(...) e que pode engendrar o verdadeiro raciocinio matematico (POINCARE, 1995, p.
19).
O processo de construir significados, de atribuir sentido aos conceitos matematicos com
0 apelo geometrico que a visualizacao possibilita pode ser trabalhado com o uso de softwares
de geometria dinamica, em que as possibilidades de visualizacdo se multiplicam. A interface

22



interativa, aberta a exploracdo e a experimentagdo disponibiliza experimentos de pensamento
(GRAVINA, 2001).

Nesse sentido, as figuras construidas em um ambiente dindmico adquirem um estatuto
diferente dos simples desenhos. Passam a ser exemplos genéricos, com a possibilidade
da exploracdo dinamica das propriedades envolvidas, ja que a construcao da figura
utiliza explicitamente as duas propriedades, proporcionando a visualizacdo de muitas
e diferentes representaces de uma mesma classe de figuras (JANZEN, 2011, p. 52).

A geometria dindmica ndo é apenas um recurso para se concretizar um determinado
conceito de natureza geométrica, mas também na concretizacdo de conceitos de natureza
algébrica.

Ao desenvolver atividades com o auxilio do GeoGebra, por exemplo, é possivel
construir figuras, avaliar se suas propriedades estdo sendo verificadas, fazer
conjecturas e justificar os seus raciocinios. As figuras podem ser arrastadas na tela do
computador sem perder os vinculos estabelecidos na construgdo. Além disso, €
possivel realizar construgdes que com lapis, papel, régua e compasso seriam dificeis,
ou no minimo gerariam imprecisdes (LOVIS e FRANCO, 2013, p. 153).

Além do possivel uso dos softwares de geometria dindmica, também se faz importante
discutir o modo como o professor pode encaminhar suas aulas de forma a desenvolver o
pensamento visual de seus estudantes sem o uso daquelas ferramentas, salientando que a
visualizagdo ndo ¢ “ensinada”, talvez, pelos elementos subjetivos e intrinsecos a cada pessoa,
mas pode ser desenvolvida e aprimorada.

Uma sugestdo apontada por Vale et al. (2014) é a utilizacdo de tarefas que envolvem
padrdes em contextos visuais/figurativos, das quais exigem que o estudante relacione conceitos
matematicos por meio de diferentes representacdes e perspectivas, desenvolvendo dessa
maneira a criatividade matematica. O estudante comeca a refletir sobre diferentes maneiras de
resolver um determinado problema. “A visualizagao pode ndo estar apenas relacionada com a
mera ilustracdo, mas também pode ser reconhecida como uma componente do raciocinio
profundamente relacionada com o conceptual e ndo apenas com a percepgao” (VALE,
BARBOSA e PIMENTEL, 2014, p. 123).

Assim, diante das questdes delineadas, esse estudo traz uma perspectiva sobre o tema
visualizacdo, de viés epistemoldgico na sua fundamentacdo (primeira parte) e com um aporte
tedrico-metodoldgico no contexto pedagogico (segunda parte) que leva a outras interpretagdes
da matematica, apresentando maneiras diferentes de se fazer e pensar a matematica.

No decorrer do texto € possivel observar a escrita: pensar “na” matematica e pensar “a”
matematica, em que o entendimento da primeira consiste no sentido de estar entre, dentro. Ja

a segunda diz respeito a estar fora, como um observador. Porém, para exemplificar o
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entendimento, ambas a denotagdes sdo tomadas no sentido de “entrar entre, dentro”, pois € na
relacdo entre 0s objetos que a visualizacdo € discutida.

Importante salientar que o direcionamento desse estudo foi pensado para o professor,
bem como a formacéo de professores e pesquisadores interessados nas compreensdes que se
fazem sobre a visualizacdo dentro da pratica docente.

A organizacao deste texto se da no seguinte modo:

No capitulo 1, na introducdo, foram apresentadas as ideias iniciais sobre a visualizacao
matematica e a visualizacdo no ensino da matematica. Na introducdo também foi pontuada a
questdo norteadora da pesquisa: como se compreende a visualizacdo matematica na prética
docente de uma professora dos anos finais do ensino fundamental? Desse modo os objetivos
elencados sdo: investigar quais as compreensdes que a professora de matematica regente
dessa turma constroi, na sua experiéncia docente, sobre a visualizagdo (muitas vezes
inconsciente) e como esse modo de pensar se revela no processo de ensino e no despertar
para a sensibilidade matematica.

O capitulo 2 é destinado a abordagem da visualizacdo em seus maltiplos espacos,
contextos e concepcdes. Inicialmente, articula-se a visualizacdo com as compreensfes em
relacdo a visao, percep¢do e representacao, rompendo com algumas ambiguidades referentes
ao termo. As diversas concepcdes sobre a visualizagdo sdo apresentadas nesse capitulo com
base nas pesquisas precursoras sobre o tema, mas também buscando compreender essa
concepcao nas pesquisas atuais.

Os trabalhos selecionados, que contribuem para as reflexdes e discussdes sobre o tema,
sdo dos seguintes autores: Presmeg, Arcavi e Giaquinto. Entendendo que a visualizagdo é um
conceito aberto e tem varias dimens@es, na perspectiva psicologica, fenomenolégica entre
outras, a perspectiva que direciona esse estudo é a perspectiva epistemologica, ou seja, a
epistemologia da visualizacdo. Portanto, esse capitulo finaliza com a construcdo de uma
concepgdo de visualizagdo, na perspectiva epistemoldgica, fundamentada nas pesquisas
realizadas, mas principalmente do entendimento que se revela da visualizagdo como modo de
pensar a matematica. E essa concepcao que vai orientar as proximas reflexdes presentes neste
estudo.

No capitulo 3, compreendendo a visualizagdo como um modo de pensar, se fazendo
presente no processo de construgdo do pensamento sobre determinado conceito, traz-se para
discussdo a “experiéncia matematica”. Esta ¢ construida com base em habilidades como a

intuicdo, a imaginacao e a criatividade e sdo essas habilidades que véo auxiliar a ver o que ndo
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esta |4 para ser visto, mas que é pensado por meio da visualizagdo. Desviar o olhar para os
objetos, comecgando a visualizar as relacdes entre esses objetos — pois em alguns casos 0s
objetos ndo sdo representaveis — se faz possivel quando a sensibilidade do olhar se desenvolve
e isso se da pela imaginagdo, pela intui¢éo e pela criatividade. Neste capitulo € apresentado o
resultado do estudo sobre a sensibilidade matematica, intui¢do, imaginacdo e criatividade
matematica. As conexdes com a visualizagdo estdo presentes na tessitura do proprio texto, mas
também sdo explicitadas no ultimo item do capitulo, numa perspectiva pedagogica: a
visualizacdo matemaética na sala de aula, um modo de experiéncia matematica.

O quarto capitulo é destinado a apresentacdo da metodologia da pesquisa, iniciando pela
justificativa da escolha do percurso metodoldgico tracado. Toda a organizacdo desenhada tem
por finalidade estruturar o roteiro da pesquisa pratica, direcionando o olhar para o caso da
pesquisa, que se configura na professora. Também ¢é explicitado como, quando e onde a
pesquisa foi realizada, bem como os participantes e o contexto.

No quinto capitulo é apresentada a analise do estudo de caso realizado, com base nas
observacdes e tarefas desenvolvidas com os alunos e nas observagdes e entrevistas realizadas
com a professora. Entendendo o ensino e aprendizagem como indissociaveis, na perspectiva de
que se ndo ha aprendizagem ndo ocorreu ensino, a intencionalidade em se trazer elementos da
observagdo com os alunos € a de olhar como a pratica docente dessa professora se faz presente
no modo de pensar desses alunos. Importante ressaltar que as analises sdo realizadas de modo
a relacionar alguns elementos discutidos no capitulo 2 e 3 com as agdes e praticas docente
observadas no estudo de caso.

No sexto e ultimo capitulo sdo apresentadas as consideragdes finais do presente estudo,
do qual se tecem algumas palavras que d&o luz ao percurso desenhado para este trabalho,
buscando ndo diretamente responder a questdo norteadora, mas levantar reflexdes que puderam

ser consolidadas e que abrem possibilidades para futuras pesquisas.
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2 A VISUALIZACAO NA MATEMATICA E NA EDUCACAO MATEMATICA

2.1 PALAVRAS INICIAIS

O presente capitulo e o proximo constituem o nlcleo da pesquisa tedrica sobre a
visualizagdo. Por esse motivo, identifica-se a necessidade em explicar o percurso escolhido para
esta estruturacao tedrica.

O ponto de partida € o de trazer a visualizacao para o entendimento do leitor, mas para
isso faz-se importante evidenciar o préprio termo, de modo a ir se construindo a ideia de que a
visualizacdo é algo a mais do que apenas ver, em seu sentido literal. Por isso o termo
visualizacdo é discutido em relacdo aos termos de visao, representacao e percepcdo. Para alguns
leitores, esse momento pode parecer o0 de desconstrucédo (e ndo deixa de ser), mas é diante essa
desconstrucdo que a concepcdo de visualizagdo vai se apresentando. Portanto, com essa
discussdo, pretende-se trazer reflexfes sobre o que a visualizagdo ndo é, j& que em alguns
contextos pode se confundir com a visdo, ou se aproximar da representacdo, mas nao sao
sinbnimos.

Observa-se 0 uso da palavra concepcdo, que se difere de conceitualizacdo, pois a
concepcdo de algo ou alguma coisa esta inserida num contexto e nas pré-concepg¢des de quem
a cria, ajustada a uma interpretacédo e levando em consideracao a perspectiva adotada no estudo,
neste caso, a epistemoldgica. Ja o conceito ndo necessariamente é algo construido por quem o
interpreta, pois pode ja ter sido consolidado, requerendo apenas uma interpretacao.

Portanto, essa construcdo que se faz sobre o termo visualizagdo pode se aproximar ou
distanciar de algumas ja existentes. Por isso, é importante dialogar com outros estudos ja
realizados. Como o escopo de trabalhos sobre a visualizagdo é abrangente, escolheu-se trés
pesquisadores para fundamentar esse dialogo, como esté apresentado no subtitulo 1.2.

O primeiro autor é Arcavi, quem apresenta uma discussao de natureza pedagogica sobre
0 termo visualizagdo. Dele, séo estudados dois trabalhos, datados de 2003 e outro de 2015, pois
considera-se a possibilidade de ampliacOes ou alteracGes nas concepcdes apresentadas nessa
escala de tempo. J& ou autor Giaquinto apresenta um estudo de natureza filosofica, trazendo
compreensdes e levantando reflexdes sobre a visualizacdo em sua esséncia. Por ultimo,

Presmeg, autora referéncia quando se trata de visualizacdo. Suas discussGes também séo de
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natureza pedagdgica e em seus estudos a autora transita entre o ensino, quando realiza pesquisas
com os professores, e aprendizagem, quando realiza pesquisas com os alunos.

Ap0s essa base de discussoes e reflexdes, uma concepcéo de visualizagéo é criada. Essa
concepcdo é a que fundamenta todo o encaminhamento da tese bem como o olhar para as
andlises. A concepcdo construida traz a visualizagdo como um modo de pensar a matematica,
sendo ela um meio, um processo. Para se efetivar o processo, € necessario pensar nos modos de
acesso aos objetos matematicos que carecem de uma representacdo, uma concretude. Por isso,
no capitulo 2 levantam-se discussdes sobre a experiéncia matematica. S0 as habilidades
emergentes da experiéncia matematica, como a intui¢do, a imaginacao e a criatividade que se
constrdi acesso, junto com a visualizacao, as relacdes que constituem os objetos matematicos.
Ou seja, o olhar parou de ser direcionado para 0 objeto, mas sim, agora € direcionado para a
estrutura dada pelas relacGes que as definem.

A intui¢do, imaginacdo e criagdo sdo discutidas em termos da descoberta, criagédo e
originalidade, mas a visualizacdo e o dialogo entre essas habilidades sdo construidos ao longo
do texto. Certamente, antes de adentrar na segunda parte da pesquisa, é preciso estabelecer
outro didlogo, entre a visualizagéo e a escola, especificamente o da visualizacdo e do ensino de

matematica, sendo esse o ponto de partida para o capitulo 3 e 4 desse texto.

2.1.1 Do imediatismo do olhar a uma visao reflexiva

A visdo pode ser interpretada, em um sentido primeiro, em diferentes perspectivas,
como um evento anatdmico, fisiolégico, psicoldgico, fisico, bioldgico e quimico. Num outro
sentido da palavra viséo, existem denominagGes como: ponto de vista, aparicdo de algo
sobrenatural, contemplacdo direta sem percepcao sensivel, imaginacdo, entre outras.

Do ponto de vista bioldgico, a visdo funciona através do processamento de dados
recebidos pelo encéfalo, por intermédio dos receptores sensoriais ativados pela luz. Pela fisica,
o olho enxerga por intermédio das amplitudes de ondas eletromagnéticas. Pela quimica, o que
estabelece a correlacdo entre o processamento fisico da aquisi¢do da luminosidade e a acdo
bioldgica da sensacdo sdo 0s processos quimicos da visdo (FILHO, 2007).

A partir do conhecimento da abrangéncia e dos diferentes sentidos atribuidos a palavra
“visdao”, ¢ importante destacar que neste estudo a compreensdo de visao se direciona ao olhar,
enxergar, ver, num sentido que nado se restringe ao biolégico, de modo a se refletir sobre as
limitacOes. Assim, a ideia do que é visdo perpassa desde o0 que se vé em um momento imediato,

até um olhar reflexivo, que € construido, educado, aprimorado.
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Para exemplificar esse entendimento, apresenta-se a representacdo (conceito que sera
abordado amplamente adiante) de uma das itera¢fes do fractal conhecido como tridngulo de
Sierpinski (Figura 2):

Figura 2 — Tridngulo de Sierpinski lteragdo 2.

Fonte: Autores, 2021.

Na figura acima pode-se “ver” um ou varios tridngulos. Primeiramente, sdo vistos 0s
tridangulos pretos ou os brancos. Esse seria 0 imediatismo que a figura traria ao olhar. Dessa
forma, ndo se esté visualizando, apenas se esta vendo 0 que a primeira impressdo mostra de
imediato. Somente quando esse ato de ver implica na busca de compreensées do que é visto é
que se pode perceber alguns principios da visualizacdo, como a construcdo de um olhar
reflexivo. Um exemplo disso € buscar as relacdes entre os tridngulos, um padrdo, uma
generalizagéo.

De acordo com Duval (1999):

Assim, como texto ou raciocinio, 0 entendimento envolve apreender toda a sua
estrutura; ndo ha entendimento sem visualizacdo. E é por isso que a visualizagao
ndo deve ser reduzida a visdo, ou seja: a visualizacdo torna visivel tudo o que nédo é
acessivel a visdo (DUVAL, 1999, p. 13).

Pode-se ainda entender a expressdo “...tudo o que ndo ¢é acessivel...” como uma
parafrase de Paul Klee: “a visualizagdo ndo reproduz o visivel, ela torna visivel” (como
mencionado na epigrafe desta tese).

Duval (1999, p. 12) aponta como uma das func¢des essenciais da visdo a apreensdo
global, ou seja, quando se vé algo, ndo se vé apenas uma das partes, mas se vé o todo, porque
o todo da sentido as partes. “Nesse sentido, a visdo ¢ o oposto do discurso, da dedugéo, que
requer uma sequéncia de inferéncias justificadas, numa cadeia de afirmagdes”, ou seja, ndo ¢
um “processo logico”.

O que seria ver o todo e ndo apenas as partes? Significa ver as partes e seu contexto.
Desse modo, a visdo é contextual, pois quando se vé algo, é preciso considerar que ha um
contexto ao seu redor. O sentido atribuido a palavra “contexto” € sobre “o que esta ao redor, ou

seja, que guarda alguma relacdo com o objeto, e ndo no sentido de contextualizacdo que € sobre
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associar um conhecimento ao seu ponto de origem, aplicagdo, muito utilizado nas discussoes
de ensino e aprendizagem.

Porém, quando se vé apenas as partes, como se faz para se ver o todo? Por meio da viséo
discursiva, pela construgéo de uma sequéncia discursiva. Um cego, por exemplo, utiliza muitas
vezes o tato para identificar as formas ou relacdes das partes que sdo “captadas” por ele. O cego
reconstréi o todo em funcdo das partes, num processo de composi¢do discursiva.

Importante destacar que a visdo, por mais imediatista que seja, traz consigo as pré
concepgdes de quem Vvé, ndo se reduzindo a um olhar estatico. A dinamicidade encontrada no
olhar envolve as préaticas visuais no ambito da histéria e da cultura (Flores, 2010). Portanto, o
objeto sensivel ndo envolve somente o sentido da visdo, mas também o entendimento que se
faz dele.

Na fenomenologia de Merleau-Ponty (2003, p. 224) “ver é sempre ver mais do que se
vé”. Dentro dessa proposta, o visivel e o invisivel sdo indissocidveis. Sobre a perspectiva da

“visao” discutida por Merleau-Ponty, Caminha (2014) afirma que:

A visdo ndo alcanga uma visdo plena do que aparece. Aquilo que € visivel tem sempre
aspectos invisiveis. Os olhos que se dirigem ao mundo para ver ganham uma relagéo
de proximidade com as coisas visiveis, mas também ganham uma relacdo de distancia
daquilo que néo se V€, revelando uma cegueira da visdo. As limitacdes de nosso olhar
atual ndo conseguem ver o visivel na sua plenitude (CAMINHA, 2014, p. 64).

Essa questdo da cegueira da visdo perpassa a ideia do aparecimento da coisa visivel,
pois também considera 0 momento em que a pessoa que V€ torna a coisa Vvisivel do seu modo.

Para elucidar tal reflexdo, apresenta-se o exemplo apresentado na Figura 3.

Figura 3 - Questdo OBMEP 2016 — nivel 1.

6. A soma dos numeros das faces opostas de um dado é
sempre 7. O dado da figura é girado sucessivamente sobre
o caminho indicado até parar na ultima posigao, destacada
em cinza. Nessa posi¢ao, qual € o nimero que esta na face
superior do dado?

A) 1 =
B) 2 "1
C) 3 O 2
D) 4 \;’,/‘,,. —~
E) 5 g

ApoOs o primeiro giro

~

Fonte: OBMEP, 2021.
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Na figura, é possivel ver algumas faces de um cubo, mas quem o vé pode utilizar de
diferentes modos do mundo visivel para que o cubo se faca visivel, ou seja, de fazer visivel as
outras faces do cubo. De acordo com Caminha (2014, p. 64), “A experiéncia de ver nos langa
para o horizonte aberto do visivel que ndo se reduz ao aparecimento de um objeto isolado”.

Essa acdo de fazer visivel as outras partes do cubo envolve o ato de experienciar, isto &,
se faz um experimento mental para movimentar o cubo e fazer o que se pede. Assim realizam-
se os experimentos mentalmente no intuito de “visualizar” os objetos matematicos,
configurados por certas relagdes e transformacgdes. Percebe-se, assim, que a experiéncia é
intrinseca na visdo, no olhar reflexivo, assim como na visualizag&o.

Mas, a que tipo de experiéncia se faz referéncia? Em Santos (2014) foi levantada a
distingdo entre experiéncia matematica e experiéncia nas ciéncias empiricas. Até certo ponto,
tal distincdo era imediata, pois na ciéncia supostamente se trabalha com objetos e fendmenos
reais, enquanto na matematica se trabalha com objetos abstratos, ideais. Por essa razao parecia
necessario estabelecer tal entendimento. Porém, na perspectiva da ciéncia, o que significa ver
um fendmeno fisico?

A fisica atual permite ver algumas coisas e ndo permite ver outras, por mais que elas
existam. O sentido do que é visto em fisica estd relacionado com a visdo que as ondas
eletromagnéticas permitem ver, seja com ou sem a ajuda de instrumentos fisicos, é o que a luz,
em suas diversas amplitudes, permite que se veja.

Atualmente, sabe-se que ha coisas que fisicamente existem, mas ndo sdo “visiveis” com
nenhum tipo de luz, ou seja, existe algum tipo de matéria, a chamada “matéria escura”, que nao
interage com a luz eletromagnética de nenhum tipo e s se sabe de sua existéncia porque além
da forca eletromagnética que faz visiveis as coisas, também existe a forca gravitacional com a
qual de fato interage. O fenbmeno existe, mesmo que ndo ocorra interacdo com algum tipo de
luz. Portanto, a experiéncia na fisica parece ser tdo complexa como na matematica, porque
existiriam outras formas de “ver” através de, por exemplo, ondas gravitacionais associadas a
forca gravitacional mencionada. Assim, temos uma aproximacao entre as duas, que consiste,
para efeitos da visualizacdo, em estudar os objetos em transformacao.

A concepcéo de figura em Duval € relacional, isto é, baseada em relacGes, propriedades,
condicBes primarias dadas como hipdteses e, neste estudo, esse entendimento é adotado para
constituicdo dos “objetos” que a visualizacdo permite “ver”. Essa concep¢do possibilita
diferenciar, nesse contexto, a ideia de imagem da ideia de figura, em que a primeira esta atrelada

a uma reproducdo, enquanto a figura requer de propriedades para sua concretizacao.
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A visdo pode ser entendida também pela perspectiva da obra de Bachelard (2011),
especificamente a partir dos obstaculos epistemologicos da experiéncia primeira. Essa
experiéncia, assim denominada pelo autor, reflete a ideia de observacao basica e opinido. Na
area das ciéncias, pode-se entender esse obstaculo por uma experiéncia colocada antes e acima
da critica, de senso comum. “Ficaréd claro que a primeira visdo empirica ndo oferece nem o
desenho exato dos fendmenos, nem ao menos a descricdo bem ordenada e hierarquizada dos
fendmenos” (BACHELARD, 2011, p. 37).

Importante destacar que Bachelard (2011) considera por “fendmeno” a cadeia de
relacBes em que a sua constituicdo se da pelos processos de composicao, ruptura, confrontos,
acréscimos, contradi¢des, etc. Ou seja, um fenbmeno nunca esta acabado, pois qualquer relagcdo
com ele estabelecida pode modifica-lo em maior ou menor grau de complexidade. Portanto,
esse fendbmeno se d& numa relacdo dialdgica entre a desordem e a ordem, descontruir para
reconstruir, sendo esse processo continuo. De acordo com Silva (2000, p. 72) “a dinamicidade
do fendbmeno gera o seu desenvolvimento através de uma trama de coisas velhas e novas dando-
Ihe novo conteudo, nova forma e novo sentido”.

Na matematica, a compreensdo desse obstaculo pode se dar pelo uso ingénuo e primario
da imagem representada. Ou seja, ao resolver uma tarefa matematica que contém uma figura, o
aluno pode se basear na imagem nela representada, sem fazer posteriormente uma analise total
e ampliada da figura e do enunciado que ela representa. “A primeira experiéncia ou também
chamada de observacédo primeira € sempre um obstaculo inicial para a cultura cientifica. De
fato, essa observacdo primeira se apresenta repleta de imagens; é pitoresca, concreta, natural e
facil” (BACHELARD, 2011, p. 25).

O exemplo da Figura 4 mostra que, em uma primeira observacao, as cores se destacam
e podem induzir a uma conjectura, como, por exemplo, a area do quadrado vermelho interno,
ou a area total da figura, ou a contagem de quadradinhos, separando os vermelhos dos azuis,
entre outras possibilidades. Porém, o enunciado j& remete a outro olhar, que pode ser conflitante
com um primeiro olhar, ou até mais abrangente. Significa que o primeiro olhar pode levantar
hipdteses para a solucdo do problema, mas ao mesmo tempo pode ndo estabelecer relacdo

alguma.
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Figura 4 - Questdo OBMEP 2019.

4. O quadrado abaixo esta dividido em nove quadradinhos
iguais. A area pintada de vermelho mede 6 cm?. Quanto
mede a area pintada de azul?

A) 10 o
B) 12cm?
C) 14 cm?
D) 16 cn?’
E) 18 cm?

Fonte: OBMEP, 2021.

Outro exemplo que pode ser analisado é o apresentado na Figura 5 a seguir:

Figura 5 - Representacdo de um paralelogramo e um plano euclidiano.

a) -7 .-~ b)

Fonte: OBMEP, 2021.

A imagem “a” pode ser, numa experiéncia primeira, considerada um quadrilatero ou
especificamente um paralelogramo. Ja na imagem “b”, uma simples modificagdo através do
“codigo” de deixar pontilhado o contorno para indicar que ele fica aberto altera o contexto, pois
0 que era um paralelogramo agora trata-se da representagdo de um plano euclidiano (infinito
em extensdo), onde esta incluido um paralelogramo.

Portanto, ap0s o levantamento de algumas abordagens e entendimentos sobre a viséo,
as compreensoes se direcionam para “o sentido primario de proporcionar evidéncia a partir da
observagdo, enquanto a visualizacdo da acesso aos sentidos ndo evidentes” (Paulo, 2010, p.
46)!. Dessa maneira, viso e visualizagdo s&o termos que se relacionam, mas n&o sao sindnimos.
Pode-se dizer que a visualizacdo vai além da imagem imediata, mas isso ndo despreza a visao,
pelo contrario, como aponta Paulo (2010), em seu estudo sobre o significado epistemolégico
dos diagramas:

(...) € o ver que dé acesso a um ser de laténcia, que mostra de si um lado, enquanto
oculta outro. E o ver que impele o matematico a investigacio, denunciando o que se
mostra na propria acdo de encobrir-se. E 0 ver que busca o avango na producéo de
sentido que vai se dando com a experiéncia da visualizagdo (PAULO, 2010, p. 49).

! Consideraces da autora Rosa Paulo, com base no texto Visualizing as a Means of Geometrical Discovery
(GIAQUINTO, 1992).
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Na sequéncia, o estudo se desenvolve em direcdo as compreensdes sobre o termo

“representacao”, no intuito de refletir sobre as distingdes e relagdes com a visualizagao.

2.1.2 A representagdo como forma de acesso aos objetos matematicos

O termo “representacdo” vem do latim representare, isto é, colocar a frente, fazer
presente, apresentar de novo, o que ja sugere uma perspectiva de visao imediata. Para o sentido
da palavra, encontram-se denominagfes de interpretacdo filosdfica, teatral, juridica entre
outras. Para Pitkin (2006, p. 16) “a representagdo ¢, em grande medida, um fendmeno cultural
e politico, um fendmeno humano”.

Pode-se perceber que na lingua portuguesa a palavra “representar” direciona para
diferentes significagdes, assim como no inglés “represent”. Porém, na lingua alemd, séo

utilizadas trés palavras. De acordo Pitkin (2006):

(...) a lingua alema tem trés palavras — vertreten, darstellen e représentieren — que
geralmente sdo traduzidas pela palavra inglesa “represent”. Darstellen significa
“retratar” ou “colocar algo no lugar de”; vertreten significa “atuar como um agente
para alguém”. O significado de reprisentieren ¢ proximo ao de vertreten, mas ¢ mais
formal e possui conotagdes mais elevadas (tedricos alemdes da politica, as vezes,
argumentam gue meros interesses privados egoistas podem ser vertreten, mas o bem
comum ou o bem do Estado devem ser représentiert). Entretanto, o significado de
reprasentieren ndo é, de forma alguma, préximo aquele de darstellen. Entdo, para
quem fala em inglés o modo pelo qual uma pintura, um pintor ou um ator de palco
representam, e 0 modo pelo qual um agente ou um legislador eleito representam,
obviamente, estdo ligados ao mesmo conceito (PITKIN, 2006, p. 16).

No latim classico, “repraesentare” tem seu uso designado para objetos inanimados,
porém, a expansdo da sua significacdo ocorre entre os séculos XIII e XIV, “quando se diz que
0 papa e os cardeais representam a pessoa de Cristo e dos apdstolos” em que o termo passa
também a ser aplicado a “algo ou alguém” (SANTOS, 2011, p. 29).

O proposito em estudar algumas concepcBes sobre a representacdo reflete na
necessidade em se conhecer sua significacdo elementar, as multiplas abordagens e compreender
que se trata de campo de discussdo complexo. Entdo, para fazer um recorte do escopo de
abrangéncia, o direcionamento dado nesta pesquisa é voltado para a representagdo no ensino e
aprendizagem de matematica, o que também revela sua importancia na compreensdo da propria
matematica. Por esse motivo, as discussdes e reflexdes serdo desenvolvidas principalmente em
torno das obras de Duval (1999, 2003, 2004, 2012). Porém, acrescentando as ideias
apresentadas por Duval, sdo incorporadas consideragfes sobre a historicidade (evolugcéo
conceitual) da representacdo para consolidar seu significado na atualidade.

O substantivo “representacao” refere-se a um objeto inanimado, uma imagem, uma

escrita, um simbolo, como por exemplo um quadrado, um namero, um grafico, o plano
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cartesiano. Sobre o uso das representacdes no ensino e aprendizagem de matematica, (DUVAL,
2012b) aponta:

H& uma palavra as vezes importante e marginal em matematica, é a palavra
“representa¢do”. Ela é, na maioria das vezes, empregada sob a forma verbal
“representar”. Uma escrita, uma notagdo, uns simbolos representam um objeto
matematico: um ndmero, uma fungéo, um vetor... Do mesmo modo, os tracados e
figuras representam objetos matematicos: um segmento, um ponto, um circulo. Isto
quer dizer que os objetos matematicos ndo devem ser jamais confundidos com a
representacdo que se faz deles. De fato, toda confusdo acarreta, em mais ou menos a
longo termo, uma perda de compreenséo e 0s conhecimentos adquiridos tornam-se
rapidamente inutilizaveis ao longo de seu contexto de aprendizagem: seja por ndo
lembrar ou porque permanecem como representacdes “inertes” que ndo sugerem
nenhum tratamento. A distingdo entre um objeto e sua representacdo é, portanto, um
ponto estratégico para a compreensdo da matematica (DUVAL, 2012b, p. 268).

Um exemplo dessa distingcdo entre o objeto e sua representacdo pode ser dado pela
conceitualizacdo de reta. A representacdo da reta ndo apresenta a sua infinitude, podendo ser
facilmente confundida com segmento de reta ou até mesmo semirreta, como no caso das
distingdes entre o plano euclidiano e um paralelogramo visto anteriormente. Pela definicédo de

2 ¢c

Euclides, “linha ¢ comprimento sem largura”, “extremidades de uma linha sd3o pontos” e linha
reta € “a que esta posta por igual com os pontos sobre si mesma” (EUCLIDES, 2009, p. 97).
Desse modo, o objeto matematico “reta” ndo € o que estd representado no papel, mas ¢ o proprio
conceito de reta.

Para que uma representacdo atue como tal, € necessario que ela dé acesso ao objeto
representado ou pelo menos a uma perspectiva dele. Como forma de evitar a confuséo entre o
objeto e sua representacdo, Duval (2012b) sugere o uso de multiplas formas de registros de
representacfes (linguagem natural, registro figural, sistema escrito, gréaficos cartesianos),
registros que capturam algumas perspectivas do objeto. “O recurso a muitos registros parece
mesmo uma condi¢do necessaria para que 0s objetos matematicos nao sejam confundidos com
suas representacdes e que possam também ser reconhecidos em cada uma de suas
representagdes” (DUVAL, 2012Db, p. 270).

Uma discussao que pode ser desenvolvida em relacdo ao objeto e sua representacdo é o
“ser” e o “aparecer”. O “ser” ¢ singular, ¢ a esséncia, em termos de sua defini¢do, ¢ imutavel.
Mas esse “ser” ndo € visivel. O que se vé na imediatez sdo as suas “aparéncias”, que sdo tomadas
em varias perspectivas, pois se vé de um jeito, de um determinado angulo, com diferentes
enfoques. A aparéncia é a manifestacdo do oculto, objetos da intuicao sensivel e da experiéncia.

O problema em confundir o objeto com a sua representacéo esta no fato de se enfatizar
a aparéncia e ndo a esséncia: “passar de um registro de representa¢do a outro nao ¢ somente

mudar de modo de tratamento, é também explicar as propriedades ou os aspectos diferentes de
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um mesmo objeto” (DUVAL, 2003, p. 22). O objeto, entendido como esséncia, se baseia nas

definicbes minimas que o delimitam. Mas, além da esséncia, quando se faz aparecer o objeto

em suas diversas representacdes, estd se colocando nele diferentes contetdos. Desse modo,

contetudo é o que se coloca no objeto (pensado como esséncia) para ser representado em

diversas formas. Importante salientar que o verbo colocar, nesse contexto, ndo se refere a algo

de fora para dentro, mas sim a algo intrinseco ao objeto, ou seja, parte da constituicao do proprio

objeto (Figura 6).

Conteudo

Figura 6 - Relacdo entre o objeto, o contelido e a representacao.

*O que de fato ¢é definido. algo ndo concretizavel.
Pensado como esséncia.

*O que se coloca no objeto para
poder representa-lo.

Representacio

Fonte: Autores, 2021.

*Concretizacdo do
objeto a partir de
seu conteudo.

Duval (2003) classifica os diferentes registros mobilizaveis no funcionamento

matematico. No quadro 1 sdo apresentados os tipos de representagdes utilizadas na matematica.

Quadro 1 - Classificacdo dos diferentes registros mobilizaveis no funcionamento matematico (fazer matematico, atividade

matematica).

Registros Representacdo Discursiva Representacdo ndo Discursiva
Lingua Natural Fi ctri |
. Associacles verbais (conceituais). Iguras geometricas planas ou em
Registros perspectivas (configuragdo em

Multifuncionais: os
tratamentos nao sao
algoritimizaveis

Forma de raciocinar:
e Argumentacdo a partir de
observagdes, crengas...;
dedugdo valida a partir de definicéo
ou de teoremas.

dimensdo 0, 1, 2 ou 3).
e Apreensdo operatéria e ndo
somente perceptiva;
e construgdo com instrumentos.

Registros
Monofuncionais: 0s
tratamentos sdo
principalmente
algoritmos.

Sistemas de Escritas
o Numeéricas (binaria, decimal,
fracionaria...);
o algébricas;
e simbolicas (linguas formais);
e cdlculo.

Gréficos cartesianos
e Mudancas de sistema de
coordenadas;
¢ interpolacdo, extrapolacéo.

Fonte: Duval (2003, p. 14).

Quando se apresentam duas representacdes de um mesmo objeto em registros diferentes,

tais representacdes apresentam diferentes contetudos. De acordo com Duval (2016, p.7): “duas
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representacfes de um mesmo objeto produzidas por dois sistemas distintos tém conteidos
diferentes que podem até ndo ter semelhanca alguma com o objeto representado.”

Por exemplo, os numeros racionais podem ser apresentados por meio de: fracoes,
numeros decimais, percentuais, que estdo (na classificacdo de Duval) no mesmo registro de
representacdo (algébrico), além das representacdes por meio de figuras (registro figural) ou no
registro da lingua natural, podendo ser explorados diferentes conteudos das representacdes
apresentadas.

Contudo, como a representagdo contribui para a visualizacdo? Por meio dessas
representacOes é que se pode visualizar esse nimero racional. Mas, o que significa visualizar
esse numero racional através de suas representacdes? Significa selecionar essas representacoes
e despi-las de suas concretudes, ficando apenas com a esséncia de todas elas, essa é a

visualizacdo. Ai se percebe a linha ténue que separa a ideia de representacdo e a ideia de

visualizacdo.
Tabela 1 - Representaces de uma mesma fracéo.
1
Meio — 0,5 50%
2
Lingua Natural Fracao Decimal Percentual Figural

Fonte: Autores, 2021.

A condicdo de destaque estd na importancia em se diferenciar um objeto de sua
representacdo, o que causa problemas de natureza epistemolégica, como, por exemplo: de que
forma entender a diferenca entre um hipercubo (cubo de quatro dimensdes) e sua representacao?
De acordo com Duval (2003), “A dificuldade se deve ao fato de que o objeto representado nao
pode ser identificado com o contetdo da representacdo que o torna acessivel” (Duval, 2003, p.
21), sem que se leve em conta sua estruturacdo conceitual.

Tomando como motivacdo o caso do hipercubo, o que significam as representagdes
semidticas de objetos de 4 dimens6es em Duval? A primeira consideracao se faz em relagdo ao
contetdo de uma representacdo primaria que torna o hipercubo acessivel, podendo ser pensado
em relacdo ao seu numero de vértices, nimero de lados, tentando obter relacbes por analogia
com objetos que estdo em 3 dimensdes, levando para 4 dimensoes.

Outra abordagem consiste em trazer uma espécie de recomposi¢do, movimenta¢do, uma
dinamicidade do processo em geral, no intuito de obter uma ideia global do hipercubo, embora

ndo se consiga vé-lo no sentido tradicional. No hipercubo ha muitos elementos além do que se
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esta colocando nele, sendo a visualizacdo um modo de experienciar esse desconhecido, levando
a novas conjecturas e descobertas.

Certamente, compreender e tentar concretizar um objeto de 4 dimensGes € complexo,
pois 0 mundo em que se vive é de 3 dimensBes: comprimento, largura e altura. Mas, se 0 mundo
fosse constituido num espaco bidimensional, essa dificuldade permaneceria ao se tentar
concretizar o tridimensional a partir do bidimensional.

Se hipoteticamente imaginar-se vivendo num mundo tridimensional, observando os
“moradores” de um mundo bidimensional, seria facil de perceber que esses “moradores” sdao
destituidos de altura, mas tem comprimento e largura. A mesma coisa acontece para quem
observa, de um mundo quadridimensional, os objetos do mundo tridimensional. Por isso que
um modo efetivo para se compreender o0s objetos na dimensédo 4 é por meio da analogia e, por
conseguinte, através da visualizacdo das relacdes que se estabelecem pelas analogias.

O exemplo anterior revela que sdo as relagdes que constituem o objeto da
“visualiza¢do”. Novamente, a esséncia se faz presente, pois tentar enxergar a forma dos objetos
de 4 dimens6es ndo vai dar acesso aos objetos, mas buscar visualizar as relagcdes nas passagens
do espaco de 3 dimensdes para o de 4 dimensGes possibilitara concretizar os objetos nesse
espaco.

Um outro exemplo é a representacao do conceito de ponto. De acordo com Euclides, no
livro I de ‘Os Elementos’, “ponto ¢ aquilo de que nada ¢é parte” (Euclides, 2009, p. 97), mas o
que seria, entdo, a figura representativa do ponto utilizada, por exemplo, na representacao de
um par ordenado no plano cartesiano? Ou o0s pontos desenhados para delimitar um segmento
de reta? O ponto utilizado para demarcar o encontro de duas semirretas no plano? Seria a
representacdo de um ponto, e ndo o objeto matematico ponto. De acordo com Duval (1999),
“essas conexoes entre registros compdem a arquitetura cognitiva pela qual os alunos podem
reconhecer 0 mesmo objeto através de diferentes representacdes e podem estabelecer conexdes
objetivas entre a matematica dedutiva e a empirica.” (DUVAL, 1999, p. 12).

Porém, entre os diferentes modos de representar o objeto matematico ponto, quais deles
correspondem ao objeto? “Do ponto de vista matematico, o que pode ser considerado 0 objeto
em si é o enunciado de sua defini¢ao” (DUVAL, 2016, p. 16), apresentado no registro
discursivo, ou seja, a definigdo proposta por Euclides.

Para se fazer ciéncia. ha inimeros instrumentos que dao suporte para 0s procedimentos
gue provocam novas descobertas. Porém, na matematica, quais seriam esses instrumentos? Nao

ha um instrumento fisico que dé acesso aos objetos matematicos. Conforme aponta Duval
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(2016, p. 17), “a matematica ¢ a unica disciplina em que se trabalha exclusivamente com
representacfes semidticas [um dos tipos de representacdo estudados por Duval] haja vista que
nao existe outro modelo de acesso aos objetos matematicos”

Mas ndo € exclusividade da representacdo esse acesso aos objetos matematicos. A
imaginacg&o e a intuicdo também sdo meios para esse acesso. De acordo com Gusmao os objetos

que sdo intuidos e imaginados ndo sdo o0s proprios objetos, ou seja, sdo 0s objetos enquanto entes
(...) a imaginacdo e a intuicdo sdo “mecanismos” que a experi€ncia matematica nos da para o acesso a0
conhecimento dos objetos matematicos, portanto, ha um certo “empirismo” nesse processo que deve ser
incorporado a essa concepgao de matematica. Resumidamente, o empirismo que adotaremos para a matematica
consiste em considerar a possibilidade de fazermos observacdes e experimentacfes com 0s objetos matematicos

mediadas pela imaginaco e a intuicdo enquanto forma de experiéncia matematica.

Os objetos que sdo intuidos e imaginados ndo sao 0s proprios objetos, ou seja, S0 0S
objetos enquanto entes relacionais e ndo enquanto entes concretos. Sdo objetos dados por suas
relacdes, suas definicdes, e essas podem ser apresentadas por meio de representacdes
semidticas.

Retomando a proposta em se discutir e compreender a abrangéncia do termo
representacdo, destacam-se suas aproximacdes e distanciamentos com a concep¢do de
visualizacdo. Nas discussdes apresentadas, pode-se perceber que a representacdo envolve
atividades cognitivas profundas, sendo nesse processamento das representacbes que a
visualizagéo se faz presente.

A visualizagao se relaciona a um modo de acesso ndo somente aos objetos por meio de
suas representacdes, mas as relacdes entre objetos, propriedades e conceitos. Visualizar
generalidades, quando se refere as sequéncias numeéricas por exemplo, congruéncias quando se
tratam das correspondéncias entre objetos geométricos enfim, “consiste em captar diretamente
a configuracdo completa das relagdes e em discriminar o que € relevante nela.” (Duval, 1999,
p. 13). Salienta-se que o que € visualizado ndo é o objeto ao todo e sim as relagdes que o
definem, o que exige um certo grau de abstracdo (CIFUENTES E SANTOS, 2019).

A visualizacdo ndo é o ponto de partida de um pensamento matematico nem o fim, mas
é 0 processo. Se fosse considerada ponto de partida, estaria imediatamente se propondo na sua
funcdo de visdo, ao olhar imediato.

A representacdo pode ser considerada em alguns momentos como o ponto de partida,
quando se inicia uma abordagem por algum tipo de representacéo, ou ponto de chegada, quando

se realiza uma transformacéo ou conversdo semidticas na terminologia de Duval. Quando se
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trata de dois conjuntos numéricos, por exemplo, a representacdo geralmente é realizada

conforme a Figura 7.

Figura 7 — Representacdo simbdlica e geométrica dos nimeros racionais.

Fonte: Autores, 2021.

Na Figura 7 consta a representacdo de numeros racionais em dois diferentes registros:
um é o sistema escrito (numérico) o outro é o geométrico.

Na primeira representacao da Figura 7, o que € possivel visualizar além dos algarismos?

. . ~ . - . , 1
Primeiramente, que nédo se trata do algarismo 1 e algarismo 6, e sim do nimero p da mesma

P 4 , - - - ~ .
como ocorre para 0 nimero - Além disso, o processo de visualizacao da abertura em se pensar

na relacéo entre as duas fragcdes, um modo de conjecturar a equivaléncia.

Na segunda representacdo, pode-se extrair a fracdo que ela determina, mas, além disso,
por meio da visualizacdo, é possivel pensar na sobreposicdo das duas figuras e conjecturar a
equivaléncia. Obviamente que outros conteldos podem ser explorados por meio de tais
representacdes, mas 0 objetivo aqui é evidenciar o processo da visualizacdo e ndo o objeto
representado.

Um exemplo apontado por Duval (1999) é a construcdo do gréafico correspondente a
uma funcdo. Construir o grafico ndo implica que o aluno esteja visualizando, mas sim
representando, ao traduzir o registro escrito para o registro grafico. Essa construcao requer uma
sucessao de passos e apreensdes locais. A atencdo esta nas unidades e ndo na configuracao final.
Esse tipo de atividade da representacdo requer um passo a passo, uma forma de se fazer,
diferentemente da visualizagdo, que ndo requer um modelo ou uma regra de execucdo. Mas
ambas, tanto a visualizacdo como a representacdo podem ser entendidas como um processo,
pois elas ndo se concretizam como ponto de chegada, mas sim como um “meio” para acesso ao
conhecimento.

A representacdo tem a funcdo de revelar o objeto matematico por meio de seus registros
representacionais, enquanto que a visualizacdo tem a funcdo de dar acesso aos objetos

matematicos por meio de suas relacoes.
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Neste momento, é importante destacar a relacdo entre a representacdo e visualizacéo.
Conforme a ideia apresentada por Duval (1999, p. 12), “a visualizac¢do é baseada na producdo
de uma representagdo semiotica”, dessa forma, a visualizacdo é realizada pela atividade de
representacdo, precisando dela para que a visualizagdo se concretize como um produto.

Flores (2007, p. 20) aponta que: “[é] interessante destacar que querer se fazer entender
utilizando representac@es graficas exige, obviamente, por parte daquele que pretende entender,
a atividade de visualiza¢do”. Nesse caso, a representacdo precisa da visualizacdo para ser
compreendida, o que reforca a ideia de que ndo ha entendimento somente pela representacéo,
mas de que também se faz necessaria a visualizagéo.

De modo geral, a visualizacdo da acesso ao objeto matematico em sua dinamicidade
conceitual, enquanto que a representacdo destaca apenas uma perspectiva do objeto. Seja num
sentido ou em outro, € importante destacar que as relagdes apresentadas ndo esgotam as
compreensdes sobre a visualizagdo, nem mesmo da representagéo.

Apbs apresentar algumas discussdes a respeito desses conceitos importantes, na

proxima secao apresenta-se a discussao a respeito da percepcao.

2.1.3 Percepcéo: a relacdo entre a sensacgao e a inteligibilidade

Percepcdo € um conceito aberto, que possui varias dimensfes. Assim como a
visualizagcdo, sua concepcdo vai ao encontro da perspectiva adotada: a perspectiva
epistemoldgica. Para este estudo, no entanto, se dissociou a percepcdo do olhar da psicologia,
cognicdo e fenomenologia, com o objetivo de se trazer de modo especifico as discussfes
essenciais para que se estabelecam possiveis relacdes entre a percepc¢édo e a visualizagdo no
campo da matematica. Portanto, a percepcéo, para fins desta pesquisa, tem como uma de suas
principais caracteristicas a capacidade de distinguir (discernir) por meio dos sentidos ou da
mente.

De acordo com Saes (2010, p. 9):

A percepcéo, por exemplo, é um conceito que ora pende mais para a sensivel, ora mais
para o intelectual. Assim como aparece ligado as nocGes de sensagdo, sensibilidades
ou intuicdo sensivel, o conceito também envolve o campo das ideias e da intuicao
intelectual (SAES, 2010, p. 9).

Os objetos que sdo percebidos pelos sentidos sdo os que Aristoteles chama de
“sensiveis”, aos quais pode-Se acrescentar agora 0s objetos percebidos pela imaginagdo, uma

vez que se aceite a sugestdo de que a imaginacao € um sexto sentido para 0 acesso aos objetos
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matematicos (Guillen, 1987). A intuicdo também agiria como um sexto sentido para tal acesso,
0 que sera também importante para a compreensdo que se fara sobre a visualizacéo.

Portanto, o ato de perceber, nessa concep¢cdo ampliada, se concentra em acolher e
assimilar a forma sensivel dos objetos (Figura 8), ou seja, a “aparéncia”, e ndo a matéria (SAES,
2010).

Figura 8 - Relagdo entre sensiveis e sentido.

-

“E(;nte: Autores, 2021.

A seguir, existem objetos sensiveis que podem ser percebidos pelo sentido da visdo,
como o plano cartesiano, seus eixos, 0S pontos representados bem como suas coordenadas
cartesianas. Ouvir a descricdo de um objeto j& cria uma representacdo desse objeto,
representacdo cuja existéncia é dada, neste caso, pela percepc¢éo correspondente ao ouvido. Por
exemplo, ao escutar a sentenca: “o ponto que correspondente a abscissa 2 e ordenada 4” evoca
a representacdo dos eixos de um plano no sistema de coordenadas cartesianas e a localizagéo
do ponto em quest&o.

Figura 9 - Representacdo de pontos no plano cartesiano.

w9

Fonte: Autores, 2021.
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Sas as representacgdes que estimulam a percepcao dos objetos pelos sentidos, pois o que
se percebe sdo as representacdes dos objetos e ndo os proprios objetos. Porém, o processo
inverso também é valido, isto é, o processo de perceber cria uma representacdo do objeto, ou
seja, da existéncia a uma tal representagao.

Diferente dos pressupostos de Aristételes, René Descartes (1596-1650) justifica que a
percepcdo ndo € uma atividade especifica dos sentidos. Para o filésofo, a percepcdo é

intelectual.

Descartes afirma que sentir é pensar; sendo a sensacdo uma atividade pressuposta na
producéo de qualquer ideia ou representacdo sensivel. Na linguagem de Descartes, em
vez de dizer que “vejo uma cor”, o correto seria dizer que “penso que vejo uma cor”,
pois n&o basta o corpo ser afetado em seus 6rgéos. E preciso, além disso, que eu tenha
a consciéncia de que ele foi afetado. Sentir implica, portanto, a consciéncia de sentir
(SAES, 2010, p. 17).

Ha& um predominio da inteligéncia sobre as sensacBes, em que 0s sentidos podem ser
enganosos, nao apresentando conteudos confiaveis. Por exemplo, ao se enunciar a seguinte
sentenga: “um quadrildtero com lados congruentes, diagonais perpendiculares e angulos
internos adjacentes suplementares”, a percepcao estimulada pode ser a de um quadrado. Ela
vem carregada de uma pre-concepgdo sobre a bagagem de figuras de quem percebe,
incorporando nelas, por exemplo, simetrias que ndo estdo necessariamente incluidas na

descricéo original (Figura 10).

Figura 10 - Representacdo de um quadrado.

A D

Fonte: Autores, 2021.

Tal percepcao ndo seria enganosa, mas provavelmente excludente. Pelas descri¢fes do
quadrilatero: “lados congruentes, diagonais perpendiculares e angulos internos adjacentes

suplementares”, outro poligono apresenta tais caracteristicas, o losango (Figura 11).
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Figura 11 - Representacéo de um losango.

~/ - A
97.05°~ LY Y 97.05

>
Ny 82.95

Fonte: Autores, 2021.

Outro filosofo que traz também algumas consideracgdes sobre a percepgdo € Immanuel
Kant (1724-1804). Para Kant, a percepgdo deve manter a relagdo entre fenémeno e coisa-em-
si. O fenbmeno pode ser percebido, enquanto a coisa-em-si ndo, pois esta acima da realidade
sensivel. O que aparece com a experiéncia sao os fendmenos, genuinos da percepcao.

A concepcéo de fendmeno para Kant corresponde a afirmar que a coisa se apresenta aos
olhos de quem a vé. Desse modo, o fendmeno nédo € a coisa em si, mas sua aparéncia, pois 0
que se observa é apenas uma parcela, uma perspectiva, sendo por meio do fenémeno que
percebemos a realidade. Mas, essa observacao ndo é neutra. E composta por um entendimento
de quem observa, o fator intelectual de Descartes. Ao contrario de Aristdteles, Kant considera
a percepg¢do como algo do intelecto e ndo dos 6rgdos do corpo. A “percepg¢do ¢ uma sensagao
acompanhada de consciéncia.” (SAES, 2010, p. 23).

Sob outro ponto de vista, as discussfes contemporaneas sobre a percepcdo sdo
embasadas nas ideias de filosofos como Merleau-Ponty (1908-1961). Para este fildsofo, a

percepcao é concebida numa perspectiva fenomenologica ndo Kantiana da seguinte maneira:

Merleau-Ponty concebe a percep¢do como um acesso originario a0 mundo, um
conhecimento de existéncias pressuposto por todos os atos da consciéncia humana.
Aos seus olhos, as empreitadas analiticas de algumas filosofias classicas acabaram
deixando de lado o proprio fendmeno perceptivo. Mas essa perda ocorreu porque, em
vez de dar atencdo a experiéncia perceptiva como um todo, tenderam a fazer do objeto
percebido um alvo quase exclusivo (SAES, 2010, p. 28).

A percepgdo ndo pode ser separada em operagdes sensoriais e intelectuais, pois o

fendmeno perceptivo acontece como um todo e ndo individualmente. Esse todo perceptivo esta
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ligado ao seu contexto, incorporando afetos e valores ndo percebidos: “algo perceptivo estd
sempre no meio de outras coisas, em meio a coexisténcias que podem se agrupar em diferentes
constelag¢des de sentido” (SAES, 2010, p. 29).

Um exemplo para justificar essa relagdo do todo percebido é retirado da psicologia da
Gestalt. A relacéo figura-e-fundo mostra que a percepgao tem uma estrutura que ndo pode ser

obtida e descrita separadamente (Figura 12).

Figura 12 - Triangulo incompleto

VAN

Fonte: Autores, 2021.

Na Figura 12 € possivel perceber um triangulo mesmo nao estando completo, ou seja, a
percepcdo se da pela totalidade. Néo é projetado na figura nada que ja ndo esteja la desde o
inicio (SAES, 2010). A figura em si € um tridngulo incompleto, mas a percepg¢do impele a
completar o tridngulo pela forma mais simples, o que se pode denominar por “completamento
por simplicidade” (CIFUENTES, 2005).

De acordo com Merleau-Ponty, 0 que se sente e percebe sdo totalidades dotadas de
sentido, sendo o todo significativo que confere o sentido & percepcdo. Além disso, 0 que €
percebido é organizado em formas e estruturas. A diferenca entre percepcao e visualizagdo é
gue esta ultima atinge a esséncia do objeto, enquanto a percepcdo atinge a aparéncia do objeto
dada pela sua concretude representacional.

Com as diferentes abordagens sobre percepcdo, que variam desde a perspectiva da
sensacgdo gerada pelos sentidos (6rgdos do corpo), a percepcdo intelectual e a percep¢ao como
totalidade do que é percebido, é possivel levantar alguns questionamentos e compreensdes
sobre as relages e distingbes entre a visualizagdo e a percepcéo.

Diferente da percepgéo, a visualizagdo néo se limita a um dos cinco sentidos, como o da
visdo por exemplo. A visualizacdo, pertencente ao campo da sensibilidade, € uma das formas
do pensamento matematico caracterizado principalmente pela sua dinamicidade, enquanto que,
na percepcao, a representacao percebida é estatica.

Na percepcao, alguns objetos matematicos sdo entendidos como totalidade, assim como
acontece na visualizacdo. Ou seja, ambas estdo no meio a coexisténcias, ndo ha uma percepgao

das partes, assim como na visualizacao.
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Como ja mencionado, quando um objeto é visualizado, 0 é em sua esséncia, enquanto
que a representacao de um objeto Ihe da uma certa concretude que € o sujeito da percepgao.

A visualizagdo, assim como a percepcao, traz as vivéncias de quem visualiza/percebe,
sejam vivéncias visuais e até mesmo interpretacGes. Por esse motivo, ndo ha um modo Unico e
universal de visualizar/perceber, pois nesses processos, as pré-concepg¢des também coexistem.

Portanto, com o objetivo de apresentar os diferentes olhares e entendimentos que
existem sobre a visdo, representacdo e percep¢do, encerra-se essa se¢do no ensejo de que se
tenha compreendido que tais termos ndo sdo sindnimos da visualizagdo, mas que existem
relagcdes importantes que os tornam significativas no seu processo.

Algumas abordagens iniciais foram direcionadas a visualizacdo, possibilitando um
entendimento prévio sobre o tema. Porém, para fundamentar o estudo e aprofundar sobre o
assunto, na proxima secdo serdo apresentadas algumas compreens@es sobre a visualizacdo
presentes na literatura correspondente, e na sequéncia sera evidenciada a concepcdo de

visualizacdo construida para esta pesquisa.

2.2 ALGUMAS ABORDAGENS SOBRE A VISUALIZACAO

Descortinar as maltiplas compreensdes sobre a visualizagdo — tanto nas pesquisas
tedricas quanto nas pesquisas com escopo metodolégico direcionado para a sala de aula em
seus diferentes niveis — € uma acao que requer o estudo da visualiza¢do ndo apenas pontual,
mas ampliado. A partir dessa compreensao, a atencao perpassa a investigacao sobre o sentido
de visualizacdo adotado pelo pesquisador em um determinado momento e o escopo de analise
se concentra na conceitualizacdo da visualizagdo construida, modificada e ampliada no decorrer
de sua concretizacéo.

As perspectivas sobre a visualiza¢do sdo estruturadas diante do seu desenvolvimento
evolutivo, semelhante as ideias de percepcdo apresentadas no tdpico anterior. Importante
destacar que esse modo evolutivo ndo se estabelece na linearidade de datas ou periodos, pois,
em alguns momentos, € possivel perceber o recurso da visualizagdo como argumento em
algumas demonstracdes, como na sistematizacdo da geometria por Euclides e subsequente
modo de pensar a matematica. J& em outros modos, a visualizacdo aparece como uma
ferramenta auxiliar. O objetivo da organizacdo aqui apresentada é o de que o leitor possa
perceber essas diferentes compreensdes e 0 modo como elas estdo, ou ndo, relacionadas.

Com a narrativa e estrutura sobre as compreensoes de visualizagéo consolidadas, torna-

se possivel delinear a perspectiva que serd adotada nesta pesquisa, colocando-a em contexto.
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As perspectivas levantadas serdo, sempre que possivel, estudadas por meio de exemplos,
principalmente provenientes de contetidos matematicos da Educacdo Bésica.

A seguir sera realizada uma descri¢do sobre as concepcdes de visualizacdo de trés
autores, sendo que dois deles direcionam seus estudos para o campo educacional, enquanto o

terceiro faz uma abordagem do tema na perspectiva filosofica.

2.2.1 Arcavi (pesquisas de 2003 e 2015)

Dois artigos do autor Abraham Arcavi, um de 2003 e outro de 2015, foram estudados:
The role of visual representations in the learning of mathematics (2003) e Revisiting Aspects
of Visualization in Mathematics Education (2015), ambos com um viés pedag6gico no campo
da Educagdo Matematica. A ideia em selecionar esses dois trabalhos esta na atengdo em se olhar
para como o autor interpretava a visualizacdo em 2003 e, consequentemente, se teve alguma
mudanca ou ampliacdo dessa interpretacdo no trabalho de 2015.

No primeiro artigo, a discussdo se inicia em torno do invisivel, especificamente em “ver
o invisivel”, sendo este um ponto importante pelo fato de fundamentar as ideias de visualizagdo
que vao se formando. Primeiramente, o invisivel se relaciona ao que nao é possivel de ser visto
devido a limitagao do que o autor chama de “hardware visual”, sendo necessario o uso de um
recurso tecnologico que ajude a ver algo que seja extremamente pequeno, COMO
microrganismos, por exemplo, ou algo que esteja muito longe.

Outro sentido de “ver o invisivel” se refere ao abstrato, em que o recurso tecnologico
fisico ndo ¢ efetivo, sendo necessario o que Arcavi chama de “tecnologia cognitiva”. A
matematica lida com entidades diferentes dos fendmenos fisicos, em que 0s objetos ndo séo
reais, mas sdo representacdes que tornam suas transformacdes e concretizacdes possiveis.
Portanto, “depende fortemente (possivelmente muito mais do que os matematicos estariam
dispostos a admitir) da visualizacdo em suas diferentes formas e em diferentes niveis, muito
além do campo visual da geometria e da visualizacdo espacial” (ARCAVI, 2003, p. 216).

E interessante, na perspectiva do autor, que a atividade de visualizagdo n&o é exclusiva
da unidade tematica? da geometria, mas pode estar atrelada a outras unidades da matematica,
sendo comum no entendimento de visualizacdo e da associagdo direta aos objetos geométricos,

que sdo mais idéneos para uma abordagem visual.

2 Antes denominados 4 eixos estruturantes nos PCNs (niimeros e operacdes, espaco e forma, grandezas e medidas
e tratamento da informacéao) agora sdo as 5 unidades tematicas na BNCC (nimeros, algebra, geometria, grandezas
e medidas e probabilidade e estatistica).
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Ao apresentar a visualizagdo em duas diferentes formas e niveis, percebe-se a

abrangéncia dada ao termo. Portanto, para o autor:

Visualizagdo é a habilidade, o processo e o produto da criagdo, interpretacéo, uso e
reflexdo sobre fotos, imagens, diagramas, em nossas mentes, em papel ou com
ferramentas tecnoldgicas, com o objetivo de descrever e comunicar informagdes,
pensar e desenvolver ideias previamente desconhecidas e avancar no entendimento
(ARCAVI, 2003, p. 217)%.

Essa concepcdo é complexa e geral, mas tal complexidade é especificada nas fungdes
de visualizacdo que o autor apresenta e séo delineadas a seguir.

Na perspectiva apontada por Arcavi, percebe-se a visualizacdo como tendo duas
diferentes naturezas: produto e atividade. O produto esta atrelado ao que uma representacao,
uma foto, uma imagem podem potencializar matematicamente. Ja a atividade de visualizagdo
exige uma agdo de buscar o que mais existe naquele produto, quais relacBes, 0 que mais €
possivel extrair.

Além das duas diferentes naturezas, a visualizacdo também apresenta diferentes
fungdes. Em relagdo ao argumento simbolico, ela tem a funcéo de ajustar intuicdes primarias e
equivocadas, harmonizando com os argumentos simbolicos. As solugdes visuais permitem
relacionar conceitos e significados que podem ser ignorados nas solugbes exclusivamente
simbolicas.

Na resolucao de problemas, de acordo com o autor, a visualizacéo se apresenta na funcao
de fornecer mecanismos visuais, que registram lembretes para uma proxima acdo. Nesse
sentido, “a visualizagdo ¢ uma ferramenta para se livrar de situagdes nas quais pode estar incerto
de como proceder” (Arcavi, 2003, p. 224)*. Como exemplo, pode-se pensar na construgio
grafica de uma funcdo apds a determinacdo de varios pontos do plano cartesiano, obtido em
uma tabela (como a tabela a seguir) em que ocorre uma “pista visual” da proxima etapa, a qual
permite, por um processo de completamento, interpolar ou extrapolar dados. De uma forma
mais simples, esses dados se ajustam a descricdo parcial dada na tabela, obtendo-se uma reta,
conforme o grafico.

Dialogando com o autor, uma outra forma de entender o momento da visualizagdo seria

o de enxergar o grafico em sua totalidade, se trata de um processo de visualiza¢do (Figura 13).

3 No original: “Visualization is the ability, the process and the product of creation, interpretation, use of and
reflection upon pictures, images, diagrams, in our minds, on paper or with technological tools, with the purpose of
depicting and communicating information, thinking about and developing previously unknown ideas and
advancing understandings.”

4 No original: “In this case, visualization may function as a tool to extricate oneself from situations in which one
may be uncertain about how to proceed.”
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Figura 13 - Exemplo da construcédo gréafica de uma funcéo afim.

x 2x+3 | y

Fonte: Autores, 2021.

A visualizacdo também € caracterizada por organizar os dados em estruturas
significativas, para encaminhar o desenvolvimento analitico de uma solucdo. Porém, a
visualizac&o pode ser o proprio processo analitico, que finaliza com uma solugéo formal.

H& muitas ressalvas e inquietacGes, por parte de professores de matematica,
pesquisadores e até mesmo estudantes, em aceitar a visualizacdo como forma legitima de
raciocinio, porém o objetivo ndo é dicotdmico em se escolher o método formal ou visual de
raciocinio. De acordo com Arcavi “A visualizagdo como um processo nao se destina a excluir
a verbalizacdo (ou simbolos, ou qualquer outra coisa), pelo contrério, pode muito bem
complementa-la” (Arcavi, 2003, p. 227)°. O raciocinio visual que esta por tras ndo € de carater
I6gico e ainda deve ser estudado. Com essas interpretacdes e reflexdes sobre a visualizacdo é
possivel ter uma ideia da razdo pela qual a concepcéo de visualizacdo apresentada inicialmente
é tdo abrangente.

Em um segundo artigo (2015) de Arcavi, o0 autor retoma a compreensao de visualizagéo,
citada em seu trabalho de 2003, porém explicando-a mais detalhadamente. Nesse momento de
sua producdo, aparecem trés alternativas para a visualizacdo: uma habilidade, um processo e
um produto. Sendo a visualizacdo uma habilidade, processo ou produto, cabe o questionamento:
do qué? As opcdes apresentadas sdo: criacdo, interpretacdo, uso e reflexdo sobre figuras,
imagens e diagramas.

Os questionamentos “o que ¢” e “do que” ja foram levantados, sendo o proximo:

visualizagdo onde? Seria na mente, no papel ou com ferramentas tecnoldgicas. Por fim, a

5 No original: “As to the first reservation, we may counter-argue that visualization as a process is not intended to
exclude verbalization (or symbols, or anything else), quite the contrary, it may well complement it”.
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concepcdo finaliza com a questdo: para que? Pode ser para a comunicagdo de informacdes,

pensamento, aprendizado e compreensdo (Figura 14).

Figura 14 — Sintese sobre a visualizacdo de acordo com Arcavi.
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Fonte: Arcavi, 2015, p. 146.

De acordo com os entendimentos apresentados, 0 que se pode perceber € que a
visualizacdo ndo aparece como papel principal nesse cenario, sendo empregada como uma
ferramenta, um modo facilitador. At¢ mesmo quando se utiliza a terminologia “processo”, a
denotacdo é para um passo a passo, uma ideia visual do que vem a seguir.

Se considerar a visualizagdo como habilidade de reflexdo, interpretacdo ou criagéo,
direciona sempre para um denominador comum, resultando num esboco, imagem, seja fisica
ou mental. Do mesmo modo se pensar num processo ou produto.

Certamente, todas essas consideracdes sdo importantes para a construcdo da ideia que
se faz de visualizagdo, porém a acdo central deveria ser o “pensar” e 0 entendimento de que a
visualizacdo seria um modo de pensar a matematica, integrando o processo de construcao do
saber matematico. A palavra “processo”, por sua vez, ganha um sentido diferente nessa ocasiéo,
ndo como método, mas como desenvolvimento dindmico do pensamento. O modo de pensar
pela visualizacdo esta no processo, nesse movimento entre o conhecido e o desconhecido. Vé-
se, entdo, que a abordagem de Arcavi sobre a visualizagdo € por uma perspectiva cognitiva,

mais do que epistemoldgica.
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Para dar prosseguimento as discussdes apresentadas a respeito da visualizacéo,
apresenta-se na préxima secdo os estudos de Marcus Giaquinto, estudioso que situa a
visualizacdo numa perspectiva diferente da dimensdo da visualizacdo como ferramenta ou

instrumento de auxilio.

2.2.2 Marcus Giaquinto

Para a compreensdo de visualizagdo proposta por Giaquinto, dois artigos foram
estudados: Visualizing as a Means of Geometrical Discovery (1992) e The Epistemology of
Visual Thinking in Mathematics (2015). Esses estudos s@o de natureza mais filosofica do que
pedagdgica. O que chama atencdo em seus trabalhos é que o autor ndo apresenta uma
conceitualizacdo sobre visualizagdo, mas busca compreender as possibilidades epistemoldgicas
sobre o conceito, levantando questionamentos e trazendo exemplos que possibilitem ao leitor
entender sua linha de pensamento.

Importante observar que o tempo de publicagéo dos textos dista em 23 anos. Certamente
outros trabalhos foram encontrados, mas em contato com o proprio autor, essas foram as
sugestdes por ele apresentadas em relacdo a visualizagdo matematica. Os olhares e
entendimentos apontados em 2015 parecem em alguns momentos uma complementacao dos
que foram propostos em 1992. Para fins praticos, o primeiro artigo sera denominado como “1”
e o segundo artigo como “2”.

O artigo 1 traz algumas reflexdes sobre a visualizagdo na formacdo das conjecturas
matematicas, levantando o seguinte questionamento: a visualizacdo pode ser um meio de
descoberta na geometria? Para o autor, o sentido de descoberta diz respeito a: “descobre-se uma
verdade passando a aceita-la de forma independente e de maneira epistemicamente aceitavel”
(GIAQUINTO, 1992, p. 382)°.

J& no artigo 2, o estudo se direciona para 0 pensamento visual e o seu papel
epistemicamente significativo. As possiveis funcdes epistémicas apresentadas pelo autor séo:
contribui¢des para sua acdo na evidéncia, na demonstracéo, na descoberta e na compreensao de
conceitos. Os indicios de que o pensamento visual apresenta algum papel epistémico nas
demonstracGes matematicas sdo 0s mais complexos, se é que existem na visao de Giaquinto.

Uma diferenca observada entre os dois trabalhos estd nas palavras “visualizacdo” e

“pensamento visual”, se estendendo em alguns momentos para o “raciocinio visual”. Diante

6 No original: “One discovers a truth by coming to believe it independently in an epistemically acceptable way”.

50



dessas diferentes nomenclaturas, faz-se necessario entender em que sentido elas foram
utilizadas.

Sem levar em consideracao todo rigor filosofico e psicolégico das palavras pensar e
raciocinar, analisando-as apenas em algumas diferencas parciais entre o pensamento visual e
raciocinio visual, pode-se observar que: ambos sdo processos mentais, porém 0 pensamento
nem sempre é consciente, podendo ser um ato involuntario. Em contrapartida, no raciocinio ha
uma intencionalidade, uma racionalizacdo na forma do pensar, consequentemente uma
consciéncia. De forma bastante singular, raciocinar pode ser entendido como um subprocesso
do pensamento, em que os argumentos constituidos pelo raciocinio sdo de carater l6gico,
ligados aos raciocinios dedutivo e indutivo.

Desse modo, 0 pensamento visual se constitui em pensar por meio de uma figura, um
grafico ou um diagrama, sendo esse objeto fisico ou mental. O raciocinio visual caracteriza-se
pela intencionalidade em conjecturar, argumentar por meio de figuras, gréficos, diagramas,

fisicos ou mentais. De acordo com Giaquinto (2015):

O pensamento visual inclui 0 pensamento com representacfes visuais externas (por
exemplo: diagramas, matrizes de simbolos, imagens cinematicas de computador) e o
pensamento com imagens visuais internas. Frequentemente os dois sdo usados em
combinacdo, como quando somos obrigados a imaginar visualmente uma certa
transformac&o espacial de um objeto representado por um diagrama no papel ou na
tela (GIAQUINTO, 2015, p. n.p)’.

Mas entdo, qual a diferenca entre pensamento visual e visualizagdo? Ou melhor, qual a
relacdo entre a visualizacdo e o pensamento visual? A visualizagdo e o pensamento visual sdo
distintos, mas ao mesmo tempo indissociaveis. Em contrapartida ao pensamento visual, a
visualizagdo se estende para alem da figura, grafico, diagramas, enfim, representacdes dos
objetos matematicos. Como modo de pensar a matematica ela inclui visualizar relaces,
estabelecer associages, sintetizar e observar generalizagdes possiveis.

Se o foco do estudo é a visualizagdo, entdo por que estudar o pensamento visual?
Primeiramente para compreender as diferengas entre os termos e ndo os considerar como
sinbnimos. Em segundo, para observar as relacdes e limitacdes.

Realizada essa breve descricdo das perspectivas empregadas sobre a visualizacdo, o
pensamento visual e o raciocinio visual, um questionamento preeminente nos trabalhos

estudados é o seguinte: seria possivel descobrir relagdes e propriedades matematicas por meio

 No original: “Visual thinking includes thinking with external visual representations (e.g., diagrams, symbol
arrays, kinematic computer images) and thinking with internal visual imagery; often the two are used in
combination, as when we are required to visually imagine a certain spatial transformation of an object represented
by a diagram on paper or on screen”.
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da visualizacdo? Caso seja possivel, quais seriam os critérios de comprovacéo e confiabilidade
da descoberta realizada? Para refletir sobre tais questionamentos, é apresentado a seguir o
sentido da descoberta proposta pelo autor, especificamente na sua forma independente e sua
aceitabilidade epistémica.

A independéncia corresponde ao pensar por si s, ou seja, quando ndo € instruida para
um pensamento especifico. A aceitabilidade epistémica se fragmenta em dois itens: a) “uma
verdade ¢ aceitdvel somente se ela for confiavel”; b) uma verdade € epistemicamente aceitavel
somente se ndo for prejudicada ou derrotada por outra” (Giaquinto, 1992, p. 392)8. Essa questio
da confiabilidade é o que desenha as reflexfes e questionamentos seguintes sobre a
visualizacdo.

A justificativa tem um papel importante na confiabilidade de uma descoberta, em que
ela é classificada por Giaquinto como demonstravel e padrdo. Demonstravel é aquela
justificativa que passa pelo desafio publico, ou seja, é comunicada e posteriormente verificada
e validada por terceiros. A justificativa padrdo nao é demonstravel, porém, ndo viola nenhuma
racionalidade epistémica.

Como forma de elucidar essa construcdo, é apresentado o seguinte exemplo:

Imagine um quadrado. Cada um dos seus quatro lados tem um ponto médio. Agora
visualize o quadrado cujos vértices coincidem com esses quatro pontos médios. Se
voceé visualizar o quadrado original com uma base horizontal, 0 novo quadrado devera
parecer inclinado, sustentado por um dos vértices, "como um diamante", dizem
algumas pessoas. Claramente, o quadrado original é maior que o quadrado inclinado
contido nele. Quanto maior? (GIAQUINTO, 1992, p. 385)°.

A imagem em si ndo é apresentada no artigo, mas pode ser exibida, como na Figura 15.

Figura 15 - Figura que apresenta o problema do quadrado.

Fonte: Autores, 2021.

8 No original: “A way of coming to believe a truth is epistemically acceptable only if it is not undermined or
defeated by other beliefs of the person concerned.”

9 No original: “Imagine a square. Each of its four sides has a midpoint. Now visualize the square whose corner-
points coincide with these four midpoints. If you visualize the original square with a horizontal base, the new
square should seem to be tilted, standing on one of its corners, 'like a diamond' some people say. Clearly, the
original square is bigger than the tilted square contained within it. How much bigger?”
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A partir da figura, para responder a pergunta de Giaquinto, pode-se formular a seguinte
conjectura: dobrando ao interior do quadrado menor os quatros triangulos externos a ele,
podemos cobrir totalmente o esse quadrado. Observa-se que essa conjectura é resultado de uma
visualizagdo por reconfiguracdo. Esse processo nos permite concluir que o quadrado original
tem o dobro da area do quadrado interno.

O caminho para mostrar essa conjectura envolve um raciocinio verbal que complementa
0 processo de visualizacdo anterior, ou seja, seria transcrever o pensamento visual, verbalizar.
Porém, é a confiabilidade dessa conjectura que motiva algumas reflexfes sobre a visualizagédo
e seu papel na descoberta matematica. Por sinal, o problema proposto na figura anterior, ja
havia sido abordado por Platdo no seu didlogo Ménon.

Como mencionado anteriormente, para se chegar a uma descoberta, € necessario passar
por dois julgamentos: independéncia do pensamento e aceitabilidade epistémica. Essa ultima
deve ser confidvel e invicta (Figura 16).

Figura 16 - Critérios de validacdo para uma descoberta.

Hipoteses
»

Confidvel - Experiéncia sensivel como evidéncia;

- Experiéncia interna como evidéncia;

S -
- A visualizacdo como ndo evidente.

Fonte: Autores, 2021.

A questdo da confiabilidade direciona para algumas hipoteses. A primeira delas é que a
confiabilidade pode ser obtida por meio da experiéncia sensivel como evidéncia e como
experimento interno.

Ao considerar que visualizar os tridngulos cobrindo o quadrado interno é uma
experiéncia sensorial, o resultado ndo seria uma descoberta. Essa experiéncia sensorial pode
estar relacionada com o uso de generalizacdo de experiéncias passadas, como apontado por
Platdo no Ménon. Assim, por exemplo, os embrulhos de presentes se assemelham a ideia de
dobrar os triangulos formando um quadrado. Quando a conjectura é atingida dessa maneira,
nasce a ideia de que um contraexemplo para esse modo de ver € uma impossibilidade
epistémica, o que indica que ndo foi alcancada por meio de uma experiéncia sensorial.

Outro modo de experiéncia pode ser entendido da seguinte forma: se forem realizadas

sucessivas dobras em um papel, na tentativa de cobrir o quadrado com os triangulos, teria que
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ser incluida uma confirmagdo muito extensa para a proposicao, o que torna implausivel que a
visualizacdo a partir das dobragens de papel seja valida.

Se a experiéncia sensivel como evidéncia ndo direciona para confiabilidade requerida,
a outra hipotese é a de que a evidéncia da propria experiéncia de visualizacdo pode direcionar
para essa confiabilidade.

A observacao da experiéncia de visualizacdo seria entdo um experimento interno? A
visualizacdo pensada dessa maneira se reflete num processo que incorpora a realizacdo do
experimento e a observacdo do resultado (Giaquinto, 1992). Porém, a observacao esté atrelada
a intencionalidade e uma subjetividade de quem observa. Por exemplo, visualizando o0s
triangulos sendo dobrados sobre o quadrado interno, uns podem concluir que o quadrado
interno estava coberto completamente, no entanto, outros podem nao observar isso.

Entdo, se a visualizagdo for considerada como experimento interno, a conjectura
parecera clara ao visualizador antes que o raciocinio ocorra, sendo assim, redundante. Portanto,
a experiéncia sensorial por evidéncia, seja interna ou externa, se relaciona ao que é visto de
forma imediata.

A ultima hipotese apresentada reflete o papel ndo evidencial de visualizar. Desse modo,
a visualizacdo néo teria como ponto de partida a evidéncia, mas sim as relacdes conceituais.
Em outras palavras, a visualizagdo ndo mostra o evidente, mas sim, torna evidente o que mostra,

uma outra forma de parafrasear Paul Klee. De acordo com Giaquinto:

Mas a ideia norteadora é clara;: comegamos a ver itens em certas imagens conceituais
como relacionadas de uma certa maneira; visualizamos uma certa transformacao
desses itens, uma transformacdo no grupo conceitual relevante; como resultado,
acabamos visualizando-os como relacionados de uma nova maneira. Nesse caso, 0
papel da visualizacdo seria levar uma das crengas conceituais para uma nova crenga
por meios sancionados por alguns dos conceitos envolvidos. A hip6tese atual é que,
no caso em discussdo, a visualizacdo possa ter esse papel (GIAQUINTO, 1992, p.
396)1°.

Tomando a visualizag@o na perspectiva de que ela ndo mostra o evidente, o autor quebra
a dicotomia da visualizagdo entendida como ver, relacionada a uma experiéncia sensorial, um
senso de imediatismo do que é evidente. Mas isso ndo quer dizer que essa visualizagdo ndo
venha carregada de pré-concepcdes e conceitos, sendo uma maneira a priori de conjecturar e de

tornar evidente.

10'No Original: “But the guiding idea is clear: we start off viewing items in certain concept images as related in a
certain way; we visualize a certain transformation of these items, a transformation in the relevant concept group;
as a result we end up viewing them as related in a new way. If so, the role of the visualizing would be to take one
from conceptual beliefs to a new belief by means sanctioned by some of the concepts involved. The present
hypothesis is that, in the case under discussion, the visualizing can have this role”.

54



Passando a utilizar o termo pensamento visual em busca do seu papel epistémico na
compreensdo matematica, por meio de representacGes visuais externas e internas, faz-se
importante distinguir as acfes vinculadas a esse pensamento visual: o de acompanhar o
processo de uma demonstragdo e o que é essencial para tal demonstracio. E possivel reparar
que em nenhum momento o pensamento visual é tido como demonstragdo num sentido l6gico,
mas sim como ferramenta no primeiro caso e como indispensavel no segundo. Geralmente isso
acontece porque 0s argumentos visuais carecem do rigor l6gico para ser confiaveis dentro dos
critérios de validacdo propostos pelo autor.

Portanto, ndo obtendo um peso epistemoldgico para a demonstragdo, uma alternativa é
o pensamento visual como uma maneira de descoberta. Para o autor “o pensamento visual pode
ser mais valioso para a descoberta do que para a demonstragdo”. Mas qual a distingao entre

demonstragéo e descoberta de acordo com Giaquinto?

A diferenca entre descobrir uma verdade e demonstrar € uma questdo de
transparéncia: para demonstrar ou seguir uma demonstracdo, o sujeito deve estar
ciente da maneira pela qual a concluséo foi alcangada e a solidez dessa maneira. Isso
ndo ¢é necessario para a descoberta (GIAQUINTO, 2015, p. n.p)*.

Para Giaquinto, os trés tipos importantes de descoberta matematica sdo: a) descoberta
proposicional, b) descoberta de uma estratégia de demonstracdo, c) descoberta de uma
propriedade ou tipo de entidade matematica.

A descoberta proposicional consiste em descobrir se uma proposicao é verdadeira. Ou
seja, é possivel descobrir por meio do pensamento visual, usando o conhecimento de fundo,
que resultard num argumento a partir do qual se pode constituir uma demonstracao.
(GIAQUINTO, 2015).

No caso da descoberta de uma estratégia de demonstracdo, o pensamento visual nao é
um meio de descobrir uma proposicdo, mas pode fornecer ideias para um roteiro de
demonstracdo, o que mais adiante, no capitulo 2, seré discutido como: a visualizacdo da forma
de um argumento.

Para o caso de descoberta de uma propriedade ou entidade matematica, Giaquinto
apresenta um exemplo no contexto das geometrias ndo euclidianas, mas a mesma ideia é
possivel de ser ilustrada com o exemplo na teoria dos nimeros poligonais de Pitdgoras: podem
ser descobertas e conjecturadas algumas propriedades aritméticas desses numeros, apelando,

por visualizacdo, as suas configuracbes geométricas. Assim, por exemplo, pode-se “ver” que

11 No original: “The difference between merely discovering a truth and proving it is a matter of transparency: for
proving or following a proof the subject must be aware of the way in which the conclusion is reached and the
soundness of that way; this is not required for discovery.”
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todo nimero quadrado é a soma de dois nimeros triangulares consecutivos. A visualizagdo que

ndo constitui uma demonstracdo (Figura 17).

Figura 17 - Relagdo entre os nimeros quadrados e 0s nimeros.
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Fonte: Canal et al., 2018.

Portanto, mesmo que 0 pensamento visual possa ndo apresentar a confiabilidade
requerida em uma demonstracdo matematica, ele ainda pode ter um papel importante na
descoberta de uma ideia que possa servir como estratégia para uma demonstracéo.

Com tais discussdes, questionamentos e reflexdes apresentadas por Giaquinto, algumas
consideracdes importantes devem ser feitas em relacdo a construgdo da concepgdo de
visualizacdo que esta sendo realizada nesse trabalho.

A primeira delas trata-se da questdo da confiabilidade da visualizacdo enquanto
demonstracdo e descoberta. A concepcdo construida deve levar em consideragdo que a
visualizagdo caminha junto com a racionalidade matematica, ou seja, ndo ha a intengdo de
exclusdo de uma para a permanéncia da outra. Pelo contrario, o objetivo é que essa relagdo entre
0s modos de pensar criem vinculos cada vez mais produtivos.

Em segundo plano, € importante levar em consideracdo as fungdes epistémicas da
visualizacdo na aprendizagem matematica tais como: descoberta e compreensdo de conceitos.
A visualizagdo como modo de pensar pode promover aqueles momentos do “ahal!”, quando o
estudante descobre uma nova relacédo, propriedade etc. (por mais que ja exista, ela € nova para
0 estudante). Pode também orientar o pensamento do estudante para uma outra perspectiva de
um conceito ja existente para ele.

Na sequéncia, sdo apresentados alguns trabalhos realizados por Norma Presmeg,
pesquisadora que vem realizando estudos sobre a visualizacdo desde 1985, numa vertente

metodoldgica, sendo uma referéncia para essa temaética.

2.2.3 Norma Presmeg

A autora Norma Presmeg € uma das estudiosas que apresentam os trabalhos mais

relevantes e referenciados em relacdo a visualizacdo. N&o é a primeira a tratar do tema no
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contexto da educagdo matematica, mas apresenta em seus estudos uma discussao que relaciona
tanto o ensino quanto a aprendizagem. Suas primeiras publicacdes sobre o tema iniciam em
1985, mas ela continua a apresentar trabalhos nas décadas seguintes. Assim como Arcavi, é
interessante observar essa trajetdria de trabalhos e estudos realizados, pois € nesse percurso que
se percebe como o tema vai se incorporando e ganhando novos elementos.

Nesta secdo 0 que se pretende ndo é resenhar seus trabalhos, mas indicar o olhar
direcionado para o entendimento da autora sobre visualiza¢do. Os artigos, nos quais se obteve

0 acesso durante esse estudo estédo descritos no Quadro 1 a seguir.

Quadro 1 - Trabalhos de Presmeg que foram levantados.
Data de

. Titulo
publicacio
1986(a) Visualization and mathematical giftedness
1986(b) \/_isual_izat_ion in high school_ math_ematics
Visualization and mathematical giftedness
1999 Las posibilidades y peligros del pensamiento basado en
imagenes en la resolucién de problemas matematicos
2006 Research on visualization in learning and teaching
mathematics
2014 Contemplating visualization as an epistemological learning

tool in mathematics
Fonte: Autores, 2021.

Uma palavra que chama a atencdo nos trabalhos de Presmeg ¢ “imagem”. Em uma
conclusdo precipitada, visualizacdo poderia ser entendida como elaboracdo de imagens,
portanto ligado ao sentido da visdo. Certamente essa seria uma conclusdo equivocada dos
trabalhos por ela desenvolvidos. O que diferencia a imagem visual da imagem imediata é
justamente a profundidade e detalhamentos apresentados sobre a imagem visual, que seréo
descritos na sequéncia.

Os primeiros trabalhos desenvolvidos pela autora trazem as componentes do
pensamento como especificagfes iniciais. De acordo com Presmeg (1986b): “a forga do
componente verbal do pensamento determina o nivel de habilidades matematicas, enquanto o
componente visual-espacial determina seu tipo.” (p. 42)'?, o que pode ser esquematizado,

conforme a

12 No original: *(...) the strength of the verballogical component of thinking determines the level of mathematical
abilities, while the visual-spatial componente determines their type”.
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Figura 18 .

Figura 18 - Estruturacdo das componentes do pensamento.
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Fonte: Presmeg, 1986b.

As concepcdes sobre os termos imagem visual, visualizadores, visualidade de ensino
serdo apresentadas, para permitir a composi¢do das impressdes iniciais sobre “o que” e “como”
a autora entende por visualizagdo matematica. Os termos sdo: imagem visual, métodos visuais
e nao visuais de solucdo, visualidade matematica, visualizadores e ndo visualizadores,
apresentacéo visual, visualidade de ensino e, por fim, professores visuais e ndo visuais. Alguns
tendem a ser autoexplicativos, porém, normalmente aparecem detalhes que precisam ser
analisados.

Para Presmeg (1999), a imagem mental pode ser construida por diferentes modalidades,
sendo elas: visual, auditiva, tatil e cinestésica. Dentro de cada modalidade existem diferentes
tipos, como por exemplo, a imagem visual, considerada como um esquema mental que descreve
informacdes visuais ou espaciais. Tais imagens podem descrever uma forma, um padréo, uma
imagem mental, desenhos, diagramas, também simbolos verbais, numéricos e matematicos que
possam ser organizados espacialmente formando uma espécie de forma numérica e/ou
algébrica. Com essa definicao ja e possivel entender que a imagem visual, para a autora, ndo é
somente algo que vem de imediato aos olhos, ou seja, ndo é acessada Unica e exclusivamente
pelo sentido da visao.

Métodos visuais, nesse sentido, correspondem ao uso de imagens visuais como parte
essencial do método de solucéo, sendo o método ndo visual o que ndo envolve imagens visuais.
Os métodos visuais podem incluir na solugdo a utilizacdo de graficos, tabelas, desenhos,
diagramas, que podem estar representados no papel ou na mente de quem a constréi. Destaca-
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se a palavra “essencial” para deixar perceptivel que o método visual ndo exclui outros métodos,
como o raciocinio légico por exemplo, mas se apresenta como predominante.

Outro termo apresentado pela autora ¢ “visualidade matematica”, que trata da extensao
pela qual uma pessoa prefere utilizar métodos visuais para resolver problemas matematicos que
poderiam ser resolvidos por métodos visuais e ndo visuais (PRESMEG, 1986b).

Apds a apresentacdo das concepcdes de imagem visual, métodos visuais, visualidade
matematica, sdo classificadas as pessoas que preferem usar ou ndo os métodos visuais,
denominadas de visualizadores e ndo visualizadores. Visualizadores sdo aqueles que preferem
utilizar métodos visuais para problemas que podem ser resolvidos por métodos visuais ou ndo
visuais. Os ndo visualizadores sdo aqueles que preferem utilizar métodos ndo visuais para esses
tipos de problemas.

No uso da expressdo “métodos visuais” e outros termos relacionados, pode-se observar
o forte carater metodoldgico da abordagem realizada pela autora. Ao mencionar o método visual
ja se supde uma objetividade do que é visual, porém, como poderia ser mensurada a
visualizacdo, sendo ela um modo dinamico de pensar?

Todos os termos apresentados indiretamente estdo correspondendo ao aprendizado, a
figura do aluno. Porém, os trés termos a seguir se referem ao ensino: apresentacdo visual,
visualidade de ensino, professores visualizadores e ndo visualizadores.

A apresentacdo visual ¢ classificada como “uma forma de ensino que envolve a
formacéo e utilizacdo de imagens visuais pelo professor ou alunos ou ambos.” (Presmeg, 1986b,
p. 42)1. Ou seja, esta diretamente relacionada ao ensino.

A visualidade de ensino é a extensdo pela qual o professor utiliza de apresentacdes
visuais ao ensinar matematica.

Por fim, professores visuais ndo estdo relacionados diretamente a visualizadores ou ndo
visualizadores, mas sim a sua pratica visual ou nao visual. Desse modo, professores visuais
apresentam alta visualidade pedagdgica, enquanto 0s ndo visuais sdo classificados como
aqueles de baixa visualidade pedagdgica.

Diante de todas essas defini¢des, a visualizacdo especificamente ndo é conceituada,
porém, por meio do diagrama a seguir € possivel compreender a abrangéncia dada pela autora
(Figura 19 e Figura 20).

13 No original: “A visual presentation is a way of teaching which involves formation and use of visual imagery
by the teacher or pupils or both.”
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Figura 19 - Construcéo da ideia de visualizagdo pela ética da aprendizagem.
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Fonte: Presmeg, 1986a; Presmeg, 1986b.

Figura 20 - Construcéo da ideia de visualizagdo pela 6tica do ensino.
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Fonte: Presmeg, 1986b.

De que forma ¢ possivel “mensurar” ou concluir que o aluno ¢ ou nao visualizador, que

o professor € ou ndo visual? Nas duas pesquisas realizadas em 1986, Presmeg traz alguns
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elementos de discusséo para realizar tais classificacdes, mas 0s pontos importantes desses
estudos sdo as caracteristicas e consequéncias de um modo de aprendizagem de ensino visual
ou ndo visual.

Uma interpretacdo quase que imediata é: para os alunos em que o elemento visual é
dominante, os problemas abstratos sdo resolvidos visualmente. Para os alunos em que o
elemento abstrato é dominante, problemas geomeétricos sdo resolvidos por meio do raciocinio
I6gico. Nesse contexto, elemento visual é pensado como predominancia do uso de imagens
visuais. Esta classificacdo é apresentada por Poincaré no inicio do século XX, quando diferencia
a mentalidade dos matematicos em gebmetras (mais intuitivos) e analiticos (mais 16gicos).
Além disso, também existem alunos para os quais esses elementos estdo em equilibrio, ou seja,
ndo demonstram uma tendéncia para os elementos visuais ou para 0s elementos abstratos, sendo
predominante o visual em alguns momentos e o abstrato em outros. Esse equilibrio também
chamado de pensamento ambidestro.

Em Presmeg (1986b), os alunos foram classificados como visualizadores e nao
visualizadores (a maioria), sendo interessante apresentar os argumentos dados pela autora sobre
as possiveis razfes para este ultimo. Fatores externos, como a preferéncia por métodos nédo
visuais, por exemplo, € um dos motivos.

A preferéncia por esses métodos pode ser definida pelo proprio aluno a partir de
questdes, como: maior facilidade, conseguir descrever de maneira mais ampla seus argumentos
etc., mas esses fatores internos podem estar associados a fatores externos, como os curriculos
escolares, exames, a pratica de um procedimento ou férmula pode levar a habituacdo, ou seja,
0s métodos ndo visuais sdo 0s mais enfatizados no ensino.

Observando professores visuais e ndo visuais bem como alunos visualizadores e ndo
visualizadores, Presmeg apresenta algumas consideragdes. A primeira delas € que os alunos
visualizadores sentem a necessidade de interpretar um problema no seu plano geral, analisando
0 todo, um traco de carater epistemoldgico. Por outro lado, para a maioria dos nao

visualizadores, essa necessidade ndo é observada. Além disso, segundo a autora:

Também foi constatado que os métodos visuais costumam consumir mais tempo que
0s métodos ndo visuais. Outro aspecto que se mostrou caracteristico da solugdo de
problemas de muitos visualizadores nas entrevistas baseadas em tarefas foi a
dificuldade de comunicar os conceitos de matematica. Os visualizadores tropecaram
na terminologia e ndo conseguiam se lembrar de termos-chave. Nesses estreitos, eles
geralmente recorriam a gestos ou desenhavam diagramas (PRESMEG, 1999, p. 21).

No grupo classificado como professores ndo visuais, o aluno visualizador é levado a

acreditar que a matematica dependia da memorizagdo de regras e formulas. Ja o grupo de
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professores classificado como intermediario, ou seja, entre 0s visuais e ndo visuais, 0s alunos
visualizadores pareciam se beneficiar, uma vez que esses professores também incentivam o
pensamento visual. Porém, um problema observado foi a dependéncia cognitiva desses alunos
com seu professor, situacdo dificil de ser solucionada inclusive pelo grupo de professores
visuais. Por fim, as consideracdes referentes aos professores visuais demonstram que eles
buscam fazer conex@es entre a matematica e outros componentes, contextualizando em alguns
momentos e trazendo para que o aluno experiencie. Desse modo, “os professores visuais
expressam em seu ensino muitos tracos comumente associados a criatividade.” (PRESMEG,
1986bh, p. 46)*.

No trabalho de 1999, intitulado Las posibilidades y peligros del pensamiento basado en
imagenes en la resolucion de problemas matematicos, mais elementos séo apresentados para a
discussdo. Além de pontuar as possibilidades do pensamento baseado em imagens, 0 que
poderia ser levado ao campo epistemoldgico, também sdo discutidos quais 0s perigos
potenciais. Para tanto, séo elencadas algumas sugestdes para ajudar os professores a usarem as
potencialidades das imagens, evitando esses perigos.

Antes de refletir sobre as potencialidades, é importante destacar a classificagdo das
imagens visuais, pois ao fazer as transcrigdes das entrevistas realizadas, a autora observou que
os alunos usavam tipos diferentes de imagens para resolver os problemas matematicos. Essas
imagens sdo classificadas como: a) imagens concretas (desenhos na mente); b) imagens de
padrdes (relagbes puras representadas em um esquema espaco-visual); ¢) imagens de memoria
de férmulas; d) imagens cinestésicas (envolvendo atividade muscular); e) imagem dindmica
(em movimento).

As imagens concretas se relacionam com o uso metaférico de uma imagem para fins
praticos, ou seja, a imagem concreta é a transmissora da informacéo abstrata. Por exemplo, a
propriedade distributiva da multiplicagdo (denominada por alguns professores como metafora
do “chuveirinho”®®), ou quando referéncia o nivel do mar como uma linha que separam os
valores positivos dos negativos. Sdo algumas metaforas utilizadas no dia a dia da sala de aula,
que passam despercebidas, e que devem ser planejadas de forma a ndo criar uma lacuna
conceitual, como 0s casos mencionados anteriormente, que podem facilmente promover

generalizagdes equivocadas.

14 No original: “Visual teachers expressed in their teaching many traits commonly associated with creativity.”
15 Chuveirinho é uma metafora utilizada em sala de aula quando o professor faz uma analogia a propriedade
distributiva da multiplicacéo.
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Imagens de padrdes direcionam para a esséncia da estrutura, sem detalhes, ou seja, “a
regularidade que apenas ajuda.” (Presmeg, 1986a, p. 304). Por exemplo, em alguns livros
didaticos, as propriedades dos tridngulos isosceles sdo apresentadas da seguinte maneira.

As imagens de memdria de formulas, como a prdpria classificagdo aponta, € o recurso
que se faz & memoria para recordar uma férmula, procedimento. E como lembrar a cor da capa
de um livro, mas ndo lembrar o titulo. Ou entdo, saber que fez uma anotacdo em uma
determinada posi¢do do caderno, mas ndo recordar o texto na integra. No caso das formulas,
significa “vé-las”, mas sem de fato ela estar escrita em algum local, a ndo ser na mente do aluno,
um modo de “encapsular um procedimento” (PRESMEG, 198643, p. 301).

Imagens cinestésicas sdo as que envolvem alguma atividade muscular, como, por
exemplo, tracar com o dedo a representacdo mental de uma parabola. Na aritmética existe um
exemplo muito comum, que é contar com os dedos, ou até mesmo quando o algoritmo da soma
esta formado na mente, a conta é realizada indicando com o dedo, incluindo o famoso “vai um”.

A ultima classificacdo refere-se as imagens dindmicas, que vem ganhando cada vez mais
notoriedade devido as tecnologias, como os softwares de geometria dindmica entre outros.
Translacdes, rotacdes, inversdes sao transformacdes que exigem, mesmo gque mentalmente, essa
movimentacao das imagens.

Realizadas as consideragdes sobre as classificagdes de imagens apresentadas por
Presmeg, retoma-se 0 pensamento sobre as possibilidades e perigos que elas podem causar. As
possibilidades s@o os resultados dos diferentes tipos de imagens apresentadas, como o fato de
que as imagens podem se apresentar como um recurso de memoria, “uma combinagdo eficaz
foi encontrada como imagens concretas alternando com modos abstratos ndo visuais, como
analise, logica ou uso facil de formulas nao visuais” (PRESMEG, 198643, p. 302).

Os perigos potenciais se relacionam com os detalhes falsos que as imagens podem
apresentar, por exemplo, a representacao de dois poligonos que parecem congruentes, ou dois
segmentos de reta que parecem paralelos.

Na imagem a seguir, num primeiro olhar, considera-se que o poligono azul é um
quadrado. Porém, a unica medida claramente especificada é a da base (comprimento do
poligono azul com medida = 14). N&o se pode afirmar que a altura tem a mesma medida da
base, apesar de a imagem conduzir a essa interpretacao. Se for considerado o quadrado com a
medida do lado igual a 14, a interpretacdo do problema é totalmente diferente se for considerado

um retangulo com medidas 14 e 14+x (Figura 21).
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Figura 21 — Interpretacdo das imagens.

Fonte: Bianchini, 2015, p 110.

Um potencial problema é percebido com o uso da imagem padréo, que por sua vez pode
acarretar uma inflexibilidade do pensamento, que fica condicionado a sempre realizar a
atividade com aquele procedimento, restringindo o aparecimento de novas conjecturas ou
modos de pensar. No contexto da sala de aula, este procedimento acontece quando o estudante
lembra de uma férmula ou processo e tenta, de todo modo, inclui-lo na resolu¢cdo de um
problema. O aluno se preocupa em aplicar a formula que foi memorizada e ndo em interpretar
o problema em sua totalidade.

De acordo com Presmeg (1999):

Todos esses perigos estéo relacionados de uma maneira ou de outra com a dificuldade
de generalizar uma imagem que é, por sua natureza, um caso concreto. Portanto, pode-
se dizer que os perigos sdo problemas de generalizacdo. Além de apresentar 0s
diagramas em varias orientacdes, o que podemos fazer nés professores para ajudar os
alunos a tornar mais eficaz o uso de suas imagens*® (PRESMEG, 1999, p. 21).

Para que o uso das imagens se torne eficaz para os alunos, é importante que algumas
acOes dos professores sejam repensadas e reformuladas. Agucar a intuicdo dos alunos € uma
dessa a¢des, rompendo com o rigor metodoldgico que enrijece 0 modo de pensar, assim como
o de ensinar. Usar de conflitos cognitivos para motivar o aluno pensar em outras estratégias e
alternativas também é uma agdo importante.

Com esse estudo sobre alguns trabalhos desenvolvidos por Presmeg, é notéria a riqueza
de informacdes e concepgdes apresentadas. Em um panorama geral, seus estudos trazem
subsidios para uma formulagdo metodoldgica de visualizagdo, mesmo ndo sendo explicita nas

pesquisas por ela realizadas até os anos 1990. A visualizacdo na sala de aula, em relagdo ao

16 No original: “Todos estos peligros estan relacionados de una u outra forma con la dificultad de generalizar una
imagen que es, por su natureleza, un caso concreto. Por tanto, podria decirse que los peligros son problemas de
generalizacion. Ademas de presentar los diagramas en orientaciones variadas, que podemos hacer los profesores
para ayduar a los alumnos a hacer mas efectivo el uso de su imagineria?”.
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aluno como em relagéo ao professor € um ponto importante, bem como as a¢6es dos professores
frente a esse pensamento visual.

Uma consideracdo direta da autora sobre a visualizagdo é encontrada no artigo de 2006,
intitulado Research Visualization in Learning and Teaching Mathematics, ao registrar que: “a
visualizagdo é indicada a incluir processos de construcdo e transformacao de imagens mentais
visuais e de todas as inscricbes de natureza espacial que podem estar implicadas em fazer
matematica.” (PRESMEG, 2006, p. 206).

E nesse estudo que a autora aponta que ha uma dificuldade em apresentar uma definicao
precisa para o termo “visualizagdo”. No inicio da sessdo 2.3, serdo apresentadas, a partir do

trabalho de Presmeg, uma variedade de significados em seus diferentes contextos.

2.3 RUMO A CONSTRUCAO DE UMA CONCEPCAOQ

Os estudos sobre as imagens mentais tiveram seu ponto de partida no século X1X, porém
uma interrupc¢do acontece no século XX com a ascendéncia do behaviorismo. Até o final dos
anos 1970, o estudo da visualizacéo foi se desenvolvendo com base psicoldgica/cognitiva. Esse
direcionamento foi se expandindo no momento em que o construtivismo comegou a ganhar
espaco, em oposic¢ao ao behaviorismo.

Em termos de pesquisa, metodologias qualitativas passam a ganhar notoriedade. Mas o
gue essa passagem traz para os estudos voltados para a visualizagdo? O estudo dos processos
de pensamento ganha corpo com a metodologia qualitativa, na qual o olhar também é
direcionado para o0 processo de visualizacdo de forma geral, a medida em que sdo associadas
potencialidades e dificuldades.

No estudo de Presmeg (2014), a autora traz uma contextualizacdo da visualizacdo em
seu aspecto histérico, o que ndo corresponde necessariamente a uma linearidade dos
acontecimentos, mas as perspectivas em que as discussdes foram se desenvolvendo numa
tentativa de conceitualizar a visualizagdo. Antecipa-se que uma consideracdo Unica ndo é
encontrada, pois os diferentes “status” da visualizagdo colaboram para multiplos
entendimentos. A autora também menciona essa dificuldade em articular uma definicéo precisa
para a visualizacéo, destacando a necessidade de mais pesquisas sobre o tema.

A base utilizada por Presmeg para a construgdo dessa contextualiza¢do s&o os estudos
apresentados nas conferéncias internacionais de Psicologia em Educacdo Matematica (PME),
desde a 12.2 conferéncia (1988) até a 24.2 (2000). Com a analise dessas pesquisas, é tragado um

panorama da visualizagdo em seus multiplos contextos.
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E possivel perceber nesse levantamento os diferentes status conferidos & visualizago.
Algumas das interpretacdes observadas para o termo sdo: reconhecida pelo uso singular de
imagens, instrumento para provar e aprender, pensamento geométrico e imagens, representacéo
com a lente tedrica da semidtica, visualizacdo dindmica. Mas, 0 que chama atencao € que a
visualizagdo parece ndo ser uma categoria dominante, ou seja, os elementos que a circundam
ganham mais notoriedade e estudo do que a propria visualizacdo em si.

Quando a visualizacdo na educacdo matematica passou a ser considerada como um
campo de pesquisa, na PME15 (1991), as discussdes comegam a ser endossadas com as
possibilidades e dificuldades da visualizagdo em sala de aula. E nesse ambiente que o processo
de visualizacdo parece ter mais foco do que propriamente o objeto visualizado. Nas discussdes
dos trabalhos, existiam duas categorias, uma era imagens e outra visualizacdo. Essa
categorizacdo da sinais de que a visualizacao se desprende, nesse momento, da ideia de imagem
imediata. O curriculo e 0 uso de computadores também viraram tema de discussdo dentro da
visualizacao.

Diante desse panorama tedrico a respeito da visualizacdo, incluindo os estudos
realizados sobre as pesquisas de Arcavi, Giaquinto e Presmeg, percebe-se como o termo é
polissémico. Arcavi traz uma concep¢do pedagdgica abrangente para o termo, direcionando-o
para habilidade, processo e produto, na perspectiva cognitiva, enquanto que neste estudo o
direcionamento sera para 0 modo de pensar na vertente epistemoldgica.

Assim como Arcavi, Presmeg traz uma perspectiva pedagdgica, porém a sua concepcao
de visualizacdo, que tem um carater fortemente metodolégico, sé pode ser construida por meio
das ideias que ela traz sobre imagem visual, visualizadores, imagem mental, entre outras.

Por sua vez, os trabalhos de Giaquinto aqui estudados revelam-se na perspectiva da
epistemologia, porem o direcionamento esta no processo de confiabilidade e validade da
visualizagao (o autor utiliza mais a palavra “pensamento visual””) como possibilidade, ou nao,
de uma prova matematica. Por esse motivo, a perspectiva adotada sobre a visualizacdo pelos
diversos autores € importante de ser mencionada.

Neste estudo, contudo, a perspectiva adotada € a epistemoldgica. Quando se entende a
visualizacdo como um processo do modo de se pensar a matematica, € importante fazer uma
analise da compreensdo inicial sobre o entendimento que se faz desse termo. Na matematica,
existem o0s objetos e existem o0s processos. Os objetos se referem, em seu sentido ontolégico,

aos objetos matemaéticos e a representacdo como sendo simbdlica, grafica, figural, mental,
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assim como 0s nameros, as figuras, as estruturas, 0s espacos. Ja 0s processos sdo associados a
uma dinamicidade dos objetos, a movimentagéo.

Se utilizada a prépria terminologia da l6gica matematica, entende-se que um argumento
é um objeto, pois o argumento por si sO € estatico. J& a demonstracdo, que envolve a
movimentacao dos argumentos, € um processo, pois ela envolve diversos pontos para possiveis
variacdes, dinamizando essa estruturacdo dos argumentos. Ou seja, movimenta as ideias, 0
pensamento.

Uma analogia sobre o objeto e o processo pode ser observada, por exemplo, numa
partida de jogo de xadrez. Os objetos sdo as regras, que sdo estaticas, fechadas, e a partida é o
processo. Desse modo, por mais que exista a regra de movimentagdo para cada peca, hd uma
dinamicidade no processo como um todo, pois a escolha em qual orientacdo movimentar a peca,

dentro se suas regras obviamente, é dindmica.

, . N . . 3 4
Outro exemplo esta associado a dificuldade de um aluno diferenciar " de 3 Tomando

~ ~ . ~ 3,
como base a compreensao de uma fragdo a partir da representagdo parte e todo, tem-se que L€
uma fracdo que pode ser tomada como um objeto facilmente identificado, mas como se entende

. 4 X A .
0 inverso, ¢ ? Essa fracdo ndo é apenas um objeto, ela envolve um processo, que pode ser

- 3 1 2 2 . .~ .
entendido como 5 3 0u 3+ 7 entre outros processos, ou seja, cOMO a adicédo de objetos como

aquela parte do todo. Mas a adi¢do ndo € objeto, e sim o processo. Adicionar € um processo.

Na matematica, esse processo € chamado de funcdo. Antigamente, a funcdo tinha
aspecto dinamico, ndo era pensada como hoje, um objeto matematico que pode ser visto como
uma colecdo de pares ordenados, 0 que tecnifica o conceito de funcdo. Mas, em sua origem, a
funcdo era algo dindmico. Esse aspecto dindmico do conceito de funcéo esta na diferenciacao
entre 0 conceito e as nog¢des de incdgnita e o conceito de variavel.

Uma funcdo é a variacdo de uma variavel. Entdo, ha um aspecto dindmico, algo esta se
movimentando ali. A soma, produto, qualquer operacédo algébrica vista como fungédo tem essa
dinamicidade. Para se decompor % como % + % é preciso movimentar dois objetos, parte e todo,
compreensivel, mas através da operacdo de soma, que € algo dindmico, eles sdo somados,
movimentados, entdo é um processo.

Isso também estd4 na compreensdo da ideia mais primitiva de produto. Por exemplo, 0
entendimento da expressédo 3 X 4, é dado como 4 + 4 + 4. Porém, outra relagdo diferente é

4 x 3 entendida como 3 + 3 + 3 4+ 3. Em termos de processo as duas formas sdo diferentes,
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mas a ordem dos fatores ndo altera o produto, ou seja, o resultado das operagdes é 0 mesmo. O
processo inclui a funcdo de produto, essa dinamicidade do processo.
Um exemplo que torna possivel extrair a ideia de objeto e processo € a de produto

notavel, para o qual s&o apresentadas duas construgdes a seguir:

(x+3).(x+3) = x+y).(x+y) =
Pela propriedade distributiva, tem-se que: Pela propriedade distributiva, tem-se que:
(x+3).(x+3)= x+y).(x+y)=
x? 4+ 3x +3x + 3= x% +xy +xy +y*=
x% + 6x + 32 x?+2xy +y?

Ao se utilizar a propriedade distributiva para realizar a multiplicacdo de polinémios,
visualiza-se 0 objeto em sua representagdo simbolica. H4 uma movimentacao ao se multiplicar,
agrupar termos semelhantes, mas é externa. Porém, se considerar o termo (x + 3) como a
medida do lado de um quadrado e partindo dessa ideia, se coloca uma dinamicidade no
processo, resultante das relagdes entre os objetos ali presentes (Figura 22).

Figura 22 - Quadrado da soma de dois termos.
X 3

3

Fonte: Autores, 2021.

No caso apresentado na figura acima, perceber o “porqué” do multiplo de 2, que nesse
exemplo tem duas areas de medida 3x, seria visualizar o processo, uma vez que coloca em
evidéncia a dindmica interna da propria matematica.

Partindo das exemplificacbes anteriores, um questionamento se revela: o0 que sao
visualizados: os objetos ou os processos? Esse questionamento é importante para refletir sobre
0s contextos em que estdo localizados esses objetos e processos.

Nos estudos sobre visualizagdo, € comum a associagdo com 0s objetos em seu aspecto
ontoldgico. O direcionamento para esses tipos de estudos esta na utilizacdo das diferentes
representacfes dos objetos matematicos, incluindo-se nesse escopo as classificacGes de
imagens na concepgéo de Presmeg. Quando a palavra processo é encontrada nesse contexto, a
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relacdo estabelecida é com as habilidades de visualizacéo, classificacdo de visualizadores e ndo
visualizadores, ou seja, no aspecto psicolégico, cognitivo. A unidade tematica de
predominancia na visualizacdo de objetos é a geometria.

J& a visualizacdo de processos consistiria em visualizar a movimentagdo dos objetos.
Quando se faz uma demonstracdo visual de um teorema, por exemplo, em que se visualiza o
processo de reconfiguracdo, ndo € o resultado final em si, mas o processo que permite chegar
ao teorema. Isso é a visualizacao de processos.

Essa relacdo entre objetos e processos esta dentro da propria matematica. Na matematica
h& objetos e ha processos. Certamente, essa relagdo também pode ser vista na perspectiva do
ensino da matematica. No entanto, no momento em que sdo reconhecidos esses processos na
matematica, em seu teor filoséfico e epistemoldgico, consequéncias pedagdgicas também sdo
incorporadas.

Portanto, a visualizacdo traz tanto um teor cognitivo, que € o mais presente nos estudos
desenvolvidos, bem como um teor epistémico, que exige um olhar para as relacdes dentro da
propria matematica, além de um teor metodoldgico necessario para o ensino e aprendizagem da
matematica.

O caso algébrico de uma fragdo € a sua decomposicdo em partes. A visualizagdo que
esta por trés, que é analoga a representacao geométrica, é a decomposi¢do. Desse modo, ha uma
analogia entre uma reconfiguracdo geométrica e uma decomposicao algébrica. O processo da
decomposicdo é de natureza epistemoldgica, mas 0 modo como o ser humano capta essa
reconfiguracdo é de natureza cognitiva.

Portanto, ndo existe uma resposta unilateral para o que é visualizado, se € 0 objeto ou 0
processo. O que se pode afirmar € que visualizar objetos é diferente de visualizar processos.
Para visualizar um objeto é preciso movimenta-lo, o que significa atribuir-lhe uma certa
dindmica, mas seria uma dindmica externa que ndo faz parte do prdprio objeto. Porém,
visualizar um processo é colocar em evidéncia sua dindmica interna, intrinseca, pois essa
visualizagdo esta atrelada ao contexto, uma ndo anula a outra, pelo contrario, completa.

Desse modo, a particularizagdo ou concretizacdo, generalizagdo, idealizacao,
representacdo, significacdo, ressignificacdo (¢ como olhar um mesmo objeto em outras
perspectivas) sao meios pelos quais se visualizam processos e objetos. Nesse estudo, em alguns
momentos se observa a visualizacdo do objeto, mas o foco esta na visualizagdo do processo
como um recurso epistemoldgico para 0 acesso ao conhecimento matematico, salientando a

dinamicidade desse modo de pensar a matematica.
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Em linhas gerais, nesse estudo, entende-se a visualizagdo como um modo de pensar a
na matematica, pensamento esse que se fundamenta nas relagdes intrinsecas dos objetos, ou
seja, no processo do pensar a matematica. Esse é o ponto de partida para a construgdo de uma
concepgdo epistemoldgica de visualizagdo, construcdo essa que sera consolidada nas

consideracdes finais.
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3 EXPERIENCIA MATEMATICA E VISUALIZACAO

A matemética, do ponto de vista estético, € um campo de experimentacdo para a
imaginacdo. O atributo mais importante da matematica como ciéncia néo é o
conhecimento que possui, mas a habilidade de adquirir conhecimento, e a intui¢cdo
esta intimamente ligada a essa habilidade.

(Cifuentes, Negrelli e Estephan, 2000, p. 20)

3.1 A SENSIBILIDADE MATEMATICA

Em consonancia com a epigrafe desse capitulo, a habilidade em adquirir o conhecimento
se relaciona diretamente, pelo ponto de vista estético, com a sensibilidade para apreender a
matematica. Falar em sensibilidade matematica parece um tanto quanto contraditério com o
que se acredita ser caracteristica propria da matematica, a saber, a racionalidade. Racionalidade
esta que a torna exata, quantitativa e objetiva.

A estética, de acordo com (Cifuentes, 2003, p. 60), “¢ a ciéncia do conhecimento
sensivel em contraposi¢do ao conhecimento racional”. No caso da matemaética, essa premissa
permitiria abordar aspectos de carater qualitativo, ndo exatos e por vezes subjetivos. Portanto,
0 conhecimento estético na matematica teria como fonte a emocéo e a sensibilidade, que por
sua vez é alcancada pela experiéncia estétical’.

Em nenhum momento pretende-se categorizar tipos de matematica ou algo do género,
mas refletir sobre 0s modos de pensar na matematica, o0 modo racional e 0 modo estético. Um
ndo anula o outro, muito pelo contrario, se complementam, se acrescentam.

De acordo com Cifuentes e Serenato (2006) “o estético ndo ¢ apenas decorativo, ¢
expressivo e toda forma de expressividade supde uma linguagem, pois ela é captadora de
conhecimentos” (p. 8). A linguagem matematica, dotada de seu conjunto de simbolos e
operacgdes, ndo se faz suficiente para desenvolver um olhar sensivel para a matematica, é
necessario outro tipo de linguagem, a linguagem visual, intimamente ligada a intuicdo e a

imaginacao e subjacente aos processos de visualizacéo.

No caso da matematica, a linguagem visual deve ser uma linguagem que possa lidar
com o erro e a imprecisdo. O paradigma da exatiddo na matemaética € sé necessario
para as aplicagdes, ndo para a apreciacdo estética, e a imprecisdo € parte importante
da apreensdo dos entes matematicos (CIFUENTES e SERENATO, 2006, p. 8).

A matematica é geralmente colocada como paradigma de rigor. Esta é uma exigéncia a

priori, em que as defini¢Bes sdo colocadas no inicio de seus desenvolvimentos formais. Porém,

17 Na matematica, experiéncia estética se entende pela agdo em transcender o objeto, ou seja, ndo é o olhar
sobre a matematica, mas o que a transcende. Um “ver” inteligivel, capaz de experienciar ndo apenas os
objetos, mas as rela¢des entre os objetos.
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do ponto de vista do pensamento matematico, com sua dinamicidade que alimenta a
sensibilidade, elas devem ser o ponto de chegada da construcdo de um objeto matematico.
Entdo, se a definicdo ja é apresentada como ponto de partida, 0 que acontece no processo de
construgdo mencionado como sendo anterior a defini¢do?

De acordo com Carlos Mathias e Nilson Machado, numa palestra proferida em seu canal
“Matematica Humanista™'®, “a defini¢do apenas da o nome, ela ndo mostra o verbo [a a¢do]”.
Desse modo, a sensibilidade matematica seria o combustivel para deflagrar mais “perguntas”
do que “respostas”, mais “por qués?” do que “porqués”, mais “explica¢des” do que “provas”
puramente formais.

E inevitavel abordar a dicotomia entre razdo e emocdo, compreendendo que essa
discussdo fundamenta o entendimento que se faz da racionalidade conjugada a uma
sensibilidade matematica. A razdo é algo inerente a0 pensamento matematico, 0 que se
manifesta nas suas caracteristicas ldgicas de objetividade e dedugdo. Mas, em que momento a
sensibilidade pode se fazer presente nesse modo de pensar? Ou entdo, refletindo na relacao
entre cientifico e estético, a pergunta seria: qual a cientificidade do conhecimento estético da
matematica, isto €, do conhecimento através da sensibilidade matematica? Quais caracteristicas
estéticas se fazem presentes nos contornos cientificos da matematica?

De acordo com Cifuentes (2005), a emocdo atraves da sensibilidade é fonte de

conhecimento, o conhecimento sensivel.

Tradicionalmente, assume-se que o conhecimento matematico é, por natureza,
puramente racional, o qual significa que, das principais capacidades do ser humano, a
razéo e a emocdo, consideradas muitas vezes como incompativeis, a Unica que lidaria
com o conhecimento matematico é a razdo. Essa tradicdo baseia-se na tese, que
podemos chamar de platdnico-cartesiana, de que 0s objetos matematicos séo ideias
desligadas de toda experiéncia sensivel e que a verdade matemaética acede-se pela
razdo (CIFUENTES, 2005, p. 56).

Mesmo a matematica sendo insistentemente associada a razdo, faz-se importante
destacar que a emocdo também é uma dimensdo da aquisicdo do conhecimento matematico, e
essa se da pela experiéncia matematica.

Para essa concepc¢do, de uma matematica regida pela razdo, a sensibilidade pode parecer
uma utopia, porém esse modo de acesso ao conhecimento matematico nao é algo novo, pelo
contrario, como um exemplo de destaque, pode-se apontar que na geometria grega era

considerada um modo legitimo, traduzido em construtibilidade de se pensar e fazer matematica.

18 Ppalestra Matematica e Lingua Materna com Nilson José Machado e Carlos Mathias. Disponivel em:
https://www.youtube.com/watch?v=f-OYxcGem_A&ab_channel=Matem%C3%AlticaHumanista. Acesso em
22/09/2021.
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Na geometria de Euclides, o estudo era do espago real, natural, onde os objetos
geométricos se concretizam, em que as verdades geométricas eram confrontadas com a
realidade, ou seja, as verdades eram evidentes na medida em que elas poderiam ser “vistas” ou
“realizadas” nesse espago natural. Desse modo, palavras como: semelhanga, congruéncia,
construcdo, forma, imaginacdo entre outras ja ddo indicativos dessa sensibilidade. H& um forte
apelo estético em sua axiomatica. Um exemplo é a ideia de superposicédo de figuras, que solicita
uma certa “visualiza¢ao” dos objetos geométricos e sua possibilidade de “movimentagao”,
tendo esse procedimento euclidiano um certo carater experimental. Porém, a partir do século
XVII, hd uma ruptura entre esse apelo construtivo em prevaléncia do processo de aritmetizagéo.

Conforme asseverado por Cifuentes:

Antes do século XVII a ciéncia da geometria era a de Euclides, com seu enfoque
axiomatico baseado em demonstrac@es e constru¢des. Na modernidade, a partir do
século XVII, a geometria segue dois caminhos paralelos, ainda o axiomatico,
incorporando novos conceitos, por exemplo, os de perspectiva que ja os artistas
vinham utilizando, e o analitico, desenvolvido primeiro por Descartes (1596-1650) e
Fermat (1601-1665) que incorporam o uso de coordenadas, transformando assim a
intuicdo geométrica do espago fisico numa intuicdo numérica de um espago
matematico “artificial”: o plano cartesiano (CIFUENTES, SANTOS e CHYCZY,
2013, p. 5).

No século X1X, em sua obra Fundamentos da Geometria, Hilbert destaca que o método
axiomatico torna-se mais formal/abstrato e menos material/concreto, separando, assim, 0s
aspectos formais dos visuais, priorizando a forma (de natureza relacional) e ndo o conteldo,
diferentemente do que fora feito por Euclides. “No caso das novas geometrias, a forma precede
0 conteudo e o espaco de interpretacdo dessas geometrias [onde 0s conteudos se concretizam]
sera dado, ou melhor, construido, a posteriori e de forma analitica.” (CIFUENTES, SANTOS
e CHYCZY, 2013, p. 6).

Essa ruptura pode ser também observada pela discussdo que se faz sobre o infinito,
especialmente o infinito em poténcia e o infinito em ato. Para Euclides, era evidente o fato da
reta ser finita, embora arbitrariamente longa, mas ndo era evidente que fosse infinita como uma
totalidade.

Desde a época dos gregos se consideram dois tipos de infinito: o potencial, como o
infinito dos nimeros naturais, um nimero depois do outro sem fim, e o infinito atual, ou seja,
um infinito acabado, concretizado e captado em sua totalidade. A discussao sobre o infinito é
complexa e, por vezes, se deu de modo problematico, passou por varias concepcdes e

reformulacGes em diferentes épocas e contextos.

Note-se que considerar algo infinito em poténcia significa considerar que uma
sequéncia pode ser aumentada tanto quanto se queira por adi¢gdes ou multiplicages
sucessivas ou diminuida tanto quanto se queira por divisdes sucessivas; 0 que é
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totalmente diferente da consideracdo de uma totalidade formada por infinitas partes —
um infinito atual (MACHADO, WAGNER, et al., 2013, p. 290).

O infinito em ato era problemaético, pois aceita-lo envolvia também aceitar os nimeros
irracionais e as grandezas incomensuraveis. Na matematica grega, algumas estratégias foram

utilizadas para ndo se evidenciar a existéncia de outro infinito que ndo fosse em poténcia.

O que fosse belo e perfeito era considerado bem determinado, imposicdo de péras
(limitado) sobre apeiron (sem limite, forma), e deveria ser expresso através de
proporcdes envolvendo ndmeros inteiros positivos. Contrariamente, o que fosse
indeterminado - o apeiron ou o infinito - ndo poderia receber uma medida ou um
numero, corporificando o abomindvel, a imperfeicao, o caos, a desordem e o horrendo
(MACHADO, WAGNER, et al., 2013, p. 286).

No pensamento matematico da época de Pitagoras, pensava-se que 0s nUmeros racionais
eram suficientes para comparar dois segmentos de reta. Por exemplo, “dados dois segmentos
AB e CD, seria sempre possivel encontrar um terceiro segmento EF contido um nimero inteiro
de vezes em AB e outro nimero inteiro de vezes em CD.” Nesse entendimento, EF é um
submultiplo comum de AB e CD. Tais segmentos, entdo, séo ditos comensuraveis, ja que existe
a possibilidade de serem medidos com a mesma unidade EF. Porém, nem todos 0s segmentos
AB e CD terdo como unidade comum um segmento EF, ou seja, sdo segmentos
incomensuraveis. “Esse ¢ um fato que contraria a intui¢do geométrica e por isso a descoberta
representou um momento de crise no desenvolvimento da matematica.” (AVILA, 1984, p. 1).

Para exemplificar tal complexidade, apresenta-se o problema da diagonal do quadrado
unitario, especificamente a incomensurabilidade entre o lado do quadrado unitario e sua
diagonal (Figura 23).

Figura 23- Representacéo da diagonal do quadrado.
A D

B8 o
1

Fonte: Autores, 2021.

A grande discussao por tras desse problema esta na questdo em que a razado, no sentido
de proporcdo, entre o lado e a diagonal do quadrado unitario, ndo pode ser representada por
uma fracdo de dois nimeros inteiros. Ao se utilizar a relacdo pitagorica para determinar a
medida da diagonal do quadrado, o que se obtém é d? = 1% + 12, isto é d?> = 2,donde d = V2
que ja os gregos sabiam que era irracional.
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Por esse motivo, a ideia do infinito em ato era inconcebivel na geometria grega. Mas tal
discussdo continua com Bernard Bolzano (1781-1848), Richard Dedekind (1831-1916) e
George Cantor (1845-1918), no seculo XI1X. De acordo com Machado et al. (2013, p. 297),
“Bolzano foi talvez o primeiro a considerar conjuntos infinitos como totalidades acabadas e ndo
sucessoes potencialmente infinitas.” (MACHADO, WAGNER, et al., 2013, p. 297).

Dedekind, por sua vez, levou seus estudos para a continuidade da reta. “Para ele, um
conjunto sera dito infinito se for semelhante [ou equipotente, isto €, que mantém uma
correspondéncia biunivoca] a uma parte propria de si mesmo.” Caso contrario, o conjunto “sera
finito” (Machado, Wagner, et al., 2013, p. 297).

Cantor desenvolveu a teoria dos conjuntos infinitos, inserindo o infinito em ato, presente
neles, como um objeto matematico. Cantor provou, pela relacdo de bijecdo, que entre o conjunto
dos numeros naturais e 0 dos nUmeros inteiros, e entre 0 conjunto dos nimeros naturais e o dos
racionais, ha uma relacdo de equipoténcia, 0 que ndo acontece com o conjunto dos numeros

irracionais.

A partir desta constatacdo, Cantor empenhou-se em demonstrar sua conhecida
hip6tese do continuum: ndo existe um conjunto infinito cuja cardinalidade seja
intermediaria a cardinalidade dos nimeros naturais e reais. O que implica afirmar que
existem apenas duas classes de conjuntos infinitos [dentro dos nimeros reais]: aquela
cujos conjuntos sdo equipotentes ao conjunto dos ndmeros naturais; e aquela cujos
conjuntos sdo equipotentes ao continuum — 0 conjunto dos numeros reais
(MACHADO, WAGNER, et al., 2013, p. 299).

Essa discussdo sobre o infinito e os modos como ele foi concebido nos diferentes
contextos € importante para se entender a ligacdo entre a razdo matematica e a sensibilidade
matematica. Para Hermann Weyl, dentre outros contemporaneos, a matematica é a ciéncia do
infinito, ideia que pode ser complementada com o argumento de que “O infinito é o nexo entre
a matematica e a estética, entre a racionalidade e a beleza, é a ponte entre 0o conhecimento
cientifico e o conhecimento estético.” (Cifuentes, 2005, p. 60). As questbes sobre o infinito
trazem para discussao uma matematica em movimento, em constante transformacéo. Portanto,

€ uma matematica viva. E € nessa dinamicidade matematica que a sensibilidade se manifesta.

Uma abordagem da matematica levando em conta seus aspectos estéticos permitiria
desenvolver a matematica do erro ou da imprecisdo, a qual poderia ser considerada
como a matemdtica do suficiente, complementar da matematica do necessario
(CIFUENTES, 2005, p. 59).

Um raciocinio matematico teria um certo carater estético se ele apela a liberdade de
escolha escapando de toda necessidade légica.
Isso pode ser exemplificado com o seguinte problema, cuja solucdo teria um certo

carater estético: o da continuidade de sequéncias. Por exemplo, considerando a seguinte
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sequéncia de nimeros: 3, 5, 7, ... quais seriam 0s seguintes termos dessa sequéncia? Sdo varias
as possibilidades de escolha que sdo incompativeis entre si, porém considera-se 0 numero 9 se
se pensar que os termos dados da sequéncia sdo suficientes para garantir que se trata de niUmeros
impares consecutivos. Entretanto, poderia ser o nimero 11, se se pensar que esses termos
apontam para nimeros primos consecutivos.

Gierdien (2007), em From ‘proofs without words’ to ‘proofs that explain’ in secondary
mathematics, traz uma discussdo importante sobre as provas que provam e as provas que
explicam. No primeiro caso, ha um forte apelo l6gico que se relaciona a acdo de verificar,
constatar, certificar. Ja no caso da segunda, com um forte apelo estético, vem no sentido de
esclarecer, explicando o “porqué” de a demonstracdo ser verdadeira.

Para Gierdien (2007), “certificar-se” ¢ sindbnimo de uma prova que prova ou verifica,
enquanto que “construir um alicerce” ¢ sindbnimo de uma prova que explica ou esclarece. Por
exemplo, em salas de aula, explicar uma prova torna-se uma forma de discurso em que a
visualizacdo como parte do processo de prova pode levar a insights e conexdes entre ideias
matematicas. Por outro lado, uma prova que prova nao ilumina o aparecimento de simbolos
particulares, sejam literais ou numéricos (GIERDIEN, 2007, p. 56).

Um outro exemplo é discutir a chamada Identidade de Sophie Germain, que permite
diferenciar as “provas que provam” e as “provas que explicam”. A identidade trata da seguinte
formula algébrica de fatoragdo: a* + 4b* = (a? + 2b? — 2ab)(a? + 2b? + 2ab).

A seguinte seria uma prova que “prova’:

a* + 4b* = a* + 4b* + 4a?b? — 4a?b? = (a* + 4a?b? + 4b*) — 4a?b? = (a* +
2b%)% — (2ab)? = (a® + 2b? — 2ab)(a? + 2b? + 2ab).

Essa prova, que € muito concisa, usa apenas 0 recurso do processo de completamento
de quadrados, o que requer a intui¢do de qual termo deve ser acrescentado logo apds uma breve
manipulacdo algébrica, para aplicar-se a formula de fatoracdo de uma diferenca de quadrados.

Pelo contrario, uma prova que “explica” deve ser uma prova que “ilumine” o caminho
da prépria descoberta dessa identidade, partindo da formulacdo de algum problema que, tomado
como “contexto de discussao”, motive esse desenvolvimento.

Observando que a* + 4b* = (a®)? + (2b?)?, tem-se uma soma de dois quadrados que
precisam ser fatorados.

Em geral, sabe-se que, para x e y quaisquer, um polinémio que é soma de dois quadrados
da forma x? + y? s6 poderia ser decomposto como produto de dois polindmios do 1.° grau,

usando numeros complexos, da seguinte maneira:
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x? +y? = (x +iy)(x — iy)

Porém, a propria férmula de Germain ao ser demonstrada sugere que para certos x e y
convenientes, neste caso, x = a? ey = 2b?, seja possivel tal fatoragdo. Entdo, como proceder?
A resposta € partir da expressdo x2 + y? e tratar de seguir o caminho do completamento de
guadrados, obtendo-se x? + y? = x% 4+ y2 4+ 2xy — 2xy= (x2+2xy +y?) —2xy = (x +
y)? — 2xy.

Para transformar o segundo termo em um quadrado, para poder ter uma diferenca de
quadrados, usa-se a intuicdo algébrica para atribuir a x e y formas adequadas, inclusive exigindo
a maior simplicidade, o que ndo é necessario que se faga. Assim, fazendo x = a? e y = 2b?
obtém-se que 2xy = 4a?b? = (2ab)?, donde (a?)?+ (2b%)?= (a% + 2b?)? — (2ab)? =
(a? + 2b% — 2ab)(a? + 2b? + 2ab), que é a identidade de Germain.

Uma prova que “ilumina” deve ser inspiradora de desenvolvimentos semelhantes ou até
de possiveis generalizagbes. Na prova anterior, pode-se fazer variacdes sobre uma das
“escolhas” no caminho seguido, para se obter outras formulas semelhantes a de Germain. Por
exemplo, se se considerar x = 3a* e y = 6b?, obtém-se 2xy = 36a*b? = (6a*b)? e x? +
y? = 9a® + 36b*, de onde segue a “nova” identidade 9a® + 36b* = (3a* + 6b? — 6a?b)( 3a*
+ 6b% + 6a2D).

Uma observacéo posterior pode ser feita a respeito desta variagdo: 9a® + 36b* = 9(a® +
4b*) = 9((a®)*+ 4b*), o que diz que a “nova” formula é, na realidade, uma consequéncia da
propria identidade de Germain.

Quando o objetivo em relacdo a matematica consiste em compreender e ndo apenas
aplicar, movimentam-se nesse processo capacidades relacionadas a sensibilidade, como a
intuicdo, a imaginacéo e a visualizacdo, capacidades que apoiam 0s processos de criatividade.
Por esse motivo, faz-se importante pontuar e refletir sobre esse modo de aprender e conhecer a
matematica, ou melhor, “apreciar” a matematica, resgatando sua historicidade e dinamicidade.

E nesse cenario que a visualizagdo, sobre a qual foi se construindo uma concepgao no
capitulo 1, se apresenta. Assim, visualizar em matematica é uma faculdade movimentada pela
sensibilidade, de um olhar ndo apenas imediato, mas um olhar voltado para a compreensdo. A
visualizacdo abordada nesse estudo se compromete ndo com os objetos, mas com suas esséncias
traduzidas em relagdes entre os objetos ou nas relacdes que os definem. Para visualizar essas
relacdes, integram-se a imaginacéo, a intuicdo e a criatividade, ou seja, elas caminham juntas
nesse processo de compreensdo da matematica, em que se busca visualizar a esséncia e ndo

apenas a aparéncia dos conceitos apresentados.
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Associar um contexto a um determinado objeto matematico significa atribuir-lhe um
entorno, um “espago-ambiente” para que as suas relagdes ali se estabelegam e se concretizem
e, assim, permitindo que ele seja visualizado. Igualmente, quando o objeto € um argumento,
pode-se pensar em inserir um “contexto de discussdo” ou uma “teoria” para poder visualiza-lo.
Exemplos disso serdo discutidos ainda nesse capitulo.

No tocante ao contexto, Cifuentes (2005, p. 58) afirma que “todo espago ¢ um contexto
e também todo contexto pode ser considerado uma certa forma de espaco”. Por exemplo, o
algarismo 5 € um objeto abstrato, porém inseri-lo dentro de um conjunto numérico, como por
exemplo, o conjunto dos nimeros naturais ou atribuir-lhe um significado concreto, como

medida de alguma grandeza, significa associar um contexto, num sentido amplo, a esse objeto.

A contextualizacdo dos objetos mateméticos é um fator importante nos processos
ligados a sua apreenséo pela intui¢do. Contextualizar um objeto é dar um referencial
espago-temporal, ndo necessariamente em um sentido fisico, de modo que, do ponto
de vista estético, o contexto passa a formar parte, como resultado de uma sintese, do
préprio objeto (cf. Cifuentes, 2005). Por exemplo, uma forma de contextualizar uma
sequéncia num contexto espaco-temporal é através de uma representacao geométrica
que permite evidenciar ou visualizar suas simetrias e seu padrdo ou “moldura” [¢ o
caso dos nimeros poligonais de Pitagoras] (CIFUENTES, 2011, p. 656).

Portanto, para se viabilizar uma visualizacdo das relagdes entre os objetos, que se
caracterizam por uma visualizagdo mais “fina”, “pura”, na perspectiva da esséncia, ¢ importante
identificar em que contexto esse objeto esta sendo desenvolvido e observado.

Para construir o solo de interpretacdo e reflexdo sobre as faculdades movidas pela
sensibilidade matematica, utilizam-se como suporte Cifuentes, Negrelli e Estephan (2000),
Cifuentes (2003, 2005, 2010, 2016), Gusmado (2018), Cifuentes e Santos (2019) em que 0s
estudos trazem importantes contribuicdes e reflexdes sobre a intuicdo, a imaginacdo e a
visualizacdo. Utiliza-se também Vale, Barbosa e Pimentel (2014), que traz contribuicdes
significativas sobre a criatividade matematica.

Com o objetivo de olhar para o conhecimento matematico como um processo dinamico
do pensamento, na sequéncia é levantada uma discussdo sobre a sensibilidade matematica
movida pela a intuicdo, a imaginacdo e a criatividade. Por fim, avalia-se como essa

sensibilidade propulsiona para o despertar da visualizacao.

3.2 0 PAPEL DA INTUICAO NA VISUALIZACAO

Quando se trata da intuicdo, algumas possibilidades de interpretacdo podem ser
levantadas, tais como: misticismo, previsdo, visdo imediata, precisdo em emitir julgamentos,

entre outros. Porém, a intuicdo em tema de analise neste estudo € a que movimenta o
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pensamento matematico, isto é, a intuicdo matematica. Mas, para compreender o seu papel
como modo de pensar, € preciso distinguir, seguindo Poincaré, dois tipos de pensamentos em
matematica: o légico (do analista) e o intuitivo (do gedmetra). O primeiro estuda o objeto em
suas partes, ou seja, geralmente parte do geral para o particular, enquanto o segundo traca o
caminho inverso, ou seja, das partes para o todo, que se constr6i num processo de sintese.

Essa dicotomia entre pensamento intuitivo e pensamento l6gico é observada nas ideias
de Platdo e Aristoteles a respeito da abordagem do saber. Para Platéo, os objetos sdo estudados
“vivos”, por meio de suas movimentacdes e relacBes estabelecidas, enquanto para Aristoteles
os objetos sdo estudados “mortos”, “para analisa-los em suas partes e classifica-los segundo
certas categorias.” (CIFUENTES, 2016, p. 6).

Mesmo a intuicdo e a logica sendo distintas enquanto suas naturezas, enquanto formas
de pensamento, elas se completam em relacdo as construgdes matematicas. A intui¢do sozinha
carece de rigor e de certeza, enquanto que a logica sozinha carece de sentido, torna-se singular,
em que o olhar se direciona para como resolver os problemas (ferramentas), mas ndo em
analisar 0 “porqué” ¢ o “como” eles surgem. Um exemplo € o produto notavel chamado
“quadrado da soma de dois termos™: (a + b)? = a? + 2ab + b?, geralmente interpretado na
sua natureza algébrica. Essa propriedade admite uma demonstragdo algébrica tdo “fria de
sentido” como ela propria (usando a lei de distributividade do produto a respeito da soma). No
entanto, ao acrescentar o olhar geométrico (pelo menos para a e b positivos, para atribuir-lhes
0 sentido de comprimento), as relagdes parecem adquirir um significado mais intuitivo. Elas
séo explicadas, sendo comum escutar dos estudantes a seguinte afirmagao: “ah, agora entendi
porque é sempre 2.”, quando se referem ao mondémio 2ab (

Figura 24).

Figura 24 - Representagdo geométrica do quadrado da soma de dois termos.

bi b’| ab
a| ab| d
= 53 i

Fonte: Autores, 2021.

De acordo com Poincare (1995), “isso nos mostra que a ldgica ndo basta; que a ciéncia
da demonstracdo ndo é a ciéncia inteira, e que a intuicdo deve conservar seu papel como
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complemento, quase se poderia dizer como contrapeso ou como antidoto da logica” (p. 20). E
mais: “a logica ¢ a intui¢do tém cada uma seu papel necessario. Ambas sdo indispensaveis. A
I6gica, a Unica que pode dar a certeza, € o instrumento da demonstracdo: a intuicdo é o
instrumento da invengdo.” (Poincaré, 1995, p. 22), da “inven¢do de caminhos para a
descoberta.”

E com essa consideracao que se adota a concepgéo de intuicio apresentada por Gusméo.
O objetivo do estudo realizado pela autora foi o de desenvolver uma epistemologia da intuicéo
e da imaginacdo. Destacando que a intencdo ndo é trazer uma definicdo de intuicdo, pois para
a autora tanto a intuicdo como a imaginacao “sdo nogdes organicas, que estdo em movimento

na teia do pensamento matematico.” (GUSMAO, 2018, p. 147).

A intuicdo é a ferramenta que permite 0 acesso as ideias, as descobertas e guia as
escolhas. E na escrita de uma teoria matematica, de uma demonstragio, em que é
preciso cumprir regras l6gicas e formais, que a intuicao se reorganiza, porém, ela, na
maioria das vezes, ndo é mencionada nas producdes escritas. E a intui¢io que faz com
que passemos de uma ideia a outra, é esta imensiddo de associages de ideias que
surgem quando fazemos as boas perguntas, que nos permitem iniciar, continuar e
chegar ao fim de uma demonstracdo (GUSMAO, 2018, p. 90).

De acordo com Cifuentes, Negrelli e Esthepan, (2000, p. 7) “O forte apelo a intuigao
ndo se limita a simples visdo fisica da configuracdo, ao simples estimulo sensivel, envolve uma
percepcao intelectual integrada da configuragdo, produzindo um conhecimento sensivel”.
Quando um estudante escolhe, por exemplo, seguir uma determinada estratégia para resolucao
de um problema, a intuicdo é o que vai ajuda-lo a saber discernir o “porqué” de escolher tal
caminho e ndo outro. Por essa razdo, “necessitamos de uma faculdade que nos faca ver o fim
de longe, e essa faculdade ¢é a intuigdo” (Poincaré, 1995, p. 21), ou seja, a intuicdo permite
prever.

Como hipotese de trabalho, Gusméo (2018), ao elaborar uma epistemologia da intuicdo
e da imaginacdo, considera a intuicdo relacionada a descoberta, enquanto a imaginacao a
invencgdo/criagdo. A sua interpretagdo da palavra “descoberta” direciona um olhar para algo
novo, o que era desconhecido até entdo, mas sempre esteve ali. Por esse motivo, “a descoberta
privilegia o objeto, que esta pronto em suas regularidades a espera de alguém que construa um
caminho de acesso até ele.” (GUSMAO, 2018, p. 32).

Sistematizando, podemos dizer que a intuicdo, como processo de descoberta e, em sua
funcdo heuristica, tem como algumas de suas carateristicas as seguintes: a
universalidade no particular, o recurso a indugdo e a analogia, a generalizacdo, a
seletividade, o recurso a simplicidade e o “ver” ao longe. Para Poincaré, a intuigcdo
que nos permite “ver” ao longe ¢ que acontece, por exemplo, no jogo de xadrez: para
encontrar uma sequéncia de jogadas que nos conduza ao sucesso nao basta conhecer
apenas as regras do jogo (a logica do jogo), é necessario ter a intuicdo da jogada
“certa” ao longe. Tudo isso num marco ontoldgico relacional (GUSMAO, 2018, p.
39).
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Um exemplo que pode ser explorado em relagdo a descoberta é o estudo do nimero
7, dado pela razdo entre o comprimento da circunferéncia e seu diametro. Certamente, essa
“descoberta” pode ser incentivada por um professor, N0 momento em que solicita a seus alunos
gue megam com um barbante o comprimento de objetos circulares e facam a divisdo pelo
didmetro dessa medida encontrada. Mas, a descoberta em si, sera concretizada pelo aluno.

Outro exemplo esta na representacdo grafica cartesiana de um sistema de equagdes
lineares, em que a solucdo de tal sistema é a intersecdo das retas. Ou seja, levar os alunos a
pensar na representacdo gréfica do sistema, fazer comparagdes geométricas com as solugdes
levantadas € um caminho para as possiveis descobertas que eles podem fazer sobre as solu¢Ges
algébricas do sistema.

A intuicdo pode apresentar uma funcéo heuristica, conduzindo as hipéteses iniciais, ou
até mesmo intuir competéncias mais elevadas. A ideia das poténcias inteiras de um ndmero
expressa bem essa situacdo. Por exemplo, as poténcias de expoente 1, 2 e 3 sdo movidas pela
intuicdo, pois remetem a ideias geométricas de comprimentos, areas ou volumes. J& a ideia de
poténcias de expoente 4 se faz pela imaginacdo, pois é necessario um espaco geométrico
artificial para que ela adquira algum significado “concreto”.

Importante destacar que, segundo Gusmao (2018), as descobertas se fazem de algo que
ja existe, tanto de relagdes entre os objetos como os proprios objetos matematicos, “mas que
nao se tem, necessariamente, acesso imediato”, sendo a intuigdo possibilitadora desse acesso.
Ainda, novamente de acordo com Gusmao (2018), ha dois tipos de intuicdo, a intuicdo imediata

e a intuicdo de longe.

Na intui¢do imediata € possivel encontrar o seguinte nimero da sequéncia, ou seja,
temos a “intui¢do do seguinte”; e a intuicdo “ao longe” nos permite “ver o todo” da
sequéncia [ver a forma da sequéncia] em cada um dos seus termos, ou seja, temos a
intuicdo de uma totalidade, o que caracteriza o processo de generalizagdo. Passar de
um termo para outro é imediato, mas a intuicdo ao longe torna-se intuicdo
generalizante e, para esse processo, a analogia configura-se como um dos principais
ingredientes. (GUSMAO, 2018, p. 36).

Os elementos que alimentam esses dois tipos de intuicdo sdo a analogia e a
generalizagdo. A analogia permite visualizar o proximo elemento de uma sequéncia, abre
possibilidades para comparacao entre o conhecido e o desconhecido. De acordo com Gusméao
(2018), “a analogia tem a intengdo de esclarecer, interagir, estruturar, ampliar e avaliar o
desconhecido a partir de algo que se conhece” (Gusméao, 2018, p. 94). Ja a generalizacédo
possibilita enxergar essa sequéncia como um todo. Por exemplo, um dos exercicios, que sera

apresentado no capitulo 3, foi utilizado para explorar a ideia de expresséo algebrica (Figura 25).
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Figura 25- Sequéncia geométrica.

1‘ b 3o 4.

Fonte: OBMEP, 2021.

Que “objeto” se visualiza quando a intuicdo ao longe revela o termo genérico da
sequéncia? O objeto genérico s6 pode ser visto através das relagcBes que o estruturam. A
visualizacdo pretende e permite ver (e talvez ndo possa ver mais do que) a forma dos objetos
genericos.

A intuicdo se faz presente na visualizagdo da 1.2 etapa para a 2.2, da 2.2 para a 3.2 e assim
por diante. Essa seria a intui¢do “imediata”. Ja a intuicdo “ao longe” generaliza as relagdes e
visualiza o todo, descobrindo assim uma expressao que representa a formacao dessa sequéncia,
a “forma genérica” dessa sequéncia. Nesse momento utiliza-se a palavra visualizar no sentido
que foi construido no capitulo 1, ou seja, como modo de pensar para além do que os olhos
podem ver. Olhar apenas para a 1.2 etapa, depois para a 2.2, e assim sucessivamente, de forma
individual, sem contemplar as relagdes que existem entre elas, traduz apenas a ato de enxergar,

e ndo o de visualizar.

3.3 O PAPEL DA IMAGINACAO PARA A VISUALIZACAO

A imaginacdo, assim como a intuicdo, também pode apresentar diferentes
interpretacdes, mas a maioria traz o verbo “criar” em suas concep¢des como, por exemplo,
habilidades em: criar uma obra artistica, criar imagens novas, criacdo literaria entre outras. A
compreensdo de imaginacdo que se apresenta nessa pesquisa também passa pela criacdo,
invengdo, mas ndo deve ser considerada uma criacdo arbitraria.

A intuicdo, como visto anteriormente, abre possibilidades para a descoberta. A
imaginacdo, por sua vez, abre possibilidades para a criagdo. Mas, qual a sutileza dessa
diferenciacdo? A primeira vem de descobrir, se pensado no proprio significado da palavra, tirar
0 “manto” que esta impossibilitando a observagdo do que esta por trds. Porém, percebe-se que

a “coisa” sempre esteve 14, esperando para ser descoberta. Ja na imaginagao, a “coisa” ndo esta
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14, ela é criada, ndo se trata de “trazer uma imagem a mente, mas sim criar um objeto abstrato
através de suas determinagdes conceituais” (Gusmao, 2018, p. 31). Um exemplo cléssico é a
criacdo dos espacos artificiais das geometrias ndo-euclidianas, que possibilitam interpretar os
objetos préprios dessas geometrias.

A realidade intuida se consolida de modo diferente da realidade imaginada. A primeira,
acontece a priori, antecede a experiéncia. A intuicdo prevé o que vem a seguir, 0 proXimo passo.
Ja a segunda é a posteriori, pois essa realidade ainda ndo existe e, para ser criada, € preciso que
sejam estabelecidas relacfes com o que ja se conhece, com as experiéncias ja consolidadas para
que essa criacdo ndo seja arbitraria, para que tenha uma certa racionalidade. Essa experiéncia
mencionada ndo corresponde a experiéncia em sua conotacdo de experimento, de algo fisico,
manipulavel, material, mas sim de uma experiéncia movida pelo pensamento, pelo campo das
ideias, intelectual.

A imaginacao, entendida como um modo de pensar, € um processo criativo movido pela
construcdo, “coloca em movimento capacidades mentais de associacdo, configuragdo,
ordenamento, harmonia, sintese, economia etc, e isso requer a liberdade ndo arbitraria.”
(GUSMAO, 2018, p. 126).

Nesse contexto, devemos ressaltar, mais uma vez, que a imaginacéo e a intuigdo sdo
“mecanismos” que a experiéncia matematica nos dé para o acesso ao conhecimento
dos objetos matematicos, portanto, ha um certo “empirismo” nesse processo que deve
ser incorporado a essa concepgdo de matematica. Resumidamente, o0 empirismo que
adotaremos para a matematica consiste em considerar a possibilidade de fazermos
observacBes e experimentagdes com 0s objetos matematicos mediadas pela
imaginagdo e a intuicdo enquanto formas de experiéncia matematica (GUSMAO,
2018, p. 111).

Pela imaginacdo é possivel visualizar objetos em espacos (contextos) ainda néo
experenciados, ou seja, ver o que ndo esta la, como por exemplo, os objetos no espaco
tetradimensional. Mas para que essa visualizacao se consolide, é necessario inserir esse objeto
matematico num espaco-ambiente, criado para dar concretude aos objetos a serem visualizados
e possibilitar a experiéncia matematica deles.

Nesse ambito, para Cifuentes (2010), “a identifica¢do do espago facilita a visualizagdo.
Por exemplo os chamados modelos ou interpretacdes dos sistemas axiomaticos, como os das
geometrias ndo-euclidianas, comegam com a defini¢do do espago ambiente” (p. 24).

A constituicdo desses espacos se da pela relacdo entre os objetos que neles se fazem
presentes. Desse modo, se a imaginagao cria um mundo n&o das coisas, mas de relagdes entre
as coisas, entdo “ver” os construtos que a imaginagdo nos permite construir € ver nao as coisas,

mas as relacOes que as definem. E é exatamente essa ideia que foi apresentada no primeiro
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capitulo, em que a visualizacdo se concretiza na relacdo entre os objetos ou nas relagdes que 0s

estruturam, e ndo no olhar imediato para os objetos.

A matematica do século XX incorpora aspectos qualitativos e exige, além da visdo do
olhar, uma visdo da imaginacdo. No entanto, deve superar a visualidade bidimensional
e tridimensional das representacfes do mundo que nos cercam e atingir uma
visualizagdo de ordem superior. Essa matemdtica vai além dos numeros e das
férmulas, incorporando novas geometrias, por exemplo, as geometrias ndo-
euclidianas. Essa nova matematica lida com transformacdes, distor¢des, objetos que
podem ser modificados sem perder certas qualidades, proprias da matematica. Essa
nova matematica precisa ser capturada, por meio também da sensibilidade. Nao pode
ser vista com o olhar da visdo, mas sim deve ser pensada, capturada pela imaginacéo.
Essa nova matematica ultrapassa a tridimensionalidade e alcanca a
tetradimensionalidade. Para conhecé-la é necessaria uma visdo, um pensamento e uma
imaginag&o mais refinados (CIFUENTES, 2013 apud GUSMAO, 2018, p. 65).

Assim como na intui¢do, um dos combustiveis da imaginagéo é a analogia, o que conduz
a generalizacdo. O ponto de partida estd na comparacdo entre o0 conhecido e o desconhecido,
Ou seja, usa 0 que se conhece para poder criar 0 que ndo se conhece. Um exemplo, € a
hiperesfera quadridimensional, em que se inicia a analise pelo que é conhecido em dimensdes
menores, que seria a circunferéncia no espago bidimensional e a esfera no espago
tridimensional, para se atingir o desconhecido, que é a hiperesfera no espaco
quadridimensional.

Percebe-se a analogia presente nessas passagens: do espaco bidimensional para o
tridimensional acrescenta-se uma coordenada. De modo analogo, para a passagem do
tridimensional para ao quadridimensional “deve-se” acrescentar outra variavel. Torna-se,
assim, possivel representar a hiperesfera na sua estrutura algébrica: (x — x,)? + (y — vo)? +
(z—z9)? + (w —wy)? = r2. Desse modo, fica evidente que a imaginagdo ndo é arbitraria,
pois utiliza-se de conceitos, relagdes e percepcdes ja consolidadas, no intuito de se alcancar o
inexplorado.

A solucéo de um problema é uma forma de se manifestar a imaginacdo, e esta mais
préxima dos processos indutivos, com alto grau de intuitividade, do que dedutivos. A
imaginacéo é capaz de formular contextos [ou até espagos-ambiente] a partir de dados
concretos (CIFUENTES, NEGRELLI e ESTEPHAN, 2000, p. 9).

Para se conseguir “visualizar” coisas que nao se veem, faz-se importante o olhar da
imaginacao, que por sua vez ndo se relaciona aos objetos matematicos em suas representacoes,
mas as relacdes que possibilitam experenciar a matematica dentro de um mundo abstrato.

Como ja mencionado anteriormente, a intuicdo e a imaginacdo se consolidam pelas
relacdes que determinam os objetos e do mesmo modo se consolida a visualizagcdo, em que a

busca esta na esséncia dessas relaces e ndo na aparéncia. De acordo com Gusmao (2018, p.
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136), “a ontologia da visualizagdo, igual o caso da imaginagdo e da intui¢do, sdo as relagoes
entre as coisas e ndo propriamente as coisas.”

Uma consideracao importante a ser destacada é a de que a visualizacdo é discutida nesta
pesquisa pela sua esfera epistemoldgica, em consonancia com a intui¢do e a imaginacéo, ou
seja, como modos de acesso ao conhecimento, processos que sao dindmicos, sdo Vivos,
caracteristica propria da dindmica interna do pensar matematico. Ndo sdo partes do
conhecimento matematico sistematizado, mas sdo formas de acesso, sdo a¢des, como afirmado
por Gusmao (2018), “o que leva a conhecer ja carrega em si (um processo epistemologico) uma
epistemologia”.

Visualizar com as lentes da intui¢do e/ou da imaginacao € o que enriquece a experiéncia
matematica, pois esse modo de visualizar o que se concretiza com os olhos da mente, por meio
das relacdes, € o que leva a percepcao da beleza matematica. Em outros termos, é o que leva a

apreciar a matematica, beleza traduzida em harmonia e ordem.

Pela imaginagcdo o homem ordena 0 mundo numa estrutura significativa e permite
criar mundos possiveis e melhores possibilidades de ser e sentir-se parte integrante
dele; por meio dela somos impelidos a visualizar aquilo que ndo temos a oportunidade
de experienciar na vida cotidiana, rompendo com o espaco estreito que o cotidiano
nos reserva. Ainda por meio da imaginacdo, o homem é estimulado a produzir
conhecimento, particularmente em mateméatica (GUSMAO, 2018, p. 65).

Na esfera pedagogica, a imaginacédo é a acdo que propicia um olhar do estudante para a
matematica diferente daquela estritamente calculista e técnica, manifestada muitas vezes em
contextos numéricos e algébricos, pois a beleza ndo se apresenta nos resultados, mas sim, nos
processos. Parafraseando Cifuentes, mais importante que as respostas, sdo as perguntas, pois
elas transparecem a busca pela compreensdo que 0 processo nos revela e ndo somente pelo
resultado.

E a imaginacdo na atividade de producdo do conhecimento que o olhar na esfera
pedagdgica se eleva. Para um professor, o que seria mais relevante de se constatar do que seu
estudante criando, estabelecendo conexdes entre o conhecido e o desconhecido, sendo ativo na
producdo de seu conhecimento? Ou seja, 0 aluno deixa de ser apenas espectador para se tornar
protagonista.

Uma importante relacdo entre imaginacao e visualizacdo é destacada na citagdo anterior,
em que a imaginacdo rompe com a ideia de que sé se visualiza o que de algum modo se
experiéncia no cotidiano (guiada pelo senso comum), ou seja, surge uma visualizacao de ordem
superior, ndo atrelada apenas ao que é visto. Novamente, parafraseando Paul Klee, recorre-se a

frase “visualizar ndo consiste em ver o visivel, mas sim tornar visivel.”
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A interpretacdo geométrica das poténcias algébricas ja era dada na época dos gregos, o
que possibilitava sua inteligibilidade por meio de uma espécie de visualizacdo, baseada no senso
comum. Aliés, para os gregos, tudo o que era relacionado aos nimeros tinha um significado
geométrico. Assim, um numero elevado a poténcia 1 era interpretado como um comprimento,
um namero elevado a poténcia 2, como uma area, um numero a poténcia 3 como um volume.
Isso pode sugerir uma interpretacdo analoga para poténcia 4 ou superior.

Desde 0 expoente 1 até o expoente 3 a intuicdo se faz presente, pois sdo conceitos e
representacfes evidentes, visualizaveis geometricamente no espago cotidiano, e que pela
analogia sdo descobertos. Porém, quando se trata do expoente 4, é a imaginacdo que se faz
presente, pois uma nova interpretacdo € necessaria num um espaco de dimensdo 4 para imaginar
0s objetos e suas estruturas nesse espago.

Imaginar nesse contexto significa criar e, para criar, € preciso aprimorar a maturidade
matematica e educar o olhar. Trabalhar com a matematica em suas diferentes perspectivas e
possibilidades é um dos caminhos para o desenvolvimento dessa maturidade. Um exemplo
simples, porém, importante de ser discutido, € 0 modo como se visualizam as figuras,
especialmente os triangulos. Por habito, os tridngulos geralmente aparecem “apoiados” na base,
ou em paralelo a um certo plano de referéncia. Mas, quando se levam as figuras em diferentes
posigdes, se provoca uma verdadeira “educagdo do olhar”, permitindo uma visualizagdo mais
dindmica, em que as propriedades das figuras permanecem, mesmo que elas mudem de posic¢ao
ou de configuragdo. Por sinal, falar de “base de um tridngulo” supde contextualiza-lo num certo
espaco para poder visualiza-lo.

Exemplificar o contexto de imaginacdo ndo é tdo imediato como na intuicdo,
considerando a imaginacdo como um ato de criagdo matematica, ou seja, algo novo, que se
utiliza de conhecimentos ja estabelecidos para se construir uma nova estrutura, uma nova
conjectura, uma nova definigéo.

Em sua tese, Gusméo (2018) traz alguns exemplos, como o da hiperesfera, o do
hipercubo, em que ambas as construgdes partem de um pressuposto ja existente, o espaco
quadridimensional, para na sequéncia se conjecturar novas relacées, imaginar uma construcéo

nesse espaco e, assim, configurar novas propriedades.

3.4 A CRIATIVIDADE MATEMATICA E A PLURALIDADE DO PENSAMENTO

Ao se falar em estética da matemaética, a criatividade — em consonancia com a intuicao,

a imaginacao e a visualizacdo — também desperta para um modo dindmico do pensar, sensivel
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e qualitativo. Mas o que seria a criatividade na perspectiva da educacdo matematica? De que
modo acontece? Qual a legitimidade desse modo de pensar a matematica? Sdo essas questdes
que orientam as reflexdes a seguir.

A criatividade, em seu sentido literal, pode ser entendida como capacidade em criar,
inventar, inovar, ser original. No contexto da educacdo matematica, as ideias sdo similares, pois
a acdo de criar € movida principalmente pelas capacidades ndo l6gicas do pensamento.

Na educacdo encontram-se pesquisas que relacionam a criatividade diretamente com a
tecnologia®®, ou seja, a criatividade, nessa ocasido, esta relacionada com uma agéo do tipo
“maos na massa”, em fazer com as proprias maos, ganhando assim uma conotacdo de
familiarizacdo com o concreto, sendo essa uma ideia de criatividade que preconiza o que vem
de fora para dentro, bem como as ferramentas que se utilizam no processo criativo. No entanto,
a criatividade que sera abordada nesse trabalho faz um movimento inverso, trazendo a
criatividade, de dentro para fora, na dindmica do pensar matemético e vivenciando um
ingrediente que a deflagra.

Para melhor compreensdo da ideia de criatividade adotada nesse estudo, apresenta-se a

seguir um quadro, no qual estéo elencadas algumas concepcdes prévias dessa ideia (Quadro 2).

Quadro 2- Concepcoes de criatividade.

Autor Concepgio

Barbeau (2009) A cnatnvidade comega com a cuntosidade ¢ envolve os alunos em tarefas de
exploragio ¢ expernmentagho. nas quais podem se manifestar a sua imaginagho ¢

ongmahdade

Alencar (1974) A cnanvidade tem sido abordada de mnutas maneiras diferentes. Algumas
reorias dio énfase aos ragos monivacionais ¢ de personalidade do individuo crniatnvo
(abordagem personolégica), enquanto outras enfanzam os tragos miclecas ¢

estilos COZNIMIVOS Presentes na pessoa crnanva I.’]hﬂldﬂgtlll cogmnva)

Tormrance (1966) Cnatividade € um processo de tomar-se sensivel a problemas, deficiencias
lacunas no conhecimento. clementos ausentes, desannomas ¢ assim por diante:
identificar o dificil: buscar solugdes, fazer suposigdes on formular hipoteses sobre
as deficiéncias: testar ¢ testar novamente essas hipoteses ¢ possivelmente modifica-

las ¢ testa-las novamente: ¢ finalmente comunicar os resultados

Gulford (1977) Enfatizou que a resolugdo de problemas ¢ pensamento crativo estio

mtimamente relacionados. As propnas definigdes dessas duas anvidades mostraimn

conexodes 16gicas. O pensamento cnativo produz novos resultados ¢ a resolugio de
problemas envolve a produgiio de nova resposta a wma nova situagho. que € mn

novo resultado

Fonte: Santos, Carli, et al., 2019.

19 Entendendo por tecnologia todo e qualquer instrumento utilizado no processo de ensino e aprendizagem, seja
eletronico ou ndo (lousa, giz, computador, lousa digital...).
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Da concepcdo de Barbeau destaca-se a “exploragdo” ¢ a “experimentagdo” que serdo
essenciais nos processos de criagdo. Da concepcéo de Torrance salienta-se a sensibilidade como
um fator que orienta 0s processos de formular hip6teses e pressupostos além de testa-los, no
caminho da criacdo matematica.

Tais concepgdes mostram que a criatividade percorre diferentes areas do conhecimento,
como a psicologia, a educacdo, a arte, entre outras, porém existem pontos de convergéncia nessa
diversidade de areas. De modo comum, a criatividade coloca em evidéncia a sensibilidade de
alguém frente aos problemas, de forma a identificar suas dificuldades, levando-o a conjecturar
novas hipoteses e a propor novas solugoes.

De acordo com Gontijo (2007),

A capacidade de apresentar inimeras possibilidades de solucéo apropriadas para uma
situagdo-problema, de modo que estas focalizem aspectos distintos do problema e/ou
formas diferenciadas de soluciona-lo, especialmente formas incomuns
(originalidade), tanto em situagBes que requeiram a resolucdo e elaboracdo de
problemas como em situacGes que solicitem a classificagdo ou organizagdo de objetos
e/ou elementos matematicos em fungdo de suas propriedades e atributos, seja
textualmente, numericamente, graficamente ou na forma de uma sequéncia de a¢Ges
(GONTIJO, 2007b, p. 38).

E comum associar a criatividade matematica com a resolugdo de problemas, pois na
citacdo anterior, Gontijo trata sobre as diferentes estratégias para resolucdo de problemas, e
geralmente tais solu¢Bes levam a novos problemas, ideias ou desafios. Desse modo, esse
contexto € potencialmente favoravel para o desenvolvimento do pensamento criativo.

O pensamento criativo, que serve de base para esse estudo, se relaciona ao que
transforma o contexto, produz o novo. De acordo com Pelaes (2010, p. 7), “a criatividade sugere
a existéncia de novos fendmenos, através da capacidade de investigar possibilidades e ndo
apenas reproduzir relagdes conhecidas”, desse modo se rompem as barreiras com o conhecido.

Pensando numa metafora, para um melhor entendimento sobre o processo de
criatividade nesse estudo, utiliza-se a culindria como um campo propicio para tal efeito.
Especificamente, discute-se brevemente a acdo de se preparar uma receita, sendo esta
considerada como um campo teorico prévio, em que a receita € apresentada como um passo a
passo.

A criatividade pde-se em movimento ao identificar a variante possivel nessa receita.
Quando se decide substituir algum ingrediente, ou entdo modificar a ordem do preparo, vem a
tona o ser capaz de fazer “variagdes” na receita (pano de fundo) para conseguir um novo sabor,
um novo aroma. Por exemplo, ao preparar um suco utilizando diferentes combinagdes de frutas,

uma variedade de sabores, texturas serdo experimentadas, ou seja, um suco de morango com
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manga apresenta um sabor diferente de um suco de morango com Kiwi, mas sdo duas variacoes
possiveis. A escolha dos novos ingredientes ¢ consequéncia de um processo de “visualizagao”
ndo no campo do visual, é claro, mas no campo do olfato e do paladar. E um outro “ver”
intelectual.

Vale (2012) também traz uma abordagem sobre criatividade relacionando-a com a
resolucdo de problemas, a medida que faz uma reflexdo sobre a importancia na formulagéo de
problemas que instiguem o pensamento a ir além do evidente, da reproducdo. De acordo com a
autora, “acreditamos que a criatividade pode ser desenvolvida se proporcionarmos aos alunos
tarefas que, permitindo abordagens autbnomas, possam gerar novas intui¢cdes sobre as ideias
matematicas subjacentes.” (VALE, 2012, p. 193).

Acdes como conjecturar, representar, fazer analogias, generalizar, bem como intuir,
imaginar e visualizar (inclusive ja manifestas nos processos culinarios) compdem o pensamento
criativo. Diante disso, pode-se dizer que o pensamento criativo na matematica também se
constitui como uma forma de experiéncia matematica: as “agdes propiciadas pela criatividade
em matematica, como exploracdo de meios, manipulacdo de elementos, conceitos e objetos,
escolhas e interpretacdes, constituem-se em formas de experiéncia matematica.” (CIFUENTES
e SANTOS, 2019, p. 19).

Para compreender ainda a criatividade no processo do pensar a matematica, no ambiente
escolar, € interessante trazer a tona, como uma outra referéncia, a analise que se faz sobre suas
dimensGes, que nasceram pelo olhar da psicologia, nos estudos de Guilford e Torrence, mas
que sdo atualmente discutidas no contexto da educacdo matematica, como nos trabalhos
desenvolvidos por Isabel Vale. Essas dimensdes sdo: fluéncia, flexibilidade e originalidade.

A fluéncia consiste em levantar uma variedade de tipos de solucBes para um
determinado problema proposto. Um exemplo simples consiste na resolucdo de uma equacéo
do segundo grau, utilizando-se da técnica de soma e produto, completar quadrados, ou entdo a
férmula de resolucdo de equagdo do segundo grau. Mas, para além de conhecer diferentes
técnicas, ha também a diversificacdo de estratégias, umas algébricas, outras geométricas, etc.

Ja a flexibilidade consiste na intencionalidade de discussdo e analise das estratégias
levantadas. Desse modo, qual seria a solugdo que melhor se encaixa para o problema proposto?
Esse adjetivo “melhor” é subjetivo, pois no ambito “pessoal” o que é melhor para um estudante
pode ndo ser para outro. Entretanto, no &mbito matematico, “melhor” pode significar “mais
6timo” ou “mais simples” dentre uma variedade de solugdes, qualificativos que precisam ser

também devidamente definidos para sair do ambito pessoal. Por isso se faz importante
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comunicar e argumentar a escolha, pois ao se promover tal didlogo ndo existe espaco para a
reproducdo, ou seja, na acdo de comunicar estdo inseridas as acdes de intepretacdo e
compreensao, sendo que a técnica faz “parte” do processo, mas nao é o processo como um todo.

Dentro da dimensdo da flexibilidade se faz presente uma qualidade da sensibilidade
matematica chamada de “simplicidade”, como ja sugerido. A analogia, a generalizacdo, tém em
suas naturezas a simplicidade, uma vez que 0s proximos passos sdo tomados de acordo com 0s
padrdes anteriormente estabelecidos. Porém, a simplicidade nao é sindbnimo de comum, fécil,
imediato, pois nem tudo que é simples é comum, como mostra, por exemplo, a aceitabilidade
da infinitude em ato da reta euclidiana. Ela é aceita na matematica, dada sua natureza polémica,
por um ato de simplicidade.

Ainda de acordo com Cifuentes:

A simplicidade também aparece no momento da escolha da “melhor” aproximagio a
solucéo de um problema, como no caso da predi¢do de sequéncias ou na determinacédo
das curvas de ajuste para colegoes discretas de dados. A propria “conclusdo” de um
raciocinio por inducdo ou por analogia pode ser considerado um fenémeno de
predicdo e, portanto, regido pelas leis da simplicidade (CIFUENTES, 2005, p. 70).

A escolha é o que estabelece a relacdo entre flexibilidade e simplicidade. Apos a etapa
da fluéncia, em que se levantam algumas possibilidades de resolucédo, é na flexibilidade que a
escolha acontece, porém nao € uma escolha arbitraria, mas guiada pelo recurso da simplicidade.

Por Gltimo, sdo apresentadas as discussdes sobre a dimensdo na qual sera dada destaque
nesse estudo, a originalidade. De acordo com Vale (2012), originalidade é a capacidade de
pensar de forma diferente, produzindo ideias novas. E um pensar fora do 6bvio. E ter uma ideia
rara (Vale, 2012, p. 191). Uma estratégia é considerada original dentro de um grupo, por
exemplo, dentro de uma turma, quando nenhuma outra solucdo igual tenha surgido.

Parece haver uma linearidade nas dimensGes mencionadas, mas a originalidade é a
dimensdo de destaque, nesse tdpico, pelo fato de ser a que mais se aproxima do processo de
criacdo. Porém, a ideia de originalidade sera extrapolada para além da problematica da
resolucdo de problemas e, para isso, faz-se necessario compreender 0S pProcessos

argumentativos envolvidos e a possibilidade de variabilidade nesses processos.

3.5 0 “PRINCIPIO DE VARIABILIDADE” NA CRIATIVIDADE MATEMATICA

A metéfora da criatividade na culinaria traz implicito um principio que tem um certo
carater metodoldgico e que sera denominado como “principio de variabilidade”. Ele foi
sugerido por Cifuentes (2021, comunicagdo pessoal) e sera discutido nesta se¢do por intermédio

de um exemplo no ambito do ensino elementar de matematica.
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O que guia a originalidade na criatividade matematica ¢ o “principio da variabilidade”,
que consiste em identificar, dentro de um contexto tedrico, 0s momentos em que podem
acontecer alguma variagéo.

A seguir, é apresentada uma atividade de criatividade na matematica elementar,
especificamente na algebra elementar, permeada de momentos em que a intui¢do, a imaginagédo
e a visualizacdo agem.

Em todas as construcdes anteriores, podem-se observar a presenca de alguns aspectos
do pensamento matematico, tais como: generalizagdo, analogia, contexto, simplicidade e
abstracdo. O contexto, que se referia a uma geometria no triangulo retangulo, é extrapolado
para uma nova geometria, um novo contexto, em que as relagdes ja estabelecidas no espaco-
ambiente do triangulo retangulo sdo utilizadas como alicerce para a formulacdo desse novo
contexto e, consequentemente, para a nova geometria. Com a analogia, as ideias foram
aplicadas para angulo de medida igual a 45° e, na sequéncia, pela generalizacdo, para angulos
agudos e obstusos quaisquer.

Para além dos aspectos citados, em todo o processo considera-se a liberdade de criacao,
a intuicdo como modo de prever a proxima sequéncia de relagdes, a imaginagdo como um modo
de pensar a matematica para além dos espacos dados dos objetos e relacBes ja conhecidos,
porém utilizando-se destes “conhecidos” para se explorar o desconhecido.

No caso da construcdo da funcdo tangente generalizada, a variagdo aconteceu com 0s
angulos. Em virtude disso, “novas” fungdes foram definidas, variando o &ngulo que antes era
somente de 90°, mas agora considerando-se angulos quaisquer. E importante salientar que essa
variabilidade ndo ¢ arbitraria, uma vez que se constrédi o “novo” usando como base o que ja esta
estabelecido naquele contexto tedrico.

A aplicacdo do critério de variabilidade comeca, entdo, verificando-se em que momento
um determinado conceito pode passar por varia¢Oes de interpretacdo, a fim de se desenvolver
novas analises e criar novas relagcdes. A primeira etapa desse processo requer identificar um
assunto que vai servir como pano de fundo, isto é, o contexto tedrico. A segunda é verificar
onde poderia haver a variabilidade de alguma hipo6tese ou pressuposto.

Como um exemplo de aplicacdo do principio de variabilidade, prop&e-se a analise do
conhecido critério de divisibilidade por 3 em base 10, que sera o pano de fundo tedrico para sua
aplicacdo.

Considera-se um numero natural m em sua representacdo decimal, isto é, em base 10:

a=a,. 10" + a,_1.10" 1 + -+ a,.10 + a,,
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com0<a,a,1,.,a,0, =9

Usando a identidade b* — c* = (b — c)(b*™t + b*2¢c + --- + bc¥™2 + c*~1) parab =

10 e c =1, obtém-se, 10¥ — 1 = (10 — 1)(10*~1 + 10%¥72 + .- + 10 + 1) = 9F,, chamando
de Fx 0 segundo fator.

Assim, tem-se, parak =1, ..., n, as seguintes identidades:
10" — 1 = 9E,,
101 —1=09F,_,,

102 — 1 = 9F,,
10— 1 =9F,

Multiplicando pelos coeficientes a, respectivos:
a,.10" — a, = 9a,E,,

-1 —
Un-1-10""" —ay g = 9an_1Fyq,

a,.10% — a, = 9a,F,,
a;.-10 —a; = 9a4F;.

Somando:

(. 10"+ ay_1. 10" + o+ a,.10 + ay) — (ap + Ap_q. + -+ a; + ap) =
9(a,F, +ap_1Fp_q + -+ a Fy)
isto e,
m—(a, +ayp_1+-+a,+ay) =9a,FE, + an_1Fp_q1 + -+ a.Fp).
Dai, como 3 é divisor do termo da direita, teremos que:
(3 é divisor de m) se e somente se (3 € divisor de a,, + a,_1. + -+ a; + ayp),

que é o critério de divisibilidade por 3 desenvolvido de tal maneira a se constituir como

0 pano de fundo teorico, no qual serdo identificados os pontos de variabilidade.

Nesse caso, a variagdo comeca em observar que partes do argumento sdo preservadas se

considerar-se qualquer base b, ndo apenas a decimal.

Como consequéncia, pode-se ver o seguinte:
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1) Pela forma do argumento, 0 mesmo vale tomando 9 ao invés de 3, na base 10.

2) Igualmente, o anterior faz “ver” que a forma do argumento é a mesma, substituindo a
base 10 por uma base b qualquer, e tomando um divisor d qualquer de b — 1, ao invés
de3ou9.

3) lIsso permite obter o seguinte critério de divisibilidade por 2 em base 9, isto é, tomando
abase b=9ed=2que édivisor de 8 (=9 —1): em base 9,

(2 é divisor de m) se e sO se (2 é divisor de an + an-1 + ... + a1 + ao)

Por exemplo, 0 nimero 341 é divisivel por 2, isto é, é par em base 9! pois3+4 +1¢
divisivel por 2 (de fato, 341g)= 2X1659)).

Em toda a construgdo anterior, pode-se observar a presenca de alguns aspectos do
pensamento matematico, tais como: generalizacdo, analogia, contexto, simplicidade e
abstracdo. Mas, além dos aspectos citados, considera-se em todo o processo a liberdade de
criacdo, a intuicdo como modo de prever a proxima sequéncia de relacGes, a imaginacdo como
um modo de pensar a matematica para além dos objetos e relagbes j& conhecidos, porém

utilizando-se destes “conhecidos” para se explorar o desconhecido.

3.6A VI§UALIZA(;AO MATEMATICA NA SALA DE AULA - UM MODO DE
EXPERIENCIA MATEMATICA

Retomando a proposta inicial desse capitulo, que se direciona a levantar reflexdes sobre
a experiéncia matematica ligada a criatividade matematica e o papel da visualizacdo nesse
processo, € possivel perceber que para falar de experiéncia matematica faz-se necessario falar
de sensibilidade matematica. Experenciar a matemética ndo é algo de fora para dentro, pelo
contrério, esta intrinseco ao modo de vivenciar essa matematica, carregada de percepcoes,
pontos de vista, pré-concepcdes e diferentes modos de olhar, sendo movida pelo campo das
ideias. Portanto, falar de experiéncia, significa também falar da intui¢do, da imaginacédo e do
papel delas na visualizacdo, todas envolvidas também nos processos de criatividade
matematica, sendo esses de natureza sensivel.

O propédsito ndo foi apresentar alguma definicdo, ou até mesmo conceitualizar a
experiéncia matematica, pois como ja mencionado por Gusmao (Gusméao, 2018), esta € uma
nocao organica, que se move na dinamicidade do pensamento sensivel no campo da
matematica. O interesse se faz na inquietacdo de como se manifesta a experiéncia matematica,
sendo uma das possiveis formas de manifestacdo os "lances de intuicdo"”, outra os processos de

criagéo.
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H& um exemplo historico que ilustra o sentimento por trds da experiéncia. Santo
Agostinho (filésofo) se referindo a sua experiéncia sobre a passagem do tempo, afirmou: “se
me perguntam o que é 0 tempo eu n&o sei, mas se Ndo me perguntam ai eu sei”’. Em verdade, o
que Santo Agostinho queria dizer é que o tempo ndo se sabe, mas se sente, isto €, 0 tempo ndo
é objeto do conhecimento racional, mas sim, do conhecimento sensivel.

Mas, como essas relacBes se ddo na sala de aula? Certamente para se observar o
desenvolvimento da sensibilidade matematica dos estudantes, como forma de experienciar a
matematica. Esta ndo ¢ uma tarefa facil. Para isso € importante que o professor também
“mergulhe” nessa dinamicidade. Um exemplo ¢ a de explorar as estruturas das provas que
explicam, pois essas iluminam o pensar matematico. Outro exemplo € a "manipulacdo” de
objetos geomeétricos para capturar antes de qualquer propriedade sua "forma", o que alimenta a
intuicio sobre os objetos. E exatamente isso que se pretende com a visualizag&o, ver a forma
de objetos genéricos.

Portanto, incentivar a experienciacdo, descoberta e criagdo por meio da intui¢do, da
imaginacao e da visualizacdo deve ser considerado pelo professor como modo legitimo para
que seus estudantes acessem a matematica apreciando-a esteticamente, isto €, experienciando
0 conhecimento sensivel na matematica.

Como o tema central desse estudo € a visualizagdo matematica, uma outra reflexdo
importante a ser levantada é a de como a experiéncia matematica propulsiona o despertar da
visualizacdo. A intuicdo pode auxiliar na visualizac¢ao do todo, por exemplo, ao se explorar uma
determinada sequéncia, em que observando cada passo da sequéncia 0 pensamento matematico
va se revelando. A imaginacdo vem para criar novas relagdes, novos contextos e novos espagos-
ambientes, de modo a tornar possivel visualizar os objetos matematicos.

A efetividade da experiéncia matematica na sala de aula € um dos pontos que norteiam
as analises da pesquisa, frente ao material selecionado durante o estudo de caso proposto nessa

tese, cujas analises serdo apresentadas no capitulo 4.
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4 PERCURSO METODOLOGICO

A presente pesquisa € de abordagem qualitativa, a luz do paradigma interpretativo, uma
vez que busca evidenciar as caracteristicas dialéticas e dindmicas do conhecimento matematico.
O objeto de investigacdo é a acdo humana, em que € interpretada dentro da realidade vivenciada.
Para sua concretizacao, se propde um levantamento bibliografico, observaces e entrevista com
a pessoa envolvida com o problema de estudo, elementos que servem de base para a construgédo
de hipdteses e tornar o problema mais explicito.

Esta pesquisa foi desenvolvida em uma escola publica do municipio de Curitiba, em
contato direto com os estudantes de uma turma de sétimo ano e com a professora regente de
matematica, no intuito de compreender que acdes podem ser interpretadas e discutidas no
ambiente em que elas ocorrem.

Este campo e os participantes que fizeram parte da pesquisa séo entendidos sob o ponto
de vista da primeira caracteristica da investigacdo qualitativa, dentre as cinco principais
caracteristicas da pesquisa qualitativa elencadas por Bogdan e Biklen e sob as quais se desenha
e estrutura metodoldgica deste estudo, a qual aponta que “na investigagdo qualitativa a fonte
direta de dados é o ambiente natural, constituindo o investigador o instrumento principal.”
(Bogdan e Biklen, 1994, p. 47).

A segunda caracteristica indica que a investigacdo qualitativa € descritiva,
possibilitando que o mundo seja examinado com a ideia de que nada € trivial, que tudo tem
potencial para constituir uma pista que nos permita uma compreensdo sobre nosso objeto de
estudo (BOGDAN e BIKLEN, 1994). As observacGes realizadas no campo de pesquisa levam
em consideragdo detalhes desde os mais simples até os mais complexos, que podem vir a
direcionar a compreensao do objeto de estudo dentro de uma determinada situacdo, acdo ou
visdo de mundo.

De acordo com autores, a terceira caracteristica evidencia que “os investigadores
qualitativos se interessam mais pelo processo do que simplesmente pelos resultados dos
produtos.” (Bogdan e Biklen, 1994, p. 49). Essa afirmacdo direciona a ideia de que o processo
tem muito mais a apresentar do que o produto final. A equipe diretiva da escola, a organizacao
espacial da sala da aula, as expectativas do professor, sdo alguns elementos que influenciam no
resultado final. Por isso, 0 processo deve ser tdo importante quanto o resultado para as analises
da pesquisa.

A quarta caracteristica aponta que os investigadores qualitativos tendem a analisar seus

dados de forma indutiva Bogdan e Biklen (1994). Nesse contexto, a construgdo da pesquisa
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acontece a medida em que sao realizadas as coletas de dados, sdo examinadas as partes bem
como o convivio com os envolvidos. E a partir desse estudo que podem surgir novas questdes.
De acordo com Bogdan e Biklen (1994, p. 50), “o processo de analise dos dados ¢ como um
funil, as coisas estdo abertas de inicio (ou no topo) e véo-se tornando mais fechadas e
especificas no extremo.”

A (ltima caracteristica mencionada pelos autores preza que “o significado ¢ de
importancia vital na abordagem qualitativa.” Bogdan e Biklen (1994, p. 50). No intuito de
distanciar uma perspectiva subjetiva por parte do pesquisador quanto a analise e descricdo dos
dados da pesquisa, foi desenvolvida uma entrevista com o sujeito do estudo, a professora, de
forma a considerar as experiéncias a partir de seu ponto de vista.

Propondo descobrir o que ha de mais essencial e caracteristico na situacdo desse estudo,
a estratégia de investigacdo é o estudo de caso do tipo analitico. A caracteristica desse tipo de
estudo de caso é a de interrogar as situagdes, debater com teorias ja existentes, no intuito de
gerar novas inquietac@es e até mesmo novas teorias (Ponte, 2006). De acordo com Yin (2001,
p. 32), “um estudo de caso ¢ uma investigacdo empirica que investiga um fendmeno
contemporaneo dentro do seu contexto da vida real.”

Nessa pesquisa, 0 sujeito € analisado dentro do contexto da sala de aula, considerando
os fatores e elementos que o englobam. Nesse contexto, o “estudo” é a visualizagdo e o “caso”

é a professora. No quadro a seguir, sdo apresentadas as etapas do estudo de caso (Quadro 3).

Quadro 3 - Etapas do estudo de caso.

Preparacao Desenvolvimento Finalizacdo
A Descrevendo o
— | Definigan do Definigan estudo,
. EStfldD-_ 1 sobre os tipos relacionando-o
(visualizagén) de coleta de com o estudo
- - dados. tedrico, Analise | —»|  Estabelecer
onstrugao l descritiva. novas
de uma ; f interpretagies
concepgdo de o
visuall:ilzgacéu. Do d Condugéo do e reflexdes.
elinigd0 do estudo de Organizagao
caso _ £aso. dos dados
(professora)
coletados.

Fonte: Autores, 2021.

A pesquisa foi desenvolvida mediante observacao direta e entrevistas com o propésito

de trazer compreensdes e descrever algumas experiéncias de ensino a luz do referencial tedrico.
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Além da observacéo e das entrevistas, utilizou-se o diario de pesquisa como forma de manter

um registro escrito dos acontecimentos e observacdes diarias.

Em um estudo de caso, analises e reflexdes estdo presentes durante os varios estagios
da pesquisa, particularmente quando do levantamento das informacfes, dados e
evidéncias, em situacGes em que os resultados parciais sugerem alteracoes, correcées
de rumo. A sistematizacdo e organizacdo de rascunhos, notas de observagdes,
transcrigdes, registros de comentarios, diérios, opinides etc. sdo coligidos em campos
e indexados segundo algum critério definido no protocolo de estudo. Para tanto, o
pesquisador deverd, cotidianamente, construir seu diario de campo, ou diario da
pesquisa (MARTINS, 2008, p. 10).

A observagao néo consiste em apenas ver, mas implica um planejamento em relacdo ao
que se deseja observar, levando em consideragdo os sujeitos, o contexto e 0 comportamento
social. De acordo com Martins (2008, p. 25), “toda observagdo deve ser precedida de alguma
teoria que Ihe dé fundamentos e embasamento suficiente para que a técnica seja adequadamente
aplicada aos propositos do estudo”. Portanto, os referenciais tedricos e leituras servirdo de base
para nossa observagéo.

A entrevista desenvolvida foi do tipo semiestruturada, em que um roteiro foi
previamente estabelecido, porém houve uma flexibilidade que permitiu a insercdo de novos
questionamentos no decorrer da entrevista, motivados em sua maioria pelas respostas

apresentadas pelo entrevistado.

4.1 METODOLOGIA

Para compor um solo de investigacdo sobre o tema da visualizagdo, tomou-se como
ponto de partida leituras que trouxessem elementos de discusséo e reflexdo para a construcéo
de uma concep¢do. Compreendendo a visualizagdo como um modo de pensar a matematica
(processo), fez-se importante buscar relagdes com a intuicdo e imaginacdo, entendidas como
modo sensivel de acesso aos objetos matematicos.

Diante das questdes delineadas, esse estudo traz uma perspectiva sobre o tema
visualizagdo em um viés epistemoldgico na sua fundamentacdo e como um aporte teorico-
metodoldgico no contexto pedagdgico, que leva a outras interpretacdes da matematica e a
maneiras diferentes de se fazer e pensar a matematica.

Essa pesquisa se desenvolveu numa escola da Rede Municipal de Ensino de
Curitiba/PR, em uma turma de 7.° ano do ensino fundamental. Ao todo, foram 28 encontros em

que a metodologia foi dividida em seis etapas, conforme apresentado na Figura 26.
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Figura 26 - Organizacdo Metodoldgica.

Introdugdo de

contetido
considerando a
Observagdo 1 visualizagdo
- L
. - geométrica,
contextualizada e
R

Fonte: Autores, 2021.

Tarefas e anélise . Entrevista 2

As observagdes transitaram por todas as etapas e se dividiram em dois momentos:

e Observar o “processo” com o qual os estudantes desenvolvem o pensamento
matematico no contexto de compreenséo da pratica docente da professora.
e Observar a presenca dos recursos de visualizagdo na pratica docente da professora.

Antes de detalhar cada momento, é importante destacar o verbo que direciona essa a¢éo
na sala de aula: “observar”. E no ato da observagdo que se analisa o processo “vivo”, em
movimento. Compreende-se que, para analisar o modo de conhecer por meio da visualizacao,
faz-se importante observar a maneira como o aluno acessa o conhecimento e 0 modo como a
professora cria possibilidades para esse acesso.

Essa escolha de caso se justifica no propésito de gerar inquietacdes para que professora
reconheca que a visualizacdo pode contribuir para o processo de aprendizado seu aluno.

O primeiro momento, a observacdo 1, teve como pano de fundo os estudantes no
contexto de suas compreensdes, interacdes e agdes em sala de aula. E nesse contexto que o caso
dessa pesquisa esta inserido. Portanto, essa observacéo trouxe, de um modo singular, elementos
da prética docente.

Utilizando-se da concepcdo de visualizagcdo construida no capitulo 1, € importante
atribuir-lhe neste momento a palavra “processo”, pois para compreender a visualizagdo da
forma como € proposta, o mais importante ¢ observar o “processo” do que o resultado em si,
ou seja, o “processo’” que leva ao estudante visualizar, do que o objeto.

O segundo momento, observacéo 2, foi direcionado a observacao da atividade docente,
etapa em que se buscou destacar os recursos de visualizagdo adotados pela professora, mesmo
ela ndo tendo ciéncia sobre esse modo de pensar. Ou seja, 0 objetivo nessa situacdo foi o de
analisar na fala, nas abordagens e nas explicacbes da professora 0s momentos em que a
visualizacdo como modo de pensar se apresenta.

Com intuito de entender as interpretacdes da professora em relacdo ao tema visualizagdo

e como seu percurso profissional pode delinear algumas dessas interpretagdes, realizou-se uma
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entrevista semiestruturada, inicialmente com 10 perguntas previamente elencadas, mas que no
decorrer da entrevista finalizou-se com 22 perguntas. Essa entrevista foi realizada entre os
momentos de observacao.

Com as observacdes sendo realizadas e a entrevista inicial concluida, a préxima etapa
foi a de incorporar, em conjunto com a professora, a visualizacdo contextualizada, algoritmica
e geomeétrica na introducdo do conceito de equacdo. A pretensdo foi a de analisar o processo
percorrido pelo estudante para acessar aquele conhecimento matematico.

Por meio de uma selecdo de tarefas que foram solucionadas pelos alunos, buscou-se
categorizar as estratégias desenvolvidas. Essa anélise das tarefas teve como objetivo principal
observar como a professora interpreta, compreende e relaciona as estratégias apresentadas pelos
alunos a partir da visualizacdo matematica.

A segunda entrevista realizada com a professora teve por objetivo retomar a anélise
relacionada a sua compreensdo sobre a visualizacdo, elencando as diferengas de como ela
entendia a visualizacdo e como passou a compreender. Buscou-se também perceber se a
professora concebe a visualizacdo como um modo dinamico de pensar e se esse modo tem
relevancia para seu modo de planejar, organizar e ensinar.

Importante salientar que tantos as observagdes quanto as entrevistas se deram de modo
presencial. Além disso, a atuagdo da pesquisadora nas etapas descritas na sequéncia ndo se deu
com o proposito de alterar o objeto de estudo, que eram as compreensdes sobre a visualizacdo
da professora, mas sim de criar um contexto para investigacdo, na qual pudesse recolher dados
mais fidedignos sobre essas compreensdes. Ou seja, criar condi¢gdes mais oportunas para que
se registrassem dados importantes e significativos, de modo a perceber o objeto em estudo como

elemento de constituicdo do corpus.

4.2 A INSTITUICAO

No municipio de Curitiba, das mais de 180 escolas, 11 ofertam anos finais do ensino
fundamental. A escola em que a pesquisa foi desenvolvida atende os iniciais e finais do ensino
fundamental, além de turmas de integral. As turmas dos anos iniciais se concentram no periodo
da manha e as dos anos finais no periodo da tarde. Ao todo s&o 12 turmas pela manha, 12 turmas
a tarde e 4 turmas que frequentam a escola em periodo integral.

A instituicdo foi escolhida por ser conhecida pela pesquisadora, que ja fez parte do corpo

docente. Essa aproximacdo com a instituicdo possibilitou que a pesquisa fluisse de maneira
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natural, sem que os participantes diretos e indiretos se sentissem constrangidos ou
incomodados.

O ano escolar escolhido para a realizagdo da pesquisa foi 0 7.° ano, propositalmente por
ser 0 ano em que, de acordo com o curriculo do municipio, o eixo &lgebra e pensamento
algébrico é mais predominante. Mas, porque ndo buscar uma turma em que a predominancia
seja 0 eixo de geometria? Justamente porque o entendimento que se faz de visualizacdo ndo
esta atrelado ao que se vé, mas ao que se faz tornar visivel. Deste modo, o pensamento algébrico
parece mais desafiador enquanto visualizacéo, o que exige um olhar mais direcionado para as
relacdes entre 0s objetos.

A turma era composta por 30 alunos, com idade média entre 12 e 13 anos. A professora
gue ministrou as aulas no 7.° ano atendia trés turmas: 7.° A, B e C, sendo selecionada a turma
do 7.° C pelo motivo dos horéarios das aulas coincidirem com os horarios disponiveis da
pesquisadora. A seguir, sdo apresentados os sujeitos e o desenvolvimento de cada uma das

etapas mencionadas anteriormente.

4.3 A PROFESSORA

A professora participante ndo foi escolhida de modo aleatério, mas vale ressaltar que
este estudo de caso ndo se caracteriza pelo tipo intrinseco, e sim instrumental, posto que se
objetiva a compreensdo de algo maior, que ¢ a visualizacdo. Deste modo, este estudo também
poderia ter sido realizado com outra professora de matematica regente da escola ou até mesmo
de outra instituig&o.

O trabalho que a professora participante vinha desenvolvendo em suas turmas ja era de
conhecimento da pesquisadora, e o fator determinante para a realizacdo do convite foi o0 modo
como a docente mediava os contetidos em relacdo aos seus alunos. A palavra mediacéo utilizada
é proposital, pois sera possivel analisar nas observacdes descritas no préximo capitulo que em
nenhum momento, durante sua pratica, ela se coloca no papel de “expositora” de contetido, mas
sim de mediadora, que em varias situa¢des busca aprender com seus alunos.

Portanto, um(a) docente que pudesse trazer contribuicdes para solucionar o problema
de pesquisa teria que ter esse olhar amplo, tanto para a matematica como para a docéncia. E
levar a visualizacéo para a sala de aula como modo de pensar requer um interesse em enriquecer
sua metodologia, visando uma possibilidade a mais para seus alunos.

Sobre o planejamento da escola e da professora quanto as avaliagcBes e 0s conteudos,

nenhuma alteracdo foi realizada, pois as tarefas e propostas inseridas na pesquisa foram
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construidas em conjunto da professora e pesquisadora, ja pensando no contetdo que estaria

sendo abordado naquele momento.

4.4 OBSERVACAO 1

O primeiro momento de observacao se concentrou na pratica docente pela observagao
no estudante, ou seja, 0 que o estudante, em suas acdes, poderia revelar sobre a pratica docente.
O ato de observar aconteceu em todas as aulas assistidas, com todos os estudantes da turma, e
o0 que diferencia as etapas de observacdo 1 e observacdo 2 é a perspectiva do olhar. Na primeira
etapa, o olhar voltou-se para a préatica docente, com o olhar para o estudante, na segunda, para
a professora em sua prética.

As observacdes foram realizadas no decorrer de 28 encontros, em que o papel da
pesquisadora era a de observadora participante, sendo 0 motivo de sua estadia na sala de aula
revelado aos participantes da pesquisa. Além disso, a pesquisadora interagia, auxiliava e
levantava questionamentos aos estudantes.

Entende-se que para realizar uma observagdo precisa estar claro ao pesquisador “o que”
e “como” observar. Diante disso, o olhar ¢ a atengdo durante esses encontros estavam voltados
para a fala, gestos e participagdo dos estudantes, na busca de identificar a professora. Para
registro das observacdes foram realizadas notas de campo, gravacGes em videos e fotos.

Os momentos de observacfes que mais trouxeram elementos para a pesquisa foram de
realizacOes das tarefas propostas pela professora, pois ocorreram mais questionamentos nessas
situacdes, o que clarificava para a pesquisadora algumas ac¢des da professora que refletiam no

modo de aprender do estudante.

4.5 ENTREVISTA

Com as observacdes da primeira etapa em andamento, foi realizada com a professora
uma entrevista semiestruturada, na qual o objetivo era o de analisar as compreensdes que ela
fazia sobre a visualizacdo e, principalmente, o papel que esse modo dindmico de conhecer
poderia ter ou ndo na aprendizagem matematica.

A entrevista inicialmente era composta por 10 questdes (em italico) mas, no decorrer da
fala da professora, novos questionamentos foram levantados, finalizando com 22 questdes.
Abaixo seguem as questdes elencadas:

1) Qual a sua formacgao?

2) Area de atuagio?
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3) Enquanto professora, o que mais te satisfaz, 6.°ao 9.° ou 1.° a0 5.°?

4) E o vice-versa também acontece?

5) Tempo de servico dedicado aos anos finais do ensino fundamental?

6) Como vocé vé o ensino da matematica hoje?

7) E do 6.2 a0 9.° qual vocé vé?

8) Como vocé se percebe ensinando matematica?

9) Enquanto professora, quais séo as maiores dificuldades encontradas no ensino
de matematica?

10)  Quais sao as maiores realizagdes que vocé vivencia enquanto professora?

11)  Como vocé compreende a frase “visualizagdo matematica”?

12)  Vocé falou a palavra experimentar? Entdo vocé acha que a visualizacdo esta
relacionada com o ato de “experienciagdo”?

13)  Com aconcepcao que vocé tem sobre a visualizacdo matemaética, dada na ultima
questao, fale sobre ela, como modo de conhecer.

14)  De que forma vocé a vé como modo de conhecer?

15)  E vocé sempre vé a necessidade de um registro escrito?

16)  E esse registro que vocé fala da importancia deles, seguindo do exemplo das
réguas de fracGes que vocé mencionou, esse registro precisa ser em que tipo de linguagem?

17)  Entdo sdo formas de representacao?

18)  Mas essa passagem da representacdo do objeto vocé vé necessaria?

19)  Isso causa erros conceituais inclusive no ato de comparacges de fragdes, em que
eles enxergam o0s algarismos e ndo o numero certo?

20)  Entdo vocé pensa que talvez para os professores do 6.° ao 9,°, que tem uma
formacéo especifica, falte conhecimento matematico, ou falte formas dele pensar e estruturar
suas aulas pra que esse aluno acesse esse conhecimento matematica, ou 0s dois, ou alguma
outra coisa?

21) O que me chamou atencao foi que vocé falou que os alunos se apegam ao visual,
por exemplo, quando eles vdo comparar fracdes. Vocé usou o termo visual. E em outros
momentos vocé usou o termo visualizacdo. Vocé esses termos como sinénimos, ou nao,
diferentes?

22)  Vocé vé elementos da visualizagdo matematica em sua pratica em sala de aula?

Cite exemplos.
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Algumas questbes foram realizadas de acordo com a resposta da pergunta anterior. O
primeiro bloco de perguntas (de 1 a 10) é de abordagem geral, sobre a formacao, experiéncias
vividas, concepcdo sobre o ensino de matematica nos dias atuais bem como a aprendizagem.
S&o questionamentos tdo importantes quanto 0s que aparecem na sequéncia, pois as respostas
dadas pela professora sobre sua base formativa e experiéncia profissional apresentam elementos
que se direcionam para 0 modo de ensinar e € nessas falas que se iniciou a busca da visualizacdo
COMoO acesso ao conhecimento matematico.

O segundo bloco de perguntas (11 a 22) foi direcionado a visualizacdo e a compreensao
que a professora faz sobre esse modo de conhecer. A transcricdo completa da entrevista consta

no material anexo a essa pesquisa.

4.6 OBSERVACAO 2

Apos a realizacdo das duas primeiras etapas do percurso metodoldgico desenhado,
observacdo 1 e entrevista 1, foi dado inicio a terceira etapa: observacdo 2. Nessa etapa, o olhar
se direcionou para a pratica docente, especificamente na busca por identificar a visualizacdo na
fala, nas tarefas, nas avaliacdes e nos dialogos proporcionados pela professora para com seus
alunos.

Diante do modo de olhar proposto, essa etapa, juntamente com a etapa da observacao 1,
se estendeu por 28 encontros, nos quais ocorreram aulas voltadas a abordagem de novos
conteudos, aulas direcionadas a tarefas coletivas, aulas voltadas para avaliacdes e aulas em que
a professora, em conjunto com a pesquisadora, aplicou uma atividade manipulativa sobre os
nameros inteiros e suas operagoes.

Essa etapa aconteceu ap0s a 1.2 entrevista com a professora, justamente por se pretender,
antes da observacao de sua pratica, levantar as compreensdes que ela trazia sobre a visualizagéo.
Por essa razdo, o direcionamento das observacbes possibilitou essa compreensdo de
visualizagdo da professora, a partir da qual foi possivel buscar relagdes e associagcbes com a
ideia de visualizacdo proposta no capitulo 1 da pesquisa.

Para coleta dos dados resultantes das observagdes, foram utilizados como instrumentos:

notas de campo, gravagGes de videos e fotos.

4.7 INTRODUC;AO AO CONCEITO DE EQUAC,‘AO
4.7.1 Parte 1
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Com o intuito de instigar os alunos para a ideia inicial de equacdo, a abordagem foi
dividida em duas partes: a primeira direcionou-se para o entendimento das expressoes
algébricas. A segunda para o entendimento especifico de equacfes. Para esse planejamento,
houve uma interacdo entre a professora e a pesquisadora de modo a criar contextos para as
tarefas que, consequentemente, propiciassem o surgimento de ideias sobre a visualizacéo.
Portanto, o planejamento foi de constru¢do coletiva, porém, a aula foi ministrada pela
professora. Essas atividades foram realizadas com toda a turma.

Na primeira parte foram propostos quatro problemas em que os alunos teriam que
refletir sobre o valor desconhecido e pensar como representa-lo. Portanto, ndo foi apresentado
0 conceito de equacao, mas a nog¢ao de um valor desconhecido, dando-se énfase primeiramente
a expressao algébrica. Para provocar a dinamicidade do modo de conhecer, foram exploradas
as ideias de padrdo, ou seja, situacdes em que se faz necessaria a visualizacdo da parte para se
concretizar o todo.

O primeiro problema explorado foi:

1) A assisténcia técnica de um determinado tipo de celular recebe da fabrica R$20,00

para cada celular consertado. Com base nessa informacdo, complete a Tabela 2 abaixo:

Tabela 2 — Exemplo da equacéo.

Celulares
consertados 1 2 7 15 90 140 252
Valor
recebido 20 40

Fonte: Autores, 2021.

Com base na tabela que foi completada, responda:

a) Expresse, simbolicamente, a quantia em dinheiro que a assisténcia técnica vai receber
se consertar “uma quantidade desconhecida” celulares.

b) De acordo com a sentenca respondida do item a, escreva qual sera o lucro que a
assisténcia técnica tera, se consertar 40 celulares.

Nota-se que o problema parte de algumas contextualizacdes simples, de algo visivel (no
sentido de ver) para algo abstrato. A elaboracdo da tabela sem a insercdo de simbolos ou
incognitas foi propositalmente pensada e o preenchimento foi realizado com sucesso pelos
alunos. No item “a” utilizou-se a sentenga: “uma quantidade desconhecida” intencionalmente
para que o aluno refletisse sobre o que viria a ser esse “desconhecido”. Nota-se que nao foi
mencionada nenhuma incognita no enunciado, de forma que o aluno teve a livre escolha.

O segundo problema explorado foi:
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2) A Figura 27 representa um triangulo equilatero, ou seja, um triangulo com trés lados

de mesma medida. Para calcular o perimetro desse triangulo precisamos somar as medidas dos

lados.
Figura 27 — Representacdo de um Tridngulo Equilatero.
Fonte: Autores, 2021.
Preencha a Tabela 3 que relaciona a medida dos lados do triangulo com o seu perimetro.
Tabela 3 — Relacdo da medida dos lados do tridngulo com o perimetro.
Lado 1 4 7 12 23 39 X
(cm)
Perimetro 3 12

Fonte: Autores, 2021.

Nesse problema, o aluno teve que preencher a tabela, que contém além de valores
numéricos, um valor desconhecido. Assim como a primeira tarefa proposta, a ideia de padréo
torna-se evidente. Para visualizar o todo, o aluno teria que compreender as partes, ou seja, nesse
tipo de tarefa, o processo de visualizacdo acontece quando a generalizacdo é concretizada.
Especificamente nessa proposta, foi fixada a simbologia para a incdgnita, a letra x.

O terceiro problema era mais complexo na finalidade da expressao algébrica.

3) Observe a Figura 28 abaixo:

Figura 28 — Expressdo Algébrica.

Fonte: Autores, 2021.

a) Quantos quadradinhos pretos e brancos estdo representados na 2.2 posi¢do?

b) Quantos quadradinhos brancos estéo representados na 4.2 posi¢ao?

¢) Quantos quadradinhos pretos e brancos devemos ter na 6.2 posicao?

d) Para n posi¢des, como podemos representar a quantidade de quadradinhos brancos e
pretos?
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Os itens “a”, “b” e “c” foram pensados como forma de desenvolver a constru¢ao da
expressao algebrica, portanto, foi-se direcionando parte por parte, para que na sequéncia o
estudante conseguisse concretizar o todo, a enésima posicdo. A complexidade dessa questdo
relaciona-se com a busca pelo padréo, que nédo é tdo evidente quanto nos problemas anteriores.

O ultimo problema referente a abordagem sobre as expressdes algébricas envolvia as
nocBes geométricas, especificamente perimetro e area, porém foi apresentado somente o
somente o seguinte enunciado:

4) Um loteamento vende terrenos retangulares cujo comprimento é 50 metros a mais
que a largura.

a) Qual é a area desse terreno?

b) Qual € o perimetro desse terreno?

c) Se um terreno tem 10 metros de largura, qual serd a sua area?

d) E qual é o seu perimetro?

A ndo utilizacdo da imagem foi pensada no intuito de compreender o processo de
resolucdo do aluno, se utilizam de uma imagem mental, partem para a representacao ou
apresentam outra forma de resolugéo.

Para finalizar essa primeira parte, foi solicitado aos alunos que escrevessem as
expressdes algébricas para as seguintes sentencas:

a) Luciana tem o dobro da quantia de Jodo

b) Marta tem metade da quantidade de Camila

c) O triplo de um nimero a

d) O consecutivo de um numero inteiro y

Essas expressdes sdo algumas das quais serdo utilizadas na abordagem de equacéo.

4.7.2 Parte 2

Realizada a introducédo sobre as expressoes algébricas, essa segunda parte corresponde
diretamente a abordagem das equacdes. Para iniciar, foi proposta a resolucédo do problema do
“tijolo”.

1) Um tijolo pesa 1kg mais meio tijolo. Qual é o peso de um tijolo?

Para explorar esse problema, a visualizagdo contextualizada se faz presente, ao ponto
de que a visualizagdo do tijolo é imediata para a interpretacdo do enunciado, além de ser uma

situacdo concreta, de um contexto fisico real.

106



Com o problema proposto, foi dado um tempo para que 0s estudantes levantassem suas
conjecturas, no intuito de elencar e organizar suas hipoteses na lousa.
Como recurso representativo, pode-se utilizar o desenho de uma balanca ao lado o

percurso que estava sendo realizado (Figura 29).

Figura 29 — Desenho de uma Balanca ao lado do percurso.

Nessa representagdo, tem-se que
1 tijolo equilibra meio tijolo mais
1kg

@ = @@ Mas sabe-se que 1 tijolo

corresponde a 2 “meios” tijolos.

Fonte: Autores, 2021.

Para o proximo problema, o objetivo é analisar a visualizacdo algoritmica no seu
contexto.

2) Um terreno com formato retangular tem o perimetro medindo 26m. A largura
corresponde a 4m, porém o comprimento é desconhecido. Escreva a equagao que representa
essa situacéo.

A visualizacdo algoritmica se caracteriza por um problema geométrico com uma solugéo
de abordagem algébrica. Ou seja, o ponto de partida € geométrico e o ponto de chegada é
algébrico. Esse problema se inicia pela abordagem do retangulo bem como o perimetro e
encaminha para a algebra ao solicitar a equagao que representa a situacdo. Novamente, a ndo
utilizacdo de imagem foi proposital, com intuito de observar o processo de construcdo do
raciocinio do aluno.

E por ultimo, foi proposto um terceiro problema.

3) Qual é a medida do lado do quadrado se seu perimetro é igual ao perimetro do

retangulo? Conforme apresentado na Figura 30.

Figura 30 - Representacdo do Terceiro Problema.

Fonte: Autores, 2021.
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Nessa situacdo se faz novamente presente a ideia da visualiza¢do algoritmica, em que
se parte do geométrico para se concluir com argumentos algébricos. Outra observagdo que se
deve considerar é o fato da relag&o entre as figuras, que requer uma visualizacdo total do que
esta representado e ndo se resume apenas ao ato de ver as figuras, mas de pensar por meio delas.

Todas as andlises referentes ao desenvolvimento dos estudantes durante a realizacéo
dessa proposta de introducdo ao conceito de equacgdo estdo descritas no proximo capitulo da
tese.

4.8 TAREFAS

Apo6s a introducdo ao conceito de equacdes, 0s alunos passaram por um periodo de
provas trimestrais, em fase de fechamento do ano letivo. Durante esse momento, foi possivel
perceber a estrutura e organizacdo tomada pela professora na elaboracdo das avaliacdes, que
sera comentado com profundidade no capitulo seguinte, especificamente nas anélises da
observagéo 2.

Esse tdpico foi nomeado de tarefas justamente porque, ap6s as avaliagdes, foi realizada
uma tarefa com nove alunos, pré-selecionados pela professora, de acordo com o nivel de
desenvolvimento. Entdo, desses nove alunos, trés apresentavam muita dificuldade, trés tinham
um bom desenvolvimento, porém precisavam de estimulos para tal. Os outros trés alunos
estavam desenvolvendo sua prépria forma de pensar a matematica.

Para a escolha das tarefas, houve uma troca entre a professora e a pesquisadora, de modo
a criar meios que propiciassem o surgimento de ideias sobre a visualizagdo. Devido a carga
horéaria completa que a professora regente tinha na escola, esta aplicacdo foi realizada pela
pesquisadora, sem nenhuma interagdo entre pesquisadora e estudantes.

O objetivo da aplicacdo dessa tarefa se deu por dois motivos: compreender se a préatica
docente pode ou ndo refletir no modo em que os estudantes elaboram as estratégias de solucéo.
O segundo e principal objetivo foi o de analisar o olhar da professora diante as resolucGes
apresentadas, observando a sua percepcao da visualizacdo presente ou nao diante os raciocinios
apresentados. Esse momento aconteceu entre a pesquisadora e a professora, na entrevista 2.
Para registro de ambos os momentos foram utilizadas gravacgdes de video e audio.

As tarefas aplicadas aos alunos foram as seguintes:

1) Observe a Figura 31 abaixo: Questao (adaptada do livro Praticando Matematica).
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Figura 31 — Exemplo adaptado do livro Praticando Matematica.

{x+ 1)em

Scm

Fonte: Autores, 2021.

Quanto ao retangulo, podemos escrever a equacao:
2 X (x+1)+2x5=38

a) O que representa o nimero 38.

b) Qual o valor de x?

c) Serd que o numero 70 tem alguma relacdo com esse retangulo?

Essa tarefa foi pensada na busca por aliar o raciocinio matematico com a visualizacao
algoritmica. Os itens a e ¢ envolvem o pensar no significado da incognita, que vai além do que
se restringir ao seu valor.

2) Uma macd vale 6 bananas mais meia macd. Meia dizia de bananas custa 48
centavos. Quanto custa uma maga? Questdo (livro Praticando Matemética).

Essa questdo envolve a ideia da visualizagdo contextualizada, por ser tratar de objeto
real, presente no contexto do aluno.

3) Afigurarepresenta parte de uma régua graduada de meio em meio centimetro, onde
estdo marcados alguns pontos, a saber, R, S, T, U e V. Qual deles melhor representa 0 numero
2x + 1? Se um ponto W, fosse representado pelo numero 3, qual deveria ser o valor de x?
Questéo (livro Projeto Radix).

Nessa questdo, além de visualizar o todo, o estudante tem que pensar no processo
inverso de solucdo. A visualizagdo presente é a algoritmica, em que se inicia o raciocinio pela
reta numérica, que é uma representagdo geométrica dos nimeros, e se conclui com um

algoritmico, nesse caso o valor da incognita x, conforme apresentado na Figura 32.

Figura 32 — Representacdo Geométrica dos Numeros.

x R S T )
1

17 17T T T 171 ll\l/
T

Fonte: Autores, 2021.
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4) Observe a sequéncia de figuras abaixo, todas elas com a forma da letra Y. Seguindo
este padrdo (Figura 33), quantas bolinhas tera a 15.2 figura? Questdo (OMBEP nivel 1 - 2019).

Figura 33 — Encontrando padrdes.

OO OO

'®) O O _0O

O O O
O_0O O O

@) @) O
O O @)
O O O

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Fonte: OBMEP, 2019.

Novamente trabalhando com a ideia de padrdes, essa tarefa envolve a visualizacdo das
partes para se concretizar o todo. A visualizacao algoritmica se faz presente, pois por meio da
configuragdo geométrica apresentada pode-se encontrar o padrédo solicitado.

5) Nas balancas da Figura 34, objetos iguais tém pesos iguais. Qual dos objetos é o
mais pesado? Questdo (OMBEP nivel 1 - 2017).

Figura 34 — Objeto com pesos iguais.
',-L-"

Fonte: OBMEP, 2017.

Essa tarefa estabelece a relagdo de igualdade sem envolver nimeros. Percebe-se aqui a
visualizagdo contextualizada, pois os objetos reais devem ser comparados a fim de se concluir
qual € o mais pesado.

6) Na operacdo de adicdo especificada na Figura 35, cada letra representa um
algarismo diferente. Qual é o algarismo representado pela letra P? Questdo (OMBEP nivel 1 -
2018).
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Figura 35 — Representacdo de Algarismos Diferentes.

DBMEP
+ DB M

20000

Fonte: OBMEP, 2018.

Nessa Ultima proposta, a ideia é a visualiza¢do do todo para se conjecturar as partes,
especificamente os valores das letras. Para isso, envolve-se a visualizacdo algoritmica, em que
a organizacdo das letras na operacao € essencial para descobrir o valor de cada uma.

As analises das resolugdes dos estudantes bem como as observacdes da professora serdo

apresentadas no proximo capitulo.

4.9 ENTREVISTA 2

Nesse momento, faz-se importante lembrar que o estudo de caso se direciona para as
compreensdes da professora sobre a visualizacdo. Para que essa proposta se efetivasse, foi
imprescindivel direcionar o olhar para a processo do desenvolvimento do pensamento
matematico do aluno, pois essa observacao traz elementos essenciais da pratica docente da
professora em questéo.

No desenho da metodologia proposto nesse capitulo, a certeza era que seriam realizadas
duas entrevistas com a professora, sendo a primeira antes das observacdes e a segunda depois.
Porém, percebeu-se a necessidade de inserir mais etapas a esse processo, como a observacéo 1,
observagdo 2 e a introducdo do conceito de equacdo, sendo ainda inseridos elementos da
visualizagdo como forma de pensar a matematica e as tarefas pensadas e elaboradas com ideias
pressupostas da visualizacdo, com objetivo de serem analisadas junto com a professora.
Portanto, essa estruturacdo metodoldgica foi colocada em pratica durante todo segundo
semestre de 2019, durante 28 encontros, e foi finalizada na segunda entrevista realizada com a
professora.

A segunda entrevista tem por objetivo trazer um comparativo das compreensées iniciais
da professora sobre a visualizagdo com as compreensdes apés todo processo metodoldgico
realizado. Para isso, foi realizada uma entrevista semiestruturada, que inicialmente contava com

nove perguntas. Contudo, no decorrer da entrevista, novos questionamentos foram sendo
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realizados (em italico), finalizando com 21 perguntas. Para fins de registro e analise, a entrevista
foi gravada.

1) Vocé recorda a ideia de visualizagdo que apresentou na 1.2 entrevista?

2) E se for destacar por palavras chaves, fica mais facil para recordar?

3) Em relacdo a entrevista inicial, sobre a concepcdo de visualizagdo enquanto
professora, vocé percebe alguma mudanca no seu entendimento sobre o tema?

4) Diante da analise das resolucdes apresentadas pelos estudantes, vocé percebe, em
alguma delas, a visualizagdo como um modo que favorece o aprendizado?

5) E em alguma delas vocé consegue destacar que vocé viu a visualizagdo como um
modo que favoreceu o aprendizado dele para aquela questéo especifica?

6) Entdo, sera que ela foi além de enxergar?

7) Serd que ela saiu do patamar de enxergar, perceber, para dai conjecturar o
processo, que seria visualizar?

8) Vocé percebe alguma relacdo da sua pratica com as solucdes apresentadas pelos
estudantes?

9) E quando vocé se depara com respostas assim nas avaliacfes, 0 que Vvocé
considera?

10) Vocé consegue perceber esse processo além das avaliagdes?

11) E possivel observar nas avaliacdes que a professora elaborou, exercicios que
retomam o conceito de area, como, por exemplo, descobrir o lado de um quadrado dada a area.
Ou entdo a ideia de parte do todo, a area do quadrado interno € ¥ da area total. Qual era sua
ideia trazendo o conceito de area para esse contexto?

12) Um dos exemplos observados foi na questdo em que vocé pede para eles que, por
meio das figuras, descubram geometricamente o valor de...\Vocé acha que eles usam a figura,
ou vao colocando direto o valor?

13) Vocé acha que é possivel instigar o aluno a pensar pela a visualizagcdo nas
avaliacdes? Se sim, de que forma?

14) Entao vocé acha que uma questdo, para possibilitar pensar pela visualizacédo, ndo
precisa necessariamente ter figuras?

15) A imagem n&o precisa estar no papel?

16) Vocé vé elementos da visualizagdo em sua pratica, desde a abordagem dos

conceitos até a elaboracdo das tarefas e avaliagbes? Em caso afirmativo, de que forma vocé
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pode inserir em sua prética a visualizagdo como um modo de favorecer o aprendizado
matematico de seu aluno?

17) E possivel difundir, diante a comunidade de professores de matematica, a
visualizacdo como um modo que favoreca o aprendizado matematico? Em caso afirmativo, de
que forma?

18) E se vocé fosse convidada para um curso de formacdo continuada e o tema desse
curso fosse visualizacdo, o que vocé gostaria de ver nesse curso, enquanto professora?

19) Vocé acha que é uma habilidade que pode ser desenvolvida para com o aluno?

Com os questionamentos acima, finalizou-se o percurso metodolégico desenhado para
a presente pesquisa, das quais as analises cada uma das etapas propostas pode ser observada na

secdo seguinte.

113



5 ANALISES

As andlises da presente pesquisa foram construidas utilizando-se como eixo de
discusséo e reflexdo cada uma das etapas apresentadas na metodologia. Desse modo, destacam-
se 0s pontos principais observados e coletados em cada fase, desde a 1.2 observacédo até a 2.2
entrevista com a professora regente da turma.

Cabe nesse momento relembrar quais sdo as etapas mencionadas. A “observagao 1”
corresponde ao olhar direcionado ao estudante e seu modo de pensar a matematica. A
“entrevista 17 refere-se a primeira entrevista realizada com a professora regente de matematica
da turma de sétimo ano em que a pesquisa foi realizada. Nessa entrevista, 0 objetivo era
conhecer a professora em relacdo a sua carreira profissional, seus ideais pedagdgicos e,
principalmente, buscar informagdes sobre o que ela entendia por visualizagdo matematica.

Na “observagao 2”, 0 foco passa a ser a professora na pratica docente, em que se
procurava por elementos da visualizacdo na sua metodologia e didatica em sala de aula. Na
etapa correspondente a “introdugdo de contetdo”, utilizando-se das ideias da visualizagdo
geométrica, contextualizada e algoritmica, tem-se a fase dedicada a trazer a visualizacdo
efetivamente para a sala de aula, como um modo de pensar a matematica. Todo esse
planejamento foi realizado em conjunto com a professora regente.

Na sequéncia, na etapa das “tarefas e analises”, foram selecionados nove alunos da
turma em que a pesquisa foi desenvolvida, alunos estes com diferentes niveis de aprendizagem.
O objetivo dessa etapa foi o de compreender o desenvolvimento do raciocinio dos alunos. E
este material também se torna elemento de discussdo para a ultima etapa, que ¢ a “entrevista
2”. Nessa segunda entrevista com a professora foi realizada uma andlise das solugdes
apresentadas pelos estudantes, buscando relacfes entre essas analises e a pratica docente. Por
fim, os questionamentos sobre a compreensdo que a professora faz sobre a visualizagdo
retornam, a fim de entender se ocorreram mudancas ou foram incorporados novos elementos

no modo como a professora concebe a visualizacdo matematica em sala de aula.
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5.1 OBSERVACAO 1

O caso desse estudo foi a professora, mas 0 objetivo dessa primeira observagédo com o
olhar direcionado aos estudantes se justificou pela busca em compreender como 0s estudantes
sdo instigados a pensar a matematica durante as aulas e como essa interacdo entre aluno,
conteddo e professora se desenvolveu nessa turma.

Na primeira observacdo, o contetdo que a professora estava trabalhando em sala era
sobre as opera¢Ges com ndmeros inteiros e com ndmeros racionais. Desse modo, ela iniciava
com as operacfes no conjunto dos nimeros inteiros Z e depois encaminhava para o0 conjunto
dos nimeros racionais Q.

Importante ressaltar que as operacGes de soma e subtragdo com nimeros inteiros ja tinha
sido trabalhada, ent&o, neste momento, estava sendo desenvolvida a ideia de soma e subtracéo
de numeros racionais em sua forma fraciondria, tanto positivos como negativos. No canto da
lousa constava um passo a passo: 1.° passo — M.M.C (denominadores), 2.° passo — obter frac6es

equivalentes, 3.° passo — calcular a diferenca entre numeradores e repetir denominador. Para
. ~ ~ 2 4 . - ~ o
explicacdo da operacao -3ty a professora utilizou a seguinte representacdo geométrica

apresentada na Figura 36.

Figura 36 - Representacdo para explorar a ideia das fracGes equivalentes.

Fonte: Autores, 2021.

Essa representacdo foi utilizada para explicar a equivaléncia das fracGes, numa tentativa
de dar sentido ao uso do M.M.C mencionado no passo a passo. Mas o que chama a atencdo é a
tarefa seguinte, em que a professora retorna aos numeros inteiros no item (a): —3 + 7 + 4.
Diante disso, uma aluna questiona: “tiro o m.m.c. de quem?”” Essa aluna dirigiu sua aten¢do no
“como fazer” e ndo no “por que fazer”, caracteristica essa observada constantemente nessa
turma, a busca incessante por regras, “receitas” € 0 olhar era quase que imediato nas partes do

problema e ndo na interpretacdo do todo.
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Como mencionado anteriormente, em sua organizagdo didatica, a professora trabalha as
operagdes no conjunto dos nimeros racionais concomitantemente com a dos nimeros inteiros,
uma vez que as operagdes em Q incluem as operacdes em Z.

Outra situacao de destaque se observou com a proposta do seguinte problema: Numa
cidade, a temperatura mais fria do ano foi de -5°C e a mais quente foi de 35°C. Qual a diferenca
entre a temperatura mais quente e mais fria? A primeira hip6tese apresentada por alguns alunos
foi —40, resultado da operagdo —5 — (+35). Isso porque eles aprendem que a palavra
“diferenca” significa subtracdo. Novamente, 0 olhar esta exclusivamente nas partes, ou seja,
nas informagdes —5°C, 35°C e na palavra diferenca. Mas nesse contexto, qual a relagéo entre
0 —5e 0 35 além da diferenca?

A questdo é o entendimento sobre conceito de distancia, em que é calculado em modulo.
Mas como visualizar esse conceito? Para representacdo dessa situagao, a professora desenhou
no quadro um termdmetro, que indicava as duas temperaturas. Poderia também ter utilizado

como representacao a reta numerica (Figura 37).

Figura 37- Representacdo de um termometro.

35°

._5°
Fonte: Autores, 2021.

Analisando o enunciado, a solicitagdo é de que se iniciem os célculos partindo da
temperatura mais quente para a mais fria. Desse modo teria 35 — (—5), porém a ideia de —(—5)
ndo tinha sido trabalhada. E era esse o objetivo inicial da professora, chegar nesse
guestionamento.

Para abordar questdes do tipo +(+5), foi usado externamente o simbolo + para
significar que o (+5) vai ser acrescentado, por exemplo, na expressao 35 + (+5), de modo
analogo para +(—5). Para o caso de —(+5), € usada a nomenclatura oposta de 5 positivo, que
no caso da expressao 35 — (+5) cumpre o papel de uma subtracdo, de modo analogo para —(—5).

Junto com os alunos, a professora construiu a seguinte Tabela 4.
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Tabela 4 - Analise dos sinais.

+(45) +5
+(=5) -5
—(+5) -5
—(-5) +5

Fonte: Autores, 2021.

A ideia dessa tabulacéo era de que os alunos percebessem as relagdes dos sinais. Mas
antes da professora concluir, um aluno questionou: “+ com + era + né professora?”’ A professora
respondeu que sim, e perguntou como ele conhecia tal “regra”. O aluno respondeu que era a
segunda vez que cursava o0 7.° ano, por isso ja tinha visto. Esse exemplo mostra que a
formalizacdo de um fato matematico pode ser justificada a partir da experiéncia do fato que
gera as intuicdes necessarias, como no caso a do termémetro.

Esse questionamento leva a pensar na validade das inUmeras tentativas em se
“concretizar” a ideia sobre as operacdes com numeros inteiros, se apOs apresentada a regra de
sinal, ela parece sobrepor a esséncia conceitual antes concretizada, ou seja, fica apenas a
aparéncia, o que é imediato.

Em continuidade ao trabalho com os ndmeros inteiros, a existéncia dos nameros
negativos gera a seguinte inquietacdo: como visualizar os numeros inteiros? A resposta para
essa pergunta tem relacdo direta com o que se entende por visualizacdo. No primeiro capitulo
desta pesquisa, muito se falou sobre a visualizagdo como um processo, ou seja, ndo é um fim
em si mesma. Um processo que movimenta 0 modo de pensar a matematica. Portanto, ao se
tentar reduzir a visualizagdo dos nimeros inteiros a uma representacdo, essa concretizacao
parece inviavel.

Mas por meio da representacdo ja é possivel perceber, por analogia, que a representacao
geométrica de um ndmero inteiro positivo é possivel de se concretizar, enquanto a de um
namero inteiro negativo ndo, pelo simples motivo de ndo existir uma medida negativa, em se
tratando de dimensdes geométricas (lado, perimetro, area, volume).

Ja a visualizacdo contextualizada é possivel de ser explorada e mesmo que a professora
ndo utilize desse modo de pensar conscientemente (o que fica evidente na primeira entrevista
que seré descrita na sequéncia), o fato de se utilizar a temperatura para contextualizar o conceito
é uma forma de visualizag&o.

Com o entendimento da visualizagdo como um processo, tem-se que (—5) nada mais é

que a representacdo de um namero inteiro negativo, mas o processo de visualizacdo que se faz
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presente no pensar matematico € despir a representacdo da sua aparéncia e olhar para sua
esséncia, revelada pela sua formalizacéo.

Um modo de olhar para a esséncia de —(—5) € estabelecer rela¢fes, nesse caso, com a
nocao de oposto (ou simétrico). O oposto de um ndmero negativo resulta num ndmero positivo,
0 oposto de um numero positivo resulta num ndmero negativo. Para os casos de +(—5), esse
sinal positivo que antecede os parénteses, foi ressignificado pela professora como “acréscimo”,
ou seja, “acréscimo’ de 5 negativo.

Entdo, apds uma aula destinada a pratica de resolucdo de exercicios em que era
necessario “tirar” o numero de dentro dos parénteses utilizando a ideia de “oposto” ou do
“acréscimo”, a professora retomou essa ideia com as operagdes no conjunto dos nimeros
racionais.

Importante destacar que neste estudo é utilizada a palavra “exercicio” compreendendo-
a como um tipo de “tarefa”, num contexto diferente da palavra “atividade”. A tarefa ¢ o que
esta prescrito para ser feito dentro do objetivo que se quer chegar, desse modo, ela é a conducgéo
mediada por questdes, problemas e exercicios. Ja a atividade é a acdo de realizar a tarefa, é 0
caminhar do estudante no processo de aprendizagem. Por isso, a elaboracéo da tarefa é pensada
em diferentes finalidades, como a tarefa de investigacdo, a tarefa de avaliacdo, entre outras.
Mas, € na atividade que se desdobra a aprendizagem, por isso a tarefa proposta (objetivo) torna-
se a objeto da atividade (a¢do) dos alunos.

De acordo com Ponte (2014), uma atividade pode incluir a execu¢do de numerosas
tarefas. Mais importante, a atividade, que pode ser fisica ou mental, diz respeito essencialmente
ao aluno e refere-se aquilo que ele faz num dado contexto (...) as tarefas sdo usualmente (mas
ndo necessariamente) propostas pelo professor, mas, uma vez propostas, tém de ser
interpretadas pelo aluno e podem dar origem a atividades muito diversas (ou a nenhuma

atividade).

O primeiro exercicio proposto foi: —2 — (— %) - %. A resisténcia de grande parte dos

alunos quando observam a fragdo na operacao ¢ imediata. Algumas reclamagdes foram: “agora
que eu estava entendendo, vem a fracdo”, “estava demorando para ficar mais dificil”, “nem sei
por onde comegar”, dentre outras contestagcdes. Certamente, essa relutancia traz algumas
inquietacdes, do tipo: por que os estudantes sdo tdo relutantes em trabalhar com as fragdes? A

propria professora, na primeira entrevista, apresenta algumas possibilidades para essa aversao
\ ~ 113 ~ : : [T EX) 1 H H H Ex) .
as fragdes: “eles ndo visualizam o “nimero p eles visualizam os algarismos 1 e 2”. Ou seja, 0

termo ‘“‘visualizam” nesse contexto ¢ imediato a acdo de ver, mas ndo de visualizar como
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. ~ ~ . ~ 1
processo, pois eles ndo estabelecem a relagéo entre 0 1 e 0 2, por isso que néo enxergam o -

como um numero. Desse modo, o olhar novamente esta na aparéncia dada pela notacdo e ndo
na esséncia.

Numa segunda tentativa em dar sentido ao entendimento do minimo mdaltiplo comum,
utilizando-se da representacdo geomeétrica, a professora levou para sala de aula régua de fracdes
(Figura 38 e Figura 39).

Figura 38- Régua de fragdes.

Fonte: Escola Online, 2021.

Figura 39 - Professora utilizando a régua de fracGes.

Fonte: Autores, 2021.

Para interpretar o exercicio utilizando a régua de fracOes, primeiramente fez-se
- , ~ 7 1 1 ~
necessario pensar no valor absoluto de cada nimero. A expressao € —2 — (— 5) — 5 entdo a

professora pegou uma barra, que estava dentro da caixa das réguas de fraces, e disse que a
barra correspondia a um inteiro. Porém, o primeiro nimero, em maédulo, € 2 inteiros. Logo, um

aluno respondeu “professora, vai precisar de duas barras dessa”.

. ~ 1
Em continuidade, com a fragao > a professora pegou uma barra de cor vermelha que

. . . ~ 1
correspondia a metade de um inteiro, e fez 0 mesmo para a fracdo e pegando uma barra de cor

verde, que correspondia a um oitavo do inteiro (Figura 40).
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Figura 40 - Representacédo da régua de fragdes.

T T |
== I

Fonte: Autores, 2021.

Com essa ideia, a professora explica que € por isso que se utiliza calculo do minimo
multiplo comum, para que as trés barras sejam divididas em tamanhos iguais. Com a menor
barra, representada pela cor verde, é possivel colocar quatro iguais a ela sobrepostas as barras
vermelhas, e dezesseis correspondente as duas barras que representam o inteiro. Entdo, o menor
multiplo comum é o 8. Mas, além dessa analise, as fracdes equivalentes sdo imediatas, pois se
dividir a barra em oito partes iguais, quanto representa a peca vermelha? Alguns alunos
prontamente responderam: “quatro”. De forma analoga, se dividir as duas barras inteiras em
oito partes iguais cada uma, quanto elas passam a representar? Dezesseis.

Com os questionamentos que a professora fez em sala, o que se observou foi a
participacdo efetiva dos alunos, levantando hipoteses e fazendo outras indagagdes. Portanto,
nesse momento, numa observagdo imediata, boa parte dos alunos demonstravam estar
compreendendo a relacdo proposta pela professora.

Nesse momento, além de mostrar por meio de um processo de sobreposicdo, a
professora poderia expandir a discussdo, na perspectiva da compreensdo do significado da
expressdo linguistica “minimo multiplo comum”, como sendo o “menor dos multiplos
comuns”. Percebe-se que uma simples releitura, substituicdo de palavras e a inser¢do a
preposicao “de” pode trazer mais sentido para a expressao “m.m.c”. Entdo, a visualiza¢ao aqui
ndo é a da sobreposicdo, mas a relacdo entre os multiplos, que pode se dar por vias de registro
ou estruturacdo mental.

O passo a passo, que anteriormente foi mencionado, se repete com algumas
modificacBes: 1.° regra de sinal, 2.° m.m.c., 3.° fracdes equivalentes e 4.° soma ou diferenca.
Portanto, com 0 passo a passo e a ideia apresentada com a régua de fracdes, a resolucdo do
exercicio foi retomada. Somente apds essa abordagem do m.m.c. feita a partir da régua de
fracBes que o direcionamento se voltou para a operagdo dos numeradores, que eram nimeros

inteiros, ou seja, positivos e negativos.
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Importante salientar que a professora ndo comegou definindo o objeto, mas ela levou
em consideracdo 0 processo, motivando os estudantes com questionamentos, e ndo com
respostas. E o erro ndo era tido de modo negativo, pelo contrario, todas as hipoteses levantadas
pelos estudantes eram véalidas e, na sequéncia, analisadas com o contexto. Portanto, ao invés de
usar a sentenga: “estd errado”, buscava-se substituir por: “essa hipotese seria ideal para o
contexto?”.

A préxima operacao que foi trabalhada em sala foi a multiplicacdo de nimeros inteiros.
Para introduzir essa ideia, a professora comegou explicando a multiplicagdo com a ideia de
soma de parcelas iguais (Figura 41).

Figura 41 - Multiplicago em Z.

= .,au".ac.:(' 3”)1" 3 )t +
! et :
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Fonte: Autores, 2021.

Algo interessante em se observar € a diferenciacdo que os estudantes fazem sobre o sinal
“-”.Na propria leitura de um nimero, por exemplo (—3), lido como trés negativo, ou seja, como
representacdo de um numero negativo, justamente para diferenciar da situacdo de quando o
sinal representava uma diferenga. Na multiplicagdo, como o exemplo na figura anterior, a leitura
de +4.(—30) corresponde a: quatro positivo multiplicado por trinta negativo.

Essa questdo da leitura e entendimento dos simbolos é algo que a professora sempre
retomava nas aulas. Desse modo, era perceptivel o cuidado de alguns alunos ao utilizarem os
simbolos e fazer a leitura dos mesmos. Na matematica € comum de se encontrar diferentes
significados para um mesmo simbolo, o que pode tornar mais dificil a comunicacdo do
pensamento matematico para alguns estudantes, o que também foi observado nessa turma em
que a pesquisa era desenvolvida. A leitura compreendida de uma expressdo da linguagem
matematica traz uma espécie de visualizacdo do significado do que estd sendo lido. Por esse

motivo, € importante que a professora explore essa leitura dos estudantes.
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De modo geral, nesta observacéo inicial dos alunos e de seu modo de interagdo com o
conteddo ministrado, foi possivel perceber que eles estavam habituados a serem desafiados pela
professora, ou seja, eram instigados a pensar alem do problema. Porém, em contrapartida,
também foi observada a busca que alguns estudantes faziam pelo percurso mais rapido de
resolver uma atividade, que se resumia a aplicacdo de uma regra, uma receita, ou modelo.

Se os estudantes ficam nessa procura, a matematica se torna apenas colecédo de regras e
algoritmos e ndo uma forma de pensar. Entdo, quando algo saia diferente do modelo que eles
tinham, ja ndo conseguiam fazer ou desistiam rapidamente. Alguns buscavam desenvolver a
proposta com o conhecimento prévio que tinham, porém outros ficavam aguardando as
indicacdes dadas pela professora, mostrando uma dificuldade em desenvolver um modo de
pensar matematico independente.

Importante mencionar que essa articulacdo da professora em construir 0s conceitos e
ndo apenas dita-los € uma das atitudes docentes que pode direcionar o aluno para a experiéncia
matematica, conduzida pela intuicdo, imaginacao e visualizacdo, promovendo a criatividade e
saindo do tecnicismo

Na sequéncia, analisa-se a primeira entrevista realizada com a professora regente, em

que o olhar se direciona para 0 modo como a professora compreende a visualizacdo matematica.

5.2ENTREVISTA 1

ApoOs a primeira observagdo, o olhar se direcionou para 0 caso desse estudo: a
professora. Por meio de uma entrevista semiestruturada, buscou-se por meio das compreensoes
pelo modo como a professora entendia a visualizagdo matemética em sua formagdo e
principalmente em sua pratica docente.

A analise da entrevista buscou tracar um didlogo com as ideias sobre a visualizagao
explicitadas no primeiro capitulo desta pesquisa. Para melhor discussao, as perguntas foram
divididas em dois blocos: as perguntas de 1 a 10 corresponderam a formacao da professora e
um pouco sobre sua préatica docente, até como forma de deixa-la mais confortavel durante a
entrevista. Ja as perguntas de 11 a 22 corresponderam ao entendimento que a professora fez
sobre a visualizacao.

A primeira formacdo da professora na &rea educacional foi 0 magistério, iniciando sua
trajetéria profissional com os anos iniciais do ensino fundamental (1.° ao 5.° ano) em um
municipio da regido metropolitana de Curitiba. Na sequéncia, se formou em matematica,

passando a atuar também com os anos finais do ensino fundamental (6.° ao 9.° ano), no
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municipio de Curitiba. Em resposta a um dos questionamentos, referente a preferéncia de
atuacdo, anos iniciais ou finais, ela respondeu que um complementa o outro, “o que faz o
diferencial da minha aula do 6.° a0 9.° € minha experiénciado 1.°ao 5.°” uma vez que a atuagao
do 1.° a0 5.° abre as possibilidades com o trabalho na matematica do 6.° ao 9.°.

Quais seriam essas possibilidades? Além dos conhecimentos em outras areas, que 0
trabalho nos anos iniciais solicita, como portugués, artes, ciéncias etc., a matematica é mais
concreta nessa fase escolar, pois muitos conceitos podem ser inicialmente explorados pelas vias
concretas e também manipulativas. Entdo, quando a professora diz que o trabalho nos anos
iniciais abre possibilidades para os anos finais, € devido ao fato de que ela traz esses subsidios
que podem dar significado ao que é ensinado nos anos finais.

Um exemplo disso é uma contextualizacdo do conceito de simetria de rotacdo através
da geracdo de energia edlica, entrando inclusive para a questdo de sustentabilidade, um dos
eixos das ciéncias. Assim, pode-se trabalhar a ideia de simetria de rotagcdo por meio da estrutura
subjacente a geracdo de energia nas usinas (ou parques) eolicos, significa trazer esse apelo
construtivo e a partir dele ir construindo generaliza¢des, desse modo o processo nao esta oculto,
ele e descoberto pelo préprio estudante, ou seja, a matematica ndo é o fim, € um meio.

As inquietacGes e anseios comentados pela professora trazem alguns subsidios sobre a
sua préatica docente. Em relacdo a perspectiva apontada sobre o ensino de matematica, uma
palavra que resume sua fala é: “falho”. Um dos pontos que foram indicados referente a essa
falha, nos anos iniciais, € a falta em manipular materiais que possibilitem a
concretizacdo/visualizacdo de alguns conceitos matematicos, como por exemplo a ideia de
comparacdo, coordenada, sobreposi¢do, semelhanga, congruéncia e tamanho. Nos anos finais,
essa “falha” pode ser percebida, de acordo com a professora, pela grande quantidade de
conteddos a serem trabalhados, em que o professor ndo da conta, tendo que, em geral, selecionar
0 que é essencial e importante que o aluno aprenda naquele momento.

Uma maneira encontrada pela professora para minimizar essa dificuldade em relagéo ao
rol de contetdos foi desenvolver a linguagem matematica de seus alunos visando uma adequada
alfabetizacdo matematica e o uso correto da simbologia matematica.

Em vérias situacdes durante a primeira observacdo a professora estava sempre atenta a
pronuncia correta da palavra, do simbolo ou da representacéo que estava sendo realizada. Num
primeiro momento, parecia uma exigéncia sem objetivo, mas com o passar das aulas, o objetivo

foi se desvelando.
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A professora nao pedia a prondncia e escrita correta devido a uma exigéncia logica a ser
seguida, mas sim porque ela queria dar sentido a experiéncia dos anos iniciais para estabelecer
a comunicacdo matematica procurada, e se essa escrita fosse “falha”, a comunicacao e
possivelmente o entendimento sobre o contetido também seriam. “O “+’ é um simbolo e nem
sempre ele é esse significado, como também o ‘“+’ do 7 ja entra com o significado de positivo.
Entéo, se eu falar que tudo aquilo ‘+°, como meu aluno vai entender positivo e negativo, como
meu aluno vai entender que eu estou adicionando um namero negativo com outro, se nao tem
o sinal de ‘“+’ ali? E um “e” trés negativos e quatro negativos, esse “e”’ no portugués significa
o que? Acrescentar”.

Ao ser questionada sobre como ela se percebe ensinando matematica, a primeira palavra
utilizada ¢é “frustrada”. Essa frustacao relatada se deve aos alunos que ela diz ndo conseguir
atingir. Outra palavra que chama atengdo ¢ “confronto”, mas como ela mesma diz: “néo é uma
guerra de confronto, ndo vou confrontar com meu aluno, me estressar. E um confronto de
conhecimento”. Nesse aspecto, frustacdo e confronto se relacionam, pois ha uma lacuna entre
o0 aluno e o conhecimento que a professora nao consegue fechar, isto é, a comunicagdo ndo se
estabelece.

Em suas reflexdes sobre tais lacunas, uma consideragdo mencionada é a busca
incessante pelo imediatismo, pelo momentaneo e uma memoria a curto prazo, a procura do
tecnicismo sem compreensdo. Alguns alunos sdo condicionados a reproduzir um modo de fazer,
momento esse em que acontece o “confronto”, pois a professora busca fundamentar e significar
0s conceitos, enquanto o aluno tem seu olhar direcionado apenas na busca por uma resposta.
Contudo, ela ndo descaracteriza a importancia em se resolver exercicio no sentido de
desenvolver a “técnica”, “memorizar é bom, memorizar ganha tempo, mas vocé também tem
que saber aplicar aquilo. E eu fui condicionada a estudar aquilo por aquilo. E como professor,
vejo que se eu estudo aquilo por aquilo, simplesmente resolver, fazer o exercicio, colocar uma
resposta e ndo trazer para o meu dia a dia, do que valeu?

A frustacdo perde espaco para a realizacdo enquanto docente quando a professora
consegue feedback do estudante, fazer com que ele participe, questione. “Entdo quando eu vejo
que esse aluno com uma certa dificuldade comeca a dar esse feedback na propria aula,
participacdo, dar opinido, e comeca também nas avaliac@es a ter um olhar diferente, ai sim eu
digo, consegui!”, “é o aluno brilhar os olhinhos: eu consigo. Ndo tem melhor satisfagdo do

que: eu consigo”.
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Para se chegar a esse resultado, ha muito trabalho e como a prépria professora aponta,
ela constréi os conceitos juntos com os alunos, mobilizando o pensar matematico deles,
considerando cada hipotese por eles levantada. Para isso, € necessario, de acordo com a
professora, desmistificar a ideia de que o erro € um defeito ou algo ruim.

O erro pode ter mais a mostrar do que o proprio acerto, induz a pensar em alternativas.
Questbes podem ser levantadas a partir do erro. O que levou o aluno a pensar isso? Mas, se
olhar desse modo, chegaria-se a0 mesmo resultado? “guando ele faz a reflexdao do que levou
ele a pensar aquilo, ele comecga a olhar com outros olhos sobre as tentativas e erros, esta
crescendo”.

Com esse primeiro bloco da entrevista, algumas consideracdes importantes podem ser
levantadas. Primeiramente, a formacéo e atuacdo da professora, sendo que a atua¢ao num ciclo
influencia e complementa a atuacéo no outro ciclo.

Sobre o ensino da matemaética, a professora argumenta sobre as falhas por ela
observadas, mas é importante destacar que para essas falhas a professora vem desenvolvendo
acdes no intuito de supera-las. Suas angustias e realizacbes parecem caminhar juntas, pois ela
ndo transforma as angustias em reclamacdes, mas sim em ac¢des para se chegar nas realizacoes.
Entdo, ela esta atenta ao modo de pensar do seu aluno e entende que seu papel enquanto docente
ndo é transmitir alguma coisa, mas sim mediar, para que dessa forma o estudante desenvolva a
autonomia em pensar a matematica.

Portanto, os pontos marcantes que foram percebidos nesse primeiro bloco dizem
respeito ao fato de que a professora se coloca como uma mediadora, que busca constantemente
trazer seu aluno para a construgcdo coletiva do conceito, tornando-o ativo no processo,
desmistificando o erro como passivel de punicdo, pois este pode se apresentar como uma
maneira de desconstruir para reconstruir.

Partindo para o segundo bloco da entrevista, o intuito foi o de buscar elementos da fala
da professora que apontem para a compreensdo que ela faz sobre a visualizagdo matematica. A
primeira pergunta foi: como vocé compreende a expressdo “visualizacdo matematica”? Pelas
experiéncias que eu estou tendo agora, nesse momento, talvez seja a questdo mesmo de
experimentar, pegar. Com essa fala, a visualizagdo para a professora parece estar relacionada
ao que se pode manipular, ou seja, algo pronto no sentido fisico ou mental, mas que pode
promover a construcao de significagdes por meio da experimentagdo. Percebe-se, desse modo,
que a visualizacdo é para a professora algo que pode ser visto, 0 que remete diretamente a

manipulacéo visual.
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Em continuagdo ao entendimento sobre a visualizagdo, a professora exemplifica: “Entao
vou trabalhar fracdo, divisdo de fracdo, entdo vou pegar a régua fracionaria, vou pegar por
exemplo o ¥ dividido em duas partes, mas o que é ¥? Primeiro, ele tem que visualizar que Y2
é em relacdo ao inteiro. Entdo, ndo adianta eu ir 14 e pegar s6 2. Vou ter que pegar uma barra
que é 1 inteiro, depois 0 %2, pra visualizar que aquele ¥ é sempre em relacdo ao inteiro. Depois,
se eu for trabalhar a divisdo, eu vou repartir ele no meio, entdo ta, pego la uma peca que cabe
exatamente 2, mas o que é aquilo, o que representa? Entdo ta, agora vocé tem uma peca nova,
tem trés pecas na mao, o que significa cada uma? Dai ilustrar, a materializagdo desse
significado, que aquela pe¢a menor que € ¥4 representa a divisdo da metade da metade, mas em
relacdo ao inteiro, ela ¢ %. E dai trazer isso para o dia a dia dele”. Conforme foi visto na
observacdo 1, a professora utiliza da régua de fracdes, um material manipulavel, para justificar
0 entendimento que ela tem sobre a visualizagao.

De acordo com o que foi apresentado nos estudos sobre visualizagdo no primeiro
capitulo, bem como a construcdo de uma concepcdo, € possivel concluir que a visualizacdo
envolve mais que a visao, pois a ela esta atrelada a uma dinamicidade do pensamento que deve
ser expressa na linguagem matematica. Por exemplo, a fracao 4/3 significa 4 partes de 3, sugere
pela sua forma linguistica tomar 3/3 + 1/3, razdo pela qual se considera nesse estudo a
visualizagdo como um modo de pensar a matematica, na busca pela esséncia dos objetos
matematicos e ndo apenas a aparéncia.

Além da palavra “pegar” a professora também utilizou a palavra “experimentar”, o que
motivou a proxima questdo: Vocé falou a palavra experimentar? Entdo vocé acha que a
visualizacdo esté relacionada com o ato de “experienciacao”?

Em resposta, a professora argumenta: “Isso, e dai falha. Por exemplo, eu tentei fazer
isso na minha turma de sétimo ano sé que a escola tem no maximo duas caixas e meia, nao tem
como proporcionar uma experiéncia dessa pra um grupo de cada quatro alunos. Cada um
deveria experimentar isso no maximo de quatro alunos em cada grupo. E esses alunos, ja ndo
tinham que ter experimentado isso ja la anteriormente? J&! SO que pergunta quantos
experimentaram isso. Quase nada”. Essa fala reforca a ideia do entendimento da visualiza¢ao
associada ao manipulavel.

Essa experiéncia relatada pela professora é algo que vem de fora para dentro, ou seja, é
acessada pelos sentidos. “Quando vocé faz essas experiéncias vocé obtém um conhecimento, ¢
aquele conhecimento ninguém te tira. Aquilo fica. E memoria visual, auditiva, tatil. Isso vai

além de colocar um registro escrito. Entéo, vocé até pode ir depois para o registro escrito, mas
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ai voceé ja tem o conhecimento formado com todas aquelas experiéncias que teu corpo gravou”.
Observa-se que na frase “é memoria visual, auditiva e tatil” ha embutida concepg¢do de
visualizacdo generalizada.

Na fala da professora, é perceptivel que o registro tem um papel fundamental nesse
processo, mas 0 conceito ndo inicia com esse registro, e sim com as experiéncias que, segundo
a professora, é tatil, visual e auditiva. Desse modo, a visualizacdo por si s6 ndo é suficiente,
mas € necessaria para consolidar o pensamento matematico, e o registro estabelece o alicerce
que uma prova matematica de fato exige, com o seu rigor légico.

Ainda sobre a importancia do registro enfatizado pela professora, uma palavra que é
importante ser destacada em uma de suas falas ¢ “memoria visual ”: “tem aluno que tem a
memoria visual, que é anotando, ai sim vai fazer aquele feedback”. Essa afirmacéo corrobora
com Presmeg, ao classificar os tipos de imagens, a imagem de memdria de formulas por
exemplo, “significa vé-la, mas sem de fato ela estar escrita em algum local, a ndo ser na mente
do aluno, um modo de ‘encapsular’ um procedimento” (Presmeg, 1986a, p. 301). Portanto, o
registro escrito tem essa funcionalidade para a professora, de desenvolver uma memoria visual,
seja de um procedimento, um conceito etc.

Ao ser questionada sobre como era feito o registro quando se utilizava a régua de
fracdes, ela diz que nesse momento era utilizado o registro geométrico, por meio do desenho.
O cuidado com a construcdo desse desenho é essencial, para que o significado dado nédo
equivocado. “Ali era na forma de desenho, mas as vezes é tabela, tem outras formas de
representar, até mesmo de desenho, agrupamento...”. Uma palavra em destaque nessa frase é
representar, que direciona a pergunta seguinte da entrevista, em que foi questionado se esses
desenhos seriam formas de representacdo. Ao responder, a professora afirma que sim, que séo
formas de representacdo, porém nao necessariamente sdo algébricas.

Ao classificar os registros mobilizaveis no funcionamento matematico, Duval (2003)
diferencia a representacdo discursiva (lingua natural e sistemas de escrita) e a representacéo
ndo discursiva (figuras geométricas e graficos cartesianos). Portanto, na fala da professora
pode-se perceber que o entendimento por representacdo ndo se direciona exclusivamente a
figuras, mas que podem ser algébricas, ou seja, um sistema de representacao escrito.

A importancia da representacdo € reforcada na fala da professora, sendo que essa
representacdo ndo pode estar dissociada de toda a construcdo conceitual que é realizada, isso
significa que: “ela tem que estar junto, entdo nas experiéncias com as réguas, vou para o

desenho e depois eu ja vou para a notacdo. O que aquela notacédo significa? Uma parte de
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dois. Adianta eu ensinar ele ler %2 e ndo ter significado? Isso é %, e qual o significado para o
aluno? Nada. Entéo eu, quando coloco no inicio uma parte de dois, [uma releitura de 1/2]
esse é o significado, esse 1 que esté aqui, esse tracinho, esses dois, tudo tem um significado. O
2 significa em quantas partes o inteiro foi dividido, o 1 é quantas partes eu estou considerando
disso. E que o % ndo sdo dois nimeros, € um numero. Desde coisas basicas, porque eles
enxergam dois nimeros, mas n&o &, e vocé vai, pergunta, reflete, é quanto? E um niimero so.
Mas por que? O que ele significa? Uma parte de dois. Mas isso significa o que? E o meu
inteiro? Ndo, ndo é inteiro, é metade”.

O esforco em dar significado ao que esta se construindo é constante na abordagem da
professora. Uma justificativa apontada para o equivoco que alguns alunos cometem em
considerar os algarismos separadamente e ndo a fragdo toda como um namero é devido ao fato
de os alunos serem muito “visuais”.

Na comparacgéo de fragdes, por exemplo, a professora comenta: “dai eu digo pra eles
assim, para os maiores né, 7.2, 8.°e 9.° (anos), vocés vao muito para o visual, visualmente vocés

estdo enxergando que eles sdo algarismos maiores que 0s outros, porém, na hora do conceito,

~ s . 2 1 3 1 ~ ;. .
eles sdo iguais. Por exemplo, 2T 5. 5 mas eles estdo so visualizando o 3 e comparando

com o0 2, e 0 2 comparando com o 1, sendo que eles tivessem esse conceito que sao 3 partes de
6 e que 3 partes ¢ metade de 6, entdo ¢ igual”.

Essa andlise traz a reflexdo, realizada no capitulo 1 deste estudo, sobre aparéncia e
esséncia. Quando a professora fala “vocés vao muito para o visual”’, retoma-se a ideia da
aparéncia, ou seja, 0 que esta visivel de fato, porém a esséncia exige mais do que apenas
observar o que aparece, e € isso que a professora traz para discussao, ficam os algarismos
(aparéncia) mas a esséncia da fragdo como um numero fica perdida.

Em alguns momentos de sua fala a professora usa o termo “visual” e em outros
“visualizac¢ao”. Entdo foi questionado se ela utilizava esses dois termos como sindnimos ou se
eram diferentes em seu entendimento. Em resposta, ela argumenta: “A impressdao que da é
serem iguais por questdo da palavra, porém eu usei em significados totalmente diferentes. Eu
digo assim também a questéo do contexto, entdo na visualizacéo ali, pegar € uma visualizacgao,
se ele entender que 3 partes de 6 é a metade e que 1 parte de 2 é a metade e que elas sdo iguais,
ela teve uma visualizacao ja que ndo precisou... ela foi além dos algarismos, ela foi para o
significado. Agora quando o aluno olha o algarismo, ele esta ainda sem o contexto do que €
uma fracédo, ele visualiza sim o algarismo 3 e 1, no ato de ver, ele vé 3 e 1, entdo quem é maior?

3. Mas ndo é s6 0 3, né?, tem o 6 também, do outro lado tem 0 2 e no outro denominador tem
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6. Entédo, quer dizer, “estou vendo professora, 3 e 6 é maior que 1 e 2. Ver, so ver, decodificar,
e decodifica um algarismo, ndo o nimero, pois 0 nimero seria o todo, trés sextos e um meio.
E ele ndo consegue perceber isso, entdo esse aluno nao percebe que existe um todo ali. Entédo
sao ideias sim diferentes. Portanto, mesmo entendendo a visualiza¢do como o resultado de uma
acdo movida pelos sentidos, é perceptivel que ela diferencia a visualizacdo do visual. Para ela,
o visual é o imediato, enquanto a visualizacdo envolve uma interpretacdo do que se vé. Neste
trabalho, como apresentado no capitulo 1, todo olhar vem repleto de alguma interpretacao.

O dltimo questionamento realizado é se a professora percebia elementos da visualizagdo
em sua pratica de sala de aula. Em resposta: “Eu descobri que fago isso. Aquela coisa de tentar
dar significado para as coisas, eu tento trazer o mais compreensivel possivel, que esta dentro
das relacées que eles tiveram de experiéncias né. E assim, por exemplo, agora trabalhando
com a divisdo de nimeros decimais, onde eu coloco essa visualizacdo? Na tabela! Entao eu
ndo trabalho isso sem usar a tabela das ordens e classes”.

Essa resposta da professora completa a analise feita sobre o entendimento que ela faz
sobre a visualizacdo, que, num primeiro momento, se relaciona com a visdo, a percepc¢ao e a
representacdo, mas que direciona para a experiéncia num sentido de manipulavel, cinestésico.
Porém, é importante destacar que a esséncia desse entendimento, mesmo este ndo sendo o
mesmo do adotado neste estudo, emerge na busca em dar significado aos conceitos, fazer com

que seus alunos olhem para a esséncia e ndo apenas a aparéncia.

5.3 OBSERVACAO 2

A primeira observagdo foi realizada com a intencdo de analisar o modo como 0s
estudantes realizam algumas construcdes e relagdes matematicas. Porém, entendendo que o
contexto do estudante ndo é dissociavel do contexto da professora, bem como o ensino ndo deve
ser dissociavel da aprendizagem, observa-se que 0 modo de pensar a matematica do estudante
reflete a pratica docente. Ou seja, é a observacdo da pratica docente pela perspectiva do
estudante.

J& na observacdo 2, a anlise da pratica se desenvolve nela mesma, ou seja, com o olhar
direcionado para a préatica docente da professora regente. Mas qual a intencionalidade dessa
etapa? O objetivo principal esta em buscar os elementos da visualizacao na fala, planejamento

e encaminhamento metodoldgico da professora.
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ApOs a primeira observacao e a primeira entrevista realizada, algumas compreensées
iniciais sobre a formacdo, metodologia e entendimento que a professora faz sobre a visualizacédo
foram possiveis de serem levantadas.

O primeiro contato com a professora aconteceu no dia 24 de maio de 2019, no qual
ocorreram algumas defini¢des, como a turma em que a pesquisa seria desenvolvida bem como
as datas. A professora comentou sobre o desenvolvimento de alguns estudantes e as
dificuldades de outros. Mostrou a Prova Curitiba®®, que tinha recém sido aplicada nas turmas
de 2.° até 9.° ano, as questdes que os estudantes tiveram o maior indice de erro e explicou como
fez a retomada de cada uma das questBes. Sobre o contetdo que estava trabalhando em sala de
aula, disse gque, no momento, estava em operacdes com numeros inteiros e racionais, em que
utilizou a representacdo geométrica para as fracOes equivalentes, antes de utilizar o M.M.C.
Também apresentou o planejamento anual, em que estavam sinalizados os contetdos ja
trabalhados e os que ainda iriam ser trabalhados.

Fez-se importante salientar que algumas tarefas e encaminhamentos dados pela
professora e jA& mencionados na primeira observacdo foram retomados nessa etapa da segunda
observacao, porém com um direcionamento para as metodologias e recursos utilizados pela
professora, buscando reflexdes em torno da concepcao de visualizagdo adotada nesse estudo.

No primeiro encontro efetivo em sala, a professora estava trabalhando com as operagoes
de adicdo e subtracdo de numeros racionais na sua representacdo fracionaria. No quadro, era
possivel observar o passo a passo por ela apresentado: 1.° passo: M.M.C (denominadores), 2.°
passo: obter fracBes equivalentes, 3.° passo: calcular a diferenca entre numeradores e repetir 0s
denominadores. Como a observagdo iniciou nesse ponto, ndo foi possivel verificar as
construcdes anteriores até que se chegasse a esse passo a passo. Entdo, pode parecer mecanica
essa organizacdo, mas, na sequéncia, a professora retoma a ideia de minimo multiplo comum,
fracOes equivalentes e justifica o porque optou por esse modo de resolucéo.

Como recurso para recordar as fragdes equivalentes, agora num contexto de operagdes
de numeros fracionarios, a professora levou para a sala a régua de frag6es. A abordagem feita

esta descrita na primeira observacao, mas o ponto de discussdo esté na utilizacdo do material e

20 A Prova Curitiba é uma avaliagdo em larga escala de turmas de 2.° a0 9. ° ano do ensino fundamental, das 183
escolas da rede, elaborada pela Secretaria Municipal de Educacdo em parceria com os Ndcleos Regionais. O
objetivo é a de uma avaliagdo diagnoéstica e ndo para ranquear ou classificar estudantes e escolas. A avaliagao
identifica os pontos fortes e as areas em que é necessario reforcar acfes para avancar na qualidade do ensino no
municipio. Os dados sdo filtrados e apresentados por uma equipe de estatisticos, de modo que possam ser
utilizados de pardmetros para um planejamento da acdo docente, possibilitando reflexdes sisteméticas quanto aos
limites e avangos do processo de ensino e aprendizagem como um todo.
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a intencionalidade com seu uso. A professora queria mostrar a equivaléncia quando ela fazia a
sobreposicao das partes sobre o todo, sendo esse um modo que ela pensou para dar significado
para a equivaléncia de fracoes.

Certamente, ao observar o material e a manipulagéo feita pela professora, o estudante
pode sim compreender o principio da equivaléncia, mas a visualizacdo ndo esta na agdo em ver
0 material em sua estrutura fisica, mas nas relacdes que podem ser estabelecidas, descobertas e

criadas (Figura 42).

Figura 42- Representacdo da equivaléncia de fragdes.

1

1/2 1/2

1/4 1/4 1/4 1/4

Fonte: Autores, 2021.

Antes dessa exploracdo com a régua de fracdes, poderia também explorar o termo
“equivaléncia” em sua etimologia, que significa de mesmo valor, ou mesmo sentido. Quando o
estudante escuta duas “coisas de mesmo valor”, talvez ele pense em dois objetos, que sdao
diferentes, porém representam o mesmo valor. Ai ja se faz a ideia de equivaléncia, que agora
precisaria ser redirecionada para o estudo das fragfes. Entéo, o que o estudante pode perceber?
A representacdo de dois objetos, sejam eles matematicos ou ndo, que correspondem a um
mesmo valor. Mas, como pode objetos diferentes representar um mesmo valor? Nesse caso, por
meio da visualizacdo, as relacdes entre os objetos se prevalecem, dando significado ao todo
representado e ndo aos algarismo que compde a fragdo. Essa exploracdo com os estudantes
movimenta as percepcoes, representacdes e o olhar para as relacdes, ou seja, a visualizagéo.

Retomando a ideia explorada pela professora, com a representacdo da figura sobre a
. a = ~ , . . A - - N 2 4
equivaléncia de fragoes, é possivel perceber as equivaléncias por sobreposicdo: 1 = ST A

relacdo estabelecida esta no inteiro e as subdivisdes do inteiro.

Porém, o que mais se pode extrair dessa representacao? Supondo que se tenham duas
fitas, e ambas foram cortadas pela metade, qual fita € maior? Esse questionamento pode parecer
trivial, porém h& uma relagdo importante de ser observada, tal qual ja poderia ter sido trabalhada

na ideia com as réguas de fracfes. Uma resposta que pode ser esperada é de que as fitam tem o
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mesmo tamanho, mas a intuicdo pode exigir um pouco mais desse raciocinio, talvez até na

tentativa de uma representacédo (Figura 43).

Figura 43 - Representagédo de equivaléncia e ndo equivaléncia.

1
E Nesse caso, se confirma a primeira
hipotese, de que as fitas tém mesmo

1 tamanho (comprimento).

2

1

2 E nesse caso, as fitas teriam o mesmo
- tamanho (comprimento)?

1

2

Fonte: Autores, 2021.

Essa indagacéo pode levar os estudantes a perceberem que a metade é proporcional ao
inteiro, ou seja, para se saber a metade, € necessario que antes se conheca o inteiro ao qual essa
metade se refere. O mesmo acontece com as fragdes equivalentes, pois a equivaléncia acontece
com referéncia ao mesmo inteiro. Portanto, olhar somente para o nimero nao é suficiente para
comparar duas fragdes. E necessario saber a qual referéncia se esta solicitando essa parte do
inteiro.

Na abordagem da professora com as réguas de fracOes, € possivel perceber que ela,
repetidas vezes, menciona que o inteiro representado na régua pode ser diferente de outro
inteiro. Entéo, a utilizagdo do material ndo € no sentido de ver, mas sim de visualizar as rela¢Ges
que por meio dele podem ser extraidas. Essa manipula¢ao também conduz para a ideia de adi¢do
e subtracao de fracdes que ndo estdo divididas em partes iguais, que foi 0 assunto abordado pela
professora na sequéncia.

Essa divisdo em partes iguais é o que a professora utilizou como ponto de partida para
explicar porque os numeradores mudam apos o célculo do m.m.c, pois se procura uma fracdo
com 0 mesmo denominador, ou seja, com a mesma quantidade de partes iguais, logo se obtém
uma fragdo equivalente. E perceptivel que a professora organizou esse pensamento partindo da

base para construir o todo, de modo a ndo tornar o processo mecéanico, como por exemplo:
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divide pelo que esta debaixo e multiplica pelo que esta acima. Esta € uma sentenga tdo mecénica
que o sentido pode se perder nesse processo todo.

Importante ressaltar que a professora trabalha o conjunto dos nimeros inteiros e o
conjunto dos nimeros racionais simultaneamente, entdo, em alguns momentos, as opera¢des
com numeros racionais podem envolver tanto ndmeros fracionarios quanto decimais, assim
como nimeros inteiros. E o que acontece na sequéncia da exemplificacio da adigdo e subtracio
de nameros fracionarios com o uso do m.m.c. A professora apresenta uma tarefa que envolve
as operagdes com numeros inteiros: a) — 3 + 7 + 4. O interessante de mencionar na realizagao
dessa atividade é o questionamento de uma estudante sobre de quais numeros ela tira 0 m.m.c.
Sera que essa estudante nao consolidou a ideia de fragdes, de fracdes equivalentes ou do m.m.c?

Como forma de contextualizar as opera¢fes com numeros inteiros, a professora explora
a ideia de variacdo de temperatura. Numa cidade, a temperatura mais fria do ano foi de -5°C e
a mais quente foi de 35°C. Qual a diferenca entre a temperatura mais quente e mais fria? Esse
problema ja foi mencionado na observacdo 1, mas € interessante notar a antecipacdo da
professora frente as possiveis solucdes que podem ser apresentadas pelos estudantes, isso
significa que eles sdo instigados a participar e levantar hipéteses o tempo todo. Alguns
questionamentos realizados pela professora ja sdo pensados anteriormente, mas outros sdo
construidos, pode-se dizer até “costurados”, junto as situagdes que os alunos véo levantando. E
uma troca, um movimento de ida e volta.

Retomando a questdo da temperatura, uma antecipacdo da professora foi a ideia de
representar essa variagdo numa reta. Para 1sso era preciso consolidar o entendimento sobre
maodulo ou valor absoluto de um nimero, até mesmo porque a variacao de — 5°C até 0°C resulta
em 5°C, ou seja, 0 — 5°C é pensado em modulo. J& a variacdo de 0°C até 35°C foi de 35°C.
Portanto, a varia¢do de — 5°C até 35°C resulta numa variacéo total de 40°C. Mas, além disso, a
professora também estava preparada para algumas alternativas que os alunos apontariam, como
por exemplo: —5 — (+35) = —40°C. A palavra diferenca traz essa ideia de uma operacao de
subtracdo, 0 que ndo estaria equivocado, porém o resultado sim, pois esse deveria ser pensado
em modulo.

A representacdo de situagfes como essa na reta numérica pode ser bem significativa e
visivel, mas novamente reforcando, ndo se trata especificamente da visualizacdo, mas sim do
ato de ver. Se o contexto dessa situacdo for modificado e passar a relacionar a variagcdo do indice

de inflagdo, por exemplo, seré que a analise seria a mesma?
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Um exemplo seria a interpretacdo das raizes de uma equacdo do segundo grau no
conjunto dos nimeros reais. No caso de uma das raizes ser negativa, por exemplo x = —1, para
estabelecer uma relacdo entre a equacdo e suas raizes, o contexto deve ser analisado. Se o
contexto se refere a medida de area e lado de uma determinada figura, o valor negativo ndo
cabe nessa situacdo, agora se o0 contexto é sobre valores monetarios, o valor negativo pode ter
sentido.

Com a andlise dessas primeiras aulas, muitas reflexdes emergem, como a importancia
em provocar o estudante a ser parte do processo de construgdo de um conceito, seja a descoberta
movida pela intuicdo, ou a criacdo movida pela imaginacdo, ou entdo estimular a participacdo
por meio de inquietacdes levantadas pela professora. Sobre o contexto, antes de explorar a sua
importancia, é necessario que as propostas de tarefas sejam pensadas dentro de um contexto, e
ndo apenas o calculo pelo célculo.

A nomenclatura correta dos termos é algo sempre citado pela professora, como por
exemplo —3, ela solicita a leitura: trés negativo, ja +3, trés positivo. Mas essa exigéncia faz
sentido quando esses valores estdo inseridos em alguma operacdo, como +3 — (—3), que
significa: trés positivo subtraido de trés negativo. Mas sem esse cuidado, uma leitura possivel
€: mais trés menos, menos trés, o que para uma abordagem inicial pode-se gerar conflito para o
entendimento dessas operagoes.

Como forma de simplificar tais operacdes, a professora utiliza a notacdo +(+3) como
acréscimo de + 3 ou —3. Numa reta numerada, a operagdo +(+3) + (—3) ficaria do seguinte

modo, conforme apresentado na Figura 44.

Figura 44 - Representacéo das operagdes na reta numerica.

Acrescentar + 3

D

/’_\ +(+3)+(-3)=0

Fonte: Autores, 2021.

E para os casos —(£3) a professora utiliza a notacdo oposta de + 3 ou —3. Numa reta
numerada, a operacdo —(+3) — (—3) ficaria do seguinte modo: —3 + 3 = 0. Com essa
abordagem, a professora traz a tabela, ja apresentada na observacdo 1 (Tabela 5).
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Tabela 5 - Analise dos sinais.

+(+5) | +5
+(=5) | -5
—(+5) | -5
—(=5) | +5

Fonte: Autores, 2021.

Numa breve pesquisa nos livros didaticos, ao se procurar referéncias sobre a operacéo
de adicdo e subtracdo de nimeros inteiros, geralmente se encontra a tabulagdo pronta, ou entdo
uma sintese: sinais iguais na soma ou na subtracdo, some 0s numeros e conserve o sinal, ou
entdo: sinais diferentes: conserve o sinal do maior nimero e subtraia. Mas qual o significado
dessas regras? Quais relagdes podem ser visualizadas de modo que o estudante chegue nas
generalizagdes?

Percebendo a dificuldade de dar sentido as operacBes com numeros inteiros,
principalmente quando encontravam nimeros negativos, uma ideia sugerida para a professora
foi 0 uso de uma espécie de dbaco dos nimeros inteiros, em que se acrescentavam ou retiravam
pecas de acordo com a operacgéo estipulada. Esse trabalho foi inspirado no estudo proposto por
(Shintani, Paulo e Mondini, 2021): “Mais com mais da mais?”. Nesse trabalho, a énfase é na
resolucdo da operacdo de multiplicacdo de nimeros inteiros utilizando-se o abaco numérico.

No dia de desenvolver essa pratica com os abacos, a professora distribuiu um abaco e
algumas pecas (migangas) para cada estudantes. Um tempo foi deixado para que eles
explorassem o material e levantassem hipdteses sobre a utilidade dele. O material era composto
de duas hastes (palitos) fincados numa base de isopor. Nessa base estava demarcada a haste
positiva e a haste negativa, que seriam preenchidas com pecas de duas cores. Uma das cores
representaria 0s nUMeros positivos e a outra 0s nimeros negativos. A professora entdo solicitou
que eles definissem a cor que representaria o valor negativo e o positivo.

De modo a explorar o material da melhor forma, a professor foi mencionando operacdes,

uma a uma, sendo que a cada uma delas ela também montava a sua representacao no abaco (

Figura 45).
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Figura 45 - Atividade com 4baco dos nimeros inteiros.

Fonte: Autores, 2021.

De que forma o uso desse material pode ter ajudado na construcéo de significado das
operagdes com numeros inteiros? Primeiramente, no modo de pensar as operagdes, como, por
exemplo, o uso do material dourado, outra dindmica do pensamento. A professora utiliza o
instrumento como um processo e ndo um fim, ou seja, utiliza de uma base concreta de
construcdo, para formalizar na sequéncia algumas generalizagcdes decorrentes dela.

Importante destacar que a professora frequentemente levantava questionamentos, e
quando eles sdo atribuidos a ela, ao invés de apresentar uma resposta, ela retoma a pergunta: o
que vocé faria?

Primeiramente, a professora solicitou que eles representassem trés maneiras distintas de
zerar as hastes, como por exemplo: 3 pecas no eixo negativo e 3 pecas no eixo positivo, ou
entdo, 1 peca no eixo positivo e 1 no eixo negativo, entre outras. Perceba que o questionamento
solicita trés maneira distintas. Pode parecer uma solicitagcdo corriqueira em sala de aula, mas
solicitar trés maneiras distintas, ndo. H4 uma riqueza nessa solicitacdo, pois o0 estudante que

LT3

estd “mecanizado” no modo como resolve problemas tera dificuldade em pensar nas outras
duas. J& o estudante que ndo consegue iniciar uma estratégia talvez se sinta mais confiante em
apresentar suas estratégias, uma vez que ela pode ndo ser a mais “tradicional”. A professora
ndo estd em busca de uma Unica solugdo, mas diferentes estratégias pensadas pelos seus alunos.

Fazer com que diferentes estratégias sejam apresentadas é o principio da criatividade,
na dimensdo da fluéncia. Em analogia ao aprendizado de outras linguas, o poliglota € fluente

em 4 ou mais linguas, do mesmo modo o estudante pode ser fluente em matematica, isso
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significa, que ele consegue desenvolver diferentes maneiras de resolver um problema, seja por
meio de diferentes formas de representacdo de um objeto (estatico), como estudado em Duval
no capitulo 1, ou seja por meio da visualizacdo das relacdes entre os objetos (em movimento).

O material por si s6 ndo é suficiente para que o significado sobre as operagdes com
nameros inteiros seja construido, pois 0s questionamentos, 0 encaminhamento ao levantar
hipdteses, sdo precedentes que também se fazem importantes nesse processo. Talvez, para um
melhor aproveitamento desse material, seria interessante utiliza-lo antes de se iniciar 0s
algoritmos, ou seja, como modo de instigar e significar as opera¢fes com nlmeros inteiros para
depois ir para as simbologias e generalizagbes. Assim, 0 material entra como ponto de partida,
0 conceito como processo e finaliza na utilizacdo que o estudante faz desse conceito em seu dia
a dia, concluindo-se que o aprendizado, de fato, aconteceu.

Ap0s o uso do material, a professora deu sequéncia retomando o uso dos algoritmos. Na
imagem a seguir destaca-se um dos registros realizados pela professora (Figura 46).

Figura 46- Operacdes com nimeros inteiros (exploracao feita pela professora).

Fonte: Autores, 2021.

Observe que ao lado esquerdo se observa o questionamento feito pela professora e ao
lado direito as hipoteses levantadas pelos estudantes. Detalhando o processo, a professora
evidencia (—n) como oposto de n. Uma interpretacdo que auxiliaria nessa questdo ¢ a reta
numérica, sendo que o oposto de um ndmero na reta numeérica € o nimero que esta a mesma

distancia da origem, conforme apresentado na Figura 47.

Figura 47- Exemplo de como explorar a ideia de nimero oposto.

Fonte: Autores, 2021.
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A representacdo anterior faz visivel o sentido de cada seta. Quando se adiciona, a seta
vai para o sentido positivo, quando se subtrai a seta vai para o sentido negativo. Quando se
adiciona —n de n, o resultado € nulo.

Observando as hipoteses que 0s estudantes levantaram: 2n. Neste caso, a compreensao
sobre o significado de —nndo foi construida, pois ao se considerar 2n, o estudante
desconsiderou que um dos valores representados pela incognita é negativo. A hipotese n + n =
2, uma vez que a professora sugere o uso do valor numérico da incognita n = 1, é analoga a
anterior 2n, uma vez que o produto € a soma de parcelas iguais. A alternativa —n é a que mais
se distancia, mas buscando compreender esse raciocinio, o estudante pode ter ignorado a
existéncia do +2 que antecede o (—2), ou entdo aplicado a “regra de sinais”, concluindo que
“positivo com negativo resulta em negativo”. Por ultimo, a alternativa 0, que se apresenta como
a solucdo que satisfaz a proposta.

Observe que a professora, talvez na tentativa de auxiliar na elaboracdo das conclusdes
dos estudantes, indica para se considerar o valor numérico da incognita sendo igual a 1. A
duvida €, sera que a professora fez essa indicacdo para que o estudante que respondeu 0 como
resposta elaborasse argumentos para sua hipotese, ou sera que essa indicacédo se deu pelo fato
de que quando a linguagem algébrica € levada para uma linguagem numeérica, o estudante
consegue perceber melhor as relagdes?

Essa atividade, no sentido de acdo em induzir a reflexdo sobre o resultado alcancado é
interessante, pois qual professor de matematica nao escutou do estudante: “puxa professor, eu
tinha certeza, agora ndo sei mais”? Quando a professora induz a essa reflex&o, o aluno precisa
fundamentar, reelaborar e comunicar os argumentos que tornam a sua solugdo valida. Essa
pratica vai edificando a construcdo do pensamento matematico do estudante, em que ele esta
ativo nesse processo de construcdo, e nao apenas como expectador. Nesse processo de ida e
volta, o aluno pode também encontrar outros caminhos que o levem a solu¢do (fluéncia), e ainda
comunicar o que melhor, na perspectiva dele, resolve a questdo (flexibilidade).

Com a indicacdo da professora, em considerar a incognita com valor numérico igual a
1, o olhar do aluno passa do algébrico para o numérico. Esse processo pode ser “frutifero” desde

gue na sequéncia se facam as generalizagdes, saindo do particular para o geral. Para o caso em
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que se finalize no calculo numérico, o estudante pode utilizar esse raciocinio como um padréo,
tentando reproduzi-lo para todas as tarefas nesse formato.

Diante disso, se evidencia a importancia do dialogo, da troca, do questionamento. Esse
movimento deve emergir da pratica docente, fazendo com que o estudante explore a tarefa por
varias perspectivas. Perguntas do tipo “e se fosse um valor negativo?”, “porque chegamos nesse
resultado?”, “qual o significado dessa expressao?”, trazem a dinamicidade no modo de pensar
a matematica.

Um exemplo é apresentar uma equacao para o aluno e perguntar pra ele: o que € isso?
Talvez, muitos respondam: uma equagédo. Mas o docente, ndo convencido dessa resposta rasa,
deve exigir um pouco mais. O que essa equacdo representa? Modelem um problema que resulte
nessa equacdo. Novamente, é o ato e ir e vir, brincar com enunciados, sugerindo outros valores,
situacdes, e analisam o resultado que se chega. Por que foi diferente o resultado? O resultado

se manteve, por qué?

5.4 INTRODUCAO AO CONTEUDO

A visualizacdo, no modo pelo qual é entendida nesta pesquisa, ndo € uma acao possivel
de ser mensurada, no sentido de quantificar quantas pessoas utilizaram a visualizacdo para
solucionar uma determinada tarefa. Ou seja, ndo ha como instrumentalizar um modo de pensar
dindmico, como o caso da visualizacao.

Pela resolucdo de uma tarefa proposta talvez se possa perceber algum indicio ou até
mesmo tendéncia para esse modo de pensar, mas o registro precisa de detalhes que até entdo
raramente sdo apresentados e ainda assim configuram-se como indicios.

A comunicacdo, ou verbalizacdo de como se chegou num determinado resultado pode
trazer elementos mais relevantes, porém é necessario que 0 processo do pensar seja
externalizado, o que ndo é uma tarefa facil, até mesmo por ndo se praticar essa acdo com
frequéncia. O mais comum ¢é esperar o produto (resposta) dos estudantes, do que o processo
(percurso utilizado). Como ja mencionado neste estudo, mais importante que as respostas sdo
as perguntas, e € por meio delas que essa acdo de externalizar e comunicar o modo no qual foi
pensado pode se consolidar. E nesse cenério que as analises dessa etapa se configuram.

Em conjunto com a professora, foi elaborada uma sequéncia didatica fundamentada nos
tipos de visualizacdo apresentadas em: visualiza¢do contextualizada, visualizagdo algoritmica
e visualizacdo geométrica. Esse foi o primeiro momento em que, de fato, se dialogou sobre a

visualizacdo, especificamente os tipos de visualizacdo, porém, sem mencionar a concepcao de
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visualizagdo construida nesse estudo. Desse modo, o0 olhar para pratica da docente se da pela
escolha que a professora fez sobre as tarefas, bem como direcionamento dado em sala. Ressalta-
se que cada tarefa por ela selecionada intercalava com a exploracgdo dos conceitos, portanto nao
era algo isolado, mas intrinseco na propria abordagem do conceito.

Antes de entrar especificamente no conceito de equacdes, a professora iniciou uma
abordagem sobre expressdes algébricas e para isso utilizou as sequéncias numéricas e
consequentemente as generalizagdes para um numero “n” de casos. Os estudantes, segundo a
professora, ja sdo direcionados ao trabalho com valores desconhecidos nos anos iniciais, porém

com uma simbologia diferente, sem utilizar a ideia de “incognita” e “variavel” (Figura 48).

Figura 48 - Tarefa 1 (expressGes algébricas).
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Fonte: Autores, 2021.

A primeira tarefa trazia o contexto sobre o valor recebido de acordo com a quantidade
de celulares consertados. H4 uma dependéncia de valores, em que o valor recebido depende da
quantidade de celulares consertados. Entdo, o estudante precisava visualizar a relacdo entre o
valor e quantidade consertada.

A acdo de visualizagdo se apresenta no processo, por mais que os algarismos sejam

visiveis, em sua simbologia, as relacdes entre eles ndo é imediata (Figura 49).

Figura 49 - Item a (tarefa 1).
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Fonte: Autores, 2021.
Importante observar a ordem em que os itens da tarefa sdo apresentados. Primeiramente,
0 estudante precisa visualizar as relaces entre os nimeros, depois, no item a ele precisa
generalizar. Entdo, 0 que antes era a visualizacdo da relacdo numérica, agora a visualizacao esta

no processo entre 0 conhecido (numérico) e a representacdo do desconhecido.
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Por ultimo, a abordagem retoma para 0 numérico, mas ndo sequencialmente, e sim no
meio da sequéncia. Ou seja, a proposta ndo se finaliza numa expressao algébrica, mas sim no
sentido de fazer com que o estudante perceba que a relacdo identificada no item “a” serve para

qualquer quantidade de celular que for consertado (Figura 50).
Figura 50 - Item b (tarefa 1).

1
2

Fonte: Autores, 2021.

Uma sugestdo, seria a de apresentar outra expressdo e pedir para que o estudante
contextualize, ou seja, interprete a expresséo inserindo-a num determinado contexto.

A tarefa seguinte também se refere a uma sequéncia, porém agora relacionando-a com
a geometria. A visualizacao requerida era a da relacdo entre a medida dos lados de um triangulo

equilatero com a medida do seu perimetro (Figura 51).

Figura 51 - Tarefa 2 (expressdes algebricas). -

Fonte: Autores, 2021.

Na imagem anterior, 0 que pode se observar € que o estudante chegou na generalizagédo
da sequéncia, se considerar a medida do lado igual a x. A professora, no intuito de expandir as
reflexdes, questiona sobre como seria tal generalizacio se o tridngulo fosse isdsceles. E
interessante esse questionamento, pois 0 que se percebe é a representacdo que o estudante faz
do triangulo, e 0 modo como ele nomeia os lados. Nesse momento, a sequencialidade ja ndo se
fez necessaria.

Uma outra ideia que pode ser explorada no contexto dessa tarefa é a de
proporcionalidade do perimetro, ou seja, se aumentar-se a medida dos lados proporcionalmente,
qual a relacdo que se obtém com o perimetro? E para o caso da area de um triangulo, qual a

relacdo entre a medida do lado e a area? Novamente, a visualizacao das relacGes se faz presente,
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e 0 estudante pode ir intuindo, no sentido de descobrir novas relagdes, e visualizando outras,
num processo em que uma atividade (acdo) vai desencadeando outra.
A terceira tarefa sobre sequéncias envolveu uma composi¢cdo geométrica, porém de
interpretacdo algébrica (Figura 52).
Figura 52 - Tarefa 3 (express@es algébricas).

W. . “l. 4.

Fonte: Autores, 2021.

Para descobrir o padrdo dessa sequéncia, visualiza-se o todo e depois relaciona-se as
partes. Os questionamentos que a professora inseriu nos itens da tarefa vao direcionando o
estudante para uma possivel generalizacdo, em que vao realizando a contagem de quadrilateros
pretos e brancos e depois relacionando-os.

Apos essa exploracdo inicial sobre as expressdes algébricas, ressaltando que esse foi o
primeiro momento em que os estudantes entraram em contanto com variaveis e incognitas, e
dado sequéncia ao trabalho com equacges, em que as tarefas foram selecionadas com base nos
tipos de visualizacao.

A visualizacdo contextualizada foi a primeira que a professora considerou, com a
seguinte proposta: 1) Um tijolo pesa 1kg mais meio tijolo. Qual é o peso de um tijolo?

Esse tipo de visualizacdo € caracterizado por dar diferentes significados a um dado
conceito matematico. A palavra “contextualizar”, no sentido da matematica, significa colocar
um objeto em relagcdo com outros objetos, ndo apenas no caminho da matematica para o real,
mas da matematica para a propria matematica. Para contextualizar um determinado conceito,
faz-se necessario descontextualizar o saber produzido, para assim analisar um conhecimento
que nele possa ser reproduzido (SANTOS, 2014).

Um exemplo se revela na ideia das raizes de uma equacéo do segundo grau. Sabe-se que
uma equacdo do segundo grau, no conjunto dos nimeros reais, admite no maximo duas solucdes
(discriminante maior que zero), porém pode apresentar apenas uma (discriminante é igual a
zero) ou até mesmo nenhuma (discriminante menor que zero). Mas, se o contexto de referéncia
para um problema proposto for geométrico (medida de area, lado, perimetro etc.), as raizes no

qual o valor é negativo ndo podem ser consideradas pelo contexto em que se esta trabalhando.
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Para as geometrias ndo euclidianas, o contexto gerado pelos espagos artificiais
possibilitam visualizar as relacdes entre os objetos que neles estdo inseridos.

Retomando a proposta da professora: um tijolo pesa 1kg mais meio tijolo, qual é o peso
de um tijolo? Essa tarefa gera um conflito do ponto interpretativo, pois meio tijolo pode
facilmente ser entendido como metade de 1kg. A professora trouxe essa proposta justamente
para explorar a ideia de igualdade que uma equacédo pode representar.

Ela deu um tempo para que os estudantes elaborassem suas estratégias, seja por meio de
representacBes figurais ou simbdlicas. Novamente, a professora anotou todas as hipdteses
levantadas no canto do quadro, e comegou a explorar, uma a uma.

Interessante de se observar que o estudante ndo apresentava sinais de desconforto
guando a sua hipotese ndo era validada. Pelo contrario, quando percebia seu equivoco, logo
solicitava uma proxima tarefa, parecia se sentir parte do processo e ndo apenas um espectador.

Utilizando a ideia da balanga, a professora representou a situacdo. Em um lado da
balanca, uma representacdo do tijolo e do outro lado, a representagdo de metade de um tijolo e
um objeto representando a massa de 1kg. Desse modo, ela iniciou 0 que é denominado por

principio aditivo (Figura 53).

bordagem realizada pela
o

professora (tarefa 1 sobre equacgdes).

FiQU{a 53 - Al

Fonte: Aaféres, 2021.

Na sequéncia, a tarefa foi elaborada com base na visualizagdo aritmética-algoritmica. A
visualizacdo aritmética-algoritmica se caracteriza por um problema geométrico com uma
solucdo de abordagem algoritmica. Ou seja, 0 ponto de partida é geométrico e o ponto de
chegada é algoritmico.

Os exemplos que se revelam na perspectiva desse tipo de visualizacdo sdo, geralmente,
0s que envolvem medidas, seja de area, perimetro, volume, medida de segmento etc. A simples
tarefa sobre o célculo de &rea ja apresenta esse tipo de visualizagdo, pois se inicia por uma

problematica geometrica, que apos € solucionada pelas vias algoritmicas.
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A tarefa proposta pela professora foi a seguinte: Qual é a medida do lado do quadrado

se seu perimetro € igual ao perimetro do retangulo? Na Figura 54 ¢é apresentada a tarefa 3.

Figura 54 - Tarefa 3 (Equagdes).

Fonte: Autores, 2021.

Esse problema se iniciou pelo conceito do perimetro do retangulo e ap6s foi solucionado

numa linguagem algébrica, que foi a equacdo (Figura 55).

Figura 55 - Abordagem realizada pela professora (tarefa 3 equagdes).

Fonte: Autores, 2021.

A professora utilizou a ideia da equacdo j& na sua representacdo geomeétrica. Ela
contornou o quadrado e o retangulo com pedacos de fita. Apos isso, ela colou cada um desses
pedacos que representavam os lados do quadrado e lados do retangulo, numa igualdade
representada pela balanga (Figura 56).
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Figura 56 - Representacdo da solucéo proposta pela professora.
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Fonte: Autores, 2021.

Na sequéncia, ela subdividiu essas medidas em 4 balan¢as. Em cada um dos “pratos” ao
lado esquerdo da balanga ficou apenas um segmento desconhecido,e em cada um dos “pratos”
ao lado direito da balanca ficaram um segmento de medida igual a 2 e outro segmento de medida

igual a 6 (Figura 57).

Figura 57 - Representacdo da solucdo realizada pela professora.
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Fonte: Autores, 2021.

Isso significa que a professora explorou a ideia da igualdade proporcionada pela
analogia com a balanca, e ap0s isso foi transcrevendo para a linguagem algébrica. Logo, o apelo
visual serviu de base para a generalizagdo que ela fez na sequéncia.

Por ultimo, a visualizagdo geométrica consiste em “ver” geometricamente um problema
aritmético ou algébrico, trazendo uma incumbéncia geométrica para o visual no intuito de
utilizar dos preceitos da geometria como modo de visualizacdo de conceitos aritméticos ou
algébricos. Um exemplo é a representacdo no plano cartesiano de uma funcéo afim. Quando
trabalhada a funcdo pela funcdo, o significado pode ser dado pela contextualiza¢do, ou a
modelagem de algum problema, porém, a visualizacdo do grafico possibilita uma interpretacdo
ainda mais ampla para o conceito.

Outro exemplo é quando se tem uma tarefa de contar a quantidade de cadeiras de uma

sala com formato quadrangular. Pode-se ir contando cadeira por cadeira, ou entdo, na
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composi¢do geométrica retangular, multiplicar o nimero de cadeiras de uma coluna pelo
numero de cadeiras de uma linha. Nessa composicdo mental, relacionou-se o algoritmo da
adicdo com a composicéo retangular.

Dentro desse entendimento de visualizacdo geométrica, ndo foi possivel estabelecer
uma tarefa, que se iniciasse dentro do conceito de equacdo, em um problema estritamente
algoritmico para se chegar numa solucdo geométrica. Se extrapolasse o conceito de fracao,
ampliando para o de funcédo afim, poderia ser modelado um problema em que a solucéo poderia
ser representada no plano cartesiano. Porém, como o0s estudantes estavam iniciando a
linguagem algébrica, se optou por ndo estender esse entendimento até que o entendimento de

equacao fosse atingido.
5.5 TAREFAS

Este tdpico tem o intuito de trazer uma breve andlise sobre a realizacdo das tarefas
propostas para um grupo de estudantes pertencentes a turma em que a pesquisa foi
desenvolvida. O objetivo da aplicagdo dessa tarefa se deu por dois motivos: compreender as
estratégias de resolucdo do estudante, observando se nelas existiam alguns indicios da
visualizacdo e analisar o olhar da professora diante da resolucdo dos problemas pelos
estudantes, o que sera especificado na secdo seguinte.

Conforme ja descrito na metodologia, essa tarefa foi realizada com nove alunos pré-
selecionados pela professora, de acordo com o nivel de desenvolvimento. Entdo, desses nove
alunos, trés apresentavam muita dificuldade, trés tinham um bom desenvolvimento, porém
precisavam de estimulos para tal e os outros trés alunos estavam desenvolvendo sua propria
forma de pensar a matematica. Esse momento de aplicacdo da tarefa foi gravado e ndo houve
interacdo entre os alunos e pesquisadora.

Cada tarefa sera comentada em relacdo aos seus objetivos e apresentado o numero de
acertos. Mas, cabe ressaltar que o estudo ndo se faz sobre esses dados numéricos, e sim na
andlise da professora sobre as estratégias e respostas apresentadas pelos estudantes. Ou seja, é
a analise do processo que se faz importante e serd apresentado no préximo tépico com mais
propriedade, na perspectiva da professora.

Para fins de organizacdo dos dados, os estudantes serdo classificados com a numeracgéo
de 1 a9. Na Figura 58 a seguir, serdo apresentadas as tarefas e o nimero de acertos.

Tarefa 1) Observe a figura abaixo: Questdo (adaptado livro Praticando Matemética).
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Figura 58 — Questdo Adaptada do Livro Praticando Matematica.

(x + 1em

S5em

Fonte: Autores, 2021.

Quanto ao retangulo, podemos escrever a equacao:

2 X (x+1)+2x5=38

O que representa 0 nimero 38?

Qual o valor de x?

Sera que o nimero 70 tem alguma relacdo com esse retangulo?

Essa tarefa foi pensada na busca por aliar o pensamento matematico com a visualizacao
algoritmica. O ponto de partida € uma tarefa de natureza geométrica, e o de chegada,
algoritmica. Os itens a e ¢ envolvem o pensar no significado da incognita, que vai além do que
se restringir ao seu valor. Observe que o questionamento do item requer o entendimento sobre
perimetro. J& o item b solicita o valor da incdgnita, ou seja, a resolucdo da equagdo. No item c,
utilizando o valor da incdognita x, o estudante precisava do entendimento sobre area.

Entre os nove estudantes, 0s que acertaram os itens serdo assinalados com Xx.

Quadro 4 - Numero de acertos para cada item da tarefa 1.

Item 1 2 K} 4 5 6 7 8 9

X X

Fonte: Autores, 2021.

A alternativa “a” teve dois acertos, a alternativa “b” um acerto € nenhum acerto na
alternativa “c”. Quando o comando nao foi claro, ou imediato para o estudante, a interpretacao
do enunciado como um todo parecia confusa. Alguns assinalaram a questdo como se fosse
verdadeiro ou falso. Outros se atentaram aos numeros do enunciado e em outros casos nao se

percebeu uma tentativa de resolucéo.
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Tarefa 2) Uma maca vale 6 bananas mais meia maca. Meia duzia de bananas custa 48

centavos. Quanto custa uma maca? Questdo (livro Praticando Matematica).

Essa questdo envolve a ideia da visualizagdo contextualizada, por ser tratar de objeto
real, presente no contexto do aluno. A tarefa também requer uma manipulagdo mental das
relacdes, que poderiam ser representadas de modo figural, ou entdo na representacdo algébrica,
pela interpretacdo da equacdo. Dos 9 estudantes, 3 fizeram a representacdo de uma balanca e

tentaram estabelecer a equivaléncia.

Quadro 5 — Numero de acertos da tarefa 2.

X X X X

Fonte: Autores, 2021.

Nessa tarefa, o nimero de acertos foi igual a 4. Destacam-se algumas solucbes
apresentadas na Figura 59.

Figura 59 - Solugdo apresentada por um estudante.
Questéo (livro Praticando Matematica) - Visualizag&o contextualizada

2) Uma maca vale 6 bananas mais meia maci. Meia dizia de bananas custa 48
centavos. Quanto custa uma maca?

Fonte: Autores, 2021.

Na solugédo anterior pode-se observar a utilizagdo da analogia com a balanca para
representar uma equivaléncia, relacdo essa utilizada em sala pela professora. O estudante
representou uma maca no lado esquerdo da balanga e meia magd mais seis bananas no lado
direito. Se ele retirar meia ma¢d em cada um dos lados da balanca, o estudante conclui que meia
maca equivale a seis bananas, que custam R$ 0,48, logo uma macé equivale ao dobro, R$ 0,96
(Figura 60).

Figura 60 - Solucéo apresentada por um estudante.
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Questdo (livro Praticando Matematica) - Visualizagdo contextualizada

2) Uma macé vale 6 bananas mais meia maga. Meia dizia de bananas custa ¢
centavos. Quanto custa uma maga?

TPCA =& PF M A > B4

Fonte: Autores, 2021.

Ja na solucdo anterior, o estudante usa da linguagem algoritmica para resolucao.
Interessante de se observar a organizacdo em que se estrutura os dados da tarefa, sendo que do
lado esquerdo constam alguns dados e do lado direito outros dados. Talvez, intrinsicamente, a
ideia da balanca também foi utilizada.

Na préxima solucdo destacada, pode-se perceber que o entendimento de “meia” maca
ndo foi consolidado na elaboracdo da estratégia. Desse modo se conclui que o valor de 1 maca

corresponde ao valor de 6 bananas (Figura 61).

Figura 61- Solugdo apresentada por um estudante.
Questao (livro Praticando Matemética) - Visualizagédo contextualizada

2) Uma maga vale 6 bananas mais meia maca. Meia dizia de bananas custa 48
centavos. Quanto custa uma maga?

7 4007 - ) (
AL o 17 BV XA F_ al

Fonte: Autores, 2021.

Tarefa 3) A

Figura 62 representa parte de uma régua graduada de meio em meio centimetro, onde
estdo marcados alguns pontos, a saber, R, S, T, U e V. Qual deles melhor representa o niUmero
2x + 1? Se um ponto W, fosse representado pelo nimero 3, qual deveria ser o valor de x?

Questdo (livro Projeto Radix).

Figura 62 — Representacdo de uma régua graduada.
x R S T U V
I | I | |

L R B

0 1 2 3 4 5
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Fonte: Autores, 2021.

Nessa questdo, além de visualizar o todo, o estudante tem que pensar no processo
inverso de solucdo. A visualizagao presente é a algoritmica, em que se inicia o raciocinio pela
reta numérica, que € uma representacdo geométrica dos nimeros, e se conclui com um
algoritmico, nesse caso o valor da incégnita x.

Nenhum estudante acertou a questao. Dentre 0s que mais se aproximaram, foi estimando

o valor de x entre 0,5 e 1, porém nédo retomaram ao questionamento, que se referia a 2x+1.

Tarefa 4) Observe a sequéncia de figuras apresentada na Figura 63 abaixo, todas elas
com a forma da letra Y. Seguindo este padrdo, quantas bolinhas terd a 152 figura? Questdo
(OMBEP nivel 1 - 2019).

Figura 63 — Sequéncia de Figuras.

@) @)
O O

®) '®) O _O

0 _O O
O O O O e

@) @) O
@) O @)
O O O

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Fonte: Autores, 2021.

Novamente trabalhando com a ideia de padrdes, essa tarefa envolve a visualizacdo das
partes para se concretizar o todo. A visualizacao algoritmica se faz presente pois, por meio da
configuracdo geométrica apresentada, pode-se encontrar o padrdo solicitado. A visualizacdo
das relacBes aqui se da entre as figuras, ou seja, observar o comportamento de cada figura e

relaciona-los.

Quadro 6 - Numero de acertos da tarefa 4.

Fonte: Autores, 2021.

Das solucdes apresentadas, nenhuma utilizou da linguagem algébrica para descrever o
padrdo da sequéncia. As duas tarefas que apresentaram resolucéo correta foram solucionadas
por meio de calculos em sequéncia, ou seja, um a um. Alguns visualizaram parte do padréo,

quando observaram que a relacdo entre uma e outra etapa resultava no acréscimo de 3. Um
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estudante tentou fazer a relacdo pela reconfiguracdo da prépria figura, adicionando bolinhas,

mas nao concluiu o processo.

Tarefa 5) Nas balancas da Figura 64, objetos iguais tém pesos iguais. Qual dos objetos
€ 0 mais pesado? Questdo (OBMEP nivel 1 - 2017).

[
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Figura 64 — Balanga com pesos iguais..
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Fonte: Autores, 2021.

Essa tarefa estabelece a relacdo de igualdade sem envolver nimeros. Percebe-se aqui a
visualizacdo contextualizada, pois 0s objetos reais devem ser comparados a fim de se concluir
qual é o mais pesado. E possivel perceber que essa tarefa apresenta as ideias exploradas sobre
equacdes, nas quais a professora se baseia para explorar a equivaléncia. Porém, nesse caso, a
analise é grafica, visual (Quadro 7).

Quadro 7 - Numero de acertos da tarefa 5.

Fonte: Autores, 2021.

Na solucdo apresentada a seguir, 0 estudante acrescenta valores para cada objeto da
balanca, para que de modo aritmético consiga fazer as devidas comparagdes em relacdo ao
massa de cada objeto (

Figura 65).

Figura 65 - Solugdo apresentada por um estudante.
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Questdo (OMBEP nivel 1 - 2017) - Visualizagdo Contextualizada

<

A
5) Nas balancas da figura, objetos iguais tém pesos iguais. Qual dos objetos é o mais
pesado?
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Fonte: Autores, 2021.

Na imagem seguinte, percebe-se a visualizacdo das relagdes que o estudante fez,
comparando um a um. Por mais que tenha representado graficamente parte da solucéo, pode-se

perceber que o raciocinio é aritmético (Figura 66).

Figura 66 - Solugdo apresentada por um estudante.

Questdo (OMBEP nivel 1 - 2017) — Visualizagdo Contextualizada

5) Nas balangas da figura, objetos iguais tém pesos iguais. Qual dos objetos € o mais
pesado?

Questao (OMBEP nivel 1 - 2018) — Visualizagdo Algoritmica

f ¥

Fonte: Autores, 2021.

Na Figura 67 a seguir, o estudante apresenta a solucdo esperada, porém, pela sua
argumentacdo, ndo fica claro se ele chegou a esse resultado apenas olhando para a ultima
balanca (visualizacdo do objeto) ou entdo pela visualizacdo do todo (visualiza¢do da relacéo

entre 0s objetos).

Figura 67 - Solugdo apresentada por um estudante.
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Questao (OMBEP nivel 1 - 2017) - Visualizagdo Contextualizada
5) Nas balancas da figura, objetos iguais tém pesos iguais. Qual dos objetos é o mais

pesado?
A ﬂ

[
Questao (OMBEP nivel 1 - 2018) - Visualizagio Algoritmica W
e andas O 1'\‘&5/\;»; o @Eve a- W/&,

Q] - 2
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Fonte: Autores, 2021.
Tarefa 6) Na operacéo de adicéo especificada na Figura 68 abaixo, cada letra representa

um algarismo diferente. Qual é o algarismo representado pela letra P? Questdo (OMBEP nivel
1-2018).

Figura 68 — Operacdo de adicdo especificada.

DBMEP
1 DB M

20000

Fonte: Autores, 2021.

Nessa Ultima proposta, a ideia € a visualizacdo do todo para se conjecturar as partes,
especificamente os valores das letras. Para isso envolve-se a visualizagao algoritmica, em que
a organizacdo das letras na operagao é essencial para descobrir o valor de cada uma (

Quadro 8).

Quadro 8 - Nimero de acertos da questéo 6.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
X
Fonte: Autores, 2021.

Ao realizar a tarefa, a maioria dos estudantes observou as partes, nocaso P + M = 0,
mas ndo visualizou o todo. Deste modo, a Unica solugédo possivel para eles seria P = 0. Porém,

na resolucdo da imagem abaixo, a estudante conseguiu visualizar o todo, percebendo que P +
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M poderia também resultar em 10, na qual essas 10 unidades foram trocadas por 1 dezena,
ficando entdo 0 unidades. Se ela nédo tivesse olhado para o todo, ndo consideraria a opc¢ao da
adicéo resultar em 10 (Figura 69).

Figura 69 - Solugdo apresentada por um estudante

6) Na conta abaixo, cada letra representa um algarismo diferente. Qual € o algarismo
representado pela letra P?

Fonte: Autores, 2021.
As analises de algumas resolucdes dos estudantes, realizadas pela ética da professora,

serdo apresentadas na proxima secao.

5.6 ENTREVISTA 2

Apos todas as etapas do percurso metodoldgico apresentado no capitulo 3, que incluia
observacado 1, entrevista, 1, observagéo 2, introdugéo ao conceito de equacdes, tarefas, retoma-
se agora para a Ultima etapa, a entrevista 2.

Esta entrevista teve por objetivo trazer um comparativo das compreensdes iniciais da
professora sobre a visualizagdo com as compreensfes apds todo processo metodoldgico
realizado. Para isso, foi realizada uma entrevista semiestruturada, que inicialmente contava com
nove perguntas, mas devido ao surgimento de novos questionamentos (em italico), a entrevista
finalizou com em 21 perguntas. Para fins de registro e anélise, a entrevista foi gravada.

Essa ultima etapa teve por objetivo dialogar com a primeira e as demais etapas, de modo
a buscar elementos na fala da professora em que a visualizagéo fosse um ponto de discusséo e
reflexao.

A primeira pergunta realizada foi se a professora recordava a ideia de visualizacdo que
ela apresentou na primeira entrevista: (...) eu acho que nédo estava bem formulado o que era
visualizagdo para mim. Eu poderia até usar, mas ndo o conceito. E também acho que néo esta
ainda o conceito pronto para mim, € uma briga interna, do que seria visualizacdo matematica.

Realmente, a concepcdo de visualizacdo, como discutida no capitulo deste estudo, ja se

apresenta polissémica, em que varias perspectivas sdo tomadas como base para depois se
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apresentar uma ideia sobre a visualizagdo. Devido a essa multiplicidade é que de imediato foi
realizado um estudo que trouxesse reflexdes sobre o fato de a visualiza¢ao nao ser sinbnimo de
visdo, representacdo e percepcao. Inclusive, na primeira entrevista, era forte esse aspecto da
representacéo para a professora.

Foi questionado a professora se ela percebeu alguma mudanca na concepc¢éo dela sobre
a visualizacdo. Ela afirmou que: eu tenho me indagado mais e ai me deixo confusa. Eu acho
que estou meio que nem aluno, vocé coloca algumas premissas, ai vem alguém e faz umas
indagacOes e vocé diz pera ai, estd me incomodando. Dai tira vocé do lugar, do comodo, e
agora eu estou tentando construir, parece que agora eu sei menos do que antes. A situacéo é
essa, que estou realmente me sentindo incomodada.

Quando foi pensado no estudo de caso, em que o caso € a professora, 0 que motivou
essa escolha foi o fato do entendimento que se faz sobre o ensino, que é a partir dele que se
pode transformar o0 modo de pensar e olhar para a matematica. Porém, quando se percebe que
0 estudo gerou uma inquietacdo na professora, em uma propor¢ao que ela diz estar tentando se
construir, é notorio que talvez essa desconstru¢cdo ndo tenha acontecido apenas diante a
concepcao de visualizacdo, mas principalmente enquanto professora.

Essa poderia ser uma acdo constante do professor em sua prética, visitar e revisitar
conceitos com outras metodologias, descontruir para construir, despir-se da matematica e
buscar por novas roupagens. As novas ideias ndo apagam as ja existentes, mas se incorporam,
no sentido de ganhar corpo, ganhar vida e dinamicidade.

Sobre as tarefas apresentadas na secdo anterior, a professora comenta se em algum
momento percebeu, nas solugdes dos estudantes, a visualizagdo presente de modo a favorecer
o aprendizado: A da balanca (tarefa 5) é visivelmente, talvez por figura, balanca e tal. Porém
as das letras (tarefa 6) para mim, visualizando ja se percebe que as letras teriam valores
diferentes e eles ndo viram isso. S&o letras diferentes, teriam valores diferentes. Ent&o € o que?
SO a questdo matemética mesmo, algébrica? Ou de percepc¢do do todo? Essa questdo ndo sei
dizer se seria s6 algébrica, para mim seria a percepc¢do do todo. Seriam obviamente valores
diferentes, mas eles ndo conseguiram enxergar isso. S6 uma aluna conseguiu enxergar isso.

Nessa fala da professora € perceptivel que a visualizacdo ainda se apresenta, em alguns
momentos, como a a¢do de ver, porém, quando ela fala da percepcéo do todo, € sobre as relaces
entre as partes e o todo que se refere, ou seja, a visualizagédo das relagdes.

Como comentado, ela disse que apenas uma estudante conseguiu visualizar o todo, ai se

questiona se ela foi além de enxergar. A professora argumentou que 0 processo envolveu o
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olhar, perceber, formular conjecturas, visualizar. Os outros estudantes deixaram se levar pelo
imediato, isso, entdo da zero, é zero, da dois aqui, a letra ali de cima é dois. Os outros que
recortaram l4, é o ver, vejo 0 48, vejo 0 6, ou 40 no 8, vejo 6, 6x48 ou 48+6.

Sobre a tarefa 2, que também poderia estar relacionada a ideia da balanca, as estudantes
8 e 9 foram olhando item por item, foram conjecturando e teve escrita. Porque ndo adianta
vocé fazer conjecturas, fazer as analises, mas nao ter organizacdo, ndo ter um parametro, que
nem l& do aluno 3 que responder R$0,96, mas ndo fez nenhuma explicacdo, é sé imediato,
coloca uma resposta, a resposta € x, é tanto... e nem sempre € assim. E s6 quando s&o coisas
muitos simples. Essa situacdo foi observada nas resolucdes, o estudante buscar por um comando
direto, e ir agrupando os valores que aparecem no enunciado, sem compreender de fato o que
responder.

A professora comenta sobre a dificuldade em conseguir avaliar o estudante quando é
apresentada uma resposta direta, sem que se revele um meio pelo qual se chegou aquela
conclusdo. Eu nédo sei qual o processo que esta falho, porque uma ele colocou e acertou, a
outra colocou a resposta imediata e errou. A maioria colocou respostas imediatas, entdo como
eu vou avaliar de que forma devo fazer a interferéncia? Eu néo sei o que fazer, porque eu ndo
sei qual a linha a pensamento dele. A da aluna 4, mesmo ela desenhando, eu tenho como
interferir, posso chegar ali: olha vamos ver 3 bananas mais 1/2 mag¢a, entdo ficou faltando isso.
Ent&o eu sei onde eu posso interferir.

E nitida a preocupagAo que a professora traz sobre o processo percorrido e ndo o produto.
Até porque é pelo processo que ela podera pensar em estratégias para a lacuna apresentada pelo
estudante, (...) nem sempre me importa a resposta dele em si, mas o processo dele, ele pode ter
até errado a resposta, mas o processo ele fez, uau, valeu! Interessante observar como essa
ltima fala da professora se assemelha a de visualizacdo adotada nesse estudo, ou seja, a
visualizacdo do processo. Por ser um modo dindmico de pensar, é complicado dizer que o
estudante visualizou os processos analisando uma tarefa.

O que ser percebe sdo indicios, mas ndo uma constatacdo. Um outro modo de levantar
mais indicios é pela oralidade em sala da aula. A professora afirma que Que nem /5 e 1/2, para
tentar explicar para alguns alunos, peguei assim: imagine R$1,00, um inteiro dividido na
metade. Eu tive 3 alunas que eu peguei, ndo fiz com todos, porque elas vieram perguntar, ai eu
tive que comparar 1/2 com 1/5. Entdo como que eu vou explicar 1/2 com 1/5? Entdo vamos
pegar R$1,00, é meu inteiro, divida na metade, ndo consegui. Ai fui la e emprestei um pacote

de moedas, trouxe o pacote de moedas e dei na mdo R$1,00 e falei: agora divide. Teve aluna
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que falou: posso quebrar no meio? E o pacote de moedas na frente. Ficou um tempao, até que
perguntou: posso mexer no pacote? Pode. Ai ela pegou uma moeda de R$1,00 mais uma moeda
de R$1,00. Eu pensei, ela vai trocar. Em nenhum momento eu usei a palavra troca porque eu
ndo queria induzir, queria ver até que nivel. Ai ela pegou uma moeda de R$1,00 para ela e deu
uma moeda de R$1,00 para mim. Ai eu disse, ndo, vocé ndo dividiu R$1,00, vocé dividiu
R$2,00.

Por esse motivo, é importante essa troca em sala de aula, o estudante se tornando
protagonista do seu modo de pensar a matematica, pois muitas das dificuldades se revelam
nessas trocas.

Sobre algumas tarefas propostas pela professora, foi realizado o seguinte
guestionamento: € possivel observar nas avaliacdes que a professora elaborou exercicios que
retomam o conceito de area, como, por exemplo, descobrir o lado de um quadrado dada a area.
Ou entéo, a ideia de parte do todo, a area do quadrado interno é 1/4 da area total.

Qual era sua ideia trazendo o conceito de area para esse contexto? E que o processo
inverso do pensamento matematica muitas vezes ndo € explorado, eu penso assim. Entdo a
maioria faz a area achando que é s6 multiplicar ali e pronto, ele ndo consegue pensar no
processo inverso. Nao é sé de area, de tudo. Pode ver, se é uma igualdade eu tenho o processo
inverso, de tudo, porém os alunos tem essa dificuldade de fazer o processo inverso, desde a
multiplicacdo, eles tém dificuldade de fazer a divisdo e quando eu mostro pra eles que divisédo
é 0 processo inverso da multiplicacdo, eu s6 mudo a pergunta: quantas vezes cabe? E a divisao,
mas eu faco, quantas vezes cabe, e ele: é tanto. E isso, divisdo é o processo inverso da
multiplicacdo. Eu ndo estou fazendo nada diferente, eu estou fazendo a multiplicacéo, porém
retomando a pergunta ao contrario. E essa coisa do vai e volta parece que a matematica so
tem um caminho, so a ida, e quando vocé indaga, vocé vé que ndo tem conhecimento aquilo, é
sO mecanico. Esse ida e volta € um processo que dinamiza o pensar, dd movimento.

No questionamento sobre 0 que ela pensa sobre a possibilidade de instigar o aluno a
pensar por meio da visualizagdo nas tarefas, ela é pontual em dizer que vé essa possibilidade,
estendendo para outras situacdes além das tarefas. Nesse momento, ela traz uma ideia da
visualizacdo reconstruida: Mas é que para mim a visualiza¢do ndo é sé figuras né. Ai é que esta.
E o entendimento daquilo, é a compreensdo e ir além. Formar conjecturas e tal que da o
processo. Entdo na verdade é em tudo. Ela entende que a visualizacdo ndo requer uma imagem

para que ela aconteca.
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Sendo questionada sobre a sua préatica diretamente, se ela, enquanto professora percebe
a visualizacdo, a docente ¢ enfatica em dizer que o “o tempo todo”, desde as corregdes, até as
participacdes em sala. Muitas vezes eu planejo mentalmente, ja vou formulando e como eu falei
Ia na primeira entrevista, sdo coisas assim que sdo de acordo com as experiéncias que eu vou
trazendo, as experiéncias do magistério, do 1.° ao 5.° que me ajudam muito, as experiéncias de
frustacGes minhas.

A visualizacdo, no entendimento da professora, esta em toda matematica, todo o dia.
Ela ndo é ensinada, mas pode ser uma habilidade que precisa ser desenvolvida com 0s
estudantes, de acordo com a professora: eu acho que em todos, ndo talvez no mesmo patamar,
sdo niveis diferentes, mas eu acho que em todos. Ele comeca a olhar diferente, e ndo é s6 em
matematica n&o, digo que é além. E além porque essa forma que eu trabalho, eu trabalho com
todas as outras disciplinas no fundamental 1.

Sobre a possibilidade de se levar a visualizagdo como modo de pensar para a
comunidade de professores, ela argumenta que antes sera preciso o professor mudar sua postura
de detentor do conhecimento: mas tem que desconstruir tudo aquilo que eles acham que € ser

professor, principalmente professor de matematica.

6 CONSIDERACOES

Esta tese traz no titulo a sintese da compreensdo que se faz de “visualizagdo
matematica”: “A visualizagdo como um modo de pensar na matematica” (e nao “um modo de
pensar a matematica”), isto é, um processo de pensamento interno a prépria matematica e ndo
externo, sobre a matematica, uma forma de pensar, com a dinamicidade de toda forma de
pensamento, cuja “performance” estd mais ligada aos processos ndo logicos como os que
caracterizam a intuicao e a imaginacdo matematica.

A visualizacdo, como foi concebida aqui, ndo necessariamente pretendeu explicitar a
ontologia matematica para seu posterior conhecimento, e sim construir uma ontologia como
consequéncia do conhecimento resultante da visualizagdo, isto é, a ontologia é decorrente da
epistemologia. Deste modo, a visualizacdo possibilita atingir as relagdes que estdo na esséncia
dos objetos matematicos, e ndo sua “real” constituigao.

Para se construir a uma concepgdo de visualizacdo, foi necessario um processo quase
que indutivo, em que por meio das partes da pesquisa, o todo foi se revelando. E, um dos

desafios foi o de costurar a parte tedrica com a parte préatica, pois teorizar essa relagdo é algo
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complexo, sendo que a abordagem epistemoldgica da visualizagdo € intrinseca ao sujeito e, se
constitui numa forma legitima de acesso ao conhecimento matematico.

Em alguns momentos durante a pesquisa, 0s capitulos pareciam ter vida propria, no
sentido de que sozinhos respondiam alguns questionamentos. Porém, foi na relacéo entre eles
que surgiram mais inquietagfes do que respostas. Sdo dessas inquietagcbes que emergem a
curiosidade e o impeto de questionar e refletir sobre e na pratica docente.

Retirando-se das partes da pesquisa para visualizar seu todo, as ideias iniciais ja traziam
uma pré-concepcado de visualizacdo, realizada em estudos anteriores. Desse modo, a proposta
inicial era a de investigar 0 modo como pensam 0s estudantes em relacdo a visualizacéo.
Audacioso? Provavelmente. Como constatar se o estudante esta ou ndo visualizando? Se a
visualizacdo fosse sinénimo de visdo imediata, ai seria uma possibilidade, mediante a analise
das tarefas por eles realizadas.

Porém, a partir da concepcdo de visualizagdo como modo dindmico do pensar, seria
inviavel sustentar um método para essa investigacao, até mesmo, caso fosse possivel, poder-se-
ia entdo concluir que a visualizacdo pode ser ensinada, existiria um passo a passo de como
visualizar. Portanto, a pesquisa teria que mudar o foco ou a anélise.

A visualizacdo ndo é ensinada, mas ela pode ser aprimorada e quem pode fazer esse
movimento é o professor. Por esse motivo que se decidiu que o caso da pesquisa seria 0
professor. Desse modo, reformulou-se o problema da pesquisa: como se compreende a
visualiza¢cdo matematica na pratica docente de uma professora dos anos finais do ensino
fundamental? Para que essa compreensao ndo fosse singular, foi adotada como metodologia o
estudo de caso, em que diferentes tipos de coleta de dados foram aplicados.

Mas, para que a analise ndo se restringisse a respostas do tipo sim ou ndo, um estudo
mais aprofundado sobre visualizacdo precisava ser desenvolvido, tanto para um esclarecimento
para a pesquisadora, para a professora, como para o leitor.

Primeiramente, no intuito de esbogcar uma compreenséo de visualizagéo, esta foi posta
em questdo com nog¢des relacionadas como “visdo”, “representacdo” e “percep¢do”, a fim de
desconstruir possiveis pré-concepcdes para depois construir uma concep¢do adequada aos
propdsitos epistemoldgicos.

Discutiu-se a “visdo” desde seu papel perceptivo diretamente relacionado com o olhar
OuU 0 enxergar, até a incorporacdo de compreensdes, nesse ato, sobre o que é visto, constituindo-
se num olhar reflexivo, pré-requisito para o processo de visualiza¢do. A isso pode-se acrescentar

que, do ponto de vista epistemoldgico, “ver” o todo é ver as partes e seu contexto, ou melhor ver as
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partes e identificar o contexto onde elas estdo inseridas. Assim, a visdo reflexiva é contextual. Nesse
caso, a visualizac¢do do todo consiste na “composi¢ao” das partes na tessitura de seu contexto. Essa
composi¢do é uma das formas mais importantes de construir o conhecimento do objeto matematico.

Qual o papel da representacdo na visualizagdo? A visualizagdo de um objeto pode ser
“construida” partindo de diversas representagdes do mesmo e despindo-as de suas concretudes num
processo dialético que permita revelar sua esséncia. A diferenciacdo entre um objeto e sua
representacdo é um problema de natureza epistemoldgica e ndo cognitiva.

Uma possivel abordagem para compreender como diversas representacdes de um objeto
permitem sua visualizacdo, é considerar um movimento de recomposi¢do no intuito de obter
uma “ideia” global do objeto (a dinamicidade do processo), embora nao se consiga vé-lo no
sentido tradicional. Um exemplo de destaque (que Duval ndo aborda) é a visualizacdo de
objetos quadridimensionais como o hipercubo ou a hiperesfera. Essa visualizacdo requer, dentre
outros, o recurso da analogia com objetos similares em dimensdes menores, analogia que
movimenta por comparacao suas relagdes internas. Esse tipo de exemplos, revela que sdo as
relacdes e ndo a materialidade os objetos da visualizacao.

Né&o é exclusividade da representacdo esse acesso aos objetos matematicos. A imaginagdo
e a intuicdo tambem sdo meios para esse acesso. De acordo com Lucimar Gusmao, “a imaginagao
e a intuigdo sdo ‘mecanismos’ que a experiéncia matematica nos da para o acesso ao conhecimento
dos objetos matematicos, portanto ha um certo ‘empirismo’ nesse processo que deve ser
incorporado a essa concepgdo de matematica” (Gusmao, 2018, p. 111). De fato, Gusmao chama a
atencdo a necessidade de incorporar, numa concep¢do ampliada de matematica, ou melhor de
pensamento matematico, os processos ligados a intui¢do, a imaginacdo, a visualizacao, etc.

Assim como na visualizagdo, os objetos que séo intuidos e imaginados ndo sao 0s proprios
objetos, ou seja, sdo 0s objetos enquanto entes relacionais e ndo enquanto entes concretos. Séo
objetos dados por suas relagfes, suas definicdes, e essas podem ser apresentadas por meio de
representacfes semioticas.

Como Duval aponta, a representacdo envolve atividades cognitivas profundas, sendo nesse
processamento das representacdes que a visualizacao se faz presente como um meio intelectual de
organizacdo para, a partir dos dados cognitivos, construir o objeto da experiéncia. A visualizagéo,
para Duval, consiste em captar diretamente a configuracdo completa das relagfes e em discriminar
0 que é relevante nela.

No caminho de procurar as caracteristicas epistemoldgicas da visualiza¢do, no campo da
matematica, confrontando-as com a visdo e a representacdo, buscou-se, na sequéncia, sua relacao

com a percepcdo. O fenbmeno da percepgdo tem abordagens provenientes, dentre outras, da
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psicologia, da cognigdo e da fenomenologia. Uma de suas principais caracteristicas € a capacidade
de distinguir (discernir) por meio dos sentidos ou da mente. Assim, segundo Saes, a percepcao é
um conceito que ora pende mais para o sensivel, ora mais para o intelectual.

Sao as representacdes as que estimulam a percepgdo dos objetos pelos sentidos (inclusive
pelo sentido da imaginacdo). Porém, o processo inverso também é valido, isto é, o processo de
perceber cria ou da existéncia a uma representacdo do objeto. 1sso pode ser entendido no contexto
da ciéncia moderna, onde os aparelhos de observacdo e de medida ddo concretude ao objeto
observado, o que Bachelard chama de “fenomenotécnica”.

Em contraposicdo a Aristoteles, René Descartes considera que a percep¢ao ndo é uma
atividade especifica dos sentidos, sendo uma atividade intelectual. Ele afirma que “sentir ¢ uma
forma de pensar”, o que vai ao encontro da nossa principal caracteristica da visualizagdo como
sendo uma forma de pensamento. Kant reforca as ideias de Descartes afirmando que percepcao é
uma sensacao acompanhada de consciéncia.

A percepcao, em sua condigdo intelectual, cumpre também um papel de completamento do
que é visto, o que a visualizagdo vai herdar. Assim, quando se percebe uma figura, ela pode ser em
si incompleta em algum sentido, mas a percepc¢ao impele a consciéncia para completar a figura pela
forma mais simples, mostrando-a numa aparente “totalidade”. A percep¢do vé uma totalidade
compositiva que ndo necessariamente é a suma das percepcdes parciais de suas partes.

Apesar dessa similitude entre percepcao e visualizagédo, a principal diferenca entre elas e
que esta Ultima da acesso a esséncia do objeto, enquanto que a primeira, na medida em que ndo se
pode desligar dos sentidos, da acesso as aparéncias do objeto dadas pela sua concretude
representacional. A percepcao pertence ao campo dos sentidos, mesmo numa concepgao ampliada
como vimos, com sua forte carga cognitiva, enquanto que a visualizacdo pertence ao campo da
sensibilidade, uma das fases do epistémico (a outra é a racionalidade).

Com o estudo da concepcao de visualizagdo de diferentes autores, percebeu-se 0 quao
abrangente € o entendimento que se faz dela e que tem relacdo direta com a perspectiva em que
se adota, seja metodoldgica como a Presmeg, epistemoldgica como o Giaquinto ou entdo
pedagogico/didatica, como a de Arcavi.

Para complementar este estudo foram revisadas, no capitulo 2, algumas abordagens da
comunidade cientifica sobre suas concepc¢des de visualizacdo, a fim de evidenciar a polissemia
do termo, e para esse efeito foram escolhidos trés autores: Marcus Giaquinto, Abraham Arcavi
e Norma Presmeg. A abordagem de Giaquinto revela-se numa perspectiva epistemoldgica, afim

a nossa, enquanto que as de Arcavi e Presmeg trazem uma perspectiva pedagdgica, numa
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vertente cognitiva a primeira e numa vertente metodoldgica a segunda. Com a narrativa dessas
compreensdes de visualizacao, foi possivel delinear uma perspectiva colocando-a em contexto.

A abordagem de Giaquinto € mais filosofica do que pedagogica. Suas principais
contribuigcOes sdo suas reflexdes sobre o papel da visualizagdo na formacgédo de conjecturas
matematicas, isto €, a identificacdo da verdade de um fato matemaético questionando se a
visualizacdo é um meio de descoberta ou de demonstracdo. Sobre a descoberta, ele afirma que
“descobre-se uma verdade passando a aceita-la de forma independente e de maneira
epistemicamente aceitavel”. Esses estudos direcionam-se a uma discussdo mais ampla sobre o
“pensamento visual”, estendendo-a para o “raciocinio visual” e seu papel epistémico com a
finalidade de atribuir também a visualizagdo uma finalidade “demonstrativa” que ndo ¢ de
natureza ldgica. Para ele, o raciocinio visual ndo é inconsciente como muitas vezes poderia ser
0 pensamento visual, naquele ha uma intencionalidade, uma certa racionalidade na forma de
pensar, consequentemente uma consciéncia (0 que nos lembra Kant). Em palavras de
Giaquinto: “A diferenga entre descobrir uma verdade e demonstrar é uma questdo de
transparéncia: para demonstrar ou seguir uma demonstracdo, o sujeito deve estar ciente da
maneira pela qual a concluséo foi alcangada e a solidez dessa maneira. 1sso néo é necessario
para a descoberta” (GIAQUINTO, 2015, p. n.p).

A respeito da visualizagdo como forma de descoberta de propriedades e relagOes
matematicas, Giaquinto pergunta sobre quais seriam o0s critérios de comprovacdo e
confiabilidade correspondentes, propondo o concurso de uma experiéncia sensivel que lhe
atribua a descoberta uma “evidéncia epistémica” (este ultimo ndo ¢ um termo utilizado por
Giaquinto).

Finalmente, dentre os tipos importantes de descoberta que Giaquinto aponta, podem-se
destacar a que ele chama de “descoberta de uma estratégia de demonstracdo”. Segundo ele, o
pensamento visual fornece ideias para um roteiro de demonstracdo o que nesta tese foi
ampliado, no capitulo 3, para discutir como esse tipo de descoberta por visualizacdo, a
“visualizacdo da forma de um argumento”, pode estimular e propiciar a criatividade
matematica. As discussdes de Giaquinto sustentam o fato epistemologico de que ““a visualizagao
caminha junto com a racionalidade matematica”, sendo indissociaveis.

Arcavi, de um ponto de vista cognitivo, trata de explicar o fendmeno de “ver o invisivel”
(incluindo o abstrato) pondo em evidéncia o que ele chama de “hardware visual” e a

necessidade do uso de recursos tecnoldgicos que ampliem as nossas capacidades naturais de
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visdo, complementando esse “ver” com um arcabougo tedrico que denomina de “tecnologia
cognitiva”.

Em Arcavi ha ainda uma concepgéo restrita de visualizacdo como extensdo do visual,
quando afirma que ‘“Visualizagdo ¢ a habilidade, o processo e o produto da criagdo,
interpretacéo, uso e reflexdo sobre [...] imagens, diagramas, em nossas mentes, em papel ou
com ferramentas tecnoldgicas”. Nesse cenario, a visualizacdo ndo aparece como personagem
principal na acdo de aquisi¢do do conhecimento matematico nos processos educacionais, e sim
como uma ferramenta, um modo facilitador.

Norma Presmeg, com o intuito de elaborar uma metodologia da visualizacdo no campo
educacional, comeca introduzindo a nogao de “imagem visual” diferenciando-a da de “imagem
imediata” dada pela vista, no¢do que podemos entender como analoga a de “fato cientifico”
introduzida por Poincaré em contraposicdo a “fato real” na pesquisa cientifica. No fato
cientifico sdo incorporadas certas pré-concepcfes teoricas para delinea-lo, assim como na
“imagem visual”, segundo Presmeg, deve-se identificar uma certa componente verbal
subjacente que a estruture.

Nesse percurso metodologico de Presmeg, sdo introduzidos termos como “alunos
visualizadores”, “professores visuais”, dentre outros, visando elaborar “métodos visuais™ de
solucéo de problemas. Essa classificagdo das pessoas (alunos e professores), como mencionado
acima, o é em funcdo do uso ou ndo dos métodos visuais considerados, 0 que ja suporia uma
objetividade do que é visual, objetividade que afasta-se da ideia de visualizagdo como forma
dindmica de pensar. Alias, Presmeg afirma que “Outro aspecto que se mostrou caracteristico da
solucéo de problemas de muitos visualizadores [...] foi a dificuldade de comunicar os conceitos
de matematica. Os visualizadores tropecaram na terminologia e ndo conseguiam se lembrar de
termos-chave. Nesses estreitos, eles geralmente recorriam a gestos ou desenhavam diagramas”.
Esse recurso a gestos e desenho de diagramas revela o impeto dindmico (e subjetivo) dos
visualizadores para solucionar o problema por visualizagéo.

Agucar a intuicdo dos alunos é uma dessas a¢6es, rompendo com o rigor metodoldgico
que enrijece 0 modo de pensar assim como o de ensinar.

Portanto, para esclarecer a concepgao adotada nesse estudo, um percurso foi desenhado,
de modo que levantasse reflexdes para assim concretizar que a visualizacdo ¢ um modo para se
pensar a matematica, mas esta no processo, no ato de visualizar as relagfes entre 0s objetos,

especialmente os que ndo sdo evidentes ou até mesmo nédo passiveis de um esboco.
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Na secao final do capitulo 2, intitulada “Rumo a constru¢@o de uma concepcao”, discute-
se a que poderia ser o ponto de partida para uma tal concepcéo: o reconhecimento de que na
ontologia do pensamento matematico existem 0s objetos e existem 0s processos, sendo a
principal questdo nesse contexto: como séo visualizados os objetos e os processos? Exemplos
de visualizacdo de processos sdo os casos das “demonstragdes visuais” de teoremas, como o
foi, por exemplo, a prova original do teorema de Pitdgoras na geometria. Nesse tipo de
demonstracdo visualiza-se o0 teorema através de um processo dinamico de reconfiguracao
geomeétrica.

Outro exemplo de visualizagdo de um processo, € o da interpretacdo de uma fracdo do
tipo 4/3. Nela hd uma componente parte/todo e outra de decomposicdo em frages mais simples
envolvendo o “processo” subjacente a operacao (fungdo) de soma: 3/3 + 1/3 ou 2/3 + 2/3.
Ambas sdo solugdes visualizaveis. Neste caso algébrico ha uma analogia epistémica entre o
processo da reconfiguracdo geométrica no teorema de Pitagoras e 0 processo de decomposi¢do
algébrica da fracao.

As vezes, para visualizar um objeto deve-se movimenta-lo, como o que permite, por
exemplo, a geometria dindmica, mas essa dindmica de movimentacdo é uma atribuigdo externa
ao objeto. No entanto, para visualizar um processo é necessario pdr em evidéncia sua dindmica
interna, intrinseca.

Porém, essa concepc¢do de visualizacdo ainda ndo se apresenta em sua totalidade, pois
ao colocar a visualizagdo como um modo dinamico do ato de pensar, outros modos sensiveis
de acesso ao conhecimento emergem, como a intuigdo e a imaginagdo, que em relagdo com a
visualizacdo “alimentam” a criatividade.

Sdo as habilidades emergentes da experiéncia matematica, como a intuicdo, a
imaginacao e a criatividade que se constrdéi como acesso, junto com a visualizacdo, para as
relacBes que constituem os objetos matematicos. Ou seja, 0 olhar parou de se direcionar para 0
objeto para voltar-se a sua estrutura dada pelas relagdes que as definem.

O capitulo 3 é dedicado a discutir o papel da sensibilidade matematica, como entendida
nas secdes anteriores, na visualizacdo e sua relacdo com a experiéncia matematica. Comeca-se
colocando que, do ponto de vista do pensamento matematico, com sua dinamicidade que
alimenta a sensibilidade, as defini¢bes, que delimitam os objetos matematicos resultantes dos
processos de visualizacdo, devem ser o ponto de chegada da sua construgéo e ndo o ponto de

partida. Nesse caso, a defini¢do é resultante de uma sintese.
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O conhecimento matematico obtido através da sensibilidade matematica, mediante
processos de visualizacdo, intui¢do, imaginagdo, pode ser entendido como um “conhecimento
estético” ¢ associado a um tipo de experiéncia, a experiéncia estética que, no caso da
matematica entende-se como ‘“experiéncia matematica”. Mesmo a matematica sendo
insistentemente associada a razdo, faz-se importante destacar que a emocédo [traduzida em
sensibilidade] também é uma dimenséo da aquisicao do conhecimento matematico, e essa se da
pela experiéncia matematica.

Do ponto de vista histérico, na geometria grega a sensibilidade matematica se faz
presente (e formalizavel) na sua metodologia axiomatica traduzida em construtibilidade.
Porém, a partir do século XVII, com o advento da geometria analitica, hd uma ruptura com esse
apelo construtivo da matematica dando prevaléncia aos processos de aritmetizacdo (uso de
coordenadas), em que as intuicbes geométricas transformam-se em intuicbes numéricas,
modificando os mecanismos cognitivos de visualizacao.

No contexto das demonstracdes matematicas, apesar de seu apelo fortemente l6gico,
Gierdien faz reparar na diferenca entre “provas que provam” e “provas que explicam”, tendo
estas Ultimas um forte apelo estético, pois esclarece, ou melhor ilumina, o resultado que esta
sendo demonstrado. No ensino de matematica, uma prova que explica é uma forma de discurso
formal em que a visualizagdo, como parte do processo de prova, pode levar a insights e
conexdes entre as ideias matematicas envolvidas. Uma prova que ilumina deve ser inspiradora
de desenvolvimentos semelhantes ou até de possiveis generalizagdes.

Visualizar com as lentes da intuicdo e/ou da imaginacdo é o que enriquece a experiéncia
matematica, pois esse modo de visualizar o que se concretiza com os olhos da mente, por meio
das relacdes, é o que leva a percepcao da beleza matematica, beleza traduzida em harmonia e
ordem. Na esfera pedagdgica, as nossas capacidades de intuicdo e de imaginacao propiciam um
olhar do estudante para a matematica diferente daquela estritamente calculista e técnica,
manifesta muitas vezes em contextos numeéricos e algébricos, pois a beleza ndo se apresenta
nos resultados, mas sim nos processos.

A constatacdo, na préatica, de que o desenvolvimento da sensibilidade matematica dos
estudantes em sala de aula € uma forma de experienciar a matematica, ndo é tarefa facil, para
1sso € importante que o professor também “mergulhe” nessa dinamicidade. Uma possibilidade
é o de explorar pedagogicamente as estruturas das provas que explicam quando se faz uma
abordagem formal, pois essas iluminam o pensar matematico. Outra possibilidade é a

“manipulacdo” dos objetos geométricos para capturar sua forma antes de qualquer propriedade
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concreta, o que alimenta a intui¢ao sobre esses objetos. E exatamente isso que se pretende com
a visualizagdo: “ver” a forma, mais do que o conteudo.

Essas habilidades pensadas na perspectiva da visualizacdo véo resultar nas descobertas
realizadas pelos proprios estudantes, e eles, se sentindo parte do processo, estardo construindo
base para as possiveis cria¢fes. Assim, a criatividade matematica ganha vida, posto que o poder
argumentativo e criativo do estudante o torna apto para levantar hipéteses, conjecturar e pensar
em diferentes modos de resolver um problema.

Logo, a concepcdo de visualizagcdo para esse estudo se amplia, pois passa a incorporar
diversos elementos que também d&o acesso ao pensamento matematico, como a intuicdo e
imaginacao, aperfeicoando a criatividade matematica.

Como mencionado, para o estudo de caso, diferentes dados foram coletados. Apenas a
entrevista ndo seria suficiente para trazer as compreensdes que a professora faz sobre a
visualizacdo. Por esse motivo, foram realizadas observac6es, tanto com o olhar para os reflexos
das acOes da professora para com o aprendizado dos estudantes, como a pratica docente de fato.
A realizacdes das tarefas também deram um direcionamento para esse olhar da pratica.

Em relagéo a primeira entrevista, a professora transitou, no entimento da visualizagéo,
entre a vis&o, a percepcdo e a representacdo, direcionando para a experiéncia num sentido de
manipulavel, cinestésico. Porém, é importante destacar que a esséncia desse entendimento,
mesmo este ndo sendo o mesmo do adotado neste estudo, emerge na busca em dar significado
aos conceitos, fazer com que seus alunos olhem para a esséncia e ndo apenas a aparéncia.

Esse dialogo e essa troca com a professora a fez refletir sobre a sua pratica, como ela
mesma menciona (...) nem sempre me importa a resposta dele em si, mas o processo dele, ele
pode ter até errado a resposta, mas o processo ele fez, uau, valeu! Ela apresenta um olhar para
0 processo, e principalemnte para o significado. Inclusive, significado foi uma palavra muito
usada por ela.

Na observacdo 1, que teve o propdsito de analisar a pratica docente pelas a¢fes dos
estudantes, foi possivel observar a articulagdo da professora em construir os conceitos e ndo
apenas dita-los € uma das atitudes docentes que pode direcionar o aluno para a experiéncia
matematica, conduzida pela intuicdo, imaginacao e visualizagdo, promovendo a criatividade e
saindo do tecnicismo

Na observagdo 2, que teve o propdsito de analisar a pratica docente pelas acdes dos
estudantes, muitas reflexdes emergiram, como a importancia em provocar o estudante a ser

parte do processo de construcdo de um conceito, seja a descoberta movida pela intuicéo, ou a
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criacdo movida pela imaginacdo, ou entdo estimular a participacdo por meio de inquietagoes
levantadas pela professora.

Outra reflexdo foi sobre a relagdo com o material utilizado para o trabalho com os
nameros inteiros, em que ele, por si s6 ndo era suficiente para que o significado sobre as
operagBes com numeros inteiros fosse construido, pois 0s questionamentos, 0 encaminhamento
ao levantar hipoteses, sdo precedentes que também se fazem importantes nesse processo, € isso
a professora realizava com maestria.

As andlises das tarefas propostas aos estudantes € que dao corpo ao dialogo da segunda
entrevista. Portanto, buscando levantar uma resposta para a pergunta norteadora desse estudo:
como se compreende a visualizacdo matematica na pratica docente de uma professora dos anos
finais do ensino fundamental? sdo tecidas algumas consideracdes.

Primeiramente, a professora entende como algo visual, de imediato aos olhos, e que
pode ser construido ou desenhado no papel, logo, se confunde com a visdo e a representacao.
Porém, com o caminhar de todo o periodo da pesquisa em campo, a professora expande essa
compreensdo, ou melhor dizendo, ndo tem uma concepc¢do. Esse € o melhor resultado que
poderia se esperar, pois como dito pela propria docente: eu tenho me indagado mais e ai me
deixo confusa. Eu acho que estou meio que nem aluno, vocé coloca algumas premissas, ai vem
alguém e faz umas indagagdes e vocé diz pera ai, esta me incomodando. Dai tira vocé do lugar,
do cémodo, e agora eu estou tentando construir.

Ela esta descontruindo, se despindo das concepgdes que tinha. Ou seja, ela esta
refletindo sobre, percebendo como o resultado acaba levantando outras questdes e esse é 0
processo da construcdo e reformulacdo de sua préatica. Por altimo, ela faz o levantamento de
algumas hipoteses: E o entendimento daquilo, é a compreens&o e ir além. Formar conjecturas
e tal que da o processo. Entdo na verdade é em tudo. Ela entende que a visualizacdo ndo requer
uma imagem para que aconteca. Portanto, a visualizagdo ndo € conceitualizavel, mas sentida,
vivenciada, experienciada, dindmica e ndo podendo ser colocada numa definigéo.

As possibilidades de pesquisas futuras, com as compreensdes de visualizagdo criadas
neste estudo podem ser ampliadas para ressignificacdo da visualizacdo na formacdo de
professores, evidenciando a validade desse modo de pensar a matematica. Tambem pode ser
aprofundada sob a Gtica para os estudantes, a partir de propostas que desenvolvam a

sensibilidade matematica dentro da propria visualizacao.
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Portanto, esse estudo ndo se esgota, pois se 0 ensejo estd em gerar inquietagdes,
questionamentos e o dialogo sobre a visualizacdo matematica e a visualizacdo no ensino de

matematica, muitos caminhos e perspectivas podem ser consideradas nesse percurso.
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ANEXOS
ANEXO 1 - TRANSCRICAO ENTREVISTA 1

1) Qual a sua formagao?
Sou formada em Licenciatura em Matematica e fiz magistério.

2) Area de atuacio?
Aqui na prefeitura de Curitiba eu atuo de 6° ao 9° com a &rea de matemaética, porém em outro

municipio em trabalho do 1° ao 5° ano com todas as disciplinas.
3) Enquanto professora, o que mais te satisfaz, 6° ao 9° ou 1° ao 5°?

Em area especifica 6° 0 9° porque estou trabalhando a minha area, porém, do 1° ao 5° abre meu
leque de possibilidades, de ndo olhar simplesmente matematica como uma situacao algébrica e
ponto. O que faz o diferencial da minha aula do 6° ao 9° é minha experiéncia do 1° ao 5°. Entdo,
eu nao posso dizer que gosto mais de um ou mais de outro, querendo ou néo, tudo o que eu
passo na outra area para planejar, portugués, historia, geografia abre meu leque, e eu tento levar
para minha disciplina, outras areas, a forma como que eu trabalho matematica. Primeiro eu

trabalho conceito, a ideia, a estrutura e coloco isso nas outras disciplinas.
4) E o vice-versa também acontece?

Sim, eu ndo tenho como abandonar um com o outro, ou dizer, aqui ndo cabe isso. Pelo contrario,
€ isso que justamente enriquece as situacOes de sala ou até mesmo assim: meu aluno de 7° ndo
entende tal coisa, mas por que ele ndo entende? Porque ele ndo tem o conceito formado. E por
que ele ndo tem o conceito formado? Geralmente porque ndo foi trabalhado essa estrutura de
construir o conceito. Entdo eu trabalho dentro das minhas disciplinas sempre tentando construir
0 conceito, tentando mostrar pra ele que aquilo ndo é simplesmente faz daquele jeito e ponto,
tem o motivo, qual é a razdo? VVamos atras dessa razdo. Primeiro eu mostro a razao, depois se
puder fazer outro processo que facilite teu trabalho..., mas isso s6 0 processo quando vocé

percebe que existe certos padrdes, se existem certos padroes, vamos facilitar o trabalho.
5) Tempo de servico dedicado aos anos finais do ensino fundamental?

6° a0 9° sdo 15 anos. 1° ao 5° sdo 25 anos.
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6) Como vocé vé o ensino da matematica hoje?

Falho. Falho em todos os sentidos. Falho na estrutura que num 1° e 2° ano ndo tem material
manipulativo em sala para cada aluno, o que as vezes tem é uma, duas, trés caixas para serem
emprestadas. Uma sala de 1° e 2° ano devia ter uma parede inteira de materiais manipulativos,
ndo so de alfabetizacdo e ndo exclusivamente matematica. Porque a matematica esta inclusa
nas nogOes, coordenadas, tamanho, comparacdes... E esses alunos vem com essas falhas
justamente por ndo terem manipulado certos materiais, entdo ele ndo tem aquele conceito
construido. Eu posso falar divisdo, algebricamente, ensino passo a passo, esse passo a passo ele
até faz, mas no dia seguinte ele ndo lembra e nédo fez referéncia nenhuma. Porque, se vocé
pergunta pra ele, ou fala pra ele dividir, 0 que que a maioria faz: diminui. Ele ndo tem a ideia
que dividir é repartir em partes iguais. Ele ainda tem a coisa assim, vou dividir, vou ficar com
menos. Nao esta totalmente errado, porém, 0 menos € o que te sobra, ndo o que ficou para cada
um. Nao existe so divisdo exata, entdo vocé tem que estar trabalhando essa ideia de ter que ficar
repartindo, quanto vai ficar para cada grupo, o que vai restar. Entdo assim, até quando vocé
trabalha isso, ndo tem porque num primeiro ano trabalhar algebricamente, porém ele tem que
ter essa noc¢do, quantos grupos deu? O que sobrou? O que eu tinha? Mas se sobrou, eu usei
quantos? E toda uma nocao de vai e vem e isso esta falho em todos os sentidos. E no portugués,
é na matematica... Outra questdo da falha também é um rol de contetdos enorme, onde néo se
da conta. Vou dar um exemplo, o de matematica do quarto ano de Curitiba: no primeiro
trimestre estd 1& adicdo, subtracdo, multiplicacdo, divisdo, nocbes de medida... entre outros.
Tudo isso no 1° trimestre. O aluno ndo da conta, e nem o professor da conta. Ai vocé vai ver a
ordem que tem que estar trabalhando no 4° ano, eles ja ttm que estar sabendo a centena de
milhar, mas ele ndo esta conseguindo entender nem a centena ainda no 4° ano. Entdo nds temos

um rol de contetdos...
7) E do 6%ao 9° qual vocé vé?

O rol de conteudos sempre pesou, e eu nunca pude olhar pra ele, pois se eu olhar pra ele eu
entro em desespero, eu olho assim: ndo vou dar conta dele, o que é o principal? O principal é
iSs0, entdo eu vou fazer isso. Qual a nogdo que ele tem que ter? E algumas delas eu vou tentando
colocar “entre”, ndo especificamente vou parar e dar aquilo, mas eu vou tentando ja a linguagem
matematica correta, a simbologia correta, o uso do igual. Porque assim, o aluno chega com essa

coisa que tudo na matematica € igual, e ndo é. Entdo séo simbolos que ele nem entende. Se vocé
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colocar um “vezes” e “x” de repente ¢ um X, ¢ um numero, mas por que? Porque ja foi usado
de maneira errada. E essas falhas vdo aumentando. Nomenclatura errada, isso essa é uma coisa
que tem em todas as disciplinas. O ensino ja com a nomenclatura errada, uma palavra: continha.
Eu ndo gosto de usar essa palavra, acho que é tdo minimizar uma operacao, vocé desabona a
funcdo da operagdo. Parece ridiculo, mas eu gosto de usar a palavra operacdo. Mais quais séo
as operacdes que eu uso: adicdo, multiplicacdo, subtracdo, divisdo. Ai alguém fala: +, isso ndo
é operacdo, isso sdo simbolos usados para representar uma adicdo. O + um simbolo e nem
sempre ele é esse significado, como também o + do 7° ano ja entra com o significado de
positivo. Entdo se eu falar que tudo aquilo +, como meu aluno vai entender positivo e negativo,
como meu aluno vai entender que eu estou adicionando um ndmero negativo com outro, se nao

tem o sinal de + ali? E um “e” trés negativos e quatro negativos, esse “€” no portugués significa

0 que? Acrescentar.
8) Como vocé se percebe ensinando matematica?

Uma pessoa que quer ensinar, mas eu me frustro, porque parece que eu estou entrando numa
batalha todos os dias, numa guerra todos os dias. E ndo € uma guerra de confronto, ndo vou

confrontar com meu aluno, me estressar. E um confronto de conhecimento. (Continua)

9) Enquanto professora, quais sdo as maiores dificuldades encontradas no ensino de

matematica?
10) Quais séo as maiores realiza¢des que vocé vivencia enquanto professora?
11) Como vocé compreende a frase “visualizacdo matematica”?

Pelas experiéncias que eu estou tendo agora, nesse momento, talvez seja a questdo mesmo de

experimentar, pegar. Entdo vou trabalhar fracdo, divisdo de fracdo, entdo vou pegar a régua
fracionaria, vou pegar por exemplo o 1/2 divididos em duas partes, mas o que é 1/2? Primeiro
ele tem que visualizar que o 1/2 é em relacdo ao inteiro. Entdo ndo adianta eu ir |4 e pegar s6
1/2, vou ter que pegar uma barra que é 1 inteiro, o 1/2, pra visualizar que aquele 1/2 é sempre
em relacdo ao inteiro. Depois, se eu for trabalhar a divisdo, eu vou repartir ele no meio, entao

t4, pego la uma peca que cabe exatamente 2, mas o que € aquilo, o que representa? Entdo ta,

agora vocé tem uma peca nova, tem trés pecas na méo, o que significa cada uma? Dai ilustrar,
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a materializacdo desse significado, que aquela peca menor que é 1/4 representa a divisdo da

metade da metade, mas em relagdo ao inteiro, ela é 1/4. E dai trazer isso para o dia a dia dele.

12) Vocé falou a palavra experimentar? Entdo vocé acha que a visualizacdo esta relacionada
com o ato de “experienciagdo”?

Isso, e dai falha. Por exemplo eu tentei fazer isso na minha turma de sétimo ano so que a escola
tem no maximo duas caixas e meia, ndo tem como proporcionar uma experiéncia dessa pra um
grupo de cada quatro alunos. Cada um deveria experimentar isso no maximo de quatro alunos
em cada grupo. E esses alunos, ja ndo tinham que ter experimentado isso ja la anteriormente?

J&! SO que pergunta quantos experimentaram isso. Quase anda.

13) Com a concepcao que vocé tem sobre a visualizagdo matematica, dada na dltima questao,

fale sobre ela, como modo de conhecer.
Pra mim ele j& € um modo de conhecer, entéo...
14) De que forma vocé a vé como modo de conhecer?

De conhecimento, conhecer vem de conhecimento. Quando vocé faz essas experiéncias vocé
obtém um conhecimento, e aquele conhecimento ninguém te tira. Aquilo fica. E memoria
visual, auditiva, tatil. 1sso vai além de colocar um registro escrito. Entdo vocé até pode ir depois
para o registro escrito, mas ai vocé ja tem o conhecimento formado com todas aquelas

experiéncias que teu corpo gravou.
15) E vocé sempre V& a necessidade de um registro escrito?

Com o tempo sim, dentro da minha formacao aparentemente se dizia, as maneiras de aula, as
linhas, que ndo teria necessidade de registrar, mas ndo, vocé tem que em algum momento
registrar. Vocé pode fazer uma aula expositiva de qualquer matéria, por exemplo, geografia,
trinta minutos de aula expositiva, se vocé ndo anotar nada daquilo, fazer uma anotacéo, orientar
como fazer uma notacgéo sobre aquilo, perdeu tudo. Tem que estar tudo junto, tem aluno que vai
ter aquela memoria auditiva, mas nem todo aluno tem a memdria auditiva. Tem aluno que tem
a memoria visual, que € anotando, ai sim vai fazer aquele feedback. Tem aluno que tem a
memoria tatil. Entdo precisa de tudo isso, precisa anotar, sempre fazer um feedback. Na verdade,

eu sou contra muita exposicdo e depois fazer a anotagdo porque dai da a impressao que quebrou,
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que elas nédo fazem parte uma da outra. Entdo gosto de sempre trabalhar com a anotagéo, falou
tal coisa, trouxe o conceito, anota, vamos para 0 exercicio, anota, faz o calculo mental, anota.

S&o anotacdes, mas tem que ter alguma anotacao.

16) E esse registro que vocé fala da importancia deles, seguindo do exemplo das réguas de
fragbes que vocé mencionou, esse registro precisa ser em que tipo de linguagem?
A gente registrou geometricamente, a gente fez o desenho. Entéo eu fiz o desenho, ndo vou fazer
um monte, mas vou fazer um pra ter a nogdo. Entdo no desenho, uma das coisa que eu tomo
cuidado é que ndo pode ser qualquer medida, eu via muito isso em fracdo e ainda vejo nos
cadernos com outros professores que da uma medida 14, nem fala a medida, e faz o aluno dividir,
dividir ..., porém o meu inteiro tinha que ser padrdo. Entdo se eu vou trabalhar com uma barra
medindo doze, eu vou trabalhar s6 com divisdes onde cabe aquele doze e ele consiga desenhar
aquilo. Entdo eu tomo esse cuidado, o sétimo eu acabei ndo fazendo isso, mas com meu quinto
e meu quarto eu faco isso. E digo, meu inteiro ndo pode ter qualquer tamanho, se eu comecei
com aquele inteiro, eu tenho que terminar até o final com meu inteiro daquele, ndo importa
quantas divisGes tem. Entdo eu ja separo exercicios onde aquelas divisdes vao dar certinho no
caderno quadriculado, que facilita pra ele, € um cuidado, que ndo bagunga a cabeca dele. Ali era
na forma de desenho, mas as vezes € tabela, tem outras formas de representar, até mesmo de

desenho, agrupamento.
17) Entdo sdo formas de representacdo?
Representacdo, e ndo necessariamente sdo algébricas.
18) Mas essa passagem da representacdo do objeto vocé vé necessaria?

Sim, ela tem que ser natural, ela ndo tem que ser dolorida. Ela tem que estar junto, entdo assim

as experiéncias com as réguas, vou para o desenho e depois eu ja vou para a notagdo. O que

aquela notacdo significa? Uma parte de dois. Adianta eu ensinar ele ler 1/2 e néo ter

significado? Isso é 1/2, e qual o significado para o aluno? Nada. Entdo eu, quando coloco no

inicio uma parte de dois, esse € o significado, esse 1 que esta aqui, esse tracinho, esse 2, tudo

tem um significado. O 2 significa em quantas partes o inteiro foi dividido, o 1 é quantas partes
eu estou considerando disso. E que o 1/2 ndo sao dois ndmeros, € um numero. Desde coisas

béasicas, porque eles enxergam dois nimeros, mas ndo é, e vocé vai, pergunta, reflete, € quanto?
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E um nGmero s6. Mas por qué? O que ele significa? Uma parte de dois. Mas isso significa o

que? E 0 meu inteiro? N&o, ndo é inteiro, é metade.

19) Isso causa erros conceituais inclusive no ato de comparagdes de fracdes, em que eles

enxergam os algarismos e ndo o numero certo?

Isso, que dai eu digo pra eles assim, para 0s maiores né, 7°, 8° e 9° ano, vocés vdo muito para o

visual, visualmente vocés estdo enxergando que eles sdo algarismo maiores que 0S outros,
porém, na hora do conceito, eles séo iguais. Por exemplo, 2/, =1/,,3/,=1/,, mas eles estéo

s0 visualizando o 3 e comparando com o 2, e 0 2 comparando com o 1, sendo que eles tivessem
esse conceito que sdo 3 partes de 6 e que 3 partes € metade de 6, entdo é igual. Ndo precisava
elaborar um monte de exercicios, um monte de coisas... Pois eu sou contra isso, um exagero de
exercicios sem fundamentacdo. Aquela lista enorme de exercicios, para mim, isso é uma tortura.
E uma tortura para mim e para o aluno, porque néo vai levar a nada. Ele vai mecanizar o ato, e
muitos alunos vem com esse ato mecanizado e ndo sabem o motivo. Eu estou passando por
essas coisas por exemplo assim: colocar o0 zero no quociente. Ou colocar o0 zero para continuar
a divisdo. Mas eles tém significados diferentes. E muita gente ensina, eu venho percebendo
iss0, ensina assim: ah, coloca um zero aqui, deu um zero aqui, coloca Ia, coloca 14 no resultado
né... ndo fala nem quociente, fala coloca la no resultado. Mas no dia da prova quer que o aluno
use a palavra quociente. Mas no dia a dia o professor ndo usa quociente. Ai coloca 14, mas ai
vOCé pergunta para o professor por que vocé esta colocando 14? Ah ndo sei, me ensinaram assim
eu coloco. Ele também ndo percebe, num ato por exemplo, ele ndo estd ensinando centena,
dezena e unidade, a quanto tempo para o aluno, desde o primeiro dia? Mas o professor também
ndo tem consciéncia que se eu colocar aquele zero la € porque talvez eu ndo dividi a unidade.
Entdo se eu tinha zero unidade, eu também tinha que dividir a unidade, entdo eu vou continuar
com zero unidade. Significado! Dar significado pra coisa. Entdo falta isso, falta também
conhecimento especifico para esses professores formados. E, posso estar falando a maior
besteira do mundo, mas essas coisas, desde que foi intitulada que o professor que faz pedagogia,
vocé faz s6 pedagogia e vocé esta apto a dar aula do 1° ao 5° todas as matérias, ndo esta néo.
Vocé tendo 14 uma disciplina de matematica uma vez por semana né, nem lembro o nome das
disciplinas que tem, mas vamos dizer metodologia da matematica, ndo fiz curso de pedagogia,
mas geralmente eles colocam 14, metodologia da matematica, metodologia do portugués, vai
dar base pra ele? Nao. Ainda o que da a base ndo € a faculdade, o que da a base pra mim néo é

a faculdade de matematica, nas minhas aulas, o que da base pra mim foi um conjunto, mas
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principalmente o magistério. Foi ele que me deu estrutura para perceber todas essas estruturas
de pensamento, da ordem, a questao do erro, a questao assim nao o erro simplesmente “ah entao

eu ndo vou corrigir”, ele tem que ter esse feedback.

20) Entdo vocé pensa que talvez para os professores do 6° ao 9°, que tem uma formacao
especifica, falte conhecimento matematico, ou falte formas dele pensar e estruturar suas aulas
para que esse aluno acesse esse conhecimento matematico, ou os dois, ou alguma outra coisa?
Para especifico do 6° ao 9° ndo falta conhecimento matematico, o que falta é: como estruturar
isso para os alunos, como o conhecimento se forma para o aluno. Eu tenho que trazer o que é
uma fracdo, o significado de uma fracédo, e ndo a fracdo em si. Nao a poténcia em si. Ela tem
um significado, é uma linguagem, mas ir além disso. Falta sim estrutura para esse professor de

6° ao 9° ano, mas uma estrutura que a faculdade nao da.

21) O que me chamou atencdo foi que vocé falou que os alunos se apegam ao visual, por
exemplo, quando eles vao comparar fragcdes. VVocé usou o termo visual. E em outros momentos

vocé usou o termo visualizagdo. Vocé esses termos como sindnimos, ou ndo, diferentes?

A impressdo que da é serem iguais por questdo da palavra, porém eu usei em significados
totalmente diferentes. Eu digo assim também a questdo do contexto, entdo na visualizacéo ali,
pegar € uma visualizacdo, se ele entender que 3 partes de 6 é a metade e que 1 parte de 2 é a
metade e que elas sdo iguais, ele teve uma visualizagéo ja que nédo precisou... ele foi além dos
algarismos, ele foi para o significado. Agora quando o aluno olha o algarismo, ele esta ainda
sem o contexto do que € uma fracdo, ele visualiza sim o algarismo 3 e 1, no ato de ver, ele vé 3
e 1, entdo quem é maior? 3. Mas ndo é s6 0 3 né, tem o0 6 também, do outro lado tem 0 2 e no
outro denominador tem 6. Entdo quer dizer, “estou vendo professora, 3 ¢ 6 ¢ maior que 1 e 2”.
Ver, s6 ver, decodificar, e decodifica um algarismo, ndo o nimero, pois 0 nimero seria o todo,
trés sextos e um meio. E ele ndo consegue perceber isso, entdo esse aluno ndo percebe que

existe um todo ali. Entdo sdo ideias sim diferentes.

22) Vocé vé elementos da visualizagdo matematica em sua pratica em sala de aula? Cite

exemplos.

Eu descobri que faco isso. Aquela coisa de tentar dar significado para as coisas, eu tento trazer
0 mais compreensivel possivel, que esta dentro das relacdes que eles tiveram de experiéncias

né. E assim, por exemplo, agora trabalhando com a divisdo de nimeros decimais, onde eu
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coloco essa visualizagéo, na tabela, entdo eu ndo trabalho isso sem usar a tabela das ordens e
classes. Entdo vou 14, centena, dezena, unidade, ai eles dizem “ah isso”. Ndo tem como eu nao
trabalhar divisdo de numero decimal, ou envolvendo resultado, as vezes assim, s&o numeros
inteiros no meu dividendo e no meu divisor, porém o que eu obtenho é um nimero decimal.
Mas por que eu coloquei aquela virgula? Por que eu tenho que continuar? Entdo eu vou pra
tabela. Entdo, R$15,00, vou dividir R$15,00 por 2, e dai trago também o dinheiro. Entéo t3,
R$15,00, estou dividindo em 2, vai dar quanto? Ah, 7. Vai sobrar quanto? 1. T4, esse 1, eu ndo
consigo dividir? Dai mostro o dinheiro. Da pra dividir, dai troca por duas de 50 centavos. Mas
como posso fazer aqui, volto para tabela. Entdo na verdade estou usando a tabela, no valor
posicional, estou usando o dinheiro para ele perceber que tem como dividir, e estou no processo
algébrico porque eu quero que ele entenda o porqué que a gente coloca aquela virgula. Dai ta,
processo algébrico, vou l& na tabela, até aqui € inteiro, ai existe o centésimo, o centésimo o que
que é? O décimo, uma parte de 10 do inteiro. Meu inteiro € quem? O real. Entdo eu pego bem
essa coisa assim, para trabalhar o décimo eu comeco primeiro pela experiencia dele, que é o
dinheiro. O centésimo, uma parte de cem. Ai ja coloco assim, e se tivesse uma moedinha de um
centavo, quantas delas eu precisaria para dar R$1,00? Ai tem aluno que diz 100. Ent&o perceba,
por isso que é uma parte de cem, entdo eu precisaria de quantos? De 100 delas para dar um
inteiro. Dai reparto, daqui pra cé € inteiro, daqui pra l4 € menor que um inteiro. Nosso dinheiro
tem duas posicdes, entdo nds vamos até essa uma parte de cem, que é o centésimo. E observe a
palavra, centavos, centavos vem de onde? Centésimos. Faz parametro. Ai vou mostrando pra
eles. Chega 4, algebricamente e chega nos 5, 7 inteiros. Ai digo pra eles, registrem pra mim a
resposta, quanto que deu para cada pessoa? No dinheiro ele sabe que deu R$7,50, ele falou isso
pra mim, eles falaram, a turma toda. Mas na hora de registrar eles escrevem, sete reais e cinco
centavos. Ai eu peco ainda pra ndo registrar com algarismo, porque com algarismo induz uma
coisa. Que quero que eles registrem usando palavras. Usando letras, sem usar algarismos. Ai
vocé percebe bem, eles escrevem, sete reais e cinco centavos. De uma turma toda, a pouco
tempo eu passei por isso, um aluno acertou, sete reais e cinquenta centavos. E mesmo ele
olhando aquilo, vendo, ele sabia que ndo era cinco, ele tinha um valor diferente. Ai volto na
tabela, entdo vamos |4, vamos na tabela. Mas antes de ir na tabela, vamos aqui, vocés ndo me
falaram que deu cinco centavos a resposta? Deu professora, deu cinco centavos. Vocés ndo
escrevam isso, entdo ta. Agora aqui, duas moedas e cinco centavos. Nao professora, nao € isso.
Ué, mas vocés ndo acabaram de escrever isso. N&do, é aquelas de cinquenta. Ué, mas vocés

escrevam cinco, esta aqui as duas moedas de cinco. N&o, ndo €, é cinquenta. Entdo vamos voltar
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na tabela? Onde que é o 7? E inteiro, entdo vamos colocar aqui. E o cinco? E a primeira posicao
depois da virgula. Mas o que € a virgula, pra serve a virgula? Alguns ja entenderam, que é pra
separar o inteiro do menor que um inteiro. Nesse ponto eles ja estdo dando o feedback que eu
preciso. Entdo vamos colocar o cinco na primeira posi¢do, s6 que nosso dinheiro é duas
posicdes, entdo eu ndo posso colocar nessa posicdo aqui. Eu tenho que olhar pra segunda. Se
eu estou olhando a segunda, entdo eu posso mudar, dai ela vai ter valor diferente, entdo eu ndo
posso mudar. O que devo colocar aqui pra olhar nessa posicao e que ndo altere? Ai tem uma

viva alma que diz, coloque o zero, ai eu coloco la colorido.
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ANEXO 2 - TRANSCRICAO ENTREVISTA 2

1) Vocé recorda a ideia de visualizacdo que apresentou na 12 entrevista?

Professora: N&o, mas eu acho que ndo estava bem formulado o que era visualizagdo para mim.
Eu poderia até usar, mas ndo o conceito. E também acho que ndo esta ainda o conceito pronto

para mim, é uma briga interna, do que seria visualizacdo matematica.
2) E se for destacar por palavras chaves, fica mais facil para recordar?

Professora: Eu ndo sei se vou recordar, eu tenho agora a minha concepgo. E uma representaco,
representacdo daquelas informacdes, de uma forma visual, mais fisica, ou por meio de um
instrumento, numa situacao, numa fracdo. Que tem alguns que sdo bem visuais, fracdo eu posso

ir para o visual, posso ir para material concreto, mas nem tudo tem essa possibilidade.

Pesquisadora: Foi isso mesmo que vocé utilizou, manipulacdo, experiéncia, experienciacao,
experimentacdo. Foram algumas palavras que vocé utilizou naquele momento. S6 lembrando
que ndo é a intencdo falar que esté errado ou ndo, a ideia é saber se teve alguma mudanca nesse

seu modo de pensar na visualizagao.

3) Em relacdo a entrevista inicial, sobre a concepgéo de visualizagdo enquanto professora, vocé

percebe alguma mudanca no seu entendimento sobre o tema?

Professora: Eu tenho me indagado mais e ai me deixo confusa. Eu acho que estou meio que
nem aluno, vocé coloca algumas premissas, ai vem alguém e faz umas indagacdes e vocé diz
pera ai, estd me incomodando. Dai tira vocé do lugar, do cdmodo, e agora eu estou tentando
construir, parece que agora eu sei menos do que antes. A situacdo é essa, que estou realmente
me sentindo incomodada. Descontruindo para tentar construir argumentos, relacfes validas
num contexto de que sejam reais, e ndo somente hipoteses. Pois antes eu tinha hipdteses, minha

hip6tese é isso, minha hipétese é aquilo, beleza e agora? Sera que essa hip6tese reage?
Pesquisadora: VVocé acha consegue construir?

Professora: Eu estou tentando, mas estou engatinhando. Até os termos que VOCé usou eu tento

lembrar, entdo precisa estudar sobre isso.

4) Diante da andlise das resolucdes apresentadas pelos estudantes, vocé percebe, em alguma

delas, a visualizagdo como um modo que favorece o aprendizado?

Professora: Sim, se ele olhar, se ele ter pequenas observagoes.
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5) E em alguma delas vocé consegue destacar que vocé viu a visualizagdo como um modo que

favoreceu o aprendizado dele para aquela questdo especifica?

Professora: A da balanca (fig.1) é visivelmente, talvez por figura, balanca e tal. Porém as das
letras (fig. 2) para mim, visualizando ja se percebe que as letras teriam valores diferentes e eles
ndo viram isso. Sdo letras diferentes, teriam valores diferentes. Estdo é o que? S6 a questdo
matematica mesmo, algebrica? Ou de percepcdo do todo? Essa questdo ndo sei dizer se seria sO
algébrica, para mim seria a percepcdo do todo. Seriam obviamente valores diferentes, mas eles

ndo conseguiram enxergar isso. SO uma aluna conseguiu enxergar isso.

. j OBMEP
= el SN/ ¥, |
20000

6) Entdo sera que ela foi além de enxergar?
Professora: Seria 0 que? Além de enxergar que seriam valores diferentes?

7) Seréa que ela saiu do patamar de enxergar, perceber para dai conjecturar o processo, que seria

visualizar?

Professora: O que legal, qual que é o processo ai?

Pesquisadora: Olhar, o perceber, formular conjecturas, visualizagéo.
Professora: E faz todo sentido né, é toda uma construgdo do pensamento.

Pesquisadora: Vocé mesmo falou na primeira entrevista que a visualizacéo é diferente do ver,

que ela traz mais elementos...
Professora: Que € o que os outros olharam, tinham a mesma perspectiva e n&o...
Pesquisadora: Eles se deixaram levar pelo ver, imediato, nao foi?

Professora: Isso, entdo da zero, é zero, da dois aqui, a letra ali de cima é dois. Os outros que

recortaram la, é o ver, vejo 0 48, vejo 0 6, ou 40 no 8, vejo 6, 6x48 ou 48+6.

*Em referéncia a tarefa: Uma maca vale 6 bananas mais meia ma¢d. Meia duzia de bananas

custa 48 centavos. Quanto custa uma maca?
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Pesquisadora: E que nem o da balanca também né, que tinha s6 os pesos. Assinalar uma coisa

porque esta pendendo mais para um lado do que para o outro, mas explicar o porqué...

Professora: A aluna 1, que avaliou o peso, escreveu de uma para outra, foi todo um caminhar.

E teve aquele que precisou conjecturar pesos para chegar a analise, colocar valores nos pesos.

8) Vocé percebe alguma relacdo da sua pratica com as solucBes apresentadas pelos

estudantes?

Professora: A aluna 2, a aluna 1. Primeiro elas foram olhando item por item, foram
conjecturando e teve escrita. Porque ndo adianta vocé fazer conjecturas, fazer as analises, mas
ndo ter organizacdo, ndo ter um pardmetro, que nem la do aluno 3, ele colocou 14 R$0,96 mas
ndo fez nenhuma explicacéo, € s6 imediato, coloca uma resposta, a resposta € x, é tanto... e nem

sempre é assim. E s6 quando s&o coisas muitos simples.
9) E quando vocé se depara com respostas assim nas avaliacdes, o que vocé considera?

Professora: Se fosse s6 de marcar X, eu ndo aceitaria. Ndo tinha ninguém perto dele e ele fez,
vou considerar, mas ndo vou saber qual o processo de pensamento dele. Mas ta, esse ele
conseguiu, a outra ndo, COMO (ue eu vVou comparar, 0 que eu posso ajudar no processo de
pensamentos dele? E vago. Eu n&o sei qual o processo que esta falho, porque uma ele colocou
e acertou, a outra colocou a resposta imediata e errou. A maioria colocou respostas imediatas,
entdo como eu vou avaliar de que forma devo fazer a interferéncia? Eu ndo sei o que fazer,

porque eu ndo sei qual a linha a pensamento dele. A da aluna 4, mesmo ela desenhando, eu
tenho como interferir, posso chegar ali: olha vamos ver 3 bananas mais 1/2 maca, entdo ficou

faltando isso. Entdo eu sei onde eu posso interferir.

Nem sempre me importa a resposta dele em si, mas o processo dele, ele pode ter até errado a

resposta, mas o processo ele fez, uau, valeu!
10) Vocé consegue perceber esse processo além das avaliacfes?

Professora: No dia a dia da sala, em alguns casos. Mas assim, ndo tem como estar o tempo todo,
sdo recortes bem pequenos, por exemplo as vezes € uma ou duas situacGes no ano que eu

consigo observar no dia a dia da sala de aula.

Pesquisadora: Para aqueles que verbalizam?
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Professora: Isso! E pouco, pense, uma ou duas situacdes pontuais, em cada uma. S30 coisas
assim marcantes, porque tem algumas que ele esta tirando davida, ele estd no caminhar, mas

tem coisas assim que sdo muito marcantes, vocé tem dificuldade mesmo de explicar. Que nem
1/5 e 1/2, para tentar explicar para alguns alunos, peguei assim: imagine R$1,00, um inteiro
dividido na metade. Eu tive 3 alunas que eu peguei, ndo fiz com todos, porque elas vieram
perguntar, ai eu tive que comparar 1/2 com 1/5. Entdo como que eu vou explicar 1/2 com 1/5?

Ent&o vamos pegar R$1,00, € meu inteiro, divida na metade, ndo consegui. Ai fui 14 e emprestei
um pacote de moedas, trouxe o pacote de moedas e dei ha mdo R$1,00 e falei: agora divide.
Teve aluna que falou: posso quebrar no meio? E o pacote de moedas na frente. Ficou um
tempdo, até que perguntou: posso mexer no pacote? Pode. Ai ela pegou uma moeda de R$1,00
mais uma moeda de R$1,00. Eu pensei, ela vai trocar. Em nenhum momento eu usei a palavra
troca porque eu ndo queria induzir, queria ver até que nivel. Ai ela pegou uma moeda de R$1,00
para ela e deu uma moeda de R$1,00 para mim. Ai eu disse, ndo, vocé nao dividiu R$1,00, vocé
dividiu R$2,00. Entdo quer dizer assim, 3 alunas que eu pude ter esse momento e ndo
conseguiram fazer isso. Imagine quantos ndo conseguem fazer isso. Eu tive que ficar mais de
meia hora construindo isso com cada uma delas e depois ainda construir o que era 1/5 de R$1,00
e eu achando que a construgdo de ¥ de R$1,00...quer exemplo mais rapido que isso? Eu tive
que pegar as moedas e mesmo assim foi super demorado, muito longo, a compreensédo delas
também no final ndo ficou clara. A gente chegou no final, que uma valia R$ 0,20, 1/5 de R$

1,00 e Y2era R$ 0,50, mas ndo ficou claro, vou fazer de volta e vou dar conta? Nao!

11) E possivel observar nas avaliacdes que a professora elaborou, exercicios que retomam o

conceito de area, como por exemplo descobrir o lado de um quadrado dada a &rea. Ou entdo a
ideia de parte do todo, a area do quadrado interno é 1/4 da area total. Qual era sua ideia trazendo

0 conceito de area para esse contexto?

Professora: E que o processo inverso do pensamento matematica muitas vezes nio é explorado,
eu penso assim. Entdo a maioria faz a area achando que é s6 multiplicar ali e pronto, ele ndo
consegue pensar no processo inverso. N&o é so de area, de tudo. Pode ver, se é uma igualdade
eu tenho o processo inverso, de tudo, porém os alunos tem essa dificuldade de fazer o processo
inverso, desde a multiplicacdo, eles tem dificuldade de fazer a divisdo e quando eu mostro pra
eles que divisdo é o processo inverso da multiplicacdo, eu s6 mudo a pergunta: quantas vezes
cabe? E a divisdo, mas eu faco, quantas vezes cabe, e ele: é tanto. E isso, divisdo é o processo
inverso da multiplicagdo. Eu ndo estou fazendo nada diferente, eu estou fazendo a
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multiplicacdo, porém retomando a pergunta ao contrario. E essa coisa do vai e volta parece que
a matematica s6 tem um caminho, sO a ida, e quando vocé indaga, vocé vé que nao tem

conhecimento aquilo, é s6 mecanico.

12) Um dos exemplos observados foi na questdo em que vocé pede para eles que por meio das
figuras descubra geometricamente o valor de...\Vocé acha que eles usam a figura, ou véo

colocando direto o valor?

) V3G 14 . BV {5

Professora: A maioria tentou colocar o valor direto. Esse pensamento da figura eu tive que
pontuar com eles, porque eles ndo viam isso como a parte de um todo. Entdo eu tive que
realmente pontuar. Entdo vamos la, quantos lados estdo pintados? Ah, sdo 7. Mas sdo 7 de
quantos? E o inteiro que esta pintado? N&o. Mas eles ndo viam isso parte de um todo, eles
estavam vendo esse aqui como um inteiro. E assim, essa dificuldade nédo é sé minha, é deles
também. Principalmente essa coisa do processo inverso da raiz, de achar o lado... deu um
“clique” acho que ano passado em mim: nossa, é tdo 6bvio, por que eu ndo cheguei nisso? Entéo
provavelmente ndo foi construido isso comigo. Ah mais ndo sei calcular? Sei, mas néo tinha

uma funcdo pratica. Eu tentei trazer essa funcao pratica para eles.

13) Vocé acha que é possivel instigar o aluno a pensar pela a visualizacdo nas avaliagdes? Se

sim, de que forma?

Professora: Eu acho que o tempo todo né, ndo é s6 nas avaliacdes. E que algumas questdes Vo
ficar mais claras, visiveis, e outras ndo. Mas é que para mim a visualizagdo ndo é so figuras ne.
Ai é que esta. E o entendimento daquilo, é a compreenséo e ir além. Formar conjecturas e tal

que da o processo. Entdo na verdade é em tudo.
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14) Entdo vocé acha que uma questdo, para possibilitar pensar pela visualizagdo, ndo precisa

necessariamente ter figuras?

Professora: A visualizacao pelo que estou tentando formular é para ir além disso. Num primeiro
momento era concreto, pegar o objeto, mas agora fazendo tudo essa analise € muito mais. Nao

precisa ter um objeto em si.
15) A imagem ndo precisa estar no papel?

Professora: N&o, mentalmente. Que esta questdo aqui, quadrado de um numero. Vocé pode
pensar, realmente em érea, se Vocé tiver isso né, area. Area e volume. E as vezes eu sinto
dificuldade neles assim, eu coloco I&: calcule a area de um quadrado que mede 5. Eu coloquei
num dos trabalhos “mede 5” e coloquei quatro op¢des de respostas. A primeira resposta: 10, e
a maioria marcou 10. Entdo eles ndo imaginaram o quadrado, ndo colocaram a medida do lado,
na cabeca deles ndo fizeram aquela representacdo que area € 0 que esta dentro, que estou
tentando mostrar isso para eles. Entdo veja, todo momento que vou falar de &rea eu desenho,
coloco que é o espaco de dentro. E por que eu fago isso? Porque eles ndo tém isso abstraido.
Toda vez que vou fazer o perimetro, aquela coisa da fita crepe né, mas precisava? No meu ver
ndo. Quando que eu comecei essa historia de fita crepe? Esse ano. Porque eu vi que eles ndo
estavam conseguindo perceber que aquela distancia mais aquela, mais aquela, mais aquela. Eu
ndo faco nada diferente, eu s6 contorno e depois eu vou desmontando e colocando. Ele ndo
consegue fazer esse desmonte e isso me choca. Eu estava tentando, dai disse: pera ai, essa fita
crepe, vou dar a volta aqui, acho que eles vao entender eu cortando. E realmente, para alguns
foi a luz. Como a da balanca. Eu lembro do Jodo, a hora eu falei vou pegar esse aqui, vou
colocar na balanca para equilibrar, mas agora eu tenho que dividir em quatro balangas, como
que eu vou fazer? Ai ele disse assim: matematica é magica! Ele disse: como eu ndo tinha
pensado nisso! E foi tdo simples, pegar a fita e vou dividir em quanto? Eu tenho duas pecas
iguais, mas eu tenho que dividir em quatro. Até isso alguns ficaram com aquela dificuldade,
vou dividir no meio, e cada uma que eu dividir no meio vai dar quatro. Mas hora que fez, ah t,
achou o numero, agora vamos fazer algebricamente. Ai eles olharam, eu disse volta na balanga,
eu nao fiz a balanca e a parte geométrica e achei que eles tinham conjecturado tudo, néo,
vamos voltar 14. Outra coisa, sempre gosto de voltar no enunciado. E uma proposta minha,
sempre voltar, sempre fazer a reflexdo e as vezes naquela ansiedade, poxa acho que eles
entenderam, vamos pra frente e as vezes eu falho nisso também. Mas foi muito legal o Jodo,

isso é méagica, como que pode dar igual.
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E nesse momento que eu digo, valeu.

O problema em que a professora se refere € o que estd proposto na abordagem de equacGes,

conforme abaixo:

1) Qual é a medida do lado do quadrado se seu perimetro é igual ao perimetro do

retangulo?

16) Vocé vé elementos da visualizagdo em sua pratica, desde a abordagem dos conceitos até a
elaboracdo das tarefas e avaliagcbes? Em caso afirmativo, de que forma vocé pode inserir em

sua pratica a visualizagcdo como um modo de favorecer o aprendizado matematico de seu aluno?

Professora: O tempo todo eu fago essa analise. Ndo corrijo simplesmente a resposta. Eu demoro
muito para corrigir justamente por causa disso, porque tento ver o processo. Quando o aluno
ndo coloca o processo eu ndo sei por onde eu vou comecgar com esse aluno. Ai porque vocé
grava tudo, ndo gravo tudo, ndo tem como gravar tudo. Eu ndo saio corrigindo, eu vejo assim,

que sentido ele fez, ai volto Ia no nome: fulano de tal, eu também estou formando meu
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pensamento sobre aquele aluno. Tem coisas que vou lembrar, tem coisas que vou esquecer e
tem coisas que vao ficar guardadinhas na gaveta que na hora que precisar tiro. E talvez ndo
precise para ele, mas preciso para o0 outro. Essa coisa das moedas e R$1,00 me deixou em
choque, eu fiz esse teste no quinto ano, eles passaram, eles sabiam quanto que era metade de
R$1,00, e ndo fiz com os melhores alunos, eu fiz com os alunos que tem deficiéncia intelectual,
que tem uma ficha de deficiéncia intelectual, e ndo precisei pegar moeda, ndo precisei pegar
nada. Eles ja conseguiram abstrair. Dai vocé diz o que? Muitas vezes eu planejo mentalmente,
ja vou formulando e como eu falei la na primeira entrevista, sdo coisas assim que sao de acordo
com as experiéncias que eu vou trazendo, as experiéncias do magistério, do 1° ao 5° que me
ajudam muito, as experiéncias de frustacbes minhas. Ou por exemplo assim, as experiéncias de
frustacdes de alguns alunos me marcaram muito e dai eu tento que isso ndo aconteca com
outros. Entdo na verdade € um conjunto de coisas. Agora assim, esta escrito isso? Nao. A mesma

coisa que comentei com vocé vou dar aula de reposicao, entdo vou trazer para 6°, 7° e 8° fracdo.
Vou comecgar com o que? Indagando. 1/2 + 1/2 para fazer mentalmente, dando énfase e a

leitura isso e aquilo. Se eles ndo conseguissem, eu ja estava esperando alguns ndo conseguirem
eu ia puxar a caixa de fracdes, ndo ia deixa-los no erro. Entdo planejo mentalmente todos esses
passos, mesmo que seja assim: ah, entra na turma agora, eu ja vou pensando. Minha maior
dificuldade € colocar isso no papel. Eu faco muitas indagac@es. Eu indago primeiro para ver
que nivel ele esta, ai dou algumas premissas verdadeiras, pontuo algumas coisas, para ver se

eles pegam no ar.

17) E possivel difundir, diante a comunidade de professores de matematica, a visualiza¢&o

como um modo que favoreca o aprendizado mateméatico? Em caso afirmativo, de que forma?

Professora: E possivel, porém a maioria ndo tem essa visualizagdo. Para isso precisaria de uma
formacdo muito boa em matemaética, uma formacéo de professores, o que ndo acontece. O que
acontece sdo disciplinas didaticas, e essas disciplinas didaticas ndo te mostram nada disso. Por
isso quando vocé diz o que pretende, ter uma formacao bacana, vocé faz toda essa analise, mas

se estivesse escrito ndo ajudaria muito os professores a se formar?
Pesquisadora: Mas o estar escrito, estar guardado, faz eles buscarem?

Professora: A maioria ndo vai buscar esse material porque é comodo do jeito que esta. Eu passo,
sou um mero detentor do conhecimento e so estou repassando conhecimento. Eu corrigindo ndo
corrigindo, dando s6 uma orientacdo geral, na minha tentativa de formular isso e aquilo, é para

tentar abarcar um maior ndmero de alunos. E possivel ter uma formacdo diferente de
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professores? E, mas tem que desconstruir tudo aquilo que eles acham que é ser professor,
principalmente professor de matematica. Eu ouvi uma coisa de alguém que falou assim: vocé
acho que ¢ a Unica que tem um pensamento aberto da disciplina de matematica, e que tem
contato com outros professores mas ndo da nossa cidade, que sdo extremamente formais, véo

la ddo o conteudo, corrigi 0 que esta certo e o que esta errado, fecha a nota e pronto.

18) E se vocé fosse convidada para um curso de formagdo continuada e o tema desse curso

fosse visualizacao, o que vocé gostaria de ver nesse curso, enquanto professora?

Professora: Ir além desses parametros que é o fisico, que € uma figura. Que estou quase
chegando 14. E essa coisa de ir além do visual, além de bater o olho e “¢ isso”. E um niimero

que significa 45+3? Nao, € além disso. Essa seria a ideia que estou tendo da visualizacéo.

19) Vocé pensa que a visualizacdo esta no processo todo, ou seria do tipo: hoje vamos trabalhar

com a visualizagéo?
Professora: N&o, ela esta no processo todo, todos os dias. SO que enxergar isso?
Enxergar para vocé ou para o aluno?

O aluno vai enxergar se eu direcionar ele, se eu construir isso com ele. Porque ele sozinho é um
ou outro que vai ter isso. Mas a maioria ndo vai ter isso. E mesmo assim eu trabalhando 3, 4
anos seguidos com esse aluno ndo é garantia. Pode acontecer s6 aquela coisa do imediato,
visualizei 45+3 beleza, sé visual, mas ele ndo formatou nada, ndo conjecturou nada sobre

aquilo. E dai?
20) E vocé acha que é uma habilidade que pode ser desenvolvida no aluno, ou ndo?

Professora: Eu acho que em todos, ndo talvez no mesmo patamar, s&o niveis diferentes, mas eu
acho que em todos. Ele comeca a olhar diferente, e ndo é s6 em matematica ndo, digo que é
além. E além porque essa forma que eu trabalho, eu trabalho com todas as outras disciplinas no

fundamental 1.

Pera ai, 0 que tem aqui, vamos |4, e vou fazendo, vou indagando. N&o é simplesmente fazer,

fez e pronto tchau, virou a pagina e volta. Tudo eu trabalho conceitos em outras defini¢des.

Entdo eu tento usar a minha linha de pensamento e raciocinio, ir para a defini¢do e tudo mais.

Quando eu vou fazer adi¢do, vou primeiro para a definicdo, € a ideia de que? Primeiro a ideia,
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depois vou quebrando em partes. E sempre vou colando desafios. Quando eu acho que eles

estdo achando que € s0 isso, coloco um desafio super simples.

21) Vocé vai muito para questdo da sensibilidade matematica né. Que é para além do préprio
numero somente, do préprio conceito somente. Vai para um lado sensivel da matematica. Que

é uma matematica ndo para sala de aula, mas uma matematica para a vida.

Professora: Sim, desde o exemplo: todo nimero multiplicado por zero da zero. Ai eu faco la
0x1, 10x0, ai coloca 10+0, ele entendeu? Néo, porque ele coloca 0. Ele esta olhando que aquilo
é o simbolo do vezes ou do mais? Nao, ele ndo esta olhando, ele esta apenas vendo nimeros.
Dai eles falam: “ah vocé estd enganando a gente”, eu ndo enganei, ndo esta escrito ai? O que
esta escrito? “mais”, entdo. A gente ndo esta falando que é o elemento nulo da multiplicagdo?
Entdo ndo ¢é o elemento nulo. A gente acabou de falar que é elemento nulo na multiplicacéo na
adicdo ele ndo €, ganha outra perspectiva. E o tempo todo eu fago isso, eu ndo deixo como, ah
eles entenderam. N&o, eles ndo entenderam. Para vocé saber se eles ndo entenderam € s lancas

uma coisa assim no meio, bem simples, ai vocé vé gque eles nao entenderam.
Palavras finais...

Pesquisadora: Entdo assim, quando hoje vocé me perguntou: serd que estou fazendo a
diferenca” a sua preocupacao é fazer a diferenca, entdo acho que vocé ja deu um passo inicial
que ¢ fazer diferente. Vocé fazer diferente, agora falando como uma pessoa que te observou
durante seis meses, eu vi que além de fazer diferente vocé esté levando pra eles uma matematica
gue ndo € encaixotada, € uma matematica pra vida deles, que vai fazer eles pensarem ndo s6 na

matematica, vai fazer eles pensarem em outras coisas.

Professora: E se eu te contar, que talvez uma das frustacdes foi o dia em que eu trouxe a Maria
(nome ficticio, filha da professora) e ela ndo conseguiu fazer o trabalho. Foi frustrante, sabe por
qué? Eu sei que ela tem conceitos basicos. Eu trabalhei com ela ha dois anos atrés, consegui
trabalhar trés meses com ela, eu sei que ela aprende rapido. Mas de toda aquela folha ela foi
direto para as contas (figura 7), entdo ela estd o que? Condicionada. Ela ndo esta interpretando
nada, esta teoricamente num colégio bom, esta tendo matéria, estd tendo disciplina, mas nédo
esta visualizando além. Esté tendo nota, mas ndo visualiza além. Entdo foi muito frustrante
aquele dia. E ela estd imediata, quer uma resposta. Ela ainda néo esta naquela coisa que tem
todo um processo, e tal. Uma atividade, essa 10 aqui, € uma coisa super simples, quanto que

da? So que eu cologuei numa forma algébrica, que nem todo mundo consegue ler. Teve aluno
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que veio me perguntar, a ndo entendi, ai eu disse: vocé esta vendo que é um numero dividido
pelo outro. Dai eu falando ele diz, ah t4, é divisdo. Entdo € um numero dividido pelo outro e o
resultado da sempre 1, teve gente que ficou assim, mas teve gente que disse: ah, tem que ser
igual! Mas ele ndo consegue ainda fazer essa analogia de que € um nimero dividido pelo outro
porque € uma linguagem algébrica, estd construindo e tal. Mas, vai né. E aquele que nédo
pergunta? Que escreve qualquer coisa? Que eu vi a minha filha fazendo. Ela ndo tem
capacidade? Tem, mas ela estd condicionada. As questfes que apareceram expressoes ela esta
condicionada e fez, entdo quer dizer que tudo o que foi trabalhado ela também esqueceu? A
escola tem esse poder de fazer esquecer tudo o resto? Tem! VVocé conduz de forma erronea.

Pesquisadora: Por isso que acho que é importante vocé dar sequéncia com eles né?

Essa é minha intengdo. Eu quero ter essa oportunidade de ver, mesmo esses alunos com

dificuldade, ver se vai mudar a forma deles olharem, escreverem.

Eu lembro uma questdo da OBMEP que eu disse, nossa ndo sei como resolver isso, eu rabiscava
e rabiscava, mas ndo queria ver o gabarito, pois era um desafio. Ai teve um nono ano que um
menino resolver uma questao l1a de uma forma bem simples. Da OBMEP a gente precisa corrigir
0 caderno de provas? N&o, mas por que eu corrigi? Por que eu queria ver a linha de pensamento.
Eu trouxe algumas questdes elaboradas de uma forma diferente, mas assim, ndo vou lembrar a
questdo agora, mas foi de um jeito totalmente inusitado. Quando vocé via a folha de corregéo
era quase uma folha inteira, e ele fez em duas linhas. Ai vocé diz assim, uau! Provavelmente
nenhum professor teve essa visualizacdo simples, e ndo estava errada, era simples. E o aluno
foi além, ele viu aquilo como um todo e ndo em partes. Eu vejo que em alguns exercicios eu
vou querer fazer em partes, ai vejo: nossa cresceu tanto, era uma coisa tdo grande assim? As
vezes a gente tira a simplicidade do exercicio, como alguns alunos falaram: mas eu preciso
fazer assim? Nao, pode fazer mentalmente. Como das equagdes, pode fazer mentalmente, “ah,
mas entdo por que estou fazendo assim?” E o seguinte, vio ter algumas mais elaboradas, que
vou te dar agora, e vocé vai tentar fazer mentalmente, se der conta beleza. A gente tem que
entender o processo, para gque esse processo nos ajude nas elaboradas, mas ndo pode, em
nenhum momento perder a visdo do simples, do referencial, do significado. Se vocé perdeu a
ideia do significado vocé se perde no meio daquelas simbologias, que era para te ajudar, mas

as vezes te atrapalha.
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