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Resumo

Nesta dissertagao apresentamos uma metodologia de ensino, alternativa, para a disciplina
de Fisica, que pode contribuir significativamente para que os estudantes passem a enxergar
a Matematica como uma ferramenta essencial para as ciéncias, em particular, essencial
para o estudo de Fisica. Por meio de um estudo introdutério de mecanica, apresentamos
uma proposta metodoldgica para o ensino do movimento retilineo uniforme (M.R.U.) e do
movimento retilineo uniformemente variado (M.R.U.V.). Esta proposta pode ser ampliada
e aplicada para todos os demais contetidos. Evidenciamos com este trabalho que a Fisica é
plenamente dependente da Matematica, mostrando que nao é possivel ter o conhecimento

do M.R.U. e do M.R.U.V. sem entender os conceitos mateméticos que os mesmos exigem.

Palavras-chave: Matematica; Fisica; Metodologia de Ensino.






Abstract

In this dissertation we present a teaching methodology, alternative, a physics method,
that can contribute in a significant way so that the students come to see as an essential
discipline for the sciences, in particular, essential for the study of Physics. Through an
introductory mechanics study, we present a methodological proposal for the teaching
of uniform rectilinear movement (M.R.U.) and uniformly varied rectilinear movement
(M.R.U.V.). This proposal can be extended and applied to all others. We show with this
work that Physics is dependent on Mathematics, showing that it is possible to have the
knowledge of M.R.U. and M.R.U.V. without the mathematical senses that they require.

Keywords: Mathematics. Physics. Teaching Methodology.
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Introducao

E habitual encontrar na rotina das salas de aula, alunos que consideram a Mate-
matica uma ciéncia a parte, desligada das demais e sem qualquer aplicacao em suas vidas.
Isso causa, no geral, um desapontamento e total desinteresse pela disciplina. E ébvio que
a Matematica nao é desconexa das aplicagdes e o ponto crucial é entao identificar porque
os estudantes da educacio bdsica a veem desta forma? Onde estd o problema? E possivel

apresentar algum caminho para o enfrentamento deste quadro adverso?

Um ponto interessante a se frisar é que a ciéncia de fato nao se fraciona e assim
deve ser tratada. E preciso ter clareza de que o fracionamento se deve para facilitar a
compreensao de conceitos particulares e permitir um aprofundamento em determinadas
areas especificas. Entretanto, no sentido oposto ao da simplifica¢do, o fracionamento da
ciéncia em diversas areas também pode contribuir para a perda da noc¢ao do “todo” e
para a visao distorcida de que as diversas area do conhecimento como Matemaética, Fisica,

Quimica e Biologia, por exemplo, sejam “coisas” disjuntas.

A construgao da Matemaética, ao longo dos anos sempre esteve fundamentada na
necessidade do homem em resolver problemas, entretanto, normalmente relacionados a
ciéncias naturais e a tecnologias, estes problemas usualmente sao tratados por outras
componentes curriculares e, num primeiro momento sem a devida atencao induz ao
raciocinio simplista de que a Matematica esta fora deste contexto. A interdisciplinaridade
comumente leva os alunos ao encontro de situagoes e problemas reais nos quais utilizam
a Matematica sem nem mesmo perceberem. Um dos exemplos mais relevantes dessa
interdisciplinaridade é a Fisica, ciéncia que estuda o Universo, sua evolucao, transformagoes
e interacoes que obedecem modelos e equacoes matematicas. Desta forma, a Matematica
representa um alicerce fundamental para o estudo e representacao dos fenémenos fisicos.
Nela estao contidas as ferramentas que possibilitam o entendimento de fatos comuns ao

nosso redor, como por exemplo a movimentacao dos corpos.

Os conceitos e as leis da Fisica explicam os fendomenos naturais e nos fazem
entender desde o funcionamento das maquinas e das ferramentas utilizadas diariamente,
como uma simples lente de aumento, um abridor de latas, até uma complexa usina nuclear
ou um microscopio eletronico. Todos esses conceitos a que nos referimos s6 podem ser
realizados por meio da Matematica, responsavel por ser o instrumento formal de expressao
e comunicacao para esta area. A Matematica estd ligada de forma tao intrinseca com a
Fisica que ao longo da histéria muitos fisicos foram também matematicos, desenvolvendo
ferramentas matematicas para descrever fenomenos da natureza. Por exemplo, esse foi o

caso de Isaac Newton que formalizou e estabeleceu varias notagoes que compoe o Calculo
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Diferencial e Integral moderno.

Segundo Galileu (1623), um dos maiores cientistas da histéria, ndo se trata apenas
de quantificar as grandezas fisicas, mas de compreender a importancia da Matematica na
expressao das leis fisicas. Com suas préprias palavras ele afirmou:

O livro da natureza nao pode ser lido até aprendermos sua linguagem e
nos tornarmos familiares com os simbolos no qual esta escrito. E ele esta
escrito em linguagem matematica, e suas letras sao tridngulos, circulos
e outras figuras geométricas, sem as quais é humanamente impossivel
compreender uma unica palavra e ha apenas um vagar perdido em um

labirinto escuro (BONJORNO et al., 2013, 150).

Em virtude dos fatos apresentados, é essencial mostrar aos alunos a Matematica
presente na Fisica. E ainda mais, mostrar como a Fisica nao existe sem a utilizacao da
Matematica, isto ¢, além da necessidade da modelagem matemaética, seus conceitos sao
imprescindiveis para o real entendimento da Fisica, de seus principios e por fim, de suas

conclusoes.

Analisando as grades curriculares dos cursos de Licenciatura em Fisica observa-se
que os mesmos contemplam as disciplinas de Célculo Diferencial e Integral e Estagio
Supervisionado. Entretanto a abordagem do Célculo inclui ferramentas adicionais as
usadas no ensino médio e os estagios, muitas vezes realizados em grupos e em curto periodo
de tempo, geralmente nao propiciam preparacao suficiente para atuagao profissional em
sala de aula. Quando o recém graduado inicia o trabalho com alunos do ensino bésico, ele
recebe, de cada colégio, um livro didatico a ser seguido durante o ano letivo, que se tornam
“muletas” do professor, tornando-o refém sobre o que e como trabalhar com os alunos. No
geral, os livros didaticos de Fisica do ensino bésico apresentam a matematica existente
em cada contetdo fisico de maneira mecanizada, como regras a serem decoradas pelos
alunos para a realizacdo de atividades, sem ao menos mencionar que a matematica que
esta sendo ali aplicada é a mesma vista na proépria disciplina de matematica. Na pratica,

quase sempre a interdisciplinaridade é negligenciada.

Meu primeiro contato com a sala de aula no ensino basico foi com a disciplina
de Fisica, porém minha formacao académica é Licenciatura em Mateméatica. No entanto
aceitei o desafio, uma vez que minha graduacado proporcionava também a habilitacdo em
Fisica. Nos primeiros anos encontrei muita dificuldade, pois me faltava o entendimento
de que para o aluno compreender qualquer conceito fisico é necessario que ele entenda a
matematica presente no mesmo. No inicio da minha experiéncia profissional também fui
refém dos livros didaticos, como citado anteriormente. Apenas com o passar do tempo
pude perceber que minhas aulas poderiam ser mais independentes dos livros didaticos e se
tornarem mais transparentes para os alunos, deixando claro a matematica presente em

cada conceito fisico.

Retomando o problema formulado no inicio desta introdugao, tendo apresentado
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as argumentagoes acima, reforcamos a afirmacao de que a Fisica traz a Matematica
em sua esséncia e com isto nao é razoavel a existéncia de um enorme contingente de
estudantes com a visao contraria. Salvo melhor juizo, focando nossa atenc¢ao em uma
dire¢do, o problema estd em como se da o ensino de ambas disciplinas, geralmente de
modo isolado: a Fisica é “ensinada” por meio de um receituario de férmulas enquanto
que a Matematica é “ensinada” de forma abstrata, distante da realidade. Assim, este
trabalho estd baseado na tese, muito debatida entre educadores, de que a Matematica é
um instrumento indispensavel para o estudo da Fisica e o objetivo principal é apresentar,
por meio de uma situagao concreta, uma metodologia de ensino que de fato discuta os
conceitos e deixe claro a presenca da Matemadatica. Apresentamos nossa proposta com
um estudo introdutério sobre movimentos: Movimento Retilineo Uniforme (M.R.U.) e o
Movimento Retilineo Uniformemente Variado (M.R.U.V.), ambos conteidos estudados
no primeiro ano do ensino médio. Esperamos que a metodologia apresentada seja um
caminho interessante onde os conceitos sao abordados de forma a evidenciar a importancia
da Matematica para o estudo de Fisica, demonstrando com isto que nao é possivel se

apropriar deste conhecimento sem entender as bases matematicas que o mesmo exige.

Esta dissertagao esta dividida em trés partes. No primeiro capitulo estudamos o
movimento retilineo uniforme (M.R.U.). Iniciamos com uma pequena abordagem histérica
sobre Mecanica e em seguida definimos o M.R.U. e o associamos ao conceito de fungao, de
modo que sua completa descrigdo (modelagem) seja dada por meio de uma funcao s = s(t),
chamada funcao horaria do movimento, que determina a posicao do objeto em cada
instante de tempo ¢t. Em seguida estudamos o teorema fundamental da proporcionalidade
e o aplicamos para estabelecer uma caracterizagao das fungoes afins, bem como provamos
que o grafico de toda funcao afim é uma reta. De posse da caracterizacao das funcoes afins
retornamos ao estudo do M.R.U., obtemos sua fun¢ao horaria e discutimos suas principais
propriedades, as quais comumente sao apresentadas nos livros didaticos de Fisica para o

ensino médio sem qualquer justificativa plausivel.

No segundo capitulo, tratamos do movimento retilineo uniformemente variado
(M.R.U.V.). Introduzimos o assunto com uma discussao sobre o conceito de velocidade
instantanea, responsavel pela criacao da derivada de uma funcao e consequentemente
do calculo diferencial, essencial para a definicio do M.R.U.V..Na sequéncia definimos o
M.R.U.V. e demonstramos que quando a aceleragao e a velocidade inicial sdo positivas
o deslocamento do movel, em um intervalo de tempo, coincide com a area da regiao
(trapezoidal) abaixo do gréfico da fungao velocidade. Neste raciocinio, que contém o conceito
de limite, esta o germe da definicao de area de regides planas nao regulares e o conceito de
integral definida. A partir da caracterizagao do deslocamento em termos de area podemos
generalizar este raciocinio e concluir que no M.R.U.V., a velocidade média em qualquer
intervalo de tempo é a média aritmética entre as velocidades assumidas no inicio e no no

final do intervalo. De posse desta propriedade determinamos a fun¢ao horaria do M.R.U.V.,
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dada por uma funcao quadratica. A partir deste ponto desenvolvemos um estudo completo

sobre func¢oes quadraticas onde, dentre varios resultados, mostramos que o grafico de toda
b 1— (b — 4ac

fungao quadratica f(x) = ax?+bx+c é uma parabola de foco F = (—2 , (4))
a a

1 — (b — 4ac)

4a
a parabola tem a concavidade voltada para cima, enquanto que se a < 0 a concavidade

e diretrizy = — . Adicionalmente demonstramos que se o coeficiente a > 0
¢é para baixo. Tendo nos apropriado do estudo sobre fung¢des quadraticas retornamos ao
M.R.U.V. e discutimos suas propriedades. Também apresentamos duas aplicagoes: queda

livre e lancamentos verticais.

A terceira parte da dissertacao é a ultima secao do capitulo dois, onde apresentamos

nossas consideracoes finais.
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1 Movimento Retilineo Uniforme - M.R.U.

Neste primeiro capitulo iniciamos com uma breve abordagem histérica sobre a
Mecéanica, area da Fisica responsavel pelo estudo dos movimentos. Em seguida introduzimos

a definicdo do Movimento Retilineo Uniforme (M.R.U.) e estudamos suas propriedades.

1.1 A histéria da Mecanica

Como mencionamos na introdugao, nesta dissertacao, por meio do estudo de alguns
tipos de movimentos, abordamos uma metodologia de ensino que evidencia a Matematica
como uma ferramenta essencial para o estudo de Fisica. O estudo dos movimentos ¢ uma
parte importante da Fisica, chamada Mecanica. Nesta secao apresentamos uma breve

contextualizagao sobre a histéria desta area.

Definir ao certo quando a Mecéanica teve inicio é uma tarefa um tanto quanto
complexa. Sabe-se que as primeiras relagoes do homem com esse tema foram através de
observacoes da natureza, principalmente no que diz respeito a Astronomia. A periodicidade
na qual alguns eventos ocorriam e as observagoes do céu, como o movimento do Sol, as
fases da Lua e as estagoes do ano, auxiliavam na tentativa de compreender a origem do
Universo. Isso pode ser evidenciado com o surgimento de marcadores do tempo, como € o
caso dos calendarios e relégios. Assim sendo, o inicio da Mecanica pode ser definido como
o estudo dos movimentos dos corpos celestes. Durante a Grécia Antiga, as varias areas do
conhecimento eram englobadas pelo saber filoséfico, o que posteriormente se tornariam os

diversos ramos como a Fisica e a Matematica.

Muitos autores consideram que o inicio da histéria da Mecanica tenha ocorrido
com Aristoteles (384 a.C. — 322 a.C.), uma vez que ele foi um dos primeiros, em relac¢ao
aos registros em livros, a formalizar as primeiras leis do movimento. Aristételes, filosofo
e cientista, dividiu o movimento em duas grandes classes: a do Movimento Natural e
a do Movimento Violento (HEWITT, 2011). O Movimento Natural era motivado pela
natureza, isto é, cada objeto possuia seu lugar apropriado e buscaria sempre alcanca-lo.
Essa busca pelo equilibrio era controlada pela combinacao dos elementos que o mesmo era
formado, sendo eles terra, agua, ar e fogo. Assim, ele afirmava que objetos mais pesados
deveriam se movimentar mais rapidamente, como por exemplo a rapidez com que um
pedaco de barro caia na terra comparado com a velocidade de um pena. Ainda segundo
Hewitt (2011), Aristételes defendia que o Movimento Natural poderia ser diretamente
para cima ou para baixo, aplicado para as coisas na Terra, ou circular, aplicado para os
objetos celestes. Segundo o filésofo, o movimento circular nao possuia comeco e fim, e

nem mesmo desvio. Os corpos celestes eram esferas perfeitas e formadas pela substancia
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quintesséncia, denominada por ele com a quinta esséncia além da terra, agua, ar e fogo. Ja
o Movimento Violento, segundo Aristoteles, era resultado de forgas impostas que puxavam
ou empurravam o objeto. Deste modo, era necessario uma causa externa para gerar o
movimento no objeto e nao apenas a dependéncia de sua natureza. De forma resumida,
Aristoteles pensava que os movimentos ocorridos eram devido & natureza do objeto movido
ou devido a empurroes ou puxoes mantidos. Caso o objeto esteja em seu local correto, ele
nao devera se mover até que seja aplicada uma forca externa, pois o estado normal é o

repouso, exceto para os corpos celestes.

Por outro lado, segundo Marques e Bechara (2017), alguns autores atribuem o inicio
da Mecénica a Arquimedes (297 a.C. — 212 a.C.), que além de estabelecer os principios
basicos da estatica, utilizou em seu método de andlise dedugoes matematicas precisas. Isso
se deve ao fato do formalismo matematico incorporado por ele, descrevendo os fenémenos
observado e permitindo a sua quantificacao. Arquimedes introduziu, dessa forma, o método
cientifico aliando em certo sentido o empirismo a formulagao das leis e demonstragoes de
teoremas, usando conceitos de geometria. O pensamento cientifico de Arquimedes era parte
essencial de sua Matematica. Desenvolveu a estatica, hidrostatica e o estudo de sélidos
mais complexos. Entre suas importantes invengoes estao roldanas e alavancas, bomba
d’agua e uma forma elementar de laser (STRATHERN, 1998).

Até a Idade Média, a ciéncia se resumia na Fisica aristotélica e na Astronomia
geocéntrica. J& durante esse periodo da histéria (século V a XV), existia um grande poder
e influéncia da Igreja, sendo o saber intelectual concentrado nas maos do clero e as buscas
cientificas voltadas para a religido. Assim, o significado amplo da ciéncia da Grécia Antiga
foi substituido pela busca das verdades da fé. Com o surgimento do Renascimento (século
XV a XVI), nasceu simultaneamente uma nova forma de ver e explicar o universo, baseada
na observagao e experimentacao sistematica. Nesta fase a explicacdo do mundo era voltada

para verdades estabelecidas pela razao e nao mais pela fé.

Foi neste periodo historico que surgiu a primeira grande revolu¢ao do pensamento,
no que tange ao Universo, formulada pelo astronomo polonés Nicolau Copérnico (1473 —
1543). Ele considerou que a maneira mais simples de explicar os movimentos observados
do Sol, da Lua e dos planetas no céu era supor que a Terra (e outros planetas) circulassem
em torno do Sol (HEWITT, 2011). No modelo heliocéntrico de Copérnico a simplifica¢ao
decorrente no tratamento matemético do movimento dos planetas facilitou a descricao
de alguns fendmenos conhecidos da observacao astronémica (MARQUES; BECHARA,
2017). Copérnico propos um modelo que continha sete premissas, por ele admitidas como
verdadeiras, que acabaram produzindo uma revolucao no pensamento cientifico da época

(FILHO; TOSCANO, 2016) :

1. Nem todas as esferas celestes giram em torno de um tnico centro.
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2. O centro da Terra nao é o centro do Universo, mas apenas o centro de sua propria gravidade
e o da orbita da Lua.

3. Todas as esferas giram em torno do Sol e, consequentemente, o Sol é o centro o Universo.

4. A disténcia entre a Terra e as estrelas fixas é tdo grande que, em comparacédo, a da Terra ao
Sol ¢ insignificante.

5. Os movimentos que aparecem no firmamento nao provém do movimento dele, e sim da Terra,
que, a cada dia, gira em torno do seu proprio eixo.

6. O que nos parece o movimento do Sol é apenas o movimento da Terra, que, como os outros
planetas, gira em torno do Sol.

7. Os movimentos aparentemente retrogrados dos planetas devem-se apenas ao movimento da
Terra, que, como os outros planetas, gira ao redor do Sol.

Segundo Hewitt (2011) , Copérnico preferiu ndo publicar seus estudos durante anos,
isso por temer perseguicoes associadas aos pensamentos contrarios dos estabelecidos em
sua época, e também, por ndo conseguir conciliar suas ideias com os conceitos prevalecentes
sobre o movimento neste periodo da historia. Apenas em seus ultimos dias de vida, ele
submeteu para publicagao seu trabalho "De Revolutionibus'. O modelo de Copérnico
teve ainda que esperar quase um século para ser aceito como o preferivel para descrever
o movimento dos planetas. Embora as ideias de Copérnico nao tenham sido aceitas
completamente por todos os estudiosos da época, sua obra fez surgir uma nova interpretacao

do mundo baseada em argumentos matematicos e na Antiguidade classica.

O novo modelo proposto implicou em uma mudanca radical de visao do mundo, que
comecgou a ser estudada mais profundamente pelo astronomo dinamarqués Tycho Brahe
(1546 — 1601), sobre o movimento do planeta Marte, que levou o alemao Johannes Kepler
(1571 — 1630) a pesquisar e formular leis que mostravam a validade do heliocentrismo
(BONJORNO et al., 2013). Foi Johannes Kepler o astréonomo que aperfeicoou as ideias
de Copérnico, com auxilio dos registros de Brahe. Uma de suas maiores descobertas foi a
constatacao de que as orbitas descritas pelos planetas eram elipticas e nao eram circulares,
como acreditava-se até entao pelo modelo geocéntrico de Aristételes e heliocéntrico de
Copérnico (BONJORNO et al., 2013). A partir da grande quantidade de dados obtidos por
Brahe, Kepler sintetizou a principais caracteristicas do movimento planetario, enunciando
trés leis, que passaram a ser conhecidas como as Leis de Kepler, como apresentado por
Martini et al. (2016):

Primeira Lei: Os planetas movem-se ao redor do Sol descrevendo érbitas
elipticas nas quais o Sol ocupa um dos focos.

Segunda Lei: As areas “varridas” pelo raio vetor que liga o planeta ao
Sol sdo iguais em intervalos de tempo iguais durante o movimento do
planeta.

Terceira Lei: Os quadrados dos periodos de revolucdo dos planetas ao
redor do Sol sdo diretamente proporcionais aos cubos dos raios médios
de suas érbitas (MARTINT et al., 2016, 149-155).
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No final do século XVI, com o surgimento da burguesia na Inglaterra, as ciéncias
foram alavancadas com o surgimento de uma sociedade mais empreendedora e menos presa
a Igreja. Em defesa do modelo heliocéntrico de Copérnico, surgiu Galileu Galilei (1564 —
1642), nascido em Pisa, Italia. Galileu era adepto do experimentalismo e fazia uso deste
em seus estudos. Sua criatividade e engenhosidade levaram-no a desenvolver e aprimorar
equipamentos que utilizava em suas observacoes da natureza. Desta forma, construiu sua
propria luneta, e apontando-a para o céu noturno, foi capaz de descrever os detalhes das
observagoes celestes. Entre elas merecem destaque as observagoes acerca do relevo da Lua,
das manchas solares, das fases de Vénus, de Jupiter e seus satélites e também da Via
Lactea (STEFANOVITS, 2013).

Outras expressivas teorias foram comprovadas por Galileu através da experimen-
tacao. Um de seus maiores marcos para historia certamente foi o experimento da Torre
inclinada de Pisa, no qual conta-se que Galileu deixou cair objetos de diferentes pesos
comparando suas respectivas quedas, comprovando que varios objetos, de diferente pesos,
quando soltos juntos caem e atingem o chao ao mesmo tempo, exceto pelo efeito da
resisténcia do ar, ao contrario que afirmava Aristoteles (HEWITT, 2011). Galileu acredi-
tava ser impossivel a existéncia de um vacuo, desse modo afirmou que, se nao houvesse
interferéncia sobre um objeto movel, este deveria se mover em linha reta infinitamente,
nao sendo necessario nenhum puxao ou empurrao, como acreditava Aristoteles. Galileu
testou sua hipdtese através da observacao do movimento de diferentes objetos sobre planos
inclinados em varios angulos. Por meio de experimentos, ele constatou que o movimento
de descida, para baixo, tornava o objeto mais veloz, enquanto movimentos de subida,
para cima, tornava menos veloz. Portanto, se o plano fosse horizontal, o objeto atingiria o
repouso devido ao atrito, e nao por causa de sua natureza. Para sustentar esta ideia, ele
utilizou superficies distintas para verificar a rapidez do movimento. Desta forma, Galileu
demonstrou que na auséncia de forgas opositoras ou do atrito, um objeto movendo-se na

horizontal continuaria seu movimento de forma indefinida.

Outro experimento realizado por Galileu foi o de utilizar dois planos inclinados, um
de frente para o outro. Neste caso, uma bola era liberada do topo de um plano, a partir
de uma altura inicial, descia, e entao subia no outro plano, atingindo uma altura final. Ele
observou que a altura final era menor do que a altura inicial, porém mais proximas ambas
ficavam se a superficie utilizada fosse mais lisa ou se o angulo do plano da subida fosse
menor. Assim, se houvesse um plano horizontal longo, a bola jamais atingiria a sua altura
inicial, logo se moveria para sempre. Através dos experimentos com planos inclinados,
Galileu chegou ainda em outra grande deducao, onde na auséncia de forgas retardadoras,
a tendéncia da bola é mover-se eternamente sem torna-se mais lenta. Essa propriedade do
objeto permanecer em movimento em linha reta foi chamada de inércia. O conceito da
inércia de Galileu negou a teoria de Aristoteles, uma vez que o mesmo nao imaginou o

movimento sem o atrito, o que causou a estagnagao da fisica por quase 2000 anos.



1.1. A histéria da Mecanica 29

Coube a Galileu ainda ter sido o primeiro a medir velocidades levando em conta a
distancia percorrida e o tempo decorrido. Ele definiu como rapidez a distancia percorrida
por unidade de tempo (HEWITT, 2011). Galileu também desenvolveu o conceito de
aceleracao em seus experimentos com planos inclinados. Ele descobriu que quanto mais
inclinado o plano, maior era a aceleragao, sendo maxima quando a rampa fosse vertical
(aceleracao igual de um objeto em queda livre). Descobriu também que todos os objetos
caem com a mesma aceleracao invariavel, desde que a resisténcia do ar seja pequena ao

ponto de ser desprezada, nao importando o peso ou tamanho do objeto.

Meses apds a morte de Galileu nasceu Isaac Newton (1642 — 1727). Newton foi
responsavel pelo desenvolvimento de famosas leis do movimento, que superaram em

definitivo as ideias de Aristoteles, que dominaram durante um longo periodo da histéria.

A visdo de uma maga que caiu sobre o solo o inspirou a considerar que a
forga da gravidade se estendesse até a Lua e além. Newton formulou a
lei da gravitagdo universal e a aplicou para resolver mistérios de séculos
a respeito do movimento dos planetas e das mares oceanicas; inventou
o calculo, uma ferramenta matematica indispensavel da ciéncia. Ele
estendeu o trabalho do cientista italiano Galileu e formulou as trés leis
fundamentais do movimento (HEWITT, 2011, 18)

Até o final da Idade Média, os fenomenos fisicos eram discutidos sem o auxilio
de recursos matematicos que pudessem ajudar a descrevé-los e comprovar as hipoteses
formuladas. Newton se baseou na matematica para fazer que a Fisica alcangasse o status
de ciéncia no sentido moderno (FUKE; KAZUHITO, 2010). Newton reafirmou a ideia
da inércia de Galileu, formulando sua primeira lei, denominada Lei da Inércia. Ela foi

publicada em um dos livros mais importantes da ciéncia, o Principia, de Newton:

Todo objeto permanece em seu estado de repouso ou de rapidez unifor-
memente em uma linha reta a menos que uma forga resultante nao nula
seja exercida sobre ele (HEWITT, 2011, 23).

A primeira lei de Newton fortalece a teoria de Galileu, em que um objeto em
movimento se moverd indefinitivamente ao longo de uma trajetéria retilinea, na auséncia
de uma forca resultante. J& um objeto em repouso, deve permanecer em repouso na
auséncia de forga resultante exercida sobre ele. Esta propriedade dos objetos em resistir a

alteragoes no movimento foi chamada de inércia.

Newton foi o primeiro a descobrir a relagao entre os trés conceitos fisicos basicos:

aceleragao, forca e massa. Em seu livro Principia, Newton enunciou assim sua segunda lei:

A mudanca do movimento é proporcional & for¢a motriz impressa, e se
faz segundo a linha reta pela qual se imprime essa forga (BONJORNO
et al., 2013, 147).
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Com a segunda lei, Newton evidencia que uma mesma forca produzirad diferentes
aceleracoes sobre corpos com diferentes massas. Uma mesma forca provoca uma aceleracao
maior em uma bola de futebol do que numa bola de boliche, assim sendo maior a massa

do corpo, mais forca sera necessaria para produzir determinada aceleracao.

Por fim, em sua terceira lei, Newton afirma:

A uma acdo sempre se opoe uma reacgdo igual, ou seja, as acoes de dois
corpos um sobre o outro sempre sao iguais e se dirigem a partes contrarias

(BONJORNO et al., 2013, 155).

Essas forgas ficaram conhecidas como forgas de agao e reagao, sendo que para cada
acao, existe sempre uma reacdo de mesmo médulo e de orientacao oposta. Essas forcas

sao partes conjugadas de uma tnica interacao, e nenhuma das duas existe sem a outra.

Um dos feitos mais importantes de Newton esta no fato de ter construido uma
formulagao tedrica de leis e defini¢des bem estruturada, contemplando todos os aspectos do
movimento. Com a introducao do calculo diferencial na descricdo de fenémenos fisicos, ele
descreveu quantitativamente os fenomenos e previu outros com grande precisao, causando
um grande impacto na cultura cientifica (MARQUES; BECHARA, 2017). Outra contri-
buicao de Newton a ciéncia foi a lei da Gravitagao Universal, uma das leis fundamentais
de interacao no universo fisico. Com essa lei foi possivel formular a mecanica celeste,

possibilitando a compreensao dos movimentos dos planetas em torno do Sol.

Os conceitos desenvolvidos por Galileu e Newton apresentavam pontos obscuros
para os cientistas até o século XVII. A partir do século XVIII novas formulag¢oes foram
desenvolvidas e denominadas de Mecanica Analitica ou Mecénica Racional. Pode-se dizer
que elas partiram de principios estabelecidos como gerais no universo fisico, sobre os
quais repousa a teoria da Mecanica Classica, e se desenvolveram de forma coerente e

matematicamente rigorosa.

Com o surgimento de novas metodologias e técnicas para observagao do universo,
houve a possibilidade de explorar novos fenémenos fisicos. A partir desta revolugao
surgiram na mecanica a Teoria da Relatividade, de Einstein, e a Fisica Quantica. Outra
area desenvolvida foi o estudo do movimento dos fluidos, que ficou conhecido como dinamica

dos fluidos ou hidrodinamica.

1.2 Definicdo do M.R.U.

O movimento retilineo uniforme, que abreviadamente escrevemos M.R.U., é o
movimento mais simples possivel e exatamente por isso é dificilmente encontrado na

natureza, a menos de situagoes especiais e em curtos intervalos de tempo. Por defini¢ao
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M.R.U. é todo movimento que se di numa reta (a trajetéria é uma linha reta), sempre

num mesmo sentido e de modo que em tempos iguais percorre-se espagos iguais.

Supondo que um movel esteja em M.R.U. a descricao deste movimento deve ser
um modelo matematico que determina a posi¢do do mével em cada instante de tempo, ou
seja, devemos encontrar uma funcao s = s(t) que da a posigdo do mével, em relagdo a um
referencial fixado, em cada instante de tempo ¢ > 0. Esta fun¢ao s = s(t) é chamada a

funcao horaria do movimento ou ainda a equacao horaria.

Aqui nos deparamos com o conceito matematico de fungao, conceito este de extrema
importancia, essencial em diversas situacoes do cotidiano, normalmente introduzido aos

estudantes no primeiro ano do ensino médio.

Definicao 1.2.1 Dados dois conjuntos quaisquer, nao vazios, A e B, uma func¢ao s de A
em B é uma regra que a cada elemento t € A associa um unico elemento s(t) em B. O
conjunto A é chamado o dominio da funcdo s, o conjunto B é chamado o contradominio
de s e o conjunto {y € B; y = s(t) para algum t € A} € chamado conjunto imagem da

funcao s.

E comum usarmos a notacao:

s:A— B
t— y=s(t)

para representar uma funcao s de A em B. Em particular, quando A é um subconjunto de
nimeros reais (A C R) e B =R a fungdo s : A C R — R é dita uma fungao real de uma

variavel real.

No caso do M.R.U. a fun¢ao hordria do movimento s = s(t) ¢ uma fungao real de
uma varidvel real cujo dominio é o conjunto dos niimeros reais ndo negativos (¢ representa

o0 tempo) ou seja, temos
s:[0,00) = R

t — s(t)

Representamos a trajetoria retilinea por meio de uma reta numérica, onde fixamos

uma origem e um sentido (positivo). Seja s a posi¢ao inicial do mével, isto é, sy = s(0).
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Figura 1 — Representacao de uma reta numérica.

Desde que o no M.R.U. o movimento se d4 em um tnico sentido, devemos ter uma
das possibilidades satisfeitas: ou a funcao s cresce ou decresce, a partir de so. Ou seja, a
funcao horaria do M.R.U. é uma funcao mondtona e injetiva. Novamente estamos diante
de conceitos matematicos, relativos a uma fungdo, que devem ser previamente conhecidos,

de acordo com as defini¢oes abaixo.

Definigao 1.2.2 Seja s: A C R — R uma fungdo real de uma varidvel real.

i) Dizemos que s é crescente se s(t1) < s(ta) sempre que t; < t.

i) Dizemos que s € decrescente se s(t1) > s(ta) sempre que t; < to.

iii) Dizemos que s é nao decrescente se s(t1) < s(ta) sempre que t; < ts.

iv) Dizemos que s € ndo crescente se s(t1) > s(ta) sempre que t; < to.

v) Quando s satisfaz a qualquer um dos itens anteriores dizemos que s é uma fungdo

mondtona.

Definicao 1.2.3 Uma funcgio f: X — Y ¢€ dita:

(a) Injetora ou injetiva, ou uma inje¢do, se para todo y € Y, existir somente um
x € X tal que f(x) =vy.

(b) Sobrejetora ou sobrejetiva, ou uma sobrejegdo, se sua imagem for todo o conjunto
Y, i.e., se, para todo y € Y, existir pelo menos um x € X tal que y = f(x).

(¢) Bijetora ou bijetiva, ou uma bije¢do, se for ao mesmo tempo injetora e sobrejetora.

Resta ainda interpretarmos que no M.R.U., em tempos iguais, sempre percorremos
espacos iguais. Matematicamente falando, isto significa que a func¢ao horaria do M.R.U.
deve satisfazer a seguinte propriedade: "o espaco percorrido num tempo h a partir da
posigao s(t), que é dado pela diferenga s(t + h) — s(t), depende apenas de h e nao do t".
Resumindo a argumentagao acima vemos que se s : [0,00) — R é a fun¢do horaria de um

M.R.U. entao s satisfaz as duas propriedades abaixo:

s é monotona e injetiva (equivalentemente, crescente ou decrescente); (1.1)

¢(h) = s(t+ h) —s(t) depende apenas de hmas nao de t. (1.2)



1.8. Caracterizagio das fungoes afins 33

Na proxima se¢ao faremos a caracterizacao das fungoes afins e veremos que as duas

propriedades (1.1) e (1.2) caracterizam a fungdo s como uma fungao afim
s(t)y=a-t+b

onde a = s(t 4+ 1) — s(t) é o espago percorrido na unidade de tempo (chamado velocidade
eb=s

do mével) o = s(0) é a posicao inicial do médvel.

1.3 Caracterizacao das funcoes afins

Nesta se¢ao introduzimos o conceito de fungao afim e demonstramos um resultado
sobre a caracterizacao destas fungoes. Também demonstramos que o grafico de qualquer
funcao afim é uma reta no plano cartesiano. Nossa apresentagao segue as ideias de Lima
(2014).

Definicao 1.3.1 Uma funcao f : R — R chama-se afim quando existem constantes

a,b € R tais que f(x) = ax + b para todo x € R.

A constante b, na definicdo acima, é determinada quando se calcula o valor da
funcao para x = 0, ou seja f(0) = a-0+b = b. Por outro lado, a constante a é determinada

quando se calcula o valor da fungdo para dois valores arbitrarios x; # x5, como segue

abaixo:
Flas) = fle) =a-zs+b—a-z—b=a-(zs— 1),
entao
a = M, onde x1 # x5 sao arbitrarios;
(zg — 21)

na fungao afim f(x) = ax + b, a constante a é denominada de taxa de variagao ou taxa de

crescimento.

Exemplos de fungoes afins:

- A funcdo identidade f : R — R, definida por f(x) =2,V x € R é afim.

- As translagoes f : R — R, definida por f(z) = x + b, V = € R sao fungdes afins.

- As fungdes lineares f : R — R, definida por f(z) = ax, V = € R sdo fungoes afins, com
b=0.
- As fungoes constantes f : R — R, definida por f(z) = b, V = € R sdo fungdes afins, com
a=0.

Para demonstrar um teorema muito importante pois caracteriza as fungoes afins

precisamos antes demonstrar o Teorema Fundamental da Proporcionalidade .
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Teorema 1.3.1 (Teorema Fundamental da Proporcionalidade) Seja f : R — R

uma fungdo crescente. As sequintes afirmacoes sio equivalentes:
(1) f(nz) =nf(x) para todo n € Z e todo x € R.

(2) f(x) = az para todo x € R onde a = f(1) > 0. (Logo f(cx) = cf(x) para quaisquer
c,r €R.)

(3) fx+vy) = f(x) + f(y) para quaisquer z,y € R.

Demonstracgao: Para mostrar que as afirmacoes sao equivalentes provamos as seguintes
implicagoes: (1) = (2), (2) = (3) e (3) = (1).

Primeiramente, mostramos que (1) = (2): Inicialmente provamos a implicagao para

todo mimero racional + = . Pela hipétese (1) e como p = rq temos:
q

q-f(r)=flg-r)=f(p)=f(p-1)=p- f(1) =a-p, onde a = f(1).

Logo f(r) = o= f(r) = ar para todo r € Q.
q

Além disso, usando a hipétese (1) temos: f(0) = f(0-0) =0- f(0) =0 e pelo fato
de f ser crescente temos ainda que a = f(1) > f(0) =0=a= f(1) > 0.

Para demonstrar o resultado no caso geral, isto é, que f(x) = ax para todo = € R,
raciocinamos por contradigio. Logo, seja z € (R — Q) e suponha que f(z) # azx. Assim

temos dois casos a considerar.

Primeiro caso: f(x) < ax = x > /() :
a

f(z)

Tomemos um niimero racional 7 no interior do intervalo [+

f(z)

——<r<z= f(r) <ar <ax,poisa>0.
a

,x]. Assim,

Desde que r € Q pelo que ja provamos f(r) = ar. Logo f(x) < f(r), o que é um absurdo,

pois r < x e f é crescente.

(=)

Segundo caso:f(x) > ax = v < —=.
a

f(z)

a

Tomemos um ntimero racional r no interior do intervalo [z,

f ()

——>r>x= f(zr)>ar>ax, poisa>0.
a

]. Assim,

Do mesmo modo que no caso anteriorf(r) = ar e portanto f(x) > f(r), o que é um

absurdo, pois r > x e f é crescente.

Portanto, f(z) = ax para todo x € R, com a = f(1) e isto conclui a prova da

implicagao (1) = (2).

Agora, mostramos que (2) = (3): Pela hipdtese (2) dados quaisquer z,y € R temos:

flx+y)=a (v +y)=ar+ay= f(r)+ f(y),



1.8. Caracterizagio das fungoes afins 35

o que prova (3).
Por fim, mostramos que (3) = (1): Vejamos inicialmente que pela hipdtese (3)
f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) =2f(0) = f(0)=0.

Também vemos que para todo x € R

0=7(0)=flz+(=2)) = f(z) + f(=2),

de onde resulta que
f(—x) = —f(x), para todo z € R.

Dado xz € R podemos escrever

f(0.2) = f(0) = 0=0.f(x)
ou seja, a igualdade (1) é valida para n = 0.

Sejam x € R e n € Z, n > 0. Aplicando a hipétese (3) n vezes obtemos

f(na) = fla+a+ . ta)= @) + @)+t f2) =n- f(2),

o que prova (1) paran € Z, n > 0.

Agora sejam dados x € Ren € Z, n < 0. Neste caso —n > 0 e portanto:

f(nz) = f(=(=n)z) = = f((=n)x) = =(=n)f(z) = nf(z)

o que prova (1) para n € Z, n < 0, e concluimos a demonstragao do teorema (1.3.1).

O caso analogo para fungoes decrescentes é dado pelo corolario a seguir.

Corolario 1.3.1 Seja f : R — R uma funcao decrescente. As sequintes afirmagoes sao

equivalentes:
(1) f(nz) =nf(x) para todo n € Z e todo x € R.
(2) f(z) = ax para todo x € R onde a = f(1) < 0.

(3) fx+vy) = f(z)+ f(y) para quaisquer x,y € R.

Demonstragao: Basta considerar p(z) = —f(x) e aplicar o teorema (1.3.1).
U

Agora estamos aptos para demonstrar o resultado principal desta secao sobre a

caracterizagao das fungoes afins.
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Teorema 1.3.2 (Caracterizagdo das fungées afins) Uma funcio f : R — R €
mondtona injetiva (crescente ou decrescente) e o acréscimo f(x + h) — f(z) = (h)

depende apenas de h (e nao de x) se, e somente se, f € uma fungao afim f(x) = azx + b,

coma = f(1) — f(0) #0 e b= f(0).

Demonstracao: Suponhamos que a fung¢ao f é crescente. Seja x € R arbitrariamente

fixado e definimos ¢ : R — R por:

p(h) = f(z+h) = f(z).

Entao ¢ também é crescente e p(0) = f(z 4+ 0) — f(z) = f(x) — f(z) = 0. Pela hipdtese,
para todo h, k € R temos que:

ph+k) = fle+h+k)—f(x)=[f((z+k)+h)— flx+k)]+[flz+k)— f(z)]
= p(h) + (k).

Pelo Teorema Fundamental da Proporcionalidade, temos que ¢(h) = a - h para
todo h € R onde a = ¢(1) > 0. Logo:

flx+h)—f(z)=a-h.
Tomando f(0) = b e fazendo = = 0 na igualdade acima, temos:
f(h) =ah +b, para todo h € R,
ou ainda

f(z) = ax + b para todo x € R, onde a = f(z+1) — f(z) > 0.

Suponhamos agora que f ¢é decrescente. De modo anélogo, definimos ¢ : R — R
por ¢(h) = f(z + h) — f(x) a qual também ¢é decrescente, p(0) = 0 e satisfaz p(h + k) =
©(h) + ¢(k) par quaisquer h, k € R. Aplicamos o corolario do Teorema Fundamental da
Proporcionalidade e obtemos que ¢(h) = ah,V h € R, onde a = ¢(1) < 0. Desta forma,
concluimos que f(x) = ax + b, para todo z € R onde a = f(z 4+ 1) — f(z) <0e b= f(0).

Reciprocamente suponhamos que f : R — R seja dada por f(z) = ax + b, com

a # 0. Para fixar as ideias admitimos a > 0. Entao se x; < x5 temos que:
f(z2) = f(x1) =azo+b—axy —b=a-(v3 —21) > 0= f(x2) > f(21),

ou seja f é monodtona crescente. Portanto injetiva.

Além disso, para v € R e h € R temos:

flx+h)—f(z)=alr+h)+b—ax—b=ah,
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ou seja, o acréscimo f(z + h) — f(x) = p(h) s6 depende de h (e ndo de x). Se tivéssemos

a < 0 entdo f seria decrescente e o resultado ¢é valido.
O

No teorema fundamental da proporcionalidade e também no teorema de caracteri-
zacdo das funcoes afins consideramos funcdes definidas em toda reta, isto é, f : R — R. E
claro que resultado andlogo ainda é valido para fungdes definidas somente para valores nao
negativos, ou seja, fungoes do tipo f : [0,00) — R. As demonstragoes sao praticamente as

mesmas e por isso as omitimos.

Teorema 1.3.3 Seja f : [0,00) — R um fungao crescente. As sequintes afirmagéoes sao

equivalentes:
(1) f(nx) =nf(x) para todo n € Z,n >0 e todo x € [0,00).
(2) f(z) = ax para todo x € [0,00) onde a = f(1) > 0.

(3) f(x +y) = f(z) + f(y) para quaisquer z,y € [0,50),

Corolario 1.3.2 Seja f :[0,00) = R uma fungao decrescente. As sequintes afirmagoes

sao equivalentes:
(1) f(nx) =nf(zx) para todo n € Z,n >0 e todo x € [0,00).
(2) f(z) = ax para todo x € [0,00) onde a = f(1) < 0.

(3) f(x+vy) = f(z)+ f(y) para quaisquer x,y € [0, 00).

Teorema 1.3.4 Uma fungao f :[0,00) — R é mondtona injetiva (crescente ou decres-
cente) e o acréscimo f(x + h) — f(x) = p(h) depende apenas de h (e nao de x) se, e
somente se, [ é uma fungao afim f(z) =ax +0b, com a= f(1) — f(0) #0 e b= f(0).

1.4 Grafico da funcao afim

Um conceito extremamente importante para o estudo de fungoes é o que chamamos
de grafico de uma func¢do. Se conhecemos o grafico de uma determinada fungao é como se
tivéssemos uma “foto"desta funcao. Ao visualizarmos o grafico de uma fungao temos todas
as informacgoes sobre ela, como por exemplo, intervalos de crescimento ou decrescimento,
maximos e minimos, comportamento assintético, raizes e intercepto com eixos coordenados.
O conceito de grafico de uma fungdo é um conceito matematico crucial para compreensao
de fendmenos naturais e aqui estamos diante de mais um exemplo que corrobora a nossa

tese de que a matematica é um instrumento indispensavel para o estudo da Fisica.

Em toda esta secdo identificamos o espaco vetorial R? = R x R com um plano II,

por meio de um sistema de coordenadas cartesianas O XY, fixado, formado por uma origem
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O € II e dois eixos (retas) perpendiculares OX e OY. Via esta identificagdo todo ponto
P € II é um par ordenado (z,y), onde x e y sdo as coordenadas da proje¢ao ortogonal de P
sobre os eixos OX e OY, respectivamente. Reciprocamente, todo par ordenado (x,y) € R?

determina um ponto P € II.

Figura 2 — Representacao do ponto P(z,y).

"U
I
23
=

P

O objetivo desta secao é provar que o grafico de uma funcao afim é uma reta
nao vertical (isto é, ndo paralela ao eixo OY') e reciprocamente toda reta nao vertical é
grafico de uma func¢ao afim. Da geometria euclidiana, os conceitos de ponto, reta e plano
sao tidos como "conceitos primitivos', ou seja, prescindem de defini¢coes formais. De fato,
com os elementos primitivos (ponto, reta e plano) sao fixados um conjunto de axiomas e
todas propriedades sao deduzidas através do raciocinio logico a partir dos axiomas fixados

(BARBOSA, 1995). Iniciamos a discussao com a definigao seguinte.

Definigao 1.4.1 Dada uma fung¢io f: D CR — R, o grdfico de f € o conjunto do plano
definido por G(f) ={(z,f(z)) eR*; xz€D}.
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Figura 3 — Grafico de uma funcao f.
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Para nosso propdsito, segundo a Geometria Euclidiana, especificamente o resultado
conhecido como desigualdade triangular (veja teorema 5.11 - péagina 56 da referéncia
Barbosa (1995)), temos que o G(f) é uma reta se, e somente se, dados quaisquer z; <

Ty < T3 tem-se que:
d(P17P3> :d(P17P2)+d(P27P3)7

onde P1 = (z1, f(21)), P = (w2, f(22)), P3 = (3, f(x3)) e d(P,Q) = PQ ¢ a distancia do
ponto P ao ponto Q).

Teorema 1.4.1 Se f : R — R ¢ uma func¢do afim entdao o grdafico de f é uma reta ndao

vertical.

Demontracao. Para provarmos o resultado basta mostrar que trés pontos quaisquer
do grafico de f sempre sao colineares, isto €, estdo numa mesma reta. Logo, como f é
uma funcao afim, temos que f é da forma f(z) = ax + b, com a e b constantes. Sejam
Py, Py, Py € G(f). Entao existem ntmeros reais 1,z € 3, para os quais sem perda de

generalidade podemos supor que r1 < z9 < T3, €

Plz(xl,axl—i-b), PQZ(ZL’Q,GZE2+b) e P3:(x3,ax3—|—b).
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Figura 4 — Pontos P;, P, e P3 no grafico de f

y
Pi (i, axi + b)
axs + b p; Pz(xo, axo + D)
B Pz (x3, axs + b)
axz+b :
axi+b P1
X ®2 ®3 ¥

Neste caso, P;, P, e P3 sao colineares se, e somente se,
d(PlaP?)) :d(PlaP2)+d(P27P3)a

onde d(P, Q) denota a distancia do ponto P ao ponto Q). Usando a férmula da distancia

entre dois pontos, obtemos:

AP, Py) = /(w2 —a1)? + [(axz + ) — (az, +b)J2
= (@ — 2% + (w2 — az1)? = /1w — 21)2 + @272 — 11)?
= \/(1+a2)(ac2 —21)? = (29 — x1)V1+a®.

_|_
_|_

De modo analogo, observamos que:

d(PQ,Pg):($3—ZE2)V1+a2 (S d<P17P3):(.T3—LL’1)V1+CL2.

Portanto
d(Pl,P2)+d(P2,P3> = ($2—$1+$3—$2)v1+a2
= (Ig—xl)\/1+a2:d<P1,P3>,

ou seja,

d(PlaPB):d(PlaP2)+d(P27P3)v

o que completa a demonstracao do teorema.
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Figura 5 — Grafico de uma func¢ao afim.
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Observagao: Dada uma fungao afim f(z) = az + b, o nimero b é chamado coeficiente
linear da reta e geometricamente ele é a ordenada do ponto (0, ) onde o gréfico da fungao
f intersecta o eixo OY'. Por outro lado, o niimero a é denominado coeficiente angular (ou
inclinagdo) da reta, e geometricamente este coeficiente é a tangente do angulo 6 que a reta
(grafico de f) faz com o eixo OX (no sentido anti-horario). Logo este coeficiente mede o
quao inclinada a reta (grafico de f) estd em relacao a posigao horizontal. Quanto maior o
valor de a mais a reta se afasta da posicao horizontal. Quando a > 0 o grafico de f é uma

reta ascendente (quando se caminha para a direita) e quando a < 0, a reta é descendente.

Figura 6 — Graficos com a >0 e a < 0.

a»0|  yTax+h

Teorema 1.4.2 Toda reta nao vertical no plano € grafico de uma unica fungdo afim.
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Demontracao. Seja r uma reta nao vertical no plano II e provemos que existe uma
unica funcao afim f cujo grafico é a reta r. Para construirmos a funcao afim f desejada,
observamos que [ deve ser da forma f(x) = ax + b e portanto f estard inteiramente
determinada se encontramos os valores das constantes a e b. Dados P, = (x1,11) e
P, = (x4, y9) dois pontos quaisquer na reta r, temos obviamente que x; # x, pois a reta é

nao vertical, e assim o sistema linear

rra+b=1ys
Toa+b=1ys

admite uma tnica solugao dada por

Y2 — U1 oY1 — T1Y2
a4 =—— b= ——7—".
To —T1 To — T

(1.3)

Logo a fungao afim f(x) = ax + b, com a e b dados por (1.3), é tnica funcao cujo

grafico é a reta r.

|

1.5 Retorno a funcao horaria do M.R.U.

Na Se¢ao 1.2 introduzimos o M.R.U. e vimos que sua fungao horéria s : [0,00) — R

satisfaz as duas propriedades abaixo:

s é mondtona e injetiva (equivalentemente, crescente ou decrescente);

¢(h) = s(t+ h) — s(t) depende apenas de hmas nao de t.

Portanto, pelo Teorema (1.3.4), de caracterizacdo das fungoes afins, devemos ter que
s(t)y=v-t+sy, t>0,

onde a constante v = s(1) — s(0) # 0 é o espago percorrido na unidade de tempo e
sp = $(0) é a posicao inicial. Ainda pelo teorema de caracterizagdo temos que v > 0
quando s é crescente, o movimento ¢ na diregdo positiva da trajetéria (chamado de
movimento progressivo). Analogamente v < 0 quando s é decrescente, 0 movimento é na

dire¢do contréaria da orientagdo positiva da trajetéria (chamado movimento retrégrado).

Alternativamente, podemos deduzir a fungao horaria do M.R.U. usando o conceito
de velocidade. Esta é a abordagem adotada pela imensa maioria dos livros didaticos
de fisica usados no ensino médio. Entretanto, os livros didaticos assumem uma certa
simplificacao, uma espécie de atalho, que ao invés de ajudar a compreensao do assunto
compromete a eficacia de seu real entendimento. Concretamente nos referimos a discussao

dada pelo Teorema (1.5.1) que geralmente é omitida dos textos didaticos do ensino médio.
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O conceito de velocidade de um movel esta relacionado a rapidez com que este
varia sua posicao, ao longo do tempo. Suponha que um mével se desloque em uma linha
reta (movimento retilineo) e que sua posi¢ao s em cada instante de tempo ¢ seja dada por
uma funcao s = s(t),t > 0. Portanto, num instante de tempo t; a posigdo do mével é
s(t1) enquanto que num instante subsequente (ty > t1) a posicdo é s(tz). Assim a variagao
da posicao do mével no intervalo de tempo de ¢; a ty, chamada de deslocamento do
moével no intervalo de tempo [t , t5] é 0 nimero As = s(t3) — s(t1). Observe que o
deslocamento é uma variacao de posicao portanto uma grandeza que pode ser positiva,
negativa ou até mesmo nula, dependendo se s(t2) > s(t1) ou s(t;) > s(t2). Um dado
interessante na descricao do movimento do movel é saber como a posicao deste varia em
funcao do tempo, ou seja, o quociente entre o deslocamento e o tempo decorrido nos da
alguma informagao sobre o movimento. Assim chegamos a definicao de velocidade média

do mével no intervalo de tempo de t; a t».

Defini¢ao 1.5.1 A velocidade média do mdvel no intervalo de tempo [t , ts] é 0 nimero

As  s(ta) — s(ty)
V, =2 =22 0
At ta— 1

Note que a velocidade média em geral depende de um intervalo de tempo conside-
rado, é positiva se o moével se deslocou no sentido positivo do eixo (da trajetéria) e negativa
quando o movel se desloca no sentido contrario da orientacao positiva da trajetéria. Além
disso a velocidade média nao da qualquer informacao sobre o movimento nos tempos

intermedidrios do intervalo [t; , t3]. Entretanto quando afirmamos que o mével se desloca

com M.R.U. a situagao é simplificada, ou seja temos o seguinte resultado:

Teorema 1.5.1 Um mdovel se desloca em M.R.U. se, e somente se, se movimenta numa
trajetoria retilinea, sempre num mesmo sentido e a velocidade média sobre qualquer

intervalo de tempo é constante.

Demonstragao. (=) Suponhamos que um mével se desloque em M.R.U.. Entao, por
defini¢ao, o mével se movimenta numa trajetoria retilinea, sempre num mesmo sentido e
em tempos iguais percorre espagos iguais. Desta ultima afirmagao vemos que a diferenca
[s(t + h) — s(t)] depende somente de h e nao de t. Para fixar as ideias admitimos que o

deslocamento seja no sentido positivo da trajetéria, entao a funcao
o(h)=s(t+h)—s(t), h=>0

é mondétona crescente (no caso contrario, ou seja se o deslocamento fosse no sentido
contrario a orientacao da trajetéria, terlamos uma fungdo mondtona decrescente e a

argumentacao seria andloga). Além disso ¢(0) =0 e
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dh+k)=s{t+h+k)—s(t)=s((t+k)+h)—s(t+k)+st+k)—s(t)
[s((t+k)+h)—st+ k)] +[s(t+k)—s(t) =o(h)+ok), YhkecR.

Portanto o teorema fundamental da proporcionalidade resulta que ¢(h) = ¢(1) - h ou
ainda,

¢h)
h

= ¢(1) = constante.

Logo, dados 0 < t; < ty quaisquer, denotamos por h =ty — t; e resulta que a velocidade
média no intervalo [ty , to] é
s(ta) —s(t1)  s(ti+h)—s(t)  ¢(h)

V., = P - == ¢(1) = constante .

(<) Reciprocamente suponha que um mdével se movimente numa trajetoria retilinea,

sempre num mesmo sentido e que a velocidade média sobre qualquer intervalo de tempo é

constante. Entao dados ¢ e h temos que a velocidade média no intervalo [t,t + h] é
s(t+h) — s(t)

constante = v =V,, = 7 = s(t+h)—s(t)=h-v,

ou seja, a diferenca s(t + h) — s(t) depende somente de h e nao de t, o que conclui a

demonstracao do teorema.
O

De posse deste teorema podemos facilmente deduzir a funcao horaria do M.R.U..

De fato, desde que a velocidade média em qualquer intervalo de tempo é sempre uma
constante v, dado um tempo ¢ qualquer temos que a velocidade média no intervalo [0,¢] é

s(t) —s

v:()to = s(t)=v-t+ s, para todo t > 0. (1.4)

Normalmente somente este tltimo paragrafo é apresentado nos livros didaticos

de Fisica, do ensino médio, o que deixa muito a desejar sobre os aspectos matematicos
envolvidos na teoria. Também, de (1.4), levando-se em conta que o grafico de qualquer
funcao afim é uma reta, de modo andlogo a Figura 5 temos as seguintes possibilidade para

o grafico da fun¢ao horaria do M.R.U.:
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Figura 7 — Graficos: M.R.U. Progressivo (a) e Retrégrado (b).

v>0 v<0

S Movimento Progressivo S Movimento Retrégrado

So

So

(2) ()

Um fato interessante é que se um moével se desloca num M.R.U e conhecemos a
constante v (velocidade média em qualquer intervalo de tempo) entdao podemos facilmente
obter o deslocamento AS do mével em qualquer intervalo de tempo At, de um instante ¢4

até um instante ¢y, por:
AS = S(tg) - S(t1> =0~ (tg — tl) =" At,

isto é,

AS =v- At (1.5)
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2 Movimento Retilineo Uniformemente Vari-

ado - M.R.U.V.

Neste segundo capitulo da dissertagao foi introduzido o conceito de velocidade
instantanea, essencial para definirmos o Movimento Retilineo Uniformemente Variado. Na
sequéncia, definimos o M.R.U.V., bem como os conceitos matematicos fundamentais para

o entendimento deste movimento.

2.1 Velocidade instantanea

No capitulo anterior discutimos o conceito de velocidade média de um mével em
um determinado intervalo de tempo [t,t5] e observamos que este conceito nada informa
sobre como se dda o movimento nos instantes de tempo intermediarios, exceto se o mével
estiver em M.R.U. onde a velocidade média em qualquer intervalo de tempo é sempre a
mesma constante. Por exemplo, se um carro percorre o trajeto de 80 km, entre as cidades
de Cianorte e Maringd, no tempo de 1 hora, sua velocidade média durante a viagem foi
de 80 km/h. Porém, isso nao quer dizer que o carro manteve, durante todo o trajeto, o
velocimetro marcando a velocidade de 80 km/h. E provével que em alguns momentos o
velocimetro tenha marcado 120 km/h, 100 km/h, 60 km/h, ou até mesmo zero, caso o
veiculo tenha parado. A velocidade média s6 fornece a informacao de que em 1 hora o carro
percorreu 80 quildometros, mas nao diz mais nada sobre a viagem. Se um segundo veiculo
percorresse o mesmo trajeto e gastasse 30 minutos, isso implicaria que sua velocidade
média seria igual a 160 km/h | o que também nao diz coisa alguma sobre a viagem, exceto

que o percurso de 80 km foi realizado em 30 minutos.

Pela situagao acima exemplificada e a observacao do velocimetro dos automoveis
podemos notar que estes possuem uma velocidade em cada instante de tempo a qual
¢é denominada velocidade instantanea. O ponto crucial desta discussao é: Como definir
(calcular) a velocidade instantanea? Observe que para o calculo da velocidade instantdnea
nao temos mais um intervalo de tempo como tinhamos no calculo da velocidade média,
agora precisamos levar em conta somente um determinado instante ty. Nos deparamos
com uma situagao analoga quando desejamos determinar o movimento de um objeto em
queda livre, isto é que cai de uma certa altura somente pela acao da forga gravitacional
(aqui desprezamos os efeitos da resisténcia do ar). Neste caso, experiéncias mostram que
se dividirmos o tempo de queda em intervalos de tempos iguais, digamos para ilustrar,
intervalos de 10 segundos cada, vemos que as velocidades médias em cada um destes

intervalos vai aumentando & medida em que o tempo aumenta. Ou ainda, a velocidade
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media no intervalo de 0 a 10 segundos é menor do que a velocidade média no intervalo de
10 a 20 segundos e assim sucessivamente. Assim as velocidades médias ndo sao constantes
e com isso 0 movimento nao é uniforme (em que tempos iguais percorre-se espacos iguais).
Novamente a questao crucial é como mensurar o quao rapido o objeto esta se movendo

aos exatos 8 segundos ?

Este problema de se definir a velocidade de um mével em um instante de tempo
foi crucial para o desenvolvimento da ciéncia e foi o responséavel pela criacao do Calculo
Diferencial e Integral, a maior e mais importante criacdo da mente humana. Vejamos
entdo como podemos definir a velocidade instantanea. Suponhamos, por simplicidade, que
um mével se movimente em uma trajetéria retilinea representada por meio de uma reta
numérica, onde fixamos uma origem e um sentido (positivo) e seja s = s(t), t > 0, a
fungao posigdo do movel no instante de tempo t. Dado um instante ¢y > 0 desejamos definir
a velocidade (instantanea) neste ponto to. Para isto calculamos as velocidades médias em
intervalos de tempo imediatamente a direita do ponto ¢, isto é, intervalos do tipo [to, t]
com t > ty e também calculamos as velocidades médias em intervalos imediatamente a

esquerda do ponto ty, intervalos do tipo [t, o] com t < ty. Assim definimos:

Definigao 2.1.1 A wvelocidade (instantinea) no ponto to, que denotamos por v(ty), € o
numero real (o valor numérico) para o qual se aproximam as velocidades médias nos
intervalos cada vez menores, em torno do ponto ty, tanto a direita quanto a esquerda do
ponto ty. E comum usarmos a notacdo abairo para representar a velocidade instantanea
no ponto ty:

v(t) = lim Voo ([to,1]) = Jim s(t) = slto) _ yyp,, A (2.1)

t—to t— to - At—0 E ’

A expressao (2.1) é lida da seguinte forma: "a velocidade no ponto g é o limite das
velocidades médias nos intervalos cada vez menores, em torno do ponto tg, tanto a direita
quanto a esquerda do ponto ty". Também é comum interpretar o limite acima dizendo que

a velocidade instantanea ¢ a taxa de variacao instantanea do espaco em relagao ao tempo.

Vejamos um exemplo: suponha que a posigdo de um mével que se desloca em uma
trajetoria retilinea seja fornecida pela funcao hordria S(t) = 1+ 2t + t? onde S ¢ dado
em metros e t é dado em segundos. Calculando-se as velocidades média em diferentes

intervalos de tempo, cada vez menores a direita do instante ¢ = 5 temos a tabela:
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Intervalo (5 <t <t;) S(t;) SOB) vm= %i(t)

(5,00 <t<9,00) 100,00 36,00 8,00
(5,00 <t <800 81,00 36,00 9,00
(5,00 < ¢t <7,00) 64,00 36,00 10,00
(5,00 < ¢t <6,00) 49,00 36,00 11,00
(5,00 <t <5,50) 42,25 36,00 11,50
(5,00 <t<5,20) 3844 36,00 11,80
(5,00 <t<5,10) 37,21 36,00 11,90
(5,00 <t <5,01) 3612 36,00 11,99

Tabela 1 — Velocidade média para diferentes intervalos a direta de ¢ = 5.

Analogamente, para intervalos a esquerda de ¢t = 5 temos a tabela:

Intervalo (t; <t <5) S(t;) S(5B) vy = 2250

5—t;
(1,00< ¢t <5,00) 4,00 36,00 16,00
(2,00 < ¢ <500 9,00 36,00 15,00
(3,00 <t <500 16,00 36,00 14,00
(4,00 <¢<5,00) 25,00 36,00 13,00
(4,50 < ¢t <5,00) 30,25 36,00 12,50
(4,80 < ¢ <5,00) 33,64 36,00 12,20
(4,90 < ¢ <5,00) 34,81 36,00 12,10
(4,99 <t <5,00) 3588 36,00 12,01

Tabela 2 — Velocidade média para diferentes intervalos a esquerda de ¢ = 5.

Analisando as tabelas acima podemos ver que quanto menor a amplitude do
intervalo de tempo considerado, tanto a direita quanto a esquerda do ponto ¢ = 5, mais
proximo do valor 12 estao as respectivas velocidades médias. Ou ainda as velocidades
médias se tornam arbitrariamente proximas de 12 a medida em que a amplitude do
intervalo de tempo, tanto a direita quanto a esquerda de t = 5 se torna arbitrariamente
pequena. Portanto pela definigdo concluimos que a velocidade (instantdnea) do mével no

instante de tempo ¢t = 5 segundos é 12 m/s, isto é:

v(b) =12.

Por meio da defini¢ao (2.1.1) faz sentido calcular a velocidade do mével em cada
instante de tempo ¢ > 0 e com isto obtemos a fungao velocidade v : [0,00) — R onde em

cada ponto ¢t > 0 tem-se:

L os(§)—s(t) . As
v(t) = lg_lfgvm([t?ﬂ) = g}%ﬁ = Hm —.
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2.2 0O M.R.U.V. e sua funcao horaria

O movimento retilineo uniformemente variado que abreviadamente escrevemos
M.R.U.V., por defini¢do, é todo movimento que se di4 numa reta (a trajetéria é uma linha
reta), com velocidade nao constante, de modo que para intervalos de tempos iguais as
variagoes da velocidade sao iguais. Logo de acordo com a caracterizacao das fungoes afins,
significa dizer que o M.R.U.V. é um movimento em uma reta com velocidade
dada por uma fungio afim v(t) = a-t+ vy onde a e vy sdo constantes, com a # 0.
Ainda pelo que estudamos sobre as fungoes afins, a constante a = v(1) — v(0) é a variagao
da velocidade por unidade de tempo que recebe o nome de“aceleragao’ (taxa de variagao da
velocidade). Portanto equivalentemente podemos dizer que o M.R.U.V. é um movimento

em uma reta com aceleragao constante nao nula.

Uma simples analise dos sinais das constantes a e vy que aparecem na funcao
velocidade v(t) = a - t + vy nos permite concluir algumas caracteristicas interessantes do

movimento. De fato, graficamente temos:

Figura 8 — Grafico de v(t) versus ¢ para a > 0.

wit) w(t) Wit

o

o

Figura 9 — Gréfico de v(t) versus ¢ para a < 0.
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Logo podemos afirmar que:

i) Somente quando a e vy tem sinais contrarios é que teremos troca de sinal na velocidade,
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ou seja, haverd inversao do sentido no movimento. No caso em que a > 0 e vy < 0 (veja

figura 8(c)) existe um instante t* > 0 tal que

v(t) <0  se te(0,tY);
o(t*) = 0; (2.2)
v(t) >0 se te(t*00);

de onde vemos que o movel inicia seu movimento, com velocidade vy < 0, a partir de uma
posicao inicial sy, no sentido contrario a orientacao positiva da trajetoria, até parar no
instante de tempo t*, onde inverte o sentido do movimento e segue aumentado a velocidade
linearmente. Por outro lado quando a < 0 e vy > 0 (veja figura 9(a)) existe um instante
t* > 0 tal que

v(t) >0 se te(0,t%);

v(t*) =0;

v(t) <0 se te(t*,00);

(2.3)

de onde vemos que o movel inicia seu movimento, com velocidade vy > 0, a partir de uma
posicao inicial sy, no sentido da orientagao positiva da trajetoria, até parar no instante de
tempo t*, onde inverte o sentido do movimento e segue aumentado o valor absoluto da

velocidade (velocidade escalar = | v(t) |) linearmente.

ii) Se a > 0 e vy > 0 (veja figuras 8(a) e 8(b)) o mdvel inicia seu movimento, com velocidade
Vg, a partir de uma posicao inicial sg, no sentido da orientagao positiva da trajetéria e

segue aumentado-a linearmente.

iii) Se a < 0 e vg < 0 (veja figuras 9(b) e 9(c)) o modvel inicia seu movimento, com
velocidade vy, a partir de uma posicao inicial sy, no sentido contrario ao da orientacao
positiva da trajetéria e segue aumentado o valor absoluto da velocidade (velocidade escalar

= | v(¢) |) linearmente.

A questao essencial que resta para o completo entendimento do M.R.U.V. é:
como obter a fun¢ao horaria deste movimento? Observamos que no M.R.U., estudado no
capitulo anterior, as velocidades médias sao iguais a uma mesma constante em qualquer
intervalo de tempo considerado. Portanto, neste caso, a funcao velocidade (instantanea)
¢ constante igual a velocidade média, isto é, v(t) = v,V t € [0, 00). Logo, de acordo com
(1.5), temos que o deslocamento As do mével, relativo a um intervalo de tempo [a, ]
é As=v-At =v-(f — «a). Observando o gréfico da fungao velocidade, que neste caso
é uma funcao constante, supondo v > 0, geometricamente vemos que As é a drea A da
regidao (retangular) delimitada pelo gréfico da funcao velocidade, as retas t = o, t = f e o

eixo t (veja a figura abaixo). Analogamente se v < 0 entdo As = —A.
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Figura 10 — Velocidade constante

v(t)

A=AS

O fato crucial para a dedugao da fung¢ao horaria do M.R.U.V. é que a interpretagio
acima, para o deslocamento As como area abaixo do grafico da fungao velocidade continua
valida no caso do M.R.U.V., quando v(t) > 0. Isto é o que estabelecemos no resultado

que segue.

Teorema 2.2.1 Suponha que um movel se desloca em M.R.U.V. ev :[0,00) — R dada
por v(t) = at + vy seja sua fungdo velocidade. Se a > 0 e vy > 0, entdo o deslocamento
do mével As = s(8) — s(«), em um intervalo de tempo [a, 3], € iqual a drea A da regido

trapezoidal delimitada pelo grafico de v, o eizot e as retast =« et = (3.

Figura 11 — Regiao trapezoidal

v(t)

Vo

Demonstracao. Nas hipdteses do teorema temos que v é uma fungao crescente e nao
negativa. Para cada nimero natural n dividimos o intervalo de tempo [a, 5] em n partes

iguais, ou seja, tomamos uma partigdo do intervalo [«, 5] dada pelos pontos:
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que dividem o intervalo [, 5] em n subintervalos [t;_1,t;] de igual comprimento dado por

_ B,
At =22 = (i~ tir). (2.4)

Notamos que quanto maior o niimero n, menor sera comprimento At dos subintervalos

[ti—1,t], para i =1,2,---,n, ou seja,

lim At=0.

n—oo

Figura 12 — Particao do intervalo [a, J].

t 12 ti1 ti o =tn

K
n 4

Agora denotamos por tf o ponto médio de cada um dos subintervalo [t;_1,;], isto

tf = ti_l;_ti, parai=1,2,---,n;
e fazemos a seguinte hipdtese de simplificagdo: suponha que durante todo o intervalo
de tempo [t;_1,t;| a velocidade do mével seja constante igual ao valor registrado
no ponto médio do intervalo, isto é, v(t*). E claro que no movimento real a velocidade
nao foi constante mas se o intervalo de tempo é bem pequeno (alguns milésimos de
segundos, por exemplo), o deslocamento real fica muito préximo do deslocamento quando
se supoe a velocidade constante, ou ainda, a distancia percorrida pelo mével durante
o intervalo de tempo [a, 3] pode ser aproximada (estimada) pela soma das distancias
percorridas em cada um dos subintervalo, com velocidades constantes v(t}). Esta hipotese

de simplificagdo é chave para a solugdo do problema.
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Figura 13 — Velocidade constante no i-ésimo intervalo
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Por meio deste raciocinio podemos escrever:

As=s(f) —s(a) = EH:ASZ-, (2.5)
i=1
onde . .
S Asp=(t]) At +v(t5) At + -+ o(th) At = v(t)) At, (2.6)
i=1 i=1

e a aproximagao (2.5) é tdo melhor quanto maior for o niimero n, o que significa que

As = nh_)nolog As; . (2.7)

Figura 14 — Aproximacao geométrica para AS
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Por outro lado, observamos que geometricamente As; = v(tf) At é a drea A; do
retdngulo de altura v(t}) e base [t;_1,t;], conforme a Figura 11, logo acima. Portanto,
intuitivamente é de se esperar que o limite (2.7) seja igual a drea da regido trapezoidal
delimitado pelo gréafico de v, o eixo t e as retas t = a e t = . Provemos analiticamente

tal afirmacao. Para todo 7 =1,2,---,n temos que
tl_leé—f—(l—].)At (§ tleé‘i‘ZAt,

entao ; ; N
= a2
2 2
Consequentemente

v(t)) - At = [aa + vo] At +ia(At)? — —(At)?. (2.8)

a
2

Somando em 7 a expressao (2.8) e usando (2.4) obtemos

zn:v(t:) - At = [ac + vo| At n + a(At)an:Z' _ %(At)Qn

=l
—_— =

= [aa+ v} (B— ) +a (8 ;204) n(n2—|— _% 571@)
a o (N F1 a(f—a)’
~ oo+ u] (B-a)+ 56— () - 2

De (2.7), passando ao limite na igualdade acima quando n — oo, resulta que

As = faa+wl (8= a) +5 (8- a)* = [(@a-+ )+ F(6- )] (8- )
— [(aa+v0) + (0B + o)) L 5 Y _ (@) +0(8)) & 5 W _ 4,

onde A é a area da regiao trapezoidal delimitado pelo grafico de v, o eixo t e as retas

t=aet=[. Isto completa a demonstracao do teorema.
O

Observe com atengao que em toda a demonstra¢ao do teorema (2.2.1) sé usamos
a hipotese de que a > 0 e vy > 0 na ultima igualdade, onde afirmamos que a area A da

regiao trapezoidal descrita no enunciado do teorema é dada por

(altura)
2

(5-a)

= [o(a) +0(8))

A = [base menor + base maior]

No mais, toda argumentacao continua valida, mesmo quando nao se supoe que a > 0 e
vy > 0. Desta forma, de modo geral provamos que se um movel se desloca em M.R.U.V.
com velocidade v : [0,00) — R dada por v(t) = at + vy, entdo o deslocamento do mével,

em um intervalo de tempo qualquer [a, 8] é dado por

As = s(8) — s(a) = [W] (G- a). (2.9
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Bem observado, a igualdade (2.9) nos diz que no M.R.U.V. a velocidade média
em qualquer intervalo de tempo [a, 3] é a média aritmética da velocidade no

inicio do intervalo v(a) com a velocidade no final do intervalo v(/3), isto é:

V(o g = 2 =20 M 20, 210

Aplicando (2.10) podemos deduzir a fun¢ao horaria para o M.R.U.V.

Teorema 2.2.2 Suponha que um mdével se desloca em M.R.U.V. e v : [0,00) — R dada

por v(t) = at+ vy seja sua fungdo velocidade. Entdo a fungao hordria do mével é dada por
a
s(t) = (5) 24+ vot+so, paratodot>0, (2.11)

onde sy € uma contante que representa a posi¢io inicial do madvel (s(0) = sg).

Demonstragio. Seja t > 0 arbitrariamente escolhido. De (2.10) a velocidade média no

intervalo de tempo [0,t] é dada por:

s(ti - ;(0) _w(0) —; W) L s = ; (oot +v(t) 1] .

Substituindo v(t) = at + vy na expressao acima obtemos

1 a
s(t) —s0=15 af +2ut] = s(t) = () + vt + 50,

o que conclui a demonstracao do teorema.

Em (2.11) nos deparamos com uma fungao do tipo
f(r)=az?+bx+c paratodoz € R,

onde a,b e ¢ sao constantes com a # 0, denominada fungao quadratica. Portanto, para
que possamos compreender o M.R.U.V. é indispensavel conhecer as propriedades deste
tipo de funcao. Mais uma vez temos uma situacao em que a Matematica se apresenta
como ferramenta crucial para o entendimento de um fenémeno fisico. Na proxima secao

nos dedicamos ao estudo das fungoes quadraticas e depois retornamos com o M.R.U.V..

2.3 Funcoes quadraticas

Nesta secao introduzimos o conceito de funcao quadréatica e demonstramos varios
resultados importantes sobre estas fungoes, como céalculo de raizes da funcao, intervalos de
crescimento e decréscimo, valores de maximo e minimo, entre outros. Também demonstra-
mos que o grafico de uma funcao quadratica ¢ uma parabola no plano cartesiano. Iniciamos

por definir funcao quadratica.
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Definicao 2.3.1 Uma funcio f : R — R é denominada quadrdtica quando existem

constantes a,b e ¢, com a # 0, tal que f(x) = az® + bx + ¢ para todo xr € R.

De acordo com a defini¢do acima vemos claramente que para toda terna de niimeros
reais (a,b, c), com a # 0, estd naturalmente associada uma funcao quadratica f dada por
f(x) = az® + bx + c. Reciprocamente se f é uma fungio quadratica entao existe uma, e
somente, uma terna de ntimeros reais (a, b, ¢), com a # 0, tal que f(x) = az* + bx + ¢ para

todo x € R. De fato, suponha que (a,b,c) e (a/,0, ) sejam tais que a # 0, a’ #0 e
ar® +br+c=a'2®> +¥r+ paratodo r € R. (2.12)

Entao fazendo z = 0 em (2.12) resulta que ¢ = ¢’. Desta forma, eliminando ¢ e ¢ em (2.12)
obtemos que

ar® +br = d'z* + 'z para todo v € R. (2.13)

Assim, para x # 0 podemos dividir ambos os membros de (2.13) e teremos que
ar +b=dz+V paratodoz#0. (2.14)

Escolhendo ora x = 1 e depois = —1 em (2.14) concluimos que

at+b=a +V
—a+b=—d +V

de onde resulta que b =0 e a = d'.

A argumentacgao acima mostra que denotando
A={(a,b,c) eR®; a#0} e B={f:R—=R;féfuncio quadratica},

existe uma bijecao

v:A— B

dada por ¥ (a,b,c) = f onde f: R — R ¢é definida por f(x) = ax? + bx + ¢. Em palavras,
toda terna de niimeros reais cuja primeira coordenada seja nao nula é uma
funcao quadratica e reciprocamente, toda funcao quadratica é uma terna de

nimeros reais cuja primeira coordenada é nao nula.

Quando tratamos das fung¢oes afim, no capitulo anterior, vimos que seu grafico é
uma reta no plano e portanto toda fungao afim fica inteiramente determinada conhecendo-
se seus valores em somente dois pontos distintos (dois pontos do grafico). Agora para
as fungoes quadraticas temos também um resultado analogo. Inicialmente verificamos
que toda funcao quadratica ¢ unicamente determinada pelos seus valores em trés pontos

distintos.
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Teorema 2.3.1 Sejam feg: R — R funcgoes quadrdticas. Se existem trés numeros reais

distintos t, y e z tais que f(t) = g(t), f(y) = g(y) e f(2) = g(z) entdo f = g (isto é,
f(z) = g(x) para todo z € R).

Demonstracao. Desde que f e g sdo fungoes quadraticas temos que
f(x)=az’+br+c e g(x)=da*+br+c
com (a,b,c) ER3; a#0e (a,V,c) € R®; a' # 0. Entao denotando h = f — g temos que
h(z) = f(x) —g(x) =a2z®*+ B+~ coma=a—d,f=b—bey=c—.

Pela hipdtese vemos que h(t) = h(y) = h(z) = 0, ou seja, a terna (a, 3,7) é solugao do
sistema linear homogéneo
Pa+tf+v=0
(5): § vatyf+y=0
Z2a+z8+v=0

cuja matriz ampliada é

2t 10
M = y2 y 1 0
22 210

3x4

Usando a hipdteses de que os pontos ¢, y e z sdo distintos temos que (y —t) # 0,
(z—1t) #0e (z—1y) # 0. Portanto, por meio das seguintes operagoes elementares sobres

as linhas da matriz M:

(1) Lo+ Lo— Ly e LgHLg—Ll

1
2) L —)L L L
(2) 2<—>(y_t)2 e 3<—>(Z_t)3
(3) L3<—>L2—L3
obtemos a matriz equivalente
2t 10
M=\ (y+t) 1 00
(z—y) 0 0 O -

de onde resulta que o sistema (S) possui uma tunica solu¢do o = § = v = 0. Consequente-

mente a =da’, b=0 ec=c ouainda f = g.

4

Coroléario 2.3.1 Dados trés pontos P = (t,u), Q = (y,v) e R = (z,w) em R? tais que
t,y e z sejam numeros distintos e P,(Q) e R sejam ndo colineares existe uma, e somente
uma fungao quadrdtica f com o grdfico passando pelos trés pontos (ou seja, tal que f(t) = u,

fly)=veflz)=w)
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Demonstracao. A existéncia de uma terna de nimeros reais (a, b, ¢) tal que definindo
f(x) = ax® + bz + c se tenha f(t) = u, f(y) = v e f(z) = w equivale a afirmar que a terna

(a,b,c) é solucao do sistema linear

ta+tb+c=u
(%) : via+yb+c=v

2a+zb+c=w

Desde que t,y e z sao distintos um raciocinio idéntico ao utilizado na demonstracao do

teorema (2.3.1) nos garante que (*) tem uma tnica solugao e, em particular, tem-se que

o= (w_“—v_“>. (2.15)

z—1 y—t

De (2.15) podemos ver que a = 0 se, e somente se

w—u Vv—Uu

z—t y—t

Entretanto esta igualdade equivale a afirmar que as retas PR e P() possuem a mesma

inclinacao, ou seja, os pontos P, () e R sao colineares.

Logo como por hipétese P, ) e R sao nao colineares resulta que a # 0. Resumindo
existe uma unica terna (a,b, ¢) solugao do sistema linear () com a # 0. Isto prova que

existe uma tunica funcdo quadratica f nas condi¢oes do enunciado.
O

Agora discutimos como obter os interceptos do grafico da fun¢ao quadratica com
o eixo OX ou seja como obter os pontos onde a fungao quadratica se anula (os zeros da
fungao). Dada uma fungao quadrética f(x) = ax® + bz + ¢, note que encontrar os nimeros

reais onde f se anula equivale a resolver a equacao do segundo grau

ar® +br+c=0. (2.16)

Observamos que se a # 0 podemos reescrever o primeiro membro da equacao (2.16)
numa forma conveniente, chamada forma canonica:

9 5 b c o b v ¢ b
ar*+br+c = alz*+-v+-|=al”+ -+ —5+—-——
a a a 4a>  a  4a?

= a [(x—i-b)Q—f—c—bZ} =a [($+b)2+4ac_b21'

2a a 4a? 2a 42

Logo desta igualdade podemos afirmar que se a # 0 a equagao (2.16) é equivalente

a equacao

4a?

b, dac— b
Sl Bl
R A= R
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ou ainda

b\> b —dac
- 2.1
(x + 2a> 4a? (2.17)

A argumentacao acima provou o seguinte lema:

Lema 2.3.1 Sejam a,b e ¢ numeros reais dados, com a # 0. Um numero real o € raiz da

equagao (2.16) se, e somente se, € raiz da equagdo (2.17).

Com o lema acima para discutirmos a existéncia e o calculo de raizes para a equagao
do segundo grau (2.16) consideramos a equagao equivalente (2.17). Como consequéncia

imediata temos o seguinte teorema.

Teorema 2.3.2 Sejam a,b e ¢ nimeros reais dados, com a # 0, e A = b — 4ac.
a) A equacao (2.16) tem raiz real se, e somente se, A > 0.

b) Se A >0 a equagdo (2.16) possui duas raizes reais distintas dadas por

—b—vA b+ VA

— 2.18
“ 2a ¢ 2a ( )
cuja soma e o produtos sao, respectivamente, dados por:
b c
s=a+pB=— e p=a-f=—. (2.19)
a a
Além disso a média aritmética (o ponto médio) das raizes o e B é dada por
a+f b
=——. 2.20
2 2a ( )
c) Se A =0 a equagdo (2.16) possui uma unica raizes real dada por
b
= ——. 2.21
7= (2.21)
Demonstragao. Basta considerar o lema (2.3.1) e efetuar calculos simples.
O

Conforme vimos anteriormente toda funcao quadratica f pode ser escrita na forma
candnica, de onde podemos ver que dada uma fungio quadratica f(x) = ax® + bx + ¢ é

sempre possivel escreve-la na forma
f@) = |a AN N Ll (2.22)
B 2a 4a ’ '

flx)=at* + K, (2.23)

ou ainda
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onde

b 4ac — b?
t=(o+-2] e K=|"""1| 6uma constante. (2.24)
2a 4a

Em outras palavras a identidade (2.23) diz que f é a soma de duas parcelas, uma
constante e outra varidvel, sendo a parte variavel nao negativa (> 0) se a > 0 e nao

positiva (< 0) se a < 0. Deste fato segue o teorema:

Teorema 2.3.3 Seja f: R — R a fungio quadrdtica dada por f(z) = ax® + bx + c.
—b

r+s
a) Dados r # s temos que f(r) = f(s) se, e somente se, 5 = g 0 seja, 0s pontos r
a

e s sao equidistantes do ponto x, = 2
a

b) Se a > 0 o valor minimo de f é atingido no ponto x, = ;— e este referido valor minimo
a

e

€Yy = o Neste caso f nao assume valor mdximo, ou seja, f € ilimitada superiormente.
a

c) Se a < 0 o valor mdzimo de f é atingido no ponto x, = g ¢ este referido valor mdzximo
a

e

-A . . ) P L
¢y, = —. Neste caso f ndao assume valor minimo, ou seja, [ € ilimitada inferiormente.

4a

Demonstracao. De (2.23) e (2.24) vemos que

2a

Agora demonstramos (b). Supondo a > 0, novamente de (2.23) e (2.24) vemos

s o b b
onde na penultima equivaléncia usamos que r # s e portanto | r + 2% # s+ —|.
a

que o menor valor de f é atingido quando t = 0, o que demonstra que o minimo de f é
o —b . , —b —A ,
atingido em z, = — e o valor minimo é y, = f (2—) =1 Observamos também que
a a a
quando x — 400 temos que t — £00 e, consequentemente t> — 00, 0 que prova que os

valores de f ficam arbitrariamente grandes, ou seja, f nao é limitada superiormente.

A prova de (c) é inteiramente andloga e a omitimos.

Corolario 2.3.2 Seja f : R — R a fungdo quadrdtica dada por f(x) = ax® + bx + c.
—b

W @)= =g er=n= .
a a
b) f nao muda de sinal se, e somente se, A < 0. No caso afirmativo (quando A < 0)

temos que f(x) > 0 para todo x € R se a >0 e f(x) <0 para todo x € R se a < 0.

Demonstracdo. (a) E claro que f(z,) = y,. Além disso, do item (a) do teorema, f nio
pode assumir o valor y, em outro ponto distinto de z, . Agora para verificar o item (b)

vejamos cada caso:
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i) A > 0ea > 0. Neste caso o valor minimo assumido y, = :LaA < 0 e f nao ¢é limitada
superiormente. Logo deve assumir também valores positivos. Ou seja, f muda de sinal.
ii) A >0 e a < 0. Neste caso o valor maximo assumido y, = ;—a > 0 e f nao é limitada
inferiormente. Logo deve assumir também valores negativos. Ou seja, f muda de sinal.
iii) A <0 e a > 0. Neste caso o valor minimo assumido y, = :l—a > 0. Logo f nao muda
de sinal.

iv) A <0 e a < 0. Neste caso o valor méximo assumido y, = :laA < 0. Logo f nao muda

de sinal.
O

Sobre intervalos de crescimento e decrescimento das fungoes quadraticas temos o

seguinte resultado:

Teorema 2.3.4 Seja f: R — R a fungio quadrdtica dada por f(z) = az® + bz + c.

a) Se a > 0 a fungio f é decrescente no intervalo (—oo, 2—) e crescente no intervalo
a

—b

—,00).

(5,°°)

b) Se a < 0 a fungio f é crescente no intervalo (—oo, 2—) e decrescente no intervalo
a

—b

(%,oo).

Demonstracao. Dados x; e x5 em R é facil ver que

flza) — f(xy) = (cw% + bxy + c) — (a:l:f + bry + c) = a(x2 — %) + b(ag — 1)
= a(xy —x1)(x2 + 1) + b(2g — 71)

= a(ry— 1) <x2 + a1+ 2) : (2.25)

Para provar (a) suponhamos que a > 0. Se x1 < xs < 5 temos que (xo — 1) >0
a
b
e <x2 + 1z + ) < 0. Destas desigualdades e (2.25) concluimos que f(z3) < f(z1) e
a

isto prova que f é é decrescente no intervalo (—oo, ;—) Se por outro lado tomamos
a
—b b
0 < a1 <xgentdo (zg — ) > 0e (3:2 + a1 + ) > 0. Destas desigualdades e (2.25)
a a
—b

concluimos que f(xq9) > f(z1) e isto prova que f é crescente no intervalo (—oo, 2—)
a

A demonstracao de (¢) ¢ inteiramente andloga e a omitimos.

g

E possivel caracterizarmos o conjunto imagem das fungoes quadraticas. De fato,

observamos que dada uma fungao quadratica f(z) = ax? + bx + ¢, um ponto y € I'm(f)
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se, e somente se, existe x € R tal que f(z) = y. Equivalentemente,
y € Im(f) < existe raiz para a equacio az® +bx + (c—y) =0.
Entao pelo teorema (2.3.2) podemos afirmar que

yeIm(f) e b —dalc—y)>0<day > —A. (2.26)

Teorema 2.3.5 Seja f: R — R a fungio quadrdtica dada por f(z) = az® + bx + c.
A
a) Se a > 0 entio Im(f) = [—,00).

b) Se a <0 entao Im(f) = (—o0, ﬂ]

—A
Demonstragao. Suponha que a > 0. Entao de (2.26) resulta que y € Im(f) <y > o
a

—A
o que prova (a). Por outro lado se a < 0 entao y € Im(f) < y < 1, © due prova (D).
a

O

2.4 O grafico da funcao quadratica

O objetivo central desta secao é mostrar que o grafico de uma fungao quadratica é
uma parabola. Portanto antes de qualquer encaminhamento é necessario deixar bem claro
o que ¢ uma parabola. Geometricamente falando a paradbola ¢ uma curva plana definida a
partir de uma reta d e um ponto F' ¢ d, ou seja, fixado um plano II, para cada par de
objetos (d, F'), onde d é uma reta no plano Il e F' um ponto de II que nao pertence a
reta d esta definida uma parabola, chamada parabola de foco F' e diretriz d. Formalmente

temos a seguinte definicao geométrica da parabola.

Definicao 2.4.1 Sejam II um plano, d uma reta no plano Il e ' um ponto de Il que nao
pertence a reta d. Para cada ponto P do plano 11 denotamos por ) o pé da perpendicular
baizada de P sobre a reta d. A pardbola de foco F' e diretriz d, denotada por p(d, F'), é o
conjunto de pontos P do plano Il que satisfazem d(P, F) = d(P, Q). Em simbolos

o(d,F)={Pcll; dPF)=dPQ))} (2.27)

A reta que passa pelo foco F e é perpendicular a diretriz d é chamada o eixo da
parabola, enquanto que o ponto V' (da pardbola) mais préximo (que tem a menor distancia)
da diretriz d é denominado o vértice da pardabola. O valor numérico da distancia do foco
F' a reta diretriz d é chamado o parametro da parabola, comumente denotado por p. Se
D ¢ a intersegao do eixo da parabola com a diretriz d (isto é, D é o pé da perpendicular
baixada de F' sobre a reta d), é facil ver que o vértice da pardbola é o ponto médio do

segmento F'D e p = d(F, D). Também temos que d(V, F) = d(V,D) = ‘g
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Figura 15 — Representacao grafica de uma parabola em termos de foco e reta mediatriz.

PF = PQ

Identificando o plano IT com o espago R?, exatamente como fizemos na seciao (1.4)

é possivel descrever a parabola por meio de uma equacgao algébrica.

Teorema 2.4.1 Seja p(d, F') a pardbola definida por (2.27). Entdo € possivel escolher um

sistema de coordenadas cartesianas OXY no plano 11 tal que
2

= 2.28
b (229)

p(d, F) ={(z,y) eR*; y

aqui p é o parametro da pardbola. (Observe que (2.28) equivale afirmar que a pardbola

p(d, F) é o grifico da fung¢io quadrdtica f(x) = 2—9172 ).
D

Demonstracao. Escolhemos o sistema de coordenadas cartesianas OXY tal que a origem
O esteja sobre o vértice V' da pardbola (O = V), o eixo OX seja paralelo a reta diretriz d

e o eixo OY coincida com o eixo da pardbola. E simples ver que segundo este sistema de

coordenadas os pontos sao expressos em termos de coordenadas como segue: F' = (0, g),
V =(0,0), D = (0, —7]9) e se P = (z,y) é um ponto genérico da parabola, o respectivo

ponto @, pé da perpendicular sobre a diretriz é @ = (x, %p)
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Figura 16 — Sistema de coordenadas cartesianas OXY com origem sobre o vértice da
parabola.

N y__________}.
\\ FE |
i
o=v|o0 ¥
" d
L Q= -p
2

De (2.27) e a formula da distancia entre pontos do plano, podemos afirmar que um

ponto P = (z,y) pertence & pardbola p(d, F') se, e somente se, d(P, F') = d(P,Q), ou seja

\/$2+<y_§)2:\/(“2)2@%”@—5)2: <y+g>2

2 2

©x2+y2—py+%=y2+py+%©x2+(—2p)y=0,

o que demonstra (2.28).
O

Segue do teorema (2.4.1) que o gréifico da fungdao quadrética f(z) = ax?® é uma

parabola. Temos os corolarios:

1
Corolério 2.4.1 O grdfico da fun¢io quadrdtica f(x) = x* é a pardbola de foco F = (0, Z)

1
e diretriz a reta horizontal y = vk (Observe que neste caso o parametro da pardbola é

1
P—§~)
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Figura 17 — Gréfico da funcao quadratica f(z) = 2.

Y 4
\\\\ "_,./?'I[)(, *)
\ /,—“i‘ //; i
Y \\\ F e ik // .E
ol : =
d by =)
x, -1) i

1
Corolario 2.4.2 O grdfico da fun¢io quadrdtica f(x) = ax® é a pardbola de foco F = (0, 4—)
a
1
e diretriz a reta horizontal y = I
a

Observe que neste caso o parametro da parabola é

1 { L sea>0

1

2a
-3 sea<0
a

Também observamos que se a > 0 a parabola grifico da fungdao quadrética f(z) = az?
tem sua concavidade voltada para cima. Por outro lado, se a < 0 a parabola tem sua
concavidade voltada para baixo. Aqui estamos dizendo que a parabola, grafico da funcao
quadratica f, tem concavidade voltada para cima quando para quaisquer a < x < b tem-se
que o ponto (x, f(z)) do grafico esta abaixo da secante que liga os pontos (a, f(a)) e
(b, £(b)). Por outro lado, dizemos que a pardbola tem concavidade voltada para baixo se
para quaisquer a < z < b tem-se que o ponto (z, f(x)) do grafico estd acima da secante

que liga os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)). Veja a figura:
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Figura 18 — Gréficos das funcoes quadréticas f(z) = az?.

a- 0 ././.,

Dentre as transformacoes do plano temos as translagoes verticais, que consistem
em deslocar todo ponto P do plano para o ponto T'(P) obtido a partir de P pela soma
de um vetor vertical fixo. Ou seja, dada uma constante K a translagao vertical de K é a
funcao Tk : R? — R? definida por:

TK<x7y) = (ZE,y)—i—(O,K) = (ZL’,y—I—K)

Note que se a constante K > 0 o ponto P é deslocado para cima, caso contrario, se K < 0

o ponto P é deslocado para baixo.

Figura 19 — Grafico com o ponto P deslocado para cima com k > 0.

G 4

Dada uma func¢éo f : R — R, definindo g : R — R por g(x) = f(z) + K é simples
ver que o grafico da funcao g é o grafico da fun¢do f transladado K unidades verticalmente
(para cima ou para baixo, dependendo do sinal de K). Em outras palavras, temos o

seguinte resultado:
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Teorema 2.4.2 Sejam f: R — R uma funcio, K € R e g : R — R a fung¢do dada por
9(x) = f(x) + K. Entao G(g) = Tk (G(f)) -

Demonstracgao. Basta ver que

PeGg) & P=(r,9(x)) & P=(x,f(z)+ K) & P=Tk(z, f(x)) & P e T(G(f)).

g

Como consequéncia do corolario (2.4.2) e do teorema (2.4.2) temos seguinte corola-

rio:

Corolério 2.4.3 O grifico da funcio quadrdtica f(x) = az® + K é a pardbola de foco

1 1
F =(0,— + K) e diretriz a reta horizontal y = —— + K.
4a 4a

Ainda sobre translagoes, temos as translagoes horizontais que consistem em deslocar
todo ponto P do plano para o ponto T'(P) obtido a partir de P pela soma de um vetor
horizontal fixo. Ou seja, dada uma constante C' a translagao horizontal de C' é a fungao
cT : R? — R? definida por:

CT(xvy) = (*T?y) + <C7 0) = (I + 07 y)

Note que se a constante C' > 0 o ponto P é deslocado para a direita, caso contrario, se

C < 0 o ponto P ¢ deslocado para a esquerda.

Figura 20 — Grafico com o ponto P deslocado para direita com ¢ > 0.

Dada uma fungao f : R — R, definindo ¢ : R — R por g(x) = f(z + C) é
simples ver que o grafico da fungao g é o gréafico da fungao f transladado C' unidades
horizontalmente (para esquerda ou para direita, dependendo do sinal de C'). Em outras

palavras, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.4.3 Sejam f: R — R uma funcio, C € R e g : R — R a funcao dada por
g9(x) = f(z + C). Entio G(g) = )T (G(/)) -
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Demonstracgao. Basta ver que

PeG(g) & P=(zv,9(z)) para algum z € R & P = (z, f(x + C)) para algum = € R.

Denotando u =z + C (& x = u — (') segue que

PeG(g) & P=(u—-0C, f(u) paraalgumu e R & P = _)T(u, f(u))
& Pe ol (G(f)) .

O

Finalmente aplicando os resultados acima podemos provar que o grafico de qualquer

funcao quadratica é uma parabola.

Teorema 2.4.4 Seja f : R — R a fungio quadritica dada por f(x) = ax® + bx + c.

Entao o grifico de f é a pardbola de foco F = (_—, ;) e diretriz a reta horizontal

20" 4da
1+ A

4a
a > 0 e concavidade para baixo se a < 0.

y=— . Além disso, esta pardbola tem concavidade para cima se o coeficiente

Demonstragao. Pelo corolario (2.4.3) o grafico da fungao ¢g : R — R dada por

1-A

1-A
é uma parabola de foco F' = (0, ) e diretriz a reta horizontal y = — < )

4a

Por outro lado, de (2.22) vemos que para todo x € R segue a igualdade
f( ) — + i i + 40]07_192 — + i i
R L 2a 4a - \" 2a
= x4+ i
-9 2a

Desta identidade e o teorema (2.4.3) resulta que o grafico de f é a pardbola de

b 1-A 1-A
foco F' = (—2— — ) e diretriz a reta horizontal y = — 1
a a a

corolario (2.4.2) que se a > 0 a concavidade da pardbola estd para cima e se a < 0 a

_A
4qa

. Também temos pelo

concavidade é para baixo.

O
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Figura 21 — Graficos de fungoes quadraticas.
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2.5 Retorno a funcao horaria do M.R.U.V.

O teorema (2.2.2) estabeleceu que a fungao hordria do M.R.U.V. é a funcéo
quadratica
s() = () + vt 5o, £20, (2.29)

onde a # 0 é a taxa de variagao da velocidade (v(t) = at+wvy), vo = v(0) é a velocidade no
instante inicial t = 0 e so = s(0) é a posic¢ao inicial do mével. Nas duas se¢oes anteriores
desenvolvemos um estudo sobre fung¢oes quadréticas e seus graficos. Portanto aplicando os
resultados ali obtidos podemos ter total entendimento sobre o M.R.U.V.. Para completar

esta secao apresentamos dois exemplos interessantes.

2.6 Exemplos

QUEDA LIVRE - A titulo de ilustracdo e também dado a importancia pratica e
historica do problema vamos considerar um exemplo concreto de um movimento retilineo
uniformemente variado, precisamente o movimento de um objeto em queda livre, ou
seja, o movimento de um objeto que é largado, a partir do repouso, de uma altura h
metros da superficie terrestre e cai devido a acao da forca gravitacional, desprezado
qualquer resisténcia do ar. Este é um tipico problema de movimento vertical proximo a
superficie terrestre. Por volta do ano 1609, Galileo Galilei (1564 — 1642) um filésofo natural,
astronomo e matemaético italiano, obteve o seguinte principio fisico basico: "desprezando-se
a resisténcia do ar, todo objeto cai para a terra com uma mesma aceleracdo, a qual

L}

¢é constante ". Especificamente falando, todo objeto préximo a superficie da terra esta

sujeito uma aceleragdao constante g m/s? para baixo (voltada para o centro da terra),
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chamada aceleracao da gravidade. Portanto os experimentos de Galileo demonstraram
que o movimento de queda livre ¢ um M.R.U.V.. Como referencial escolhemos um eixo
retilineo vertical (a trajetoria do objeto em queda), orientado positivamente para baixo,
com a origem fixada no ponto onde o objeto é abandonado, no instante inicial ¢ = 0, isto é
5(0) = so = 0. Note ainda que desde que o objeto é abandonado do repouso, sua velocidade

inicial é vy = 0. Veja a Figura 22:

Figura 22 — Exemplo de objeto em queda livre.

0 So=5(0); vo=0

solo v

Pelos dados fornecidos e (2.29) temos entdao que a equagio horaria do movimento,
que determina a posigdo do objeto (segundo o referencial fixado) em qualquer instante de

tempo t é

sty =2¢,  t>0. (2.30)

A equagao (2.30) é conhecida como Lei da queda dos corpos, devido a Galileu Galilei,
que afirma: "a distancia da queda de um corpo é proporcional ao quadrado do
tempo decorrido". Usando (2.30) podemos facilmente determinar o tempo necessario
para que objeto em queda livre atinja o solo. De fato, lembramos que o objeto foi posto
em queda a uma altura de h metros do solo, entao basta determinar o instante ¢, tal que

s(ty) = h, ou seja, encontramos
P
g
Até a presente data o maior edificio construido pelo ser humano é o arranha-céu
Burj Khalifa Bin Zayid, localizado em Dubai, nos Emirados Arabes Unidos, com 828 metros
de altura e 160 andares. Imagine por exemplo que um objeto caia do topo deste edificio

e que os efeitos de resisténcia do ar sejam desprezados. Qual o tempo necessario para o

objeto atingir o solo? Qual sera sua velocidade neste instante? Experimentos mostram que
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uma boa aproximacao para a aceleracao da gravidade é g = 9,8 m/s%. Logo o tempo de

queda é
2 (828)

=g =135

e a respectiva velocidade é

vy = v(ty) = (9,8)13 2 127, 4 m/s .

Aqui temos a oportunidade de comentar sobre um interessante aspecto da lei da
quedas dos corpos, descoberta por Galileu. Se a pena de uma ave (um objeto extremamente
leve) e uma bola de ago com didmetro de 30 cm (um objeto muito mais pesado do que a
pena) sao abandonados do alto do edificio, e ndo houvesse resisténcia do ar (vacuo), ambos
atingiriam o chao no mesmo instante! Neste momento do estudo também é interessante
propor o estudo do movimento em queda livre quando o objeto, ao invés de ser largado
(vg = 0), ele é atirado para baixo, ou seja, no inicio do movimento existe uma velocidade

inicial vy # 0.

LANCAMENTO VERTICAL - Dentre os movimentos retilineos tem importante
destaque aqueles em que um determinado objeto é lancado verticalmente para cima.
Novamente admitimos que tais movimentos sejam préximos a superficie da terra e que
os efeitos de resisténcia do ar sejam desprezados. Com isto, temos que a aceleragao da
gravidade é constante g m/s?. Neste caso, diferentemente da queda livre, é mais apropriado
medir as distancia a partir do solo e portanto fixamos como referencial um eixo retilineo
vertical (a trajetéria do objeto), orientado positivamente para cima, com a origem fixada
no solo, ponto onde o objeto ¢ projetado para cima no instante inicial ¢ = 0, isto ¢é

5(0) = sp = 0, com uma velocidade positiva vy. Veja a figura abaixo:

Figura 23 — Exemplo de lancamento vertical.

k.
vor 0

solo
O

0=S:=5(0)
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Observamos que com esta escolha de referencial, nos instantes logo apds o langamento,
enquanto o objeto sobe, a velocidade diminui, ou seja, a taxa de variacao da velocidade
(aceleragao) deve ser negativa. Ainda fisicamente vemos que ap6s atingir o ponto mais
alto, onde a velocidade se anula, imediatamente na sequéncia o objeto cai em queda livre,
portanto se move na direcao contraria a orientacao positiva, logo a velocidade é negativa
e decrescente (aumenta em valor absoluto) e portanto novamente a taxa de variacao da
velocidade é negativa. Desta forma independentemente se objeto esta subindo ou descendo,
a aceleracdo constante é sempre negativa, ou seja a = —g m/ s2. Consequentemente a
velocidade é dada por v(t) = —gt 4+ vo, t > 0.

Figura 24 — Gréfico da velocidade versus tempo.

v(t) 4

Yo

t* t

Note que a aceleragao e a velocidade inicial tem sinais contrarios e estamos exata-
mente na mesma situagao descrita em (2.3), onde ja haviamos comentado que o objeto
inicia seu movimento, com velocidade vy > 0, a partir de uma posicao inicial sg, que neste
caso ¢ o solo sy = 0, no sentido da orientacao positiva da trajetoria, até parar no instante
de tempo t*, onde inverte o sentido do movimento e segue aumentado o valor absoluto
da velocidade (velocidade escalar = | v(t) |) linearmente. Pelos dados fornecidos e (2.29)
temos entao que a equagao horaria do movimento, que determina a posicao do objeto

(segundo o referencial fixado) em qualquer instante de tempo t é
s(t):—%t2+vot, £>0. (2.31)

Matematicamente sabemos que o grafico desta funcao é a parabola com concavidade para

baixo:
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Figura 25 — Gréfico da funcéo s(t) = —£t* 4 vot .

S(t) T

Vo2
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Portanto o movimento total do objeto lancado verticalmente para cima se d4 no intervalo

2v
de tempo [0, —O], sendo que na primeira metade deste intervalo de tempo o objeto sobe
g

2
v v

até atingir a altura maxima s,; = 2—0, no instante de tempo t* = —0, quando a velocidade
g g

¢ nula (v(@) = 0), depois, na segunda metade do intervalo de tempo o objeto cai (desce)
g

20 2v
até atingir o solo no instante de tempo t = —O, com velocidade v(—o) = —1p, Ou seja,

atinge o solo com uma velocidade de mesma intensidade da que foi langado porém no

sentido contrario. E interessante observar a simetria do movimento (subida e descida).

Sabe-se que uma bala (projétil) atirada de um fuzil AR-15 é extremamente veloz
e parte a velocidade de 3.500 km/h. Suponha que seja feito um disparo precisamente
para cima, num angulo de 90 graus. Desprezando a resisténcia do ar e também a altura
de onde parte o tiro (suponha que o tiro parte do solo), depois de converter o valor de
g=9,8m/s?> = 127.008 km/h?, os cdlculos acima nos d4 que a altura maxima atingida

pelo projétil é
(3.500)*  12.250.000

= = = 48,23 k
"M T 5 (127008) — 254.016 o
e o tempo gasto para atingir estd altura é dado por
2 (3.500)
t=——""=2=20,056h
127.008 ’

que equivale a 3,36 minutos! Além disso, pela teoria acima, apés o dobro deste tempo, ou
seja apos 6,72 minutos do disparo a bala atinge o solo com a velocidade escalar de 3.500
km/h. Imagine o impacto que um tiro dado para cima pode provocar quando este projetil

retorna ao solo.
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Com um raciocinio semelhante é possivel estudar os movimentos retilineos ao longo
de um plano inclinado, os quais modelam os movimentos de automoveis e trens ao subir

ou descer montanhas (rampas), bem como de avides ao decolarem ou aterrissarem.
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3 Consideracoes Finais

Esta dissertacao foi motivada por um problema real, extremamente complexo, com
o qual deparam professores e estudantes da educagao basica. O problema, ja formulado
na introducao deste trabalho, consiste em entender porque os estudantes nao enxergam
a Matematica como uma ferramenta essencial para as Ciéncias, em particular, essencial
para o estudo de Fisica. Nossa experiéncia, como professor de Fisica da educagao bésica,
com formagao em Licenciatura em Matematica, tem nos mostrado uma triste realidade
na qual os alunos consideram a Matematica uma ciéncia a parte, desligada das demais
e sem qualquer aplicacao em suas vidas, a ponto de até mesmo nas aulas de Fisica nao
realizarem conexao dos contetidos ali estudados com aqueles estudados na disciplina de
Matematica. Uma consequéncia imediata desta realidade distorcida sao alunos totalmente
desmotivados para as aulas das disciplinas de Matematica e Fisica, alunos que de um

modo geral nao entendem os conceitos fundamentais de ambas matérias.

Como afirmamos, o problema posto é muito abrangente e nao tivemos aqui a
pretensao de dar uma resposta completa. Claro que sao muitas as variaveis envolvidas,
como por exemplo, a formagao dos professores (conteudos especificos, pedagdgicos e
realizagao dos estdgios supervisionados), a valorizagio profissional do professor (salario), a
estrutura das escolas, a carga horaria laboral dos professores, as diretrizes curriculares
nacionais para as disciplinas de Matemaética e Fisica, o investimento social em educacao e
cultura, dentre outras mais. Assim ao invés de tentar uma abordagem global da questao,
0 que nos parece impossivel, imaginamos com esta dissertagao, dar alguma contribuicao
levando-se em conta somente um aspecto: a metodologia de ensino. Restrito a este aspecto,
achamos que é possivel apresentar algum caminho para o enfrentamento deste quadro
adverso, ou seja, é possivel aplicar uma metodologia de ensino que de fato discuta os
conceitos, que deixe clara a presenca da Matematica nas Ciéncias Naturais, em especial

na Fisica, bem como que demonstre a essencialidade do aprendizado da Matematica.

Reafirmando nosso foco na “Metodologia de Ensino", a observagao nos permite
afirmar que o ensino de ambas as disciplinas (Matematica e Fisica), na educagao béasica,
se desenvolvem de modo isolado, sem interacdo entre os professores responsaveis pelas
disciplinas e muitas vezes com conteidos programaticos fora de sintonia, em desacordo.
Nesta realidade desconexa, a Fisica é “ensinada"por meio de um receituario de férmulas en-
quanto que a Matematica é “ensinada'de forma abstrata, distante da realidade. Esta é uma
opcao pela simplificacdo que na verdade impede que aos alunos aprendam. E muito grave
constatarmos que a Escola atual, ao invés de ensinar, retira do estudante a oportunidade
deste se desenvolver, pensar e adquirir um conhecimento critico e consistente. O mundo

atual dos computadores, celulares, tabletes e redes sociais, inseriram um imediatismo no
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comportamento social das pessoas, e tudo tem de ser muito rapido. Porque gastar longo
tempo com deducgoes de féormulas, caracterizagoes de fungoes, estudos de graficos e etc se

podemos resumir isto tudo em uma pagina, ou num video de 5 minutos?

Nesta dissertagao apresentamos os estudos do M.R.U. e do M.R.U.V., por meio
de uma metodologia distinta da usual, que contraria o imediatismo e a “simplificacao”.
Observe que toda nossa apresentaciao é perfeitamente possivel para os estudantes do
ensino médio. Nao ha qualquer conceito, calculo ou raciocinio incompativel com o nivel
dos estudantes. A metodologia que propomos, tem carater interdisciplinar podendo ser
aplicada nas aulas de Fisica e também de Matematica, para todos os demais contetidos
destas disciplinas, nao somente para M.R.U. e M.R.U.V. Também é claro que é necessario
acrescentar a nossa apresentacao, exercicios, exemplos e atividades experimentais. Existe
entao um enorme trabalho a ser feito que comeca pela conscientizacdo dos professores,
quanto a necessidade de se mudar a forma de ensino, e se estende ao desenvolvimento de
livros didéticos e materiais de apoio para as aulas. Acreditamos que esta agao de mudanca
da metodologia pode, no futuro, influenciar os cursos de Licenciatura (em Mateméatica e
Fisica), bem como, aumentar a demanda de jovens que buscam o estudo em nivel superior

nas areas das Ciéncias Fxatas e Engenharias.
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