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RESUMO

Neste trabalho investigamos algumas cléssicas afirmacoes acerca da presenca
da Razdo Aurea e da sequéncia de Fibonacci em areas distintas do conhecimento
humano. Mais especificamente, nossas anélises concentraram-se em averiguar a ve-
racidade dos argumentos historicos e cientificos acerca da utilizacao destes nimeros
na construgao da Grande Piramide de Gizé e do Partenon de Atenas e, no ambito
artistico, nas obras Sao Jeronimo, Uma cabeca de anciao, A Mona Lisa, o Homem
Vitruviano de Leonardo Fibonacci, e O Sacramento da Ultima Ceia de Salvador
Dali. Prosseguimos analisando afirmacoes acerca da manifestacio da Razdo Aurea
e da sequéncia de Fibonacci nos padroes da natureza observados nas proporgoes do
corpo humano, na filotaxia e na estrutura espiral da concha de nautilus. Procura-
mos distinguir tais afirmacoes entre teorias que revelam propriedades matemaéticas
na mais genuina manifestacao destes nimeros, daquelas que sao apenas crencas sem
fundamentos histéricos e cientificos. Para tanto, realizamos uma pesquisa biblio-
grafica dos contextos que deram origem a estas afirmacoes a fim de analisarmos os
argumentos historicos que as sustentam. Para anélise dos argumentos cientificos,
exploramos propriedades geométricas e algébricas da Razdo Aurea, da sequéncia de
Fibonacci e da espiral logaritmica cujo fator de expansao é igual a ¢ = 1,618. Deste
modo, verificamos que algumas destas afirmacoes sao histérica e cientificamente
infundadas, entretanto continuam sendo reproduzidas na literatura por diferentes

referéncias que tendem a aprimora-las a cada nova publicacao.

Palavras-chave: Numeros Irracionais. Extrema e média razao. Pentagrama. Com-

passo Aureo. Espiral de Fibonacci.



ABSTRACT

In this paperwork we investigated some affirmations classics about the presence
of the Golden Ratio and the Fibonacci sequence in distinct areas of the human
knowledge. More specifically, our analyzes focused on ascertaining the truthfulness
of historical and scientific arguments about the use of these numbers in the cons-
truction of the Great Pyramid of Giza and the Parthenon of Athens and, in the
artistic sphere, in works of St. Jerome, Head of an old man, The Mona Lisa, the
Vitruvian Man by Leonardo Da Vinci, and The Sacrament of the Last Supper by
Salvador Dali. We continue analyzing affirmations about the manifestation of the
Golden Ratio and the Fibonacci sequence in the patterns of nature observed in the
proportions of the human body, in the phyllotaxis and in the spiral structure of the
mollusk nautilus. We sought to distinguish such statements between theories that
reveal mathematical properties in the most genuine manifestation of these numbers
from those which are only beliefs without historical and scientific foundations. To
do so, we performed a bibliographical research of the contexts that originated these
statements in order to analyze the historical arguments that sustain them. For the
analysis of the scientific arguments, we explored geometric and algebraic properties
of the Golden Ratio, the Fibonacci sequence and the logarithmic spiral whose ex-
pansion factor is equal to ¢ = 1,618. Thus, we found that some of these statements
are historically and scientifically unfounded, however they continue to be reproduced
in the literature by different references that tend to improve them with each new

publication.

Keywords: Irrational Numbers. Extreme and Medium Ratio. Pentagram. Golden

Compass. Fibonacci Spiral.
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INTRODUCAO

A complexidade na organizacdo do universo tem sido, desde os primordios da
humanidade, uma fonte de inspiracao para o homem em sua busca incansavel por
teorias que sejam capazes de explicar a harmonia do mundo & sua volta. Os seres
humanos constantemente observam a natureza em busca de padroes e a ciéncia dos
ntmeros tornou-se imprescindivel em suas descri¢coes. A natureza, por sua vez, nos
oferece pistas dos padroes que utiliza em sua organizacao que se faz perceptivel
na quantidade de pétalas das flores e na disposicao de suas folhas ao longo do
caule, assim como no crescimento da estrutura espiral da concha de alguns moluscos
que, mesmo submetida & transformacoes inerentes ao seu desenvolvimento, seguem
preservando seu formato. As pistas avancam em direcao as proporcoes de simetria
observadas no corpo humano e ao voo dos falcoes peregrinos em busca de suas
presas, cuja trajetoria é descrita por uma espiral geométrica, a mesma que pode ser
apreciada no formato das galaxias.

A observacao de tais padroes inspirou o homem a reproduzi-los em suas con-
cepcoes que compreenderam diversas areas do conhecimento humano, como por
exemplo, a arquitetura e a arte, assim como expressoes matematicas que fazem inte-
ligivel a organizacdo do universo. Em decorréncia, a Razdo Aurea e a sequéncia de
Fibonacci desempenharam papéis importantes na descricao de algumas observagoes
e criacoes. O primeiro destes nimeros teve sua definicao enunciada por Euclides
(séc.IIT a.C-7) em 300 a.C. ao descrever a secgao de um segmento em duas partes
desiguais de modo que a razao entre o segmento todo e a parte maior e a razao
entre a parte maior e a parte menor fossem iguais, cuja solucao tinica que fora deno-

minada eztrema e média razao aponta para um nimero algébrico irracional, pouco
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menos prestigiado que o nimero 7, e simbolizado pela letra grega . O segundo
trata-se de uma sequéncia de numeros (1, 1,2,3,5,8,13...) determinada pela solucio
de um problema, acerca da reproducao de coelhos, proposto por Leonardo Fibonacci
(c.1180-1250) cerca de quinze séculos depois da defini¢do da Razao Aurea dada por
Euclides. Mas somente em 1608, ao escrever uma carta destinada a um professor,
Johannes Kepler (1571-1630) descreve que a razao entre termos consecutivos desta
sequéncia tendem para ¢ a medida que estes tornam-se cada vez maiores, revelando
uma relacao intrinseca entre estes conceitos, que s6 seria provada em 1753 pelo
matematico escocés Robert Simson (1687-1768).

A influéncia destes niimeros nas descri¢coes de alguns padroes causou uma fasci-
nacao que nao ficou restrita aos matematicos, mas estendeu-se a arquitetos, artistas,
bidlogos, “psicologos e até misticos tem examinado e debatido as bases de sua ubi-
quidade e seu apelo.” (LTVIO, 2009, p. 16). A correlagdo entre estes nimeros que
insistem em aparecer nos mais inesperados lugares, cuja ocorréncia é verificada com
predominancia no pentagono estrelado (ou pentagrama)ﬂ e em alguns retangulos,
possuem propriedades geométricas e algébricas singulares que conduziram o homem
a tentativa de explicar padroes observados nas plantas e animais, em seu proprio
corpo e na descricao da harmonia do universo. Mas a histéria destes nimeros tam-
bém fora conduzida a um misticismo exacerbado & partir da publicacao, em 1509,
do livro de Frei Luca Pacioli (1445-1517) que a denominou de A Propor¢ao Divina
e, a0 que parece, tal designagao fez com que algumas anéalises se tornassem acriticas
e acabaram gerando afirmacoes um tanto quanto subjetivas do ponto de vista ma-
tematico. Esta é a chave para a escolha da temética desta pesquisa, cujo principal
objetivo é analisar as mais classicas destas afirmacoes na intencao de distingui-las
entre teorias fundamentadas e crencas sem fundamentos cientificos, de modo que se-
rao apresentadas algumas controversas assim como a utilizagao deliberada da Razao
Aurea.

Para tanto, realizamos uma pesquisa bibliografica dos contextos que deram ori-
gem a tais afirmacoes a fim de analisarmos os argumentos histéricos que as sus-
tentam. Dentre os autores das literaturas que direcionaram esta pesquisa, destaca-
mos 0 matemético e cientista da computagao George Markowsky, os matematicos
John Sharp, Keith Devlin e Clement Falbo, o astrofisico da NASA Mario Livio e o
professor de Fisica Donald E. Simanek. Posteriormente, exploramos propriedades

geométricas e algébricas da Razao Aurea, da sequéncia de Fibonacci e da espiral lo-

1O pentagono estrelado (ou pentagrama) ¢ uma estrela de cinco pontas determinada pelas
diagonais de um pentagono regular.
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garitmica cujo fator de expansao é igual a ¢ com o intuito de averiguar a veracidade
dos argumentos cientificos.

Neste sentido, a organizacao deste trabalho resultou em seis capitulos. No pri-
meiro apresentamos um panorama historico acerca da Razdo Aurea, em que nos
reportamos ao desenvolvimento da matematica primitiva grega, responsavel pela
descoberta de grandezas que nao admitem uma unidade comum de medida, as cha-
madas grandezas incomensurdveis, na qual a teoria de uma possivel crise da fé pita-
gorica nos inteiros apresenta controvérsias. Fomos conduzidos pela histéria a mais
famosa obra de Euclides na qual encontramos a primeira definicao de um segmento
seccionado em extrema e média razao. Em seguida, discorremos sobre a teoria das
proporcoes de Eudoxo que viera a resolver o problema dos incomensuraveis.

No segundo capitulo descrevemos a maneira pela qual podemos determinar a
seccao de um segmento em extrema e média razao através de procedimentos geomé-
tricos, os quais foram demonstrados por Euclides através da comparacao de areas.
Detalhamos propriedades algébricas desta seccao que obteve diferentes denomina-
¢oes na literatura como Razao Aurea, Propor¢io Aurea, Divina Propor¢io e Nimero
de ouro. A expansio decimal infinita e nfio periodica da Razio Aurea, revela sua
irracionalidade e através da expansao por fracoes continuas percebemos o quao le-
niente ¢ o processo para se obter uma aproximacao racional para ¢. Construimos
geometricamente o retangulo em que a razao entre suas dimensoes é aproximada-
mente ¢ e descrevemos sua propriedade iterativa de se obter retangulos semelhantes
ao inicial extraindo-se dele sucessivos quadrados. Construimos também um triangulo
isdsceles que é a chave para a construgao do pentagono regular dada por Euclides
e as diagonais deste pentagono, por sua vez, determinam um pentagono estrelado
ou pentagrama. Ambas figuras sao repletas de propriedades relacionados & Razao
Aurea.

No terceiro capitulo analisamos afirmacdes controversas associadas a4 Razao Au-
rea que surgiram apoés a publicacao da obra The divina proportione do Frei Luca
Pacioli em 1509, cujas ilustragoes foram feitas por Leonardo Da Vinci (1452-1519).
Em nossa analise, enfatizamos duas importantes obras da arquitetura. A primeira
foi construida pela civilizagao egipcia antiga, a Grande Piramide de Gizé e a segunda
pelos gregos da Antiguidade Classica, o Partenon de Atenas. Em sequéncia, ana-
lisamos obras famosas de Leonardo da Vinci dentre as quais o Homem Vitruviano
retrata a busca do homem pelas propor¢oes do corpo humano. Finalizamos nossa
analise artistica com o Sacramento da Ultima Ceia do pintor surrealista Salvador

Dali. No ambito das contribuicoes & ciéncia, consideramos a busca de Kepler pela
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compreensao do universo que o conduziu a um modelo cosmologico em que utiliza
os cinco soélidos platonicos inscritos em uma esfera, dentre os quais o dodecaedro e
icosaedro possuem relacdo com a Razdo Aurea. Por fim, contemplamos a academia
de estética PhiAcademy que utiliza o compasso aureo em suas técnicas de design de
sobrancelhas bem como na correcao e contorno labial.

No quarto capitulo descrevemos a resolucao do problema de reproducao dos coe-
lhos descrito por Fibonacci no século XIII. A solucao de tal problema determina uma
sequéncia cujas propriedades notaveis tornaram-se objeto de estudos da associacao
canadense The Fibonacci Association criada em 1963. Posteriormente, analisamos a
maneira pela qual a Razdo Aurea se revela através das razdes obtidas entre termos
consecutivos da sequéncia de Fibonacci a medida em que estes assumem valores
cada vez maiores. Enfatizamos a presenca destes niimeros na otimizacao da dispo-
sicao das folhas ao longo do caule de algumas plantas, que é caracterizada por uma
espiral na qual o nimero de voltas em torno do caule para passar pelos ramos e o
nimero de ramos por onde a espiral passa, determinam a razao filotaxica das folhas.
Estas razoes sao as convergentes de uma fracao continua que, quando prolongada
um ndamero infinito de termos, converge para o quadrado do reciproco da Razao
Aurea. Evidenciamos a sutileza desta razao na representacio de qualquer nimero
natural como soma de numeros de Fibonacci distintos e nao consecutivos, dando
lugar & uma representacao binaria finita. Prosseguimos analisando a otimizacao das
sementes do girassol que se justificam na leniéncia das convergentes da mais simples
das fracoes continuas.

No quinto capitulo descrevemos a interpretagao de René Descartes (1596-1650)
na resolugdo de um problema proposto por Galileu Galilei (1564-1642) que o con-
duziu a espiral logaritmica. Descartes fundamentou-se na formulacao da espiral
de Arquimedes (287 a.C.-212 a.C.) e, por meio de uma construcao cinemética da
curva, identificou propriedades singulares da espiral logaritmica. Encantado pela
forma com a qual esta espiral se reproduz apoés ser submetida & varias transforma-
coes, cuja expressao analitica revela-nos uma funcao exponencial, Jakob Bernoulli
(1654-1705) dedicou-se a estudar notéaveis propriedades que até entdo nao haviam
sido observadas por Descartes. Com frequéncia, observamos na natureza um pa-
drao de espirais que possuem caracteristicas semelhantes a espiral logaritmica em
diversas escalas, desde os girassois as conchas marinhas, a cauda do camaleao e até
mesmo na Via Lactea. Desta imensa familia de espirais, enfatizamos um membro
cujo fator de expansdo é igual a Razdao Aurea e pode ser aproximada & espiral de

Fibonacci. Em consequéncia, até mesmo a mais simples das pesquisas nos conduz a
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varias associacoes desta espiral Aurea com a estrutura da concha do pequeno molusco
nautilus. Serd uma crenca ou uma teoria fundamentada cientificamente? Respon-
demos esta questao por meio de uma analise alicercada nos estudos realizados pelos
matematicos George Markowsky, Clement Falbo e John Sharp.

No tltimo capitulo descrevemos as consideracoes finais onde relatamos nossas
concepcoes preliminares bem como os direcionamos durante a pesquisa e, por fim,

as contribuicoes da mesma em nossa pratica de sala de aula.
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CAPITULO 1

UM PANORAMA HISTORICO ACERCA DA RAZAO
AUREA

“A matemdtica, desde 0s seus primdrdios, entrelaca-se tao intimamente com a
historia da civilizagao, sendo mesmo uma das alavancas principais do progresso

humano, que sua historia nao € so altamente motivadora em termos de ensino

como também muito rica em aspectos culturais.”

Howard Eves

1.1 A matematica primitiva grega e a descoberta

dos Incomensuraveis

Nos ultimos séculos, historiadores da matematica, diante da escassez de docu-
mentos que evidenciem alguns fatos, defendem hipoteses distintas acerca dos primei-
ros indicios da descoberta de grandezas que nao admitem uma unidade comum de
medida, as chamadas grandezas incomensurdveis. O fato é que estes historiadores
comungam do ponto de vista que tal descoberta se deu no desenvolvimento da ma-
teméatica primitiva grega, mais especificamente entre os pitagoricos. Neste sentido,
aspiramos reconstruir tal contexto cuja historia pode ser remontada ao final do ter-
ceiro milénio a.C., com a finalidade de compreendermos as distintas interpretacoes

a historia da descoberta dos incomensuraveis e, em consequéncia, da Razao Aurea;
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1.1 A matematica primitiva grega e a descoberta dos incomensuraveis

ou mesmo, a descoberta da Razao Aurea e, em consequéncia, dos incomensuraveis.

1.1.1 O desenvolvimento da matematica primitiva grega

Nos ultimos séculos do terceiro milénio a.C., povos provindos de algumas tribos
indo-europeias, os chamados aqueus, foram os primeiros & entrarem na Grécia. Vin-
dos da regiao sul do Mar Negro, migraram para o oeste e progressivamente foram se
apropriando da regiao, onde atualmente é localizada a Grécia, chegando ao extremo
sul. Por volta de 1600 a.C., na cidade de Micenas, que era um dos maiores centros da
civilizagao grega, os aqueus consolidam um extenso império, a conhecida civilizagao
micénica.

Mais tarde, ao fim do segundo milénio a.C., vieram do norte invasores ndémades
iletrados, conhecidos como dorios, que acabaram destruindo a cidade de Micenas, o
que conduziu a Grécia a chamada Idade Negra, na qual todo progresso cultural grego
sofreu uma ruptura até meados do oitavo século a.C.. Decorrente da invasao dos
dorios, alguns aqueus migraram para as ilhas do mar Egeu e também para o litoral
da peninsula de Anatolia, onde estabeleceram colonias com um dialeto grego comum
chamado jonio. Com o tempo, o nimero de colonias cresceu e ficaram conhecidas
como Jonia, “o verdadeiro ber¢o da Filosofia e da Matemética dedutiva” (GARBI,
2010, p. 19). “O comércio foi crescentemente incentivado e se fizeram muitas des-
cobertas geograficas. O mundo estava pronto para um novo tipo de civiliza¢ao”
(EVES, 2004, p. 94) que se deu nas cidades comerciais as costas do Mar Negro, ao
litoral da Africa e na parte sul da peninsula italiana. O conjunto das vérias colonias

criadas pelos gregos formou o que passou a ser conhecido como Magna Grécia.

Com o consentimento dos egipcios, em meados do sétimo século a.C., comercian-
tes jonios estabeleceram um centro comercial promissor nas imediagoes do rio Nilo

€,

ao colocar a Grécia em contato com uma civilizagdo entdo muito mais
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1.1 A matematica primitiva grega e a descoberta dos incomensuraveis

adiantada, permitiu que os jonios observassem os conhecimentos basicos
de Geometria, Aritmética e Astronomia que, ndo s6 no pais dos farads
mas, também, na Mesopotamia, haviam se acumulado ao longo de muitos
séculos. Este foi um acontecimento crucial no nascimento da ciéncia e
da filosofia gregas. (GARBI, 2010, p. 19).

De acordo com a tradigao, os gregos herdaram o conhecimento matemético, ba-
seado na experiéncia e observacao dos egipcios e babilonios. Mas seriam os gregos
responsaveis pela transicao da matematica empirica adquirida com os egipcios e ba-
bilénios para uma matematica dedutiva baseada em definicoes e axiomas. Embora
este seja um capitulo da histéria pouco conhecido, ao que se presume, os primeiros
passos desta transi¢ao pode ter ocorrido na cidade de Mileto (regido que atualmente
pertence a Turquia), localizada no sul da Joénia, muito provavelmente entre 624 a.C.
e 548 a.C. onde viveu o primeiro filosofo e matemético grego, chamado Tales, um co-
merciante apaixonado pela Filosofia, Astronomia e Matematica que posteriormente

fora considerado um dos Sete Sabios da Grécia Antiga.

A cerca de 50 km de Mileto, na ilha jonia de Samos, por volta de 572 a.C.,
nasceria Pitadgoras, um matematico e filosofo grego que teve seu nome atrelado ao
mais famoso teorema da matematica, o Teorema de Pitagoras. Alguns historiadores,
dentre eles Eves (2004), acreditam que Tales e Pitagoras tiveram contato pessoal,
mas Boyer (1974) discorda dessa possibilidade dada a diferenga entre suas idades.
E ainda justificam as semelhancas nos interesses desses matematicos dado que os
dois empreenderam viagens pelo Egito e Babilonia onde obtiveram conhecimentos

de matemética e astronomia.

Durante muitos séculos dois povos distintos, os persas e os medos, habitaram
a regiao do atual Ira. Até que, por volta de 550 a.C., os persas, sob o reinado de
Ciro (560-530 a.C.) que principiou o chamado império persa, se rebelaram contra os
medos e passaram a controlar a regiao. O entao formado Reino da Pérsia prosseguiu
conquistando varios territorios e expandindo-se em direcao ao mundo grego. Diante

deste cenério, Pitdgoras deixou a ilha de Samos e residiu por um tempo no Egito e
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1.1 A matematica primitiva grega e a descoberta dos incomensuraveis

ao retornar & Grécia se estabeleceu na cidade de Crotona, sul da peninsula italiana.
Por volta de 540 a.C. fundou, em Crotona, a escola pitagérica voltada ao estudo de

filosofia, matematica e ciéncias naturais.

Apo6s a morte de Ciro o controle Pérsia agora era de seu filho Dario I, que por
volta de 490 a.C., invade a Grécia continental, mas os gregos tiveram uma vitéria
histérica. Dez anos mais tarde Xerxes, o filho de Dario I, inicia uma nova invasao na
Grécia onde se estabeleceu uma das maiores batalhas do mundo antigo, e novamente
os gregos sairam vitoriosos ao enfrentarem o maior império do mundo neste periodo
e mantiveram sua liberdade. Atenas foi destruida pelo império Persa, mas apos o

conflito iniciou-se sua reconstrucao e de 450 a.C. a 430 a.C.,

foi governada por um dos maiores estadistas de todos os tempos, o grande
Péricles, que fortaleceu a democracia, estimulou a cultura e erigiu obras
como o Partenon (projetado por Ictimo, construido por Calicrates e ador-
nado por Fidias), o que fez com que todo o século V a.C. viesse a ser
conhecido como o século de Péricles. (GARBI, 2010, p. 48).

Tal fato atraiu varios filésofos e Atenas se tornava um grande centro de cultura
até que, em 431 a.C., um conflito entre Atenas e Esparta é iniciado. Nasceria no
quarto ano deste conflito, o filosofo e matematico grego Platao (427 a.C.-347 a.C),
um dos principais pensadores de sua época. Atenas foi derrotada por Esparta em
404 a.C. passando por um periodo de grande turbuléncia, fato que levou Platao
a empreender uma longa viagem pelo Mediterraneo onde obteve conhecimento de
filosofia e geometria. Cerca de 12 anos depois Platao retorna & Atenas e por volta de
386 a.C. funda a Academia Platonica de Atenas que se tornou o centro matematico
do mundo que, por meio dela, advieram os principais pesquisadores deste periodo
e o mais preeminente mateméatico e astronomo Eudoxo (408-3557 a.C.), nascido na
cidade de Cnidos (colonia de origem jonica). Destaca-se entre os discipulos de Platdo
o filosofo grego Aristoteles (384 a.C.-322 a.C.), nascido na Macedonia (colonia de

origem jonica), que aos 17 anos se estabeleceu em Atenas para estudar na Academia
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1.1 A matematica primitiva grega e a descoberta dos incomensuraveis

de Platao e rapidamente destacou-se entre os académicos e tornou-se professor da
Academia. Dentre os grandes gedometras que passaram pela Academia de Platao,
estd o também filosofo Teeteto, nascido em Atenas, responsavel pela descoberta do
octaedro e icosaedro que compoem juntamente com o tetraedro, cubo e o dodecaedro,

descoberto pelos pitagoricos, os Poliedros de Platao.

A época de Platao ficou marcada por drasticas mudangas na matemaética grega, a
algebra aritmética utilizada pelos pitagéricos em que havia separac¢ao entre nimero e
grandezas continuas, outrora herdada dos babilonios, perde lugar para uma algebra
geométrica. “Os velhos problemas em que, dada a soma e o produto de dois lados
de um retangulo se pediam as dimensoes, tinha que ser tratado de modo diferente
dos algoritmos numeéricos dos babilonios.” (BOYER, 1974, p. 57). A interpretacao
de uma equacgao passaria a ter um carater geométrico e as grandezas envolvidas

deveriam ser homogéneas.

Algumas décadas apos a derrota de Atenas, em 338 a.C., Filipe 1T da Macedonia
consegue dominar o mundo grego. Mas, apenas dois anos depois, Filipe II foi as-
sassinado e seu filho, Alexandre o Grande, ex-aluno de Aristételes, assume o trono.
Alexandre, o Grande, seria o maior general da Antiguidade conquistando a Pér-
sia até o Norte da India. O Egito foi tomado por ele em 332 a.C. e, no delta do
Nilo, Alexandre fundaria a cidade de Alexandria que mais tarde seria o berco do
desenvolvimento da ciéncia e cultura. Alexandre morreu em 323 a.C. e seu sucessor
Ptolomeu por volta de 300 a.C., incentivado pelo filésofo Demétrio, fundou o Mu-
seu de Alezandria. Demétrio, nascido em Falero (um porto de Atenas), conheceu
a Academia de Platao e, com o apoio de Ptolomeu, influenciou a vinda de muitos
pensadores do mundo grego a Alexandria, dentre os quais destacamos Euclides que
passou a ensinar geometria e assumiu a direcao das discussoes matematicas. Pouco
se sabe & respeito da vida de Euclides mas, acredita-se que ele foi aluno da Academia

de Platdao. Foi no Museu de Alexandria, por volta de 300 a.C., que Euclides escreveu
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1.1 A matematica primitiva grega e a descoberta dos incomensuraveis

Os Elementos, que “nao s6 constituem a mais antiga obra mateméatica grega impor-
tante a chegar até nos, mas o texto mais influente de todos os tempos” (BOYER,

1974, p. 87) e fundamental a geometria.

1.1.2 Pitagoras, a escola pitagérica e os incomensuraveis

Infelizmente, a historia da primitiva matematica grega “|...] quase nao se dispoe
de nenhuma fonte primaria. [...] Somos forgados a nos apoiar em manuscritos e
relatos escritos varios séculos depois de os originais terem sido produzidos.” (EVES,
2004, p. 96). Dentre os muitos trabalhos que foram perdidos, destaca-se o trabalho
de Eudemo Rodes (¢.320 a.C.-290 a.C.), um discipulo do filésofo grego Aristoteles
(384 a.C-322 a.C.), que relata a historia da geometria grega anterior ao periodo
de 335 a.C.. Mas, um resumo de seu trabalho foi feitoﬂ antes que se perdesse,
possibilitando ao filosofo neo—platénicdf] Proclus (410-485) o acesso ao suméario do
trabalho de Eudemo mais de um milénio ap6s os primeiros passos da matemaética
grega. Proclus incorporou tal sumario, que ficou conhecido como Sumdrio Eudemi-
ano, nas primeiras paginas de seu “breve resumo do desenvolvimento da geometria
grega desde seus primeiros tempos até Euclides” (EVES, 2004, p. 97) intitulado
Comentdrio sobre o primeiro livro de Os Elementos de Fuclides, nossa principal re-
feréncia da primitiva matemética grega. Um ilustre matemaético citado no Sumdrio
Fudemiano foi Pitagoras que, segundo Boyer (1974), tudo que se sabe & respeito
dele é baseado nas mais antigas referéncias gregas a historia da matemética, que
nao sobreviveram, o que torna claro que tal base trata-se de tradi¢coes persistentes
e nao de documentos historicos, e o mais perto que se pode chegar de evidéncia
digna de confianca é pela mencio de Eudemo. E esta a razio pela qual, nas altimas
décadas, alguns historiadores da matemética tém colocado em xeque a existéncia de

Pitagoras, visto que todas as informacoes a respeito dele sao provindas de séculos

!Segundo Boyer (1974), a autoria deste resumo é desconhecida.
2A denominacido neo-platonicos refere-se & um grupo de importantes gedmetras em um periodo
compreendido entre a fundacdo da escola pitagorica em Crotona e a Academia de Platdo em Atenas.
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1.1 A matematica primitiva grega e a descoberta dos incomensuraveis

posteriores, e por este motivo é tido por estes como relatos nao fidedignos. “A escas-
sez das fontes, somada & convergéncia interessada dos tnicos textos disponiveis, nos
permite duvidar até mesmo da existéncia de um matematico chamado Pitagoras.”

(ROQUE, 2012, p. 104).

Contudo, segundo se presume, Pitdgoras nasceu por volta de 572 a.C., na ilha
jonia de Samos, no leste do mar Egeu. Com o auxilio de grandes homens da época,
Pitagoras aprendeu rapidamente matemética e filosofia empreendendo uma longa
viagem em direcao ao Oriente, passando pelo Egito e Babilonia onde obteve co-
nhecimento da matemética mesopotamica. Posteriormente, Pitdgoras retornou ao
mundo grego, na cidade de Crotona da Magna Grécia, onde comecgou a dar aulas
de matematica e filosofia e rapidamente atraiu muitos seguidores que logo se torna-
ram seus discipulos fiéis aos quais lhe eram atribuidas rigidas doutrinas. Decorrente
deste fato, surge a “famosa escola pitagorica, que, além de ser um centro de estudo de
filosofia, matematica e ciéncias naturais, era também uma irmandade estreitamente

unida por ritos secretos e ceriménias.” (EVES, 2004, p. 97).

Se Pitdgoras permanece uma figura muito obscura isto se deve em parte
a perda de documentos daquela época. Varias biografias de Pitagoras
foram escritas na antiguidade, inclusive uma de Aristoteles, mas se per-
deram. Uma outra dificuldade para caracterizar claramente a figura de
Pitagoras provém do fato de que a ordem que ele fundou era comuni-
taria aléem de secreta. Conhecimento e propriedade eram comuns, por
isso a atribuicdo de descobertas nao era feita a um membro especifico
da escola. E melhor, por isso, ndo falar na obra de Pitagoras mas antes
das contribuigoes dos pitagéricos, embora na antiguidade fosse usual dar
todo o crédito ao mestre. (BOYER, 1974, p. 36).

Os pitagoéricos desenvolveram estudos matematicos de qualidade inquestionéveis
e muitas foram as contribuicoes para a historia da civilizacao quando, no antigo
mundo grego, despertaram o interesse de muitos adeptos pelo estudo da matematica
ao qual se dedicavam intensamente. E atribuido ao préprio Pitagoras a criacdo das

palavras “filosofia” (do grego: amor a sabedoria) e “matemdtica” (do grego: o que é
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1.1 A matematica primitiva grega e a descoberta dos incomensuraveis

aprendido) como uma forma de descrever suas atividades intelectuais. “A filosofia
pitagoérica baseava-se na suposicao de que a causa ultima das varias caracteristicas

do homem e da matéria sdo os numeros inteiros”. (EVES, 2004, p. 97). Para eles,

apesar de ser a Matematica algo ideal e abstrato, sua presenca no mundo
fisico era percebida por toda a parte, nos céus e na Terra. Isso levou-
os a considerar Deus o Grande Gedmetra do Universo, a dizer que o
mundo era feito de nimeros e a nutrir por eles uma veneracao verdadei-
ramente religiosa. Essa visao pitagérica em relacao & Matematica é, até
os dias de hoje, tema de grande debate entre os filosofos que procuram
responder & multimilenar e candida pergunta: “Fazemos ou descobrimos
a Matematica? (GARBI, 2010, p. 27).

Segundo Boyer (1974), embora alguns historiadores atribuam aos pitagoricos um
elevado grau de abstracao da matematica, ¢ muito provavel que tal visao abstrata nao
tenha sido tao sofisticada como se relata. Os pitagoricos associavam toda grandeza
(comprimento, area e volume) a um ntimero inteiro ou uma razao entre inteiros.
Acreditavam que ao comparar dois segmentos de reta existiria um segmento u, ainda
que muito pequeno, que seria submiltiplo dos dois segmentos considerados. Desta
forma, os segmentos podiam ser medidos com a mesma unidade, em consequéncia,

seriam comensuraveis.

A escola pitagorica tornou-se muito influente com o tempo até que, em algum
momento da histoéria, a populacao crotonense se rebelou contra a irmandade devido
as suas praticas de ritos e cerimonias. Destruiram os prédios da escola fazendo com
que os pitagoricos se disseminassem e Pitagoras refugiou-se na cidade de Metaponto
onde morreu, supostamente, assassinado. Ainda assim, a irmandade pitagorica so-
breviveu dispersa por mais dois séculos. Acredita-se que Arquitas de Tarento (428
a.C.-365 a.C.), um dos ultimos e mais ilustre pitagorico, estabeleceu uma divisao no
estudo da matematica em quatro grupos de matérias que, na Idade Média, tornou-se
conhecida como quadrivium, “a aritmética estudava as quantidades em si mesmas;

a musica, as relacoes entre quantidades; a geometria, as grandezas em repouso; e a
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astronomia, as grandezas em movimento inerente.” (ROQUE, 2012, p. 109, grifo

n0sso).

Acerca das contribui¢oes dos pitagoricos a civilizagao, segundo Eves (2004), ha
uma conformidade entre os historiadores da matematica quanto a atribuicao da
descoberta dos numeros figurados aos membros mais antigos da irmandade. Estes
nimeros descrevem a quantidade de pontos em determinadas composigoes geomé-
tricas (triangulares, quadradas, pentagonais, etc...) revelando uma conexao entre
geometria e aritmética. Mas, apenas alguns destes historiadores atribuem a des-
coberta dos numeros a,migdveiﬂ e dos numeros perfeitos, deficientes e abundantesﬁ]
aos pitagoricos. Outra importante contribuicao atribuida a eles é a relacao entre
intervalos musicais e razoes numeéricas que os conduziu ao estudo de escalas mu-
sicais. Presume-se que foi Pitdgoras quem deu a primeira demonstracao geral do
famoso teorema atribuido a ele, o qual enuncia que, o quadrado sobre a hipotenusa
de um triangulo retingulo € igual a soma dos quadrados sobre os catetos, embora

tal relacao ja fosse conhecida pelos babilonios.

Proclus, talvez citando Eudemo, atribuiu & Pitagoras duas descobertas
matematicas especificas: (1) a construgdo dos sélidos regulares e (2) a
teoria das proporcionais. Embora haja davida sobre até que ponto isso
deve ser tomado literalmente, ha forte probabilidade de que a afirmacgao
esteja de acordo com a direcdo do pensamento pitagorico. A teoria das
proporgoes claramente se ajusta ao esquema de interesses matematicos
dos gregos antigos, e nao é dificil achar uma provével fonte de inspiracao.
Conta-se que Pitdgoras soube na Mesopotamia das trés médias aritmé-
tica, geométrica e a subcontraria (mais tarde chamada harmonica) - e
da “proporgao durea” que relaciona duas delas: o primeiro de dois ntime-
ros estd para sua média aritmética como a média harmonica estd para
o segundo numero. [...] O estudo das propor¢oes ou da igualdade de
razoes presumivelmente formava de inicio uma parte da aritmética ou

teoria dos ndmeros pitagérica. Mais tarde as quantidades a, b e ¢ que

3“Dois niimeros se dizem amigdveis se cada um deles é igual & soma dos divisores proprios do
outro.” (EVES, 2004, p. 98).

4“Um ntmero se diz perfeito se é igual & soma, dos seus divisores préprios, deficientes se excede
a soma de seus divisores proprios e abundante se € menor que a soma de seus divisores proprios.
(EVES, 2004, p. 99).
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entravam em tais proporcoes seriam provavelmente olhadas como gran-
dezas geométricas; mas o periodo em que teve lugar essa mudanca nao
é claro (BOYER, 1974, p. 41-42).

Para os pitagoricos uma relagao de equivaléncia entre dois quocientes envolvendo
trés quantidades distintas a, b e ¢ de maneira que a : b :: b : ¢ (a esta para b assim
como b estd para c) era denominada propor¢io continua de trés termos. Nesta
proporcao, os extremos a e ¢ estao unidos por um termo médio b. A proporc¢ao
continua relaciona “um grupo de trés niimeros desiguais tais que entre duas de suas
diferencas a relacao é a mesma que a de um destes ntimeros entre si mesmo ou entre
um dos outros dois nimeros.” (LAWLOR, 1996, p. 80). Trata-se de uma propor¢ao
média onde @ > b > ¢, de maneira que: (1) a—b:b—c:a:a,b:b, c: cou
(2)a—b:b—ca:bou; (3)a—b:b—c:a:c Isolando o termo médio b nas
proporgoes (1), (2) e (3), obtém-se, respectivamente:

Cl"—C.
9

e a formula geral da proporcao aritmética: b =

e a formula geral da proporcao geométrica: b> = ac ou b = \/ac;

2ac
a+c

e a formula geral da proporcao harmoénica: b =

Esta é “a estrutura proporcional bésica que contém os axiomas para nossas ope-
racoes matematicas primérias e também a estrutura proporcional bésica das leis

musicais.” (LAWLOR, 1996, p. 81).

Segundo Boyer (1974), conta-se que Pitagoras teve conhecimento de um tipo
especial de proporcao continua de trés termos em que o terceiro termo é igual a
soma do termo maior e do termo menor, de outro modo a : b :: b : (a + b), “o
termo menor esta para o termo maior da mesma forma que o termo maior esti para
o menor mais o maior. [...] O termo maior (a + b) deve ser um todo ou unidade

composta da soma dos outros dois termos.” (LAWLOR, 1996, p. 45).
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Na pratica, esta proporcao de trés termos é construida & partir de apenas dois
termos a e b. Esta divisdo proporcional pode ocorrer de duas formas: (1) o termo
maior (a+b) é igual a unidade de maneira que b?> = a ¢ a inica parti¢io geométrica da
unidade; (2) o termo maior (a+b) é maior que a unidade de maneira que b* = a(a+b)

¢ a tnica divisao proporcional com dois termos desiguais. Geometricamente,

a+b=1 a+b=1+4+a

------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

-----------------------------------------------------

a b a l b
(a) (b)

Figura 1.1: (a) a+b=1. (b)a+0b>1. (A autora)

2

O mais interessante é que esta proporcao é uma relacao entre as proporcgoes
aritmética e harmonica. Segundo Boyer (1974), o primeiro de dois nimeros a esté
para sua média aritmética assim como sua média harmonica estd para o segundo
ntimero b. Mas, neste caso ¢ = a + 0. Logo,

‘2a+b_2da+®'b@>b_2a+b2da+@
T T a0 T T T2 T 2a 40

& ab = ala+b) & b* = a(a+b)

Portanto, através da propor¢ao continua construida a partir de a e b obtemos
a Unica proporcao geométrica de dois termos que, historicamente, ficou conhecida
como propor¢cao durea. Esta proporcao é uma razao constante decorrente de uma

relacao geométrica que é irracional em termos numeéricos.

Em certo sentido, a propor¢ao aurea pode considerar-se supra-racional
ou transcendente. Na verdade, o primeiro produto da unidade, a tinica
dualidade criativa possivel no interior da unidade. Poderia dizer que é a
relacao mais intima que pode ter a existéncia proporcional - o universo -
com a unidade, a divisao primeira ou primaria do uno. Por este motivo,
os antigos a chamavam de “4urea”; a divisdo perfeita, e os cristaos re-
lacionaram este simbolo proporcional com o filho de Deus. (LAWLOR,
1996, p. 46).

Ao que parece, segundo Boyer (1974), Arquitas em continuidade ao trabalho
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aritmético dos pitagoricos, se deparou com tal proporcao. Ao escrever sobre a apli-
cagao das médias aritmética, geométrica e harmonica na musica enunciou o seguinte
teorema: entre dois inteiros que estejam na razdo a : (a + 1) nao pode existir um

iteiro que seja meio proporcional entre eles, ou seja, se considerarmos b como sendo

b

. . , a
0 meio proporcional entre a e a + 1, teriamos — = | & b? =ala+1), em con-
a

sequéncia, b é nao inteiro. Em sintese, um ponto divide um segmento de reta em

extrema e média razao, quando o mais longo dos segmentos € a média geométrica

a b
entre o menor e o segmento todo, de outro modo, b ath & b? =ala+b).
a
a+b
A Q  mmemmmmeeeee b e B
a+b “‘:‘\ ',,-"/’
2 ofthd ’((Hrb)(\ﬁil)

Figura 1.2: Divisao do segmento AB em propor¢ao geométrica: a, b, a + b. (A autora)

Geometricamente, pode-se dizer que a drea do quadrado construido sobre o seg-
mento maior € equivalente a drea do retdngulo cujas dimensoes sao o segmento me-
nor e o segmento todo. Talvez o fato das quantidades envolvidas na proporcao nao
serem interpretadas por Pitadgoras como grandezas geométricas tenha o impedido de

descobrir a proporcao durea e, em consequéncia, os incomensuraveis.

Apos a destruicao dos prédios da escola pitagorica a irmandade permaneceu dis-
persa, de forma que seus membros estavam espalhados pelo mundo grego ampliando
a influéncia intelectual da escola. Especula-se que Hipocrates de Chios, um gedme-
tra nascido em Atenas, tenha sido um membro da irmandade ou, ao menos, fora

influenciado com o pensamento pitagorico. Segundo Boyer (1974), Proclus relata
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que Hipocrates antecedeu Euclides em mais de um século ao escrever a obra Fle-
mentos de Geometria, que se perdeu assim como outros tratados de matemaética do
quinto século. Mas, de acordo com uma copia de um fragmento da Histdria da Ma-
temdtica de Fudemo, Hipocrates teria provado um teorema sobre areas de circulos
que enuncia;
Segmentos de circulos semelhantes estao na mesma razao que os quadra-
dos de suas bases. [...] O relato de Eudemo diz que Hipocrates provou
isso, mostrando primeiro que as areas dos circulos estao entre si como os
quadrados dos diametros. Aqui Hipocrates usa a linguagem e conceito
de proporcao que desempenhou papel tao grande no pensamento pita-
gorico. [...] A teoria das proporcoes provavelmente estava feita so para
grandezas comparaveis. (BOYER, 1974, p. 49, grifo nosso).
Este relato mostra que a demonstracao do teorema de Hipocrates exigia ha-
bilidade matematica para trabalhar com razoes (nesta época, o conceito de razao

nao era equivalente a uma fracdo entre nimeros) e propor¢oes. Talvez tenha sido

Hipocrates o primeiro a utilizar letras em figuras geométricas.

1.1.3 Hipoéteses acerca da descoberta dos incomensuraveis:

uma possivel crise da fé pitagoérica nos inteiros

“Magnitudes sao ditas comensurdveis as que sao medidas pela mesma medida, e
mcomensurdvess, aquelas das quais nenhuma medida comum € possivel

produzir-se.”

Fuclides de Alexandria

Para os gregos, “a palavra nimero era usada s6 para os inteiros. Uma fracao
nao era considerada como um ente nico mas como uma razao ou relacao entre
inteiros.” (BOYER, 1974, p. 39). Assim, a filosofia pitagorica de “que a esséncia
de tudo, na geometria como nas questoes praticas da vida do homem, pode ser

explicado em termos de arithmod’] ou das propriedades intrinsecas dos inteiros e suas

5 Arithmos (do grego: niimeros).
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razoes” (BOYER, 1974, p. 53), pode ter sido ameagada pelo Sumdrio Eudemiano de
Proclus que atribuiu aos pitagoricos a construcao das “figuras coésmicas”, ou seja, de
alguns dos solidos regulares, muito provavelmente, o tetraedro (4 faces triangulares),
o cubo (6 faces quadradas) e o dodecaedro (12 faces pentagonais). Acredita-se
que os pitagoricos conheciam algumas propriedades do pentagono regular, que é a
figura geométrica que representa as faces do dodecaedro, pois tracando-se as cinco
diagonais de um pentagono regular obtém-se um pentagono estrelado ou pentagrama

que era a insignia da escola pitagorica.

Se comecarmos com um poligono regular ABCDE (Figura[l.3) e tracar-
mos as cinco diagonais, essas diagonais se cortam em pontos A’B’C’D’E’,
que formam outro pentigono regular. Observando que o tridingulo BCD’,
por exemplo, é semelhante ao tridngulo is6sceles BCE e observando tam-
bém os muitos pares de tridingulos congruentes no diagrama, nao ¢ dificil
ver que os pontos A’B’C’D’E’ dividem as diagonais de um modo notéavel.
Cada um deles divide uma diagonal em dois segmentos desiguais, tais
que a razao da diagonal toda para o maior é igual & deste para o menor.
[...] Para os gregos antigos esse tipo de subdivisao logo se tornou tao
familiar que nao se achava necessério ter um nome especial para ela; por
isso a designacao “divisao de um segmento em média e extrema razao”’
em geral ¢ substituida simplesmente pela palavra “sec¢do”. (BOYER,
1974, p. 37, grifo nosso).

A E

Figura 1.3: As diagonais do pentégono regular ABCDE. Adaptado de (BOYER, 1974, p.
38)

Tal subdivisao das diagonais tratava-se, possivelmente, da descoberta de que os
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nlimeros inteiros e as razoes entre eles nao eram suficientes para representar propri-
edades bésicas. Mas nao se sabe ao certo quando e como se deu a descoberta da
existéncia de segmentos que nao admitem uma unidade de medida comum, mesmo
que se considere uma unidade tao pequena quanto se queira, os chamados segmentos
incomensuraveis. Segundo Boyer (1974), ao que se presume, Pitagoras nao chegou
a conhecer o problema da incomensurabilidade, mas tal descoberta pode ter ocor-
rido antes de 410 a.C. por Hipasus de Metapontum ao observar que as diagonais do
pentagono regular determinam um pentigono regular menor e as diagonais deste se-
gundo determinam um terceiro pentagono regular menor ainda, e tal processo pode
ser repetido indefinidamente determinando pentagonos cada vez menores, tao pe-
queno quanto se queira, de forma que a razao da diagonal e o lado em um pentagono

regular é nao racional.

Existe uma incerteza envolta & incomensurabilidade, comumente a descoberta
da existéncia de grandezas incomensuréveis é creditada a aplicagao do Teorema de
Pitagoras em um triangulo retangulo isésceles de catetos unitarios cuja hipotenusa
¢ igual a /2, ou seja, a diagonal de um quadrado unitario nio pode ser representada
pela razao de dois niimeros inteiros, mas esta possibilidade tem sido muito questio-
nada dado o alto grau de abstracao na demonstragao de tal propriedade. De fato,
nio se sabe ao certo quando e como tal descoberta se deu, se o incomensuravel /2
antecedeu a Razdo Aurea ou se a Razdao Aurea é a responséavel pela descoberta dos
incomensuraveis, tudo o que temos sao apenas hipoteses que sao frutos de estudos
baseados nos escritos de comentadores que viveram séculos a frente da época dos

pitagoricos.

Os incomensuraveis principiaram uma discussao que durou séculos e revelou refle-
x0es distintas dada a escassez de documentos. Alguns historiadores da matematica
relatam que a descoberta dos incomensuraveis causou uma crise logica na comu-

nidade que abalou a fé pitagoérica nos inteiros e tal descoberta dizimaria a teoria
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das proporcgoes, atribuida aos pitagoéricos, que s6 poderia ser aplicada para razoes
entre inteiros, ou seja, para segmentos comensuraveis. Esta teoria das proporgoes
encontra-se em Os Flementos, na definicao 21 do Livro VII, Euclides traz a defini-
cao de proporcao atribuida aos pitagoricos. Em suas palavras, “ntimeros estao em
proporc¢ao, quando sejam o primeiro do segundo e o terceiro do quarto o mesmo

mtltiplo ou a mesma parte ou as mesmas partes.” (EUCLIDES, 2009, p. 270).

Se de fato houve uma crise, a solucao seria dada mais tarde por Eudoxo quando
desenvolveu a teoria das proporcoes que se aplicaria tanto a grandezas comensuraveis
quanto incomensuraveis. Porém, nas tltimas décadas, historiadores tém questionado
tal crise de fé nos inteiros devida aos incomensuraveis pois, ao que parece, os pita-
goricos tendo ciéncia da incomensurabilidade tentaram expandir uma técnica que ja
era conhecida e utilizada para os nimeros, a antifairese, para comparar grandezas

incomensuraveis.

O método da antifairese (do grego: subtragoes reciprocas) consiste no seguinte
procedimento: “dados dois nimeros (ou duas grandezas), em cada passo subtrai-
se, do maior, um miltiplo do menor, de modo que o resto seja menor do que o
menor dos dois nameros considerados.” (ROQUE, 2012, p. 119). Atualmente, o
procedimento da antifairese é utilizado na algebra para determinar o maximo divisor
comum entre dois naturais, o conhecido algoritmo de Euclides, tal procedimento
pode ou nao ser finito. Sendo finito, a semelhanca pode ser verificada por meio
de uma proporcao aritmética, ou seja, através da igualdade de razoes numéricas
(neste caso as duas grandezas possuem a mesma antifairese). Quando o método
da antifairese é infinito tem-se um caso de incomensurabilidade que nao pode ser
descrito pela igualdade de razdes numéricas. A descoberta dos incomensuraveis
proporcionou o desenvolvimento de “uma nova teoria das razoes e proporcoes e
um novo conceito de proporcionalidade, independente da igualdade entre niimeros.”

(ROQUE, 2012, p. 165), motivo pelo qual alguns historiadores acreditam nao ter
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havido uma crise nos fundamentos da matemética grega.

1.1.4 Os Elementos de Euclides

“Ptolomeu uma vez perguntou a Fuclides se havia um caminho mais curto, para a
geometria, que o estudo de Os elementos, e Euclides lhe respondeu que nao havia

estrada real para a geometria.”

Proclus Diadocus apud Carl B. Boyer

Os Elementos é a mais famosa obra de Euclides, um compéndio valioso do tra-
balho de grandes pensadores gregos de seu tempo, fragmentado em 13 livros, que
trata de geometria elementar (da régua e do compasso) assim como capitulos sobre
aritmética e, como a conhecemos hoje, sobre Algebra (ndo no sentido simbdlico, mas
geométrico). “Proclus descreve Os Elementos, em relagdo com o resto da matema-
tica, como as letras do alfabeto em relagdo com a linguagem.” (BOYER, 1974, p.
76).

A maior parte dos teoremas contidos em Os FElementos foram descobertas de
outros gedbmetras, dentre eles, Eudoxo com o desenvolvimento da teoria das propor-
¢oes. A genialidade de Euclides, na composi¢ao da obra, esta na exposicao logica dos
assuntos, pois acredita-se que as demonstracoes de alguns teoremas foram feitas por
ele, outras refeitas ou aprimoradas. A matematica anterior & Euclides baseava-se em
questoes praticas, e a partir de Os Elementos obtém-se um alto grau de abstracao
dessa ciéncia. Euclides foi pioneiro na utilizacao de um sistema axiomatico, de forma
que seu livro inicia-se com algumas definicoes, seguidas de axiomas ou postulados

que, posteriormente, sao usados para provar proposicoes e teoremas.

Mas a primeira versao impressa, uma traducao em latim de Campanus de Novara
(1220-1296), ocorreu apenas em 1482 na cidade de Veneza, e a partir de entao, mais
de mil edicoes da mais antiga obra grega foram publicadas, perdendo apenas para

a Biblia no quesito nimero de edicoes. Todas as versoes modernas da obra de

35



1.1 A matematica primitiva grega e a descoberta dos incomensuraveis

Euclides baseiam-se em uma revisao feita, 700 anos apos a época de Euclides, pelo

comentador grego Téon de Alexandria.

Porém, em 1808, quando Napoledo ordenou que fossem tomados de bibli-
otecas italianas e enviados a Paris os manuscritos de valor, F. Peyrard
encontrou, na biblioteca do Vaticano, uma cépia do século X de uma
edicao da obra que é anterior & revisao de Téon. Um estudo dessa edi-
¢80 mais antiga e uma triagem cuidadosa de citagoes e notas feitas por
comentadores antigos indicam que o material introdutério do tratado ori-
ginal de Euclides indubitavelmente sofreu altera¢oes nas revisdes que se
seguiram, mas os teoremas e demonstracoes, salvo acréscimos e supres-
soes pequenas, permaneceram em esséncia como Euclides os escreveu.
(EVES, 2004, p. 168).

Em Os Elementos de Euclides as grandezas sao associadas a segmentos de reta e

nao a numeros. Nele, “o reino dos nimeros continuava a ser discreto, mas o mundo

das grandezas continuas.” (BOYER, 1974, p. 56). Apresentamos a tabela com

uma breve descricao do contetido de cada capitulo de Os Elementos:

Livros | Assuntos tratados
I Resultados basicos de geometria plana (figuras retilineas)
II A geometria do retangulo (“Algebra geométrica”)
ITI A geometria do circulo
v Poligonos regulares e o circulo
\Y Teoria das Proporcoes de Eudoxo
VI Semelhanca de figuras planas

VII | Aritmética basica (Atualmente, teoria dos nimeros)

VIII | Ntameros em progressao aritmética e tipos especiais de nimeros
IX Nimeros em progressao geométrica e a teoria dos pares e primos
X Segmentos incomensuraveis (Estudo dos nimeros irracionais)
XI Resultados basicos de geometria espacial
XII Areas e volumes e o método da exaustiao de Eudoxo

XIII | Os solidos platonicos

Tabela 1.1: Estrutura de Os Elementos de Euclides. (A autora)
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1.1.5 Teoria das proporcoes de Eudoxo

O Livro V de Os Elementos trata da teoria abstrata das razoes e proporcgoes
de Eudoxo que viera a resolver o problema dos incomensuraveis, uma vez que ele
reformulou a teoria das proporcoes levando em conta a existéncia dos niimeros irraci-
onais, de modo que a nova defini¢ao seria aplicavel tanto a grandezas comensuraveis

quanto incomensuraveis.

A palavra razdo (em grego: logus) é frequentemente utilizada por Euclides e
expressa um tipo de relacao entre o tamanho de duas grandezas homogéneas, ou
seja, dois comprimentos, duas areas ou dois volumes. Para Euclides, na definicao 3
do Livro V: “Uma razao € a relacao de certo tipo concernente ao tamanho de duas
magnitudes de mesmo género.” (EUCLIDES, 2009, p. 205, grifo nosso). Faz-se
necessario salientar que, mesmo a definicao de razao referindo-se ao tamanho das
grandezas, nem sempre serd possivel calcula-la da mesma forma que um nimero. A
seguir, listamos as defini¢coes contidas no livro V relacionadas a teoria das proporcoes

de Eudoxo a fim de compreendermos seu desenvolvimento.

A definicao 4 do Livro V enuncia: “Magnitudes sao ditas estar na mesma razao
entre si, aquelas que multiplicadas podem exceder uma a outra.” (EUCLIDES, 2009,
p. 205, grifo nosso). Esta defini¢do nos fornece um critério de comparagio entre
duas grandezas homogéneas. De maneira que as grandezas a e b possuem uma razao
entre si, se houver inteiros m e n tais que ma > b e nb > a. Este critério operatorio
nos permite comparar tais grandezas se uma delas torna-se maior que a outra quando

multiplicada por um nimero inteiro.

A defini¢ao 5 do Livro V enuncia: “Magnitudes sao ditas estar na mesma ra-
240, uma primeira para uma sequnda e uma terceira para uma quarta, quando o0
mesmos multiplos da primeira e da terceira ou, ao mesmo tempo, sejam inferiores
aos mesmos mailtiplos da sequnda e da quarta, relativamente a qualquer tipo que

seja de multiplicacao, cada um de cada um, tendo sido tomados correspondentes.”
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1.1 A matematica primitiva grega e a descoberta dos incomensuraveis

(EUCLIDES, 2009, p. 205, grifo nosso). Esta definicdo nos fornece um critério
comparativo de razoes distintas entre grandezas homogéneas. Para compararmos
a c

~ . . . a c
as razoes 7 e p poderiamos, a priori, considerar que 7= 4 < ad = be, mas este

argumento nao ¢é valido para a linguagem dos Flementos, pois para os gregos a razao

a ~ ’ ~ ~ A

7 nao representava um nuimero senao a comparacao entre duas grandezas homogé-

neas. Segundo Roque (2012), podemos adaptar a definigdo 5 para nossa linguagem
. a ¢ ) : )

atual de maneira que, 7 :: p (a esta para b assim como c estd para d) se, e somente

se, para todos inteiros positivos m e n vale um dos casos:
(i) se ma < nb entdo mc < nd;
(i) se ma = nb entao mc = nd;
(iii) se ma > nb entdo mc > nd.

Observe que o caso (ii) s6 pode ocorrer se, por um lado, a e b e, por outro lado,
¢ e d forem segmentos comensuraveis. Os casos (i) e (iii) ocorrem se, por um lado,
a ou b e, por outro lado, ¢ ou d forem segmentos incomensuréaveis. Portanto, para
que os segmentos a, b, c e d sejam proporcionais é necessario que, expandindo ou
contraindo a e b de determinada quantidade, c e d sejam expandidos ou contraidos
de igual quantidade. Assim como Euclides enuncia na defini¢ao 6 do livro V: “E as
magnitudes, tendo a mesma razao, sejam ditas em propor¢ao.” (EUCLIDES, 2009,

p. 205).

Na definicao eudoxiana, a comparacao das razoes possui uma caracteristica pura-
mente geométrica e a homogeneidade de niimeros e grandezas bem como suas razoes
s6 ocorrera séculos a frente com o desenvolvimento dos niimeros reais através dos

matematicos alemaes Richard Dedekind (1831-1916) e Karl Weierstrass (1815-1897).
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CAPITULO 2

REPRESENTACOES GEOMETRICAS E ALGEBRICAS
DA RAZAO AUREA

“A Geometria possui dois grandes tesouros: um € o Teorema de Pitdgoras; o outro
a Proporcao Aurea. Podemos comparar o primeiro a uma por¢ao de ouro e o

sequndo a uma joia preciosa.”

Johannes Kepler

2.1 Euclides e a seccao de um segmento em extrema

e média razao

O Livro Il de Os Elementos de Euclides é constituido por 14 proposicoes que tra-
tam da chamada “algebra geométrica” atribuida aos pitagoricos, que sao construgoes
geométricas que descrevem identidades algébricas. Mas, presume-se que a motivacao
de Euclides neste livro era de resolver problemas através da comparacao de areas,

embora a solucao de tais problemas sejam equivalentes a identidades algébricas.

Na proposicao 11 do Livro II, Euclides resolve um problema que consiste em

seccionar um segmento dado AB, de modo que o retangulo de dimensoes AB e uma
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2.1 FEuclides e a sec¢ao de um segmento em extrema e média razao

das partes de AB tenha area igual a do quadrado construido sobre a outra parte
de AB. Euclides enuncia, “cortar a reta dada, de modo a o retdngulo contido pela
iteira e por um dos segmentos ser igqual ao quadrado sobre o segmento restante.”

(EUCLIDES, 2009, p. 146, grifo nosso).

De acordo com a construcao de Euclides em linguagem moderna, seja o quadrado
ABCD construido sobre o segmento dado AB de comprimento a e £/ o ponto médio
de AC. Tracamos BE e sobre o prolongamento de AC' determinamos o ponto F
tal que FF = BE. Construimos o quadrado FGHA de dimensoes iguais a b e
sobre o prolongamento de GH determinamos o ponto K sobre C'D. Desta forma,
os procedimentos geométricos descritos por Euclides determinam sobre o segmento
AB o ponto H de modo que a area do retangulo HBDK e do quadrado FGHA

sejam iguais, de outro modo, a(a — b) = b°.

Fe G

b a—>b
A H B
. / a
C K D

Figura 2.1: Figura usada por Euclides na determinagdo do ponto H de modo que o retan-
gulo HBDK tenha érea igual a do quadrado FGH A. Adaptado de (EUCLIDES, 2009, p.
146)

A demonstracao dada por Euclides, inicia-se mostrando que area do retangulo
CFGK acrescida da area do quadrado sobre AE = EC é igual a area do quadrado

sobre F'F. Fato justificado pelo enunciado da proposicao 6 do livro 1I:

caso uma linha reta cortada em duas, e seja adicionada a ela alguma

reta sobre uma reta, o retangulo contido pela reta toda junto com a
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2.1 FEuclides e a sec¢ao de um segmento em extrema e média razao

adicionada e pela adicionada, com o quadrado sobre a metade, é igual
ao quadrado sobre a composta tanto da metade quanto da adicionada.
(EUCLIDES, 2009, p. 140).

Mas como EFF = EB, o quadrado sobre EF' possui area igual a do quadrado
sobre £ B. Portanto, a drea do quadrado sobre EB é a soma das areas do quadrado
sobre AFE e do retangulo C FGK. Mas, aplicando o Teorema de Pitdgoras no AABE
tem-se que a area do quadrado sobre E'B é a soma das areas dos quadrados sobre AE
e AB. Logo, a area do quadrado sobre AB é igual a area do retangulo CFGK. Por
fim, subtraindo-se a area comum do retangulo AH KC, obtém-se que o quadrado

AFGH e o retangulo HBDK possuam areas iguais, de outro modo, b* = a(a — b).

Mais adiante, no livro VI, Euclides retoma tal demonstragao na construgao geo-
métrica da secgao de um segmento qualquer em extrema e média razao. No inicio
do mesmo livro, na definicao 3, Euclides descreve que “uma reta é dita estar cortada
em extrema e média razao, quando como a toda esteja para o maior segmento, assim
o maior para o menor.” (EUCLIDES, 2009, p. 231). Na proposi¢ao B(H Euclides
descreve os argumentos geométricos para que a seccao esteja em extrema e média

razao.

Pela proposicao 11 do livro II, sabemos que AFGH e HBDK possuem &reas
iguais. Observe na figura que AFGH ¢ HBDK sao figuras equiangulares e

portanto possuem os lados, ao redor dos angulos iguais, inversamente proporcionais.

. HK AH
Assim, G—j{qB— H—a.HMas, por um lado, HK = AB e, por outro lado, GH = AH.
Portanto, 10~ an de outro modo, % =3 onde b é a “média proporcional

entre o segmento dado e a diferenga entre ambos.” (GARBI, 2010, p. 64). Diz-se

que o segmento AB estd seccionado em extrema e média razao pelo ponto H.

“Cortar a reta finita dada em extrema e média razao.” (EULIDES, 2009, p. 263).
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2.2 Expressao algébrica da seccao em extrema e média razao

a

A b H a—>b B

Figura 2.2: O ponto H secciona o segmento AB em extrema e média razdo. (A autora)

Segundo Tahan (1973), a parte maior é uma média entre o segmento todo (a) e a
parte menor (b); a razdo é extrema porque nao existe, no caso, outra solu¢ao da qual
resulte a igualdade entre as razoes segmentérias, ou seja, a razao entre o todo e a
parte maior e a razao entre a parte maior e a parte menor. E, para o ponto H, uma
posicao extrema. Eis a origem da denominacao extrema e média razao. Este ponto
H que divide o segmento AB em extrema e média razao é chamado ponto dureo (ou
ponto de ouro) do segmento AB. Como H é interno ao segmento AB, diz-se que H
é o ponto aureo interno e, nesse caso, o maior segmento AH é chamado segmento

dureo inlerno ou, apenas, segmento dureo.

Caso o ponto H seja sobre o prolongamento de AB dizemos que H secciona AB
em partes subtrativas, ou seja, é o ponto aureo externo a AB. Neste caso, AH é o

segmento dureo externo ao segmento AB.

2.2 Expressao algébrica da seccao em extrema e mé-

dia razao

Do problema de extrema e média razao decorre a equacao algébrica do 2° grau

a(a —b) = b* & b* + ab — a® = 0 ao considerarmos a igualdade entre o produto dos

. . a b
meios e o produto dos extremos na proporcao 7= 5
a —

145
2

A equacao, na variavel a, possui duas raizes reais distintas iguaisaa = b <

. 1-+/5 : . . ) : )
ea =b 5 , das quais a raiz negativa esté associada ao ponto aureo externo

ao segmento AB. E nosso principal objeto de estudo, sera o ponto aureo interno ao

segmento AB associado a raiz positiva da equacao.
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2.2 Expressao algébrica da seccao em extrema e média razao

A divisao do segmento AB determinada pelo ponto aureo interno H foi chamada,

pelo matematico alemao Martin Ohm (1792-1872) em 1835, de Aurea, e esta razio é

a (1—1—\/5

tal - =
aqueb 5

da metade do irracional v/5 acrescido de uma unidade, o que faz da Razao Aurea um

). Note que tal razao é um nimero irraciona pois trata-se

numero irracional algébrico cuja expansao decimal infinita e nao peridédica é dada

por % — 1,61803398....

Segundo Livio (2009), na literatura matematica profissional, o simbolo habitual
para a Razdo Aurea ¢ a letra grega tau (7, do grego: seccdo). Mas, no inicio do
século XX, o matematico americano Mark Barr (1871-1950) deu & Razdo Aurea o
nome ¢ (Fi), a primeira letra grega do nome do grande escultor grego Fidias (490-
430 a.C.). O “Partenon de Atenas” e o “Zeus” no templo de Olimpia sdo os maiores

feitos de Fidias.

) b
= 1,61803398... = ¢ é a Razao Aurea e % = b é chamada
a4 —

Propor¢ao Aurea do segmento AB. Indicaremos a raiz negativa da equacdo por
1-+/5

a

Portanto,

o = 5 cuja expansao decimal infinita ndo periddica é ¢’ = —0,61803398....
! 1—+/5
Note que razao obtida através da raiz negativa % = 2\/_> ¢ o conjugado da
. 1—+5 1
Razao Aurea, de outra forma, ( 2\/_) =,
¥

Neste contexto, sendo AB =a e AH = b, o ponto H determina a Razdo Aurea
do segmento AB tal que AB = pAH. Segundo Tahan (1973), feita a divisao aurea,

AH é chamado segmento dureo e HB é o complemento dureo de AB.

Definicao 2.1. Seja AB um segmento de comprimento a e sobre AB um ponto H
que determina o segmento AH de comprimento b. Dizemos que AH é o segmento

dureo de AB se a razao entre o segmento todo a e a maior parte b € igual & razdo
AB AH

entre a maior parte b e a menor parte a — b. De outro modo, — = ——.
P b "AH _ HB

2 A irracionalidade de ¢ sera demonstrada na secdo
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2.3 A irracionalidade de ¢

Segmento todo

: Menor parte
Maior parte

Figura 2.3: AH é o segmento dureo e HB é o complemento aureo de AB. Adaptado de
(TAHAN, 1973, p. 232)

2.3 A irracionalidade de ¢

Na se¢ao [2.2] obtemos a solucao algébrica do problema de extrema e média razao

a
de um segmento qualquer AB de comprimento a, dada por it Atraveés
a —_—

de algumas manipulagoes algébricas, temos que:

_a<:> _lH—a—b<:> _b_i_a—b<:> _1+1
L Ty Ty TPTT,

1
Multiplicando ambos os membros da equacao ¢ = 1 + — por ¢, temos que
¥
?—p—1=0.
a
Sabendo que todo nimero racional pode ser escrito na forma 7 com a,b € Z;

b # 0 e mdc(a,b) = 1, provaremos a irracionalidade de .

Proposicao 2.2. ¢ € irracional

Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que ¢ é um ntmero racional. Desta

forma, ¢ = %. Substituindo ¢ = % na equacao ¢ — ¢ — 1 = 0,temos:

2

a\?2 a a a a® — ab
—) —==1= ———-=1 =1 —b) =b°
(b> b Vem =19 & aa—?)

Temos que (a — b) € Z, entao alb®. Logo, a e b possuem fator comum. Decorre

que mdc(a, b) # 1. Portanto, ¢ é irracional.
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2.4 Construcao de um segmento dureo com régua e compasso

2.4 Construcao de um segmento Aureo com régua e

compasso

As construgbes aqui apresentadas foram embasadas no artigo de Lauro (2005).

Dado um segmento qualquer AB de comprimento a,

10.

. Assim, AH é o segmento aureo interno de AB, ou seja, AB = AH (

. Determinamos o ponto M sobre AB de maneira que AM = M B;

. Tracamos uma reta r perpendicular ao segmento AB passando por B;

Com centro em B e raio BM determinamos o ponto C' sobre a reta r;
Tragamos a semi-reta AC
Com centro em (' tracamos uma circunferéncia de raio C'B;

Determinamos os pontos D e D’ de interseccao entre a circunferéncia de raio

CB e centro C' e a semi-reta AC’;

Com centro em A e raio AD determinamos o ponto H sobre AB;

1+V5)
2 Y

Com centro em A e raio AD’ determinamos o ponto H’ sobre o prolongamento
de AB;

-1 5
Assim, AH' é o segmento aureo externo de AB, ou seja, AB = AH' <i> .

2
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2.4 Construcao de um segmento dureo com régua e compasso

H A M H

Figura 2.4: Determinagdo geométrica do segmento aureo. (A autora)

Com o objetivo de justificar a construcao geométrica dos segmentos dureos in-

terno e externo ao segmento AB, consideramos AH =be HB =a —b.

Figura 2.5: Justificativa da construcao geométrica do segmento aureo. (A autora)

Co OAB—AHetéo
MO Tt
a__b &ala—b) =b & a®>=b"+ab
b a-—b )

an 2
O termo (§> completa um quadrado perfeito ao lado direito da equacao

a®> =0+ ab
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2.4 Construcao de um segmento dureo com régua e compasso

assim temos:

() =rra (5) e (5) = (0 5)
@+ (5) =0 +a+(5) ea+ (5 b+ 5
Decorre, geometricamente, o AABC' retangulo em B de hipotenusa <b+ %) e

a
catetos a e 5 conforme figura
V5

2
Assim, AC? = a? + (g) & AC = a2,

Por um lado,

a a \/5 a

b:a(ﬂ>m:b<1+ﬁ>wg:m(1+ﬁ)

2 2 2

Por outro lado, temos, geometricamente, que AH' = AD' e CD' = CB = %,

entao:

AH/:AC+CD’<:>AH’:b+g+g@AH’:bJra

, entao:

Sendo b =« (#)

AH’za(%ﬁ)—l—a@AH':a(l—gﬁ) &

AH' = AB (H\/g) o AB = AH' (#5)

2

1
Portanto, AB = p.AH e AB=—.AH'.
¥
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2.5 O retangulo dureo

2.5 O retangulo Aureo

Um retangulo qualquer ABC'D é denominado retangulo dureo (ou ainda, retan-

gulo de ouro) se a razao entre as dimensoes do maior lado e do menor é igual a ¢, ou
. . . . . . 1

ainda, a razao entre as dimensodes do menor lado e do maior é igual a —. Obtemos
2

um retangulo aureo a partir de tracados geométricos com régua e compasso através

dos seguintes procedimentos:

1. Construimos um quadrado qualquer ABCD;
2. Determinamos o ponto médio M do lado AB;

3. Tracamos um arco de circunferéncia com centro em M e raio MC', que deter-

mina no prolongamento do lado AB o ponto E;
4. O segmento AFE, assim determinado, é a base do retangulo aureo;

5. Obtemos a altura do retangulo ao tragarmos uma reta perpendicular ao seg-

mento AE pelo ponto E; que determina sobre o prolongamento do lado DC' o

ponto F
6. O retangulo AEF D construido ¢ aureo.
D C F
A I, B E

Figura 2.6: Construgao geométrica do retangulo dureo. (A autora)
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2.5 O retangulo dureo

Com o objetivo de justificar a construcao geométrica do retangulo aureo, con-
sideremos o quadrado ABC'D de dimensoes iguais a a e o segmento BE igual a

b.

a a a

Figura 2.7: Justificativa da construcdo geométrica do retdngulo dureo. (A autora)

a
Por construcao, o AM BC' é retangulo em B com catetos iguais a a e 5 uma

vez que, AM = MB = g. Pelo Teorema de Pitagoras, obtemos:

2 2
MCZ:MBZJrBCQ@MCz:az+a2<:>M02:%@MC:G\Q/E.

Por construgao, MC' = M E. Logo,

AE =AM + ME & AE =

a
2

+GT\/5<:>AE:CL<1+2\/5).

Portanto, temos:
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2.6 Propriedade iterativa do retangulo dureo

ou ainda,
AD a __1—\/5__90,
AE <1+\/3> 2
a
2

Portanto, o retangulo AEF D é um retangulo aureo.

2.6 Propriedade iterativa do retangulo dureo

“[...] vocé pode nao suspeitar, a menos que tenha alguma familiaridade com o
retdngulo dureo, que subtraindo-se dele um quadrado, sobra um residuo que € outro
retdngulo dureo, e que este processo pode ser repetido indefinidamente até que se

chegue a um “ponto retangular”, que possui situacao unica.”

H. E. Huntley

Outra propriedade interessante do retangulo aureo pode ser observada a partir de
sua constru¢do geométrica. Observe na figura que o retangulo BEFC também

- . ~ a , .
é Aureo, uma vez que a razao entre suas dimensoes 7 ¢ igual a ¢. Portanto, sendo

b
ath_a_ v concluimos que os retangulos AEF D e BEF(C' sao semelhantes. De-

b b
a+b a a+0b)—a
corre, de uma propriedade conhecida das proporgoes, que ro_a_ (a+0)

b a—-0b

ou seja, % = ——. De outro modo, se seccionarmos o retangulo BEFC' de forma a
a —_—

obter o quadrado C'F'GH de dimensoes iguais a b e o retangulo BEGH de dimensoes

iguais a b e a — b, o novo retangulo BEGH obtido serd aureo.
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2.6 Propriedade iterativa do retangulo dureo

2b—a

Figura 2.8: Propriedade iterativa do retangulo aureo. (A autora)

Pode-se usar o mesmo raciocinio para mostrar que os retangulos de lados b e

a—b,a—"be2b—a,etc., também sdo aureos, conforme figura 2.8) De outro modo,

. : a a+b .
dados a e b nimeros positivos tais que 7= , obtemos a sequéncia
a
a+b,a,b,a —b,2b — a,2a — 3b,5b — 3a, 5a — 8b, 13b — 8a, ... (2.6.1)
De modo geral, trata-se da sequéncia a, = a,_2 — a,_1. Em consequéncia,

quaisquer dois termos consecutivos desta sequéncia correspondem as dimensoes de
um retangulo adureo. O que significa que “[...] o processo de retirar quadrados
de retangulos dureos conduz a uma sequéncia infinita de retangulos aureos, com
dimensodes cada vez menores e tendendo a zero.” (AVILA, 1985, p. 112). Decorre

desta propriedade iterativa a proposicao [2.3]

Proposicao 2.3. As dimensoes de um retdngulo dureo sao grandezas incomensurd-

vers.

Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que as dimensdes AB e AD de um
retangulo dureo sejam comensuraveis. Assim, existe um submiltiplo comum « de
AB e AD, ouseja, AD = (a+b)a e AB = aa. O que implica que a e b s30 niimeros

inteiros e, em consequéncia, a sequéncia tem todos os seus termos nimeros
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2.7 O pentagono estrelado ou pentagrama

inteiros positivos. O que é um absurdo, uma vez que nao existe sequéncia infinita e
decrescente de ntimeros inteiros positivos. Portanto, as dimensoes de um retangulo

aureo sao incomensuraveis.

2.7 O pentagono estrelado ou pentagrama

“Os pitagoricos [...] consideravam o dodecaedro digno de respeito especial.
Estendendo-se os lados de uma de suas faces pentagonais até formar uma estrela,
eles chegavam ao pentagrama ou tridngulo triplo, que utilizavam como simbolo e
emblema da Sociedade de Pitdgoras. Por esta insignia, reconheciam o membro

associado.”

H. E. Huntley

O pentagono estrelado ou pentagrama, o qual simbolizava a irmandade pita-
gorica, é envolto por um misticismo que perdura por séculos. Segundo Contador
(2007), na mitologia grega, os povos acreditavam que o Planeta Vénus, o mais bri-
lhante depois do Sol e da Lua, que durante sua translacao de 225 dias, descrevia no
céu, a cada 40 anos, um pentagono perfeito, e este passou a representar o simbolo
da beleza divina, da perfeicdo e do amor. Arqueblogos encontraram, em escavacoes
recentes, escritos em artefatos babilonicos com o pentagrama que datam de 3000

a.C..

Na antiga Mesopotamia, o pentagrama foi usado com inscrigoes reais,
também foi usado como simbolo do poder imperial e entre os hebreus
como simbolo da verdade inserido junto aos cinco livros do Pentateuco
ou do velho testamento, atribuidos a Moisés. Os primeiros cristaos re-
lacionaram o pentagrama as cinco chagas de Cristo e, desde entdo, até
os tempos medievais, foi usado como um simbolo cristdo. [...] O Dia de
Reis ou a Epifdnia, - data que se comemora a adoragao por parte dos reis

magos - & Jesus, assim como a missao da igreja de levar a verdade ou os
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2.7 O pentagono estrelado ou pentagrama

ensinamentos cristaos aos pagaos, tiveram como simbolo o pentagrama.
(CONTADOR, 2007, p. 28).

No século XII, funda-se a Ordem dos Cavaleiros Templdrios com o objetivo de
escoltar os peregrinos durante a caminhada em direcao a Terra Santa com a intencao
de recuperar documentos que afetariam as bases da igreja catolica, bem como o
Santo Graa]ﬂ Com isso, o papa Inocéncio II (1130-1143) concedeu aos Templarios
liberdade religiosa e politica, o que os conduziu a riqueza e poder. Séculos mais
tarde, nao contente com a ascensao dos Templarios, o papa Clemente V (1305-1314)
e o rei Felipe IV tramaram um plano para destruirem os cavaleiros, aos quais o
acusaram de praticas hereges e adoracdo ao demodnio. Na sexta-feira do dia 13 de
Outubro de 1307, o Grao Mestre dos Templarios, Jacques DeMolay (1243-1314), foi
preso e varias pessoas foram queimadas em praca publica sob acusacao de heresias.
Em 1312 o papa Clemente V aboliu a Ordem dos Cavaleiros Templarios, e a historia
segue o percurso em direcao ao periodo da inquisicao que alastrou o terror em toda
Europa e, em consequéncia, o pentagrama passou a ser considerado um simbolo
pagao. Ao longo do tempo, o pentagrama foi adotado como simbolo representativo
de algumas organizacoes como a Magconarial] a religido Wicca’| e pelo fundador da
Igreja paga, Anton La Vay (1930-1997), que utilizava o pentagrama invertido em
seus cultos satanicos. O fato é que, segundo Huntley (1985), o pentagrama é a mais

rica fonte de Razoes Aureas.

2.7.1 O pentagono regular construido por Euclides

Existem maneiras distintas para se construir o pentagono regular e uma forma de

obté-lo facilmente é a partir de um decigono regular inscrito em uma circunferéncia

34...] célice com o qual Jesus Cristo teria tomado vinho em sua tltima ceia com os apostolos.”

(CONTADOR, 2007, p. 30).

4“Sociedade onde homens denominam-se irméos e cultuam a liberdade, a fraternidade e a igual-
dade. Seus principios sao a tolerancia, a filantropia e a justica e seu carater secreto deve-se a
perseguicoes, a intolerancia e a falta de liberdade.” (CONTADOR, 2007, p. 37).

5“Religido pagd onde o pentagrama era desenhado nos altares dos rituais, fundada pelo britancio
Gerald Gardner” (1884-1964). (CONTADOR, 2007, p. 37).
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2.7 O pentagono estrelado ou pentagrama

de raio r. Este poligono de dez lados congruentes ¢ composto por triangulos isosceles
com vértice no centro da circunferéncia e cuja base é lado do decagono. Cada angulo
junto a base deste triangulo é o dobro do angulo cujo vértice estd no centro da
circunferéncia. Assim, é imediato obter o pentdgono regular unindo-se, dois a dois,

os vértices do decagono conforme figura 2.9

Figura 2.9: (a) Decégono regular inscrito em uma circunferéncia. (b) Pentagono regular
obtido unindo-se, dois a dois, os vértices do decdgono regular inscrito em uma circunferéncia
de raio r. (A autora)

Observe na figura (a) que, por um lado, as medidas dos angulos centrais
do decagono regular AOB, BOC, COD.,..., JOA sao iguais. Por outro lado, o
angulo OAB ¢ igual ao angulo FAB de modo que o angulo inscrito OAB ¢ igual a
metade do arco BDF. Como BDF = 4AB decorre que OAB = 2AB. Portanto, se
OAB = 2A0B temos que, no triangulo isosceles OAB, cada angulo junto a base é
igual ao dobro do angulo cujo vértice esta sobre o centro da circunferéncia. Assim,
para construirmos um decdgono regular inscrito em uma circunferéncia de raio r,
basta inscrevermos triangulos isésceles semelhantes ao triangulo AOB em que cada

angulo junto & base é igual ao dobro do angulo restante conforme figura [2.10]
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2.7 O pentagono estrelado ou pentagrama

A

Bf

o' r

Figura 2.10: Construcao do decigono inscrito em uma circunferéncia & partir do tridngulo
isésceles AOB. (A autora)

O triangulo is6sceles com a propriedade descrita acima é a chave da demonstra-
cao dada por Euclides na construgao do pentédgono regular e, assim como em outros
livros, o método utilizado por ele é o de equivaléncia de areas. Euclides enuncia na
proposicao 11 do Livro IV: “Inscrever, no circulo dado, um pentdgono tanto equild-
tero quanto equidngulo.”. (EUCLIDES, 2009, p. 196, grifo nosso). A demonstragao
de Euclides, da proposicao enunciada acima, inicia-se considerando o triangulo isos-
celes cujo angulo do vértice é igual a metade de cada angulo junto a base, e sua
construcao é descrita na proposicao 10 do Livro IV que enuncia: “Construir um
triangulo isdsceles, tendo cada um dos dngulos junto @ base o dobro do restante.”
(EUCLIDES, 2009, p. 195, grifo nosso). Note que Euclides constroi o triangulo
isosceles com as propriedades dos triangulos observados no decagono regular. Para
tanto, ele utiliza as proposicoes 6 do Livro Il e a consequéncia desta proposi¢ao que
se encontra na proposicao 11 do mesmo livro, conforme descrevemos na secao (2.1
que descreve a divisao de um segmento em extrema e média razao pelo método da

equivaléncia de areas.

Deste modo, em uma circunferéncia de centro A e raio AB Euclides determina
o ponto C' de modo que a area do retangulo de dimensoes AB e BC' é igual a area

do quadrado sobre AC, ou seja, o ponto C' divide AB em extrema e média razao.
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2.7 O pentagono estrelado ou pentagrama

Com centro em A e raio AB traca-se a circunferéncia BDFE, em seguida traga-se o
segmento BD que é igual ao segmento AC'; o segmento AD, C'D e a circunferéncia

ACD circunscrita ao triangulo AC'D, conforme figura 2.11]

Figura 2.11: Construgao de um tridngulo isésceles em que cada angulo junto & base é o
dobro do angulo restante. (A autora)

Euclides utiliza-se das proposicoes descritas a seguir para provar que o triangulo
isosceles ABD da figura goza da propriedade de que cada angulo junto a base

¢ o dobro do angulo restante.

Proposicao 36 do Livro III: “Caso seja tomado algum ponto exterior a um circulo,
e, a partir dele, duas retas catam sobre o circulo, e uma delas corte o circulo, e a
outra seja tangente, o pela que corta toda e pela cortada exteriormente entre tanto
o ponto quanto a circunferéncia convexa serd igual ao quadrado sobre a tangente.”
(EUCLIDES, 2009, p. 183, grifo nosso). Esta proposi¢ao é utilizada por Euclides
para mostrar que o ponto B exterior a circunferéncia AC'D determina a reta BD
tangente a circunferéncia e uma reta arbitraria que corta a circunferéncia nos pontos
A e B de modo que a area do retangulo de dimensées AB e BC' é igual a area do

quadrado sobre BD = AC.

Proposicao 37 do Livro III: “Claso seja tomado algum ponto exterior a um circulo,

e, a partir do ponto, duas retas caiam sobre o circulo, e uma delas corte o circulo,
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2.7 O pentagono estrelado ou pentagrama

e a outra caia sobre, e o pela que corta toda e pela que € cortada exteriormente
entre tanto o ponto quanto a circunferéncia convexa seja igual ao sobre a que cai
sobre, a que cai sobre serd tangente ao circulo.” (EUCLIDES, 2009, p. 184, grifo
nosso)ﬂ Esta proposicao ¢ utilizada para mostrar que BD ¢ tangente ao circulo
ACD no ponto D. Portanto, o lado BD do triangulo isosceles ABD obtido é lado

do decégono regular inscrito na circunferéncia BDFE.

Em sequéncia, Fuclides considera o triangulo isésceles FGH em que cada angulo
junto & base é o dobro do angulo restante e inscreve na circunferéncia ABCDE um

triangulo ABC' equiangulo com o triangulo FGH.

Figura 2.12: A construgao do pentagono regular por Euclides. (A autora)

Assim, cada um dos angulos ACD e ADC ¢ ignal ao dobro do angulo CAD.
Traca-se as bissetrizes CE e DFE dos angulos ACD e ADC, respectivamente; assim
como os segmentos AB, BC, DFE e F A obtendo o pentagono ABCDE. Como cada
um dos angulos ACD e ADC é o dobro de CAD e foram cortados ao meio pelas
bissetrizes C'E e DE tem-se que os angulos DAC’, AC’E, ECD, CDB e BDA séo
iguais entre si. Mas, angulos iguais situam-se sobre arcos iguais. Decorre que, os

arcos ZE, BE’, C/’l\), DE e EA sio iguais entre si e, portanto, os segmentos AB,

6Para ndo nos delongarmos, apenas enunciamos as proposicoes 36 e 37 do Livro III usadas por
Euclides, mas as demonstragoes de tais proposi¢oes podem ser encontradas em (EUCLIDES, 2009,
p. 183-184).
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2.7 O pentagono estrelado ou pentagrama

BC, CD, DE e FA sao iguais entre si. Logo, o pentdgono ABC'DFE é equilatero.

Como o arco AB é igual ao arco DE adiciona-se a cada um deles o arco BCD
comum; portanto, o arco ABCD ¢ igual ao arco EDCB. Por um lado, tem-se o
angulo AED sobre o arco ABCD e, por outro lado, o angulo BAE sobre o arco
EfC\B; portanto, os angulos AED e BAE sio iguais. Analogamente, cada um
dos angulos ABC, BCD e CDE ¢ igual a cada um dos angulos AED e BAE.
Logo, o pentagono ABC'DFE é equiangulo. Portanto, fica inscrito, na circunferéncia
dada, o pentagono regular ABCDE. E, tracando-se o segmento BE obtemos um

pentagrama conforme figura [2.12

O pentagono tanto equildtero quanto equidngulo construido por Euclides foi
utilizado no Livro XIII de Os FElementos que descreve a construgao, com régua
e compasso, dos cinco poliedros regulares: tetraedro, octaedro, cubo, icosaedro e
o dodecaedro. Destes cinco poliedros regulares, o dodecaedro possui doze faces

descritas por pentagonos tanto equildteros quanto equiangulos.

2.7.2 A Razdo Aurea e o pentagono regular

Na proposicao 8 do Livro XIII Euclides enuncia: “Caso retas estendam-se sob
dois dngulos consecutivos de um pentdgono equildtero e equidngulo, cortam-se em ex-

trema e média razao, e 0s segmentos maiores delas sao iquais ao lado do pentdigono.”

(EUCLIDES, 2009, p. 570, grifo nosso).
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2.7 O pentagono estrelado ou pentagrama

D C

Figura 2.13: Em um pentagono regular, as diagonais determinadas sob dois dngulos con-
secutivos se interceptam em extrema e meédia razdo. (A autora)

Em sua demonstracao, Fuclides considera inicialmente os segmentos AC' e EB,
estendidos sob dois angulos consecutivos EABe ABC, que se interceptam no ponto
H. Como os segmentos FA, AB sao iguais aos segmentos AB, BC' e os angulos
EAB e ABC sao iguais, tem-se que as bases AC', BE dos triangulos FAB e ABC
sao iguais. Decorre que os tridngulos FAB e ABC sao isosceles e congruentes.
Portanto, BAC sob BC ¢ igual a ABE sob ZE; portanto, ABE sob AFE & o dobro
de BAH sob BC. Da mesma forma, EAC sob EC ¢ o dobro de BAC sob 155, uma
vez que EDC é o dobro de CB. Portanto HAE sob EC ¢ igual a AHE sob ZZ\?;
assim, os segmentos HE, FA e AB sao iguais. Como os segmentos AB e AE sao
iguais, entdo os angulos ABE e AEB sio iguais. Foi provado que ABE é igual a
BAH; portanto, BEA é igual a BAH. O angulo ABE é comum aos triangulos ABE
e ABH; portanto, BAF é igual a AHB. Portanto, os triangulos ABE e ABH sao
equiangulos; decorre que EB estd para BA, assim como AB estd para BH. Como
BA éigual a EH entao BFE esta para FH assim como FH esta para HB. Mas,
como BE é maior do que EFH; portanto, EH é maior do que HB. Portanto, BE foi
cortada em extrema e média razao pelo ponto H, e o segmento maior HE é igual ao

lado do pentagono. Analogamente, AC foi cortado em extrema e média razao pelo
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2.7 O pentagono estrelado ou pentagrama

ponto H, e o segmento maior C'H é igual ao lado do pentagono.

Semelhantemente, considerando o triangulo isosceles AC'D da figura [2.12] temos
que a bissetriz BD divide o triangulo em dois tridngulos isésceles CDF e AFD,

conforme figura [2.14

a—>b b

¢ b ¢ b D

Figura 2.14: Triangulos is6sceles CDF e AF D determinados pela bissetriz BD. (A autora)

Da figura temos que os triangulos CDF e AF'D sao semelhantes, uma vez
que possuem angulos correspondentes congruentes. Logo, seus lados homologos sao

proporcionais. Assim, temos:

2 = :SO

2

%: bb<:>a2—ab—b2<:>a—b<1+\/g><:>% 1+ V5
0 —

Analogamente, a bissetriz C'E divide o triangulo CDF em dois triangulos is6sce-
) c . . A
les de maneira que — = ¢. Decorre que, ao tracarmos a bissetriz de um dos angulos
d ?
junto & base obtemos um novo triangulo isésceles em que a razao entre um dos lados

congruentes e a base é igual a ¢ e, este processo pode ser repetido indefinidamente.
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2.7 O pentagono estrelado ou pentagrama

AD CF - a ¢
— = — = — = (
CD FG" b d "

Figura 2.15: Sequéncia de tridngulos isosceles determinados pela bissetriz de um dos an-
gulos junto a base. (A autora)

Note que as bissetrizes DB e C'E consideradas acima sao segmentos estendidos
sob angulos consecutivos ADC e ACD conforme descrito na proposicao 8 do livro
XIIT de Os Elementos de Fuclides. Observe ainda, na figura que as diagonais
do pentagono ABC'DFE determinam um novo pentidgono menor e, as diagonais deste,
por sua vez, determinam outro pentiagono regular ainda menor e este processo pode

ser repetido indefinidamente.

c D

Figura 2.16: Sequéncia infinita de pentagonos regulares. (A autora)



2.7 O pentagono estrelado ou pentagrama

2.7.3 A construgao do pentagono regular a partir do raio da

circunferéncia circunscrita

Nesta secao descrevemos os procedimentos geométricos habitualmente utilizados

na construcao do pentagono regular a partir do raio da circunferéncia circunscrita.

Seja A uma circunferéncia de centro O e raio OD. Determine os diametros AB,
CD e o ponto médio M do raio OD. Com centro em M e abertura AM determine
o ponto E sobre o diametro C'D. Trace o segmento AE que determina o lado do
pentagono regular inscrito na circunferéncia A\. Com centro em A e abertura AFE
determine o ponto F'; com a mesma abertura e centro em F determine o ponto
GG; analogamente, determine os pontos H e I. Obtemos, desta forma, o penta-
gono regular AFGHI. Tracando-se as diagonais do pentdgono regular obtemos o

pentagrama.

(a) (b)

Figura 2.17: (a) Construgao do pentégono regular inscrito na circunferéncia A. (b) Penta-
grama obtido pelas diagonais do pentagono regular. (A autora)

Na proposicao 10 do Livro XIII que enuncia: “Caso um pentdgono seja inscrito
em um circulo, o lado do pentdgono serve para produzir tanto o do hexdgono quanto
o do decigono, dos inscritos no mesmo circulo” (EUCLIDES, 2009, p. 572, grifo

nosso), Euclides demonstra que os lados do decégono, pentidgono e hexagono re-
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2.8 O triangulo aureo

gulares inscritos em uma mesma circunferéncia determinam o triangulo retangulo
AOF obtido na construgao descrita acima, conforme figura m (a), em que os
segmentos OF, AFE e AO sao lados do decigono, pentagono e hexagono regulares,

respectivamente.

2.8 O triangulo aureo

O triangulo isosceles, considerado por Euclides na construgao do pentagono re-
gular, ¢ um triangulo “especial”, cada um de seus angulos junto a base é igual a
72° e o angulo restante igual a 36°. Como visto anteriormente, na subsecao a

bissetriz de ABC' que intercepta AC' no ponto D determina um tridngulo isésceles
AD CD 1++5
cp CF 2

outra maneira, o ponto D divide AC' em extrema e média razdo. Por conseguinte,

semelhante ao tridngulo ABC' inicial, de forma que, . De
este triangulo ficou conhecido como tridngulo dureo. Este processo pode ser repetido
indefinidamente tracando-se a bissetriz de um dos angulos junto a base de cada tri-
angulo, obtendo-se triangulos cada vez menores que gozam da mesma propriedade

do triangulo ABC' junto a bissetriz BD.

Figura 2.18: (a) Tridngulo aureo. (b) Sequéncia infinita de triangulos dureos. (A autora)
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2.9 Representacoes algébricas de ¢

2.9 Representacoes algébricas de ¢

A partir de manipulacées da solucdo algébrica de um segmento seccionado em

extrema e média razao, podemos representar ¢ de maneiras distintas.

2.9.1 A expansao em fracoes continuas do “mais irracional”

dos irracionais

“Como fracao continua escrito
E um, um, um, ..., indefinidamente
Em suma, o mais simples de seu tipo

(Isto nao é um tanto surpreendente?)”

Paul S. Bruckman apud Mdrio Livio

R 1
A partir da equacao ¢ = 1 4+ — obtida em 77, podemos obter uma sequéncia

1
infinita ao substituirmos sucessivamente ¢ por 1 + —, obtendo-se, desta forma, a
¥

expansao da Razao Aurea em fragdes continuas.

p=1+

de outro modo, e=1[1,1,1,1,1,1,1, ..

1+
1+

1
1+ !
14+ ...

1+

Deste modo, podemos obter aproximagoes racionais sucessivas de . Tais apro-
ximacoes sao comuns a todos os nimeros irracionais, mas ¢ possui a mais simples
das fracoes continuas que é composta apenas por uns. Este fato, faz com que as
aproximacoes sucessivas da fracao continua convirja muito lentamente para ¢. “A
Razdo Aurea é, neste sentido, mais “dificil” de expressar como uma fracdo do que
qualquer outro ntmero irracional - é o “mais irracional” dos irracionais.” (LIVIO,

2009, p. 103).
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Proposicao 2.4. A expansao de ¢ por fracoes continuas

1
1+

1

14—
+1—|—...

Demonstracao: Seja p(n) a sequéncia de fragoes continuas que representa ¢ e n o

nimero de parcelas. Entao,

p(1) =1
1
@(2):1—1-1:2
1
14 =
+1
1
w(4) =1+ — = 1,666...
14—
+1—|—1
1
on) =14 ———
() p(n —1)

Por hipotese, lim,, ., ¢(n) = L entdo lim,_,,, ¢(n + 1) = L. Portanto,

1 1 1
lim p(n+1)=lm (1+ — ) =L< lim 1+ lim —=L=1+4+— = L.

1
Multiplicando os termos de 1 + 7= L por L obtemos a equacao L2 — L —1=10

14++/5 ) 1-+5
e Y

2 2
lim,, o (n) > 1. Portanto, lim, ., ¢(n) = ¢.

cujas raizes sdo p = ( > Como ¢(n) > 1 temos que

U
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2.9.2 A expressao definida por infinitos radicais

Seja a expressao \/1 + \/1 +v1++V1+.... Segundo Livio (2009), ha uma

maneira, longa e trabalhosa, de determinar o valor numérico desta expressao cal-

culando inicialmente /1 + 1 = \/5, em seguida \/1+ 1+ V1i=+V1++v2e

assim, sucessivamente, até se verificar a convergéncia da expressao para um deter-
minado valor numeérico. Mas, podemos calcular a expressao de uma maneira mais

simples. Considere L como o valor numérico da expressao,

L:\/1+\/1+\/1—|—\/ﬁ

Elevando os dois membros da equacao ao quadrado, temos:

L2:1+\/1+\/1+\/1+...

Note que:

L2—1+\/1 +\/1+vV1I+..
L
Portanto, temos a equacdo quadratica L? = 1 + L cuja raiz positiva é a Razao

90:\/1+\/1+\/1+\/1+...

Aurea. Segue que,
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CAPITULO 3

AFIRMACOES ASSOCIADAS A RAZAO AUREA

“Para o matemdtico, dois e dois sao quatro, apesar do lamento do amador por um

trés, ou do brado do critico por um cinco.”

James McNeill Whistler apud Mdrio Livio

Neste capitulo analisaremos as mais classicas das afirmacoes associadas a Razao
Aurea, dentre as quais serdo apresentadas algumas controversas assim como, em

alguns casos, a utilizacdo deliberada da Razdo Aurea.

3.1 HaA controversas

Nas ultimas décadas, algumas afirmacoes associadas a utilizacao descomedida
da Razdo Aurea tem sido questionadas por alguns pesquisadores. Questionamentos
estes que se justificam diante da escassez de evidéncias historicas e rigor matema-
tico. Em oposicao, o que temos é a utilizacao de “malabarismo numérico” utilizado
por alguns aficionados pela Razio Aurea. Diligentemente, o mateméatico britanico

Keith Devlinﬂ, ressalta que “a questao aqui nao é se vocé pode encontrar a propor-

10 Dr. Keith Devlin é diretor do Stanford Mathematics Outreach Project na Graduate School
of Education, co-fundador e diretor executivo emérito do instituto H-STAR da universidade, co-
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¢ao aurea em algum lugar. Se vocé olhar o bastante, vocé serd capaz de encontrar
qualquer nimero (razoével) em quase qualquer lugar. A questdo é se ha mais do
que a simples numerologia.” (DEVLIN, 2004, documento eletronico). Afinal, “estri-
tamente falando, é impossivel que qualquer coisa do mundo real caia na proporcao
durea, porque é um namero irracional” Keith Devlin (2007, documento eletronico
apud BROWNLEE, 2015, documento eletrénico), tudo que encontraremos sao valo-

res que flutuam em torno da Razdo Aurea. Antes, contudo faca a pergunta:

Existe uma boa explicacdo cientifica para mostrar porque a razao aurea
aparece? Ha provas definitivas de que, por exemplo, um determinado
artista fez uso deliberado da proporcao durea em seu trabalho? Se nao,
tudo que vocé tem é uma crenca sem fundamento. (DEVLIN, 2004,

documento eletronico).

Precisamos de critérios muito bem fundamentados, para nao cometer o erro de
“encaizar” a Razao Aurea em lugares dos quais desejamos muito “encontra-la”. O
matematico e cientista da computacao, atuante na Universidade do Maine, George

Markowsky, em seu artigo Equivocos sobre a Razao Aure observa que,

A proporgao durea capturou a imaginacao popular e é discutida em mui-
tos livros e artigos. Geralmente, suas propriedades matematicas sao
enunciadas corretamente, mas muito do que é apresentado sobre ele em
artes, arquitetura e estética é falso ou seriamente enganador. Infeliz-
mente, estas afirmacgoes sobre o numero de ouro alcancaram o status
de senso comum e sdao amplamente repetidas. Mesmo livros escolares
fazem afirmacoes incorretas sobre o ntmero de ouro. Seria necesséario
um livro inteiro para documentar todos os equivocos sobre o nimero de
ouro, muitos dos quais sao simplesmente repeticoes dos mesmos erros
por diferentes autores. (MARKOWSKY, 1992, p. 2, tradugdo nossa).

Desta forma, analisaremos, neste capitulo, as mais classicas afirmacoes acerca

da utilizacao da Razao Aurea na arte, na arquitetura e nas proporcoes de simetria

fundador da rede de pesquisa em Stanford mediaX e senior pesquisador emérito da CSLP’ (Stanford
University, documento eletrénico), disponivel em: https://web.stanford.edu,/ kdevlin /|

2 Misconceptions about the Golden Ratio publicado no The College Mathematics Journal em
1992.
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do corpo humano a fim de distingui-las entre teorias fundamentadas histérica e

cientificamente daquelas que sao apenas crencas sem fundamentos cientificos.

3.1.1 A Proporcao Divina de Luca Pacioli e a Arte de Leo-

nardo Da Vinci

“0 Renascimento produziu uma importante mudanca de direcdao na historia da
Razao Aurea. A partir de entdo, esse conceito deizou de ficar restrito a
matemdtica. Agora, a Razao Aurea encontrava seu caminho nas explicacoes dos

fenomenos naturais e nas artes.”

Mdario Livio

O Renascimento foi um movimento artistico e cultural responsavel por conceber
talentosos e influentes pintores como Leonardo da Vinci (1452-1519), que também
favoreceu a matematica com importantes contribuicoes. Em 1482, o duque de Mi-
130, Ludovico Sforza (1452-1508) com o objetivo de tornar a corte um lugar para
estudiosos e artistas, convidou Da Vinci, o qual demonstrava interesse em geometria
e suas aplicacoes em mecanica, para exercer a funcao de pintor e engenheiro. Em
1496, ao que se presume, Da Vinci incentivou o duque a convidar o frade franciscano
Luca Pacioli (1445-1517), um promissor na matemética, para ser professor da corte

com quem Da Vinci aprendeu mais sobre geometria.

Pacioli foi um grande admirador da Razao Aurea, assunto do qual dedicou seus
estudos e, durante sua estadia em Milao, concluiu seu tratado de trés volumes,
publicado em 1509, A Proporcao Dz’m’ndﬂ. No primeiro volume, Pacioli relaciona
as propriedades da Razdo Aurea com caracteristicas divinas elencando cinco razoes
pelas quais fora conduzido a classifica-la como Divina. Inicialmente Pacioli compara
a Razdo Aurea que “¢ uma s6 e ndo mais” (1509 apud LIVIO, 2009, p. 155) com

a supremacia de Deus. Posteriormente, compara o fato de a definicao geométrica

3 Divina Proportione.

69



3.1 Ha controversas

da Razdo Aurea envolver apenas trés segmentos com “a existéncia da Santissima
Trindade, do Pai, do Filho e do Espirito Santo” (LIVIO, 2009, p. 155). Da mesma
forma, sua irracionalidade pode ser comparada a impossibilidade de compreendermos
Deus, pois “sempre permanecera oculta e secreta” (1509 apud LIVIO, 2009, p. 155).
Prossegue afirmando que “seu valor é sempre o mesmo e nao depende do comprimento
da linha sendo dividida” (LIVIO, 2009, p. 155) e tal caracteristica é equiparada a
onipresenca e invariabilidade de Deus. Conclui, afirmando que “Deus conferiu todo
o cosmo através da quinta esséncia, representado pelo dodecaedro, a Razdo Aurea
conferiu existéncia ao dodecaedro.” (LIVIO, 2009, p. 155-156). No segundo volume,
Pacioli fala sobre a aplicacao da propor¢ao na arquitetura e estrutura do corpo
humano. A principal base de Pacioli foi o trabalho do arquiteto romano Marcus
Vitruvius Pollio (70-25 a.C.) e o famoso Homem Vitruviano que, segundo Livio
(2009), representa o elo da esséncia organica e geométrica da beleza. O terceiro
volume trata-se de uma traducao do latim de Cinco sdlidos requlares, um trabalho

do pintor italiano renascentista, Piero della Francesca (c.1412-1492).

As sessenta ilustracoes contidas no tratado foram feitas por Da Vinci, e mesmo
apos a conclusao da obra, Da Vinci e Pacioli mantiveram um periodo de amizade. O
livro de Pacioli foi o primeiro dedicado & Razdo Aurea, o qual teve grande influéncia
no percurso da historia desta razao. Em consequéncia ao trabalho desenvolvido por
Pacioli, cujas ilustracoes sao de Da Vinci, muitas afirmacoes associadas a utilizacao
da Razdo Aurea por Da Vinci em suas mais famosas pinturas foram feitas e, com
grande frequéncia, sao ainda difundidas. Neste contexto, analisaremos, na subsecao

3.1.2 algumas dessas obras de Da Vinci.
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3.1.2 Uma breve anilise das mais famosas obras de Leonardo
Da Vinci

Sao Jeronimo

Sao Jeronimo (Figura ¢ uma obra inacabada de Leonardo Da Vinci, que
data de 1483, e atualmente faz parte da colecao de obras no museu do Vaticano.
Frequentemente, esta obra é associada a um retangulo aureo em volta de Sao Jero-
nimo. Nitidamente, o retangulo aureo sobreposto ao quadro deixa de fora, quase
que completamente, seu brago direito. Além disso, “|...] a afirmagdo feita em alguns
livros (por exemplo, em David Bergamini e os editores da Life Magazine’s Mathe-
matics) de que “um Retangulo Aureo se encaixa tido bem em volta de Sdo Jeronimo”

exige um excesso de imaginacdo.” (LIVIO, 2009, p. 189).

Figura 3.1: Sao Jeronimo de Leonardo Da Vinci. (MARKOWSKY, 1992, p. 11)

Na auséncia de evidéncias historicas, a sobreposicao do retangulo aureo ao quadro
é o Unico argumento utilizado para justificar a afirmacgao de que Da Vinci utilizou a
Razdo Aurea na obra. Outro fator importante que deveria ser considerado ¢ a data
de producao da obra que antecede a estadia de Pacioli em Milao, onde Da Vinci

aprendeu mais sobre geometria com o autor de A Propor¢do Divina.

Uma cabecga de anciao

Uma cabega de ancido (Figura ¢ uma obra de Leonardo Da Vinci desenhada
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a lapis por volta de 1490. Da Vinci retrata um homem de idade mais avancada,
provavelmente um auto-retrato, no qual fora sobreposto um quadrado subdividido

em retangulos.

Figura 3.2: Uma cabega de anciao de Leonardo Da Vinci. (MARKOWSKY, 1992, p. 10)

“l...] Ha a alegacdo de que Leonardo Da Vinci acreditava que a Proporcio Aurea é
a razao entre a altura e a largura de um rosto humano “perfeito”.” (DEVLIN, 2004,
documento eletronico) e que haveria utilizado retangulos que se “aproximam” de
retangulos aureos. Entretanto, Markowsky (1992) argumenta que os retangulos sdo
grosseiramente desenhados de tal modo que nao possuem angulos retos, o que torna
dificil compreender a afirmacao de que alguns destes retangulos se “aproximam” de
retangulos aureos. Diante da dificuldade de se chegar a uma conclusao definitiva,
Livio (2009) declara que nao podemos ter certeza, mas o retangulo ao meio, a
esquerda, por exemplo, se aproxima de um retangulo aureo. Considera, portanto,
que esta obra é, provavelmente, a que mais se aproxima da veracidade na afirmacao

de que Da Vinci utilizou retangulos dureos em sua arte.

A Mona Lisa

A Mona Lisa (Figura ¢ a mais famosa obra de Leonardo Da Vinci, que a

desenvolveu entre os anos de 1503 e 1506. Trata-se de uma pintura em 6leo sobre
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madeira de alamo cujas dimensoes sao 77 ¢m x 53 c¢cm e atualmente faz parte da

colecao de obras expostas no Museu do Louvre, em Paris.

Figura 3.3: A Mona Lisa. (Enciclopédia Brasileira de Artes)

Com grande frequéncia, esta obra de Da Vinci ¢ associada & Razao Aurea, mas
esta utilizacao é muito discutivel. Uma rapida busca no Google nos leva a intimeras
referéncias que relacionam a obra A Mona Lisa 3 Razao Aurea, sem falar nas diversas
imagens do quadro em que sao sobrepostos retangulos aureos em posi¢oes que variam
de acordo com a referéncia. Analise a figura [3.4rom um olhar mais atento aos locais
distintos em que estas figuras sao sobrepostas ao quadro e perceberda que nao ha
critérios pré-estabelecidos fundamentados que justifiquem a “escolha” dos pontos
que determinam a posicao destas figuras, o que coloca em xeque a veracidade de

tais estudos.
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Figura 3.4: Sobreposigoes de retangulos dureos na obra A Mona Lisa. (Google Imagens)

Em relacdo a afirmacio acerca da utilizacdo da Razdo Aurea na obra A Mona

Lisa, Livio (2009) comenta:

Ela foi tema de tantos livros de especulagoes contraditérias de estudiosos
e populares que é praticamente impossivel se chegar a qualquer conclu-
sdo inequivoca. E supde-se que a Razdo Aurea deveria ser encontrada
nas dimensoes de um retangulo em torno do rosto da Mona Lisa. Na
falta de qualquer indicacao clara (e documentada) do lugar exato onde
esse retangulo deveria ser desenhado, essa ideia representa apenas outra
oportunidade para malabarismos numéricos. (LIVIO, 2009, p. 187).

“Isto significa que também ¢é possivel considerar outros retangulos, com outras
proporgoes, associados ao quadro.” (TEIXEIRA, 2013, p. 8). Ao que parece,
estamos diante de uma prestidigitagao matematica visto que, além de nao haver
evidéncias historicas, a simples sobreposicao de retangulos na obra nao é suficiente
para sustentar a afirmativa de que Da Vinci utilizou a Razio Aurea em A Mona

Lisa.

O Homem Vitruviano

“E verdade que vdrios artistas flertaram com p, mas novamente devemos ser
cutdadosos para que consigamos separar fato de ficcao. As tao propagadas
afirmacoes de que Leonardo da Vinci [...] utilizou ¢ em sua famosa ilustra¢ao

conhecida como Homem Vitruviano parecem ser infundadas.”
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Keith Devlin

O Homem Vitruviano ¢ um desenho feito a lapis e tinta sobre papel, uma das
ilustracgoes feitas por Da Vinci no segundo livro do tratado de Pacioli. O desenho

foi inspirado no conceito de Vitruvius:

. no corpo humano, o ponto central naturalmente é o umbigo. Porque
se um homem for colocado deitado de costas, com as maos e os pés es-
tendidos e um compasso for centrado no seu umbigo, os dedos de suas
maos e de seus pés irdo tocar a circunferéncia do circulo descrito a partir
desse ponto. E assim como o corpo humano produz um contorno cir-
cular, uma figura quadrada também pode ser encontrada a partir dele.
Pois se medirmos a distancia das solas dos pés até o topo da cabeca e
depois aplicarmos essa medida dos bragos esticados, veremos que a lar-
gura serd a mesma que a altura, como no caso de superficies planas que
sao perfeitamente quadradas. (LIVIO, 2009, p. 157).

Em analogia ao desenho, segundo Boyer (1974), Pacioli trata das propor¢oes que
podem ser encontradas no corpo humano. Em consequéncia, encontramos na lite-
ratura afirmacoes da Razdo Aurea como um canone de Pacioli para as proporcoes
humanas e artisticas, bem como afirmacoes de que o Homem Vitruviano é uma pin-
tura fundamentada na Razao Aurea e seria portanto um modelo ideal de beleza para
o ser humano. Em oposi¢ao, o matematico canadense Roger Herz-Fischler afirma
que “Pacioli “defendeu um sistema vitruviano classico, que é um sistema baseado
em proporgoes simples”, e ndo defendeu usar a razao aurea para a pintura.” (MAR-
KOWSKY, 1992, p. 11, traduc¢ao nossa). As razdes racionais simples consideradas
por Pacioli, baseado na proposta vitruviana, trata-se da razao entre dois inteiros
8

- =1,6.
5 ’
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Figura 3.5: O Homem Vitruviano. (SIMANEK, 2015, documento eletronico)

A razdo umbigo/altura nesta imagem é 0,604, um pouco menor do que
— 2 0,618. Da Vinci escreveu um texto que acompanha a imagem, mas

gl)e nada diz sobre essa relacdao, nem sobre a distancia do umbigo até
os pés. O texto nao contém nenhuma mencao de ¢. Nao hé nenhuma
sugestao na imagem de que Leonardo estava fazendo algo mais profundo
do que relacionar o homem a um circulo e um quadrado [...]. Se Da Vinci
quisesse incorporar ¢ na imagem, ele poderia facilmente ter mudado um
pouco a posicdo do umbigo. O fato de que ele ndo fez isso sugere que
ele ndo viu nenhum motivo para isso. (SIMANEK, 2015, documento

eletronico).

Segundo Boyer (1974), para Fischler a falicia da Razdo Aurea como fator de-

terminante para Pacioli nas propor¢oes é devida aos matematicos franceses Jean

Etienne Montucla e Jérone de Lalande em uma afirmacao feita no livro Historia da

Matemdtica, publicado em 1799. Diante disto, Huntley (1985) expressa sua indig-

nagao:

E uma pena que a divisao durea tenha atraido a entusidstica atencao
dos excéntricos. Um deles mediu as alturas de 65 mulheres e comparou

os resultados com as alturas de seus respectivos umbigos, tendo obtido a
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média de 1,618. Mas, quando este entusiasta acrescenta a este absurdo a

afirmacéo de que o valor que se aceita para 7 (3,14159...) esta incorreto
2

e que deveria ser 6— = 3,141608... reconhecemos o tipo com quem
estamos lidando! (HUNTLEY, 1985, p. 68).

Muito provavelmente o excéntrico, ao qual Huntley (1985) se refere, seja o psico-
logo alemao aposentado Adolph Zeising (1810-1876), autor dos livros A nova teoria
das propor¢oes no corpo humano, desenvolvida a partir de uma lei morfoldgica bd-
sica que permaneceu até entao desconhecida, e que permeia toda a natureza e arte,
acompanhada de um resumo completo dos sistemas vigentes publicado em 1854 e A

SECa0 dureﬂ publicado em 1884, quando ja era falecido.

Segundo Brownlee (2015), para Zeising as propor¢des do corpo humano eram
baseadas na Razdo Aurea, ele a considerava uma lei universal para descrever a “be-
leza e perfeicao nos dominios da natureza e da arte [...| que permeia, como ideal
espiritual supremo, todas as estruturas, formas e proporc¢oes, sejam elas cosmicas
ou individuais, organico ou inorganico, actstico ou 6ptico.” Adolph Zeising (apud
BROWNLEE, 2015, documento eletronico). Zeising afirmou em seu livro que a ra-
zao entre a altura dos pés até o umbigo e a altura total de uma pessoa era igual a
. Entretanto, “ao medir algo tao complexo como o corpo humano, é facil chegar
a exemplos de relagoes proximas de 1,6.” Keith Devlin (2007 apud BROWNLEE,
2015, documento eletronico). “Nao héa nada especial sobre 0 1,6 [...]. Se vocé passar
meia hora fazendo medicoes de vérias partes do corpo e tabulando os resultados,
encontrara qualquer niimero cuja proporcao seja proxima de 1,6 ou 1,5, ou o que
vocé quiser.” (DEVLIN, 2004, documento eletronico). Entretanto, Zeising acres-
centa que para obter a mesma proporcao basta dividir a altura do seu rosto por sua
largura, tal afirmacao é feita sob a alegacao de que quanto mais proxima a razao

estiver de ¢, mais bela a pessoa sera.

Para Devlin (2015), a ideia da existéncia de uma relacdo entre Razdo Aurea e

4Em alemao: Der Goldne Schnitt.
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estética, deve-se a duas pessoas. A primeira trata-se de Luca Pacioli que foi mal
interpretado ao defender o sistema vitruviano baseado em proporcoes de razoes ra-
cionais. A segunda pessoa é Zeising, “ele é o cara que vocé realmente quer queimar
na fogueira pela reputagdo da proporc¢ao aurea.”, declara Devlin (2015), acompa-
nhado de um riso, a revista americana Fast Compangﬂ As ideias de Zeising criaram
raizes tao profundas que mesmo diante de diversas evidéncias que as refutam, elas
se tornaram extremamente populares e, como Devlin titula um de seus artigos, este

é 0 mito que nao ird embora.

3.1.3 A Grande Piramide de Gizé e a Razao Aurea: um con-

flito de teorias

2

“Entao, rolem os dados e escolham sua propria teoria.’

R.S. Beard apud Mdrio Livio

A Grande Piramide compoe a trilogia das Piramides de Gizé construida por volta
de 2500 a.C. no Egito Antigo, sua edificacao foi uma determinacao do faraé Quéops
que almejava abrigar seu sarcofago e toda sua riqueza na esperanca de que a levaria
para uma outra existéncia apos a morte. A estrutura da Grande Piramide revela a
formidavel precisao dos egipcios nas observacoes astrondmicas ao direcioné-la para
o Norte, nela ha cerca de 20 milhoes de toneladas em pedra calcaria empilhadas por
cerca de 10 mil trabalhadores egipcios durante um periodo de, aproximadamente, 20
anos. Sua construcao deu origem a muitas especulacoes na tentativa de compreender
como os trabalhadores egipcios conseguiram suspender pedras que pesavam cerca
de trés toneladas, este tornou-se entao o lado oculto da piramidologiaﬁ e tem sido

assunto de interesse do homem durante séculos.

5 Fast Company é uma revista americana cujo foco é tecnologia, negécios e design.
5E o termo usado para referir-se ao estudo das piramides.
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Figura 3.6: As Piramides de Gizé. (Google Imagens)

Em 1859, o editor inglés, John Taylor publicou o livro A grande piramide: Por
que foi construida e quem a construiu? no qual concluiu que a Grande Pirdmide
fora construida por intervencao divina e que a unidade de medida utilizada era
o ctbito biblico (aproximadamente 50 cm), a mesma provavelmente utilizada na
construcao da Arca de Noé e no Templo do rei Salomao. Em 1860, atraido por tal
teoria, o astronomo real da Escocia Charles Piazzi Smyth (1819-1900) publicou o
livro Nossa heranga na grande pirdmide, parte da motivacao de Smyth deve-se a sua
oposi¢ao pela introducao do sistema métrico inglés. Taylor e Smyth acreditavam que
a construcao da Grande Piramide era baseada na esséncia do nimero 5 e assim o
buscavam obsessivamente na piramide. Convencido de que esta obsessao da esséncia
do niimero 5 na Grande Piramide nao passava de um absurdo, o escritor teista Martin
Gardner, publicou, em 1952, o livro Modismos e faldcias em nome da ciéncia onde
escreve que o historiador grego “Herddoto afirma que a Piramide foi construida
de forma que a area de cada face fosse igual a &rea de um quadrado cujo lado
fosse igual & altura da Piramide.” (LIVIO, 2009, p. 71). Gardner comenta que,
sendo esta afirmacio verdadeira, a Razdo Aurea teria sido de fato utilizada no
projeto arquitetonico da Grande Piramide. Para Livio (2009), este é o antincio mais
dramatico com relacdo & Grande Piramide no contexto da Razdo Aurea, e a mesma

historia é essencialmente repetida pelos matemaéaticos Herbert Westren Turnubull e
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David M. Burton.

De acordo com a citacao de Gardner, a declaracao de Herodoto implica que

h? = s.a, o que equivale a afirmativa de que a razao entre a altura da face triangular

da piramide e metade da base é igual a Razdo Aurea. De fato, considerando-se o

esboco da Grande Piramide na figura podemos aplicar o Teorema de Pitagoras

no tridngulo retangulo AOT, de modo que s?> = h% + a?. Como h? = s.a, temos

que 52> = s.a + a%. Dividindo ambos os membros da equacdo por a? decorre que,
s

5\ 2 s
(—) = <—> + 1. Tomando = = z obtemos a equacio 22> —x — 1 = 0 cuja raiz
a a a

e .z .. S
positiva é igual a Razao Aurea. Em consequéncia, — = ¢.
a

z »

. A a

Figura 3.7: Esboco da Grande Piramide. (LIVIO, 2009, p. 72)

A base da Grande Piramide néo é de fato um quadrado perfeito, ja que
os comprimentos dos lados variam de 755, 43 pés a 756,08 pés. A média
dos comprimentos é 2a = 755,79 pés. A altura da piramide é h = 481,4
pés. Desses valores, descobrimos (usando o Teorema de Pitagoras) que

a altura s do lado triangular é igual a 612,01 pés. Assim, temos que
S 612,01

a 377,90
nos de 0,1%) da Razdo Aurea. Portanto, essa evidéncia, aparentemente,

= 1,62, que é extremamente proximo (diferenca de me-

significaria que os antigos egipcios realmente conheciam a Razio Aurea,
pois nao so6 esse numero aparece na razao das dimensoes da Grande Pira-
mide, como sua presenca parece ter suporte na documentacao historica
das intencbes de seus projetistas, na forma da afirmacao de Herddoto.
(LIVIO, 2009, p. 73).

Parece-nos impressionante, mas serd mesmo verdade? Segundo Markowsky (1992),
Fischler defende que a interpretacao de Her6doto nao é legitima. Em busca de res-

posta Markowsky (1992), ndo havendo como contestar as dimensoes da Grande
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Piramide, uma vez que em todas as suas fontes de pesquisa as dimensoes forneci-
das estao dentro de 1% dos valores citados acima por Livio (2009), decidiu entdo
averiguar as traducoes do livro Historia escrito por Her6doto a fim de encontrar a
citacao que sustentava a teoria de que os egipcios utilizaram a Razao Aurea na cons-
trucao da piramide, uma vez que Gardner, Turnbull e Burton fazem a citacao sem
especificarem a localizagao desta passagem no livro de Her6doto. Nas traducoes de
George Rawlinson e Aubrey de Sélincourt, Markowsky encontrou apenas um trecho
que se referia as dimensoes da Grande Piramide em que Rawlinson, de forma similar
a Sélincourt, a traduz no paragrafo 124 do livro II, conforme a seguir:
A Piramide tinha vinte anos de construcio. E um quadrado, oitocentos
pés cada lado, e a altura a mesma, construida inteiramente de pedras
polidas colocadas juntas com o maximo cuidado. As pedras da qual
foi composta, tem ndo menos que trinta pés em comprimento. (MAR-
KOWSKY, 1992, p. 7, tradu¢ao nossa).
A figura [3.8] exibe o texto original em grego e uma traducao, em inglés, palavra
por palavra, na qual o texto entre colchetes nos fornece uma leitura alternativa da

palavra que o antecede.

T 8¢ mupauidi alrh xpdvov yevésbai eikoot
n Pa ™ XP Y

- Pl y N
irea mowevpévy, Tis éori mavraxj péromor Ekacroy 6kT®
mAéBpa odons Terpaydrov kal Hos foov, Aifov 3¢ feorod

p
e kal Gpuoouévov T& pdliocrar obdels Tdy Albwy Tpukovra
wod@y éNdaowy.
(a) The original Greek.

of which (the pyramid) is in each direction {the face; the front} each one 8 {100 feet; 10,000
square feet} of being (the pyramid) {of four equal angles; square} and the height the same.

(b) A word by word translation.

Figura 3.8: Texto original em grego do historiador grego Herdédoto. Herodoti Historiae,
paragrafo 124, II, p. 16-20. (MARKOWSKY, 1992, p. 7)

“Do qual (a piramide) estd em cada direcao [a face; a frente] cada um 8 [100
pés; 10.000 pés quadrados| sendo (a piramide) [de quatro angulos iguais| e a al-
tura a mesma.” (MARKOWSKY, 1992, p. 7, tradu¢do nossa). Markowsky (1992)
acrescenta que, mesmo considerando o fato das descri¢oes contidas no livro His-

toria datarem de, aproximadamente, dois milénios apos a construcao da Grande
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Piramide, a qual perdeu medida em sua altura ao longo do tempo, as figuras de
Herodoto referentes as dimensoes sao excessivamente incomuns, pois ele cita 800
pés de altura e 800 pés quadrados na base. Além disso, as traducoes de Rawlinson
e Sélincourt sao bem distintas da citacao feita por Gardner, Turnbull e Burton,
isto porque “Turnbull admite que a interpretacao dele depende da “menor correcao
literal”.” (MARKOWSKY, 1992, p. 7, tradu¢do nossa). Os mesmos autores que fi-
zeram a citacao distorcida de Her6doto nao apresentam o motivo que haveria levado
os egipcios a construirem a Grande Piramide de maneira que a altura fosse igual
ao lado do quadrado da base cuja area fosse exatamente igual a area de uma face
da piramide. Ao que parece, tais ideias sao idealizacoes para se justificar a maneira
pela qual as dimensoes da piramide foram determinadas, uma vez que nao existem
evidéncias historicas de que os egipcios conheciam ¢, tao pouco que o utilizaram em

suas construgoes.

Segundo Markowsky (1992), uma grande variedade de teorias a respeito das pro-
por¢oes da Grande Piramide tem sido desenvolvidas, as quais variam desde manter
uma perspectiva particular até o uso de rolos para medir distancias horizontais e
cordas para medir distancias verticais. Segundo Livio (2009), Fischler discorre sobre
nove destas teorias com o objetivo de identificar o equivoco sobre a citagao de Hero-
doto, que para ele, trata-se de uma interpretacao equivocada de Taylor que inicia a
traducao do trecho de Her6doto de forma muito parecida com as anteriores: “dessa
Piramide, que tem quatro lados, cada face tem, em cada lado, oito plethra[], e altura
igual” (LIVIO, 2009, p. 74), mais & frente, segundo Livio (2009), ele usa e abusa
da imaginacao para supor que Herdédoto, na verdade, quis dizer que a area de cada
face é igual a area de um quadrado cujo lado é igual & altura da Piramide. Nao
satisfeito, Taylor considera a medida errada de oitocentos pés gregos e sugere como
solugao para este problema que tal medida deve ser multiplicada pela area da base

da piramide ao lado Leste da Grande Piramide, sem qualquer justificativa.

"Um plethron corresponde a 100 pés gregos.
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A conclusao de tudo isso é que o texto de Herodoto dificilmente pode
ser considerado como algo que documente a presenca da Razdo Aurea
na Grande Piradmide. A interpreta¢ido totalmente infundada do texto,
instigada pelo livro de Taylor (e depois repetida intmeras vezes), nao
faz sentido de fato e representa apenas mais um caso de prestidigitacao
numeérica. (LIVIO, 2009, p. 75).

Mas, as teorias acerca das dimensoes da Grande Piramide nao param por aqui,
segundo Markovsky (1992) alguns autores notaram que a propor¢ao do perimetro

da base da Grande Piramide para a altura ¢ de aproximadamente 27. Com as
755,79
481,4
uma margem de +2% de 2w = 6,2831853. “Agora, é claro, devemos decidir se isso

dimensoes dadas no inicio da secao obtemos 4. = 6,28, o qual esta dentro de
¢ uma coincidéncia ou se ha alguma razao pela qual essa proporcao estaria perto de

21”7 (MARKOWSKY, 1992, p. 8, tradug¢dio nossa).

Quando percebemos que a Grande Piramide rivaliza com a lendaria ci-
dade de Atlantida no numero de livros escritos a respeito, ndo devemos
ficar muito surpresos ao sabermos que ¢ nao foi o inico nimero especial
a ser invocado na piramidologia - 7 também foi. (LIVIO, 2009, p. 75).

Entretanto, nao nos prolongaremos nesta tltima teoria, uma vez que nosso prin-
cipal objetivo se concentrou na anélise da afirmacio acerca do uso da Razdo Aurea
nas dimensoes da Grande Piramide. “Para nosso objetivo, temos de concluir que é
bastante improvavel |...| que os antigos egipcios tenham descoberto a Razao Aurea
e suas propriedades.” (LTVIO, 2009, p. 78). Ao que parece, a descoberta da Razdo

Aurea ocorreu posteriormente com os matematicos gregos.

3.1.4 O Partenon de Atenas

“[...] tudo que € preciso é mais do que um olhar superficial em todas as fotos na
web que pretendem mostrar a proporcao durea na estrutura, para ver que eles nao

fazem nada do tipo. (Olhe atentamente para onde e como o retangulo sobreposto -
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geralmente vermelho ou amarelo - € desenhado e pergunte a si mesmo: porque

2»

colocd-lo exatamente ld e porque fazer linhas tao grossas?)

Keith Devlin

O Partenon (do grego: “o lugar da virgem”), um templo dedicado & deusa grega
Atena, foi construido na cidade de Atenas no século V a.C. pelos arquitetos Ictino
e Calicrates e esculpido por Fidias e seus assistentes. Séculos mais tarde, no ano
de 1687, houve um ataque da artilharia veneziana contra os turcos, que, naquele
momento, dominavam a cidade de Atenas. O Partenon serviu como depésito de

polvora e foi parcialmente destruido restando-se apenas sua estrutura principal.

H& quem sustente que o retangulo dureo é a base do projeto de construcao do
Partenon, por acreditar que os gregos consideravam o retangulo aureo mais belo
e harmonioso. Segundo Avila (1985), ndo h4 evidéncias histéricas para se afirmar
que, os arquitetos de Péricles tenham usado conscientemente o retangulo aureo ao
construirem uma das estruturas mais famosas do mundo. Entretanto, “varias ten-
tativas foram feitas [...]| para descobrir alguma base mateméatica ou geométrica
supostamente empregada para se obter a grande perfeicao do desenho de Partenon.”
(LIVIO, 2009, p. 90). Em consequéncia, varias afirmacoes a respeito foram e con-
tinuam sendo feitas com frequéncia. Em 1884, foi publicado um trabalho sobre a
Razdo Aurea intitulado A se¢do durea, em que Zeizing afirma que “a altura da fa-
chada, do alto de seu timpano até a parte inferior do pedestal embaixo das colunas,
também se divide numa Razdo Aurea com a parte de cima das colunas” (LIVIO,
2009, p. 91), Livio (2009) ressalta que tal afirmagao foi, posteriormente, repetida

em diversos livros.
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—

I

(b)

Figura 3.9: (a) Partenon de Atenas. (Google Imagens) (b) Projeto do Partenon de Atenas.
(MARKOWSKY, 1992, p. 9). “Quando seu frontao triangular ainda estava intacto, suas
dimensoes podiam ser encaixadas quase exatamente em um retangulo aureo.” (HUNTLEY,
1985, p. 69, grifo nosso).

Markowsky (1992), assim como outros pesquisadores, questiona esta teoria sob o
argumento de que partes do templo que ultrapassam o retangulo aureo sao ignoradas
pelos aficionados pela Razdo Aurea. Prossegue dizendo que as dimensdes variam de
acordo com a fonte que as mediram, as quais lhe parecem arbitrarias e, em sua
concepcao, ¢ o que julga ser um malabarismo numeérico. Ele nao esta convencido de
que a razao entre largura e altura do Partenon é Aurea, pois de acordo com o livro
Arquitetura da pré-histéria ao pds-modernismo, de 1985, as dimensoes do templo
informadas pelos autores, Marvin Trachtenberg e Isabelle Hyman, sao de 30,9 m de
largura e 13,75 m de altura, o que nos d4 uma razao proxima de 2,25, que difere
demasiadamente de ¢. Ja no livro Grécia, de 1977, escrito por Stuart Rossiter, a
altura dada é de 18m, o que nos conduz a uma razao proxima de 1,72, que também
difere consideravelmente de . Diante das variagoes das dimensoes do Partenon

citadas por diferentes referéncias, Markowsky (1992) ressalta que

[...] énecessario especificar a precisdo de qualquer medida e dar-se conta
que imprecisoes em medidas levam a imprecisdes em proporcoes. Por

exemplo, uma variagdo de +1% da medida de dois comprimentos podem

levar a uma variagdo de aproximadamente +2% (?:g? ~ é:gé ~ 1,02)
na proporc¢ao que é calculada. Entao, alguém ansioso para encontrar a
razao aurea em algum lugar pode alterar dois ntimeros por +1% e alterar
sua proporgao aproximadamente em +2%. (MARKOWSKY, 1992, p. 5,

tradugdo nossa).
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3.2 Utilizacao deliberada da Razao Aurea na arte

E suficiente considerarmos mais alguns degraus do Partenon para obtermos outro
retangulo com proporc¢oes ainda mais distantes de . Portanto, ainda que muitos
livros afirmem que a Razdo Aurea foi utilizada no projeto do Partenon, esta teoria
nao pode ser amparada pelas dimensoes do templo. Ao que parece, estamos diante
de mais um caso de prestidigitacao matematica, uma vez que nao ha evidéncias

historicas e cientificas que as sustentem.

3.2 Utilizacao deliberada da Razao Aurea na arte

Muitos trabalhos académicos sobre a Razdo Aurea foram produzidos no final do
século XIX. Em consequéncia, a Razio Aurea tornou-se conhecida por muitos artis-
tas que a utilizaram, deliberadamente, em algumas de suas obras. Provavelmente,
o primeiro & utilizar a Razdo Aurea foi o artista francés Paul Sérusier (1864-1927)
por motivacoes filosoficas e especialmente para “verificar e ocasionalmente checar,
suas invencdes de formas e suas composicoes.” (LIVIO, 2009, p. 193). O conceito
da Razao Aurea se tornou manifesto no cubismo, um movimento artistico europeu
iniciado na Franca no inicio do século XX, cuja principal caracteristica ¢é a utilizacao
de formas geométricas, e alguns artistas deste movimento utilizaram a Razdo Aurea
em algumas de suas obras, dos quais enfatizamos os escultores Juan Cris (1887-1927)
e Jacques Lipchitz (1891-1973) que utilizaram o triangulo de Kepler na escultura

“Arlequim”ﬂ Nas palavras de Lipchiptz,

Naquele momento, eu estava muito interessado em teorias de proporcoes
matematicas, como os outros cubistas, e tentei aplici-las &s minhas es-
culturas. Todos nés tinhamos uma grande curiosidade pela ideia de uma
regra aurea ou Secdo Aurea, um sistema que se acreditava que condici-
onava a arte e a arquitetura da antiga Grécia. (LIVIO, 2009, p. 194).

Dentre os artistas que utilizaram deliberadamente a Razao Aurea, destacamos o

8 A escultura encontra-se no Museu de Arte da Filadélfia.
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pintor espanhol surrealista’] Salvador Dali (1904-1989).

3.2.1 O Sacramento da Ultima Ceia de Salvador Dali

O Sacramento da Ultima Ceia (Figura de Salvador Dali, datada de 1955,
trata-se de uma pintura a 6leo sobre tela cujas dimensoes sao de, aproximadamente,
270 cm x 167 cm. Essas dimensdes estdo em uma Razao Aurea entre si, e acima da
mesa em que Jesus e seus doze apostolos cearam juntos pela iltima vez, observa-se
parte de um dodecaedroﬂ, 0 que representava para Dali a simetria na comunhao.
Além disso, “o dodecaedro, era atribuido por Platao ao universo como um todo,
ou, em suas palavras, o dodecaedro é aquele “que deus usou para ornamentar as
constelacoes de todo o céu.”” (LTVIO, 2009, p. 85). Esse foi o principal motivo que
conduziu Salvador Dali & inserir o quinto s6lido platénico em sua obra e, como visto

na secao [3.2.3, o dodecaedro esta intimamente relacionado com a Razao Aurea.

Figura 3.10: O Sacramento da Ultima Ceia. (Enciclopédia Brasileira de Artes)

Outros artistas fizeram uso da Razao Aurea, mas por outro lado “afirmacoes
falsas a respeito de artistas que supostamente usaram a Razao Aurea continuaram

a pulular quase como cogumelos depois da chuva.” (LIVIO, 2009, p. 201). Apesar

90 surrealismo é um movimento artistico e literario que surgiu na Franca em 1920.
1084lido regular constituido por 12 faces pentagonais.
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da reconhecida importancia da Razdo Aurea para diversas areas da matematica e
das ciéncias, Livio (2009) acredita que deveriamos desistir de tentar aplica-la como
padrao estético, seja no corpo humano ou na arte. Mas, como veremos na secao
3.2.2 atualmente tém-se buscado um padrao estético facial através da utilizagao

deliberada da Razdo Aurea nas proporcdes de simetria na morfologia da face.

3.2.2 Compasso aureo: um instrumento utilizado na estética

facial

“[...] a fascinagao pela Razao Aurea nao se restringe aos matemdticos. [...] De
fato, provavelmente € correto dizer que a Razao Aurea tem inspirado pensadores de
todas as disciplinas mais do que qualquer outro numero na historia da

Matemdtica.”

Mdrio Livio

A academia de beleza PhiAcademy (Figura [3.11)) foi fundada pelo Grandmaster
Branko Babic[f] em 2011 na Sérvia. Segundo o fundador, “ Phiacademy cria beleza

através das propor¢oes douradas (PHI-1,618). Nos vemos a perfeicdo na proporcao

durea entre dois extremos.” (PHIACADEMY, 2011, documento eletronico).

ABOUT PHIACADEMY

378 . PHIACADEMY CREATE BEAUTY THROUGH GOLDEN PROPORTIONS (PHI 1.618). WE SEE THE
N 3 PERFECTION IN GOLDEN PROPORTION BETWEEN TWO EXTREMES. WITH RESPECT TO MODERN
’ LIFESTYLE, OUR STUDIES ARE DESIGNED IN SUCH A WAY TO SAVE PRECIOUS TIME AND PROVIDE

MAXIMUM SURVEILLANCE AND MAXIMUM AVAILABLE INFORMATION AT THE SAME TIME. WE
KNOW THAT YOU CAN LEARN EVERYTHING IF THE MATERIAL IS DIVIDED INTO SMALL PORTIONS
THAT ARE TAUGHT SEPARATELY.

N

BRANKO BABIC
FOUNDER

Figura 3.11: Sobre a PhiAcademy. (PHIACADEMY, 2011, documento eletronico)

A PhyAcademy possui diversos segmentos, dentre eles estd o Phibrows que,

1Video de Branko  Babic: Uma  histéria  sobre  Phi, disponivel  em:
https://www.youtube.com/watch?v=0QsCyR5qmGg.
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de acordo com a descricao do fundador, “Phibrows é uma técnica manual, semi-
permanente do desenho da sobrancelha hiper-realista, na qual a forma das sobrance-
lhas é calculada de acordo com a morfologia facial e a propor¢ao aurea (PHI-1,618).”

(PHTACADEMY, 2011, documento eletronico).

Branko Babic aprimorou a técnica japonesa Tebori (do japonés: “tatuagem a
mao”) de desenho manual de sobrancelhas fio-a-fio em que relata utilizar as pro-
porcoes aureas e um padrao de linhas fractais. Sua técnica é conhecida como Mi-
croblandinﬂ e é utilizada para modelar a sobrancelha fio-a-fio hiper-realista que
proporciona um aspecto de volume nos pelos da sobrancelha, deixando-as com uma
aparéncia natural. De acordo com sua pagina oficial, Branko Babic introduziu a biis-
sola (o compasso PhiAcademy) para a proporcao de ouro na forma do desenho da
sobrancelha, projetou o padrao das linhas fractais e introduziu o calculo de simetria

digital usando seu aplicativo PhiBrowq "}

Em sua técnica, o ponto alto da sobrancelha é determinado pela divisao de um
segmento em extrema e média razdo através do compasso Phidcademyf] fabricado
em aco inoxidavel, para determinar as medidas do tragado do molde da sobrancelha
de acordo com ¢. Em seguida, aplica-se um anestésico local e o profissional que
realiza o procedimento utiliza o tebori que é um instrumento, similar ao bisturi,
cuja ponta possui inimeras micro agulhas. O tebori é utilizado para depositar a
pigmentacao, de acordo com o tom de pele da cliente, na segunda camada da pele
(a derme), proporcionando um aspecto fio-a-fio que se tornou um sucesso no mundo

feminino. A cicatrizacao da pele ocorre em torno de 30 dias apds o procedimento.

12Video de Branko Babic aplicando a técnica Microblanding, disponivel em:
https://www.youtube.com/watch?v=bcnK2XynXys.

130 aplicativo PhiBrows foi desenvolvido por Branko Babic para determinar a simetria da so-
brancelha de forma digital no momento em que os misculos faciais da cliente estiverem relaxados
(quando os olhos estao fechados).

14Video de instrucdo da divisdo da sobrancelha com o compasso PhiAcademy, disponivel em:
https://www.youtube.com/watch?v=eeYEYUrDFAI
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(a) (b) (c)

o

Figura 3.12: (a) Compasso PhiAcademy (b) Tebori PhiAcademy. (c) Tracado da sobran-
celha no papel. (PHIACADEMY, 2011, documento eletroénico)

Figura 3.13: (a) Utilizacao do compasso PhiAcademy. (b) Tragado da sobrancelha nas
proporgoes aureas. (c) O ponto alto da sobrancelha. (PHTACADEMY, 2011, documento
eletronico)

Com a ascensao da academia outras técnicas foram criadas, dentre elas

PhiContour que é uma habilidade de desenho semipermanente de pal-
pebras ou labios. A forma é calculada com base na intersec¢do dourada
(PHI 1,618) e na morfologia facial. A simetria dos labios é obtida usando
o aplicativo PhiBrows. O PhiContour oferece diferentes técnicas para
corrigir defeitos naturais, mas também para destacar contornos. [...]
Nosso objetivo é fazer corre¢bes na cor e na forma sem efeito pesado.
(PHIACADEMY, 2011, documento eletronico).
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- BEFORE

Figura 3.14: (a) Antes e depois do PhiContour. (b) As proporgoes aureas aplicadas aos
labios. (PHIACADEMY, 2011, documento eletrénico)

Atualmente, a PhiAcademy possui filiais na Austria, Israel, USA, Alemanha e
RﬁssiaEl De fato, a técnica obteve sucesso no ambito da estética, seja pela propa-
ganda utilizada em torno de ¢ ou por realmente proporcionar simetria a morfologia
facial. Em 2011, a plataforma computacional Wolfram/Alpha desenvolveu um simu-
lador onlmem de um compasso aureo que pode ser utilizado, por exemplo, no design
grafico, na odontologia e estética. Ele ¢ utilizado para definir medidas em proporc¢ao

aurea independentemente do angulo de abertura considerado.

a:b=0.83756: 051764 = 161803 = ¢ a:b=228825: 141421 = 161803 = ¢ 2:b=051764 : 0.83756 = 0.61803 = ¢ - 1

Figura 3.15: Simulador online do compasso aureo. (WOLFRAM, documento eletronico)

3.2.3 Johannes Kepler em busca da compreensao do universo

e as intencoes do seu criador

“Acredito que essa proporcao geométrica serviu de ideia para o Criador quando Ele

introduziu a criacao da semelhanca usando a semelhanca, que também continua

15 Site oficial PhiAcademy, disponivel em: http://www.phi-academy.com /treatment /phibrows/’
16Compasso aureo, disponivel em{ http://demonstrations.wolfram.com/GoldenRatioDividers/.
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2

indefinidamente.’

Johannes Kepler apud Mdrio Livio

Johannes Kepler (1571-1630), um astréonomo e matemético alemao, pressupunha
uma intima relacao entre teologia e matematica. “Kepler acreditava que o universo
representa um reflexo do seu Criador.” (LIVIO, 2009, p. 167), o que motivou sua
busca incansavel por uma teoria que fosse capaz de explicar a harmonia do universo.
Fundamentado pelo principio geral do sistema heliocéntrico de Nicolau Copérnico
(1473-1543), sua busca o conduziu as trés leis do movimento planetario que foram

a base para Isaac Newton (1642-1727) formular a lei universal da gravidade.

Kepler, em seus estudos iniciais, publica seu primeiro tratado, O mistério cds-
mz’cc{ﬂ em 1597 inspirado pela perspectiva de Platao na qual “Deus sempre geome-
triza”. Ele utiliza os cinco s6lidos platénicos inscrito em uma esfera no seu modelo
cosmolbgico, dos quais o icosaedro e o dodecaedro estao intimamente relacionados

com a Razao Aurea, pois

[...] um dodecaedro com aresta de comprimento um tem &area total da
5@2

6 — 2¢p

lhante, um icosaedro com uma aresta de comprimento unitario tem um

5¢° . .
volume de —— [...], e a razdo entre os comprimentos das arestas dos

. De modo seme-

superficie igual a 15¢4/3 — ¢ e um volume de

dois solidos (um embutido no outro) assim obtidos pode novamente ser

-z ) ,
expressa em termos da Razdo Aurea, como Vel O tetraedro é auto-

reciproco - a juncao dos quatro centros das faces do tetraedro forma
outro tetraedro. (LIVIO, 2009, p. 88-89).

Entretanto, havia discrepancia em seu modelo cosmologico e Kepler a justifica
dizendo que haviam imprecisoes nas medidas das orbitas mas, ainda assim, seu
modelo foi fundamental para a histéria da ciéncia e para promover, em 1600, uma
interacdo com o astronomo dinamarqués, Tycho Brahe (1546-1601). Através das

observacoes de Brahe sobre a o6rbita de Marte, Kepler foi conduzido as duas primeiras

17T Mysterium Cosmographicum.
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leis do movimento planetario. Em 1619, na publicacao do seu segundo tratado A
harmonia do munddzg], Kepler enuncia, no quinto livro deste tratado, a terceira
lei dos movimentos planetarios. Para muitos pesquisadores, os esforcos de Kepler
indica o nascimento da ciéncia moderna. E a genialidade de Newton ao descobrir
que os planetas se mantém em orbita devido a gravidade faz valida as trés leis
de Kepler. “Um aspecto importante desta obra que é particularmente importante
para a historia da Razdo Aurea ¢ o trabalho de Kepler sobre tiling (ladrilharia), ou
mosaico.” (LIVIO, 2009, p. 179), no qual alguns conceitos estdo relacionados com

a Razao Aurea.

Durante seus estudos, a persisténcia de Kepler na Razao Aurea o conduziu ao
seguinte teorema escrito por ele em uma carta destinada a seu antigo professor de

astronomia Michael Mastlin,

Se numa linha dividida nas razoes médias e extrema se constréi um trian-
gulo retangulo, de modo que o angulo reto esteja sobre a perpendicular
colocada no ponto da sec¢ao, entao o lado menor terd o mesmo valor do
maior segmento da linha dividida. (LIVIO, 2009, p. 173).

O triangulo descrito acima ficou conhecido na literatura como tridngulo de Ke-
pler. Segundo Livio (2009), no ano de 1855, o piramidélogo Friedrich Réber, utilizou
um triangulo semelhante ao tridngulo de Kepler para justificar a falsa teoria de que

a Razao Aurea fora usada na construgao da Grande Piramide de Gizé.

18 Harmonice Mundi.
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CAPITULO 4

A SEQUENCIA DE FIBONACCI E A RAZAO AUREA

4.1 Fibonacci e o problema dos coelhos

“Quot paria coniculorum in uno anno ex uno pario germinentur.” (do frances:

“Quantos pares de coelhos podem ser gerados em wm ano a partir de um par.”)

Leonardo Fibonacci apud Edouard Lucad]

Mesmo em meio a um periodo da Histéria, em que houve uma drastica queda
na producao cientifica devido as restricoes impostas pela Igreja Catolica, a Idade
Média concebeu o mais talentoso matematico da Europa Ocidental, Leonardo de Pisa
(c.1180-1250). Nascido na cidade de Pisa, na Italia, é popularmente conhecido como
Leonardo Fibonacci devido a uma referéncia feita pelo historiador da matematica
Guilhaume Libri, em um livro publicado em 1838E], no qual se referia ao matematico
como Leonardo Fibonacci - filius Bonacei, em que filius (do latim: filho) e Bonacci
(do italiano: plural do sobrenome de seu pai Bonaccio) cuja abreviagao italiana

originou Fibonacci.

Através de seu pai, um comerciante italiano que tinha negé6cios no norte da

!Leonardo Fibonacci (1202, p. 128 apud LUCAS, 1891, p. 3).
2Para maiores detalhes veja (VIANA, 2017, documento eletronico).
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Africa, Fibonacci teve a oportunidade de estudar com um professor muculmano
e viajou pelo Egito, Siria e Grécia. Essas viagens o colocaram em contato com
métodos algébricos arabes e com os numerais indo-arabicos. O conhecimento que
adquiriu em suas viagens o permitiram publicar, em 1202, sua mais famosa obra
Liber abaci (do latim: Livro do &dbaco) “[...| que teve importancia decisiva na tarefa
de tornar conhecida na Europa a Matematica dos arabes e hindus. Foi esse livro
que popularizou no Ocidente o uso dos algarismos arabicos e os métodos hindus de
calculo com niimeros inteiros, fracoes e raizes.” (AVILA, 1985, p. 12). Apesar do
titulo, o livro trata de conceitos e problemas algébricos dos quais houve um problema
que mais despertou o interesse dos futuros matematicos, o problema dos coelhos,

descrito mo capitulo XII do Liber abaci, que diz o seguinte:

Um homem poés um casal de filhotes de coelhos num lugar cercado de
muro por todos os lados. Quantos casais de coelhos podem ser gerados
a partir desse casal em um ano se, supostamente, todo més cada casal
da a luz a um novo casal, que é fértil a partir do segundo més? (ZAHN,
2011, p. 5).

Considerando satisfeitas as condicoes previamente estabelecidas no problema
e partindo da premissa de que, neste periodo, os coelhos nunca morrem, iremos
analisar o crescimento da populacao destes coelhos durante os cinco primeiros meses
para compreendermos o procedimento de obtencao da quantidade de casais nos meses

subsequentes:

I. Ao final do primeiro més o casal de filhotes colocado no cercado torna-se adulto
mas, ainda nao esta apto para a reproducao e portanto temos apenas um casal

de coelhos.

I1. Ao final do segundo més o casal de coelhos adulto, agora fértil, d4 a luz um

novo casal. Portanto, temos dois casais de coelhos.

III. Ao final do terceiro més o casal adulto da a luz um novo casal e o casal nascido
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IV.

no més anterior torna-se adulto de forma que temos dois casais adultos e um

casal de filhotes. Portanto, temos trés casais de coelhos.

Ao final do quarto més o primeiro casal adulto da a luz um novo casal; o
casal de filhotes nascido no terceiro més torna-se adulto; o casal que se tornou
adulto no terceiro més da a luz um novo casal, de forma que temos trés casais

adultos e dois casais filhotes. Portanto, temos cinco casais de coelhos.

Ao final do quinto més o primeiro casal adulto d4 a luz um novo casal; o casal
que nasceu no quarto més torna-se adulto; o casal que se tornou adulto no
quarto més da a luz um novo casal; o casal que se tornou adulto no terceiro
més da a luz um novo casal; o casal nascido no quarto més torna-se adulto,
de forma que temos cinco casais adultos e trés casais filhotes. Portanto, temos

oito casais de coelhos.

A andlise do problema pode ser naturalmente compreendida pela representacao

grafica genealogica dos coelhos (Figura :

1° Miés

CRESCIMENTO DA POPULACAO DE COELHOS

A i
2° Més 4 ) (1.2
P TS
|
I
fa . = _ A y
3° Més N e l qiE7 “a
P bepue L
1
r
[y W AN Fe
o AT 7. - ! GT.2 ) (.2
4° Més o ) B . Fertas
- ” R a A 2 "
5° Meés ) a7 4 01 J - I aT.” ) " - - Y

8 =
\:'_; q:{-?:{‘;l
CASAIS ADULTOS {EPGS3  CASATIS FILHOTES

Figura 4.1: Crescimento da populagao de coelhos. (A autora)

Por meio desta representacao genealdgica podemos observar que, a partir do
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4.1 Fibonacci e o problema dos coelhos

terceiro més, a quantidade de coelhos a cada més é obtida pela soma da quantidade
de coelhos dos dois meses antecedentes. O raciocinio é andlogo para os sete meses

subsequentes, em concordancia com os dados da tabela [4.1}

Meses | Casais adultos | Casais filhotes | Total de casais
1 1 0 1
2 1 1 2
3 2 1 3
4 3 2 5
5 5 3 8
6 8 5 13
7 13 8 21
8 21 13 34
9 34 21 55
10 55 34 89
11 89 515) 144
12 144 89 233

Tabela 4.1: Crescimento da populagao de coelhos. (A autora)

Assim, o total de casais de coelhos gerados, més ap6s més, é determinado pela
sequéncia numérica (1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233). Portanto, conclui-se
que, a partir do primeiro casal de coelhos podem ser gerados 232 novos casais no

periodo de 12 meses.

Ainda por meio da tabela é possivel verificar que a quantidade de casais
de coelhos adultos, més ap6s més, é obtida pela sequéncia (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,
21, 34, 55, 89, 144), de forma que a quantidade de casais adultos a cada més, a
partir do segundo, é obtida pela quantidade de adultos do més anterior acrescido da
quantidade de filhotes nascidos também no més anterior mas, que amadureceram
no meés em questao. Da mesma maneira, a quantidade de casais de coelhos filhotes,
més apés més, é obtida pela sequéncia (0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89), de

forma que a quantidade de casais filhotes a cada més é igual a quantidade de casais
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4.2 Uma intrinseca relacao entre a sequéncia de Fibonacci e a Razao Aurea

adultos do més anterior ao més em questao.

Portanto, a quantidade de casais adultos, a cada més, pode ser obtida pela soma
da quantidade de casais adultos nos dois meses antecedentes ao més em questao.

Obtém-se de forma andloga a quantidade de casais filhotes a cada més.

4.2 Uma intrinseca relacao entre a sequéncia de Fi-

bonacci e a Razao Aurea

“A ligagao entre a divisao durea e a série de Fibonacci pode ser vista de um mnovo

angulo considerando o termo geral da série. Trata-se da formula de Binet:

F :L(1+\/5>n_L<1—\/5>”»
n= 7\ 2 N A

H.E. Huntley

Ainda em anélise ao problema dos coelhos de Fibonacci, se considerarmos a
quantidade de casais de coelhos adultos em um periodo de n meses, a sequéncia de-
terminada na solu¢ao do problema seguira indefinidamente de modo que cada termo,
a partir do terceiro, é obtido pela soma dos dois termos antecedentes. Denotando-se

por F,, o nimero de casais de coelhos adultos apés n meses, segue que

F3=F+F =2
F4:F3+F2:3
F5:F4+F3:5

F6:F5—|—F4:8
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4.2 Uma intrinseca relacao entre a sequéncia de Fibonacci e a Razao Aurea

Fn+2 = Fn+1 —|— Fn (421)

Derivando, desta forma, a sequéncia (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144,
233, 377, 610, 987, 1 597, 2 584, 4 181, ...). Esta sequéncia numeérica, ainda que
muito simples, é considerada uma das sequéncias mais famosas da Matematica e “foi
apropriadamente chamada de sequéncia de Fibonaccino século XIX pelo mateméatico
francés Edouard Lucas (1842-1891)” (LIVIO, 2009, p. 117) e, cada termo desta
sequéncia é conhecido como numero de Fibonacci. “Muitas pessoas ouviram falar
pela primeira vez dos niimeros de Fibonacci no best-seller de Dan Brown, O cddigo
Da Vinci. Esses numeros tém uma longa e gloriosa histéria matemética [...] .”

(STEWART, 2009, p. 107).

Do exposto em decorre que a sequéncia de Fibonacci pode ser descrita

recursivamente, conforme definicao [4.1]

Definicao 4.1. (A sequéncia de Fibonacci) A sequéncia de Fibonacci (F,)n>1
¢ completamente definida pela relacao de recorréncia linear de sequnda ordem ho-

mogénea com coeficientes constantes Fy .o = Foi1 + F, paran > 1 com Fy =1 e

F=1.

“A sequéncia de Fibonacci foi a primeira sequéncia recursiva conhecida na Eu-
ropa.” (LIVIO, 2009, p. 117). Esta recursividade é devida a caracteristica marcante
de que cada termo da sequéncia, a partir do terceiro, é obtido pela soma dos dois
termos antecedentes. Por este fato, a determinacao de alguns termos pode tornar-se
tediosa a medida em que n aumenta indefinidamente, pois para calcularmos Fj,
por exemplo, precisamos de todos os termos que o antecedem. Nesse sentido, fez-se
necessaria a determinacao de uma expressao para o termo geral da sequéncia de

Fibonacci de forma que, para cada n, obtenhamos F;, explicitamente.
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4.2 Uma intrinseca relacao entre a sequéncia de Fibonacci e a Razao Aurea

Na grande maioria das literaturas esta expressao é apresentada como formula de
Binet, pois muitos autores acreditam que esta formula explicita foi descoberta em
1843 pelo matematico francés Jacques Phillipe Marie Binet (1786-1856). Apesar de,
segundo Livio (2009), Graham, Knuth e Patashnik acreditarem que Leonard Euler

j& havia publicado a formula em 1765 e Don Knuth a atribui a Abraham de Moivrd?]

Podemos obter a conhecida férmula de Binet, para o termo geral da sequéncia
de Fibonacci, através da solugao da relacao de recorréncia linear de segunda ordem
Foio = Foi1+ F, com I} =1 e F, =1, conforme definicao .1} E para a solugao
desta recorréncia utilizaremos o teorema [4.2 cuja demonstragao pode ser vista em

Lima (2006).

Teorema 4.2. Se as raizes de r> +pr+q =0 sao vy ery, com 1 # 79, entdo, todas
as solugoes da recorréncia o + pTpi1 + qr, = 0 sdao da forma a, = Cyri + Corly,

Cy e Cy constantes.

Observe que a equacao caracteristica da relagao de recorréncia que define a

1+V5
-

sequéncia de Fibonacci é dada por r? = r + 1 cujas rafzes sdo r, =

1-vE

o = 9

@Y e

o
= 90 .
Assim, obtidas as raizes, pelo teorema [4.2] a expressao para o termo geral da

sequéncia de Fibonacci é dada por

F, = Cip"+ Cy ()"

onde C; e (; sdo constantes arbitrarias.

Agora, para determinarmos C7, Cy € R, basta considerarmos o fato de que F} = 1

3Para mais informacoes, o leitor pode consultar as paginas da web de Ron Knott, disponivel
em: http://www.maths.surrey.ac.uk/hosted-sites/R.Knott/Fibonacci/fibFormula.html.
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e Fy = 1. Dessa forma, obtemos o sistema [4.2| com duas equacoes lineares

C'lgol + CQ ((,0/) =1
Crp* + Cy (@l)z =1

1 1
De fato, o sistema possui solucao tnica C; = — e C —.
p ¢ 1 NG 2 /5
Logo,
1
F,=—¢" —

1
5 V5

Ou seja,

Como v/5 = ¢ — ¢/, podemos escrever a solucdo da recorréncia em termos de ¢.

" = (¢')"

F, = -
p—¥

[Formula de Binet em termos de ]

Surpreendentemente, esta formula fechada que possibilita a determinacao dos
termos da sequéncia de Fibonacci de forma explicita, nos revela uma intrinseca
relacdo entre a sequéncia de Fibonacci e a Razdo Aurea. Entretanto, parece-nos
um tanto quanto intrigante que uma férmula com termos irracionais seja utilizada
para a determinacao dos termos da sequéncia de Fibonacci, os quais sao inteiros e
positivos. Assim como Livio (2009) enfatiza, “4 primeira vista, esta ¢ uma formula
extremamente desconcertante, ja que nao é sequer 6bvio que apoés a substituicao dos
varios valores de n ela produziria nimeros inteiros (como siao todos os termos na

sequéncia de Fibonacci).” (LIVIO, 2009, p. 128). Nesse contexto, vamos mostrar
" — ()"

por inducao em n que F,, = p
Y=

determina todos os termos da sequéncia de

Fibonacci.

Proposicao 4.3. (Férmula de Binet em termos de ¢) O n-ésimo termo da
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4.2 Uma intrinseca relacao entre a sequéncia de Fibonacci e a Razao Aurea

n_ ( \"
sequéncia de Fibonacci é determinado pela formula fechada F, = w

1+v56  , 1-45
9 YT T

gp:

Demonstracao: Vamos provar tal proposicao pelo segundo principio da inducao

no__ N

matematica. Note que a expressao F, = w ¢ valida paran =1en = 2
Y=

como segue

2 12 / /
— — +
o V1 . p-*¢ @):w ww/w:w_sz
p—¢ p—¢ p—¢

Agora, suponhamos que, para todo natural 2 < n < k+1, seja vilida a expressao

Y-
k_ (p)E k+1 _ [ \k+1
Por hipotese de inducao, temos Fy = w e Frp = Y ((’0/)
L Y=

k+2 (¢/>k+2

Queremos mostrar a validade de Fj o = . Conforme a definicao

o=
temos que Fji o = Fpi1 + F;. Entao, substituindo Fj e Fj,; nesta expressao e

considerando as seguintes identidades

, 6+2V5 3+V5 p_ 6-2V6 3-5
T T T ‘ T T T T

temos

Fyio = Fy1 + Fy
B wk+1——(wﬁk+l_+<pk——(w@k

-y o —¢
C(Mery @@+
o=y o—¢
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nk
_ ((pk SOQ _ |:(S0) i| ((,0/)2
o= o=y
k
_ SDk+2 B (90,) +2
p—¢ o=y
k
_ (o)
o=y
o o - =),
Portanto, pelo segundo principio da indugao, a expressao F,, = ————— ¢
Y—¢
valida para todo n natural.
O

4.3 Algumas identidades dos niimeros de Fibonacci

Desde a publicacao do problema dos coelhos, em 1202, muitos matematicos se
dedicaram ao estudo da sequéncia de Fibonacci e inimeras identidades foram des-
cobertas, das quais algumas revelam padroes interessantes entre os nimeros de Fi-
bonacci e a Razdao Aurea. Em 1963, fundou-se a The Fibonacci Association, a qual
dedica-se na busca de novos resultados relacionados aos niimeros de Fibonacci. Se-
gundo Johnson (1987), a associacdo surgiu através do vinculo de amizade entre o
professor de matemaética americano Verner E. Hoggatt Jr. (1921-1980) do San Jose
State College e o irmao Alfred Brousseau (1907-1988) do St. Mary’s College que

frequentemente se reuniam para discutir os niimeros de Fibonacci.

Em dezembro de 1962, o grupo também incluia o professor
Paul Byrd, I. Dale Ruggles, Stanley L. Basin e Terrance A.
Brennan. Foi esse grupo de homens que fundou a Associacao
Fibonacci para proporcionar uma oportunidade aos que com-
partilham do interesse nos nimeros de Fibonacci para trocar
ideias. |[...] Vern e irmao Alfred queriam um jornal para for-
necer uma rapida disseminacao da crescente pesquisa sobre
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4.3 Algumas identidades dos niimeros de Fibonacci

os numeros de Fibonacci e convidar professores e alunos para
compartilharem seu entusiasmo pela mateméatica. (JOHN-
SON, 1987, p. 2, tradu¢ao nossa).

As publicacoes da The Fibonacci Association sao reunidas no perioédico Fibonacci
Quarterly que representa o enfoque do interesse mundial na sequéncia de Fibonacci.
Nesta secao, apresentaremos sete dessas identidades, das quais quatro delas
, e foram estudadas & partir das publicagoes de Fibonacci Quarterly. A
proposi¢ao e o corolério foram estudadas em Zahn (2011) e a proposigao
estudada em Costa (2015). Faz-se necessario ressaltar que cinco destas identi-
dades possuem relacdo direta com a Razdo Aurea, e algumas delas serdo utilizadas

posteriormenteff]

Proposicao 4.4. A soma dos n primeiros nimeros de Fibonacci com indices im-
pares € igual ao numero de Fibonacci subsequente de indice par. Simbolicamente,

Fiy+ F3+ ...+ Fo = Fo,.

Demonstracao: Observe que

F1:F2
Fs=F—F
F5:F6—F4

F2n71 = F2n - F2n72

Somando as equacoes, obtemos a identidade F} + F3 + ... + F5,_1 = F5,.

O

Proposicao 4.5. A soma dos n primeiros numeros de Fibonacci com indices pares é

40 leitor podera encontrar intimeras identidades de Fibonacci no “Books and tables published
by the Fibonaccy Association”, disponivel em: https://www.fq.math.ca/books.html.
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4.3 Algumas identidades dos niimeros de Fibonacci

1gual ao numero de Fibonacci subsequente de indice impar subtraido de uma unidade.

Simbolicamente, Fs + Fy + ... + F5, = Fy, 11 — 1.

Demonstracao: Observe que

Flzl
Fy=F— I
F4:F5—F3

F2n - F2n+1 - F2n—1

Somando as equagoes, obtemos a identidade Fy + Fy + ... + Fy, = F +2n+1 — 1.

O

Proposicao 4.6. A soma das dreas dos quadrados de lados iguais a nimeros con-
secutivos de Fibonacci € igual a drea de um retdngulo de ouro. Simbolicamente,

FP+F}+F+ . +F:=F,F,1,n>1

Demonstracao: Vamos provar esta identidade pelo principio da indugao matema-

tica. Note que a expressao
PP+ 3+ Fi+ .+ F:=F,F

é valida para n = 1 como segue

F?=FF,
Agora, suponhamos que, para todo natural 1 < n < k, seja valida a expressao
FP+Fi+F2+. ..+ F?=F,F,..
Por hipétese de indugao temos FZ + F§ + F? + ... + F} = Fi.Fyy1.
Queremos provar que Ff + Fj + F§ + ...+ FZ + 2., = Fyp1Fryo.
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4.3 Algumas identidades dos niimeros de Fibonacci

Assim, somando F,fﬂ em ambos os membros da equagao
F2 4 F} 4+ Fi+ ...+ F} = FeFra
obtemos

FY 4+ Fy + F5 + o+ FY o+ Fy = FiFi + Fily
= Fi1(Fy + Fi)

= Fri1lhq2

Portanto, pelo principio da indugao, a expressao F2+ Fy+Fi+...+F? = F,F,y

é valida para todo n natural.

O

Tal identidade pode ser interpretada, geometricamente, por meio da area de um
retangulo, o qual é conhecido na literatura como retangulo de ouro, pois a medida
que um novo quadrado é adicionado ao retangulo anterior, suas dimensoes tornam-se
cada vez maiores e, consequentemente, a razao entre estas dimensoes tendem a o,

conforme provaremos na sec¢ao [4.4]

F!+ F} = Fy.F3 ! F? 4+ F}+ F) =F.Fy,
(1D +(1)*=12 1 (1)*+ (1)*+(2)*=23 1

F? + F} + Fy + F} = F,.Fs
(12 + (1) 4+ (2)*+ (3)* =35
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4.3 Algumas identidades dos niimeros de Fibonacci

F? + Fy+ Fy + F} + F? = Fs.Fg
(D + (12 + (22 +(3)*+ (52 =538

Proposicao 4.7. Uma aproximacao para os nimeros de Fibonacci: Se F,, é um

nimero de Fibonacci entdo F, > 0" 2 V¥n > 1.

Demonstragao: Vamos provar esta identidade pelo segundo principio da inducao

matematica. Note que a desigualdade
Fn Z S071—2
é valida para n =1 e n = 2 como segue

1_ 2 2 _
© 1++v5 1+1

1= F|. Logo, Fy > ¢ 1.

Agora, suponhamos que, para todo natural 2 < n < k + 1, a desigualdade

F, > ¢"2 seja valida.
Por hipotese de inducio temos Fy, > "2 e Fj; > oL
Queremos provar que Fy o > ©F.

Assim, Fyyo = Fip1+Fp > " 1402 = 0" 2(p+1). Como p+1 = ¢?, temos:

Frpo > "2 = oF

Portanto, pelo segundo principio da inducao finita, a desigualdade

Fn Z S071—2
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é valida para todo n natural.

OJ
Coroléario 4.8. Se F,, é um nimero de Fibonacci entao o" 2 < F,, < ¢",Vn > 1.
Demonstragao: De fato, pela formula de Binet, temos
e f-Yerter
E pela proposicao segue que
o<, < oh
O

A préxima identidade é conhecida na literatura como identidade de Cassini e
foi demonstrada em 1680 pelo astronomo e matematico italiano Geovani Doménico
Cassini (1625-1712). Mas, segundo Livio (2009), em 1608 Kepler ja havia descoberto
esta interessante identidade em que o quadrado de um niamero qualquer de Fibonacci
difere em uma unidade do produto de seus dois adjacentes na sequéncia. Retornemos

a sequéncia de Fibonacci (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ...) e observe que

1’=12-1
22=13+1
3=25-1
52=38+1
82 =513-1

Fr% = Fp1Fp — (_1)n
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4.3 Algumas identidades dos niimeros de Fibonacci

diferem, alternadamente, de apenas uma unidade.

Proposicdo 4.9. Identidade de Cassini: F? = F,_1F,41 — (—1)",Vn > 1.

Demonstragao:

[ = ()" ™ = ()]

Fy 1 Fpq — (1) = — (="

(p—¢)?
_ 9 — ()" o — (09)"e' + ()" (—1)"
(p—¢)?
_ 9" — ()"l + (@) el + (@) (—1)"
(o —¢')?
_ 97— () (=9’ —pp) + ()" (—1)"
(p —¢')?
_ 9 ()" (=) + %+ () (—1)
(o —¢')?
_ P ()" (@ 1o+ )+ ()" (—1)
(p—¢)?
2n nn N\2n
_ ¢ +?E§;0f L,; (@)™ (o)
_ 9P 4 3(e9)" + ()™ = 5(ee)"
(p—¢)?
_ 9P = 2(p9)" + ()
(p—¢')?
I i s
(p —¢')?
_ [gon - @)T
o —¢
= F?
Para tanto foram usadas as seguintes identidades: ¢! = —¢', (¢)7! = —o,

@P=¢+L"=p+lp+¢ =lepy =-1

Decorre desta identidade um sofisma geométrico apresentado pelo matemaético

Sam Loyd (1841-1911) que se dedicou a matematica recreativa elaborando quebra-
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4.3 Algumas identidades dos niimeros de Fibonacci

cabe(;aﬂ. Tal sofisma é obtido ao considerarmos um quadrado de lado igual a soma
de dois niimeros consecutivos de Fibonacci, no exemplo, o quadrado tem 5 + 8 = 13
unidades e é dividido em quatro partes conforme figura[d.2] de modo que tais pedagos
podem ser justapostos para a obtencao de um retangulo que possui dimensoes iguais
a 8 e 21. Observe que a area do quadrado é igual a 169 unidades enquanto a area

do retangulo é igual a 168 unidades.

8 5} 13 8
\\
/
™~ 5

8 // 8 8 ~L 8

/ 5 Sl

/ N

~L 21
5 T~ 5 .
N Area = 8-21 = 168
T~
13

Area =132 = 169

Figura 4.2: Sofisma Geométrico. Adaptado de (Huntley, 1985, p. 56)

Mas, porque a area do retangulo e do quadrado diferem em uma unidade? A
justificativa para essa diferenca das areas é o fato de que as pecas justapostas nao
se encaixam perfeitamente, porque existe uma folga de uma unidade ao longo das
diagonais do retangulo. E importante observar que, dependendo da escolha dos
ntimeros de Fibonacci, a area do quadrado serd maior que a area do retangulo em
uma unidade e esta diferenca seré sobreposta ao longo das diagonais do retangulo.
Entretanto, veremos na secao @ que existe uma e, somente uma, sequéncia de

numeros de Fibonacci em que a area do quadrado e do retangulo sao iguais.

Proposicao 4.10. A diferenca entre o produto de dois nimeros consecutivos de
Fibonacci e o produto dos dois adjacentes a eles € sempre igual a uma unidade.

Simbolicamente, Fo,10F5,11 — FopFopi3 =1,Yn > 1.

"Existem diversos quebra-cabegas de Sam Loyd, disponiveis em: https://samloyd.com /.
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4.4 O limite da sequéncia de razoes entre niimeros consecutivos de Fibonacci

Demonstragao:
[802714-2 <¢/)2n+2] [90271—1—1 o <90/)2n+1]
FQn 2F2n 1_F2nF2n3 -
. ’ (¢ — ¢)? (p— )2
_ 4n+3 + (@/)4n+3 2n+2(¢/)2n+1 . (@/)2n+2¢2n+1
(b —¢')?
B ¢4n+3 + (¢/)4n+3 _ (70271(%0/)211—&—3 _ (w/)2n¢2n+3
5
_ [— Q22 ()20l ()22 2L 20 ()20 ()20 2048]
5
_ [Hle) e — (o) e + (09) (@) + (¢10) ¢
5
_ et + @)+
5
1+4
_ 1t -1
5
Para tanto foram usadas as seguintes identidades: (¢ — ¢')? = 5, pp’ = —1,

pte' =1L ()P P+ =4

4.4 O limite da sequéncia de razoes entre niimeros

consecutivos de Fibonacci

“Sobre esses numeros famosos e fascinantes, um amigo matemadtico me escreve:
“Todo o romance das fracoes continuas, relagcoes de recorréncia linear,...recai sobre
eles, e eles sao uma fonte de curiosidade inesgotdvel. Como € interessante vé-los

se esforcando para atingir o inatingivel, a Razao Aurea...”

D’Arcy Wentworth Thompson apud Mdrio Lz’vioﬂ

A esta altura o leitor, provavelmente, ja conjecturou mais uma relacdo entre a
sequéncia de Fibonacci e a Razao Aurea. E mesmo fascinante imaginar que uma

sequéncia tao simples que surge do problema da reproducao dos coelhos tenha mais

5D’Arcy Wentworth Thompson (1945 apud LIVIO, 2009, p. 123).
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uma intrinseca relacao com a Razao Aurea. E esta relagao vai se revelando através
das razoes obtidas entre termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci & medida

em que estes assumem valores cada vez maiores. Em concordancia com a anélise

F, 1 F,
apresentada na tabela , onde R, = e - =

E, R, F,1

Ry FZ“II R%z Ffil
1,0000000000 1:1 1,0000000000 1:1
2,0000000000 2:1 0,5000000000 1:2
1,5000000000 312 0,6666666667 2:3
1,6666666667 5:3 0,6000000000 3:95
1,6000000000 8:5 0,6250000000 o: 8
1,6250000000 13: 8 0,6153846153 8§:13
1,6153846154 21:13 0,6190476190 13: 21
1,6190476190 34 : 21 0,6176470588 21: 34
1,6176470588 bH: 34 0,6181818182 34 : 55
1,6181818182 89 : 55 0,6179775281 55 : 89
1,6179775281 144 : 89 0,6180555555 89 : 144
1,6180555556 233 . 144 0,6180257511 144 : 233
1,6180257511 377 1 233 0,6180371353 233 : 377
1,6180371353 610 : 377 0,6180327869 377 : 610
1,6180327869 987 : 610 0,6180344478 610 : 987
1,6180344478 | 1597 : 987 | 0,6180338134 | 987 : 1 597
1,6180338134 | 2 584 : 1 597 | 0,6180340557 | 1 597 : 2 584
1,6180340557 | 4 181 : 2 584 | 0,6180339632 | 2 584 : 4 181

Tabela 4.2: Razao entre termos consecutivos da sequéncia de Fibonacci com uma aproxi-
macao de dez casas decimais. (A autora)

Compare ¢ = 1,6180339887 e ¢! 2 0,6180339887 (até a décima casa decimal)
com os quocientes da tabela e observe que, a medida em que os termos da
sequéncia assumem valores cada vez maiores, a razao entre esses termos se aproxima

cada vez mais da Razao Aurea, alternadamente, por falta e por excesso.

Este fato nos leva a conjectura de que a sequéncia obtida pela razao entre termos
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4.4 O limite da sequéncia de razoes entre niimeros consecutivos de Fibonacci

Fn+1
F,
,(n > 1), tende para

consecutivos da sequéncia de Fibonacci, denotada por R, = ,(n > 1), tende

1 F,
para ¢ a medida que n tende a infinito, bem como — = —2!
R, F,
1

¢~ & medida que n tende a infinito. Como veremos, esta conjectura foi provada,

em 1753, pelo matematico escocés Robert Simson (1687-1768). Mas, pouco mais de
um século antes, Kepler ja havia observado esta relacao, como a descreve em uma

carta destinada a um professor da cidade de Leipzig que data de 1608:

[--.] quanto mais avancarmos a partir do primeiro nimero, mais perfeito
fica o exemplo. Sejam os menores ntimeros 1 e 1...some-0s, e a soma sera
2; some esse com o ultimo dos uns, resultando 3. Some 2 a isso, e tenha
5. Some 3, e tenha 8; 5 e 8, 13; 8 e 13, 21. Assim como 5 esta para 8,
8 estd para 13, aproximadamente, e 8 estd para 13, assim como 13 esté
para 21, aproximadamente. Johannes Kepler (1608 apud LIVIO, 2009,
p. 176).

Apresentaremos a demonstracao dessa conjectura para o caso em que a sequéncia
1

R, se aproxima de ¢. O caso em que R_n se aproxima de ¢! & totalmente andlogo.
Mas, para tanto, antes analisaremos duas subsequéncias de (R,,)=(1; 2; 1,5; 1,6; 1,6;
1,625; ...). A subsequéncia de indices pares Ry, e a subsequéncia de indices impares
Ron—1. Por meio da tabela[d.2] observe que a subsequéncia de indices impares Ry,
= (1; 1,5; 1,6; ...) & estritamente crescente e limitada inferiormente por 1 e a
subsequéncia de indices pares Ry, = (2; 1,6; 1,625;...) ¢é estritamente decrescente

e limitada superiormente por 2. Tal observacao serd demonstrada nas proposicoes

1Tl e E121

Proposicao 4.11. A sequéncia R, possui uma subsequéncia de indices impares

R, _1 estritamente crescente para todo n > 1.

Demonstracao: A subsequéncia de indices impares Ra,_1 é crescente se, e somente

FQn FQn

, . +2

se, Ron_1 < Roni1, Vn = 1 o que é equivalente a mostrar que < )
2n—1 F2n+1

Assim, dividindo a identidade Fy, 9F5, 1 — Fo,Fo,13 = 1, referida na proposicao
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TT0} por a1 Fyn1, obtemos

Fonpolont1  Fonkbonss 1
Fono1Fong1 Fop1Foni1 Fop1Fonia
<:>F2n+2F2n+1 — FonFonys 1
Fon_1Foni1 Fon1Fo41
<:>F2n+2F2n+1 — Fon(Foni1 + Fonyo) _ 1
Fon 1Foni1 Fon1Fon i1
FonioFoni1 — FonFoni1 — FopFopia 1
Fon_1Fon11 By 1B
@anu(anH — Fon) — FonFonga 1
Fon1Fon 1 Fon1Fani1
Fonyolbon 1 — Fopbony1 1
Fon1Foni1 By 1Fons
Fonyo I 50

F2n+1 F2n—1 FQ'rL—lFQn—H

F2n F2n+2
= <
Fon1 Fopga

Para tanto foi usada a seguinte identidade Fy, 1 — Fb, = F5, 1.

O

Proposicao 4.12. A sequéncia R, possui uma subsequéncia de indices pares Ra,

estritamente decrescente para todo n > 1.

Demonstracao: A subsequéncia de indices pares Ry, é decrescente se, e somente

se, Rop > Ronyo, YN > 1 0 que é equivalente a mostrar que

F2n+1 F2n+3
>
F2n F2n+2

. Assim,

dividindo a identidade Fb, oF5,11 — Fo,Fonis = 1 por Fy, o F5,, obtemos:

F2n+2 F2n+ 1

FonForys 1

F2n+2F2n
F2n+1 F2n+3

F2n+2F2n F2n+2F2n

1
>0

FQn F2n+2 F2n+2F2n

Foniq - Fonys
F2n F2n+2

O

Na demonstracao do limite da sequéncia de razoes entre nimeros consecutivos



4.4 O limite da sequéncia de razoes entre niimeros consecutivos de Fibonacci

de Fibonacci, utilizaremos as proposicoes e da identidade de Cassini de-
monstrada da proposi¢ao e do lema [4.13]

Lema 4.13. O Principio dos Intervalos Encaixantes: Se I[,[,... ¢ uma
sequéncia de intervalos fechados e limitados tais que Iy O Iy, O ..I,,D ..., e se
o comprimento de I,,n > 1, tende a zero quando n tende a infinito, entao existe
um, e somente um numero real que pertence a todos os intervalos da sequéncia, ou

seja, existe o limite.

Teorema 4.14. O limite da sequéncia de razoes entre nuimeros consecu-
tivos de Fibonacci: A sequéncia de Fibonacci € definida, recursivamente, por

Fooo = Fo1+F,(n > 1), com F1 =1 e Fy, = 1. Seja a raziao entre nimeros

F, R 4
consecutivos de Fibonacci dada por R, = F+1 (n > 1), entao lim F+1 =
n n—oo n

Demonstracao: Seja I, = [Ry,_1, Ra,](n > 1) uma sequéncia de intervalos fecha-
dos e limitados. Tal sequéncia é encaixante uma vez que a subsequéncia (Ry,_1) ¢
estritamente crescente e limitada inferiormente por 1, assim como, a subsequéncia
(Ra,) é estritamente decrescente e limitada superiormente por 2. Em consequéncia
destas caracteristicas, decorre que Ry, Rs] D [R3, R4] O [R5, Rg) 2 .... Agora, se
mostrarmos que o limite do comprimento do n-ésimo intervalo tende a zero a medida
que n tende a infinito, o lema dos intervalos encaixantes nos garante que a
sequéncia [Ry, Ryl, [R3, R4], [R5, Rg]... possui um tnico nimero real que pertence a

todos estes intervalos, de sorte que, o limite existe.

O comprimento de I,, = [Ro,—1, Ry, Y1 > 1 & dado por || = Rep — Rop—1.
A partir da identidade de Cassini F22n = Fy 1 Fony1 — (—1)2”, podemos obter uma

expressao equivalente & Ry, — Rs,_1 para a analise do limite.
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4.4 O limite da sequéncia de razoes entre niimeros consecutivos de Fibonacci

Dividindo F%, = Fy, — 1Fy,1 — (—1)?" por Fy, Fy, 1, obtemos:

F22n _ F2n71F2n+1 N (_1)271
F2nF2n71 anan,1 F2nF2n71
Fon  Foun (21

& = — 2n é par para todon € N
FQn—l F2n FQnFZn—l [ ]

PN FQn _ F2n+1 i 1
FQn—l F2n FQnFQn—l
F, Fy, 1
241 Fon 50
F2n F2n—1 FQnF2n—1
F2n+1 FZn 1
Como — = Ry, — Ry,_1, decorre que Ry, — Royy.1 = ————.
F2n F2n71 1 FQnF2n71
Consequentemente, lim |[,| = lim ———— = 0. Segue que, o comprimento de

I,,VYn > 1 tende a zero & medida que n tende a infinito. Portanto, visto que a

sequéncia dos intervalos fechados [Ry, Ro] D [Rs, Ry4] 2 [R5, Rg| 2 ... é encaixante e

lim |I,,| = 0, pelo lema [4.13| temos que existe um unico L € R tal que lim R, = L.
n—oo n—oo

Consideremos a relacao de recorréncia da sequéncia de Fibonacci dada por

Fn+2:Fn+1+Fn

Dividindo-a por F),;1, obtemos:

1
Rn+1:1+R—n

Como lim R, = L, entao lim R, = L uma vez que (R, 1) é uma subsequéncia
n—oo n—oo

de (R,). Decorre que,

1
L:1+E@L2—L—1:0

cujas raizes sao iguais a
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Temos que a sequéncia (R,) possui apenas termos positivos, logo nao pode con-

vergir para ¢’ < 0. Portanto, conclui-se que:

1. Fn+1 o
1m =

n—oo F,

4.4.1 A relacao entre a sequéncia de Fibonacci e a mais sim-

ples das fracoes continuas

Como vimos na se¢ao[2.9.1] ¢ pode ser representado pela mais simples das fracoes

continuas infinitas

p=1+

(4.4.1)

1+

L
1 [
+1+...

O que sugere que o valor de ¢ pode ser obtido por meio de aproximagoes suces-

sivas da fracao continua [4.4.1]

1 2 1 3 1 5
1=1,000; 1+====2,000; 1+—— =>=1,500; 1l+————— == =1,666
11 1+1 2 14 L 3
+
1+1
1 8 1 13
L ———3— = =1,600; 1+ i =5 = 1,625;...

1+1 Ly

141

Observe que essas aproximacoes sucessivas, que convergem para a Razao Aurea,

formam a mesma sequéncia das razoes entre nimeros consecutivos da sequéncia de

2 3 5 8 13
? 1 J 2 ? 3 ? 5 J 8 P
Segundo Huntley (1985), este resultado, belo em sua simplicidade clara, evidencia a

Fibonacci: 1 ., € como vimos, essa sequéncia converge para .

mais intima relagao entre a Razao Aurea e a sequéncia de Fibonacci.
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4.5 Sequéncias de Fibonacci generalizadas

4.5 Sequéncias de Fibonacci generalizadas

“[...] ¢, em conformidade com sua caracteristica de aparecer inesperadamente em
locais estranhos, estd relacionado com qualquer sequéncia de inteiros formada de
acordo com a ler sequndo a qual cada termo € a soma dos dois termos anteriores,
quaisquer que sejam os dois primeiros termos [...[. A razdo de termos sucessivos,

)

aproxima-se cada vez mais de ¢ & medida que n aumenta.’

H.E. Huntley

Uma caracteristica marcante das relagoes de recorréncias lineares de segunda
ordem é o fato de que a sequéncia s6 é unicamente determinada se forem conhe-
cidos seus dois primeiros termos. Caso isso nao ocorra, podemos obter, a partir
da mesma relacao de recorréncia, infinitas sequéncias distintas entre si, bastando
apenas escolher arbitrariamente seus termos iniciais. Decorre que a relacao de re-
corréncia F,o = F,y1 + F,,Vn > 1, em que os dois primeiros termos nao sao
pré-determinados, produz sequéncias de Fibonacci distintas, as quais sao conheci-
das na literatura como sequéncias de Fibonacci generalizadas. Cada termo dessa
sequéncia generalizada é conhecido como niimero de Fibonacci generalizado e é de-
notado por G,,Vn > 1. Para as sequéncias generalizadas denotaremos a relacao de

recorréncia por G0 = Gy + G,,Vn > 1.

Considerando os termos iniciais G; = p e G = ¢ com p, q € R, todas as sequén-

cias de Fibonacci generalizadas sao da forma

p,q,1p+1q,1p + 2q,2p + 3q,3p + 5q,5p + 8¢, ... (4.5.1)

Note que na sequéncia [4.5.1] os coeficientes sucessivos de p e ¢ sao os termos da

sequéncia de Fibonacci. Assim, podemos representar tal sequéncia pela relagao de
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4.5 Sequéncias de Fibonacci generalizadas

recorréncia

Gpio = Fop+ Fo,11q ouainda, G,.9=F,G + F,;1G2Yn>1

Outra propriedade interessante dessas sequéncias é a de preservar sua intrinseca
relagdio com a Razdo Aurea. Segundo Knott (1998), em todos os aspectos das
sequéncias generalizadas, sao os proprios niimeros de Fibonacci e a Razao Aurea que
novamente assumem os papéis principais. Como mostraremos na proposicao [4.15, a
expressao para o termo geral para as sequéncias generalizadas G,, = ap" + 5(¢')"

possui solucao para quaisquer que sejam seus termos iniciais.

Proposicao 4.15. Seja uma sequéncia de Fibonacci generalizada obtida pela relag¢ao

de recorréncia Guio = G + Gp,Yn > 1. Entao, existem o e € R tais que

Gn = ap”™ + B()"

Demonstracao: Vamos provar este fato pelo segundo principio da indu¢ao mate-

mética. Para n =1 e n = 2 obtemos o sistema

ap+ B () =F
ap? + B (¢)° = F

De fato, a e # sao unicamente determinados uma vez que

v ¢ 1+v5)\ (3—-V5 3+v5) (1-+5

o (50) (57)-(59) (57) -
O'Fy — F ok — Fy

quuea:meﬁzm.

Agora, suponhamos que, para todo natural 2 < n < k+1, seja véilida a expressao
Fn = oggpn + B(@l)n
k1

Por hipotese de inducao temos F, = ap® + B(0)F e Frp1 = ap*tt + B(¢)

Queremos provar que Fj o = a2 + B(¢')*2,
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Assim, temos

Fryo = Fip1 + F,
= a4+ B+ ap + B9
= (o +1) + B() (¥ +1)
= ag®(¢%) + B(¢)"[(¢')]

= a4 B

O

Mais interessante ainda é supor que, quaisquer que sejam os dois termos inicias

Gn+1

da sequéncia, a razao entre dois termos consecutivos se aproxima da Razao

n

Aurea a medida em que n tende para infinito. Demonstraremos essa propriedade no

teorema 4,10

Teorema 4.16. O limite da razao entre niimeros consecutivos da sequéncia

de Fibonacci generalizada: Seja G,, = ap™ + (') uma sequéncia de Fibonacci

Gn+1
GTL
com termos iguais a ¢’ e, portanto, possui limite igual a ©'. Se a # 0,a sequéncia
Gn+1
Gn

generalizada nao nula. Se a = 0 e § # 0 a sequéncia ,Vn > 1 € constante

,Vn > 1, é convergente com limite igual a .

Demonstracao: Se a =0 e § # 0 entao G,, = 5(¢')".
Gn+1 _ 6(90,)n+1
Gn Ble' )"

limite igual a ¢'.

Logo,

= ¢/,¥n > 1. Portanto, a sequéncia é constante e possui

Se ar # 0, observemos a priori que existe um tnico n tal que G,, = 0. De fato,

e se =0 entao G, = ap" #0,Vn > 1.

IN T
!
e se §#£0, entdo G,, = ap™ + B( )" =0 & ap” = —( )" & (ﬁ) — _B'
¥
IN T
Como ¢’ # ¢, as poténcias (£> sao todas distintas. Decorre que a igualdade
¥
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4.6 A sequéncia de Fibonacci na Natureza

IN T
2 (6% . P .
(— = —— se verifica para, no maximo, um valor ny. Portanto, a partir
2

. N . Gn+1
de um certo natural n pode-se construir a sequéncia

. Desse modo, por
n

meio de algumas manipulacoes algébricas obtemos

Gnt1 _ a™t + Bt _ (o + O™ H1)
Gn a7 (a+pBo")

/
Em que 6 = L —0,38196.... Assim, pelo Teorema do Teste da Razao, como
2

|0| < 1 entdo temos que lim 6" = 0. Utilizando as propriedades operatorias
n—rro0

n+1

de limite, tem - se que é convergente com limite igual a ¢.

n

O

Dentre essas sequéncias de Fibonacci generalizadas, uma em especial com ter-
mos iniciais iguais a 2 e 1, foi extensivamente estudada pelo matematico francés
Frangois Edouard Anatole Lucas (1842-1891) e apos sua publicagdo, em 1877, ficou
conhecida como sequéncia de Lucas (2, 1,3,4,7,11, 18, 29, ...), a qual possui inimeras

identidades relacionadas aos numeros de Fibonacci.

Faz-se necessario ressaltar que, em nosso contexto, nos limitamos a indices na-
turais para a sequéncia de Fibonacci bem como suas generalizadas. Mas, segundo
Dunlap (1997), Edouard Lucas mostrou que tais sequéncias podem ser estentidas a

indices inteiros.

4.6 A sequéncia de Fibonacci na Natureza

“Vejo o nimero cinco em quase todas as flores que se tornam frutas, isto €,
criacdo, e que existem nao por sua propria razdao, mas pela fruta que vird a sequir
[...]. Na minha opinido, a propagacio das plantas e os atos reprodutivos dos
animais estao na mesma razao da propor¢ao geométrica, ou proporcao representada

por segmentos de linhas, e a proporcao expressa aritmética ou numericamente.”
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4.6 A sequéncia de Fibonacci na Natureza

Johannes Kepler apud Mdrio Livz'dZ]

A filotaxia (phyllotaxis, do grego: arranjo das folhas) é o ramo da Botanica
dedicado ao estudo dos padroes na disposicao das folhas ao longo do caule das
plantas. O principal interesse do botanico na disposicao das folhas é a maneira
como elas estao separadas entre si, pois este ¢ um fator determinante para assegurar

a exposicao destas folhas & umidade do ar e a luz solar.

O crescimento do caule e do ramo de uma planta produz folhas que sao distri-
buidas ao longo desse caule com um espacamento regular. Tais folhas crescem em
posicoes que otimizam sua exposicao aos fatores ambientais essenciais para o seu
desenvolvimento. A disposicao dessas folhas é caracterizada por uma espiral que
passa pelo ramo de cada folha até chegar no primeiro ramo diretamente acima do
ramo inicial, conforme figura 4.3} Considerando p o ntumero de voltas da espiral em
torno do caule para passar pelos ramos e ¢ o nimero de ramos por onde a espiral

passou, entao a fracao b representa a chamada razao filotaxica das plantas.
q

Figura 4.3: A disposicio das folhas caracterizada por uma espiral. (LIVIO, 2009, p. 130)

"Johannes Kepler (1608 apud LIVIO, 2009, p. 178).
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4.6 A sequéncia de Fibonacci na Natureza

Huntley (1985) e Livio (2009), elencam as razoes filotaxicas de algumas plantas

conforme tabela

Razao filotaxica Tipo de plantas
% gramineas comuns; tilias americanas
% ciperaceas; aveleira; amoreira; faia
% macieira; carvalho; damasqueiro
% tanchagens; pereira; salgueiro-chorao
= liliaceas

Tabela 4.3: Razao filotédxica de algumas plantas. (A autora)

Essas razoes filotaxicas exibem a relacao entre filotaxia e os ntimeros de Fibo-
nacci. Segundo Huntley (1985), tais fragdes sdo as convergentes da fracdo continua

que, quando prolongada um nimero infinito de termos, converge para o reci-

proco de ¢

(l)z _ % n 1 1 (4.6.1)

14—
+1+...

A regra geral de que estas razoes filotaxicas podem ser expressas por niimeros
da sequéncia de Fibonacci é o resultado de pesquisas realizadas no século XIX pe-
los botanicos Karl Friedric Schimper (1803-1867), Alexander Braun (1805-1877),
Louis Bravais (1801-1843) e do cristalografof| Auguste Bravais (1811-1863). Além
disso, eles também observaram relagoes entre ntimeros de Fibonacci consecutivos e

o conjunto de linhas espirais de pinhas e abacaxis.

Os irmaos Bravais descobriram que, conforme o caule das plantas cresce, as folhas

prosseguem, em geral, sob o mesmo angulo de, aproximadamente, 137,5°. Observe

o

que = 222,5° é o replemento de 137,5°, angulo este que ficou conhecido na

8(Ciencia que classifica e descreve os cristais.
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literatura como dngulo dureo. Logo apds esta descoberta, um resultado muito im-

portante também foi observado

num trabalho pioneiro em 1907, o matemético alemdo G. van Iterson
mostrou que, se considerarmos pontos sucessivos separados por 137, 5°
em espirais firmemente enroladas, nossa vista iria perceber uma familia
de padroes espirais girando no sentido horario e uma no anti - horario. Os
numeros de espirais nas duas familias tendem a ser nimeros consecutivos
de Fibonacci, pois a razio desses niimeros se aproxima da Razdo Aurea.
(LIVIO, 2009, p. 132).

Um belo exemplo desse tipo de espirais é o arranjo das sementes dos girassois
que estao em um padrao de espirais tanto no sentido horirio quanto no sentido
anti-horario. A quantidade dessas espirais depende do tamanho do girassol, o mais
comum ¢é o girassol que possui 34 espirais em um dos sentidos e 55 no outro. Observe
que a quantidade de espirais trata-se de ntiimeros consecutivos de Fibonacci, assim

como os girassois com 89 e 55, 89 e 144 espirais em sentidos opostos.

Figura 4.4: Margarida. (KNOTT, 1998, documento eletronico)
A otimizagao na disposicao das sementes do girassol é justificada pelo angulo,

1
observado por Iterson, de 137,5° que corresponde a — = 0,618 rotacoes de 222, 5°.
2

Essa otimizacao esté relacionada ao grau de irracionalidade do ntimero de rotacoes

124



4.6 A sequéncia de Fibonacci na Natureza

considerados, quanto maior for o grau de irracionalidade menor é a chance das

sementes retornarem a posi¢ao inicial, evitando-se o alinhamento das sementes.

Mo
[N
(AN
(&)

Figura 4.5: Angulo 4dureo. (PTERCE, 2018, documento eletrénico)

Através de um simulador onlineﬂ podemos observar a disposicao das sementes
do girassol de acordo com o nimero de rotagoes que desejarmos. Uma vez que
esta disposi¢ao depende do grau de irracionalidade, seria interessante considerarmos
o nimero 7™ que é um irracional transcendente. Porém, ao considerarmos 7 rota-
coes, obtemos uma disposicao que contém grandes lacunas, mas se considerarmos
Y ou ; rotacoes, a disposicao das sementes do girassol é otimizada uma vez que

consideramos o “mais irracional” dos irracionais.

Rotagéo de cada vez: 3.1415926 | Vai | Pare Rotacéo de cada vez:| 0.6180339 || Vai | Pare Rotagéo de cada vez: 1.6180339 | Vai | Pare

(a) (b) (c)

1
Figura 4.6: (a) 7 rotacoes. (b) — rotagoes. (c) ¢ rotagoes. (PIERCE, 2018, documento
¥

eletronico)

90 simulador online da otimizacdo na disposicdo das sementes de girassol esta disponivel em:
https://www.mathsisfun.com /numbers/nature-golden-ratio-fibonacci.html.
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4.6 A sequéncia de Fibonacci na Natureza

O ntmero de pétalas de algumas flores também revelam niimeros de Fibonacci,

bem como alguns nimeros de Lucas. Como mostra a figura

Figura 4.7: Flores com 2, 3, 4, 5, 6, 7 e 8 pétalas. (Google Imagens)

Observe que 2, 3, 5 e 8 sao numeros de Fibonacci e 4 é um ntmero de Lucas.
Mas, é importante observar que muitos desses niimeros que ocorrem na natureza,

geralmente, sao nimeros de Fibonacci mas,

deve-se admitir francamente que em algumas plantas os nimeros nao
pertencem a sequéncia de nimeros de Fibonacci, mas & sequéncia de
Lucas, ou mesmo as sequéncias ainda mais anémalas 3, 1, 4, 5, 9,... ou
5,2,7,9, 16,.... Assim, devemos encarar o fato de que a filotaxia nao
é realmente uma lei universal, mas apenas uma tendéncia fascinante e
predominante. (COXETER, 1969, p. 172).

Portanto, as regras da filotaxia nao é uma lei que se aplica a todas as circuns-
tancias e como observou Zahn (2011), em seu livro A sequéncia de Fibonacci e o
Niumero de Ouro, nao podemos sair mundo a fora “fibonatizando” tudo que aparece

em nossa frente.
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4.7 A relacao entre as poténcias de ¢ e a sequéncia

de Fibonacci

As relacoes entre os nimeros de Fibonacci e a Razao Aurea nao se limitam
as propriedades até aqui mencionadas, apresentaremos mais duas proposicoes que
relacionam as poténcias de ¢ e a sequéncia de Fibonacci com base em Zahn (2011)

e Contador (2007). Para tanto, consideremos a priori a equacao caracteristica da

recorréncia que define a sequéncia de Fibonacci 7> = r + 1 e sua raiz positiva
1++5 . . 1
r o= 2\/— = . Obtemos assim a equagao p? = ¢ + 1 que se multiplicada

sucessivamente por ¢, produz a seguinte sequéncia

=+
ol = B 4
=9+
W° =¢° + ¢!
90”+2 :gpn+1_’_¢n

n—+2

Tal sequéncia nos leva a conjecturar que @2 = "t 4+ " Vn > 0. Provaremos

esta conjectura na proposicao [£.17]

Proposicao 4.17 (Soma de poténcias de ¢). A soma de duas poténcias conse-

cutivas de ¢ € igual a poténcia de ¢ subsequente "2 = "t 4+ " ¥n >0

Demonstracgao: Para o caso em que n = 0 basta observar que

=0+’ =p+1
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Agora, para os casos em que n > 1, basta observar que

P =gt = M (p 1) = " "

A partir da validade da proposicao obtemos uma sequéncia interessante
(©°,0h, 0% 0% 0!, 0%, 0%, 05, ) (4.7.1)

A priori, podemos classifica-la como uma sequéncia de Fibonacci generalizada
com termos iniciais iguais a 1 e ¢, uma vez que cada poténcia de ¢ é obtida pela
soma de duas poténcias de ¢ antecedentes. Além disso, também podemos classifica-
la como uma progressao geométrica de razao igual a o, motivo pelo qual esta sequén-
cia é conhecida como progressao geométrica durea. Nessas circunstancias, temos uma
sequéncia numeérica simultaneamente geométrica e aditiva que, segundo Contador
(2007), este & o motivo pelo qual esta sequéncia desempenha papel de grande impor-

tancia no estudo do crescimento e da vida de organismos, em especial na botanica.

Pelo fato de tratar-se de uma sequéncia de Fibonacci generalizada, uma
vez que cada termo é obtido pela soma dos dois termos antecedentes, obtém-se de

que a progressao geométrica aurea também pode ser escrita da seguinte forma

(Lo, 1+ ¢, 1420,24+ 30,3+ 50,5+ 8p, ..., Fj_1 + Frp)

ou seja, " = F,_1 + F,p,Yn > 1. Tal conjectura pode ser provada, novamente,

pela inducao matematica.

Proposicao 4.18. (Poténcias de @) ¢" = F, 1 + F,p,Vn > 1.

Demonstragao: Vamos provar tal proposicao pelo principio da indugao matema-
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tica. Observe que a expressao ¢" = F,_1 + F,p ¢ valida para n = 2 como segue
P =F+Fhp=1+¢p

Agora, suponhamos que, para todo natural 2 < n < k, seja véalida a expressao
SOTL =1Ilpa+ Fn@
Por hipétese de inducdo, temos ©* = Fj,_1 + Fjo.

Queremos mostrar a validade de p**! = Fj, + Fj 1. Assim,

P =
= (Fi—1 + Frp)p
= Fi_1¢ + Fip?
= Fi1p+ Fi(1+ o)
= Fyap+ Fy + Fryp
= I+ (Fr1 + Fi)yp

= Fi + Fir1p

Portanto, pelo principio da inducao matematica, ¢" = F,,_1 + F,o,Vn > 1.

O

Agora estamos em condicoes favordveis para retornarmos ao sofisma geométrico
decorrente da identidade observada por Kepler, referente a proposicao [4.3] que foi

apresentada por Sam Loyd.

Considere um quadrado, como descrito no sofisma, cujo comprimento do lado seja
igual a soma de dois numeros consecutivos da sequéncia de Fibonacci generalizada
1.7 O retangulo formado pela justaposicdo das quatro pecas terd encaixe perfeito,
sem sobra ou excesso de area, ou seja, a area do quadrado serd exatamente igual

a area do retangulo. Podemos entao concluir que o sofisma nao ocorre quando a
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sequéncia considerada for a sequéncia de Fibonacci generalizada cujos termos inicias

sao iguais a 1 e . Em concordancia com a figura [4.8

® 1 p+1 ®

20+1

Area = ¢ (20 +1) =3¢ +2

p+1

Area = (p+1)"=3p+2

Figura 4.8: Interpretagao geométrica. Adaptado de (HUNTLEY, 1985, p. 57)

4.8 O teorema de Zeckendorf e a decomposicao em
niimeros de Fibonacci por sequéncias binarias

finitas

Durante a II Guerra Mundial (1939-1945), conflito militar entre a maior parte
das nagoes do mundo, um oficial do exército Bélga concederia & Matematica um
teorema que relaciona todo inteiro positivo com a sequéncia de Fibonacci. Segundo
Kimberling (1998), Edouard Zeckendorf (1901-1983), nascido em Liége, na Bélgica,
iniciou seus estudos logo apds o fim da I Guerra Mundial e formou-se médico ci-
rurgiao em 1925, mesmo ano em que tornou-se oficial do exército Bélga. Em 1939,
eclode a IT Guerra Mundial e, em 1940, o exército Alemao invade a Bélgica e Zec-
kendorf torna-se prisioneiro de guerra onde permaneceu até 1945 prestando assis-
téncia médica aos prisioneiros aliados. Neste periodo, Zeckendorf, um apreciador
da matemaética, desenvolveu seu trabalho em Teoria dos Numeros no qual enunciou
o teorema que hoje é conhecido por seu nome. Zeckendorf mostrou que todo nu-

mero inteiro positivo pode ser escrito, de forma tnica, como soma de nimeros de

130



4.8 O teorema de Zeckendorf e a decomposi¢ao em niimeros de Fibonacci por
sequéncias bindrias finitas

Fibonacci distintos e nao consecutivos. Para tanto, considerou o conjunto de ni-
meros de Fibonacci (Fy, F3, Fy,...) um conjunto completo, uma vez que o interesse

concentra-se em nimeros de Fibonacci distintos.

Para compreendermos melhor o teorema, tomemos como exemplo o nimero 10
que pode ser escrito como 5+ 3+ 2 ou 8+ 2. Observe que na primeira representacao
temos trés nimeros de Fibonacci consecutivos, o que nao pode ocorrer de acordo
com o enunciado do Teorema de Zeckendorf, deste modo 10 = 8 + 2 = F5 + F5.
E interessante observar que na impossibilidade de utilizar-se de dois ntmeros de
Fibonacci consecutivos, podemos utilizar o niimero subsequente que é exatamente
igual a soma dos dois antecedentes, ou seja, 5+ 3 = 8. Este fato garante a unicidade

da escrita como soma de numeros de Fibonacci distintos e nao consecutivos.

Provaremos esse teorema com base na demonstracdo de Cerioli (2003), para
tanto, utilizaremos uma jun¢ao das identidades descritas nas proposigoes e
da qual decorre a igualdade Fj_| + Fj_3+ ...+ F. = F;, — 1, onde ¢ = 3 sempre que

k for par e ¢ = 2 sempre que k for impar.

Teorema 4.19. Teorema de Zeckendorf: Todo inteiro positivo pode ser escrito

de forma tinica como soma de nimeros de Fibonacci distintos e nao consecutivos.

Demonstragao: Por meio do método de inducao, vamos provar que todo inteiro
positivo pode ser escrito como soma de nimeros de Fibonacci distintos e nao con-
secutivos. A priori, observe que o teorema é valido para n < 4 pois, neste caso, n
¢ um numero de Fibonacci. Portanto, consideremos n > 4 e suponhamos que todo
inteiro positivo menor que n pode ser escrito como soma de numeros de Fibonacci

distintos e ndo consecutivos.

Tomemos o maior nimero de Fibonacci F), tal que F,, < n < F,y1, o que é
sempre possivel ja que a sequéncia de Fibonacci é estritamente crescente. Desta
forma, temos que n = F),, + k sendo k inteiro tal que 0 < k <ne k < F,_;. Se nao

fosse assim, teriamos uma contradicao n = F,, + k > F,, + F,,_1 = F,11.

131
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Agora, se k = 0 entao temos que n = F,, e nada nos resta provar. Mas, se k > 0
e sendo k < n temos, por hipotese de inducao, que k pode ser escrito como soma de
numeros de Fibonacci distintos, nao consecutivos e menores que F,,_;. Decorre que
n = F, +k também pode ser escrito dessa forma, ou seja, tem-se uma decomposicao

de n em soma de nimeros de Fibonacci distintos e ndo consecutivos.

Além disso, tal decomposicao é tinica. Suponha, por absurdo, que existam duas
decomposicoes distintas de n. Assim, terfamos duas sequéncias binarias distintas a
e b tais que n = boFy + ... + b, F,, = aoFs + ... + a, F,,. Sem perda de generalidade,
seja ap, = 1 e by = 0, de forma que k seja o maior indice possivel para o qual as
sequéncias diferem. Assim, aoFs + ... + apF) = boFs + ... + bp_1 Fj_1.

Se a;, = 1 entao asFy + ... + apFy > Fj.. Por outro lado, observe que as possibi-

lidades para a soma do tipo by_oFj_o + bx_1Fk_1 sao as seguintes:

® 5S¢ bk,Q =0e bk,1 =1 entao bk,QFk,Q + bklekfl = kal;
® Se bk_g =1le bk:—l = ( entao bk_QFk_Q + bk:—le;—l = Fk_g;

® S¢ bk,Q = bk,1 = 0 entao bk,QFk,Q + bklekfl =0

Das hipo6teses acima temos que Fj._; é o maior valor possivel para a soma, ou seja,
br_oFk_o+br_1Fr_1 < Fj,_1. Analogamente, temos que by_4Fy_4+br_3Fp_3 < Fj_3.
Decorre, entao, a desigualdade boF + ... + bp 1 Fp 1 < Fy_1 + Fr_3+ ... + F,. onde
¢ = 3 sempre que k for par e ¢ = 2 sempre que k for impar. Assim, pelas proposicoes
e temos que boFo + ... + b1 F 1 < Fp_ 1+ Fps+..+F.=F,—1<FE,.

O que implica em uma contradicao.

O

Além da representacao tinica de um nimero inteiro positivo como soma de ni-

meros de Fibonacci distintos e nao consecutivos, podemos representar esta soma por
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sequéncias binarias finitas (0s e 1s), como por exemplo,

10=8+42=Fs+ Fy=1F;+0F; +0F, + 1F; + 0F.

Tal representagao pode ser denotada por 10 = (10010)r que segue o padrdo
da representagao de um numero inteiro positivo na base binaria. Segundo Dunlap
(1997), o sistema binario tém como fundamento o fato de que as poténcias de base
2 formam um conjunto completo, o que significa que qualquer inteiro positivo M

pode ser escrito como soma de um nimero finito de poténcias de base 2.

Essa representacao é feita escolhendo-se adequadamente os coeficientes binarios

o; = (0,1). Simbolicamente,

M = Z 0;2', sendo n tal que 2" < M < 2!
=0

Por exemplo, a representacao binaria do ntimero

10=8+2=24+2'"=1224+022+1.2'+02"

tal que 22 < 10 < 2% pode ser denotada por 10 = (1010)s.

Da mesma forma, todo nimero inteiro positivo N pode ser representado como
uma soma finita de ntimeros de Fibonacci distintos e nao consecutivos considerando
apropriadamente os coeficientes binarios o; = (0,1). Tal representacdo de N é

chamada de decomposicao de N em ntumeros de Fibonacci. Simbolicamente,
n
N = Z o;F;, sendo n tal que F,, >1
i=2

Estabelecemos na tabela [4.4] um comparativo com a decomposi¢ao em nimeros
de Fibonacci, dos quinze primeiros inteiros positivos, e a decomposi¢ao binaria dos
mesmos. Observe que na decomposicao em ntimeros de Fibonacci, nao hé ocorréncia

de 1s consecutivos, isso ocorre porque a decomposicao garante que os nimeros de
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Fibonacci sdo nao consecutivos.

Inteiro | Decomposi¢cao em | Decomposicao
Positivo | nimeros de Fibonacci binaria
1 1 1
2 10 10
3 100 11
4 101 100
5 1000 101
6 1001 110
7 1010 111
8 10000 1000
9 10001 1001
10 10010 1010
11 10100 1011
12 10101 1100
13 100000 1101
14 100001 1110
15 100010 1111

Tabela 4.4: Decomposicoes em ntmeros de Fibonacci e bindria dos quinze primeiros inteiros
positivos. Adaptado de (DUNLAP, 1997, p. 75)

4.9 A corda dourada e os padroes na decomposicao

em numeros de Fibonacci

A corda dourada é obtida a partir da sequéncia determinada pelo problema dos
coelhos. Se considerarmos a representagao grafica genealogica dos coelhos (Figura
, apresentada no inicio deste capitulo, e simbolizarmos os casais de filhotes por
0Os e os casais de adultos por 1s, obtemos a geracao de coelhos a cada més em cadeias

de bits. Em concordancia com os dados da tabela
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Més | Geracao de coelhos em cadeias de bits
1 1

2 10
3 101
4 10110
5

6

10110101
1011010110110

n 1011010110110...

Tabela 4.5: Geragao de coelhos em cadeias de bits a cada més. Adaptado de (KNOTT,
1998, documento eletronico)

Segundo Knott (1998), a geracao de coelhos em cadeias de bits a cada més sao
chamadas de palavras finitas de Fibonacci e sao obtidas considerando-se a juncao
das cadeias de bits dos dois meses antecedentes ao més em questao. Por exemplo,
no més 4 temos a cadeia 10110 em que 101 é a cadeia referente ao més 3 e 10 é a
cadeia referente a0 més 2, e assim sucessivamente. A medida em que n cresce indefi-
nidamente, obtemos uma sequéncia infinita de bits nao-periodica (1011010110110...)
chamada de palavra de Fibonacci, sequéncia de coelho, sequéncia de ouro, ou ainda,

corda dourada, expressao que usaremos em nosso contexto.

Analisando a tabela observe que a quantidade de 1s nas cadeias de bits, més
ap6s més, determina uma sequéncia de Fibonacci (1, 1, 2, 3, 5, 8,...). Analogamente,
a partir do segundo més a quantidade de Os determina a mesma sequéncia. O mais
interessante é que a razao entre a quantidade de 1s e a quantidade de Os em cada
cadeia de bits tende para a Razdo Aurea & medida em que n tende & infinito, o que
decorre do fato de que esta razao é determinada por dois termos consecutivos da
sequéncia de Fibonacci. Além disso, a corda dourada é auto-similar em diferentes

escalas. A seguir, descreveremos um exemplo de auto-similaridade. Mas, antes

lembre-se de que “auto-similaridade” significa simetria através da escala
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de tamanho. A espiral logaritmica mostra auto—similaridade[T_Uborque
parece exatamente a mesma sob qualquer ampliagao, assim como a série
de pentagonos e pentagramas. Toda vez que vocé vai a um cabeleireiro,
vocé vé uma série infinita de reflexos auto-similares de vocé mesmo entre
dois espelhos paralelos. (LIVIO, 2009, p. 240).

Considere a corda dourada (10110101101101011...) e, comegando pela esquerda,
marcaremos um grupo de trés simbolos a cada 1 que encontrarmos na sequéncia,
e marcaremos um grupo de dois simbolos a cada 0 que encontrarmos. De maneira
que, nao haja sobreposicao de elementos em grupos distintos. Obtemos assim, a

seguinte marcacao

101 10 101 101 10 101 ..

Agora, retiramos os dois primeiros simbolos de cada grupo de trés e o primeiro

simbolo de cada grupo de dois.

AN AN AN S
10 101 101 10 101 ...

|5}
S

Desta forma, determina-se a sequéncia (1011010110...) que é a propria corda
dourada. Segundo Livio (2009), podemos obter outras amplia¢oes da corda dou-
rada apenas identificando qualquer padrao ou subsequéncia, ou seja, cada padrao
observado dentro da corda dourada serd encontrado dentro da proépria sequéncia
em uma outra escala. Assim, a infinita corda dourada possui copias de si mesma,
tal propriedade a caracteriza como um fractal (fractus, do latim: fragmentado). O
conceito de fractal é “fundamental na geometria da natureza” que “representa uma
tentativa brilhante de descrever as formas e os objetos do mundo real.” (LIVIO,

2009, p. 241).

H& também um padrao entre as colunas da decomposicao em numeros de Fibo-

10A espiral logaritmica e sua auto-similaridade serdo exploradas no capitulo

136



4.9 A corda dourada e os padroes na decomposi¢ao em niimeros de Fibonacci

nacci e a corda dourada e esse padrao foi explorado nas paginas de Knott (1998). Ob-
serve que os nimeros da primeira coluna na decomposicao em ntimeros de Fibonacci
na tabela da direita para a esquerda, determinam a sequéncia (100101001001010...)
que pode ser obtida a partir da corda dourada (1011010110110...) substituindo-se
cada 1 da sequéncia por 10. Assim, obtemos a sequéncia (100101001001010010100...).
Analogamente, podemos obter a sequéncia da segunda coluna (1000010010000100001...)
substituindo-se cada 1 da corda dourada por 100 e cada 0 por 00. Assim, obtemos

a sequéncia (10001001000100010010001001000...).

Decimal | Fibonacci
1 1
2 10
3 100
4 101
5 1000
6 1001
7 1010
8 10000
9 10001
10 10010
11 10100
12 10101
13 100000
14 100001
15 100010

Tabela 4.6: Decomposi¢ao em nameros de Fibonacci. (A autora)

Observe como procedemos para obter as sequéncias determinadas pelas demais

colunas da tabela [4.6| a partir da corda dourada:
Coluna 1: trocamos cada 1 por 10 e cada 0 por 0;

Coluna 2: trocamos cada 1 por 100 e cada 0 por 00;
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Coluna 3: trocamos cada 1 por 11000 e cada 0 por 000;
Coluna 4: trocamos cada 1 por 11100000 e cada 0 por 00000;

Coluna 5: trocamos cada 1 por 1111100000000 e cada 0 por 00000000;

Coluna i: trocamos cada 1 por F; digitos 1 seguidos de Fj;,; digitos 0
e cada 0 por Fj; digitos 0.

Nota-se um padrao que envolve os niimeros de Fibonacci na obtengao das sequén-
cias determinadas nas colunas da decomposicao em ntmeros de Fibonacci a partir
da corda dourada. Segundo Knott (1998), a escolha de Os e 1s na representacao da
populacao dos coelhos nao é arbitraria, pois esta é a linguagem usada pelos com-
putadores e a corda dourada pode ser obtida através da criagao de um programa
de computador para calcular os nimeros de Fibonacci por meio da relacao de re-
corréncia que os define. Além de representar uma codificacao binaria da sequéncia
de Fibonacci, a corda dourada também pode ser transmitida por via sonora. Casey
Mongoven, um compositor especialista em sonificacdo (sonus, do latim: som), dedi-
cou sua pesquisa de doutorado (2008) ao valor estético da sequéncia de Fibonacci
e da Razdo Aurea em soniﬁcagf)e Seu principal objetivo era criar um estilo de
misica que possui suas raizes nos nimeros de Fibonacci e na Razio Aurea. Assim,
ele criou sonificacdes da corda dourada, da sequéncia de Fibonacci, da Razao Au-
rea e, em uma parceira com Knott (1998), criou também uma sonificacao para a

representacao de Zeckendorf.

A pagina de Casey Mongoven esta disponivel em: http://caseymongoven.com /index.php?lang=en.

138


http://caseymongoven.com/index.php?lang=en

CAPITULO b

A ESPIRAL LOGARITMICA E A RAZAO AUREA

Neste capitulo iremos descrever a interpretacao de René Descartes (1596-1650)
na resolugao de um problema, proposto por Galileu Galilei (1564-1642), no qual fora
conduzido a uma curva que possui propriedades singulares, conhecida como espiral
logaritmica. Essa notavel curva possui uma imensa familia de espirais que diferem
apenas por um fator de expansao e, desta familia, exploraremos um membro cujo
fator de expansdo é igual a Razdo Aurea. Com frequéncia essa espiral, conhecida
como espiral durea, é associada a estrutura da concha do pequeno molusco nauti-
lus. Neste sentido, objetivamos averiguar a veracidade dos argumentos cientificos
que sustentam tal afirmacao, alicercados em estudos realizados pelos matematicos

George Markowsky, Clement Falbo e John Sharp.

5.1 Spira Mirabilis

2»

“Eadem mutata resurgo (do latim: Embora mudado, ressurjo o mesmo).

Jakob Bernoulls
Spira Mirabilis (do latim: A Espiral Maravilhosa), era a expressao usada pelo
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matematico sui¢o Jakob Bernoulli (1654-1705) para referir-se a sua curva favorita,
a espiral logaritmica. Mas antes de Bernoulli se render aos encantos dessa curva,

Descartes foi o precursor nos estudos da espiral logaritmica.

Em 1637 Descartes apresentou a Geometria Analitica, sua principal contribuicao
a Matematica, em Geometm’ﬂ, o terceiro apéndice do seu mais renomado tratado
publicado na Franca, o Discurso sobre o método para raciocinar bem e procurar a
verdade nas ciénciasﬂ Segundo Broughton (2011), Descartes em uma carta escrita
a [saac Beeckmanﬂ dizia que estava buscando uma “ciéncia inteiramente nova’ que
trataria uniformemente das duas maiores areas nas quais a matemaética estava tradi-
cionalmente dividida: a aritmética (que lida com grandezas discretas) e a geometria
(que lida com grandezas continuas).” (BROUGHTON, 2011, p. 115). Ele teve a
ideia de localizar um ponto P no plano por meio de suas distancias em relacao a duas
retas perpendiculares (o eixo x e o eixo y), proporcionando desta forma o estudo

analitico de muitas curvas que viriam a intrigar a mente dos matematicos.

No livro IT de Geometria, Descartes classifica as curvas como curvas geométricas e
curvas mecanicas. As curvas geométricas eram consideradas como descritas precisas
e exatas e as curvas mecanicas descritas como nao precisas e nao exatas, uma vez

que as ultimas sao definidas, em geral, por meio de comprimentos de arcos.

No entanto, parece-me muito claro que, se fizermos a suposi¢ao habitual
de que a geometria é precisa e exata, a0 passo que a mecinica nao o é, e se
pensarmos na geometria como a ciéncia que prové o conhecimento geral
da medida de todos os corpos, entao nao temos mais direito de excluir
as curvas mais complexas do que as simples, desde que elas possam ser
concebidas como se fossem descritas por um movimento continuo ou por
diversos movimentos sucessivos, cada movimento sendo completamente
determinado por aqueles que o precedem. Pois, deste modo, é possivel
obter o conhecimento exato da grandeza de cada um. René Descartes
(1637 apud BROUGHTON, 2011, p. 124).

'Em francés: La géométrie.

2Em francés: Discours de la méthode pour bien conduire as raison et chercher la vérité dans les
sciences.

3Tsaac Beeckman (1588-1637) matemético e fisico neerlandés era amigo de René Descartes com
quem mantinha correspondéncias.
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5.1 Spira Mirabilis

Descartes reconhece como curvas geométricas aquelas obtidas por meio de movi-
mentos regulares e continuos. Para a construgao dessas curvas, ele elabora compassos
complexos como o mesolébioﬁ e destaca que este instrumento pode ser pensado como
uma maquina composta por diversas réguas arranjadas em conjunto que descreve
curvas através de movimentos regulares. Na figura [5.1} considere YZ uma régua
fixa e Y como eixo. Conforme giramos Y Z no sentido anti-horario, as réguas fixas
BC, DE e F'G impulsionam as réguas deslizantes CD, EF e GH, respectivamente,
fazendo com que os pontos méveis B, D, I, H, etc., descrevam as curvas geometri-
camente através de raciocinio analitico, podendo estas serem descritas por equacoes

algébricas.

i Ci\\ E\\ ay N

Figura 5.1: Mesolabio. (BROUGHTON, 2011, p. 115)

As curvas espirais eram classificadas por Descartes como curvas mecanicas que

hoje sdo conhecidas como curvas transcendentes devido Leibniz (1646-1716), pois
“ . . . .

para ele essas curvas “devem ser concebidas como descritas por dois movimentos

separados cuja rela¢do nao admite determinacdo exata” (BOYER, 1974, p. 250) e

porque sua construcao através de pontos determina apenas pontos particulares da

curva e nao todos os seus pontos, considerando assim que nenhuma curva mecanica

poderia ser exatamente retificada.

é digno de nota que existe uma grande diferenca entre esse método, no

4F um instrumento mateméatico dos antigos destinado a achar mecanicamente os meios propor-
cionais necessarios para resolver geometricamente o problema da duplica¢do do cubo. (AULETE,
documento eletronico).
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5.1 Spira Mirabilis

qual a curva é tracada pela descoberta de diversos de seus pontos, e
aquele usado para a espiral e curvas semelhantes. Neste tltimo, nao
se encontra indiferentemente todos os pontos da curva buscada, mas
apenas aqueles pontos que podem ser determinados por um processo
mais simples do que exigido para a composicao da curva. Portanto,
estritamente falando, nao encontramos nenhum de seus pontos, isto é,
nenhum daqueles que sdo tao particularmente pontos desta curva que
nao possam ser encontrados sendo por intermédio dela. René Descartes
(1637 apud BROUGHTON, 2011, p. 115).

Somente em 1638, através de um problema proposto no tratado Duas novas
ciéncias de Galilei, publicado na Franga, que descreve a trajetoria da queda de um
objeto em queda livre sobre uma terra permeavel que gira, Descartes se depara com
uma “curva mecanica” retiﬁcéve]E] como a possivel trajetoria, a espiral logaritmica.
Segundo Ramos (2013), a construgao de Descartes para a determinacao da espiral
logaritmica ¢, em um primeiro momento, uma generalizacao da formulacao que
Arquimedes (287 a.C.-212 a.C.) utilizou para determinar a conhecida espiral de
Arquimedes. Esta “espiral é definida como o lugar geométrico no plano de um ponto
que se move, partindo da extremidade de um raio ou semirreta, uniformemente ao

longo do raio enquanto esse por sua vez gira uniformemente em torno de sua origem.”

(BOYER, 1974, p. 93).

Segundo Ramos (2013), Arquimedes, em seus estudos, parece ter determinado
a tangente a espiral por meio de uma construcao cinematica da curva e do para-
lelogramo de velocidades. Considerando um ponto P sobre a espiral sujeito a dois
movimentos: um movimento radial uniforme, de modo que o ponto P afasta-se da
origem das coordenadas e um movimento circular uniforme em torno da origem.
Se a velocidade de afastamento de P em relacao a origem for constante e igual a
V.. (velocidade radial), e a velocidade da rotacdo em torno da origem também for
constante e igual a w (velocidade angular) entdo a é uma constante tal que a = ET

Assim, a equacao da espiral de Arquimedes, em coordenadas polares, é dada por

5Uma curva é retificivel quando é possivel encontrar a grandeza linear de um arco dessa curva.
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5.1 Spira Mirabilis

r = a#, onde r é a distancia de P ao po6lo O, € é o angulo entre o eixo polar e o raio

OP e a uma constante de proporcionalidade.

Arquimedes determina a tangente a esta espiral calculando a direcao instantanea
do movimento do ponto P através do resultante da composi¢ao dos dois movimentos:
a velocidade radial V. ao longo da linha OP (sendo O a extremidade do raio OP e
a direcao perpendicular da linha OP, “tal grandeza ¢ dada pelo produto vetorial V,
da distancia OP a partir da velocidade uniforme da rotagdo.” J. Vuillemin (1960,

p. 39 apud RAMOS, 2013, p. 84).

\

Figura 5.2: Determinagao da reta tangente & espiral. J. Vuillemin (1960, p. 39 apud
RAMOS, 2013, p. 84)

Segundo Vuillemin (1960 apud RAMOS, 2013, p. 83), assim como Arquimedes,
Descartes compreende o movimento mecanico da espiral através dos logaritmos. Em
sua construcao, Descartes considera a terra como uma plataforma giratéria que gira
a uma velocidade angular w constante e um objeto localizado em um raio inicial ry
a uma distancia r do centro da terra. Devido a rotacao, o objeto é impulsionado
com uma velocidade uniforme e afasta-se deste raio em uma trajetoria perpendi-
cular ao raio que fornece impulso e obliqua ao raio seguinte. Este processo ocorre

sucessivamente obtendo-se a espiral a partir dessas trajetorias.

O angulo v em que o objeto atinge o préximo raio é o ponto chave para a
determinacao da expressao analitica da trajetoria do objeto, pois considerando como

origem das coordenadas o ponto de origem do raio ou semirreta e representando por
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5.1 Spira Mirabilis

v o angulo formado pelo raio vetor de um ponto qualquer da espiral (posi¢do do
objeto) e a tangente & curva neste mesmo ponto o angulo v sera sempre constante,
seja qual for a posicao do objeto, pois considerando que a terra gira em velocidade
angular w constante, tem-se que os raios determinados pela trajetoria do objeto sao
equidistantes entre si e a trajetoria deste objeto é sempre perpendicular ao raio que

o impulsiona, e portanto v é constante.

Por meio do calculo da tangente Descartes “admite que os valores da velocidade
relativa e da velocidade da movimentacao que correspondem aquelas que determi-
nam o paralelogramo das velocidades dentro da espiral aritmética de Arquimedes
sao constituidas dentro da espiral mecanica.” (RAMOS, 2013, p. 85). Por esta cons-
trucao cinematica de Descartes, a espiral ¢ definida como o lugar de um ponto que
se move sobre um raio vetorial através de uma velocidade proporcional a distancia
do centro. Em uma carta escrita & Mersenne em 1638, Descartes descreve as duas
principais propriedades da espiral logaritmica:

Mas, essa espiral tem diversas propriedades que a tornam facilmente
reconhecida. Ora, se A é o centro da terra e que ANBCD ¢é a espiral,
havendo tirado as linhas retas AB, AC, AD, e semelhantes, tem-se a
mesma proporc¢ao entre a curva ANDB e a reta AB, que entre a curva
ANBC e areta AC, ou ANBCD e AD, e, assim as outras. E caso se

obtendo as tangentes DE, CF, GB etc, os angulos ADE, ACF, ABD
etc, serdo iguais. René Descartes (1638 apud RAMOS, 2013, p. 85-86).

7”4/
Figura 5.3: A espiral logaritmica construida por Descartes. J. Vuillemin (1960, p. 41 apud
RAMOS, 2013, p. 87)

Desta forma, Descartes verifica que:

144



5.1 Spira Mirabilis

1. Os arcos da espiral sao proporcionais aos raios, pois aumentando-se o angulo
f em incrementos iguais, qualquer raio, tracado a partir da origem, aumenta
em propor¢oes iguais, ou seja, enquanto o angulo f aumenta em progressao
aritmética, os raios, por sua vez, aumentam em progressao geométrica. Neste

caso, a espiral logaritmica ¢ também chamada de espiral geométrica.

2. Tracando um raio a partir de qualquer ponto da espiral até seu centro, o
angulo formado por esse raio e pela tangente a curva nesse ponto é constante.
A espiral logaritmica é a tnica curva que possui esta propriedade, e por este

motivo Descartes a nomeou como espiral equiangular.

Segundo Boyer (1974), se nao fosse a rejeicao pelas curvas mecanicas, Descartes
teria antecedido Torricelli na descoberta da primeira retificacao de uma curva nao
algébrica. Foi em 1645 que o discipulo de Galileu, Evangelista Torricelli (1608-
1647), geometra e fisico, mostrou por métodos infinitesimais “que o comprimento
do arco de P ao poélo é igual ao comprimento da linha tangente & espiral em P,
medida entre P e o eixo dos y. Torricelli tratou a espiral como uma sucessao de
raios, aumentando em progressao geométrica enquanto § aumenta aritmeticamente.”
(MAOR, 2008, p. 160-161). Isto significa que, se a partir de qualquer ponto sobre a
espiral seguirmos em dire¢ao ao polo, descreveremos um nimero infinito de rotacoes

sem nunca chegarmos até ele, mas ainda assim o comprimento da espiral seré finito.
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5.1 Spira Mirabilis

Figura 5.4: A retificacdo da espiral logaritmica. (MAOR, 2008, p. 162)

Neste momento, pode-se compreender porque Bernoulli tinha verdadeiro fascinio
pela espiral logaritmica. Encantado com a forma como a espiral se reproduz apos ser
submetida a vérias transformacoes, ele dedicou seus estudos a ela e mostrou notaveis
propriedades que até entao nao haviam sido observadas antes. Segundo a descricao
de Boyer (1974): (a) a evoluta de uma espiral logaritmica ¢ uma espiral logaritmica
igual; (b) a curva pedal de uma espiral logaritmica em relacdo ao seu polo é uma
espiral logaritmica igual; (c) a caustica por reflexdo para raios emanando do polo
¢ uma espiral logaritmica igual; (d) a caustica por refracao para raios emanando
do poélo é uma espiral logaritmica igual. Entretanto, nao adentraremos nesta seara,
uma vez que nosso interesse se restringe as duas propriedades descritas acima de

auto-semelhanca e equiangularidade. Nas palavras de Bernoulli,

Como esta maravilhosa espiral, com sua peculiaridade tdo singular e en-
cantadora...sempre produz uma espiral semelhante a ela mesma, de fato
precisamente a mesma espiral, nao importa como tenha sido refletida,
refratada ou involuida...ela pode ser usada como um simbolo, ou de cons-
tancia na adversidade, ou do corpo humano, que depois de todas as suas
mudancas, mesmo depois da morte, sera restaurado a sua forma exata e
perfeita. Thomas Hill (1875, p. 515-516 apud MAOR, 2008, p. 166).
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5.2 A expressao analitica da espiral logaritmica

Todas essas propriedades impressionou Bernoulli de tal forma que o levou a
expressar o desejo de que em sua lapide fosse gravada uma espiral logaritmica com

a inscri¢ao, Fadem mutata resurgo (do latim: Embora mudado, ressurjo o mesmo).

5.2 A expressao analitica da espiral logaritmica

A espiral logaritmica é o lugar geométrico dos pontos no plano que descrevem a
trajetoria de um ponto que se move ao longo do raio vetor com velocidade propor-
cional & distancia ja percorrida neste raio, enquanto este por sua vez, gira em torno
do polo com velocidade angular constante.

Esta curva pode ser descrita por uma expressao analitica cujo raio r é definido

em funcao do angulo 6 que é dada, em coordenadas polares, por r = rypu’.

S

(r(6),0)

()

Figura 5.5: A espiral 7 = rou’. (A autora)

em que 7y ¢ o raio do ponto inicial no eixo polar associado ao angulo polar 8 = 0 e
1? representa a relacao de expansio correspondente & rotacdo através de 6 radianos,
onde o angulo polar 6 varia continuamente de —oco a +00. A medida em que 6
aumenta a curva estende-se para fora, afastando-se do poélo indefinidamente de forma

que a distancia entre as espirais também aumenta.
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5.2 A expressao analitica da espiral logaritmica

) |

Figura 5.6: A espiral com 6 variando positivamente. (A autora)

E a medida em que 6 assume valores negativos cada vez maiores, em termos de
valor absoluto, a curva se enrola em torno do pélo descrevendo um numero infinito

de rotagoes sem nunca alcancé-lo.

Figura 5.7: A espiral com 6 variando negativamente. (A autora)

Note que a expressao analitica da espiral é dada por uma funcao exponencial e
a denominagao “espiral logaritmica” deve-se ao fato de que seus estudos iniciais se
deram na forma In r = 6 que ¢é equivalente a r = €%, diferindo de r = ryu’ apenas
por uma questao de escala. Segundo Batschelet (1978), In r é uma func¢ao linear de

f uma vez que,

r=rou’ <= Inr=Inrop’ < Inr=1Inro+0inpu.

Por meio de uma analise do grafico da fungao exponencial y = rou® com p > 1,
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5.3 As notaveis propriedades da espiral logaritmica

em coordenadas cartesianas, observamos que quando z assume valores negativos
cada vez menores a fun¢ao tende a zero. Portanto, a espiral logaritmica se enrola in-
definidamente em torno do pélo sem nunca alcancé-lo quando 6 decresce por valores

negativos.

5.3 As notaveis propriedades da espiral logaritmica

A maéaxima de Bernoulli Fadem mutato resurgo descreve uma caracteristica in-
dividual da espiral logaritmica, a medida que seu tamanho aumenta seu formato
permanece inalterado, a propriedade de auto-semelhanca. De fato, a rotagao ex-
pandida transforma o ponto inicial (rq,#) no ponto (rou’*®,6 + a) de forma que
aumentando-se o angulo # em incrementos iguais, qualquer raio, tracado a partir da

0,,a

origem aumenta em proporcoes iguais. Este fato decorre da identidade pu/* = ufpe,

sendo u® uma taxa comum.

Isso mostra que a espiral logaritmica é “uma curva gerada por dois movimentos,
enquanto o raio gira em torno do p6lo em progressao aritmética, numa sucessao de
angulos iguais, um ponto o percorre em progressao geométrica descrevendo a curva.”
(CONTADOR, 2007, p. 113), motivo pelo qual esta curva também é conhecida
como espiral geométrica. Se aumentarmos o angulo € indefinidamente e medirmos
as distancias ao longo de qualquer raio partindo do poélo, observaremos que este

crescimento é exponencial.

Por meio da derivada primeira da equacdo polar r = rou?, podemos obter a taxa

da variacao do raio r em relacdo ao angulo 6. Assim,

dr_l
dg—rn,u

em que obtemos a reta tangente & espiral em um determinado ponto.
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Sendo a 0 angulo entre o raio vetor e a reta tangente, temos:

cota—lﬁ—ln
Cordf H

Podemos entao reescrever a equacao polar em termos de . Assim,

0 In p\0 0 cot
rop” = ro(e™*)” = roe

Considerando cot @ = a, teremos a expressao analitica usual da espiral que é

dada por

0

r = roe®

em que ro e a sao constantes arbitrarias.

r = roe®tr)

Py = roe®0121)

1y = Toe®®+30)

Equacao polar : v = roe®?

A taxa de expansao : a = cotg a

Figura 5.8: A espiral geométrica. (A autora)

Nesta expressao, a constante a determina a taxa de crescimento da espiral. Sendo
a positivo, a distancia do raio em relacao ao polo aumenta enquanto a espiral gira
no sentido anti-horario e sendo a negativo, o raio diminui e a espiral gira no sentido
horario. Para a = 0, a curva determinada serd uma circunferéncia. Este foi outro
ab

fato que impressionou Bernoulli, verificando que o grafico da curva r = rge™* é uma

imagem invertida de r = rpe®. Desta forma, ap6s uma transformacdo de inversio
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a espiral logaritmica permanece invaridvel, conforme as figuras e [5.10}

NS

%

ad
r==¢

Figura 5.9: Espiral no sentido anti-horario. (A autora)

O\
Y

Figura 5.10: Espiral no sentido horério. (A autora)

Podemos também obter a espiral por meio da variacao do raio escrevendo a

expansao de # em funcao de r, assim

0= 1ln (L)
a To

A espiral logaritmica é a tnica curva que corta os raios polares segundo um
angulo constante. Esta propriedade particular da espiral é o motivo pelo qual ela é

também conhecida como espiral equiangular.

151



5.3 As notaveis propriedades da espiral logaritmica

Figura 5.11: A espiral equiangular. (A autora)

Esta notéavel propriedade pode ser analisada a partir do triangulo O Ry R, repre-

sentado na figura [5.12]

Figura 5.12: A espiral logaritmica intercepta os raios vetores segundo um angulo constante.
Adaptado de (BATSCHELET, 1978, p. 150)

Sejam os pontos Ry(r1,61) e Ro(r2,05), em coordenadas polares, sobre a espiral
logaritmica de forma que r, = OR; e ry = ORs. Considere a diferenga constante

AO =60y — 0, e U = OR;R,. A partir da equacio polar r = r9e® temos que,

af
T2 _ roe®’? _ ea)erel — (ea)AG
r. roe
~ T2 , . .
e forma que a proporcao — = (e ¢ determinada pela Af. Isto significa que
De fi q prop )40 & det da pela Af. Ist fica q
™

mesmo que ¢ e 6, assumam valores cada vez maiores, o triangulo OR; Ry sempre
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terd a mesma forma, e por consequéncia ¥ serd constante.

Quando A6 tende a zero, a reta que passa por R, e Ry tende a tangente da
espiral logaritmica e W, por sua vez, tende a um valor limite representado por .
Ou seja, a tangente a espiral é a posicao limite da secante R; Ry quando A# tende

a zero. Como ja determinado anteriormente, temos:

Ar dr

A AT a =

que é a equacao da reta tangente a espiral.

Parametricamente, em coordenadas cartesianas, temos:

x =r(f)cosb
=r(f)send

Assim, o vetor dire¢ao da espiral é dado por p = (r(0)cos 0, r(0)sen0).

Para determinarmos o vetor tangente a curva, basta calcularmos a derivada de

p. Logo,
/ dp / /
== (r'cos @ — rsen@,r'sen 6 + rcos0)

Sendo a 0 angulo formado pelo vetor diregao p e pelo vetor tangente p’, podemos
determinar o valor do cos « através da formula do produto interno entre dois vetores.

Assim,

dp'
jeiinivdl
rcos 0(r'cos @ — rsen ) + rsen0(r’'sen 6 + rcos )

V/ (rcos0)2 + (rsen0)2./(r'cos § — rsen 0)2 + (r'sen 0 + rcos 0)>

rr!

7,,/

Cos X =
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r roe® 1
Como — = —— = —, temos:
T roae® a
1 1 1 i
cos o = = > é constante.

7\ 2 - a?+1
\/1 (1) \/ >+1  Vatl
r’ a? a
Portanto, o é constante. Consequentemente, a espiral logaritmica corta os raios

vetores segundo um angulo constante.

Segundo Boyer (1974), Torricelli mostrou por métodos infinitesimais que o com-
primento do arco de qualquer ponto sobre a espiral ao pdlo ¢ igual ao comprimento
da reta tangente & espiral medida deste ponto até o eixo dos y. Assim, o compri-

mento do vetor tangente & espiral p’ é dado por:

10| = v/ (r"cos 6 — rsen )2 + (1r'sen 6 + rcos 0)?
B
= \/(roae®)? + (rge®?)?
_ \/(rgeaf’)?(aQ +1)

= roe®Va2 + 1

Seja s o comprimento de arco de um ponto qualquer da espiral em um dado
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intervalo [0y, 65]. Desta forma, o comprimento do arco s é dado por:

02
s =rogVaZ+ 1/ e do
01

a?+1
— ,,,.0—(6(192 _ 60,91)
a
a?+1
=——(rp—r
)
Como determinado acima, ¢ ! ¢
omo determinado acima, temos cos @« = ———, € segue que secx = ————.
’ Vi1 e Va?+1
a
a’+1 . :
Logo, s = ————(ro — r1) = seca(ry — r1) determina o comprimento do arco
a

de r1 até rs.

Seja t o comprimento de arco partindo do polo até o ponto (r,6). Assim, temos

t =rseca

Portanto, a espiral logaritmica é uma curva cujo comprimento do arco entre o

pélo e um ponto variavel (r, ) é proporcional ao raio com extremidade neste ponto.

5.4 A espiral logaritmica na Natureza

“Hda uma grande beleza nas pistas que a Natureza nos oferece e todos nos a
podemos reconhecer sem nenhum treino matemdtico. Também existe beleza nos
enredos matemdticos que emanam dessas pistas e de onde se deduzem as regras e
reqularidades subjacentes, mas € um tipo de beleza diferente, mais aplicado a ideias
do que as coisas. A matemdtica estd para a natureza como Sherlock Holmes estd

para 0s indicios.”

Ian Stewart

A natureza certamente segue padroes em seu desenvolvimento e a Matematica
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é uma forma de organizar e sistematizar tais padroes. Ela nos da pistas das regu-
laridades que conduzem os processos naturais e uma destas pistas sao as espirais
que, na grande maioria, possuem caracteristicas semelhantes a espiral logaritmica
que é frequentemente observada na Natureza, desde os girasso6is as conchas mari-
nhas, a cauda de um camaleao e até mesmo na Via Lactea. A recorréncia da espiral

logaritmica em diversas escalas pode ser observada nas imagens da figura [5.13

Figura 5.13: A manifestacao das espirais logaritmicas na natureza. (SPIRA, 2018, p. 1)

A espiral logaritmica também pode ser observada na trajetéria de voo dos falcoes
peregrinos, uma das aves mais rapidas do mundo, em direcao a sua presa. Agora, a
grande questao é: Porque os falcdes nao realizam seu voo em busca de suas presas
em uma trajetoria retilinea, ji que esta é a menor distancia a ser percorrida? Se-
gundo Livio (2009), o bidlogo Vance A. Tucker da Universidade de Duke obteve esta

resposta, através de seus estudos, na qual fora publicada no Journal of Experimental

156



5.5 A espiral durea - uma espiral logaritmica com fator de expansao igual a

Biologgﬁ na edicao de novembro de 2000. Ele notou que

como os olhos dos falcoes ficam nas laterais de suas cabecas, para tirar
vantagem de sua visao extremamente agucada, eles precisavam inclinar
40° para um lado ou para outro [...] os falcoes mantém a cabega em
linha reta e seguem numa espiral logaritmica. (LIVIO, 2009, p. 141).

uma vez que a espiral é equiangular, através desta trajetoria os falcoes conseguem
manter sua presa a vista, pois o angulo de visao é sempre o mesmo enquanto maxi-

miza a velocidade do voo.

5.5 A espiral aurea - uma espiral logaritmica com

fator de expansao igual a ¢

A espiral durea é um caso particular da espiral logaritmica quando esta amplia-se

por um fator ¢.

A espiral dourada € uma curva fascinante. Mas é apenas um mem-
bro de uma familia maior de curvas espirais coletivamente conhecidas
como espirais logaritmicas, e ainda existem outras espirais encontradas
na natureza, como a espiral arquimediana. Cada espiral é o resultado de
processos fisicos que sdo dignos de estudo e ndo ha nada mistico sobre
eles. (SIMANEK, 2015, documento eletronico).

Podemos obter uma excelente aproximacao da espiral aurea, por meio de uma
construcao geomeétrica, & partir de tracados de arcos de circunferéncia centrados nos
vértices de cada um dos quadrados distintos que, justapostos, compoem o retangulo
adureo. Contudo, faz-se necessario ressaltar que a curva obtida pela construcao des-
crita a seguir possui descontinuidade de curvatura sempre que esta intercepta um

quadrado sucessivo.

Seja uma sequéncia infinita de retangulos aureos encaixantes, conforme a figura

B.14

6Revista de Biologia Experimental.
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5.5 A espiral durea - uma espiral logaritmica com fator de expansao igual a

Figura 5.14: Sequéncia infinita de retangulos dureos encaixantes. (A autora)

Se tracarmos arcos de circunferéncia centrados em vértices dos sucessivos qua-
drados e raio igual ao lado de cada um deles, obtemos um caso especial da espiral
logaritmica tangente aos lados dos retangulos, a espiral aurea. Conforme a figura

0. 19

Figura 5.15: Processo de construgdo da espiral durea. (A autora)

Na sequéncia de retangulos aureos encaixantes, um novo retangulo ¢ obtido por
~ m . « . .~
uma rotacao de 5 radianos do retangulo anterior e uma ampliacao igual a ¢. Desta
forma, os arcos de circunferéncia que determinam a espiral durea sofrem uma am-
L . 1 i . . .
pliacao de ¢ unidades a cada - de volta. Assim, a partir da equacao da espiral

logaritmica r = rqe?©9% em coordenadas polares, determinaremos o valor da cons-
0 ) ’

158



5.6 Deducao da equacgao polar da espiral aurea

tante cotga para que a espiral mantenha seu crescimento em proporcoes aureas.

cotg o cotgar _

jus ~ 2, us
Desta forma, r = rgez em que o fator de expansao é tal que e ®.

Assim,

™
5 cot
eQCOga = g[)

S ne2®9e = pyp

™
& §cotgoz =lIlny

l
& cotga = 777,rg0
3
2
o cotga = 2% = () 3063
T

Logo, cot a = 0, 3063 radianos, o que implica que a = 73°.

Portanto, r = 7?0363,

Neste caso, temos uma espiral logaritmica em que o raio cresce exponencialmente
com o angulo polar em proporcoes dureas, dependendo unicamente do raio inicial

ro escolhido no eixo polar.

5.6 Deducao da equacao polar da espiral durea

A partir da sequéncia infinita de retangulos dureos encaixantes, deduziremos a
equacao da espiral durea, em coordenadas polares, com referéncia no artigo de Zahn

(2017).

Seja ABEF' a sequéncia de retangulos dureos desenhados anteriormente, de ma-
neira que BE = ¢ e AB = 1. Traca-se as diagonais AE e C'F sendo O o ponto de

intersecao entre elas. Por construcao, tem-se que ABCD é um quadrado unitario.
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5.6 Deducao da equacgao polar da espiral aurea

@

Figura 5.16: Diagonais do retangulo dureo ABEF. Adaptado de (ZAHN, 2017, p. 965)

Inicialmente, fixemos um sistema de coordenadas cartesianas ortogonais com
origem em B, eixo horizontal BE e eixo vertical AB. Assim, teremos B(0,0),
C(0,0), E(p,0), A(0,1), D(1,1), F(p,1) que sdo as coordenadas dos vértices do

quadrado unitario e do retangulo dureo.

Sejam 7 e s as retas suportes as diagonais AF e C'F respectivamente. Pela
condicao de alinhamento dos pontos podemos determinar as equagoes da reta r que

passa pelos pontos A e E e da reta s que passa pelos pontos C' e F. Assim,

z y 1
o1 1|=0&2+py—¢p=0
v 01
De forma que r : y = ——x + 1.
1 1
Analogamente, s :y = T — .
p—1  p-1
Note que as retas r e s sao ortogonais, uma vez que seus coeficientes angulares
1
sao, respectivamente m, = —— e my = ——. Portanto,
@ p—1
1 1 1
My Mg = —— = — =—1



5.6 Deducao da equacgao polar da espiral aurea

Resolvendo o sistema linear formado pelas equacoes das retas r e s, obtemos as
2

-1
coordenadas do ponto O <29f_ T QS; — 1)

Agora, note que os pontos B, O e I, assim como os pontos D, O e GG sido coli-

1
neares. De fato, observe inicialmente que o ponto I possui coordenadas [ (c,p7 )

Por construcao, temos que a abscissa de I é igual a p. Agora vamos determinar a

ordenada deste ponto.

BE EF 1 1
Temos que — = de forma que Yo & (CFE = —.
FE CFE CE %)
EF CE 1 — 1
Do mesmo modo, — —— de forma que — = ha < EI = — que é a
CE FI 1 F7 2
¥
ordenada do ponto I.

-1 1
Verifica-se que os pontos B(0,0), O < Ld i ) el (gp,

, sao colinea-
20—1"2p—1 2)
res, uma vez que,
0 0 1
2 _
2‘p - 2@ 11 | IR S Gk
¥ — (2 — ' —
1 ) 20 —1 20 -1
(p E—
02

Analogamente, vamos determinar as coordenadas do ponto G. Por construgao

1 1
- CE FI o o o 1
G(1+ CG,0). Sabendo que T~ oc de forma que I c & O0G = s
2

Temos, como ja visto, que o enésimo termo da sequéncia de Fibonacci (1, 1, 2, 3

5, 8,...) édeterminado pela equacao ™ = f,,_1+ fn.pp. Assim, ©* = fo+ f3p = 1+20.

— 1
Portanto, CG = ——.
2+
1 142 1 242
Onde G (14 =,0) = ST o) = (2222
® 1+2g0 1+2¢
—1 242
Verifica-se que os pontos D(1,1), O L e G + SO,O s20 co-
—1 20 — 1 1+ 2¢
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5.6 Deducao da equacgao polar da espiral aurea

lineares uma vez que,

1 11

el o1 2420 (2420 p—1 0
2oL el :2¢—1+1+2¢_<1+2¢2¢—1)_2¢—1:0
+ 2¢ 0 1
1+2p

el 1
Além disso, seja t a reta que passa por B(0,0), O ( ) el (go, —)

20—1"2p—1 2
2 —1 242
e u a reta que passa por D(1,1), O (2:)_ T ;; — 1> e G (11222,0) em que o
ponto O é a intersecao das retas t e u. Observe que, t e u sao perpendiculares, uma
vez que
Yo — Y 1-0
e Tp — Tg 1_2+2<P (1+2¢)
14 2¢
1
— =0

_ Yr—ya 2 1 1

P
rr—xqa -0 @3 1420
1

u

E portanto, my.m, = —(1 + 2@).1 e
¥

Para a deducao da equacao da espiral durea, em coordenadas polares (r, #), vamos
considerar o ponto O a origem do sistema, o eixo real OI e o eixo imaginario OD,
uma vez que os pontos D e [ pertencem a espiral, pois esta ¢ tangente ao retangulo
aureo nestes pontos. Considerando as coordenadas polares temos, D (O_D, g) e

I(O1I,0) sendo OD e OI determinados pela férmula da distancia entre dois pontos.
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5.6 Deducao da equacgao polar da espiral aurea

Assim,
2 1 2
0D = ) (2=
20 — 1 20 — 1
_ -1+
(290—1)
Vet A+ T + Ao+ 1
N 20 — 1
%
201
bem como

2 2 2
_ © (,0—1 1
Ol = — E—
\/(290—1 SD) +(290—1 902>
B 1 +1—2<p+<p2
SV Qe -1 (20— 1)2

B 4+ 20

B \/(2 +3¢)(4¢? —4p + 1)
 VAIER
VAY2 1 3p

_ VAT

= N

V6 —2 24/2
Portanto, D —gp7z el V2V2 T ,0 1.
20—1 "2 \/_90

Temos, como ja visto, que a equacao da espiral logaritmica em coordenadas

polares é dada por r(6) = r79e® onde 7y ¢ o raio inicial.

V22 F ¢
V52

polares. Substituindo este ponto na equagao, temos:

w0 V22t V2V2+
=T S rg=—roc——.
e V52

Observe que o ponto [ ( , > ¢ o ponto do sistema em coordenadas

g = 7"06

\/5\/2+906a9

Logo, r(0) = N

163



5.6 Deducao da equacgao polar da espiral aurea

6 — 2¢p

Como o ponto D (290——1 5

) também pertence a espiral, temos:

7’(9):—\/§ 2+@e“9
Vb2
T VAT .
20—1 /B2
6 —2¢
20 —1
V22 + ¢
V5?2
_ \/5\/3—@ 2
TR -DVZiel
_ \/5\/3—80 2
T - 1>¢—2+<,o“”
\/_\/6—|—90 go

2¢? —1-390—2

us
S e%2 =

S
o

=¥

2
Assim temos, e?2 = ¢ < a=In <30%> Portanto, " (W)e.

n(o% 2,/2
Substituindo ¢’ (7)0 a equagao r(0) = —\/_ i (pe“‘g, temos:
V52
+(6) = \/5\/2+goeln((p%)9_ \/_\/2+ /4—|—2g0 5+\/3g0%9_2
V52 B

5+ V)
5\/_9039 2 & a equagao polar da espiral durea a partir do

retangulo dureo com dimensoes iguais a 1 e ¢ unidades de comprimento.

Portanto, r(6) =
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5.7 A estrutura da concha de nautilus é descrita pela espiral aurea. Serda uma
crenca ou uma teoria fundamentada cientificamente?

5.7 A estrutura da concha de nautilus &€ descrita pela
espiral aurea. Sera uma crenca ou uma teoria

fundamentada cientificamente?

O nautilus (do grego: marinheiro) é um pequeno molusco que vive em uma
concha marinha formada por uma sequéncia de camaras separadas por divisérias, e a
medida que ele cresce uma nova camara maior é construida e as demais, cheias de gés,
funcionam como flutuadores. Cada nova camara é proporcional ao raio da anterior
de modo que o crescimento da concha mantém sempre a mesma forma. A partir
de uma secao longitudinal da concha pode-se identificar uma espiral logaritmica em
que a cada nova camara o angulo formado pelo raio vetor e pela tangente a espiral

em um mesmo ponto € constante.

Figura 5.17: (a) Nautilus (b) Secao longitudinal da concha de nautilus. (Google Imagens)

Com frequéncia este pequeno molusco ¢ associado a espiral aurea. Mas sera
mesmo que a concha de nautilus é modelada pela espiral durea?” Segundo John
Sharp, um matematico que em 2002 publicou um artigo intitulado Espirais e a

Secao Aure existe um equivoco nesta associacao que segue a seguinte logica:

1. Espirais de conchas, em particular o nautilus, sao espirais logaritmicas.

" Spirals and the Golden Section - Artigo publicado no Nexus Network Journal.
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5.7 A estrutura da concha de nautilus é descrita pela espiral aurea. Serda uma
crenca ou uma teoria fundamentada cientificamente?

2. A Razdo Aurea pode ser usada como um fator de expansio da espiral logarit-

mica.

3. Portanto, espirais de conchas estao relacionadas 4 Razao Aurea e, em parti-

cular, a espiral da concha de nautilus é uma espiral durea.

Acrescenta ainda que “uma das coisas mais surpreendentes sobre tais equivocos
é que eles sao tao difundidos até mesmo por matematicos que deveriam conhecer

melhor.” (SHARP, 2002, documento eletronico).

Em 1999, o matemaético aposentado Clement Falboﬂ fez medicoes da concha de
noeutilus em uma colecao na Academia de Ciéncias da Califérnia, em San Francisco,
cujos resultados foram publicados, em marco de 2005, no artigo A Propor¢ao Aurea:
um ponto de vista contmriﬂ Suas medic¢oes, com uma margem de erro de +1mm,
o levaram a proporcoes que variam de 1,24 a 1,43, e uma média de 1, 333, diferente
da proporgao da espiral aurea que é de aproximadamente 1,618. Falbo (2005) usou
também a margem de Markowsky (1992) que, em seu artigo Equivocos sobre a
Propor¢io Aurea, afirma: “eu considerarei uma reivindicacio para a presenca de
@ ser pelo menos razoavel se a relacao calculada estiver dentro de aproximadamente
2% para ¢” (MARKOWSKY, 1992, p. 6), e mesmo considerando este erro, a espiral
aurea teria uma propor¢ao minima de 1,56 que difere consideravelmente de 1.33.
Falbo (2005) conclui: “parece altamente improvavel que exista alguma concha de
nautilus que esteja a 2% da propor¢ao aurea, e mesmo se fosse encontrada, eu acho

que seria raro em vez de tipico.” (FALBO, 2005, p. 127).

Nas figura temos uma espiral logaritmica com fator de expansao igual a ¢,
e na figura temos uma espiral logaritmica com fator de expansao igual média

de 1,333 encontrada por Falbo (2005).

8Clement Falbo é professor de matematica emérito na Sonoma State University, onde lecionou
por 35 anos.

90 artigo The Golden Ratio - A Contrary Viewpoint foi publicado na edi¢do de marco de 2005
do College Mathematics Journal.
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5.7 A estrutura da concha de nautilus é descrita pela espiral aurea. Serda uma
crenca ou uma teoria fundamentada cientificamente?

Figura 5.18: Espiral logaritmica com fator de expansdo igual a ¢: a espiral durea. (A
autora)

Figura 5.19: Espiral logaritmica com fator de expansao igual a 1,333. (A autora)

Podemos tentar medir uma concha de nautilus para determinar a forma da espiral
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5.7 A estrutura da concha de nautilus é descrita pela espiral aurea. Serda uma
crenca ou uma teoria fundamentada cientificamente?

a partir de uma fotografia, embora possam haver distor¢oes na foto além de algumas

dificuldades que podem ser encontradas como Sharp (2002) relaciona:

1. A secao pode nao estar exatamente na direcao correta;

2. Devido a espessura da casca pode haver um erro considerével ao decidir onde

tomar a medida;

3. Nao é uma tarefa facil encontrar o polo da espiral.

Considerando esses fatos, analisamos imagens distintas da concha de nautilus
sobrepostas as espirais logaritmicas construidas no software geogebrﬂ e verificamos
que a estrutura da concha possui uma excelente aproximacao da espiral logaritmica
com fator de expansao igual a 1,333 e, em contrapartida, difere consideravelmente

da espiral logaritmica com fator de expansao igual a ¢, conforme a figura [5.20

Fator de expansi

\ ' Fator de expansa,

a = 80°

o =730

190 Geogebra ¢ um software de geometria dindmica que une geometria, algebra e calculo.
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5.8 O triangulo aureo, a espiral logaritmica e a sequéncia de Fibonacci

Figura 5.20: Conchas distintas de nautilus sobrepostas as espirais logaritmicas. (a) Fator
de expansao igual a 1,333. (b) Fator de expansao igual a ¢. (Adaptado de Google Imagens)

Para Stewart (2009),

outra falacia comum é supor que a razao aurea ocorre na concha espira-
lada de um nautilo. Essa bela concha é - para sermos mais precisos - um
tipo de espiral chamada espiral logaritmica. Nela, cada volta sucessiva
apresenta uma proporc¢ao fixa em relacdo & anterior. Ha espiral desse
tipo na qual a razao é durea. Mas a propor¢ao do nautilo ndo é a razao
durea. (STEWART, 2009, p. 106).

Portanto, o que podemos concluir com base nos estudos de Clement Falbo, John
Sharp, George Markowsky e a partir das observacoes da imagem das conchas sobre-
postas as espirais é que, de fato, a concha de nautilus tem sua estrutura descrita por

uma espiral logaritmica, mas o fator de expansao desta espiral nao é .

5.8 O triangulo Aureo, a espiral logaritmica e a sequén-

cia de Fibonacci

Como vimos na se¢ao a partir do triangulo aureo ABC' podemos obter, por
meio da bissetriz de um dos angulos junto a base, um triangulo isésceles BC'D se-
melhante ao anterior de maneira que o ponto D divide AC em extrema e média

razao. Este processo pode ser repetido indefinidamente produzindo uma série de
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5.8 O triangulo aureo, a espiral logaritmica e a sequéncia de Fibonacci

triangulos que “converge para um ponto-limite O, que é o polo de uma espiral loga-
ritmica que passa sucessivamente e na mesma ordem pelos trés vértices de cada um

dos triangulos da série, ... A, B, C, D, ...” (HUNTLEY, 1985, p. 167).

A

Figura 5.21: A sequéncia infinita de tridngulos aureos e a espiral logaritmica. (A autora)

Outra caracteristica interessante que pode ser observada no triangulo dureo esta
relacionada a sequéncia de Fibonacci. Se considerarmos o segmento HG = 1, temos
que GI' = 1. Consequentemente, F'/E/ = 19+ 1. Repetindo-se o processo, de forma

analoga, obtemos a sequéncia:

GF =1p

FE=1p+1
ED=2p+1
DC =3p+2
CB=5p+3
BA=8p+5

Observe, na sequéncia de medidas dos segmentos GF, FE, ED, DC, CB e BA,
que os coeficientes de ¢ bem como os termos independentes descrevem a sequéncia

de Fibonacci. Portanto, podemos observar mais uma relacao entre a sequéncia
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5.8 O triangulo aureo, a espiral logaritmica e a sequéncia de Fibonacci

de Fibonacci, que estd diretamente relacionada ao triangulo aureo, com a espiral

logaritmica cujo fator de expansao é igual a .
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CAPITULO 6

CONSIDERACOES FINAIS

“Eu poderia continuar, pois hd muitos outros exemplos, [...] todos os quais, em
estreito exame, acabam por ficar sem qualquer evidéncia de apoio. Apesar da falta
de provas, no entanto, e em alguns casos, em face de provas o contrdrio, cada
afirmacao parece atrair seu proprio grupo de devotos, que nao vao por um
momento considerar a possibilidade de que suas crencas estimadas nao sejam
verdadeiras. Consequentemente, nao apenas @ € um numero muito especial
matematicamente - todas as suas aparéncias genuinas na matemdtica e na
Natureza mostram isso - ele também tem um enorme significado cultural como o

)

numero que a matoria das pessoas tem o maior numero de falsas crencas.’

Keith Devlin

Nossos objetivos iniciais convergiam para a identificacao de evidéncias da ma-
nifestacdo da Razdo Aurea e da sequéncia de Fibonacci nas mais diversas areas do
conhecimento humano, assim como encontramos em diferentes literaturas que nos
causaram um certo entusiasmo diante da diversidade de suas aplicacoes. Nesta pers-
pectiva, iniciamos nossa pesquisa analisando afirmacgoes acerca da utilizacao destes

numeros em diferentes contextos e periodos historicos. Entretanto, ao analisarmos
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minuciosamente as mais classicas afirmacgoes verificamos, em alguns casos, a ine-
xisténcia de fundamentos que as sustentem dada a fragilidade de seus argumentos.
Portanto, diante de algumas controversas fomos conduzidos a uma tematica mais
critica, que teve por objetivo distinguir teorias que revelam propriedades matemati-
cas na mais genuina manifestacao destes ntimeros daquelas que sao apenas crencas

sem fundamentos cientificos.

Produzimos desta forma, um trabalho que representa um redirecionamento do
artigo da propria autora desta pesquisa, escrito durante seu trabalho de conclusao
de curso como exigéncia parcial para obtencao do grau de licenciado em Matemé-
tica, na qual a autora expde a afirmativa de que a Razdo Aurea fora utilizada na
construcao do Partenon de Atenas. Acrescenta & sua exposicao a afirmativa de que
a espiral aurea estd presente na formacao biologica das conchas e que as proporcoes
do Homem Vitruviano de Leonardo Da Vinci estao em razoes que tendem para ¢,
corroborando, desta forma, com afirmacoes um tanto quanto subjetivas do ponto de
vista matematico. Contudo, o periodo decorrido na produgao destas paginas, que
aqui apresentamos, certamente foi um momento oportuno para a autora revisitar

suas concepcoes iniciais acerca de tais afirmacoes.

Desta forma, a histéria da matematica nao foi apenas fundamental para a ana-
lise dos contextos historicos das afirmacoes associadas a Razao Aurea e a sequéncia
de Fibonacci, descritas em nosso trabalho, como também motivadora. Assim, a
utilizacao da historia como ferramenta nas aulas de matematica produz um efeito
desmistificador da disciplina e a torna mais humana e acessivel. Trata-se portanto de
uma oportunidade em perceber a matematica como fruto de necessidades inerentes
ao desenvolvimento humano que permanecera em progressiva expansao, tornando-se
possivel fazer-se parte integrante deste processo. Neste sentido, almejamos propor
aos nossos alunos a analise dessas afirmagoes, corroborando com a construcao do

pensamento critico e independente tanto quanto evidenciando a existéncia de equi-

173



vocos no desenvolvimento da matematica.

Por fim, esta analise s6 se tornou possivel mediante a oportunidade de ser parte
integrante do curso de mestrado PROFMAT que proporcionou um aprendizado en-
riquecedor por meio das disciplinas ministradas que, sem divida, sera refletida na

qualidade de sua pratica em sala de aula.
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