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RESUMO

Este trabalho trata da equacao generalizada de Zakharov-Kuznetsov. Estudamos trés
situagoes: equacao subcritica, critica e supercritica. Estao apresentados os resultados
sobre existéncia, unicidade e comportamento assintético.
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ABSTRACT

This work deals with the generalized Zakharov-Kuznetsov equation. We study three situ-
ations: subcritical, critical and supercritical cases. The results on existence, uniqueness
and asymptotic behavior are presented.

Keywords: Dispersive partial differential equations, Existence and uniqueness, Asymp-
totic behavior.
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INTRODUCAO

A equagdo de Zakharov-Kuznetsov foi deduzida pela primeira vez no ano de 1974 [50],
para descrever o comportamento de ondas ion-acisticas fracamente nao lineares no
plasma que compreende fons frios e elétrons isotérmicos quentes quando hd um campo
magnético uniforme.

Zakharov e Kuznetsov [50], fizeram a primeira tentativa para modelar um
soliton em um sistema tridimensional. Para um plasma magnetizado nao relativistico
com a suposicao de que a temperatura do ion é zero, eles obtiveram uma equacao dife-
rencial tridimensional,

Up + Uy + Uy + Ugyy + Ugzz = 0, (0.0.1)

que é conhecida como a equagao ZK. A equacao (0.0.1) é uma extensao tridimensional
da conhecida equagao de Korteweg-de Vries (KdV)

Uy + Uy + Ugyy = 0, (0.0.2)

que é modelo que governa a propagacgao unidimensional de ondas fracamente dispersivas
e de pequena amplitude (Infeld e Rowlands 1990, [35]). A KdV possui solugoes de
onda solitéria e de onda periddica, sendo que ambas mostraram ser estaveis (Benjamin
1972, [36]; Drazin 1977, [37]). Em 1970, Kadomtsev e Petviashvilli fizeram a primeira
tentativa de modelar um séliton em um sistema bidimensional [48], e derivaram uma
fraca extensao bidimensional da equagao KdV, conhecida como equacao KP, para ondas
de pequena amplitude e fracamente dispersivas. A estabilidade das solucoes da equacao

KP para perturbacoes bidimensionais de comprimento de onda longo foram investigadas
(Infeld, Rowlands e Hen 1978, [33]).

No contexto de ondas ionicas actusticas em um plasma nao magnetizado com-
preendendo ions frios e elétrons isotérmicos quentes, ondas de pequena amplitude e fraca-
mente nao lineares sao regido pela equagao KP (Kako e Rowlands 1976,[38]). Na situagao
mais realista em que os elétrons sao nao isotérmicos, O’Keir e Parkes (1997) [41] mostra-
ram que a equacao governante equivalente é uma forma modificada da equagao KP (ou
equagao mKP). A versao unidimensional correspondente da equagao mKP foi derivado
por Schamel (1973) e agora ¢ conhecido como a equagao de Schamel [39]. O’Keir e Parkes
(1997) investigaram a estabilidade de solugbes de ondas de viagens planas-periddicas e
solitarias de mKP para perturbacoes bidimensionais de comprimento de onda longo.



Se o plasma é magnetizado, a equagao governante quando os elétrons sao
isotérmico é a equagao de Zakharov-Kuznetsov (ZK) (Zakharov e Kuznetsov 1974). As-
sim, a equacao ZK também pode ser usada para um sistema magnetizado bidimensional

Up + Uy, + Uz + Ugyy = 0. (0.0.3)

Em contraste com o plasma normal que consiste em elétrons e fons positivos (e — i),
foi observado que as ondas nao lineares em plasmas tem um componente adicional de
pésitrons que se comportam de maneira diferente, assim o plasma (e —i) de dois compo-
nentes torna-se um (e — i — p) de trés componentes. O plasma elétron-ion-pdsitron tem
um papel importante na compreensao dos plasmas no Universo Primitivo, nos ntcleos
galdcticos ativos, na magnetosferas de pulsar, e na atmosfera solar.

A Equacao (0.0.3) é a equacao ZK para o séliton fon-actstico bidimensional,
magnetizado, rotativo e sem colisdo fracamente relativistico de trés componentes (e —
i — p) do plasma [45]. Infeld 1985, [34]; Laedke e Spatschek 1982, [40] investigaram a
estabilidade de solugoes de ondas viajantes planas-periddicas e solitarias da equagao ZK
para perturbacoes bidimensionais de comprimento de onda longo.

Munro e Parkes 1999 [49], mostraram que se os elétrons sdo nao isotérmicos,
a equacao governante é uma forma modificada da equacao ZK, que eles chamaram de
equacao mZK!. Eles investigaram a estabilidade das solucoes de ondas viajantes planas-
periddicas e solitarias da equacao mZK para perturbagoes bidimensionais de compri-
mento de onda longo usando o método de Infeld e Rowlands (1990) (ver também Infeld
1985).

Anadlise mais precisa e significativa da boa colocacao e propriedades qualita-
tivas de solucoes para equacao do tipo ZK e suas generalizacoes inicia-se, basicamente?,
no século XXI.

Faminskii em 2008 [10] estabeleceu resultados de boa colocagao local e global
para o Problema de Valor Inicial e de Contorno para a equacao ZK bidimensional em
espagos do tipo Sobolev sob suposi¢oes naturais sobre os dados iniciais e de contorno
inicial. Faminskii considerou a seguinte equagao

U + Uy + Uy + Ugyy = [ (0.0.4)

nos dominios
(0,7)xRY = {(t,z,y);t € (0,T),z >0,y € R}, (0.0.5)
0,T)x¥ = {(t,z,y);t€(0,7),z € (0,1),y € R}, (0.0.6)

onde 7' > 0. Em ambos os casos com a condicao inicial

u(0,2,y) = uo(v,y) (0.0.7)

1§ preciso ressaltar que a equagdo encontrada em [49] tem ndo linearidade da forma ul/?

férmula (2.24) pg. 308.
2Faminsk em 1995 [9] estudou o problema de Cauchy para a equagao de Zhakarov-Kuznetsov.
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(onde (z,y) € R% ou (z,y) € ¥ respectivamente) e as seguinte condigdes de fronteira
para (t,y) € Br = (0,T) x R :

(1) se o problema for em (0,7") x R? adicione uma condigao ao problema
(2) se o problema for em (0,7") x ¥ acrescente trés condi¢oes

U(t, 0, y) - ul(ta y)? u(tv 17y) - U2<t7y)7 ux<t7 17y) - u3(t7 y)? (009)

Denotando C,(I; B), onde B ¢ um espaco de Banach, como o espago das
fungoes fracamente continuas de I para B, por

T m+1
AN (u;T) = sup/ / /(ui + u}) dydzdt,
0 m R

m>0
e para si,S89 > 0

H*(R?) = Hyy ™ (R?) = {u(t,y); FHL+ A+ In[) (A n)] € L*(R)}.

Faminskii estabeleceu que se o problema for considerado como em (1) e se o
dado inicial (1+z)%uy € L?*(R%) para alguma constante 3 > 0, u; € H*/>*(Br), s > 3/2,
T>0e(l4+z)fe LY0,T;L*(R%)). Entao existe uma solugao u(t,z,y) do problema
(0.0.4)-(0.0.8) tal que

(1+2)%u € Cu([0,T]; LAR%)),  M(w;T) < oo,

Se, 8 > 0 entao
(14 )2 € 120, T; H'(R%)).

O problema (0.0.4)-(0.0.8) é bem posto nesta classe se § > 1. ([10] pg. 21 Teorema 6.1).

Agora, se o problema for considerado como em (2), se ug € L*(2), uy,us €
H*33(Br),s > 3/2, T > 0, u3 € L*(Br) e f € L*0,T;L*X)). Entdo o problema
(0.0.4)-(0.0.9) é bem posto na classe C,([0,T]; L*(X)) N L*(0,T; H'(X)), ([10] pg. 22
Teorema 6.2).

Outros resultados com uma analise mais profunda sobre o problema de valor
inicial e de contorno para a equagao ZK é considerado por J.-C. Saut e R. Temam [26]
em 2010. Provavelmente, devido ao seu carater pioneiro, esse PVIC foi nomeado em
[14] como Problema de Saut-Temam. Continuando este estudo, [27] (2012), os autores
consideram a equacao de Zakharov-Kuznetsov

Uy + cuy + Aug + v, = f,
onde u = u(z,zt,t) e (z,2+) € (0,1) x (—m/2,7/2)¢,d = 1,2, com condigoes de contorno

de Dirichlet ou condigoes de fronteira periddicas. Depois de estudar alguns espacos es-
peciais de fungoes, eles mostram a existéncia e unicidade de solugdes para um problema
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linearizado usando a teoria de semigrupos e derivam por argumentos de compacidade e
regularizacao um resultado de existéncia de solucoes fracas globais nas dimensoes espa-
ciais 2 e 3 (d = 1,2, respectivamente), e um resultado da unicidade de tal solugao no
caso bidimensional.

Em [7] G. Doronin e N. Larkin (2015) consideram a equacao de Zakharov-
Kuznetsov
U + (5 =+ u)ux + Uggr + Ugyy = 0

no dominio Q7 = Dx(0,T),onde D = (z,y) € R* : x € (0,L),y € (—B, B). Aqui, 3 =0
ou =1, T > 0 é arbitrario, L, B > 0, e pode ser que B = 4o00. Eles fornecem esta
equacao com as seguintes condicgoes iniciais e de contorno:

u(0,y,t) = u(L,y,t) = u,(L,y,t) =0,
u(z, —B,t) = u(z, B,t) =0,

u(:r;, Y O) = uo(xa y>7
e condicoes de contorno analogas para o caso em que B = oco. Os autores provam pri-
meiro, no caso em que 3 = 1, a existéncia e unicidade de uma solucao forte para o pro-
blema considerado, ou seja, uma solugao u tal que, em particular, v € L*(0,T; H*(D))
com Au, € L*(0,T; H'(D)). Em seguida, eles estabelecem condicoes para que um pro-
blema linear semelhante tenha solugoes que nao decaiam com o tempo ¢t — oo, tal
condicao aparece devido a andlise espectral para o caso = 1, ou seja, na presenca do
termo de transporte linear u,. A condicao diz que se o problema linear for considerado
sobre o dominio D = (0,L) x (=B, B), L,B > 0, e se os numeros L e B satisfazem a
igualdade
2T 2 nm\ 2
LB/ ¥ 12) +(55) =1
(73 -

onde k,I,n € N, entao as solugoes nao podem decair com o tempo. Posteriormente,
apresentam condigoes suficientes para o decaimento exponencial das normas—L?(D) das
solugoes do problema original, em ambos os casos quando 5 =0e g = 1.

Resumindo, no que diz respeito a ZK classica, os resultados tanto de Pro-
blemas de Valor Inicial (PVI’s) quanto de Problemas de Valor Inicial e de Contorno
(PVIC’s) podem ser encontrados em [7, 9, 10, 14, 19, 20, 22, 25, 26, 27]. Na Secao 2.2.1
seguimos principalmente J.-C. Saut, R. Temam e Weng [27]. Para o PVIC bidimensional
colocada sob uma y—faixa, problema encontrado na Se¢ao 2.2, nos baseamos no traba-
lho de Larkin e Padilha [14] para a equagao ZK tridimensional. Na Secao 3.2 usamos os
resultados encontrados em [27] para validar a existéncia de um semigrupo de contragao
para a equagao ZK. Para as estimativas com decaimento encontradas na Se¢ao 3.3, nos
adotamos os métodos de Doronin e Larkin [7].

Nesta tese vamos estudar a generalizacao da equacao de Zakharov-Kuznetsov
bidimensional [17]. Estamos interessados em problemas de valor inicial e de contorno
(PVIC’s) em dominios limitados e ndo limitados para a equacao de Zakharov-Kuznetsov
generalizada (gZK) escrita na forma

U + Uy + U] Uy + Uggy + Ugyy = 0, (0.0.10)
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que é um analogo bidimensional em dominios alterados® (ndo sendo a reta real) da
equacgao de Korteweg-de Vries generalizada (gKdV)

U + Ug + |u] Uty + Upre = 0, (0.0.11)

ver [1]. Quando oo = 0, a equagao (0.0.10) torna-se a ZK cléssica. Nosso estudo abrange
os casos a € (0,1] e a > 1, inteiro. Quando o € N, assumiremos que a nao linearidade
terd a forma u'Tu,, para nao haver estudos separados do sinal que acompanha o termo.
No caso a = 1, a equacao gZK usualmente chama-se de ZK modificada, ou entao de
mZK (de maneira andloga a mKdV).

Linares e Pastor 2009 [18], estudaram o problema de Cauchy (ou PVI, equi-
valentemente) em todo® R?, para a equacao ZK modificada bidimensional (mZK), nao
linearidade com a forma w?u,, os autores provaram que o problema ¢é localmente bem
posto para dados em H*(R?), s > 3/4. Mesmo que o espago L*(R?) seja critico para
esta equacao, eles estabeleceram que nao é possivel a boa colocagao em tal espaco. O
posicionamento global e uma estimativa de fungao maxima também sao estabelecidos.

Farah, Linares e Pastor 2012 [11], consideraram o Problema de Valor Inicial®
para equacgao generalizada ZK bidimensional u; + 8m(uk+1) + Uy + Ugyy = 0, onde £ > 3
é um inteiro. Provaram para k > 8 a boa colocacio local em espagos H*(R?) de Sobolev
baseados em L?, onde s é maior do que o indice da escala critica s, = 1 — 2/k. Para
k > 3, estabeleceram um critério para obter solucoes globais H'(R?). Provaram também
um resultado de espalhamento nao linear em H'(R?) assumindo que os dados iniciais
sao pequenos e pertence a um espaco de Lebesgue adequado.

Assim, podemos dizer que o estudo do PVI no R? para gZK chegou a um nivel
satisfatorio. No entanto, no momento de obtencao dos resultados desta tese, nao foram
encontrados resultados sélidos relativos a PVIC’s em dominios limitados (ou ilimitados)
para mZK ou para a ZK mais geral.

Dificuldades e desafios a serem atacados no decorrer da a tese sao seguintes:

e A principal diferenca entre os problemas de valor inicial puro e o de valor inicial e de
contorno é que o PVI em R? fornece (quase que imediatamente) boas estimativas em
H'(R?) pelas leis de conservagao [18], enquanto o PVIC nao possui essa vantagem.
Isso é um forte desafio, pois nao é claro como obter as estimativas de u, ou de wu;
em L? nas varidveis z, y no caso de problemas com condicoes de contorno.

e Outro desafio ¢ que a 2* poténcia do termo nao linear da mZK é critica [17, 18], em
contraste com a mKdV. A abordagem usual neste caso nao fornece bons resultados.
Mais ainda, a andlise do PVI no caso critico levanta a hipdtese de que a solucao
pode se quebrar se os dados iniciais nao forem suficientemente pequenos em algum

3Se o corte de dominios for levado em consideracdo, o termo de transporte u, deve ser considerado
ver, por exemplo, [2, 32].
4val i ao ZK lizago dad d 1 R? na &
vale a pena citar que a equagao e suas generalizagoes estudadas em todo o plano R® ndo contém
o termo u,.
Smesma observacdo feita acima.



sentido. Observe que modelos dispersivos unidimensionais com nao linearidades
criticas foram estudados recentemente em [15].

e Outro detalhe a ser notado é que restricoes ao dominio para as propriedades de
decaimento de solugoes das equacoes dispersivas aparecem naturalmente devido a
presenga de um termo de transporte linear u,, ver [7, 24] para detalhes.%

Nao estamos detalhando aqui, na introducao, as dificuldades e os métodos de
abordagem dos problemas correspondentes. Deixamos essas explicacoes para o inicio de
cada capitulo.

O primeiro capitulo contém os resultados preliminares necessérios.

No segundo capitulo, inicialmente consideramos a gZK com a € (0,1), o que
chamamos de caso subcritico. Mostramos alguns resultados e dificuldades que ja apa-
recem para o problema posto em um retangulo. Em seguida, iremos abordar a mZK
(v = 1) numa faixa infinita na diregdo y. Usamos uma regularizagao parabdlica para
obter estimativas a priori globais e entao mostrar a existéncia e decaimento exponencial
das normas da solucao e suas derivadas em espacos baseados no L? quando t — oco. Res-
saltamos que foi possivel fazer isso apenas para dados iniciais suficientemente pequenos
e sob restrigoes de largura da faixa.

No terceiro capitulo da Tese, iremos tratar a gZK posta em um retangulo
limitado. Para o > 1, inteiro, utilizamos argumentos de ponto fixo para construir a
tnica solugao forte local. Depois o estudo se divide em dois casos: caso critico (o = 1) e
o supercritico (o > 1, inteiro). Esses sao os resultados principais da tese. As abordagens
seguem as mesmas ideias, mas se diferem tecnicamente.

Os resultados encontrados neste trabalho foram publicados em forma de trés
artigos em periddicos internacionais de alto indice Qualis da CAPES, a citar:

e Modified and subcritical Zakharov-Kuznetsov equations posed on rectangles, Journal
of Differential Equations, 2021, Qualis A1l.

e Modified Zakharov-Kuznetsov equation posed on a strip, Applicable Analysis, 2020,
Qualis A2 (antigamente B2).

e Supercritical Zakharov-Kuznetsov equation posed on bounded rectangles, Z. Angew.
Math. Phys, 2021, Qualis A2.

SEste termo nao estd presente em [16] que facilita a abordagem. Além disso, o trabalho [16] se baseia
num outro método e, mais ainda, apareceu na etapa final da tese, quando os nossos resultados ja foram
expostos em arXiv e o artigo correspondente ja foi submetido na sua versao final revisada em JDE.



CapiTULO 1

Resultados Preliminares

Ao longo desta tese, n € N* serda a dimensao do espaco R™ (em nosso caso n = 2).
A norma euclidiana em R™ é denotada por x — |z| e o produto interno associado por
(x,y) — x - y. Para todo multi-indice « = (ay,...,®,) € N* com n € N*, denotamos
lal =01+ ...+ a,

Para qualquer conjunto aberto 2 C R", usamos as seguintes definicoes para

os espagos de fungoes:

e O conjunto C*(Q), k € N, das fungoes om derivadas continuas até a ordem k.

e O subconjunto CF(Q2) C C*(Q) das fungdes om derivadas continuas e limitadas até
a ordem k.

O conjunto C%*(Q2), a € (0,1], das funcoes a—Holder continuas. Para o caso
a=1,C%(Q) é o conjunto das fungoes Lipschitz. A Lipschitz seminorma de cada
funcao é definida como

z,yEN ’33 - y’ ‘
zAy

O conjunto C**(Q2), k > 0, a € (0,1] de fungoes em C*(2) cuja as derivadas
parciais de ordem k sao a—Holder continuas.

O conjunto C§°(£2) das fungées em C*(2) que tem suporte compacto em €. O
espago C§°(€2) munido da topologia do limite indutivo é denominado o espago das
fungoes testes, e é denotado por D(£2).

O conjunto C°(Q) é a restricao para Q das fungdes em Cg°(R™).

Para qualquer espaco vetorial normado F, denotamos seu dual topoldgico por E', que
é o espaco dos funcionais lineares continuos sobre E. Para qualquer f € E' e z € E
introduzimos a dualidade.

{(f ) e = f(2)
Definicado 1.0.1. Seja E um espaco de Banach e E' seu espaco dual.



e Dizemos que um sequéncia {u,}nen de elemento de E converge fracamente para
u € E, se para qualquer f € E' tivermos

flun) = (frun) gy — (fru)pp = f(u).

e Dizemos que um sequéncia { f,}nen de elemento de E' converge fraco— para f €
E', se para qualquer v € E valer

fn(u) = <fn’u>E/E — <f7 u>E'E = f(u)

Definicao 1.0.2. Sejam E e F dois espagos de Banach. Dizemos que a aplicagcao S de
E em F € compacta se a imagem de todo subconjunto limitado de E por S é um conjunto
relativamente compacto de F, ou seja, € um conjunto com fechamento compacto em F.

1.1 Espacos L’ e Espacos de Sobolev
Esta notacao é usada no decorre do nosso trabalho.

e Sejam 1 < p < 00, 0 espago LP(£2) é o conjunto das fungoes mensurdveis a Lebesgue
sobre o conjunto aberto {2 C R™ com valores reais, para o qual p* poténcia do valor
absoluto é integral para a medida de Lebesgue. Para cada f € LP((2), definimos

o= [ f(m)\pdx); |

e O espago L*°(Q2) é o conjunto das fungoes mensuraveis a Lebesgue que sao essen-
cialmente limitadas em ). Para cada f € L>({2), definimos

[ fll oo (o) = €55 SUp |f| < oo.

Pode-se provar que LP({2) é um espago de Banach com as normas descritas
acima, ainda mais

e Para 1l < p < 00, 0 espago LP(2) é separavel e reflexivo. Mais ainda, o espago dual
é isomorfo a L¥ (), onde Sty =1L

e O espago L'(Q) é separdvel mas nao é reflexivo. O espago dual é isomorfo a L>(£2).

e O espago L*(2) nao é separavel e nem reflexivo. O espago dual é estritamente
maior que L'(Q).

Proposicao 1.1.1. Para qualquer conjunto aberto 2 € R™, o conjunto D(§2) € denso em
LP(Q2) para qualquer 1 < p < oc.

Para a demonstragao ver [30] pg. 63, Teorema I1.2.26.
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Proposicao 1.1.2. Seja {u, fnen uma sequéncia limitada em LP(Q)), 1 < p < co. Entao
podemos extrair uma subsequéncia fracamente convergente de {uy }nen; tal que

Hun, tren, Ju € LP(Q),kILm /unkgo dQ) = / wp dQ,Vp € LP ().
© Jq Q

Para a demonstragao ver [30] pg. 63, Proposicao 11.2.27.

Lema 1.1.1. Seja Q qualquer conjunto aberto de R"™ e seja uw € LP(2) N LY(Y) com
1 <p,q < 0. Entao, para todo r tal que

1 6 1-40
_:_+—a Ogggla
rop q

nds temos u € L"(§2), com
lullzr < Jlull 7l
A prova deste resultado pode ser encontrada em [30] pg. 66, Lema 11.2.33.
Lema 1.1.2 (Desigualdade de Holder). Considere 2 um conjunto aberto de R™. Sejam
l

1
1<pi,...,pm<o0 talqueZ—zl. Seu; € LPI(Q) parai=1,... 1, entdo

i=1 Pt
! !
/ H |Ul| dQ S H ||uz||LP2(Q)
Q-1 i=1

Para a demonstragao ver [30] pg. 58, Proposicao 11.2.18.

Proposicao 1.1.3. Sendo 2 um subconjunto aberto e limitado de R", 1 < p < g < 0.
Se u € LI(Q) entao u € LP(Q) valendo a desigualdade

11
lull o) < 12779 |ul| Lo

Demonstragao. O caso p = q é imediqato. Para o caso p < ¢ basta aplicar a desigualdade
de Holder para u? € L»(Q2) e 1 € La-»(£2). Pois, ¢/p > 1 e
Poa-p_

q q

1.

Entao,
1-2
iy = [ 102 < 1 171, 5 < 1907

]

Definicao 1.1.1. Para todo conjunto aberto Q) de R™ e para todo 1 < p < oo, denotamos

P ' ~ _y a L
como L () o conjunto das fungdes mensurdveis para o a qual a p* poténcia do valor

absoluto ¢ localmente integrdvel, isto €, a integral sobre todos os subconjuntos compactos
de Q2 € finito. Similarmente, denotamos L72.(2) o conjunto das fung¢des mensurdveis

essencialmente limitadas sobre todos os compactos de €.
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Dizemos que uma sequéncia {u, },en converge para u em L2 (92), se {uy, bnen

converge para u em L*(w), para qualquer conjunto aberto e limitado w tal que @ C .

Proposicao 1.1.4. Sejam Q um conjunto aberto e limitado de R™, g > 1 e {u,}nen
uma sequéncia limitada em L(SY). Assuma que {up}nen converge para w em L7 (Q),
com 1 < p < q; entao nos temos

u e L)

U, = u em LP(9).

A prova pode ser encontrada em [30] pg. 68, Proposic¢ao 11.2.36.

Considere « := (a4, ..., @,) um multi-indice. Para qualquer fun¢ao f defina
o operador diferencial D® por

we (O [ 0™ oo
popoe (20 (22) () a1

assim que esta derivada parcial existe (em um sentido cldssico ou fraco). Também usamos
a notagao 0“ para designar o operador D®.

Uma sequéncia {p, }neny em D(Q2) é dita convergente para ¢ € D(€), se existe
um compacto K de R"™ que contém o suporte de ¢ e de todas as fungoes ,,, e se para
cada multi-indice v € N™, a sequéncia {0%p, }nen converge uniformemente para 0%p.

Definicao 1.1.2 (Distribui¢ao). Um operador linear T : D(2) — R é chamado de
distribui¢ao se ele é continuo no sequinte sentido, T (o) — T(p) para qualquer sequéncia
{¢n}nen convergindo para ¢ € D(Q).

O congunto das distribui¢oes € denotado por D'(2).

Mesmo que D(£2) ndo seja um espago de Banach, por semelhanga com a usual
teoria da dualidade, também adotamos a notacao

(T, ) p =T(p).

Definigao 1.1.3. Uma sequéncia de distribui¢oes {T,, }nen em D' (Q) € dita convergente
para T em D'(Q), se para toda ¢ € D(Q) nds tivermos

(Tn, o) — (T, ¢)prp, quando n — oo.

Defini¢ao 1.1.4. Para qualquer distribuicao T € D'(2) e qualquer o € N a derivada
de T no sentido das distribuicoes € a distribuicao 0T definida como

(0T, ¢)pp = <_1)|a‘<T7 0“p)pp, Yo € D(Q).

1
loc

Para cada funcao f € L
definida por

(Q) podemos associar a distribui¢ao 7y € D'(2)

(T, o)op = /Qfso, Vi € D(Q).

1

O préximo resulta identifica L,

() como um subespago de D'(£2).
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Proposicao 1.1.5. A aplicacdo
T:f€Ll,(Q)wTeD(Q)
é injetiva e sequencialmente continua.

A prova pode ser encontrada em [30] pg. 72, Proposicao 11.2.42.

Gragas ao resultado anterior, vemos que a aplicagao 7 nos permite identificar

L} .(Q) como um subespago de D’'(€2). Por abuso de notagao, dizemos que L () C

D'(Q2) e identificamos sistematicamente f e a distribui¢do Ty. Reciprocamente, se uma
distribuigao T € D'(Q2) é tal que T = T} para alguma f € L}, (Q) dizemos que T €
L%OC(Q)'

Observe também que, assim que se f é uma funcao suave o suficiente, uma
simples integracao por partes mostra que temos

8‘1(Tf) = Taaf, em D/(Q>

Proposigao 1.1.6. o Sejal < p < o0, € {fu}nen uma sequéncia de fungoes em
LP(Q2) que converge fraco para f em LP(S). Entdo nds temos

fo—f, em D'(Q), quando n — .

o Seja {fn}tnen uma sequéncia de fungdes em L*>®(Q) que converge fraco—* para f
em L>®(Q). Entao nos temos

fo—f, em D'(Q), quando n — .

A prova pode ser encontrada em [30] pg. 73, Proposicao 11.2.43.

Lema 1.1.3. Seja Q um conjunto aberto e conexo de R™ e seja T € D'(Q) uma distri-
buicao tal que VT =0 (em outras palavras 9T /0x; = 0, em D'(QY) para todo i). Entao
T € constante, isto €, existe uma constante o € R tal que

T = .

A prova pode ser encontrada em [30] pg. 73, Lema I11.2.44.

Definicao 1.1.5. Seja 2 C R™ um aberto. Dadas u,v : 2 — R e a um multi-indice.
Dizemos que v € a-ésima derivada fraca de u e escrevemos

D%u = v,

Se

/QuDagbdx: (-1)@/@ da (1.1.2)

Q

para toda funcdo teste ¢ € C§°(£2).
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Lema 1.1.4. A a-ésima derivada fraca, se existe, € unica a menos de um conjunto de
medida nula.

Para a prova ver [8] pg. 257.

Definicao 1.1.6. Seja 2 um conjunto aberto de R™, seja k wm inteiro nao negativo, e
seja 1 < p < o0o. Definimos o espaco de Sobolev por

Wh(Q) = {f € L(Q) ; D°f € LP(Q) , V]a| < k},

onde D% sao as derivadas de f, com norma natural

3 =

HfHWk’p(Q) = Z HDaf”ip(Q) , para p < o0,

o<k

||fHWkﬂ°0(Q) = ‘51|1pk HDafHLoo(Q) y para p = oQ.
al<
Proposicao 1.1.7. O espaco de Sobolev W*P(Q) é um espaco de Banach.

Para a demonstragao ver [8] pg. 262, Teorema 2.
Notagao: Se p = 2 usualmente escrevemos WH5P(Q) = H*(Q), note que H°(Q) =
L2(Q). O fecho do conjunto C£°(Q) em W*?(Q) é denotado por WEP(Q), se p = 2
denotamos HE(Q). O espaco dos operadores lineares limitados f : WiP(Q) — R é
denotado por W= (Q), ou H*(Q) se p = 2.
DOMINIOS

Neste momento, k designa um inteiro nao negativo e & um nimero real no

intervalo [0, 1]. Além disso, assumimos que k4« > 1, o que implica que fungoes da classe
O™ sao pelo menos localmente Lipschitz continuas.

Dizemos que um conjunto aberto 2 C R" é um dominio da classe C*“ se sua
fronteira 90 é localmente o gréafico de uma funcao da classe C*® tal que  est4 situado
em um unico lado deste grafico. Vamos enfatizar o fato de que esta tltima condigao é
crucial (particularmente para nos permitir definir o conceito de um normal para fora do
dominio e, portanto, uma orientagao em J€2 como definimos abaixo).

Definicao 1.1.7. Para qualquer aplicacio a : R"™' — R, de classe C*® e suportada
compactamente nos definimos o sequinte conjunto aberto

Ha = {(E> .Tn) € Rn ) Tn > a(E)},

que é chamado um meio-espaco C** em R™.

O conjunto R =R" ! x R} = Hy € chamado de meio-espago plano.
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Definicao 1.1.8. Um conjunto aberto Q C R"™ ¢ dito ser um dominio de classe C*,
se para todo ponto o € 0X), existe uma vizinhanca aberta U, de o em R™, uma rotacdo
R, € OF(R)Y, e um meio-espago C** denotado por H,, tal que

QNU, = (RsH.,)NU,,
NNU, = (R,0H,,)NU,,
QNU, = (R,H;, )NUs.

No caso em que k =0 e o = 1 nds simplesmente dizemos que o dominio €2 é Lipschitz.
Se o = 0 simplesmente dizemos que Q2 € de classe C*.

Para mais detalhes sobre domfnios de classe C*® ver [30] Capitulo III e
também [43]. Mencionamos, sem prova, que a classe dos dominios de Lipschitz contém,
por exemplo, todos os conjuntos abertos convexos, ver [43] pg. 12, Corolério 1.2.2.3.

Teorema 1.1.1. Seja @ um dominio Lipschitz em R™ com fronteira compacta e 1 < p <
00, k € N*. O conjunto C5°(Q) é denso em WFP(Q).

Para a demonstragao ver [30] pg. 144, Teorema II1.3.11.

Teorema 1.1.2. Seja ki > ko > 0 e Q um dominio Lipschitz limitado de R™. Entao a
imersao de W*P(Q) em WP (Q) é compacta.

Para a demonstragao ver [43] pg. 26 , Teorema 1.4.3.2.

Teorema 1.1.3. Seja Q2 um dominio Lipschitz de R™ com fronteira compacta e considere
1 < p < o0. Entdo, eziste uma constante C > 0 tal que para qualquer ¢ € D(R™) nds
temos

1-1 1
leloallr@ay < Cllellpor el -

Como consequéncia, existe um unico operador linear continuo
. 17
Yo : WHP(Q) — LP(09),

tal que Yo(¢) = @|oa para qualquer ¢ € C°(Q). Este operador é chamado de operador
trago sobre WhP(Q).

A prova pode ser encontrada em [30] pg. 155, Teorema I11.2.19.

Observacgao 1.1.1. E'possz’vel mostrar ( [30], Teorema II1.2.46) que o nicleo do opera-
dor trago g € nada mais que o espaco Wol’p(Q). Esta € a razao que dizemos que Wol’p(Q)
¢ exatamente o conjunto de fungoes em WP(Q) que desaparece na fronteira OS.

Lorientacdo positiva em R”.
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Definigao 1.1.9. Seja 2 um dominio Lipschitz de R™ com fronteira compacta e considere
1 < p<oo. Aimagem do operador traco é referida como

W (0Q) = 50(WH(Q).
Isto € um espaco de Banach na sequinte norma,

”U“Wl—l/p,p(ag) = iI11 ||u||W1,p(Q),
uew P (Q)

Yo (u)=v

Teorema 1.1.4. Com a mesma notacao que a Definicao 1.1.9 e 1 < p < 0o, nds temos
a sequintes propriedades.

e O operador trago o € continuo de WP(Q) sobre W1=1/PP(9Q).
e O espago CO1(0R) estd incluido e denso em WI=1/PP(90).

e O espago W=V/PP(9Q) ¢ denso em LP(092).

A prova pode ser encontrada em [30] pg. 156, Teorema II1.2.21.

Proposigao 1.1.8. Seja 2 um dominio Lipschitz de R™ com fronteira compacta. Entao
D(Q) € denso em WHP(Q), 1 < p < oo.

A prova pode ser encontrada em [30] pg. 162, Observagao 111.2.14.

Definicao 1.1.10. Para todo 1 < p < oo, definimos p*, o expoente critico associado a p
por

1 1 1
— =———, parap <n;
p p n

[ ]
e qualquer p* tal que 1 < p* < 00, se p =n;
e p* =00, para p > n.

onde n € a dimensao do espaco.

Teorema 1.1.5 (Imersao de Sobolev). Seja Q um dominio limitado e Lipschitz de R™,
e Paral <p<oo, el <q<p*, entao
Wh(Q) <= LI(Q),
com imersao compacta se 1 < q < p*.

e Para todo p > n, temos
LP(Q) ¢ W h(Q),
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A prova pode ser encontrada em [30] pg. 167, Teorema I11.2.34.

Observacao 1.1.2. A primeira parte do resulta acima continua vdlido para dominios
nao limitados, desde que seja restrito a expoentes q satisfazendo p < q < p*. Além
disso, perdemos a compactacao das imersoes. Deixe-nos mostrar, por exemplo, que a
imersio de H'(R™) em L*(R") ndo é compacta. Considere uma funcio f € H'(R")
ndao nula, defina uma sequéncia de fungdes transladadas fr(z) = (v — ke), onde e €
um vetor ndo nulo de R™. E ébvio que o a sequéncia {fe} € limitada em H'(R™) e que
| fellzz = || fllz2 = const. # 0. Além disso, podemos facilmente mostrar que { f} converge
fracamente para 0 em L*(R™). Isso prova que a incorporagio de H'(R™) em L*(R™) nao
pode ser compacta. A sequnda parte continua vdlida para dominios ilimitados.

No caso p < n e consequentemente p* < 0o, a imersio de Sobolev de WP (Q)
em LP"(Q) nunca é compacta. Ver [30] pg. 172, Observagdio I11.2.16.

Em nosso trabalho, estamos principalmente interessados em dominios espaci-
ais de dimensao 2. Assim, vamos analisar as imersoes de Sobolev para o caso em que € é
um dominio limitado e Lipschitz de R%. Se p = 2 entdo teremos que p* pode ser qualquer
nimero no intervalo [1,00). Escolhendo p* > 2, podemos afirmar que a seguinte imersao
é compacta

H'Y(Q) S L2(9).

Compare com o Teorema de Rellich-Kondrachov para 2 sendo um aberto limitado de
R™, © de classe C'. O resultado afirma que para 1 < p < 0o, a imersao

WP(Q) — L), 1<g<oo, sep=n,
é compacta. Ver [42], pg. 79, Teorema 2.19.

Teorema 1.1.6 (Desigualdade de Poincaré). Seja ©Q um dominio conexo limitado e
Lipschitz de R™. Seja I'y uma parte da fronteira de €2 com uma medida de superficie
diferente de zero. Para 1 < p < oo, defina

W (Q)or, = {u € WH(Q) 5 7 (u)|r, = 0}.
Eriste uma constante C > 0 tal que, para todas as funcoes f € W'P(Q)or, nds temos
[ullzr < CIVul Le;
em outras palavras,
[ullwrr < C'|Vull Lo
A prova pode ser encontrada em [30] pg. 179, Proposicao 111.2.38.

Teorema 1.1.7. Seja Q) um dominio conexo limitado e Lipschitz de R". Considere f €
1
H7YQ) e seja uy € H2(09Q). Entao, existe uma tinica solu¢io u € H*()) do problema

{ —Bu=f em -, (1.1.3)

u=uy, em OS.

e satisfaz,
lullen < C(1f a1 + Nl rr2).
para alguma constante C' > 0 dependendo somente de §).
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A prova pode ser encontrada em [30] pg. 222, Teorema II1.4.1.

Teorema 1.1.8. Assuma para k > 0, Q € de classe C**41 Considere f € H*(Q) e seja
w, € H*2(09). Entdo, existe uma dnica solugio u € H*2(Q) do problema (1.1.3) e
satisfaz,

lull sz < C(ILF e + Nl rssrz),

para alguma constante C' > 0 dependendo somente de 2.

A demonstracao pode ser encontrada em [30] pg. 223, Teorema I11.4.2.

Para provar os resultados de decaimento, vamos aplicar

Lema 1.1.5. (V. A. Steklov) Sejam L,B > 0 e w € H3(2), onde Q = (0, L) x (—B, B).

Entao
/ / (z,y)dzdy < —/ / (z,y)dzdy, (1.1.4)
/ / (x,y)dzdy < —/ / (x,y)dzdy. (1.1.5)

Agora, se w € H}(0,L; L*(R)), entdo

L L2 L
/ /wz(z,y)dxdy < —2/ /wi(m,y)dxdy. (1.1.6)
0 JR ™ Jo JR

Para a demonstracao de (1.1.4)-(1.1.5) ver [7] Proposi¢ao 7.2 pg. 678. Para
a prova de (1.1.6) ver [14], Lema 2.2 pg. 256.

e também

Agora, por conveniéncia, denotaremos a m?* derivada parcial de uma funcao
u por D™, onde m é a ordem total do operador diferencial definido em 1.1.1, ou seja
m=my+...+m,, commis € Ne

(N (o o
D= (&BSM) (W) (mn) v

Se m = 0 definimos D% := u. Se n = 1, por exemplo

1 . - P %
1Dl ooy = | D u
LP(Q)

i=1
O Teorema de Nirenberg (também por vezes chamado de desigualdade de
Gagliardo-Nirenberg) serd usado na seguinte forma,

0
8%

Lema 1.1.6. (L. Nirenberg) Sejam @ C R™ um conjunto aberto limitado e Lipschitz e
u€ L1Q) e D"ue L"(2), 1 < q,r <oo. Para 0 < j <m, a sequinte desigualdade vale
para quaisquer q¢ > 0:

ID7ullze(@) < Coll D™ ullZr gy llull ooy + callullza) (1.1.7)
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onde

1 1 m 1
—=l+a(———) +(1-a)-.
P n ron q
para todos os o do intervalo .
L <a<i.
m

As constantes Cq, cq dependem de n,m,j,q,r,a e ), exceto o caso: se 1 < r < oo e
m — j — % € um inleiro nao-negativo, entio (1.1.7) vale somente para o satisfazendo
L <a<l

Para a prova deste resultado ver [44] pg. 125. Note que para « = 1, a inclusao
u € L% nao entra na (1.1.7), e a estimativa é equivalente aos teoremas de imersao de
Sobolev. Em nosso trabalho estamos interessados nos casosn =2, m=1, =0, r =
qg =2, p € N, assim a condigao sobre « e p fica da seguinte maneira
1 1za (1.1.8)
P 2

A igualdade (1.1.8) ¢é bastante usada no decorrer de nossos estudos, e devido a isso,
enunciamos o seguinte corolario

Corolario 1.1.1. Sejam Q C R? um conjunto aberto limitado, com v € H'(Q). Entao

p—2

2
el < Co(l1ell s g Il ey + Nl 2oy ). (1.1.9)

E seu € Hj(Q).
p—2

2
[ullzri@) < Callull i gy lull L2 o)- (1.1.10)

De agora em diante, devido ao constante aparecimento de normas baseadas

no espaco L*(9), com © um conjunto aberto de R?, adotaremos a notacao || - || para a
norma em L?(Q2). E como vamos trabalhar com o caso bidimensional da gZK, usaremos
as notagoes || - [[zo), | - I, e || - [z, para a norma em LP(Q).

Seja © um retangulo aberto e limitado de R?, se u € H}(2) e p é um nimero
inteiro positivo maior ou igual a 2, o proximo corolario fornece uma estimativa um pouco
melhor que (1.1.9); podemos eliminar a tltima norma e mais ainda, ela nés da o valor
exato de Cq.

Corolério 1.1.2. Sejam L, B > 0 e defina 2 = (0, L) x (=B, B), se u € H}(Q). Entao,
para todo p € N téem-se

p=1 1

[ull2r (@) < Cop|Vull > [lull7, (1.1.11)

-1 2
fullzzsay < Capat IVl 57 55 (1112

onde
1

p! g _2p_

Cgp = F , Cgp_H = (C4p) 2ptl | (1113)
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Demonstracao. Mostramos o resultado por inducao: seja p € N. Caso p = 1 é trivial.
Quando p = 2 temos a desigualdade de Ladyzhenskaya, ver [28] pg. 291, Lema 3.3,
férmula (3.48). Suponhamos a desigualdade (1.1.11) vélida para p € N, i.¢,

o )
lull ey < oo IVulP®D Ju?.
(©) op—

Entao

x d x
W) = [ @) ds = 04D [ gt ds
0 0
L
< 41 [ o) de = o)
0
B
Do mesmo jeito u” ™ (z,y) < (p + 1)/ |uP(x, y)u,(z,y)| dy := g(z). Portanto,
-B

w2, y) <o(y)glx), V(z,y) €

Observe que v € L'(—B, B) e g € L'(0, L). Logo, pelo teorema de Tonelli, vg € L'(),
e a hipotese da inducao, a desigualdade de Hélder e o teorema de Fubini asseguram

/Q WP (2, ) dQ < ( /_ ZU(y)dy) ( /0 " (o) dx)
i (/_Z /OL\upux\dxdy> </0L /_Z |Upuy|dyd;c)

< (p+ 1P|l oy |
(p+1)* (p)*

< S IVl ull® (el + g 17)
[(p+ D' )

< 2—HV ullllul* = G IV ulllul

Consequentemente, Co(,41) = (%ﬁ) ) . Para a desigualdade (1.1.12), utilizando Holder
escrevemos

2p+1
a5ty = [ a9 < [l o ]
e aplicamos (1.1.11) para u € L%(Q). E o Coroldrio 1.1.2 estd provado. O

Observagao 1.1.3. Note que para L > 0 se definirmos 2 = (0,L) X R, e impomos a
condi¢ao de que |llim u(x,y) = 0. Sew € H}(0,L; H'(R)) o Coroldrio 1.1.2 também é
y|—o0

valido. Com efeito, basta observar que também podemos escrever

uPt(z,y) < (p+ 1)/0 (2, y)ua (2, y)| do = v(y)

wieg) = [ 5 @) ds < (o4 1) [ WGl dy = o(a),

—00

e podemos prossequir da mesma maneira que na demonstragao.
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Quando p = oo, a constante @ em (1.1.7) é igual a 1, o que significa que a
desigualdade é falsa. Para ganharmos a estimativa de u € L*(€2), usamos os Lemas a
seguir:

Lema 1.1.7. Sejam L, B > 0, defina Q = (0, L) x (=B, B), e considere u € L™(2) onde
1 < m < oo. Suponha que a derivada u,, pertenca ao espago LI(Q2) com 1 < g < oo.
Entao, as sequintes consequéncias sao verificadas:

(i) Se ¢ > 1 entio u € C(Q).

(i1) Se g =1 entdo u € L>(Q).
Em ambos os casos temos a estimativa

u(z, y)| < lltayllr @) + 191 lullz @) (1.1.14)

Demonstracao. Considere uma sequéncia ¢,, no espago das fungoes testes D(2) de modo
que ¢, — u em L™(Q). Assim, podemos escrever a identidade para ¢,, n € N

(z,y) / / 9707 gbn v, T)drdry. (1.1.15)

Seja § > 0, fixe (z,y) € Q, e defina a seguinte vizinhanca aberta de (x,y) em Q

Bs(z,y) :== (x—%g,x—i—g) X (y Vo \/(_S)

Tomando (z1,%,) € By, obtemos da igualdade (1.1.15) que

outa) = onter)l = | [ [ ondrar- [T ] zqswdfdv'

Yy
= / / <bn77d7dv‘§ |G| drdry (1.1.16)
z1 Jy1 Bs
:/XB§ |¢nmy| ds2.
Q

Como ¢,, converge forte para u no espago reflexivo L™({2), temos que ¢, — u ¢.s. em
Q. E do fato que u,, pertence ao menos a L'(Q2), gragas ao Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue, calculamos o limite quando n — oo em (1.1.16) e obtemos a
desigualdade para u

fu(e, y) — uler,y)] < / o Ity 42, 5. (1.1.17)

Para comprovar o item (7). Quando 1 < ¢ < oo defina ¢* = q%l,
entao ¢* = 1. Utilizando a desigualdade de Hélder (ou extraindo o supremo essencial de
Ugy) em (1.1.17), podemos averiguar para todo 1 < ¢ < oo a seguinte estimativa

se ¢ = 00

1
[u(z,y) = uler, yo)l < lxssllper @ eyl o) = 07 [[tayllLa), g5 (1.1.18)
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Apés uma possivel redefinicdo de v em um conjunto de medida nula em (2,
podemos supor que a estimativa (1.1.18) verifica-se sobre € (observe que medd€? = 0).

*

9

q
Logo, dado qualquer € > 0, basta tomar § = ( > para concluir que

||umy||L‘1(Q)

lu(z,y) — u(zy, y)| < e, V(z1,11) € Bs(z,y);V(z,y) € Q. (1.1.19)

Segue que a desigualdade (1.1.19) acarreta v € C(£2) quando 1 < ¢ < co. Para finalizar,
a estimativa (1.1.14) segue de (1.1.17), observando que u,, € L'(Q) implica

1 1
el < [ute) - [ uw,ﬂdm'+— / u<w>dm'
/s |/,
< [Iue) = ut )l drdy+ oo [ uGn) drdy (1120)
2 Ja /s
< Nuayllzr) + = llull iy, a5

]

O item (77) é uma consequéncia imediata de (1.1.20). Com isso a prova do Lema 1.1.7
estd completa. ]

No Lema 1.1.7, se adicionarmos a informacao de que u cumpre a condigao
de ser nula na fronteira de €2, podemos obter uma estimativa mais simples para |ul, i.é.,
fazendo z; = 0 e y3 = —B em (1.1.17) e observando que ¢ pode ser substituido por
2] em (1.1.18), conseguimos eliminar o segundo termo do lado direito de (1.1.14), que
possui uma constante inversamente proporcional a medida de 2. Portanto, o seguinte
Corolario é um resultado imediato da demonstracao do Lema anterior.

Corolario 1.1.3. Sejam L,B > 0 e defina Q2 = (0,L) x (=B, B). Assuma u € L™(£2),
1 <m < o0, comuy, € L), 1 < q<oo. Seulgpn =0, entdo

— a1
(i) Se g > 1 entdo u € C(2) com ||ullom < QT [[tayllLa@)-

(ii) ¢ =1 entao u € L>(Q) com estimativa ||u||Le(q) < ||Uayll 21 (0)-
No caso ¢ = oo a poténcia de || em (i) € entendida como 1.

Ainda nas hipdteses do Corolario 1.1.3, se tivermos um pouco mais de re-
gularidade para u, ou seja, além de exigir que u e u,, pertencam ao espago de Hilbert
L?(2), a fungao u ser nula na fronteira de e incluirmos informagoes sobre as primeiras
derivadas, mais precisamente u € H'(2), logramos uma estimativa de continuidade para
u independente da medida de €2. Como veremos no préximo resultado.

Lema 1.1.8. Sejam L, B > 0 e defina Q = (0,L) x (—B, B). Suponha que u € H}(Q)
tal que uyy, esteja definida em L*(Q2). Entao

sup u*(,y) < Jlullf ) + eyl 720)- (1.1.21)
(z,y)€Q
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Demonstragao. Para um x € (0, L) fixado e para qualquer y € (—B, B), podemos escre-

/aum 2 [* o ryutonr)a
_/J< y) +ud(x,y)] dy = pla).

Repetindo o argumento acima para p(x) em vez de u?(z,y), a seguinte desigualdade é
verificada:

(1.1.22)

T x B
plxr) = / Oyp(y)dy =2 / / [uty (7, y) + uyty, (v, y)] dydy
0 . 0o J-B (1.1.23)
g//;W+@+@+@AWMSM@@+Mm@@
0 —

Unindo (1.1.22) e (1.1.23) a prova estd completa. O

Lema 1.1.9. Seja w(t) uma fungio continua e positiva. Suponha que Sw(t) satisfaz a
desigualdade diferencial

o) + (a - ;diw%t)) w(t) <0, (1.1.24)

k
a— Y dw'(0) >0, (1.1.25)
=1

onde a e d; € R sao constantes positivas e k € N € finito, e w'(t) = [w(¢)]". Entao
w(t) <w(0), V> 0. (1.1.26)

k

Demonstracao. Desde que Z d;w'(0) < a e w é continua, existe 7% > 0 tal que
i=1

k
a—)Y dw'(t)>0, tel0,T7].
=1

w(t) ser positiva, implica

<a - Zdiwi(t)> w(t) >0, telo,T7].

Portanto,

d
Ew(t) <0, t e (O,T*)

w(t) <w(0), te(0,T.
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Suponha que existe ¢ > 0 tal que w(t) > w(0). Pela continuidade de w deve existir
7 > T*, o primeiro nimero que cumpre w(7) = w(0). Observe que w(t) < w(0) para
t € (0,7), e isto implica

/T (a - Zdw%t)) w(t)dt > 0.

Mas, integrando a desigualdade (1.1.24) sobre (0, 7), obtemos

/T (a — idw’(t)) w(t)dt <0,

o que é uma contradicao. O]

Teorema 1.1.9 (Versao diferencial do Lema de Gronwall). Seja n(t) nao negativa, ab-
solutamente continua sobre [0,T] e cumpra para quase todo t a desigualdade diferencial

' (t) < o(t)n(t) + v(t) (1.1.27)

onde ¢ e 1 sao fungoes somaveis sobre [0,T]. Entao

t
n(t) < elo )dr [n(o) + / W(s)e™ Jo ¢ g (1.1.28)
0

para todo t € [0,T]. Em particular, se
7' (t) 4+ 6n(t) <0 sobre [0,T] onde 6 > 0,

entao
n(t) < n(0)e™ sobre [0, T].

Demonstragao. Multiplicando a desigualdade (1.1.27) pelo fator integrante e~ I ¢(r)dr
podemos escrever para quase todo t € [0, 7] a desigualdade

7 (£)e™ o 6a _ @) g(t)e Jo 2 < () Jo ST (1.1.29)

Note que (1.1.29) pode ser reescrita como
¢ / t
<77(t)e*fo ¢<T>dT> < 4p(t)e Jo o (1.1.30)

Portanto, integrando de 0 a t a desigualdade (1.1.30), concluimos que
t
n(t)e Jo 2T < p(0) + / P(s)e™ Jo o7 g, (1.1.31)
0

A estimativa acima garante a desigualdade (1.1.28), e o Teorema esta provado. [
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Teorema 1.1.10 (Forma integral do Lema de Gronwall). Seja £(t) nao negativa, somdvel
sobre [0,T] e cumpra para quase todo t a desigualdade

£t < O /0 tg(s)ds +Cy

para constantes Cy,Cy > 0. Entao
£(t) < Oy (1+ Cyte™)

para quase todo t € [0,T]. Em particular, se

smsals@@

para quase todo t. Entao
() =0 g¢.s.

Para a demonstracao ver [8] pg. 709.

Definigao 1.1.11. Seja X um espago de Banach, com norma ||.||x. O espago LP(0,T; X)
consiste de todas as fungées fortemente mensurdveis u : [0,T] — X com

(i)

1
T »
nwmmm:(/uwym@ < o
0

para 1 < p < oo, e

(i)
l|[w|| oo 0,m:x) := €ess sup ||ul|x(t) < oo.
0<t<T

Definigao 1.1.12. O espaco C([0,T]; X) consiste de todas as fungdes continuas u :
0, 7] = X com

o = g, ullx(t) < oo
Proposicao 1.1.9. Se p < oo, o conjunto das fungéoes continuas sobre (0,T) com valores
em X € denso em LP(0,T;X).

A prova pode ser encontrada em [30] pg. 92, Proposicao 11.5.3. Agora, se X
sendo um espaco L4, temos a seguinte identificacao?

(LP(0,T; L9(Q))) = L”(0,T; LY (Q)).

Zver [30] pg. 93.
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Teorema 1.1.11. Sejam T > 0,  um aberto de R™, e p1,ps2,q1,q2 quatro nimeros em
[1,00]. Se f e LP(0,T; L™(2)) N LP2(0,T; L%2(Q)), entao para todo 0 < 0 < 1 a fun¢do
f pertence a LP(0,T; L1(S2)), onde p e q sao definidos como

g 1-0
= —+ e

1 1 0 1—-406
p P D2 q qQ1 q2

Y

e temos
1 eoo.izac) < W% 0,500 @p 1 F 1w 0.7 102 )
Para demonstracao ver [30] pg. 93, Teorema IL.5.5.

Definigao 1.1.13. Sejau € L'(0,T; X). Dizemos quev € L'(0,T; X) € a derivada fraca
de u, e escrevemos u' = v, se para toda funcao teste ¢ € C§°(0,T) vale a igualdade

/0 ¢’(t)u(t)dt=—/0 o(t)v(t) dt

Definigoes 1.1.1. (i) O espaco de Sobolev W'P(0,T; X) consiste de todas as fungies
u € LP(0,T; X) tal que u' existe no sentido fraco e pertence ao espago LP(0,T; X). Ainda
mais,

(/OT el () + [l'[[% (1) dt)p . (1<p< o)

ess sup ([Jullx(t) + [w'llx (1)), (p=o0).

[ullwrror,x) = (1.1.32)

(ii) Escrevemos H'(0,T; X) = Wh2(0,T; X).

Teorema 1.1.12 (Calculo em um espago abstrato). Se u € W'P(0,T; X) para algum
1 < p < oo. Entao seque as consequéencias:

(i) Entao v € C([0,T]; X) (apds uma possivel redefini¢ao sobre um conjunto de medida
nula).

t
(ii) u(t) = u(s) +/ W' (1) dt para todo 0 < s <t <T.

(iii) Temos a estimativa

max [ullx(t) < Cllullwsor, (1.1.33)

com constante C' dependendo somente de T.

Para a prova deste teorema ver [8] pg. 302.

Teorema 1.1.13. Suponha u € L*(0,T; Hy(U)), com «' € L*(0,T; H(U)).
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(i) Entao v € C([0,T]; L*(U)) (apds uma possivel redefini¢io sobre um conjunto de
medida nula).

(ii) A aplicagao t — ||u||*(t) é absolutamente continua, com

SO = 2000() a5 0.T)

(111) Ainda mais, temos a estimativa
nax, [ul|(t) < C <||U||L2(0,T;H3(U)) + HU,HLQ(O,T;H*(U))) , (1.1.34)

onde a constante C' depende somente de T.

Para a prova deste teorema ver [8] pg. 303.

Teorema 1.1.14 (Aubin-Lions). Sejam A, B e X espag¢os de Banach tais que A C
X C B. Suponha que A e B sdo espacos reflexivos; a inclusio A C X € compacta; a
continéncia X C B € continua. Defina

W ={veL0,T;A),v € L0, T; B)}.

Entao, para quaisquer 1 < a,b < oo, a inclusao W C L*(0,T; X) € compacta.

A prova deste resultado pode ser encontrada em [30] pg.102, Teorema I1.5.16.

Notagao: Como estaremos trabalhando em espacos LP’s, escreveremos as normas no
espago LP(0,T; L4(S2)), onde Q é um aberto de R* da seguinte forma, || - ||,pq . Bem
como designaremos a notagao Ly LZ, para o espago LP(0,T; L7(€2)). De modo geral, se
X é um espaco normado de funcoes de R? na reta, e Y é um espaco de funcao de R em
X, quando escrevermos Y;X,,, significa que uma funcao u € Y;X,,, se para todo ¢ no
dominio temporal u(-,z,y) € X, com ||ul|x(t) € Y.

Teorema 1.1.15 (Desilgualdade de Young). Sejam a,b € Ry, £ >0 e p,q > 1 tais que
% + % =1, entao

ab < &aP + C (K9,

onde C(§) =

Para a demonstragao ver [30], pg. 58, Proposicao 11.2.16.
Lema 1.1.10. Sejam a,b € R e k € N. entao

k—1
a"—b" = (a—0)) o (1.1.35)
=0
k
(@+0)* = ) BradV, (1.1.36)
=0
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CapriTULO 2

Equacao modificada e subcritica de
Zakharov-Kuznetsov via
Regularizacao Parabdlica

Neste capitulo, iremos abordar dois problemas distintos para a equacao de Zakharov-
Kuznetsov generalizada. Iniciamos, fazendo (por conveniéncia) uma mudanga na nao-
linearidade o« = 9, 6 € (0, 1], e dividimos o estudo em dois casos. O primeiro, o qual
chamamos de caso subcritico, quando ¢ € (0,1), e o dominio espacial 2, é um retangulo
limitado. Neste problema, seguimos as técnicas e as ideias de [27] e [13]. De posse dessas
ferramentas, mostramos para o caso subcritico da equagao gZK, a existéncia de solucao
fraca em L*(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H'(Q)), para dados iniciais em L?*(£2). Porém, a
unicidade da solugao foi confirmada apenas para a ZK cldssica (caso 6 = 0), ver [27],
pois as estimativas de interpolacao que usamos nos levaram a espacgos nao-reflexivos,
culminando em um obstaculo que nao pudemos solucionar.

O préximo problema deste capitulo, encontra-se na segunda secao. E o caso
critico da gZK, isto é quando § = 1, ou seja, a equacao mZK. Consideramos essa equacao
agora sob a faixa espacial {(x,y) € R* : x € (0,L), y € R}. O método de resolugao
deste problema, pode ser encontrado em [4, 14]. Regularizando a mZK pelo um pro-
blema parabdlico de quarta ordem e, exigindo dados iniciais com mais regularidade e
suficientemente pequenos, mostramos a existéncia e unicidade da solucao regular com
decaimento exponencial. Mais ainda, verificamos o efeito de Kato, observando que no
caso estacionario, a solugao encontrada resolve também uma certa EDP eliptica.

2.1 Existéncia de solucao para o caso subcritico da
gZK num retangulo

Nesta secao, mostramos o resultado de existéncia de solucao para o caso subcritico, ou

seja, para 0 € (0,1). Tecnicamente, seguimos [27].

Sejam L, B,T nimeros positivos finitos. Defina 2 e )7 como

Q={(z,y) eR*: 1€ (0,L), ye (-B,B)}, Qr=2x(0,T).
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Em ()7 consideramos o seguinte problema de valor inicial e de contorno:

Pu = +u, + |u|5uuz + Uy + Uzyy = 0, em Qr; ( )
w(x,—B,t) =u(x,B,t) =0, € (0,L), t>0; (2.1.2)
w(0,y,t) =u(L,y,t) =u.(L,y,t) =0, ye€ (—B,B), t>0; ( )
u(z,y,0) = uo(z,y), (z,y) € (2.1.4)

onde ug : 2 — R é uma funcgao dada.

2.1.1 Nao linearidade subcritica

Teorema 2.1.1. Seja 6 € (0,1) e ug € L*(Q) uma fungdo dada. Entao para todos
nimeros positivos B, L, T existe uma solugao fraca de (2.1.1)-(2.1.4) tal que

u € L0, T; L*(2)) N L*(0,T; Hy(Q)).

Demonstracao. Consideramos para todo ntumero real ¢ > 0 a seguinte regularizacao
parabdlica de (2.1.1)-(2.1.4):

Pfu, = ugy + Uey + \ua\‘suguw + Augy, + e(0%u, + (%lug) =0 em Qr; (2.1.5)
u-(x, —B,t) = uc(z, B,t) = Oou(x,—B,t) = Biu(x, B,t) =0, z € (0,L), ¢t > 0;
(2.1.6)
u(0,y,t) = u(L,y,t) = O?u.(0,y,t) = Opu.(L,y,t) =0, y € (—B, B), t > 0;
(2.1.7)
ue(z,y,0) = uo(z,y), (x,y) € Q. (2.1.8)

Para todo ¢ > 0, (2.1.5)-(2.1.8) admite uma tnica solugao regular em Qr
6, 13, 29]. A seguir, omitimos o indice € sempre que nao for ambiguo.

Primeiro, considere a nao-linearidade |u.|%u.u.,. Defina F(\) = |A]°A2, X €
R, com F'(A) = (2 + §)|A|°A. Entéo, para u # 0 tem-se

(lul’u?), = 0:F(u) = (2 + 6)|ul uty.

Isto implica que 0, (|u|5u3) = (3 + 6)|u|’u?u,. Portanto, integrando sobre €2, temos por

(2.1.7) que
1
5 5,3
L dS) = dQ? = 0.
/Qu|u| “ 3+5/Q(|u|u)”“’

27



Multiplicando (2.1.5) por u. e integrando sobre €2 obtemos

1d
Q= ——|ul|*(t
o [ wude = SR,
1 B
. /uzudQ——/(uz)de—/ u?| dy =0,
Q 2 Jg - 10
1
o /Qu|u]‘5uxud§2:3—+6 Q(]u\‘su?’)de:O,
1 ) 1 [P2,r 1 [,
° UpzzWdQ = — [ Upptipdy = —= [ (ug), d) = —= uy| dy=— uz(0,y,t) dy,
Q Q 2 Ja 2J).p "o 2J) n
1 ) 1 [2
° QuzyyudQ:— quyuydﬂz—i Q(uy)de:—§ _Buyodyzo,

L L
- / uix dl} dy = EHUMHQ(t):
0

B
° e/(@iu)udQ = —e/(@i’u)uw dQ) = —6/ {umux
Q Q -B 0
L B B
° e/(a;lu)udQ = —e/(@ju)uy dQ) = —6/ [uyyuy —/ uf/y dy] dr = eHuyyH2(t).
Q Q 0 —-B -B

Assim, multiplicando Pfu. por 2u. e integrando sobre @7, o resultado lé-se

[l (t // 20y, 7 dydr+2a/0 (a2 () + Nty |12 (7)) dr = JJuo|f>. (2.1.9)

Multiplicando Pfu. por 2zu. e integrando em €2, com o uso da desigualdade
(1.1.10) com p = 3 + 4, juntamente com a desigualdade de Holder e o Teorema 1.1.15
podemos escrever

CIEuP(E) + ul2(0) + 2o 200) + 22 (13 Pt 26) + 13 i (1)
— ul(t) + 22 / 0.y )y + / P 4

B 3+5 ) (2.1.10)
< lulP@) +2e [ a0, 0dy+ 2L Tul Ol
1 B 4
< SIVulP) + JulP®) +22 [ 20,000 dy + C. ) Jull 5 (0)
-B

Integrando a respeito de t > 0 e tomando € < 1/2 na desigualdade (2.1.10) temos por
(2.1.9) que

W)+ 5 [ 19uPe dr+2e [ (IVaual?0) + V(o) dr

/ HUOHQdT—i-C 9,8) / HUOHI sdr + H\/_UOHQ (2.1.11)
< (T + L)|Jug||* + TC(8, Q) | uo|| 75

Observagao 2.1.1. Note que (2.1.11) nao € verdadeira para o caso critico, i.e., quando
0=1.
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As estimativas (2.1.9) e (2.1.11) garantem que

- ¢ limitada em L (0,7 L*(2)) N L*(0, T; H}(2)),
VEAuU, 6 limitada em  L*(0,T; L*(2)), (2.1.12)
Ue,(0,y,t) ¢ limitada em L*(0,T; L*(—B, B)),
onde as limitagoes nao dependem de ¢ mas dependem somente de 7', §, Q2 e ||uo]].
Gragas a (2.1.12) temos a limitacao de |u.|°u.u., para todo 6 € (0,1).

De fato, dado ¢ € (0,1), tome m = 315 e note que

2 346
= =" <9 1).
¢=— 5 <2 V(01

Entao, a desigualdade de Holder implica

T
|||u|6uuac||7£m(0,T;Lm(Q)) :/ /|u|(1+5)m|ux|mdet

(2.1.13)
1 6 m
< [ W Ol )
onde ¢* = . Tomando p = ¢*(1 + 0)m na desigualdade (1.1.10) obtemos
(1 +6)m —
g (1 +d0)m
e aplicando em (2.1.13) temos
) m (1+0)m g 2 (1+5)m—% m
Il wite | om0, 1m0y < Cor /0 [l (&) [[Vull = ()| Vul[™(t) dt
T
_ O(1+6)m/ - AVl @HOm=2=m) ) g¢
§5 [l @lval 0 o

= oy 7 (1) [V S22 dt

1+5m
< 3™ |u Hmm ol Vull3 207020

Consequentemente, de posse de (2.1.12) e (2.1.14) concluimos que |u|>uu, é
limitada em L™(0,7; L™(Q2)). Como LT7 é o0 espago dual de L35 e H' C LT5 em
dimensao 2, nés temos também que

|ug|*utte,  ¢é limitada em LSLH(O,T; H(Q)). (2.1.15)
Devido a (2.1.12) e (2.1.15) juntamente com a equagao (2.1.5) , temos pelo menos

Owu. ¢ limitada (independente de €) em Lﬁ(O,T; H™2(Q)). (2.1.16)
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2.1.2 Passagem ao limite

De (2.1.12), (2.1.14) e (2.1.16) e como os espacos L7 H,,, L" L, L7 H..? sao reflexivos,

$y7 :EyJ
considerando € = an, n € N, conclue-se que existe uma subsequeéncia, a qual denotaremos
por u,, tal que

Up — U fraco em L (0,T; L*(2)) N L*(0,T; Hj (),
\/550u, = v fracoem L*(0,T;L*(Q)),

U [P Up iy — x  fraco em L™ (O T; Lm(Q)),

Upp — W fraco em Lm(() T, H2(2) )

(2.1.17)

Considere a cadeia de imersoes
HY Q) S LXQ) = (LA(Q) — HYQ) — H%(Q)

e defina
W ={ue LQ(O,T;Hl(Q)) ;up € L™(0, T H*Q(Q))}.

Novamente por (2.1.12), e agora também por (2.1.16), temos que u,, € W, para todo
n € N. Como decorréncia do Lema de Aubin-Lions, a familia u,, é relativamente compacta
em L%(0,T; L*(2)), ou seja

u, —u forte em L*(0,T;L*(Q)). (2.1.18)

Dessa convergéncia, podemos extrair uma subsequéncia, que ainda chamaremos de {u,},
tal que
5,2 5,2
|un| v, = [ul’u” s em Qr,

e, de modo andlogo ao que fizemos em (2.1.14), temos a limitagao
llunl’urlm@r < C, ¥n€N.

Considere ¢ € C2°(Qr) uma func¢do no espago da fungoes testes em Q7. Temos,

1
e =P dQr = s [ (ol o) pdr
T T
1
BPETA (Junl’uy = |ul*u®) s dQr
T

1 6,2 6,2
< n prdQ ’

H%HL“(QT)/ 5.2 5.2
< — = Up |"us — |u|"u”| dQr,

que converge para 0 quando n — oo para toda ¢ € C°(Qr). Pela densidade de C2°(Qr)
no espaco dual de L™ (0, T, Lm(Q)), podemos concluir que

]un]‘sunumc — |ufuu, fraco em L™(Qr), (2.1.19)
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pela unicidade do limite, temos por (2.1.17) que x = |u|[>uu,.

Da convergéncia fraca de {u, } para v em L*(0,T; H}(Q)), significa que {Vu,, }
converge fraco para Vu em L?(0,T; L*(€2)). Isso nos permite entender {Au,} e Au em
L*(0,T; H1(Q2)). De fato, {Au,} converge fracamente para Au em L*(0,T; H*()).

T T T
/ /Aungodﬁdt: —/ /Vuandedt—> —/ /Vqudedt
0o Ja 0o Ja 0o Jo
T
:/ /Aucdedt,
o Jo

para todo ¢ € D(Qr). Pela densidade de D(Qr) em L2(0,T; H}(S2)), concluimos que
Au,, — Au fraco em L*(0,T; H*(€2)). Por (2.1.17), também temos que \/Lanun converge

fracamente em L?(Qr). Assim, para todo ¢ € D(Q7) temos

i (T [, mrer) = (757 [, awsdan =

Pela densidade de D(Q7) em L*(0,T; L*(f2)), e a unicidade do limite, obtemos

1
——Au, =0, fracoem L? ) 2.1.20
Para verificar o ltimo limite em (2.1.17), observe a priori que o Teorema de Calculo em
um espago abstrato (Teorema 1.1.12), junto com u, € W, fornece

U, Uny € L™(0,T; H2(Q)) entdo u, € C([0,T]; H*(Q)), Vn € N,
apds uma possivel redefinigdo de u em um conjunto de medida nula em [0,7]. Assim,

podemos entender u,; € D’ (0,T; H%(Q)). Logo, para toda ¢ € C>(0,T; H3()) no
espago das fungoes teste, temos por (2.1.18),

T T T T
/ / U@ dQAdt = —/ / U@ dQdt — —/ / ug dQdt = / / ugp dSddt.
o Ja o Jo 0o Ja o Jo

Pela densidade de C=(0,T; H2(Q)) em LT3 (0,T; H2(Q)), dual de L™H2 > Dodemos

concluir

T T
/ /umf dQdt —» / /utf dQ,dt V¢ e L%(O,T;Hg(Q)).
0o Jo 0o Jo

A 1ltima convergeéncia implica que
Upy — Uy, fraco em L™(0,T; H 2(Q)), (2.1.21)

e a unicidade do limite nos permite concluir que w = wuy.
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Resumindo, das convergéncias fracas em (2.1.17), (2.1.19), (2.1.20) e (2.1.21),
de acordo a Definicao 1.0.1 e usando a notacao de dualidade (-, -) g g/, podemos afirmar
as seguintes convergencias

\/%/ (Aun(t), 0(8)) dt —s 0, Yo € L2(Qr)

/0 (un(t), (1)) dt — / (ult).n(t) dt. V€ L'(0,T; L3())
/T< (0, 90 s dt—>/ Wosas dt, W9 € L2(0,T3 H7())
/TWMﬂﬂmHm@ﬁ—%/<m®£@Ma%dt‘%ELﬁmﬂﬂﬁ@D

Dados veE H Q) e o€ D/(O, T), deﬁna
Y =9Av, J=—9¢uv,, {=¢v e p=¢v

nos limites acima. Assim, utilizando a equagao (2.1.5), apds passar n para oo, podemos
constatar a seguinte identidade

| )b ott) e+ [ 0,000 000

T T (2.1.22)
+/0 (Au,(t), v)H_27H§ o(t) dt +/0 <|u|5uux(t),v>Lm7(Lm), o(t) dt =0.
Considere a seguinte sequéncia de imersoes
HF(Q) N (L™ () — Hy(Q) — L*(Q) — H*(Q) — H?(Q) + L™(Q), (2.1.23)

HZ(Q) N (L™ () < (L™) — L*(Q) — L"™(Q) — H2(Q) + L™().

Em virtude da identifica¢do acima, podemos escrever (2.1.22) da seguinte forma

</0T w(tot) deo) + ([ "6 o) .
+ </0T A, (t)¢(t) dt,v> + </OT|U|5uu$(t)¢(t) dt,y> o (2.1.24)

onde a dualidade é entendida em H~2(Q2) 4+ L™(Q), HZ(Q) + (L™) (). E isto implica que
u é a solucao de

up + Uy + Aug + |ul®uu, =0, em D'(0,T; H2(Q) + L™()). (2.1.25)

No entanto, como cada termo do lado esquerdo de (2.1.25) pertence a LY (H 2+ L™),,,
a solucao fraca da equacao subcritica de Zakharov-Kuznetsov estd em

L™(0,T; H-2(Q) + L™(Q)), m = =4, ¥ € (0,1). (2.1.26)

3+5’
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Verifiquemos que a condigao inicial u(z,y,0) = ug(x,y) estd satisfeita; de
fato, devido (2.1.16) u. converge para u em C([0,T]; H,*(2)), onde H,? 6 H? munida
da topologia fraca.

De modo analogo, a condi¢ao u = 0 sobre 0f2 esta satisfeita, pois u. converge
para u fracamente em L?(0,7T; H}(Q)). Resta mostrar que wu,(L,y,t) = 0, o que estd
feito pelos dois lemas a seguir. (Compare com [26, 27]).

Lema 2.1.1. Se u € L>(0,T; L*(2)) N L*(0,T; Hy () resolve (2.1.1), entdo
Uy, Uze € Cp(0, L; V)Y onde V = H’Q((O,T) X (—B,B)), (2.1.27)

e, em particular,
(2.1.28)

sao bem definidas em V. Mais ainda, esses tracos dependem continuamente de u no
sentido apropriado.

Demonstracao. Para provar este lema, escreva (2.1.1) na forma
Uppy = —Up — Ugyy — |u\5uuz — Uy, (2.1.29)
e observe que
u; € L*(0,L; H(0,T; L*(—B, B)),
Uy € L*(0,L; L*(0,T; H*(—B, B)).

De acordo com (2.1.14) e com a definigao de V' em (2.1.27), da imersao L5 < V, temos
como resultado que

lul*uu, € L5+ (0, L; L35 ((0,T) x (=B, B))) < L5 (0, L; V). (2.1.30)

Assim, chegamos a conclusao que
Uggw € L5 (0, L; V) (2.1.31)
e (2.1.27) bem como (2.1.28) seguem. O

Lema 2.1.2. Seja U um espaco de Banach reflexivo e p > 1. Suponhamos que duas
sequéncias de fungoes u., g. € LP(0, L;U) satisfazem

Uerzr T EUszrze = Je»

U(0) = e (L) = tiep (L) = teze(0) = 0, (2.1.32)

com ge limitada em LP(0, L; U) quando € — 0. Entdo, u.., (consequentemente .y, € u.)
¢ limitada em L*=(0, L;U) quando € — 0. Mais ainda, como uma subsequéncia u. — u
converge (forte ou fracamente) em L9(0,L;U), 1 < q < oo, seque que ue.(L) converge
para u, (L) em U (pelo menos fraco), e portanto u,(L) = 0.

1O espago C,(0,L; V) é o conjunto das funcdes continuas na varidvel 2 com valores em V.
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Ver [27] pg. 26, Lema A.2 para demonstragao.

Para finalizar a prova do Teorema 2.1.1, sé falta verificar que u,(L,y,t) = 0.
Para isso aplicamos os dois Lemas acima. O primeiro resultado nos diz que o traco da
solugao (2.1.25) estd bem definido para u, na linha z = L. E como tal solugao foi obtida
como limite de uma familia u., e > 0, aplicando o segundo resultado , Lema 2.1.2 com

L 4
Je = —Ugt — EUgy — Uegyy — U | Uty — ElUeyyyy;

U=H0,T; L*(—B, B)) + L*0,T; H~*(~B, B)) + L% (0, T; L% (- B, B)),

e
4
P=3555
temos u,(L) = 0, e a demonstracdo estd completa. O]

2.1.3 DMotivacao e comentarios da maior dificuldade no caso
critico

Observe que as inclusoes (2.1.12) podem ser obtidas também para 6 = 1 com |lug|| < 1.
Utilizando os teoremas de imersao e a teoria de interpolacao, também podemos passar
ao limite quando € — 0. Com efeito, seja § = 1. Multiplicando P°u. = 0 por 2(1 + z)u.
e integrando sobre €2, obtemos

B

% (14 2,02) (&) + [VulP(6) + 2ua]2(8) + (1 - 2) /_B W2(0,y, 1) dy

< lull*(t) + %HUHAigy(t) < ull*(®) + [IVul (@) [[ul ().

Levando em consideragao que ||u||(t) < |luo||(f) < 1 e integrando em ¢ > 0, o Lema de
Gronwall nos da

ue L>®(0,T;L*(2)) N L* (0, T; Hy(2))

com ambas as estimativas independentes de € < 1/4. Agora observamos que

T
/ /|“3|§d9dt§2||Uo||2||VUI|isz
o Jo Ly

¢, pela estimativa acima, isso implica u® € L3(Qy). Como L3 () < H(), conclue-se
que

1 4
wu, = g@x(u?’) € L3(0,T; H_Q(Q)),

donde u; € L%(O, T; H3(Q)). Pelo Teorema de Aubin-Lions, podemos extrair uma sub-
sequencia que tem limite quando € — 0.
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E dificil, entretanto, mostrar que a funcao limite de u. resolva o problema
original. Mais precisamente, nao é claro como obter estimativas do tipo (2.1.13) com
m > 1 para 0 = 1. De fato, sejam r,s > 1. Queremos agora determinar condigoes sobre
r e s tais que o produto u?u, esteja em L" (0,T; L*(€2)). Consideramos p,q > 1 com
1/p+1/q = 1. Entao

T s T
iz, = [ ( / uQSIUQ\SdQ) < [l Ol

Usamos a desigualdade de Nirenberg com 2sp ou seja a = %. Logo,

P ()t (2.1.33)

[l Foep () < CHIV Ul (@)l 0).

Supondo sq < 2, em (2.1.33),

T
2r(1 2r(1 r(2a+1)
lw*uallzy s, < Cllu HfooLza)/O IVullP (@) luall” () dt < Cllullze 2 I Vull r&ium :

Para atingir r(2a+ 1) = 2, tem que ser o« = 1/r —1/2. Portanto, é = % — %, que implica
2rs
sq = .
¢ 2(r+s) — 3rs

Como sq < 2, segue que m < 2 o que significa sr < T2, Observe que parar,s > 1

essa condicao nao vale. A unica possibilidade que resta é r = s = 1, isto é,

w’u, € L' (0,75 L1(Q)) .

O espago nao reflexivo (L;; Lj,,) é conhecido como uma classe dificil e com-
plicada para ser usado com eficacia. Por exemplo, nao se sabe até mesmo se a condicao
uz(L,y,t) = 0 estd satisfeita. Deixamos essas observagoes aqui para ilustrar as dificul-
dades que aparecem no caso critico, e como possivel desafio para futuros estudos.

2.2 Equacao Critica de Zakharov-Kuznetsov posta
em uma y-faixa

Nesta se¢ao iremos tratar a equacao modificada de Zakharov-Kuznetsov (mZK) [4, 17].
Mais precisamente, estamos resolvendo o problema de valor inicial e de contorno (PVIC)
posto na faixa {(z,y) € R?: z € (0, L), y € R} para a equagao modificada de Zakharov-
Kuznetsov (mZK)

Up + Uy + WPy + Uggs + Ugyy = 0, (2.2.1)

que é um analogo bidimensional da conhecida equacao modificada de Korteweg-de Vries

(mKdV)
Uy + Uy + Uy + Ugpy = 0, (2.2.2)
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ver [1].

Sejam L e T numeros positivos finitos. Defina €2 e Q7 como

Q={(x,y) €R?*: 2€(0,L), ycR)}, Qr=2x(0,7T).

Em Q1 consideremos o seguinte PVIC para a equacao modificada de Zakharov-
Kuznetsov:

Pu = u, + uy + v*u, + Auy =0, em Qp; (2.2.3)
u(0,y,t) = u(L,y,t) = u.(L,y,t) =0, t>0; (2.2.4)
lim w(z,y,t) =0; (2.2.5)
ly|—o00
u(z,y,0) = uo(r,y), (2,y) €, (2.2.6)

onde ug : 2 — R é uma funcao dada.

Teorema 2.2.1. Sejam L1+ L < m e ug € H*(Q) com ||ugl|* < 1/2 satisfazendo
(2.2.4) e (2.2.5). Defina Iy = (1+ x,|up + uos + Augs + udug.|*) com x € (0,L), e
suponha que ?

oI + lluoyylI* + To < o0

com

7T2

3
3 2 2 2 2 _
2 01{2 [zuuon +[0} + K, (7 [QHuoH +Io} }< A (2.2.7)

onde
max {2, (1 + L)?}

CuL, [luoll) = —=— 2Juo||2

e Ky(L)=2"3%1+L)"

Entao existe uma tnica solugdo reqular global para o problema (2.2.3)-(2.2.6); mais pre-
cisamente,
u € L (0,00; H*(Q)) N L* (0, 00; H*(2)) ,
g, Aug € L™ (0,00; L*(2)) N L* (0, 00; H()) .
Ainda mais, existem constantes C' >0 e 6 = #ﬁrm tais que
[l (1) + lluel* () + (| Aw[*(2) +/ [12(0,y,1) +uz,(0,y,0)] dy < Ce™™, Vi >0.

R

2.2.1 Existéncia de solucoes regulares

Nesta secao, asseguramos o resultado da existéncia. Tecnicamente, nés seguimos prin-
cipalmente [14]. O ponto de maior diferenga e dificuldade - como mencionado na In-
troducao - é a nao-linearidade critica. Para provar a parte da existéncia do Teorema

2a norma || - || é considerada em L?(Q) e (-,-) é o produto interno neste espago.
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2.2.1, para todos os reais € > 0, consideramos a seguinte regularizacao parabdlica de
(2.2.3)-(2.2.6):

Pui, = Puy, + e(0u;, + Ous,) =0 in Qr; (2.2.8)
U;(O,y,t) = U;(L,y,t) = uinx(LJyv ) - 582 , (O yv ) - |1‘1m u (l’,y,t) = 07
y|—ro0
(2.2.9)

uOm(O,y) = ugm (L, ) Uom, (L t) = eUomzz(0,9) = lim gy, (x,y) =0, (2.2.11)

ly[—o00

onde ug, ¢ uma aproximacao de uy independente de € para m € N. Vamos assumir que
Ugm, converge para ug no seguinte sentido. Defina

[Om = (1 + z, IUOm + Uoma + AuOmac + U(Q)mUOmxlz) .

Entao uom — uo se Loy, — Io € |[tomyyll = ||toyyl|. Assumimos para m suficientemente
grande que |[ugm|®> < 2||uoll* e Iom < 2Iy. Nés consideremos também e > 0 pequeno o
suficiente para verificar I§,, < 2I,.

Para todo € > 0, (2.2.8)-(2.2.11) admite uma unica soluc¢ao regular u:, em
Q7 fornecida por u,, suficientemente suave [13]. A seguir, omitimos os indices m e &
sempre que nao houver ambiguidade.

Lema 2.2.1. Para m suficientemente grande, € > 0 suficientemente pequeno e para
lluol|* < 1/2, a solugdo permanece em

us, € L>(0,00; L*(2)) N L*(0, 00; H*(Q)),
com estimativas independentes de m e €.

Demonstracao. Dividiremos a prova deste Lema em duas partes

Estimativa I. Multiplicando (2.2.8) por 2u, e integrando sobre );. Computamos

[l (¢ // 0,y,7 dydr+2e/ (a2 (7) + Nty |2(7)) dT = [uigm ). (2:2.12)

Consequentemente, para m e € sob as condi¢oes do Lema, obtemos
s, 1 / [ W05 dudr < 2P, 1> 0. (22.13)

Estimativa II. Multiplicando P*u¢, por 2(1 + z)uZ, e integrando sobre {2, nés temos

jt (L +2,0?) (1) + [ Vul*(t) + 2[lua|*(t) — [lull*(t)

] (2.2.14)
+2e (1+a,u2, +ul,) (t) + (1 - 2) / (0, y,8) dy = Sl a0 (1)-
R
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Como uf, € H}(Q), podemos concluir do Coroldrio 1.1.2, que a norma da solugao em
L*(2) pode ser estimada pelas normas do espaco de energia, i.e. |

s s ) (8) < 2MVug, [P ()]uz, [ (2).

Com essa limitacao, a desigualdade de Steklov (Lema 1.1.5, férmula (1.1.6)), mais a
estimativa (2.2.13), a igualdade (2.2.14) tornar-se

) O+ (35 1) P + (- 20ul?) Va0 <0, 2219
Devido a [lug||* < 1/2 o tltimo termo da esquerda da desigualdade é positivo, e como
L1+ L < 7 devemos ter L < 7, o que implica QL—W; —1> Z—Z Portanto, (2.2.15) pode
ser lida como

Db, () () + 2 (142, (5, ) (1) < 0. (2216
dt 2(1+ L)

Pela forma diferencial do Lema de Gronwall (Teorema 1.1.10 ), a condigao (2.2.10),
aplicadas em (2.2.16) implicam na desigualdade de decaimento

s, |12(t) < 2(1 + L)|juo®e™ < (14 L)e™®, >0, (2.2.17)
2

com 0 = ﬁ Voltando em (2.2.15) e integrando sobre (0, ¢), nés finalmente temos

t
[ 19l dr < Gt Jul) (2:2.18)

0

onde constante Cj é definida como
1+ L

Co(L = . 2.2.19
0( ,||U0||) 1_2Hu0H2 ( )
Com as estimativas (2.2.17) e (2.2.18) concluimos a demonstrac¢ao do Lema. O

Observagao 2.2.1. Observe que a taza de decaimento 0 em (2.2.17) é a mesma taza
encontrada em [14], Teorema 2.1 pg. 255. E se encaiza bem a taza encontrada em [7],
onde o decaimento em L>(0,00; L*(QY)) possui a taza (3n* — L*)/2L*(1 + L), Teorema
7.8 pg. 679.

Lema 2.2.2. Para m suficientemente grande e € > 0 suficientemente pequeno, valem as
sequintes pertinéncias:

i, € L(0, 003 H'(Q)):

us,, € L=(0,00; L*(Q)) N L*(0, 00; H'(Q));

Unnz (0,9, 1) € L(0, 00; L*(R));

Urnat (0,9, 1) € L*(0, 003 L*(R)).

com estimativas independentes de m e €.
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Demonstracao. Iniciamos separando a prova em estimativas.

Estimativa III. Escrevemos (2.2.14) na forma

IVullP(t)  +2luel*(8) + 2¢ (1 + 2, uz, +ug,) () + (1 - 2¢) / u3(0,y,t) dy
. R (2.2.20)
= [ulP*(®) + S llullza (t) = 2((1+ 2)u, w) (1),

Pelo Corolario 1.1.2, as desigualdades de Holder e de Young fornecem

(1= 2fuol*)IVull*(t) + 2Humll2(t)+(1—28)/u§(07y,t)dy

R
< 2lulP(e) + (1 + L)2[url 2(2) (22.21)
< Ko(llull?() + [Ju*(2))
com
Ko(L) =max {2, (1+ L)%} . (2.2.22)
Logo,
Vs, [12(t) < O (llup [12(8) + [Jus, |1 (2)) (2.2.23)
onde C; estd definida como
 Ko(L)
Ci(Ls [[uoll) = 7= N ER (2.2.24)

Estimativa IV. Derive (2.2.8) com respeito a t e multiplique o resultado por 2(1 + x)us5,,.
Integrando sobre €2 temos

L st @)

7 IV *(8) + 2lluae|*(8) + 22 (1+ 2, ugey + uyy,) ()

+ yyt
+ (1—2¢) [ u2,(0,y,t)dy (2.2.25)
= JJwl]*(t) + (uQ, utz) (t)—2 ((1 + T)uiy,, u2) (t).

Observe que u,u; € H}(Q), assim as desigualdades de Holder, Young e de Nirenberg
(férmula (1.1.11) em L*) fornecem

(@2) (1) < Jully (8)]urlZy, ()

21Hu\|(%)HWH(t)\lutll(t)HVutH(t) (2.2.26)
FIVael*(0) + 4l POVl (@) ().

<
<

IN

A desigualdade de Nirenberg (férmula (1.1.11) em L* e L?), implica entao

201+ L)l [|(8) [ s, () [l 3. (8)
2°3% (1 + L) |[ul| (£) [ Va2 (8) e | 2 (8) | V| 2 (2).

=2((1 + z)uuy, u?) (t)

= 2.2.27
< (2.2.27)

39



Pela desigualdade de Young, Teorema 1.1.15 com p =4 e ¢ = 4/3, (2.2.27) se torna
=2 ((1+ 2)uug, u) (t) < iHVutHQ(t) + Ki[Ju @IVl * @) llwl*(t)  (2.2.28)
onde K, estd definida como
Ky (L) =2"3(1+ L)~ (2.2.29)
Substituindo (2.2.26) e (2.2.28) em (2.2.25), achamos (para m suficientemente grande)
que
d

1
— (T +2,u2) () + = [|[Vug || (t) + 2|Juae || (£) + (1 — 2¢ /Ufc 0,y,t)dy
= £) () + SVl "(8) + 2lua*(2) + ( )]R +(0,9,7) (2.2.30)

< Juel2(8) + 2ol (2 Vul (1) + K[ Full®(@)] (1 + 2, 2) (1)

Devido a (2.2.23) e pela desigualdade de Steklov (férmula (1.1.6) aplicada para u;), a
estimativa (2.2.30) nos permite escrever

) 0+ 31Vl 0+ (1) Il + 0= 20) [ 0..0dy
<G [22 [ll2(8) + el (1) + EaC3 [l + el 2(0)| } (L+a,0) (2).
(2.2.31)
Escrevemos (2.2.31) como
() (1) + 5 IVl 2(0) + g (e 0 .
+(1 — 2¢) /Ruit(o,y,t) dy + (#JFL) -1- wfn(t)) (14 z,u7) (t) <0,

onde

3
W (1) = Cy {22 2lluoll® + (1+ 2, (u5,)) ()] + KaCF [2lwol® + (1 + 2, (u,)?) (0)] } .
Observamos que para m e € nas condi¢oes do Lema, nés temos

3
we (0) = O} {22 [2||uo||2 + Igm] + K, C? [2||u0||2 + Igm} } < 23u(0), (2.2.33)

3
onde w(0) = C {22 [QHuOH? n 2[0} K C? [2\|uoy|2 +10} } Pela condicdo (2.2.7) do
Teorema 2.2.1 e pela escolha de ug,,, obtemos

7T2

we,(0) < 2%w(0) < e 1. (2.2.34)

Como solucao ug, é regular, devido a (2.2.32) e (2.2.34), o Lema 1.1.9 assegura para todo
t>0

(1+, (u,)?) () < (142, (u5,)?) (0), (2.2.35)

40



e isso significa que
wh (1) <wi,(0), Vt>0.
Retornando a (2.2.32), obtém-se

7T2

d 2 J— € \2
at (14, (u;,)?) (t) + PO+ (1+ 2, (uy,)?) (t) <0,
e pela forma diferencial do Lema de Grénwall, obtemos o decaimento de u;
[l IP(5) < 2Loe™, £ > 0.

Voltando para (2.2.32 ) com € < 1, conclui-se

[ (190 + [ 005100 dr <, 10

Visto (2.2.17) e (2.2.38 ), ganhamos de (2.2.23) que

|V us;

ml

Q(t) < CQ(L [OaHUOH) 70t
onde
CQ(L, [0, HUOH) = Cl [1 + L + 2[0] .

Por (2.2.21) com € < § conclufmos que

1
2|\ux\!2(t)+§/(Ufm)(0,y,t)dy < Ko[l+L+2L)e™
R

Lema 2.2.3. Para m suficientemente grande e € > 0 pequeno, temos

Vug,, € L¥(0,00; L*(Q));
u® Vg, € L*(0, 00; L*(Q));

mxx

05 (0, ,1) € L(0, 001 H'(R)) 1 L3(0, 00; HA(R)).
onde as estimativas nao dependem de m e €.

Demonstracao. Primeiro deduzimos

Estimativa V. Multiplique a equagao por —2(1 + x)u:,,, e integre sobre (2,

myy

(2.2.36)

(2.2.37)

(2.2.38)

(2.2.39)

(2.2.40)

(2.2.41)

(2.2.42)

HVuyH2(z€) + 2”ny|’2 + 2 (1 + x?“xwy + uyyy) (t)+(1—2¢ )/uiy(o,y,t) dy (2.2.43)

g 208) + 2 (14 2y e) (1) + (2, 62) (1) — 2 (1 + 2)iaey, v2) (1)
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As desigualdades Holder, Young e de Nirenberg (férmula (1.1.11) aplicada em L* ),
implicam

(w?,uy) < lullZs Olluglizs @) < 2[alONVull @)y [ (6] Vuyll(2)
< éHWyHZ(t)+6HUH2(t)HVuH4(t)

(2.2.44)

Note também que as desigualdades de Young com p = 4 e ¢ = 4/3, de Holder e de
Nirenberg (férmula (1.1.11) aplicada em L* e L), implicam

21+ L)l (0) s, Bl 5, ()
2331+ Dl OIVaP @IV 0 (2.045)

1 3
IV lP(6) + Kl PO Vul*@),

—2 ((1 4 z)utty, ul) (t)

IAINA

IA

onde K; é dado em (2.2.29). Aplicando Hélder e Young novamente, temos

2((1+ @)uyy, ue) (1) < 201+ L)y || (£)[]ueI ()

< %HvuyH?(t) +6(1+ L) udl (2). (22.46)

Substitua (2.2.44), (2.2.45) e (2.2.46) em (2.2.43). Entao, para € < § nés temos

IVuy||*(t) +/RU3W(0,y>t) dy < 2ffuy[1*(2) + 12(1 + L) [l [|*(2)

53 (2.2.47)
+12[[ul PO Vull*(6) + Z Kallul @) Vul*?)
Por (2.2.17), (2.2.38) e (2.2.40), a desigualdade (2.2.47) se torna
IV P0) | (050,080 < Cal L o o] (22.48)
R
onde
33
Cs(L, Iy, ||luo||) = 2C5 + 6C2 + §K10§ + 24(1 + L)*I,. (2.2.49)

Estimativa VI. Multiplicando (2.2.8) por 2(1 + z) e integrando sobre €2, obtemos

(3
umyyyy

d
T (1 + 2, uf/y) (1) + ”VUyyHZ(t) + 2||umyy|’2(t) +2¢ (1 + x7u§wyy + uzyyy) (t

dt
(2.2.50)
+(1 — 2¢) /Rugzcyy(oa y,t)dy = Huysz(t) —2 ((1 + x)“yyywuzum) (t).

Note que

2
=2 (1 + 2)uyyyy, v'u,) (t) = -3 (14 @)uyy, 20y + 2utiptiyy + duttygy + u?tgy,) (1).
(2.2.51)
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Separando e estimando cada termo em (2.2.51) com uso das desigualdades de Hélder e
de Nirenberg (férmula (1.1.11) aplicada em L*, L% e L®), obtemos

4 (14 z)u), ugy) (1)
AL+ L)luy I ) (E) [ty [ (£) (2.2.52)
2231+ L) uy | ()] V[ (2)-

—% ((1 + T) Uy, uzux) (t)

VARVANI

Além disso, desigualdade de Young com p =4 e ¢ = 4/3 implica

ol

—% ((1 + T)uny, uzy) (t)

3 (14 L) [lugl(t) |ju||L4(ﬂ)( )HuyyHLS(Q)(t) 3

216\/5(1 +L)||U||25(t)|\VUH (OIVuy |12 ()] Vg, |12 (2)

6||Vuyy“2(t) + §K1HU||2( IVl ()| Vi, [12(2)
(2.2.53)

(14 2)uyy, uuguy,) (t)

IN A I

IA

Estimamos agora usando Young com p = 8/5e ¢ = 8/3

ODIOO

S0+ )ty el 1)ty Ol v (1)

2B+ L)l )1Vl 0Vt 0 P2t 0

9y 20 + ol @) [Vl (0] Vit ¥ 1
(2.2.54)

—35 (1 + 2)uyy, vuyugy) (1)

IN A

IN

onde

U‘\m

Ky(L) =2"3*5(1 + L)5. (2.2.55)

O ultimo termo pode ser abordado como

_§ (1 + x)uyyvu2u:vyy> (t) < %(1 + L) [ty || ( )HUHLS gt)HuyyHL“ ( )
< 215\/5(1 + L)||ull 1( MIVull2 () gy |1 (8)]| Vg | 2 (2)
< 6||Vuyy||2( )+273K1||U|| OV ull® (@)l |7 ()
(2.2.56)
Inserindo (2.2.52)-(2.2.54) e (2.2.56) em (2.2.50), podemos escrever entao
d 1
i (1 +x7uyy> () +§||vuyy|| (t) + 2||“dfyy” (1—2¢) zyy (0,9,1)
27
1+ 23—32K1||U|| (O Vull(t )} [V |2 ( ) (2.2.57)
+2332(1 + Llluy [ (O] Ve [1()
+ Ko [ul| 5 ()] Vul |5 ()| Vuy || 5 (2).
Integrando em (0, t), para m suficientemente grande e ¢ < i, temos que
(1 +z, (ug)fnyy) (t) + / HVumyy 7)dr + 25/ Humyyysz(T)dT
(2.2.58)

+ / / mxyy (O Y, T )dydT < C(L IO? HUOyyH)-
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Estimativa VII. Escrevemos (2.2.8)-(2.2.10) na forma

2
Ugzr + U Uy + EUgpre = g,

u<0) = uxaz(o) = u(L) = UI(L) =0.

(2.2.59)
(2.2.60)

Por (2.2.58) temos g € L*((0,00); L*(£2)). Multiplicando (2.2.59) por z e integrando em

x € (0, L), calcula-se que

1 L L
uz(0) + Ly, (L) — 5/0 U dr — ety (L) + Letye, (L) = /0 zgdr. (2.2.61)

Integracao de (2.2.59) sobre (z, L) multiplicada por L nos da

Ly, (L) — Lug,(z) — gug(x) + Le (Uppe (L) — Ugae(x)) = L/ g(T)dr.

Subtraindo (2.2.62) de (2.2.61) temos

1 L

L L
:/ rgdr — L/ g(T)dr.
0 T

Defina

1 /L I L L
h(z) = —u.(0) + §/ u® dr — §u3(x) + / zgdr — L/ g(r)dr.
0 0 T

Entéao, (2.2.63) se torna

U () + St () = % (ctpa(L) + h(z)) .

Multiplicamos agora (2.2.65) por u,, e integramos sobre (0, L) para encontrar

L L
/ u?, dr + Euix(L) = —leum(L)ux(O) —i—/ Ugzh dx
' i 3 g 3 ’ 1 [t
< Zuix(L) + ﬁui(()) + 5/0 [u?, + h?] da.
Portanto,
Eoy 2 2 o Loy
/0 us, dr + éum(L) < ﬁux(()) —i—/o h* dx.
Logo,
foalP(0)+ 5 [ Loty dy < 75 [ 0.0 00dy+ 0P
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Agora estimamos h € L?*(Q) para ver que

3(2&))2 +2 (/OL 1|u|3 +2L]g| dx)

HIU!3 +6L191[1 ;1 0., (1)

2

| (t)

A
—
S
8
()
S~—
=
N
_l’_
w|
=

(2.2.69)

IA
e
<

8
=
T
=
_|_
=
_a
H~

—|ur6<t +3H\u|3+6L|g|HL2(O,L) (4.1).
Dai,

1A11%(2) S/Q{leux(())l (t)+£| I( +—HIUI3+6L|9|HL2 ) (1) | dS
AL

AL
0,08y + 2 o)+ 25 [l + 6L|g||| ()

8L?
<L [ 2 00) dy+ 2l (1) + 212 ol (0
R
(2.2.70)
Inserindo (2.2.70) em (2.2.68), obtemos

2e 8L?
fuael?t) < (1245 [ w0000+ 2l 0+ 2°L ol 0

Pelos resultados dos Lemmas 2.2.1 e 2.2.2, ¢ utilizando a estimativa (2.2.58), conclui-se
que

t
/0 lenaP(®)dt < C(L, To, oy ). (2.2.71)

]

Passagem ao Limite

Iremos explorar os Lemas 2.2.1, 2.2.2 e 2.2.3. Usando estimativas independentes de ¢
e notando que o termo nao linear (uS,)?us,, estd pelo menos em L?(0, 00; L%(12)), junto
com argumentos de compacidade, pode-se passar ao limite e — 0 em (2 2.8)-(2.2.11)
para obter solugao u,, do problema (2.2.3)-(2.2.6) com dados iniciais ug,,. A resultante
U, satisfaz

Uyt + Uz + VUme + ufnumx =0 in Qr; (2.2.72)
U (0,9, 1) = un (L, y,t) = e (L, y,t) = |1‘im U (z,y,1) = 0; (2.2.73)
y|—o0
U (2,9,0) = uom(z,y), (z,y) € (2.2.74)
Uom (0,y) = uom (L, y) = toma (L, t) = ‘l|1m Uom(x,y) =0, . (2.2.75)
y|—o0
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Aqui m é suficientemente grande e fixo. Notamos que u,, verifica

U, € L(0,00; HY(2)) N L*(0, 00; H*(Q)), (2.2.76)

Vg, € L*(0,00; L*(€2)) (2.2.77)

Ut € L(0,00; L*(Q)) N L*(0, 00; H'(Q)). (2.2.78)

Unmz(0,7,1) € L(0,00; H'(R)) N L*(0, 00; H(R)). (2.2.79)
Escreva (2.2.72) como

Por (2.2.76) e pela desigualdade de Nirenberg (férmula (1.1.9) aplicada para u, em L*),
vimos que

X, / / dh?,, 0t < / ety () [t 2 (1)

< OQ”umHL,?"L%vaum”LgOLg <”umw||L§L?w||umw||L2H1 + ||Umz||L2L2 )
(2.2.81)
Logo, por (2.2.76)-(2.2.78) e (2.2.81) a igualdade (2.2.80) assegura

Unazze € L2(0,00; L*(Q)). (2.2.82)

—— Como as constantes em Lemas 2.2.1, 2.2.2 e 2.2.3 nao dependem de €, m, t, podemos
passar ao limite em (2.2.72)-(2.2.75) quando m — oo para obter a solugao u(z,y,t) de
(2.2.3)-(2.2.6) tal que

u € L™®(0,00; H'(2)) N L*(0, 00; H*(Q)), (2.2.83)
Viyy » Usee € L*(0,00; L*(Q)) (2.2.84)
u, € L®(0,00; L2(€2)) N L(0, 00; H'(R)). (2.2.85)
ug (0, y,t) € L=(0,00; H'(R)) N L?(0, 00; H*(R)), . (2.2.86)

Mais ainda, por (2.2.17), (2.2.38),(2.2.40), (2.2.42) e (2.2.48) obtemos o decaimento

uell*(8) + lull i o) (8) + HVusz(t)ﬂL/R [12(0,y,1) +uz, (0,y,1)] dy < C(L, Iy)e ™.

Regularidade de u

Escrevemos (2.2.3)-(2.2.6) na forma
1

Aty = —Up — Uy — §<u3)‘”’ (2.2.87)
ug(L,y,t) =0, (2.2.88)
u(0,,1) = ¢(y,t) € L>=(0,00; H'(R)) N L*(0, 00; H*(R)). (2.2.89)
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(L—a2)
L

Denotando v = u, — ®(y,t) e levando em consideragao (2.2.87), escrevemos

Av = —uy — g — 1( s, L - 2) buu(y. ) = Fla,y, 1), (2.2.90)

v(0,y,t) = v(L,y, ) 0. (2.2.91)

Temos por (2.2.83)-(2.2.86) que F'(z,y,t) € L*(0,00; L*(Q2)). Considere o produto interno
(Av,v) = (F,v),

Computamos

/Q[UtJrum]de < (el @) + Nluall @) 01l )

1 (2.2.92)
< fJugllP(8) + flual(8) + gHsz(t)
e estimamos o termo nao linear como
| wwean < @l
13 1
< 223 CHllull )NVl (0) | uell (1) + §Hvl|2(t) (2.2.93)
1 1
< lequ?{;y(t) + 235O, lul () Vul(t) + §|Iv||2(t)-

O termo ¢, ¢ limitado por

%/OL/R[(L—QC)¢y(y,t)]yvdydx - /( — )¢y (y, t)v, dQ

< ( / ¢2d9)2uvyu ) (2:294)
< /¢ dy -+ 5l 7).
Finalmente,
2
o) = [ a2 = J, [u - Goty.0] a0
Q (2.2.95)
< 2 P(t) +2L / (. 1) dy
R
Portanto,
1 1 13 1
LITOIRE) € S e 20 + [l + |20 + ey [2(8)
2 4 4 47 (2.2.96)

b 2SO POITAO + L [ [26%000) + 563 o
R
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Logo,

1 1

13
ltaal*(0) < 2fuall*(8) + - lal*(0) + 5 [ (2)

2 2
2
+2FCY P OIVal) + 2 [ (14 5)e 0.0+ 03] dy
R
(2.2.97)
Temos por (2.2.1) que
[uae||*(£) < C(L, Ip)e™™, ¥t > 0. (2.2.98)
Dai, u € L>(0, 00; H*(2)) e
[ullF20) () < C(L, Lo)e™™, ¥t > 0. (2.2.99)

Mais ainda, como v é a solucao de uma equacao eliptica que se anula na fronteira,
e como a fronteira 02, neste caso da y—faixa, é C'™°, temos pelo Teorema 1.1.8 que
v € L*(0,00; H*(Q)). Consequentemente, u € L (0, oo; H*(Q)) N L*(0, 0o; H*(2)).

Regularidade de Au,

Notemos que (2.2.3) fornece

V(Au,) = =V (ut + Uy + uzux)

= —V (u + uy) — 2uu, Vu — >V, (2.2.100)

Entao, (2.2.100) e a desigualdade triangular implica

A3 () (8) = [[Aug|*(8) + IV (Aug) [*(2)
< [ Aug|[2() + 20|V (e + o) [1(8) + 4llu® Vg [ (2) + 2w Vul*(2).
(2.2.101)
Pelo Lema 1.1.8 e pelas estimativas nos Lemas (2.2.1) e (2.2.2) conclui-se que

S u? (2,9, 1) < JJullfp @) (t) + eyl 72y () < C(L, o)™, ¢ > 0.
x,y)e

Note que a equagao (2.2.3) e as estimativas (2.2.38), (2.2.40) fornecem o decaimento de
Auy -

1Aug|2(t) < 2llur + ue|*(1) + 2] w’ua | *(1)

IN

2wy + g ||*(¢) + 2 (Sll)pQUQ(%y,t) 1 (t) (2.2.102)
TY)E

< 2ljug + ug|2(t) + 20% 72 Ju, ||2(t) < C(L, Iy)e™, > 0.

Na sequéncia, faremos a estimativa para as duas ultimas normas em (2.2.101).

2
02V, ||2(t) = / ut (Vug)® dQ < | sup u2(a:,y,t)) [V ||%(t)
Q

(z,y)€Q
< C2en |V |*(t)
< 026_29t||VU||§{1(Q)<t) < 400, t> 0.

(2.2.103)
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|uu, Vul?(t) = /uQUi (Vu)® d

N

< | sup u’(z, y,t)> 22|70y IVl 70y (2) (2.2.104)
(z,y)EN

< OnaCe” "Vl (@) |[we |1 ) (8) V]| 1110 (F)
< C’j4\,406_0t||Vu||2(t)||Vu||fql(9)(t) < 400, t>0.

Assim, por (2.2.100), as féormulas (2.2.103) e (2.2.104) implicam em
IV (Aue) 72y, < NAUlTop0 + 20V (e + ta) 17572

2.2.105
b KLVl (22109

Portanto, devido a (2.2.102) e (2.2.105) conclui-se que
Au, € L*(0,T; H(Q)). (2.2.106)

2.2.2 Unicidade da solucao regular
Teorema 2.2.2. A solugdo regular do problema (2.2.3)-(2.2.6) € unica.

Demonstracao. Sejam u,v duas solugoes de (2.2.3)-(2.2.6), defina w = u — v. Entao, w
satisfaz

Pw = w; +w, + Aw, + (u2ux - v%x) =0 em Qr; (2.2.107)
w(0,y,t) = w(L,y,t) = w,(L,y,t) =0; (2.2.108)
w(x,y,0) = 0. (2.2.109)
Escrevemos
Pw = wy + w, + Aw, +w(u 4+ v)u, +wv? =0 in Qp (2.2.110)

e calculamos o produto interno
2((1+z)w, Pw) =0

na forma

d
7 (L a,w?) () + [VelP(0) + 2w [*(6) + | wi(0,y,) dy

22 (14 @), (u+ v)ug) (8) +2 (1 -+ 2)0?, ) (£) = ] 2(0).

Usando as desigualdades de Holder e de Nirenberg (férmula (1.1.9) e (1.1.11)), os termos
nao lineares da igualdade (2.2.111) tornam-se

(2.2.111)

2 (14 2)w?, (u+ v)uy) (t) 2 / (14 z)w?(u + v)u, dS

Q
2(1+ L)l[wl[Zaoy (Ollu + vl sy () el aey (£)
25(1 + L)Cnal[Vel|(#)[|w]|()

<19+ 0) |3 () a4+ )12 (el oy () et (2)
(2.2.112)

IA A
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2((1+2)v*, ww,) (1) = (14 2)v*(w?), dQ = — [ w?[v* + 2(1 + z)vv,] dQ
— (w? v* + 2(1 + 2)vv,) (1)

lwllZaeyllo” + 2(1 + 2)ove || (2)

22|V | (@) [lwl| (B)][v* + 2(1 + 2)vva |l (£)-

IA A I

(2.2.113)
Além disso,

[V +2(1 + 2)vv|(t) [Vl Za (8) +2(1 + L)llvva | (1)

<

< 22| Vol@)loll(t) +2(1 + L) vl za@) ) vall o) (£)

< 22|[Vol[()[[ol|(t) + CIVoll2 @lv ]|z (Ol vel 1 ) (O va]2 ().
(2.2.114)

Inserindo (2.2.114) em (2.2.113), temos que

2((1+ )% wuw,) (1) < [[Veoll(®)llwl] () (2\|Vv||(t)HUH(t)
7 1 1 1 1
+21(1 + L)CN4HVUH2(t)HvH2(t)vallHl(mHva?(ﬂ)

(2.2.115)

Somando (2.2.115) com (2.2.112) e utilizando a desigualdade de Young, obtemos

1

2 ((1+@)w?, (w+vjuy) (6) +2 (1 +2)0*, wwy) (1) < S[VolP(E) + @) l|lw]*(@),

(2.2.116)

) = % 251+ L)l 9 (- 0) 3 (1) ) )l s oy (D ek (1)

7 1 1 3 2
+ 2[Voll@flvll(#) + 25 (1 + L)Cnal[Voll> @) |0]]2 @) [0zl 71 g (E) |0 (t)]
(2.2.117)
Note que f € L*>(0,00). Visto (2.2.116), a igualdade (2.2.111) se torna

C (1) (1) < (0 70wl 20 (2:2118)

Pela forma diferencial do Lema de Gronwall com ¢ = 1+ f e ¢ = 0, observando que
w(0) = 0, e uma vez que z € (0, L), conclui-se que

Jw[](¢) < (1+z,w?) (t) = 0. (2.2.119)

A demonstragao estd completa. O]
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CapriTULO 3

Equacao generalizada de
Zakharov-Kuznetsov em um
retangulo limitado

Abordaremos neste capitulo o Problema de Valor Inicial e de Contorno (PVIC) da
equagao generalizada de Zakharov-Kuznetsov sobre um retangulo limitado, de agora
adiante usaremos k € N, como um ntimero natural maior ou igual a 2.

Sejam L, B e T nimeros reais positivos, e defina os conjuntos
Q=(0,L)x (=B,B) e Qr=Qx(0,T)
Sobre ()7 considere o seguinte PVIC para a gZK

Ut + Uy + Uty + Uggy + Ugyy = 0, em Qp; (3.0.1)
w(z,—B,t) =u(x,B,t) =0, =€ (0,L), t>0; ( )
w(0,y,t) =u(L,y,t) =u,(L,y,t) =0, ye€ (—=B,B), t >0 (3.0.3)
u(z,y,0) =uo(z,y), (z,y) €, (3.0.4)

onde ug : 2 — R é uma fungao dada.

3.1 Resultados utilizados da teoria de semigrupos

Esta secao é destinada a apresentacao da teoria de semigrupos, a qual sera fundamental
na nossa abordagem para a boa colocagao e também no estudo do decaimento exponencial
de solugoes da gZK.

A teoria de semigrupos é motivada pelo estudo de problemas da forma

[tz e o0

onde ug € X, e X é um espago de Banach, A é um operador linear definido em D(A) C X
e D(A) é um espago vetorial denso em X (o que veremos mais além). A teoria ird definir
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semigrupos e algumas propriedades basicas que nos darao ferramentas para investigar a
boa colocacao e a estabilizagao das solugoes do problema (3.1.1). Contudo, estabelecendo
condigoes sobre o operador A para obter a existéncia e unicidade de solucao, estaremos
nos préximos capitulos verificando-as para a gZK.

Vamos assumir informalmente que u : [0,00) — X seja a solu¢do tunica de
(3.1.1) para cada dado inicial uy € X. Escreveremos u(t) := S(t)ug para ressaltar como
u(t) depende do dado inicial uy € X. Para cada momento t > 0, podemos enxergar S(t)
como uma funcao de X em X.

Definigao 3.1.1. Seja {S(t)}i>0 uma familia de operadores lineares limitados de X em
X. Diremos que {S(t)}+>0 € um semigrupo se para cadat,s > 0, as sequintes condi¢oes
estao satisfeitas:

1. S(O)UO = Up , \V/UO S X,'

2. S(t+ s)ug = S(t)S(s)up = S(s)S(t)ug Vt,s >0, , Vuy € X;

Ainda diremos que {S(t)}i>0 € um semigrupo de classe Cy se satisfaz

3. Fizado ug € X, a fungao S(-) : RY — X definida por t — S(t)ug € continua.
Definicao 3.1.2. Seja {S(t)}i>0 um semigrupo. Se ¥t > 0 tem-se ||S(t)|cxx) < 1,
diremos que ¢ um semigrupo de contracgao.
A partir de agora, {S(t)}:>o representard um semigrupo de contragdes no espago de
Banach X.
Definicao 3.1.3. Dado {S(t)}+>0, vamos definir o conjunto

S(t)UO — Ug

D(A) := {uo € X tal que lim existe em X} ,
t—0+

como o dominio do operador A, que € dado por

Au = lim w, u € D(A).

t—0+

Sendo assim A : D(A) — X serd dito o gerador (infinitesimal) do semigrupo de con-
tragoes {S(t)}i>0 ¢ D(A), o dominio de A.

Teorema 3.1.1 (Propriedades diferenciais de semigrupos). Seja {S(t)}i>0 um semigrupo
de classe Cy, e u € D(A) como na defini¢io (3.1.3). Entao

(1) S(t)u € D(A) e AS(t)u = S(t)Au para todo t > 0;
(i1) A fungao

S(t)u:[0,00] — X
t — S(tu
é diferencidvel e £S(t)u = AS(t)u para todo t > 0;
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(iii) /o S(s)uds € D(A) e S(t)u —u = A/o S(s)uds.

Para a demonstragao ver [21] pg. 04, Teorema 2.4.

Teorema 3.1.2 (Propriedades de geradores). Seja D(A) como na defini¢io (3.1.3), Se
A € o gerador de um semigrupo de classe Cy. Entao

(i) D(A) é denso em X ;

(ii)) A € um operador fechado. Isto é, se up — u em X e Aup — v entdo u € D(A) e
v = Au.

Para a demonstragao ver [21] pg. 05 , Corolario 2.5.

Definigao 3.1.4. Chamaremos de conjunto resolvente p(A), de um operador A dado,
o conjunto dos A € R tal que o operador (\I — A) : D(A) — X € inversivel. Quando
A € p(A), € possivel definir o operador resolvente R, : X — D(A) como sendo
Ryu := (M — A)~1. Tal operador € linear, limitado, fechado e se u € D(A), temos
ARyu = R)Au

Agora apresentaremos os teoremas de Hille-Yosida e Lumer-Phillips, as de-
monstragoes estao em [21]. Porém, nosso objetivo principal se concentra no Corolério
3.1.1 do segundo teorema, que para a equacao gZK com as nossas condicoes, se encaixara
com simplicidade.

Teorema 3.1.3 (Hille-Yosida). Seja A : D(A) — X um operador linear(nao limitado).
Entao A € o gerador infinitesimal do semigrupo de contragdo {S(t) }+>0 de classe Cy, se
e somente se

(i) A é fechado e D(A) € denso em X;

(i) O congunto resolvente p(A) de A contém R™ e para todo A > 0

[RAll < (3.1.2)

> =

Para a demonstracgao ver [21] pg. 08, Teorema 3.1.

Teorema 3.1.4. Seja A : D(A) — X um operador linear, entao A € o gerador infinite-
simal do semigrupo {S(t)}+>o de classe Cy, se e somente se

(i) A é fechado e D(A) € denso em X;

(ii) Existem M,w € R tais que para todo A > w, tenhamos X € p(A) e ainda

IRY| < _Vn eN. (3.1.3)

M
(A —w)
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Para a demonstracao ver [21] pg. 20, Teorema 5.3.

Seja X um espaco de Banach e seja X* o seu dual. Denotamos o valor de
¥ € X* em x € X por (z*,z) ou (z,z*). Para todo z € X definimos o conjunto
dualidade F'(z) C X* por

F(z) ={a" 2" € X" e (,2") = [lo]|* = ||2"|]*}.
Pelo Teorema de Hahn-Banach segue que F(z) # & para todo = € X.

Definigao 3.1.5. O operador A serd dito dissipativo, se para todo x € D(A), existe
z* € F(z) tal que Re(Ax,2*) < 0.

Teorema 3.1.5 (Lumer-Phillips). Seja A um operador linear com dominio D(A) denso
em X.

(i) Se A ¢é dissipativo e existe \g > 0 tal que a imagem, R(Nol — A), € igual a X.
Entao A € o gerador de um semigrupo de contragcoes em X;

(ii)) Se A € o gerador de um semigrupo de contragées em X, entdo R(N — A) = X
para todo A > 0 e A é dissipativo. E ainda teremos que para todo x € D(A) e cada
xz* € F(z), Re(Az,z*) <0.

Para a demonstracao ver [21] pg. 14, Teorema 4.2.

Corolario 3.1.1. Sejam X wum espaco de Banach, A : D(A) C X — X um operador
linear onde D(A) € denso em X. Se A e A* sao dissipativos, entao A é um gerador
infinitesimal de um semigrupo de contracoes de classe Cy em X.

Para a demonstragao ver [21] pg. 15, Corolério 4.4.

Vamos observar o problema apresentado em (3.1.1). Agora ja consideramos
que A gera algum semigrupo {S(¢)};>0 de classe Cy. Pelas propriedades diferenciais do
gerador, temos que Au(t) = %S (t)u, ou seja, substituindo na equagao do sistema acima,
temos u(t) = S(t)u. Como u(0) = uy = S(0)u = u, a fungao

representa a solucao do problema. Agora devemos observar em que espaco a solucao
u = S(t)ug se encontra. Veremos que a solucao existird e serd tinica em um espago que
dependera da restricao admitida para o dado inicial uqg.

Definicao 3.1.6. e Dado uy € D(A), uma solugdo classica de (3.1.1) é uma fungao
w:[0,T] = X, tal que u € C([0,T]; D(A)) N CY(0,T; X), que satisfaz (3.1.1) em
todos os pontos t € [0,T].

e Dada ug € X, uma solu¢io mild (fraca ou generalizada) de (3.1.1) é uma fun¢ao
u € C([0,T],X) definida por S(t)ug.
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Agora, considere o sistema associado a uma equagao nao homogeénea

{u’(t) = Au(t) + (1), (3.1.4)

Sendo A o gerador do semigrupo {S(t) }+>¢ e u uma solucao de (3.1.4), definindo g(s) =
S(t — s)u(s), com s € (0,t), obtemos

Lg(s) = —AS(t = s)uls) + S(t — s (s
= =St —s)u(s)+ St —s)Au(s) + S(t —s)f(s).
S(t—s)f(s) (3.1.5)

Se f € LY(0,T;X), entao S(t — s)f(s) é integrdvel e integrando de 0 a t a igualdade
acima obtemos a férmula

= S(t)uo + /0 tS(t — 8)f(s)ds. (3.1.6)

Definicao 3.1.7. o Agora, se ug € D(A), diremos que uma solugao cldssica de
(3.1.4) € uma fungio u : [0,T) — X, onde u € C([0,T); D(A)) N C0,T; X),
satisfazendo (3.1.4).

e Sabendo que uy € X, diremos que u é uma solugio mild de (3.1.4) quando u €
C([0,T], X) € definida pela formula (3.1.6) acima.

3.2 Resultado Local para a Equacao Generalizada
de Zakharov-Kuznetsov

Considere o seguinte Problema de Cauchy na forma abstrata:

ug + Au = f,
{ 0) = (3.2.1)

onde f € LY0,T;L*(Q)) e A : L*(Q) — L*(Q) esta definido como A = 9, + Ad, com

dominio

D(A) = {u € L2(Q); Auy +up € L2(Q): ulon =0 e us(L,y,t) =0, t € (0,7)},
(3.2.2)

1/2
com a sua norma natural ||u|lpa(t) = (HUH%Q(Q) () + || Aug + uxH%Q(Q) (t)) para todo
€ (0,7).
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Proposicao 3.2.1. Sejam ug € D(A) e f € L}, (RT; L*(Q)) com f; € L},.(R*; L*(Q)).
Entao, o problema (3.2.1) possui uma unica solu¢ao u(t) tal que

u € C([0,T); D(A)), u, € L>=(0,T; L*(Q)), T > 0. (3.2.3)

Mais ainda, se ug € L*(Q) e f € L},.(RT; L*(Q)), entdo (3.2.1) tem uma tnica solu¢ao

loc

mild u € C([0,T]; L*(Q)) dada por

u(t) = S(t)ug + /Ot S(t—s)f(s)ds (3.2.4)

onde S(t) é o semigrupo de contragées gerado por A.

Corolario 3.2.1. Sobre as hipdteses da Proposicao 3.2.1, a solugdo u em (3.2.3) satisfaz
ue L®(0,T; Hy() N H*(Q)), (3.2.5)
Demonstragao. Para demonstragao ver [27] pg. 13, Teorema 2.3 e Corolario 2.1. ]

E ainda mais, pode-se obter estimativas para solucao forte (3.2.3) (ver [12]
pg. 488, Teorema 1.19, por exemplo):
[l [(2) < [ Auol] + [[£110) + [ fell 2312, (3.2.6)

t - xy

junto com
IF11@) < FICO) + [ fell zazz, » (3.2.7)

e também

[Aul[ (£) < [luell(8) + [ £1I()
< [l Auoll +2[£11(0) + 201 fell £y 22, -

- t Hay

(3.2.8)

Como D(A)—H(2) N H?(Q) continuamente (ver [27] pg. 9, Proposi¢ao 2.2), nds temos
a estimativa

[ull g @nmzi) (1) < Cllullpey () < C(lullzers, + [Auoll +2[£1(0) + 21l fill 22, 13-2.9)
onde C' depende somente de (2. Em seguida, definimos
Yr ={f € L'(0,T;L*(Q)) tal que f, € L'(0,T; L*(2))}

com a norma
Ifllve = 11 leiee, + I felleaee, -

Observagao 3.2.1. Se f € Yp, entio f € WHH(0,T; L*(Q)) e pelo Teorema do Cdlculo
em um espago abstrato (Teorema 1.1.12 ) temos que f € C([0,T); L*(2)).
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Definimos agora o conjunto:

Yy = {f € Yr; f(x,y,0) = [ug™ (z, )], Y(z,y) € Q} . (3.2.10)

E+1

Considere o espaco de Banach

Xr = {ue LFH,, tal que u;, Vu, € LFLZ ¢ ug,, Vu, € L7L2 )} (3.2.11)

x

com a norma
ullxy = lullgomy, + 1Vuyllierz, + ueallrzrz, + luellierz, + [[Vuellzrz, (3.2.12)

e defina o conjunto fechado
X2 ={uec Xr: u(z,y,0) =uo(z,y), V(z,y) € Q}. (3.2.13)

Teorema 3.2.1. Seja uy € D(A). Entao, existe T, > 0 tal que PVIC (3.0.1)-(3.0.4)
possut uma unica solucao u € X%, com estimativa

lullxr, < 2 ((M +8) Juolloe) + 26CCHCnalluollih) )

onde as constantes M,k dadas em (3.2.27), (3.2.37),Cyx, Cna vem da desigualdade de
Nirenberg (férmula(1.1.13) e (1.1.9) ), e C vem da imersao D(A)—H}(Q)NH?(Q), essas
constantes dependem somente de S). E podemos majorar T, por

T29KC(T,, ) K(T) R < 1,

onde C(T,,Q), K(T.) e R estao definidos em (3.2.54), (3.2.37) e (3.2.55) respectiva-
mente.

A demonstracao do teorema consiste em Lemas 3.2.1-3.2.5 abaixo. Primeiro,
consideramos uy € D(A) e f € Yy para todo T" > 0. A Proposicao 3.2.1 atribui uma
solugdo para (3.2.1) tal que u € C([0,T];D(A)), isto é, a aplicacio D(A) — R
dnda por u > [ullboa(t) = [ulfaqoy(®) + [ty + 1] 3)(t) ¢ contima. Como
ug € L*(Q) e por densidade de D(A) em L%(2), conclui-se que a fungao L*()) — R
definida como u +— |jul[*(t) também é. Sendo assim, duas funcdes continuas asse-
guram que a transformacao u — |[[Au, + uw||%2(9)(t) com u € D(A) é continua;
em outras palavras, Au, + u, € C([0,7]; L*(2)). Devido a Observacao 3.2.1, temos
f € C([0,T]; L*(2)). Portanto, (3.2.1) nos da u; = f — (Au, +u,) € C([0,T]; L*(Q)),
e, como consequéncia, u € C1([0, T]; L*(Q)). Logo, as operacoes a seguir fazem sentido
pelo menos em L*(0,T; H(Q)).

Estimativa VIII. Multiplicando (3.2.1) por 2u, temos
d B
Shle+ [ 2oy =2 [ fuan
dt —-B Q
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Estimativa IX. Multiplicando (3.2.1) por 2(1 + z)u, obtemos

d B
o (L@ e?) (0)+ HVUHQ(t)Jr?HuxHQ(t)Jr/ uz(0,y,t) dy
-B

= Jlul2(t) +2 / (1 + 2)uf d.

Estimativa X. Vamos derivar (3.2.1) com respeito a ¢t e multiplicar por 2(1 + z)u;. Inte-
grando sobre €2, o resultado leia-se como

d B
o (L aud) (¢) +!|Vut!|2(t)+2||uxt||2(t)+/BUit(0,y7t) dy

Q
Estimativa XI. A multiplicacao de (3.2.1) por —2(1 + x)u,, implica em
B
IV7uy [12(£) + 2lluay [*(t) + /B Uy (0,9, 8) dy = [Juy|*(£) + 2 (1 + 2)uyy, we — f) (B).

Estimativa XII. Multiplicamos (3.2.1) por x e calculamos a integral sobre (0,L). O
resultado é

L
Lug,(L,y,t) = / [u + Uy — TUL + xf] dx — u.(0,y,1).
0

Estimativa XIII. Vamos derivar (3.2.1) em relagao a x, multiplicar por (1+x)u, e integrar
o resultado sobre €2. Um simples calculo nos leva em

d B
— (Lt z,u3) (1) + [V *(t) + 2l|uas () + /B (1720, 9, 1) +uz, (0, y,0)] dy

dt
B
1 1+ L
= 2/ {umum(O,y,t) — Upllae (0,9, 1) + §U§(0,y,t) + %ufix(L,y’t) dy
-B
+Hux|]2(t)—l—2/(1+x)uxfx 0.
Q
(3.2.14)
Por (3.2.1) nds temos
B B
2/ Ul (0, y,)dy = 2/ Ug[f — wp — Uy — Ugyy](0,y,1)dy
-B B 5 (3.2.15)
= 2/ [ue f — u2](0 y,t)dy+2/ uz, (0, y, t)dy.
B -B
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Substituindo (3.2.15) em (3.2.14) obtém-se

B

D0 g w2 (8) + [ Vaal2(0) + 2lume2(0) + /

[u2,(0,y,t) + u2(0,y,1)] dy
dt .

B

=2/ PJ@wﬁ—wwm&%ﬂ+%@AQ%ﬂ+O;Lhé@wiﬂ@
B B I L

+||um||2(t)+2/ [(1+1:)umf(:c,~) 0 —/0 f[ux—i—(l—l—m)um}dx] dy

—-B
B
= [Jug||*(t) + / . [u2, (0,9, 1) + (1 + L)uZ (L, y, t) — 2usue (0,y,t)] dy

—2/ f[ux + (I—i—x)um}dQ

Vamos estudar os seguintes casos separadamente.

3.2.1 Equacao ZK linear

2 2 1
Lema 3.2.1. Sejam L e B numeros reais positivos tais que 7 1 7 (ﬁ + B 1>0,

e ug € D(A). Entao, existe uma inica solugao global reqular para problema linear (3.2.1)
com [ = 0; mais precisamente, u(t) = S(t)ug € X». Mais ainda, existe uma constante
M > 0 dependendo somente de L e dada por (3.2.27) tal que

[S(t)uollx, < Ml|uol|pay- (3.2.16)

Demonstracao. Iremos usar as Estimativas VIII-XIII com f = 0 da seguinte forma.

Estimativa XIV. Somamos ¢ aplicamos a desigualdade de Steklov (férmulas (1.1.4) e
(1.1.5)) nas Estimativas IX e X:

2 B

T (14 z,u” +u) (t) + / [u2 +u2,](0,y,t) dy
_B

L’(1+ L)
2

T 2 1 9 9
+ [H—L (ﬁ+@) —1] (1—|—x,u —i—ut)(t)SO.

Devido a condicao imposta sobre L e B no enunciado do Lema 3.2.1, temos que o termo
entre colchetes é positivo, e a forma diferencial do Lema de Gronwall nos da

d
£u+@w+@@)+

(1+z,u? +u?) (t) < (1 +z,u®+u?) (0)e "

Cco1m

71_2

QZZ?TIIT (3.2.17)

Logo, sendo us(z,y,0) = Aug, obtemos

ul?(®) + lluel?() < (1 + L) (fuol* + [| Auo ) e~

= 3.2.18
(1+ L) ol e (3:2.18)
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Somando as Estimativas IX e X, integrando sobre (0,7") e usando (3.2.18) concluimos
que

/OT [||Vu||2(t) + [V || () + /B [u? +u2,](0,y,1) dy] dt

-B

T
< (1t +u2) (0) + (1+ L) fluolBa) / O gt
0

1+ 1) (3.2.19)

< (1 + L)lJuollpeay + ——5—uollBay [L — €]
1
<+ 0) [+ 5 Tl
Reescrevendo a Estimativa IX, a desigualdade (3.2.18) nos da
B
IVl (8) + 2flus|I*(t) uz(0,y,6) dy = [lul*(t) — 2 ((1 + 2)u, u) (¢)
(3.2.20)

+
—-B
< 2(1+z,u) () + (1+z,u7) (1)
< 2(1+ L) Juo|[Haye ™.

Estimativa XV. Da Estimativa XI, por (3.2.18) e por (3.2.20) temos que

1 B
§||Vuy\|2(t)+2H%y||2(t)+/_Buiy(0,y7t) dy < luyl*() +2(1+ L) (1 + z,uf) (¢)
< 4(1 +L)2‘|U0||2D(A)€_0t.

(3.2.21)
Estimativa XVI. Deduzimos da Estimativa XII que

L2, (L,y, )<2Hu+uyy—xutlwil(“)(y,t)+2Ui<o,y,t>
< 2L||u+uyy — 2| 220,y (Y, 1) + 2u2(0,y, 1)

2
< 2L (20,00 (. 6) + et 2003 (0 2) + el 2y (0 2)) 26200,
< 8L (130,00 9:8) + iy 3.2y (0 2) + L2, (9:)) + 2620, )

Logo, por (3.2.18), (3.2.19) e (3.2.21) temos que

Lyt dydt < T(Hun<>+||uyy||<>+Luutuz<t>)dt
+ // 2(0,y, t) dydt

- 2(1+ L) 1

9 2

< ( 7 / bdt + —7z {1 + 5}) [uollpa
401+ L)? 21+1L 1

< ( ( ) + ( ) {1+—}> oDy ay-

Lo L? 0
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Estimativa XVII. Pela Estimativa XIII com f = 0, computamos

(1+2,02) (T) + / [uwxu?(t)+2||umu2<t>+% / (00 dy} dt
< / @ruzu?(w +f [020.0:0) 12, 0.500) + (1 Ly (L) dy} dt
+ (1 + 2, u2) (0).

Portanto, por (3.2.19), (3.2.21) e com uso da Estimativa XVI podemos escrever (3.2.22)
como

T 1 B
[ 1wl + 5 [ . d) de < 3zl + (14 .02),
0 —-B
(3.2.23)

(3.2.22)

onde

1 41+ L) 401+ L) 2(1+1L) 1
0 0 +< - [ 0

M,(L,0) =(1+1L) [1+—+ 7 T3 1+

(3.2.24)
Notamos que u,u; € L*(0,T;H}(Q)), donde pela Observacio 3.2.1 segue que u €
C ([0,T); H3 (), e por (3.2.20) estamos em condigoes de estimar o tltimo termo em
(3.2.23), isto é,
(1 +2,ug,) < (14 L)[luollBay-

Consequentemente,
/OT IV, ||?(t) dt < (My(L,0) + (14 L)?) [luollpa)- (3.2.25)
Logo, por (3.2.18), (3.2.19), (3.2.20), (3.2.21) e (3.2.25) conclui-se que
1S @) uol|x, < M(L, 0)|[uollpa), (3.2.26)
onde € esta definida em (3.2.17) e
M(L,0) =1+ L+ \/(1+L) (1+3) +2(0+ L) +V8(1+ L)+ /M + (1 + L)2.

(3.2.27)
A demonstracao do Lema 3.2.1 estd completa. O]

3.2.2 Parte nao linear

Lembramos que o espago Y onde trabalhamos a nio linearidade est4 definido em (3.2.10)
e o espago X7 onde buscamos a solugao para gZK é definido em (3.2.11).

¢
Lema 3.2.2. A aplicagdo Yy — Xp; frru= / S(t—s)f(s)ds estd bem definida e
0

¢ continua, como seque

lullxr < KN fllv + £(I1£11(0) + [| Auol))

onde K,k sao fungoes crescentes de T, dadas em (3.2.37).
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Demonstracdo. Para a demonstracao, note que aplicacao acima leva f para solucao do
problema linear nao homogéneo com dado inicial nulo. Entao, as estimativas (3.2.6) e
(3.2.9) nos dao

lull L @nmz )t lluel gz, < (A+2C) (L fell sz, HIF11(0) +Cllul e r2, +(1+C) | Auol,
(3.2.28)
onde C' depende somente de €2. Sendo assim, resta estimar os termos [[u|[ 12, € [|[ Ve[| 2212,
m (3.2.12).

Observagao 3.2.2. Observe que o uso das FEstimativas VIII-XIII com ug = 0 e a
desigualdade de Gronwall nos dao resultados semelhantes.

Fixamos t € [0,T] e seja t,, — t. Para cada n, defina

_ S<tn - S)f('v S)> se s < iy,
Un(s) = { 0, se s> t,.

E claro que ¥,(s) — ¥(s) quando n — oo, onde
(s) = { S(t—s)f(-s), se s<t,

] 0, se s>t

e vale a estimativa
[0[l(s) < I fII(s) € L*(0,T).

Pelo Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue temos

/ S(t, — s) ds—/ (s ds—>/1/1 ds—/St—s ,5) ds

Logo u(-,t) € C([0,T]; L*(2)), e para cada ¢ € [0,T] vale

) < [ 1) dt < Wiy, (3:2:29)
Inserindo (3.2.29) em (3.2.28), obtemos

[ull Lo iy @y +lluell g 2, < (142C) (1 fell iz, +F10) +ClIfll g2, +(1+C)l Aug|l.

(3.2.30)
Integrando a Estimativa X sobre (0,7") junto com (3.2.30). A desigualdade de Hélder
implica

T B

S~

HVWWU+2mmmw+/'

-B

_/ luell(8) + 201 + L) ue |1 £ll(8)] dt + (1 + z,27) (0)

T(1+ 20| fII5; + 2(L + L)X+ 20) | flvz / Ifell(t)dt + (1 + 2, uf) (0).
(3.2.31)

uz,(0,y,t) dy} dt

N
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Como f € Y2, utilizando a (3.2.1), conclui-se que
ui(z,y,0) = f(x,y,0) — Aug. (3.2.32)

Inserindo (3.2.32) em (3.2.31), temos

/0 IVuel*(8) dt < K*(L, DI £I5; + 21+ L) (IF17(0) + | Auol?)  (3.2.33)

onde
K*(L,T)=T(1+2C)*+2(1+ L)(1 +20) (3.2.34)
cresce com T’ crescendo. Agora observe que,
lullx, = lullzgom, + IVuyllzeerz, + llusellzze, + lluellzeerz, + [Vl 22z,
< ullgzem, + IV lrerz, + T3 |[uaellzors, + el perz, + Vw212,
S fulleecz, +max{L, T8} full g ggrney, + luellzzse, + Vel 2p2(3.2.35)

Portanto, pelas estimavas (3.2.6),(3.2.9), (3.2.29), (3.2.30) e (3.2.33) concluimos que
lullx, < Kl fllve + £ (1F10) + | Auo]|) (3.2.36)
onde,
K(T)=2+3Cmax{1,T} + VK* ¢ w(Q)=(1+2C+2(1+L). (3.2.37)

A constante C' que aparece na demonstracao deste resultado depende somente de 2 e
vem da imersao D(A)— H}(Q) N H?*(Q), e a constante K* estd definida em (3.2.34). Isso
conclui a prova do Lema. O

3.2.3 Teorema do Ponto Fixo de Banach

Nosso objetivo nessa parte é mostrar que o operador
o X2 — XD
t
v Sty — / S(t — s)oku,(s) ds
0

estd bem definido sobre X% em si mesmo (a definigao de X% ¢ dada em (3.2.13)), e
possui um ponto fixo para algum 7" > 0, o que sera feito via Teorema do ponto fixo de
Banach. Os Lemas 3.2.1-3.2.2 estabelecem que ® esta bem definido. Resta mostrar que
v*v, € Y (Y} é definido em (3.2.10)) para todo v € X%, e tomar T > 0 suficientemente
pequeno para que P seja uma contracao. As estimativas da parte linear e as estimativas
seguintes, irao definir R > 0 como o raio da bola B = {u € X%; ||u||x, < R} exatamente
em termos de ug € D(A). Depois provaremos que para T > 0 suficientemente pequeno,
o operador ® leva essa bola em si mesmo.
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Lema 3.2.3. Aplicagio ¢ : Xy — Y3 , v —> vFuv, estd bem definida e continua com
estimativa

. k
by = o0y, < THOT, Q) (ullxr + ol ) llu = vllx,,
onde C(T,Q)) depende de T e estd dada por (3.2.54).

Demonstracao. Se u,v € Xp, entao o Lema 1.1.8 assegura

(su)png(:c,y,t) < ol () + ey 72y (8) < vl ¥t > 0. (3.2.38)
x,Y)€

Mesma coisa ocorre com © — v e u + v devido a linearidade da derivada. A norma em
Y? estd dada como

[ufue = vt vallve = llutue = v*vellprs, + || (), = (") [l 2pe =T+ (3.2.39)
Para abordagem de I, escrevemos
L |(@h =)y + ([0 (e = va)|[ e =T+ I (3.2.40)
Por (1.1.35) e (3.2.38) estimamos a norma [; na seguinte forma:

1
2

T k—1 2
L < / /|u—v|2 (Z|u|k—1—i|v|i) lug|?dQ | dt
T
k—1—1i 7
< lu—vllx, ZHUH ol / [z (2) di
0 (3.2.41)
< Tllu—vllx, <ZHUHk - ZH“H@@) [tall Loz,
<

(ZHUH HUHXT> [ = vl

Para I, temos, devido a (3.2.38), que

T 3 T
L — / Q/U%(W—%)adgz) dt§||v|\’§<T/ |t — v, ||(2) dt (3.2.42)
0 Q 0

< T||v||XTHu = llxe-

Logo, por )como B; >1 (i=1,...,k) e por (3.2.41), (3.2.42) temos
I < (Z lulli o, + umm) Ju=vlx, =T (Z lulls; HvHXT> = vl
=0
k
< Z@HUH o, ) e = ollsey = T (llullxe + ol ) Tl = vl

(3.2.43)
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Falta estimar a integral J. Primeiro, usamos (1.1.35) para escrever

(uu, — vkvx)t = k(u" wu, — 0" owy) 4 (WP — R o)

kubtu, (ut — vt) + kv, (uk_lu,; — vk_lvx)

Ut (u’C — vk) + vk (uxt — vmt)

ku*u, (ut — vt) + kv, [uw (uk_l — Uk_l) + Pt (ux - vz)]

Uyt (Uk — /Uk) + Uk (u:vt - U:tt)

— [kvtumE uk 2— zvz_'_uxtE uk 1—i z

+ kvt 1(ux — vm) + kuk lux (ut — vt) + oF (uwt v t).
(3.2.44)
Em seguida, a integral J pode ser estimada via desigualdade triangular através das
quatro normas Ji, ..., Js. Para a primeira temos que (3.2.38) nos da

T k—2 1
J1 :/ (k’vtuxZuk 2= ’v’+uxt2uk_1_ivi> (u—v)
0 =0
T
k—2—1 k—1—1 i
/ k [Jveus | (¢ ZHUH [0l + [ (2 ZHUH [vll%, | dt] llu—vlx,
0

Ji, + Ju,) |[u — U||XT

+ I+

(u—v)

(t) dt

IN

(3.2.45)
As desigualdades de Holder e de Nirenberg com p = 4 implicam

T
L, < (Z Jullie2 Z||v||fXT) | el @l 6
0
. 1
< 21kChy (Z Jull%,2~ ZH“H?@) ||Ut||Z§OLgy
T 1 1
< [ 19l O (ualy, Oy, + ) ©) d
0
1 1 1 1 1 1 1
< T [ Ol g, 190l 23z (el Zoy NtallF e, + TH lallipers, )|

X ZHUH’“ ol

k—2
< Thma{1, T2 Cyalolx, (llullx, + lulx ) >l vl
k—2
— T max{L, TH}25kCn 3 lull ol
=0
(3.2.46)
A desigualdade de Holder para o segundo termo em J; implica
Ty < T2 |[ugel 212, Z i ol < T2 Z lull’; 1101, (3.2.47)

Entao, (3.2.45), (3.2.46) e (3.2.47) implicam em
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A
j)—‘

Ji

B k—2 k—1
max{1, T5}25kCa Y [Jull%;!” ZHUH’“+ZHuH'&T"HUI&T] [u —vllx,
=0 =0

B k—1 k—1
1 Ly63 —i i —i i
= T2 |max{1,T4}25kCwa > _ ulli 0], + Z lulls; HvHXT] lw = vllx,
=1
< T2 <max{1,Ti}2%ch4 + 1) Z [ HvHXT] ' — 0| x,.-
(3.2.48)
Para o segundo termo em (3.2.44) temos
T T 9 5
Jy = / Hkvtvk’l(ux—vx)H(t) dt:k/ (/ vaQ(k 1)( x—vm) dQ) dt
0 T 0 Q
< k||v||’§(;1/ [vellea, () llwe — vl g, (t) dt
0
< T max{1, 742 Cha ol ol (Iu = oller + lu = vllx., )
= 7% (max{1, 7425 kCna ) ol = llx,.
(3.2.49)
Os tltimos dois termos em (3.2.44) sao estimados como segue
Js :/ o™= (e = ) | (8 dt < T (mac{1, TH}2RkCva )l e = v
(3.2.50)
(&
T
Ji = / o* (tar — vae) || (8) dt < TH 0l — vl s (3.2.51)
0
Logo, pelas (3.2.48), (3.2.49), (3.2.50) e (3.2.51) obtemos
J < T} <2max{1,T%}2%ch4 n ) Z lull&- ol | lla = vllx,
(3.2.52)
< T3 (2max{1, T4 }24kCps + 1) (uuHXT ol ) llu = oll
Voltando para (3.2.39) concluimos que
1 k
by = vy < THOT,Q) (lullxy + ol ) Tl = vl (3.2.53)
onde
C(T,Q) = 2max{1,T1}2ikCys + 1 + T2, (3.2.54)
]

Observacao 3.2.3. A dependéncia da constante C por €2 vem da desiqualdade de Gagliardo-

Nirenberg aplicada ao termo u,.
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Os Lemas 3.2.1-3.2.3 asseguram que o operador ® esta bem definido para
todo T' > 0. Os préximos dois Lemas mostram que existe R > 0 tal que se Bg = {u €
X9 ||u|lx, < R}, entao o operador ® age de Br em si mesmo; e determina quao pequeno
deve ser T' > 0 para garantir que ¢ seja uma contragao.

Lema 3.2.4. Seja T > 0 suficientemente pequeno e defina
R:2<M4+@WMbMy+%CCﬂQMWM@&O. (3.2.55)

Entio ® leva Br C X3 em si mesmo, onde X2 estd definido em (3.2.13), k estd definido
em (3.2.37) e M estd dado em (3.2.27).

1 1
Demonstracdo. Seja v € Bg. Escolha T > 0 tal que T2C(T,Q)KRF < 2 onde K,C

estao definidos em (3.2.37) e (3.2.54) respectivamente. Pelas estimativas (3.2.26), (3.2.36)
e (3.2.53) com u = 0, temos que

t
o < |IS(¢ S(t — s)vkv, d
[P()||xr < [[S#)uollxr + /Ok( 5)v"v, ds . (3.2.56)
< Mlug|lpay + £ ([|uguozll + [ Auoll) + Ko v ]|y,

Pela imersao de D(A) em H}(Q) N H2(Q), junto com as desigualdades de Holder e
Nirenberg, temos

founn P = [ a0 a9 < fuolFy o,
1 2
< €2 ol V0l (oo el .+ el

< ACRCHCEy o272,

(3.2.57)

A substituigao de (3.2.57) em (3.2.56) implica

@), < [(M + )lluollpa) +2nCkaCN4||uOII%+(i)] +T2C(T, QK |lv]|5!

<5+ T:C(T,Q)KRFR < R.

(3.2.58)
]

Lema 3.2.5. Seja R > 0 satisfazendo as condigoes do Lema 3.2.4 e T > 0 suficiente-
mente pequeno, de modo que

T228C(T, QK RF < 1. (3.2.59)
Entdo o operador
t
®: Bp — Bgr; v S(t)up — / S(t — s)vFv,(s) ds
0
¢ uma contragao.
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Demonstracao. Tome u,v € Bg. Pelos Lemas 3.2.2 e 3.2.3 temos que

t
’ / S(t = s) [ufu, — v*v,] ds
O k X
< Kfufuy — vl . (3.2.60)
T3, QK (J[ullx, + lollxy ) Tl = vllx
T228C(T, Q) K R¥||u — v|| x,.-

1@ (u) = @(v)]lx,

IN

ININ A

]

Escolha T" > 0 satisfazendo as condig¢oes do Lema 3.2.5. Entao ® é uma
contracao de Br em si mesmo. Portanto, o Teorema de Ponto Fixo de Banach assegura
a existéncia de um tnico elemento u € By tal que ®(u) = u. A solugao é tinica em todo
o espaco X%, a demonstragio desse fato é dado no Teorema 3.4.2 no final deste trabalho.
Isso completa a demonstragao do Teorema 3.2.1.

3.3 Estimativas globais e o decaimento para mZK
Teorema 3.3.1. Sejam B, L,T > 0, defina Q@ = (0,L) x (=B, B) e Qr = Q2 x (0,7).
Sobre a medida de 2 adicione a hipotese de que

3 1
L*(1+ L) <27 e considere 2)\? :=7° {ﬁ + @} —1>0. (3.3.1)

Suponhamos que uy € D(A), onde D(A) estd definido em (3.2.2), satisfaz

)\2
| uo||* < min — T 1l IR = (1 + z, |uge + Aug, + u§u0z|2) < 00, (3.3.2)
™ (22 + 1)
e
[Cnu i luoll* (25 + HUOH2)] [4 +CiC%, (13 + \|u0H2)2] Loy (3.3.3)
0 0 lluoll \70 L2(1+1L) )
onde as constantes Cy,| e C1 sao definidas como
2(1+ L)?
Cllu|| = 1(+H)I2 e Oy(L)=34N*1+L)* > 0. (3.3.4)

Assuma ainda mais, ||ugl|? e I3 sdo suficientemente pequenos, na ordem de

gﬁi(Q) [P(HUOHQ,[[?)]iﬂl (8(M + k) + C’P(||uo|‘27[g)2> < é»
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onde © estd dado em (3.3.72) , v = ﬁ\r—ZL, C' e Bi(2)'s sao constantes positivas que

dependem somente da medida de 0, e P(||uo||?, I) € uma combinagdo linear de |Juol|* e
I3 dada em (3.3.62).

Entao, para todo T > 0 existe uma tnica solugio u € X3 (definido em
(3.2.13)) do problema (3.0.1)-(3.0.4), para k = 2; mais precisamente

we L7 (0,T; Hy(), Vuy, € L™ (0,T; L*(Q)) , uae € L (0,T; L*(2))
u € L (0,75 L*(Q)), Vuy € L* (0,T; L*(2)) .
Além disso, existem constantes C' > 0 e~ > 0 tais que
[ullf ) (8) + IV [P(1) + [lu*(t) < Ce™™, vt > 0. (3.3.5)
Mais ainda, Au, € L=(0,T; L*(Q)) N L*(0,T; H'(2)) e os tragos
uz(0,9,1), Upy(0,y,1), uze(L,y,t) € L™ (O,T; L2(—B,B)) ,

uxm(oay>t) € L2 (O7T; LQ(_BaB)) :

Seja u € X, a solucao local garantida pelo Teorema 3.2.1 para k = 2. Iremos
obter estimativas independendo de T com intuito de estender a solugao local para todos
os valores de T > 0.

Estimativa X VIII. Comecamos a demonstracao do (3.3.5), multiplicando (3.0.1) por u e
integrando sobre )7, de modo andlogo a estimativa (2.1.9), obtemos

luall*(£) < [luol*. (3.3.6)

Estimativa XIX. Multiplicamos (3.0.1) por (14 x)u e integramos sobre 2; o resultado é

d B 1
Grea) O+ [ w200y [ValPe) + 2wl o - a0 = [ ot do
Q

B (3.3.7)

1 1
Para a integral [; = §/u4 dQ = §||u||4L4 (), a desigualdade de Nirenberg (férmula
Q o
(1.1.11) em L*) implica em

Lo< - 28]Vl 2 (@) ][ulZ(6) " = [Vul 2@ lul?(t) < [VulP@)lluol?).  (3.3.8)

N —

Tome
Iy = 3|ug||*(£) + lluy|*(t).

Para todo € > 0 temos
Iy = (3= )[lucl*(t) + (1 — &) lluy I*(t) + e ([lull*(t) + [Juy ().

69



O Lema 1.1.5 junto com a (3.3.7) e (3.3.8) nos d&

4o [ (2 ) e (2 )] g
dt(1+x,u)(t)+[7r <L2+4BQ> l—em (L2+4B2)]HUH (t)

+ (e = lluol®) IVull*(t) < 0. (3.3.9)

2
Visto a condic@o (3.3.1) sobre 2, tome € = 21)\—1 O resultado para (3.3.9) fica
™ (= + )
d
pr (1+z,u?) (&) + NM|ull() + (g = [Juol®) [[Vu]*(t) < 0. (3.3.10)
Pela hipdtese (3.3.2) tem-se |lug|* < €, logo
i(l—l—xuQ)(t)+)\—2(1+xu2)(t)<O (3.3.11)
dt ’ 1+ L ’ - o

e, consequentemente, pela forma diferencial do Lema de Gronwall, concluimos o decai-
mento em L>(0,T; L*(Q))
)\2

2 2 _—ot
t)<(1+L 0 com g = .
luall*(5) < (1+ L ol e ™" com 50 = 7

(3.3.12)

Estimativa XX. Multiplicamos (3.0.1) por 2(1 + x)u e integramos sobre §2; usando as
desigualdades de Hoder e Young para u e u; obtemos

B 1
IValF(0)+ 2 PO + [ 0,900y = alPe) + lully, (0= 2 [ (1+ ayuus a0

< 201+ L)*(luwel*(@®) + [l (@) + Nl @) Vul*(@).

(3.3.13)
Entao
(1 = [Juo|[P) IVl *(#) + fluz[I*(2) + /_B w3 (0,9, t) dy < 2014 L) ([luell*(#) + [Jul*(1))-
(3.3.14)

Note para um uso posterior que Vu estd estimado por u e u; sendo ug sufici-
entemente pequeno em L?(Q):

I9l2(8) < Clagy (al() + (1)) (3:3.15)
onde Cjy,| estd definida em (3.3.4).

Estimativa XXI. Derive a equagao (3.0.1) com respeito a ¢ e multiplique o resultado por
(14 x)u;. Integrando sobre €2, chegamos em

d B
G () O+ [VulP©) + 2O + [ i2,0.0.0)dy
-B

= Jluel*(t) — ;/Q(l + ) (u®) gy S (3.3.16)
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Temos entao

—; /(1 + @) (W) Y = (u®,uf) (8) — 2 (1 + 2)uug, i) (1) =L + L. (3.3.17)
Q

As desigualdades de Holder e Nirenberg (férmula (1.1.11) em L?) implicam em
Iy < lullzs, O lluell7s, () < 2[ull @IVl (@) lull (0 Vel (2)
< ;L||VUt||2(t) +Aful* O Vull*(@)llue|*(t). (3.3.18)
A de Nirenberg (férmula (1.1.11) em L* e L®) fornece

< 201+ L) ual|(8) et za, (D)l 135, (1)
< 28R (14 L) g | )l (O Val] () ]| 2 ()| el | 1)
< (1 + D)lJulF O Vull# (1)l (1) Ve (2). (3:3.19)

I

Tomando p = % e ¢ = 4 na desigualdade de Young (Teorema 1.1.15) obtemos da estima-
tiva (3.3.19)

1
I < Z1Vul*(6) + CullulP @ Vel (0l (2) (3.3.20)
onde C4(L) estd definido em (3.3.4). Assim, pelas estimativas (3.3.18) e (3.3.20)
1
It b 2 V() < [JulPOIvulPo) [+ GlIval o) 2. 6320
Usando (3.3.15) em (3.3.21) nds temos
1
Lt I = SVl < [ Cpu el (lual2) + Jul(#)
2
<[4 G (lnl0) + 20 el 26). (3.3.22)

Voltando para (3.3.16), deduzimos de (3.3.22) que

G (1 2,08) (04 51V PO+ 2l + [ 02(0.8)dy = [1+a0)] fud*0) <0
(3.3.23)
w(t) = |l I[0lP@ [ (1 +2,12) @)+ [ulP@)] ][4+ CLCEy [ (1 + 2, 0) O+ (0]
(3.3.24)

A aplicagao da desigualdade de Steklov (férmulas (1.1.4) e (1.1.5)) nos da

i(l—i—qu)(t)-i—ﬂ—Q L—FL (1+xu2)(t)+/3u2(()yt)dy
dt ) Yt 2(1+L) L2 432 » Yt g xt »J
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+ {m -1- w(t)} (14 z,u7) (t) <0.(3.3.25)
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Fazendo z(t) = (1 + z,u?) (), a desigualdade (3.3.25) leia-se

G0 < 1= 3555 (5 + ) | 20+ w0200

= plz(t) +p222(t) + p323(t) +p4z4(t) (3326)

onde
2
4 2 4 u ) 1
o= C”UOHHUOH (4+ CICHUOHHUOH ) + [1 — m (ﬁ + @>:|
P2 = CHUOHHUO||2 (4+3C1O“2u0||||u0||4)
pP3 = 301C|:|;UOH||U0||4
P = CrCyluoll®

[[uoll

Como j4 sabemos da Se¢ao 3.2, u; = —(Au, +u,) —u’u, € C([0,T]; L*(Q)), e
portanto z € C([0,T]). Podemos assumir sem perda de generalidade que (1 + z,u?) (0) >

0. Escolha agora uy € D(A) tal que (3.3.3) se verifique, isto é, w(0) < % — 1. Entao

puIE 4 paly + psI§ + pal§ < 0.

De fato, é suficiente escolher w(0) < ﬁim — 1 em (3.3.25). Visto que z € C([0,7]),
existe T* € (0,7 tal que

p12(t) + poz?(t) + p32®(t) + pazt(t) <0, WVt €[0,T7.
Entao, (3.3.26) fornece

d

—z

dt
Integrando (3.3.27) de 0 a t com t € (0, T*], temos

(1) <0, Vte (0,T). (3.3.27)

z(t) < 2(0), Vte (0,77 (3.3.28)
Isso significa que z(0) é um maximo (lateral) local. Considere o conjunto nao-vazio
W ={T" € [0,T]; 2(t) < 2(0), ¥t € (0,T"]},
e defina T} = supy.¢jo ) W. Pela continuidade de z(t), tem-se
z(t) < 2(0), Vte (0,17). (3.3.29)

Portanto, pela defini¢ao de w em (3.3.24) nds temos, por (3.3.29), que

() < | Cluol o2 [2(0) + o] | |4+ CLCR [2(0) + lfuoll*]*] = w(0), W2 € (0,T5).

72



Consequentemente,

272 272

IZ(ET 1 —w(t) > TaiD) 1—w(0) > 0,Vt € (0,T7) (3.3.30)

Integrando em (0, 77), a desigualdade (3.3.25) fornece
z(T7) < 2(0), (3.3.31)

o que significa 7} € W. Assim, 17 = T. Com efeito, suponhamos o contrario, usando
os mesmos argumentos de continuidade no momento 77. Repetindo os passos, podemos
estender o intervalo [0, 7)) para [0, T} + 4], com algum § > 0. Isso contradiz a suposi¢ao
de que T é supremo de W.

Usando (3.3.30) em (3.3.25), temos

i(l+xu2)(t)+7r—2 L—FL (1+xu2)(t)+ Bu2(0yt)dy
dt o 214+ L) \L? = 4B2 T _g Y
27
e A 1 2t t T).(3.3.32
+[L2(1+L> w(O)]( +a,ul) (1) <0, Ve (0,T).(3.3.32)
Finalmente,
lwel2(£) < (14 L)|Jug]|*(0)e™ ", ¥t € [0,T] (3.3.33)
onde
2 1 1
=T \2 TR ) 3.34
T (L2 +4B2) (3.3.34)

Considere 2||u||*(t) em (3.3.23) e aplique (1.1.5). Entao (3.3.23) pode ser
escrito semelhantemente a (3.3.32) com 3||Vu,||*(t) no lugar do segundo termo da es-
querda. Integrando isso sobre (0,7"), obtemos

IVuelps, < (14 L) w20, (3.3.35)

Voltando para (3.3.15), computamos a taxa de decaimento exponencial da
solugao em H}(Q)

IFul) < Cpugg(d+ L) (200 + fuol2e)
< COlugy(L+ L)Kye™™, vt e [0,T], (3.3.36)
onde
Y2 = min {70, 71} (3.3.37)

com 7o definida em (3.3.12) e

Ky = max {[Ju[|*(0), |luo|*} - (3.3.38)
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Estimativa XXII. Multiplique a equacao por (1 + x)u,, e integre sobre €2. O resultado
se verifica como

B
[V [[(t) + 2|y () + /B Uy (0,9,1) dy = [Juy|*(t) + 2 (1 + 2)uyy, e + uus) (2).
(3.3.39)

Temos

2 (1 + 2)uyy, v’uy) () = (u,ul) (t) — 2 (1 + 2)uug, ul) (t) = L + L. (3.3.40)

’ Y

As desigualdades de Holder e Nirenberg (férmulas (1.1.9) e (1.1.11) em L*) implicam
que

IN

I < gy, luglzs, < 2C3Hull@IVull (0w, |6 Vay [ (2)
1
< GV IP(0) + 6Ca lul PO Vel (1) (3.3.41)

De modo andlogo, as desigualdades de Holder e de Nirenberg (férmulas (1.1.9) e (1.1.11)
em L* e L?) fornecem

L < 200+ L)lfuell (8]l s, @)l 13, (2)
< 25, (14 L) e[ (6) [l ()| Va2 () ey 12 (£) |V |2 (2)

5 1 3
< 20C8, (14 L)|JullZ (&) Vul* () Vay |2 (2). (3.3.42)
Fazendo p = % e ¢ = 4 na desigualdade de Young generalizada, obtemos
1
Iy < 2|V [* (1) + Collu PO Vull*(2) (3.3.43)
onde Cy = 3°C§ (1 + L)*. Logo,
1
I+ 1y < S|V [2@) + [P Vull ()] [6C4 + ol Vul' ()] (3.3.44)
Em seguida, (3.3.39) se torna
1 B
IV (@) + /BU?cy(O,y,t) dy < 6(1+ L) [Juel|*(t) + Iluy|1*(2)
+ | IulP@ IVl 0] |66 + CollVull*(8)] < Kaee ™, (3.3.45)
onde
Ky = [(6(1 + L2+ 1)1+ L)Ky + CF (14 LK |uo | (6C4 + CoCf, (14 L)*KY) } .

Estimativa XXIII. Agora temos que estimar os tragos u;(0,y,t), uyy(0,y,t) € uy (L, y, 1)
para obter uma estimativa ao termo Vu, € L>(0,T; L*(2)). De (3.3.14) deduzimos que

/ 20,90y < 201+ DR () + [ul*(0) <201+ LY Ko™ (3340
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Escreva (3.3.45) como

B
/ uiy(O,y,t) dy < Kye ™', Vvt e€0,T)]. (3.3.47)
-B
Multiplique (3.0.1) por z e integre sobre (0, L). O resultado é
L
Lug.(L,y,t) = / (u+ uyy — zuy — 2uuy) do — u,(0,y,1). (3.3.48)
0
Portanto,
L*u2, (Ly,t) < 2llu+ uy, — zup — xu2uz||%1(07L) +2u2(0, y, 1)
< 2LHU + Uy — TUp — xU’QU’IH%Q(O,L) + 2“30(07 Y, t)
< 8L(Jul3y + ol + L2l + L2 ) () + 26200,.)

(3.3.49)
Dai, a integracao de (3.3.49) sobre (—B, B) implica

o 2 8 2 2 b 2 2 2 2
w2 (Loyt)dy < = (Il + 7 [ (0,9, 8) dy + [fuy, |(8) + L2l (1))
—-B —-B

+  8L||utu,||*(t) < Cse™ " 4 8L|[uu, || (t) (3.3.50)

onde C5 = (1+ L)K1<% + 4(1J£L)2 + (1+122)K1 + 8L>.

Para o dltimo termo a direita em (3.3.50), temos pelo Lema 1.1.8 que

[wPu2(t) < sup w(a,y,t)|ugl*(2)
(z,y)€Q

2
(g, () + la 128)) s 22)
< 2((1+ LYKy + Oy (1 LPKE + K3 ) e 2, (1)

IN

< Kge 3t (3.3.51)
com K3 =2(1+ L)3K1<(1 + LK, +C? (1+ L)*K? + K§> Finalmente,

[[uoll

B
/ w3, (Lyy,t)dy < Kee ™', Yt e [0,T] (3.3.52)

-B
onde K4 = 03 + 8LK3

Estimativa XXIV. Derivamos a equagao com respeito a z, multiplicamos por (1 + z)u,
e integramos sobre (2,
B

d
- (142, ul) (t) + [V [P (8) + 2f|uas| 2 (2) + / [u2,(0,y,t) +uZ,(0,y,1)] dy
-B

1+ L
048,

B
1
— 2/ {uxumx(o, Y, t) — Uplige (0, y, 1) + 57@(0, y,t) +
-B

(L,y, t)} dy

Hlua|*(8) — g/g(ljtx)ux(u?))m d$2(3.3.53)
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o que apds inserir nas equacoes oferece

Syl

B
2/ Upllger (0, y,0)dy = —2 Ug (Ut + Uy + Ugyy + U u,)(0,y, t)dy

—B

UUUJ

B
U 0 yv dy - 2/ uxuxyy(oayvt)dy

—-B B
B

Il
\i\

B B

Substitua (3.3.54) em (3.3.53):

B

d
gp L+ @) () + (Vs P0) + 2usal (0 + [ 0220, 6) +w2(0.9.0)] dy

:2/_2 Buiy(o,y,t)#—( 5 L) 2 u? (L,y,t) — uxum(&y,t)} dy

HualP) = 5 [ (o)), a0

B
1 14+ L
-B

B
2(0,y,t dy—|—2/ uz, (0,y,t)dy.  (3.3.54)

+ug||?(t) + 2 / [w*u? + (1 + 2)u’uyug, | dQ(3.3.55)
Q

Entao, temos como consequéncia que

d

it

1 [B
Lt a,u3) () + [V *(8) + [lues[*(2) + 5/ s, (0, y,t)dy
-B

B
< / [3u (0,y,t) + ufcy(O,y, t)+ (14 L)uix(L, y,t)} dy
-B

Hlua[*() + (1 + L)l |*(£) + 2fjue|*(2)- (3.3.56)

Devido a (3.3.36), (3.3.46), (3.3.47), (3.3.51 ) e (3.3.52 ), conclui-se que

d 1 [P
— (14 z,u2) (t) IIVux||2(t)+||um||2(t)+—/ uz, (0,y,t)dy
-B

i * >
< Cye '+ [2(1+ L)PKy + (14 L)*Ks] e + 2[Juu, ||*(t)
< Cse 42 sup uP(x,y,t)||uglP(t)
(z,y)EQ
< Cse ™+ 4L+ LY Eo (Jlullz, (1) + lluey () e
< Cse P 4 Coem 27! < Kye ! (3.3.57)

onde
Ci=6(1+L)P°K, +Ky+ (1+L)Ky,
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Cs =0y +2(1+ LK, + (1 + L)*Ks3,
Co =41+ L)*Ky [(1 + LYKy + Clugy(1 + L) K, + Ko].
e K5 = C5+ (.
Integre (3.3.57) em t € (0,7"). O resultado fica

Vel e + lualZ, + / / (0, 1) dydt

< K5/ e+ (1 + 2,u2) (0)
0

K,
< (1= ) + (14 I)lluasl® (3.3.58)
"2
Note que todas as constantes K|s sdo proporcionais a ||ug|| e a ||u|(0), se observamos
os resultados das Estimativas XIX e XXI, podemos concluir que

[ull(To) < fluoll e lul[(To) < [Juel[(0). (3.3.59)

Agora, se considerarmos um novo PVI para a mZK sobre (7j,+00) com dado inicial
u(Ty, x,y) € D(A), lembrando que a solucao local u € C([0,Ty]; D(A), onde D(A) é o
dominio do gerador A de semigupo de contragao para a gZK (neste caso em especifico
para mZK) definido em (3.2.2). Temos pela desigualdade (3.3.59), que as hipéteses
(3.3.2) e (3.3.3) do Teorema 3.3.1 estarao satisfeita para o novo dado inicial u(7p, z,y), e
como todas as Estimativas nao dependem de 7j, a nova solucao local u € X7, encontrada
sobre (Tp, +00), que denotaremos por u(z,y) = u(Tp, x,y), tem intervalo existéncia local
com medida no minimo 7.

De fato, pela defini¢ao do operador A e de norma no espago D(A), da equagao
(3.0.1) para o caso k = 2, o Corolério 1.1.3 e as estimativas (3.3.12), (3.3.14) e (3.3.33),
podemos escrever

lurllpay = lwll® + [[Aw|* = lud|]? + [Jur + w?ue|*(To)
<l 4 2l P (To) + 2[|ufuns|1?
<l 4 2l P(To) + 2/ [ty ||z |1
< [0+ D)fluol® + 205 )€™+ 4(1 4 L) fuaay | * ([ [I* + [Juel*(To))
< (14 L) lupl® + 212 + 41 + LY|QP KL[(1 + L) |uo|2 + zg]]e*%
(3.3.60)
Portanto,
Jur[Beay < P(lluoll?, 1) e (3.3.61)
onde,

P(luol, 1) = [(1+ L) + 401 + LY K3 fuol + [2+ 41 + L*|Q1 K3 ] 12 (3.3.62)
Observando a definigao (3.2.12) da norma no espa¢o Xr, podemos escrever

luol* < R* e IZ<(1+L)R? (3.3.63)
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Substituindo (3.3.63) em (3.3.62) e posteriormente usando este resulto em (3.3.61), a
seguinte estimativa se verifica

[uillBay < P(R?)e™™, (3.3.64)

onde

P(R?) = [(3 +L)+8(1+ L)3|Q|4K§] R, (3.3.65)

Nosso objetivo neste momento, ¢ mostrar que para ||ug||* e I2 suficientemente pequenos,
vale a seguinte implicacao
2 2
”U1HD(A) < ”UOHD(Ay

assim podemos afirmar que o raio R; do préximo PVI é menor ou igual a R. Gracas a
(3.3.64), se tivermos uma desigualdade do tipo

Jurl|pay < P(R?)e ™ < luollpay- (3.3.66)
o resultado ira seguir. Para tanto, é necessario que a condigao
In <ﬂ> <~Ty (3.3.67)
[uollBay
seja satisfeita. Analisando o termo dentro do logaritmo, por (3.3.65) temos
P(r) e

= o (34 D)+ 8(1+ L)) K]
||u0||D(A) ||u0||D(A)

= 8 ((M + k) + C||U0||4D(A)> [(3 + L) +8(1 + L)3|Q|4K§]

< 8 <(M + k) + CP(|luol?, 13)2> [(3 +L)+8(1+ L)3\Q\4K§} (3.3.68)

Por (3.3.68) e pela condigao (3.3.3) de pequenidade de ||ug||* e 12, existe uma constante
()t > 0, que s6 depende de €, tal que

In <|P(—R2)> < yu (3.3.69)

|u0||QD(A)

Pelo Lema 3.2.5, para todos os resultados da parte local serem verdadeiros,
é suficiente que o tempo Ty de existéncia local cumpra a desigualdade

TE22C(T, ) K(T)R? < 1, (3.3.70)
onde )
K(T) =2+ 3Cmax{1,T2} +/T(1 +2C)2 4+ 2(1 + L)(1 + 20)
w = +hn (8 (M + k) + Ce(2)) [(3 +L)+8(1+ L)3|Q|4K§D onde £(2) ¢ um limitante de

P(|luol?, I§) garantido por (3.3.3) .
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C(T,Q) = 2max{1,T1}2ikCys + 1 + T2,

Sem perda de generalidade, podemos supor que Tj) < u, pois estamos estudando a solucao
local, assim, utilizando essa informagao nas definigoes de K e C(T,€2) obtemos,

TE22C(T, Q)KR? < TIOR?, (3.3.71)

onde
0 = 22K (u)O(u, Q) (3.3.72)
s6 depende do dominio espacial 2.

As férmulas (3.3.70), (3.3.71) e (3.3.72) nos permite escolher Tj da seguinte

forma .
Impondo a condigao de que
R'In (8 ((M + k) + CP(|luol?, 13)2) [(3 + L) +8(1+ L) \Q\‘*K‘*D @l (3.3.74)
teremos por (3.3.67), (3.3.68), (3.3.73) quando T = ozt © (3.3.74)
P(R?) Y
In|—5—| <= =70, (3.3.75)
(HUOH%(A)> O2R! ’

que ¢é suficiente para mostrar (3.3.66), a outra possibilidade para Ty é Ty = pu, mas
observando a forma como p é definido, a férmula (3.3.69) garante a estimativa (3.3.67) e
consequentemente (3.3.66). Nos resta apenas constatar que a férmula (3.3.74) pode ser
de fato verificada.

Com efeito, o objetivo é mostrar que para |lug||* e I3 suficientemente pequenos, podemos
controlar o raio R, e assim comprovar que ¢ possivel escolher dados inciais que validam
a estimativa (3.3.74). Pela definigao (3.2.55) de R, temos
4
RE< (M4 R)uolloga + Clluoll )
N
< ((r+ R)P(HUOHQ, 12) + CP(|luoll?, 13)*)

_ Zaz [ (o 12, 12)] (3.3.76)

onde a;(€2) > 0 depende de M,k e C, dados no Lema 3.2.4 e dependem somente de €.
Usando (3.3.76) para limitar o lado esquerdo de (3.3.74),

R'In (8 ((M + k) + CP(||uol. 13)2> [(3 + L) +8(1+ L)3|Q|4K§])
< Z@Z [ (Il 12)]i1n (S(M—l-li) +CP(||u0|\2,fg)2> (3.3.77)
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Observe que P(||lug?,I2) — 0 quando [uel|* — 0 e Ig — 0, e como o lado direito
de (3.3.77) ¢ o produto de um polinémio homogéneo em P (||uo||?, I§) por uma funcao
limitada. Com efeito, note que

In (S + 1)) < In (SO + ) + CP(uo. 13)°) < n (8(M + ) +2)°)

para todo € > 0 com |Jug||?, I3 < (). Entdo, podemos afirmar que o lado direito de
(3.3.77) tende 0 quando |lug||* — 0 e I3 — 0, e isto nos permite concluir que para ||ugl|?
e I2 suficientemente pequenos, a estimativa (3.3.74) pode ser verificada.

Assim, o novo intervalo de existéncia local [Ty, T3] terd medida no minimo
Ty. Logo, a solucao da mZK pode ser estendida para qualquer 7" > 0 com a taxa de
decaimento acima. Mais detalhes sobre esta extensao é dado no Lema 3.4.3 para a
extensao global da equacao supercritica de Zakharov-Kuznetsov e também ¢é feito um
breve comentario na Secao 3.5 sobre a taxa de decaimento exponencial.

3.3.1 Efeito Suavizante

A equagao (3.0.1) nos da
V(Au,) = -V (ut + Uy + u2ux)
= —V (u + up) — 2uu,Vu — u*Vu,. (3.3.78)
Logo,
IV (D) [[2() < 20V (e +ua) 1*(8) + 2°urs Vul*(2) + 2% [u*Vue [ *(£)  (3.3.79)

Escrevemos, por notacao, (Vv)? = v2 + vj. Os dois ultimos termos aqui podem ser
estimados como seguir. O primeiro leia-se

o7l (0) = |

Q (z,y)EN

u?u? (Vu)® dQ < ( sup uz(g:,y,t)> Huxﬂiéy(t)HVuHiéy(t)

< Ch ( sup u2<x,y,t>> IV ul?@) (I Vel 8) + 1) (172 1) + 7, 16) + 1)
(z,y)EQ

(z,y)EN

< 2°C%, ( sup uz(a:,y,t)) ]|VuH2(t)<]|VuxH2(t) + |V, ||2(t) + 1)3.3.80)

E o segundo termo mencionado acima leia-se

vl = |

Q

2
ut (Vug)? dQ < ( sup u2(x,y,t)> Vg |?(t). (3.3.81)
(z,y)eQ

Logo, por (3.3.79)-(3.3.81), nés temos

2
IV (Au,) ||igL;ys22< sup u%c,y,t)) IVualZaa, + 20V ur +w0) e,

(x:y’t)EQT

+28q%4< sup u2<x,y,t>) IVl s, (IV0el3ess, + V220, +T) (33.82)

(wyyvt)eQT
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Portanto,

Au, € L*(0,T; H'(2)). (3.3.83)

A unicidade da solucao u € Xp prova-se pelo caminho usual, como no Teo-
rema 3.4.2.

A demonstragao do Teorema 3.3.1 esta completa.

3.4 Solucao global para a equacao ZK supercritica

1+ L \2L? 8B?
1> 0. Entdo, para uy € D(A) (definido em (3.2.2)) suficientemente pequeno e para todo
T > 0 existe uma tnica solugio u € X2 (definido em (3.2.13)) do problema (3.0.1)-
(3.0.4); mais precisamente,

u € L™ (O,T; H2(Q)) D u, € L2 (O,T; HQ(Q)) ,
ug, Au, € L= (0,75 L(Q)) N L? (0, T; H'(Q)) .
Além disso, existe C'(k, €, ||uol|pay) > 0 tal que
ullr2 (o) (t) + lluel®(8) + | Aug|*(t) < Ce™, vt € [0,T], (3.4.1)

2
3 1
Teorema 3.4.1. Sejam B, L numeros reais positivos tais que oy = T ( + ) —

onde 0 > 0 estd definido em (3.2.17). Mais ainda, os tracos
ul‘(07 y? t)? umy(07y7t)a ua)x(La y? t)7 ux.’l;(oﬂ y? t) E LOO (07 T; LQ(_B’ B))
estao bem definidos, ver Estimativas XXV e XXIX e formula (3.4.24) para os tragos.

Para provar o Teorema seja u € X7, a solu¢do local, u € Bg. Iremos obter
estimativas a priori independentes de 7, com intuito de estender a solugao local para
todo T" > 0. Sabe-se pelo Lema 3.2.4 que a solucao local u esta numa bola fechada de
raio R(€2, [|uol|p(ay) dado por

R=2 ((M + 5)[|uollpeay + 28CCHCnalluoll s ) ;

isto é, ||ul|x,, < R.Dado T, > 0 fixado, nés vamos impor condicoes sobre R (equivalente,
exigéncia de que a norma |[ug||pea) seja pequena) para obter a dissipacdo da norma da
solugao em D(A) no intervalo [0, T].

Lema 3.4.1. Sejam as condigoes do Teorema 3.4.1 satisfeitas e a fun¢ao uy € D(A) tao
pequena que R > 0 verifica

k+2 2 2 1
k < [ = — ] =1l = X 4.2
i< 204 +2 [1+L <L2 + 4B2> 1 Br(k) (3.4.2)

Entio u € L>(0,T,; L*(?)) com estimativa
lull(t) < (1 + L)lluo|e™, ¢ € [0,T.].
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Demonstragdo. Como |ul|pemy, < |[ullxy, , € u,u; € L0, T%; H'(Q)), podemos concluir
que u € C([0,T.], H(2)), e portanto

[ull ey (t) < R, te€l0,T.]. (3.4.3)

Estimativa XXV. Multiplicando (3.0.1) por 2u, computamos

Jul2(¢ / / 2(0,,7) dy dr = Juo®.

Estimativa XX VI. Multiplicando (3.0.1) por 2(1 + z)u obtemos

L (14 2) () + [ Vul(0) + 220 + / 20y, 1) dy

2 k+2 2 k+2

U
~

(3.4.4)
= |lul*(t) +

A desigualdade de Nirenberg com p = k + 2 (férmula (1.1.11) ou (1.1.12), dependendo
da paridade de k), e a estimativa (3.4.3) implicam

lull} %) < CRBIVull* Ollul*(8) < CEER® (1+2,u%) (1), (3.4.5)

Aqui Cy,2 é dado pelo Corolario 1.1.2. Substituindo (3.4.5) em (3.4.4) e usando desi-
gualdade de Steklov (férmulas (1.1.4) e (1.1.5)) temos

d 2

— (1 H(t)+ (1 A (t
dt( +x’u)()+L2<1+L)( _'_x’u)()
(2 1 20812 ) (3.4.6)
7 (L2+@) 1= R (1+z,u%) (t) <0.
A condicao (3.4.2) do Lema implica
d 9 72 9
Consequentemente,
(14 z,u?) (t) < (1 + L)|Jug|>e™". (3.4.8)
O]

Lema 3.4.2. Se as hipoteses do Teorema 3.4.1 estao satisfeitas, considere o dado inicial

uyg € D(A) tao pequeno que
A /Ozil + 40400%,2 — Q1 )
= Ba(k), (3.4.9)

20414372

Rk

IN
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onde apy e ars sio dados em (3.4.12) e (5.4.14) respetivamente. Entao uy, Vu €
L>(0,T,; L*(Q)) e Vu, € L*(0,Ty; L*(Q)) com estimativas

el () < (1 + L)Ige™, [IVul*(t) < (1 + L)P(k, l[uoll, Io, R)e™™,  t € [0,T.],

onde b
) 2C
Pk, |luoll, Io, R) = 2|juol* + I5 + ’ 2 lug || PR,
+ 2
e Io = [lu¢][(0).

Demonstracao. Iniciamos da seguinte forma.

Estimativa XX VII. Derive (3.0.1) com respeito a t e multiplique o resultado por 2(1+z)u;
A integracao sobre € leia-se

B

U d) (0)+ Va0 + 2ual0) + [ 200,500 dy
= [|u||2(t) — %/(1 X :C)ut(ukﬂ) a9 (3.4.10)
= Jluel*(t) + (u*, ) (8) = & (1 + 2)u " ug,f) (2).

As desigualdades de Holder e Nirenberg (férmula (1.1.11) em L* e L*) oferecem

(u*,u) (1) < HUHL%( Muell3s (8) < 22 CR Va2 (@)l () Ve | (8) el | ()
< —||Vut|| (t) + 263 [l (&) Vaul P57 (0) e (2)
< Z||Vut||2(t) + g1 R (L4 2,u}) (¢).
(3.4.11)
Aqui
a1 = 203F. (3.4.12)

Para o tltimo termo em (3.4.10) computamos com o uso da férmula (1.1.11) em LA*—1)

e I8

B+ o)ut ) (6 < k(U D) lull@ull o Ol ()
< kCECY,) (1 +L)Humll( DIIVul ™ 3(t)||u||%(t>
X I\Vutll (8) el (1)
< —k4080 ) (L D) lal* (@) Va2 () e (2)
+ lIVu® (t)
< IVel’®) + a2 B (14 2,0f) (¢)
(3.4.13)
onde
Qg = k4CSC o (L + L) (3.4.14)
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Inserindo (3.4.11) e (3.4.13) em (3.4.10) temos, pela desigualdade de Steklov (férmulas
(1.1.4) e (1.1.5)), que

d 2 B
@(Hx,u?) (t)+—L2(1+L) (1+ z,uf) (t)+/Bu§t(o,y,t)dy ( |
- 3.4.15
= 3 1
-+ |:1 T L (2L2 + 832) —1- CY]CJRQ'I{; — akng%} (1 +ZE,U?) (t) S 0
Tome P = R*. Entao
ag — g1 P — a2 P > 0 (3.4.16)

para t € (0,400) se e somente se P € [0, Pyq.] onde P, é a raiz positiva de (3.4.16)

dada por
Oé2 + 40[00&1@2 — 01
P - V ok _ (3.4.17)

20%’2

Pela condicio (3.4.9) temos que R* € [0,v/P4z] € por isso a férmula (3.4.15) pode ser
escrita como

G () () + i (1) (0 <0
Logo,
(14 2,u2) (1) < (1 + L)||Jug||*(0)e~?. (3.4.18)

Visto que ug € D(A)—H}(Q) N H?(), tem-se pela equacao (3.0.1) que

k
el *(0) < | Auo||” + lluguos* < [l Auoll* + ( sup U3(fv,y)> oz |* < +o0.

(z,y)EQ

Retornando em (3.4.10), integrando-a sobre (0,7}) e usando (3.4.11),(3.4.13) e (3.4.18),
temos

T. T
/ IVu*(t)dt < 2(1+ ap 1 R* + a2 R™) HutH2(0)/ e % dt + (1 + L)|lu||*(0)
0

2
< ( [+ Qo B + s R + 14+ L) [ur]|2(0).

-\
(3.4.19)
Voltando em (3.4.4), as estimativas (3.4.8) e (3.4.18) providencia
2 2 20415 ok 2
IVal[7(t) < fluel() + { 2+ 2 RY ) [Jul]*(2)
i (3.4.20)
< (1+4+1) [HutHQ(O) + <2 + ﬁR’“) HuOHQ} e 9.
Isso conclui a demonstracao do Lema 3.4.2. O

A restrigao sobre a norma de uy € D(A) nos Lemas 3.4.1,3.4.2 também resulta
que outras estimativas sejam independentes de 7T, como iremos mostrar abaixo.
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Estimativa XX VIII. Multiplicando (3.0.1) por —2(1 + z)u,, implica

B

Va0 + 2P0+ [ a2, 0,000y = g 0) + 2 (1 + 2t v+ ) 0
< < l0) + g 0) + 601+ L1 2(0) + = ((1+ ), (457),) (0
1 2

u®) (t) — k (uz, (1+ z)u" ) (¢).
(3.4.21)

Como antes, estimamos os tltimos dois termos em (3.4.21) usando as desigualdades de
Holder e Nirenberg (férmula (1.1.11) em L* e L*) pelo seguinte caminho:

Yy

= Sl IP(0) + oy [P(2) + 6(1 + L)*[fue[*(2) + (u

(g, u®) (&) < luyliZs (O ullGa (8) < V2O5 Vg [| )]y | (O] Vel * () ]| (2)
1 _
< IV lP(8) + 3C3|uy 1P )Vl P* (1) [ ul | (2)
< EIIV%HQ(U+30225“““2(0HVUII%(t)-
(3.4.22)
Mais ainda,
k(w2 (1+2)ubtu,) () < k(l+L)Huylligy(t)HU\|Z§H>@)\|M|I(¢)
< szQCf@l_l)(l+L)||Vuy||%(t)||uyl|%(t) (3.4.23)
X<Vl 7= @lull2 () ue | (2) o
1 3
< EHV%HZ(??)+—Oék,zHUH2(t)||VUH4’“(t)-

23

Substituindo (3.4.22) e (3.4.23) em (3.4.21), temos pelas estimativas (3.4.8), (3.4.18) e
(3.4.20), que

B
SIValPO + 2l + [ 0,00
< lulP6) 4 604 Ll (0)
+ 3lulP) (CHITU0) + Sanall Val o))
< C (L. o (0))e ™

(3.4.24)

Note que, para estimar todos os termos em X9 , resta estimar u,, em L*(0,T}; L*(Q)).
Para isso, usamos as Estimativas XII e XIII da Secao 3.2 com nao linearidade —u*u, no
lugar de f.

FEstimativa XXIX. Da Estimativa XII obtemos

L
Lug,(L,y,t) = / [u + Uy — TUL — xukuw] dr — u,(0,y,t)
0

L yk
= U+ Uyy — TUL + dr — u.(0,y,1).
/0 [ yy k1
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Portanto, as estimativas (3.4.4), (3.4.8), (3.4.18), (3.4.20) e (3.4.24) implicam em

B B
L2/ w2 (L,y,t)dy < 2/
—B —B

< 2L

2
uk—i—l

E+1

U+ Uy — TU +

+u2(0,y, )) dy

L1(0,L)
2 B

(t) +2/ u2(0,y,t) dy
r@ -B

(k+1
vl 2J+1)>()

k+1

k+

U+ Uyy — TU +

1
2
< AL |u+ uyy — xutHL?(Q (t) +

B
+ 2/ u2(0,y,t) dy

-B
< C(L, kK, lluoll, lJuel| (0)) e,

(k+1)

(3.4.25)

Observacao 3.4.1. Podemos concluir, pelo mesmo caminho, uma estimativa semelhante
(3.4.25) para u,(0,y,t) € L>=(0,T.,; L*(—B, B)) com decaimento exponencial da norma
correspondente.

Estimativa XXX. Use agora a Estimativa XIII com f = —u*u,. O resultado é

B

d
— (L 2,2) (6) + [ Vel *(6) + 2l |*(2) + / [15.(0, 9, 1) +uz(0,y,1)] dy
-B

B

B

Sl |2(6) + 2 / g [ty + (1 + 2)ttga] A2
Q

Logo, pelo Lema 1.1.8, e pelas estimativas (3.4.4), (3.4.8), (3.4.18), (3.4.20), (3.4.24) e
(3.4.25), e ainda pelas desigualdades de Young e Holder, chegamos em

% (U 2,02) () + IVal2(0) + e |76) + 5 / u2,(0,y, 1) dy
g/ [u2,(0,y,t) + (14 L)ul,(L,y,t) + u2(0
+Huxl!3\2(t)+2(ukwi) (t) + (14 L)?|luFuq|*(2)

(
< / (2,00 + (1 (L t) + w20

Ly, 1)) dy
(3.4.26)
v,

1)) dy

Hlug @) [14+2 sup w*(z,y,t) + (1 + L)? sup u**(x,y,t)
(z,y)€Q (z,9)€EN

< C(L, k. [luoll, [lu]|(0)) e~

Logo, a integragao de (3.4.26) sobre (0,7%) nos da

T B C(L,k 0
[ et g [ o] ar < SEELGIAO) g
0 2/)-B 9

(3.4.27)
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Temos provado nas Estimativas XXV-XXX que a norma u € X%* ¢ indepen-
dente de t. Mais ainda, temos o decaimento de algumas normas. De fato, o decaimento

das normas de u, us, Vu € L*(0,T,; L*(2)) assegura que u € L>=(0,T,; D(A)) também
decai exponencialmente.

Lema 3.4.3 (Extensao Global). Sobre as condi¢oes dos Lemas 3.4.1 e 3.4.2, considera-
mos ug € D(A) tal que

2% (1+ L)C(R) 9
CwollE . < A+ N(O)2 . .
e ( ||U0||2D(A) — 4RD N (Q)2 (3.4.28)

onde

N(Q) = K(A)C(A, Q)

com K e C definidas em (3.2.37) e (3.2.54) respetivamente, e A sendo uma constante
suficientemente grande, de definimos C(R) como

C(R) = R?

k+2
3 + 2k+1 3R2k 20]61_2 R3k
k+2

Entao,
[ullpay(Th) < [luollpiay, (3.4.29)

e € possivel estender a solugao local para todo T > 0.

Demonstra¢ao. Comegamos com os resultados dos Lemas 3.4.1,3.4.2. A equagao (3.0.1)
fornece

[ullpay () = llull*(@) + | Aull*(?)

lall(8) + 1| = (ue + wtug) ()

lull*(£) + 2l (1) + 2]l u*ua|*(2)

(14 L) [luoll® + 28] ™ + 2lju"uq |1 (¢).

g (3.4.30)
<

Estimamos o termo néo linear usando os Lemas 1.1.8, 3.4.1, 3.4.2 e a defini¢ao de X3 .

[ ug () =/Q 2 dQ < (sngZ(t))klluxHQ(t)

k
(14 2) (Jlull oy (1) + Huxyu?(t)) P(k, |[uoll, To, R)e ™"
28(1 + L)R* P(k, ||uo||, Lo, R)e™ "

3.4.31
- (3.4.31)
<

Como u; € C([0,T.]; L*(Q)), tem-se I < ||ut||L°°L2 < Jlull%,, < R?. Semelhantemente,
|luol|?> < R?. Assim,

k+2

k+2 ) (3.4.32)

B P(k, Juol, Io, R) — R (2”U0||2 12+ 2 Rk)
< R2 <3R2k 20k+2 R3k

k+2

87



Inserindo (3.4.32) em (3.4.31) e depois em (3.4.30), obtemos

2Ck+2
Jullba(®) < (14 L) | ol + 23 + 21 <3R2k+ﬁ+533'“

(3.4.33)
< (14 L)C(R)e™ .

Analisando o termo logaritmico do lado esquerdo da desigualdade (3.4.28),
visto a hipdtese (3.4.2) do Lema 3.4.1, e por definicao de R, concluimos que

C(R 2019—1—2
TOUD_ 410+ ) + 260 C Ol ]* 3+ 2541 3824 2052
HUOHD(A) k+2

k+2

< A[(M + K) + 26CCEChafi (k)] |3 + 281 (3(/31(k))2 + —(ﬂl(k))3>

= G3(k).

k+2

(3.4.34)
Nosso objetivo agora é mostrar que T, > 0 satisfaz ambas as condic¢oes, a pequenidade
(3.2.59) do Lema 3.2.5 para que ® seja uma contracao, e a consequéncia (3.4.29) para
R > 0 pequeno, o qual nao iremos modificar mais. Fixe uma constante A tal que

%m [(1+ L)Bs(k)] < A. (3.4.35)

Note que, pelo Lema 3.2.5, para todos os resultados da parte local serem verdadeiros,
basta T, satisfazer |
(T.)22*C(T,, Q) K (T.)RF < 5
Podemos assumir, sem perda de generalidade, que T, < A. Observando as defini¢oes das
constantes K,C em (3.2.37) e (3.2.54) respetivamente, notamos que C(7Ty, Q) K(T,) <

N(2). Logo podemos escolher

. 1

Aplicando (3.4.33) em T, temos HuH%(A)(T*) < (1+ L)C(R)e™ . De fato,

1+ L)C(R
(1+L)C(R)e™" < luglpyy € verdade se e somente se  In (M#) < 0T..
0llD(A)

(3.4.37)
Hé duas possibilidades; a primeira é T, = A. Neste caso (3.4.34) e (3.4.35) implicam
14+ L
In (M> <In[(1+4 L)Bs(k)] < OA = 0T.. (3.4.38)

||U0||§>(A)

A segunda possibilidade é T, = (4(’”1)]\72}3%)71. Neste caso (3.4.37) se torna (3.4.28).
Finalmente, sobre as hipdteses dos Lemas 3.4.1-3.4.3, deduzimos que (3.4.29) é verda-
deira. Agora estamos em condi¢oes de estender a solugao para todo T > 0. Denote
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uy = u(z,y,T,) e considere um “novo”PVI (3.2.1) posto no intervalo (7%, +0o0). Entao,
fazendo

Ri(@, Jusllow) =2 (M + )llualloen + 26CCHCouallunlhy ) < RO, uoloc):

nos Lemas 3.2.4-3.2.5, concluimos que o comprimento de um novo intervalo de existéncia
[T, Ts] satisfaz Ty > 2T,. Por outro lado, as Estimativas XXV-XXX nao dependem de
t, e ambos A e N(§2) também nao. Logo, o tamanho de T, pode ser escolhido pelo menos
satisfazendo Ty > 27, também.

As condigoes dos Lemas 3.4.1-3.4.3 sobre o dado inicial |[ug||pca) claramente
implicam em mesma pequenidade para |lu;||pa), fazendo justo o procedimento acima.
Repetindo esse processo, nds concluimos que o problema (3.0.1)-(3.0.4) tem solugao em
X9, para todos os valores de T' > 0 com decaimento correspondente. O

3.4.1 Efeito de Kato

A equagao generalizada supercritica de Zakharov-Kuznetsov (equagao gZK com k >
2) também possui a propriedade de suavizacdo, isto é, se u € Xp resolve (3.0.1)-
(3.0.4), entdo u tem ganho de regularidade no espago. Primeiro, afirmamos que u,, €
L>(0,T; L*(f2)) e nao apenas em L2(0,T; L*(Q)), causando o decaimento da solugao u
no espago L>°(0,T; H*(Q)). E a segunda propriedade é o ganho de regularidade de Kato
(ver [12]) para Au,.

Regularidade de u

Escrevamos (3.0.1)-(3.0.4) na forma

1
Aux = —Ut — Uy — ]{j——{—]_(UkJrl)m > (3439)
u.(L,y,t) =0, (3.4.40)
uz(0,y,t) = ¢(y,t) € L*(0,T; H'(-B, B)). (3.4.41)
(L — )
Denotando v = u, — 7 ®(y,1), e tendo em mente (3.4.39), obtemos que
1 (L — )
Av = —Ut — Uy — k'——Q—l(Uk+1)x - T(byy(y’t) = F(.%‘,y, t), (3442)
v(0,y,t) =v(L,y,t) =0, (3.4.43)
v(z,—B,t) =v(z,B,t) =0. (3.4.44)

Pelas Estimativas XXV-XXX temos Au, € L>®(0,T; L*(2)). Como u,,(0,y,t) € LL?,
tem-se g, (0,y,t) € L>(0,7; H (=B, B)). Logo, (3.4.42) implica que F estd pelo
menos em L>®(0,T; H~'(Q)). Considere o produto interno

(Av,v) = (F,v),
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Computamos
1
/[ut + o dQ < Jludl*(8) + [lua () + S 0[P () (3.4.45)
Q

e estimamos o termo nao linear como

IME

[ wuvan < Hukummt)uvmws((zg;)ggum,y,t)?) el @II®
k
< S [P + 19O + e PO) a0 + 5 R0

O termo ¢, esta limitado por

/ / L= )0 viyde = — / (L = )6y (. )0y, 42

“ (3.4.47)
(/¢ dﬂ) oyl / Sy + Loy ().
Finalmente,
B
[v]|(t) = /Qv2 dQ < 2Hux|!2(t)+2L/_B ¢ (y,t) dy. (3.4.48)

Portanto, somando (3.4.45)-(3.4.48), implica em

%HWHQ@) < HutH2(t>+3HuxH2(t)+%[HUIP@HHVUIP(tHH%yHQ(t) kHuxHQ(t)
+ L/ {2¢2(y,t)—l—%¢§} dy

-B
(3.4.49)

Dai, ||ug.||*(t) < Ce %, para todo t € [0,T]. Logo u € L*>(0,T; H?*(S2)), e entdo
[ullfrz() (8) < C(Ly k. [Juoll, luel|(0)) ™", ¥t € [0,T7]. (3.4.50)

Mais ainda, como v é solucao de uma equacao eliptica que se anula na fronteira, o
dominio €, neste caso do retangulo, ¢ um dominio Lipschitz, e como F(t) € H1(Q), g.s.
em (0,7, temos temos pelo Teorema 1.1.7 que v € L>(0,T; H'(2)). Consequentemente
u e L>(0,T; H*(Q)).

Regularidade de Au,
A equagao (3.0.1) assegura que

V(Au,) = =V (ut + uy + ukuz)

= —V (u +up) — kuF ', Vu — u*Vu,. (3.4.51)

Entao, por (3.4.51), a desigualdade triangular implica

IV (Aug) ||2(1) < 2|V (g + up) [|2(2) + 4|[uF Vg ||*(t) 4+ 4k3||u* u, Vul|2(t).  (3.4.52)
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Note que equagao (3.0.1) e Estimativas XII-XIV atribuem o decaimento de Au, :

1Aua () < 2l + o *(8) + 2]lutue ()

k
< 2lup +ug||*(t) +2 | sup u2(a:,y,t)> [l || (2) (3.4.53)
(z,y)€Q
< CO(L.k, Juoll, ull(0))e™™, ¢ € [0,T].

As duas ltimas normas em (3.4.52) podem ser estimadas como a seguir. A primeira é

k
¥, 2(1) < ( sup u2<x,y,t>> IV 2() < Ce®, tel0,T].  (3.454)
(z,y)eR

E a segunda norma mencionada acima se torna

k—1
(sup u2(x,y,t)> 2t | ) B[Vl ) ()

V() <
(z,y)EQ ,
< CIVulliyo (t) < CCk, (IVull 01 Vul fugo(6) + [Vl (1))
< CCly (IVulPOllule ) + IVul'(t)) < Ce®, te0,7].

(3.4.55)
Assim, substituindo (3.4.53)-(3.4.55) em (3.4.52), nds temos

Au, € L®(0,T; LA(Q)) N LX0, T; H'()).

3.4.2 Unicidade
Teorema 3.4.2. A solugdo cldssica de (3.0.1)-(3.0.4) € dnica.

Demonstragao. Sejam u,v duas soluges de (3.0.1)-(3.0.4) e defina w = u — v. Entao w
satisfaz

Pw = w; + w, + Aw, + (ukuz — vkvm) =0 em Qr; (3.4.56)
w(0,y,t) = w(L,y,t) = w,(L,y,t) = 0; (3.4.57)
w(z,y,0) = 0. (3.4.58)
Escrevemos
k
Pw = w, + w, + Aw, + wu, Z w0t 4+ w, o =0 em Qp
i=1

e transformamos o produto interno

2((142)w, Pw) =0
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na seguinte igualdade:
d
& (U (0 + [Vol(0) + 2?0+ [ w2(0.5.6)dy
R

P (3.4.59)
+2 ((1 + 2)w?, uy Zuk_’vz> ) +2(1+ x)wwx,vk) (t) = [|w|*(t).

i=1

Aplicando as desigualdades de Holder e Nirenberg, os termos nao lineares em (3.4.59)
ficam

2((1+x)w2,uxzukivi> () < 20+1L) swp (Zuk Z ) 00y () s )

i—1 (z,y)eN
< Cllua||(2) < sup Z\W o >||Vw!|(t)\|w\|(f)
(z,y)eQ =1
(3.4.60)

2 (14 20" ww,) (1) = /(1 + z)vF (w?), dQ = — / w v + k(1 + z)v* o] dQ
Q Q
< wlfao v + k(1 + )" (1)

< CIVuwl®lwl(t) | sup [of* +[loa]|(t) sup Ivl’”>-

(z,y)eQ (z,y)eN
(3.4.61)
Somando (3.4.60) com (3.4.61), temos pela desigualdade de Young que

2 ((1+ 2)w?, (u+v)ug) (¢) + 2 ((1+ 2)0°, ww,) (t) < %||Vw[|2(t) + f(t)]|w|*(t)(3.4.62)

onde

ft) = Clluxll sup Zlu OF " @F + sup[o()]* + [loa]l(t) sup Iv(t)l"”] :

(zy)e (z,y)€Q (z,y)eR

Note que f € L*>(0,T). Devido a (3.4.62), a igualdade (3.4.59) fica

d
D (1w () < (14 £0) Jul ).
Pela forma diferencial do Lema de Gronwall, notando que w(0,z,y) =0
|wl(t) < (1+ a:,w2) (t)=0.

A demonstracao estd completa. n
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3.5 Comentarios sobre estabilidade assintdtica

Nesta secao iremos fazer uma analise das constantes que apareceram nas estimativas
globais para mZK e gZK, e justificar a existéncia das constantes de decaimento, dadas
em (3.3.5) e (3.4.1), independentes de t > 0.

A forma que construimos a solucao global para ambos os casos, determina
uma parti¢do do intervalo [0, +00) em intervalos de existéncias locais

o0

[Oa —i—OO) = U [Tnv Tn+1]
n=0
onde, sobre cada intervalo [T, T,.1] estd posto um novo PVI para a gZK com dados
inicias u, = u(z,y,T,). O que determina novas constantes em todas as estimativas,
para notagao, vamos indexar o subindice n nas constantes que aparecerem na etapa
[Ty, Tri1]. Algumas das constantes sdo de suma importancia para o comportamento
assintético da gZK, a prépria norma do dado inicial u, em L*(2), a ”velocidade” inicial
IZ = (1 + z,u(z,y,0)), e o raio da bola de existéncia R, determinado por |u,|/pa).-
Para Ry nas hipéteses do Lema 3.4.3, podemos assegurar que

R, < Ry, VneN.
Assim, em cada etapa estao garantidas estimativas do tipo (3.4.8)
(1+z,u?) (t) < Cpe Tt € [T, T 41],Vn € N, (3.5.1)
onde C,, = (1 + z,u?) . Entao, podemos concluir que
Chyr < Cne—G(TnH—Tn) < (Cn_le—e(Tn—Tn—l)) e 0(Tn+1=Tn) <. < COG_GT”“.

Isto implica que a sequéncia {C, } é somavel, verificasse facilmente pelo teste da integral
para séries. Logo, existe C' =) C,,, satisfazendo a desigualdade

(T+zu?) (1) <Ce™, t>0.

Pela estimativa (3.4.18), podemos seguir o mesmo caminho e concluir que a sequéncia
{I?} também ¢ somdvel, i.6., existe I? = > I? cumprindo

(14 2,u}) (t) < IPe™®, t>0.

A sequéncia {P,}, formada no Lema 3.4.2

2015 ;
Pk, [Junll; In, Rn) = 2HUnH2 + [Z + k—++2||un”23m
é somdvel. As estimativas (3.4.30) e (3.4.31) asseguram que
ullBa () < (L4 L) [llunll? + 2012 + 22 R, 0t € [T, Tga]. - (3.5.2)

Dessa desigualdade, podemos determinar a estabilidade exponencialmente assintética de
u € C((0,00); D(A))

ull () < (14 L)Y [lunl® + 212 + 2" RE P, et > 0. (3.5.3)
n=0

A desigualdade (3.5.3) implica que a sequéncia {R,} é somavel.
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