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RESUMO

Um cédigo quantico de superficie é aquele que utiliza tesselacoes sobre superficies compactas
e conexas como ferramenta para a construcao do grupo estabilizador, visto que sao casos
particulares dos codigos estabilizadores. Esta construcao oferece um tratamento geométrico
a analise dos cédigos estabilizadores assim obtidos. Tal tratamento geométrico possibilita a
obtengao de um limitante inferior para a distancia do cédigo. Mais ainda, por serem também
casos particulares de cédigos topoldgicos, cada operador do grupo estabilizador atua numa
pequena quantidade de qubits do espago do cédigo, o que permite a implementagao de uma
computacao tolerante a falhas: Pode-se construir um hardware com uma determinada taxa

de erros em cada componente sem que estes condenem o processamento como um todo.

Como primeiro resultado deste trabalho, destacamos a construcao de cédigos de superficie
provenientes de tesselagoes semirregulares estabelecidas sobre superficies compactas, conexas
e orientaveis cuja caracteristica de FEuler é negativa. Como se sabe, estas superficies sao
canonicamente munidas de uma métrica hiperbdlica e possuem curvatura negativa. Este fato
nos permite obter uma infinidade de tesselagoes semirregulares, de qualquer valéncia, em

detrimento das poucas possibilidades que o caso euclidiano permite.

Os cddigos coloridos, que sao construidos de forma muito similar aos de superficie, porém
substancialmente mais ricos em propriedades, também ganham aqui o seu tratamento a partir
de tesselacoes semirregulares estabelecidas sobre superficies compactas, conexas e orientaveis
cuja caracteristica de Euler é negativa. Assim como no caso construido com tesselagoes regu-
lares, existe uma infinidade de tesselagoes semirregulares 3-valentes e 3-coloriveis. Cada uma
destas nos fornece um cédigo quantico colorido. Estes, por se tratarem de casos particulares
de codigos topoldgicos, também compoem o escopo dos cédigos quanticos corretores de erros

que permitem uma computacao tolerante a falhas.



ABSTRACT

A surface quantum code is one that uses tessellations on compact and connected surfaces
as a tool for the construction of the stabilizer group, since these are particular cases of the
stabilizer codes. This construction offers a geometric treatment for the analysis of the sta-
bilizer codes thus obtained. Such geometric treatment makes it possible to obtain a lower
bound for the code distance. Furthermore, as they are also particular cases of topological
codes, it follows that each operator of the stabilizer group acts in a limited amount of code
space qubits, which allows the implementation of fault-tolerant computing: that is, you can
build hardware with a certain error rate in each component without them condemning the
processing as a whole. As a first result of this work, we highlight the construction of sur-
face codes from semi-regular tessellations established on compact, connected and orientable
surfaces whose Euler characteristic is negative. As is known, these surfaces are canonically
provided with a hyperbolic metric and have negative curvature. This fact allows us to obtain
an infinity of semiregular tessellations, of any valence, to the detriment of the few possibilities
that the Euclidean case allows. Color codes, which are constructed in a very similar way to
surface codes, but substantially richer in properties, also gain their treatment here from the
semi-regular tessellations established on compact, connected and orientable surfaces whose
Euler characteristic is negative. As in the case constructed with regular tessellations, there
are an infinity of 3-valent and 3-colorable semiregular tessellations. Each of these gives us a
color quantum code. These, as they are specific cases of topological codes, also compose the

scope of the error correcting quantum codes that allow a fault tolerant computation.



INTRODUCAO

A primeira descricao do que foi o embriao para nossos computadores atuais foi dada por
Alan M. Turing, em seu notdvel trabalho [54], de 1936. Nele, Turing descreve o que hoje
conhecemos por computador programavel, através de um modelo abstrato de computacao,

hoje conhecida como Maquina de Turing, em sua homenagem. Turing mostrou que existe

uma Maquina de Turing Universal, capaz de simular qualquer outra maquina de Turing.

Turing e Alonzo Church, independentemente em [54] 18 [I7], afirmam que a universalidade
de uma maquina de Turing é absoluta, no sentido de que para qualquer algoritmo capaz de ser
processado por um computador, existe um algoritmo equivalente para a Maquina de Turing
Universal, que a faz desenvolver as mesmas tarefas que o primeiro. Esta é a famosa Hipdtese

de Church-Turing, cujo nome homenageia os dois grandes nomes da ciéncia da computacao.

Pouco tempo depois da publicacao do trabalho de Turing, o primeiro computador comeca
a ser desenvolvido a partir de um modelo tedrico elaborado por John Von Newmann, o qual
descreve um protétipo para a implementacao de uma méaquina de Turing concreta, desen-
volvida por componentes eletronicos, a qual foi constantemente aperfeicoada, principalmente

pela criacao dos transistores, até se tornarem os computadores que conhecemos hoje.

Em meados de 1947, Richard Wesley Hamming trabalhava no Laboratério Bell de Tecno-
logias. Este laboratério, assim como muito poucas instituicoes a época, possuiam um com-
putador, o qual era programado através de cartoes perfurados. Estas maquinas ja contavam
com tecnologia suficiente para abortar uma rotina de processamento e partir para a préxima,
sempre que algum erro ocorresse. Hamming tinha acesso restrito a estes computadoresﬂ e
por diversas vezes acabou encontrando os seus trabalhos nao finalizados, em decorréncia do

aparecimento de algum erro computacional. Esta situagao o levou a estabelecer o primeiro

2Alguns autores, como [43], dizem que este acesso era liberado somente aos finais de semana.
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codigo corretor de erros, [36]. Este feito ocorreu em 1947, porém a publicagao deste resultado
sO viera a ocorrer em 1950, em virtude de o laboratoério pedir a patente do codigo. Durante
estes trés anos, Hamming indagava, em memorandos internos de seu laboratorio, a respeito
da existéncia de cédigos corretores de erros mais eficientes do que aquele que encontrara. A
resposta foi dada, indiretamente, por Claude Elwood Shannon, na segunda metade do ano de

1948, [45], publicado no mesmo jornal que mais tarde receberia a publicagdo de Hamming.

O trabalho de Shannon deu inicio a dois novos campos de pesquisa a época, a saber, a

teoria de codigos corretores de erros e a teoria da informacgao, respectivamente.

Junta-se a estes dois nomes o de Marcel J.E. Golay. Golay encontrou importantes codigos
corretores de erros, [33], os quais basearam outros c6digos corretores de erros, que mais tarde
viabilizariam a viajem espacial do projeto Voyager, mais especificamente no processo de envio

eficaz de imagens do espago, desde o espago, na ocasiao capturadas.

Um cédigo corretor de erros é, em sintese, uma maneira organizada de se acrescentar
algum grau de redundancia a uma informacao que se necessita transmitir, de modo que se
esta eventualmente for acometida de algum erro, este possa ser detectado e corrigido. Para
obter melhor eficiéncia no processo de transmissao de informacao, o grau de redundancia,
bem como a quantidade de erros que podem ser detectados e/ou corrigidos dependem das

especificidades do canal de transmissao e sao estabelecidos pela escolha do codigo.

Exatamente no ano de 1947, John Bardeen, Walter Brattain e Will Shockley desenvol-
veram o primeiro transistor. Desde entao o aperfeicoamento de hardware dos computadores
tem tido um crescimento exponencial, literalmente, o qual foi notado por Gordon Moore, no
que ficou conhecida como Lei de Moore: A cada dois anos, os computadores dobram a seu

poder de processamento, mantendo-se constante o custo, tanto de espaco quanto de consumo.

Em 1982, Paul Benioff, [7], descreve um primeiro modelo de computagio, baseado na
cineméatica e dinamica quanticas, porém, este ainda era efetivamente classico, no sentido
computacional estabelecido em [27]. Em 1982, Richard P. Feynman, [31], propde o primeiro
modelo de computador baseado nos principios da mecanica quantica, que mais se aproximou
de um simulador quantico universal. Em 1983, David Z. Albert, [1], descreve uma forma de

automacao no processo de medi¢ao quantica, que por ele observado, nao possuem analogo na
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computagao classica. Em 1985, David Deutsch, [27], apresenta um modelo completamente

quantico de computacao, no formato de uma versao quantica para a Maquina de Turing.

Deutsch indagava se é possivel para um computador quantico resolver eficientemente pro-
blemas que nao possuem solucao eficiente na computacao classica. Ele entao construiu um
simples exemplo sugerindo que, de fato, computadores quanticos tem um poder de com-
putagao maior do que os cldssicos. Este importante (primeiro) passo dado por D. Deutsch,
que foi aprimorado na década subsequente por diversos pesquisadores, culminou no trabalho
de Peter Shor,[47], em 1994: Este mostrara que dois problemas muito importantes poderiam
ser resolvidos eficientemente por um computador quantico, a saber, o Problema do Loga-
ritmo Discreto e o Problema da Decomposicao em Fatores Primos de um Numero Inteiro.
Acredita-se que estes dois problemas nao tenham solucao eficiente no ambito da computacao
classica. Este trabalho é, portanto, um importante indicativo de que computadores quanticos

sao, de fato, mais poderosos computacionalmente do que os classicos.

William Unruh, [55], alertou que uma computacao quantica padece sob o efeito do decai-
mento quénticoﬂ Para contornar o efeito nocivo da decoeréncia, formas de computacao
quantica tolerante a falhas sao necessarias. Um meio para tal feito reside nos cdédigos
quanticos corretores de erros. Um codigo quantico corretor de erros é uma ferramente ma-
tematica utilizada para codificar estados fisicos de sistemas quanticos utilizando algum nivel
de redundancia, de forma que a informagao contida em tal estado, mesmo passando por um

processo de ruido, possa ser, apds o processo que se chama de decodificacao, retomada.

O primeiro cédigo quantico corretor de erros do qual se tem registro foi exibido por Shor
em 1995, [47]. Este foi concebido utilizando-se uma concatenacao de dois codigos de 3 qubits,

0s quais sao os codigos quanticos corretores de erros bit-flip e phase-shift, respectivamente.

No ano seguinte surgiu na literatura uma construcao de cédigos quanticos corretores de
erros, que viria a generalizar as que até entao estavam estabelecidas. Hoje os conhecemos
por codigos CSS, que é um acronimo derivado dos sobrenomes de seus idealizadores, a saber,

Robert Calderbank, Peter Shor e Andrew Steane, [52], [14]. Na esteira desta descoberta,

3A decoeréncia de um estado quantico, de um sistema fisico é, em sintese, o efeito da interacdo deste
sistema com o seu exterior. A decoeréncia afeta um estado quantico em superposicao, fazendo-o colapsar.
Sem a superposicao de estados, a computacao é essencialmente classica.
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Daniel Gottesman desenvolve uma nova generalizacao dos codigos CSS, os chamados codigos
estabilizadores, [34], que nada mais sdo do que subespagos vetoriais de um espago de Hilbert
H, estabilizados por um subgrupo do seu grupo de operadores lineares, que possui algumas

propriedades especificas. Este grupo é chamado de grupo estabilizador.

Um caso particular dos codigos estabilizadores, e que devemos destacar aqui como sendo
a semente para o trabalho que aqui estamos desenvolvendo, foi proposto por Alexei Kitaev
[40], e atualmente sao conhecidos como cédigos quanticos topoldgicos. Uma das grandes
vantagens do codigo proposto por Kitaev é a de que os elementos do grupo estabilizador sao
geometricamente locais, com suporte relativamente pequeno, composto por alguns poucos

qubits concentrados numa vizinhanca poligonal, num determinado sentido.

Em [23], foi proposto uma extensao dos cddigos de Kitaev para superficies com género
maior que um, usando ferramentas da geometria hiperbdlica. Neste contexto, Albuquerque,
Pallazo e Silva utilizaram tesselacoes hiperbdlicas para obter cddigos de superficie com os

melhores parametros dentre os codigos topoldgicos existentes na literatura a época.

Em 2016, Terhal e Breuckmann, [I3], fizeram uma abordagem semelhante a de [23],
utilizando superficies de género maior que um, munidas de uma métrica hiperbdlica e, adici-
onalmente, obtiveram estimativas numéricas para o valor do limiar de erro e da probabilidade
de erro légico desses codigos contra ruidos independentes, do tipo X ou 3. Este estudo leva

em consideracao que a correcao de erro seja realizada completamente sem ruido.

Bombin e Martin-Delgado, [9], propuseram uma subclasse dos c6digos quanticos estabi-
lizadores, que ficou conhecido na literatura como codigos quanticos coloridos. Os cédigos
quanticos coloridos também sao cédigos topologicos, como os de Kitaev, mas com um ele-
mento extra na rotulagao, a cor. Uma vantagem imediata dos codigos coloridos é que codifi-

cam o dobro de qubits que os codigos de superficie, em relagao a uma mesma superficie.

Por fim, recentemente em [50], Soares e Silva juntaram a constru¢ao dos codigos de
superficie baseados na geometria hiperbdélica de [21] com a construcao dos c6digos coloridos de
[9] e obtiveram cdédigos coloridos provenientes de tesselagoes regulares 3-valente e 3-coloriveis

do g-toro, g > 2.
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Proposta da Tese

Dentre os cédigos quanticos corretores de erros, destacaremos os codigos estabilizadores e
destes, destacaremos os cddigos topoldgicos. Um codigo quantico topoldgico faz uso de uma
certa liberdade topoldgica para as palavras coédigo. Dentro desta classe, vamos nos aten-
tar a familia dos cédigos de superficie. Num primeiro momento, este trabalho se propoe a
utilizar técnicas semelhantes as de Albuquerque, Pallazo e Silva, [23], sobre os cédigos de su-
perficie, desenvolvendo novos cédigos quanticos de superficie associados, porém, a tesselagoes

semirregulares de superficies hiperbdlicas.

Posteriormente, tendo em vista os codigos coloridos descobertos por Bombim e Martin-
Delgado, [§], e a construgao sobre tesselagoes regulares de superficies hiperbdlicas introduzidas
por Waldir Soares Jr, [50, [61], apresentaremos uma nova familia de c6digos coloridos, agora

associados a tesselacoes semirregulares de superficies hiperbdlicas.

A figura 1 traz um fluxograma dos topicos cuja compreensao € necessaria para chegarmos

ao escopo deste nosso trabalho.

Cédigos Estabilizadores

Y

Cédigos Topolégicos

! !

Coédigos Coloridos

Codigos de Superficie

! } |

Céd. Coloridos sobre
Superficies Hiperbdlicas

Céd. de Superficie

sobre o 1-Toro Céd. de Superficie sobre

Superficie Euclidiana

Superficies Hiperbdlicas
Tesselacoes Regulares

Tesselagoes Regulares

Figura 1: Fluxograma ilustrando a sequéncia de topicos que sao prerrequisitos para a com-
preensao do cerne deste trabalho, o qual estéd destacado no retangulo azul tracejado.

Céd. de Superficie sobre
Superficies Hiperbdlicas
Tesselacoes Semirregulares

Céd. Coloridos sobre
Superficies Hiperbdlicas
Tesselacoes Semirregulares
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Descricao da Tese

No capitulo desta tese apresentamos os conceitos fundamentais para o seu desenvolvi-
mento, relembrando conceitos tteis e fixando notacoes. Ja no capitulo, apresentamos
alguns elementos da mecanica quantica, em dose nao mais que suficiente para o seu uso

posterior, levantando alguns fatos interessantes desta teoria ao presente texto.

No capitulo apresentamos alguns dos cédigos quanticos a fim de dar base a nossa
posterior construcao. Neste capitulo foram explorados os codigos Bit Flip e Phase Shift,
de Shor e o de Steane, bem como os cédigos conhecidos na literatura por CSS, os quais
derivam de cédigos classicos corretores de erros. Com um passo adiante, na direcao do cerne
deste trabalho, apresentamos os cddigos estabilizadores e, como subconjunto desta classe, os
cédigos topologicos. Dentre os cddigos topologicos, destacam-se os codigos de superficie e os
codigos coloridos, construidos a partir de tesselagoes hiperbdlicas regulares de uma superficie

compacta, orientavel e conexa, munida de uma métrica hiperbdlica - o g-toro, com g > 2.

No 4P capitulo, apresentamos uma nova construcao de familias de cédigos de superficie,

baseada agora em tesselagoes hiperbdlicas semirregulares do g-toro, com g > 2.

Finalmente, no capitulo apresentamos uma nova construgao de familias de cédigos

coloridos, baseada agora em tesselagoes hiperbdlicas semirregulares do g-toro, com g > 2.
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CapiTULO 1

Conceitos Fundamentais

1.1 Cébdigos Classicos Corretores de Erros

Com o intuito de situar o leitor e fixar as notacoes, nesta secao vamos discorrer brevemente

sobre cédigos classicos corretores de errosﬂ Para mais detalhes acerca disto, indicamos [38].

O exemplo mais trivial de um cédigo corretor de erros é, sem duvidas, um idioma. A
fim de ilustrar isso, vamos tomar como exemplo a lingua portuguesa. Para tal, considere A,
o conjunto constituido pelas 23 letras do alfabeto, juntamente com o conjunto de todas as
vogais acentuadas, cedilha e o espaco. O conjunto A é constituido por todos os caracteres
necessarios para a escrita de qualquer palavra da lingua portuguesa. Do ponto de vista dos

cédigos, este é chamado de Alfabeto, ou simplesmente de conjunto de caracteres do codigo.

Uma palavra do idioma ¢ um elemento de A%, onde o expoente 46 ¢ obtido pela quanti-
dade de caracteres da maior palavra deste idiomaﬂ. Obviamente, nem todas as palavras de

A% fazem parte do idioma. Denotemos por P o conjunto das palavras do idioma em pauta.

[lustrando a afirmagao feita acerca de que um idioma é um codigo corretor de erros,
suponha que ao escrevermos uma determinada palavra, escrevamos a sequencia de caracteres
“cathorro”. E f4cil notar que a palavra que desejavamos escrever é “cachorro”. A detecgao
de erro, neste caso, consiste em notar que a palavra “cathorro’nao pertence ao idioma P,

enquanto que a correcao do erro consiste na interpretacao desta como sendo “cachorro”.

Conforme observado em [38], sob a ética da detecgao e correcao de erros, este codigo nao

1Com o advento da computacdo quintica e, em especial, dos cédigos quanticos corretores de erros, faz-se
necessaria a distingao entre computagao classica e quantica.

2Com 46 letras, pneumoultramicroscopicossilicovulcanoconiético descreve individuo que possui doenca
pulmonar causada pela inspiracao de cinzas vulcanicas.
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é eficiente. Podemos facilmente ilustrar isso considerando a situacao em que a palavra “gato”
seja escrita erroneamente como “pato”, “rato”’ou “galo”. Esta falta de eficiéncia ocorre pois,
por exemplo, estas quatro palavras estao muito préximas, sob uma métrica inerente aos

cédigos, conhecida na literatura por Métrica de Hamming: A Métrica de Hamming em A" é

definida por d(u,v) = #{i,u; # v;; 1 <1 < n}, para cada u = (u;);, v = (v;); € A™
Um codigo corretor de erros é um subconjunto proprio de A", onde A é um conjunto finito
e nao vazio, denominado conjunto de caracteres, ou mesmo alfabeto do cédigo, enquanto que

o inteiro positivo n é chamado de comprimento do cédigo. Denotaremos g = #A.

O trato da informacao é realizado, basicamente, sobre trés pilares: fonte, canal e desti-
natario. A fonte é o agente emissor da informagcao, enquanto que o canal é o meio pelo qual
tal informagao é enviada ou armazenada e, por fim, o destinatario é o agente final do processo,

o qual recebe a informacao e da os devidos encaminhamentos, conforme sua finalidade.

Consideremos, para fins didaticos, que exista um robé comandado remotamente, que
se move pelas casas contiguas de um tabuleiro de xadrez, nas dire¢oes Norte(N)/Sul(S) e
Leste(E)/Oeste(W), uma casa por vez. Para controlar os movimentos do referido robo, dentre

as varias opgoes, podemos estabelecer a codificacao de fonte descrita no quadro abaixo:

N<0|S<01|E<10|W11

Essa codificacao leva o adjetivo “de fonte”, visto que o emissor da mensagem realiza
a mesma. A informacao proveniente do comando executado pelo operador deste robo, apds
codificada, precisa ser acrescida de uma determinada redundancia, para possibilitar a correcao
de erros. Neste passo estaremos implementando a codificacao de canal, a qual é realizada
de sorte que os (a maioria dos) erros que possam incidir sobre a informagao transmitida, no
canal de transmissao, sejam posteriormente detectados e corrigidos. Para fins de ilustracao,
estaremos supondo que o canal utilizado exponha o dado transmitido a, no maximo, um erro
em um bitﬂ Desta maneira podemos codificar, novamente, o comando do operador. Agora

com um certo grau de redundancia, de forma que possamos identificar e corrigir erros.

Segue abaixo uma possivel maneira de realizar tal feito:

3bit é a unidade basica de informacio cldssica, obtida pela utilizacao do alfabeto {0, 1}.
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N — 00— 00000
S — 01— 01011
E — 10— 10101
W — 11 — 11110

Suponha agora que o comando executado pelo operador deste robo seja o deslocamento
de uma casa para o sentido sul. A respectiva codificacao de fonte é 01, enquanto que a
informacao a ser enviada pelo canal é 01011. Suponha, momentaneamente, que a informacao
recebida pelo destinatario seja 00011. Num primeiro momento, verifica-se que esta palavra,
00011, nao é uma palavra pertencente ao coédigo. Detecta-se, deste modo, a existéncia de
um erro. Utilizando a métrica de Hamming, verifica-se que a palavra pertencente ao cédigo,
que é mais proxima desta palavra recebida, é a palavra 01011. Isto nos permite inferir que

ocorreu um erro no segundo bit, e que a palavra que deveria ser recebida pelo robo é 01011.

Utilizando uma decodificacao, a qual aqui é facil de estabelecer, o robo executara o
comando correto: Tal decodificagdo consiste, por exemplo, na escolha da palavra-cédigo

mais proxima, sob o ponto de vista da métrica de Hamming, da palavra recebida.

Segue abaixo uma ilustragao do processo da transmissao ou armazenamento da informacao.

Fonte de Informacao Canal Destinatario
\ Syl/ “ WRHMO /
Codificacao Decodificagao
Ruido

Figura 1.1: Fluxograma do processo de transmissao ou armazenamento de informagao.
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1.1.1 Cdbdigos Lineares

Dentre todo o espectro de formas de implementar um cédigo classico, a classe que oferece
maior praticidade e, portanto, é mais comumente utilizada na pratica é a dos codigos lineares.
Estes, em sintese, sao os cddigos cujo conjunto de caracteres ¢ munido de uma estrutura de

corpo finito e o conjunto das palavras-cédigo constituem um espaco vetorial sobre o mesmo.

O interesse do presente trabalho em introduzir os conceitos béasicos acerca dos codigos
lineares reside na posterior utilizacao como ferramenta indispensavel para a confeccao dos
cédigos quanticos CSS, que sao explorados mais adiante, na secao 3.6, Essa é a justificativa
para estudarmos aqui apenas os codigos lineares sobre Z,. Evidenciamos, apesar disto, a

existéncia de uma grande gama de codigos lineares sobre corpos de caracteristica finita.

Um codigo linear € que codifica k bits de informagao em n bits, é um subespaco vetorial
de Z%. Este cédigo € é dito um [n, k]-cédigo linear e pode ser completamente determinad(ﬂ

por uma matriz G € M, xx(Zs), chamada de Matriz Geradora. Dada a identificagao entre

matrizes e transformacoes lineares, podemos escrever G : Z§ — Z2, x + Gz. Aqui podemos

perceber que o codigo fonte é estabelecido através da matriz GG, sua matriz geradora.

Exemplo 1.1.1. O cdédigo de repeticao é um cédigo linear. O Cdodigo de repeticao é aquele
Idy

que codifica k bits em n = kr bits e é descrito pela matriz G = : , a qual é composta

Ldy
por r blocos da matriz identidade de ordem k.

E importante notar que se G é uma matriz n x k, que é a matriz geradora de um codigo
C, entao k < n. Tendo em vista que o espago vetorial das palavras cddigo é o gerado pelas
colunas de G, e que a codificacao de canal é obtida pela multiplicacao de G pelo vetor
proveniente da codificacao da fonte, é necessario que G tenha posto maximo para que tal
codificacao seja feita de forma tnica, no sentido de que duas palavras distintas, codificadas
na fonte, sao recodificadas em elementos distintos. Portanto, doravante vamos considerar,

sem perda de generalidade, que a transformacao linear G : Z& — 7% ¢ injetiva.

Considere € um [n, k]-cédigo linear, cuja matriz geradora é G. Tem-se € = Im(G). Con-

4Estamos considerando implicitamente que foram fixadas bases dos espacos e subespacos envolvidos.
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sidere, adicionalmente, a inclusao canonica inc : € — Z7, a inclusao na primeira coordenada
inc, : € — CPHZL*, a qual é definida por inc, (z) = (x,0), e o isomorfismo ¢ : CHZI " — 72,
o qual é definido por p(c®v) = (c,0)+(0,v). Se 7y : CRZLI* — Z57% tal que mo(c, 2) = 2, é
a projecdo canonica na segunda coordenada, considere a transformacao linear H : Z5 — Z3=F

como sendo a tUnica transformagao linear que completa o diagrama abaixo:

Observagao 1.1.2. Dado ¢ € €, H(¢c) = H(c+0) = Hop(c®0) = m(c® 0) = 0.
Reciprocamente, se m : C @ Z;L_k — € ¢é a projecao canoOnica na primeira coordenada,
podemos escrever, 0 = H(v) = H o p(c ® w) = mo(c B w) = w, onde v € Ker(H), é tal que

o(c @ w) = v. Feito isso, é simples e conveniente perceber que € = Ker(H).

A matriz H é chamada de Matriz de Verificagao de Paridade do Cédigo €. Esta matriz é

empregada no processo de verificagao acerca de uma palavra recebida pelo destinatério ser,
ou nao, uma palavra cédigo. Note que um dado vetor v € Z} pertence ao cédigo C se, e s6
se, o sistema linear Gx = v possui solucao. Sob a ética do custo computacional, é menos
custoso verificar se Hv é o vetor nulo de Z3 %, em detrimento de verificar se Go = v possui

alguma solug¢do. Chamamos de Sindrome de erros de um vetor v € Z3 ao vetor H(v).

Exemplo 1.1.3. O cédigo de Hamming de ordem m sobre Z, é o c6digo linear cuja matriz de
verificagao de paridade H é constituida por todos os vetores nao nulos do espago ZJ', numa
ordem qualquer. Considerando que Z3' possui exatamente 2™ — 1 elementos nao nulos, ao
organizar estes vetores em colunas de uma matriz H, obtemos uma matriz de M, x,(Z2), com
n = 2™ — 1. Uma construgao alternativa da matriz de verificacao de paridade de um cédigo
de Hamming parte de notar que cada uma de suas colunas é determinada pela sequéncia de
digitos de cada niimero j = 1,--- , 2™ —1 no sistema binario. Como exemplo disto, ilustramos

a seguir uma matriz de verificacao de paridade do cédigo de Hamming de ordem 3, Hs:
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1010101
Hy=]10110011
0001111

O peso do vetor u, onde u € ZY, é definido por w(u) = d(u,0). A distancia (minima)

de um codigo linear € é o menor peso positivo obtido dentre os vetores de €. Designa-se por

[n, k, d]-c6digo linear todo [n, k|-cédigo linear C, cuja distancia minima é d. O peso de um

vetor assim definido é conhecido como peso de Hamming e a distancia, por consequéncia, é

conhecida como distancia de Hamming do codigo.

Decodificacao e Sindrome de Erros de um Cédigo Linear

O processo de deteccao e correcao de erros de um codigo € é chamado de decodificacao.
Neste processo, a diferenca entre o vetor recebido pelo destinatario, em relacao ao enviado

pela fonte, é chamado de (um) padrao de erro. O seguinte teorema fornece um importante

resultado acerca dos padroes de erro. Para obter mais detalhes sobre, indicamos [38].

Teorema 1.1.4. Um cddigo classico corretor de erros cujos parametros sao [n,k,d] é capaz

d—1
de detectar até d — 1 erros e é capaz de corrigir até t = [T—‘ 67‘7‘05.

A relacao de equivaléncia induzida no espago Z% pelo seu quociente por € determina uma
particao de Z%, onde cada classe corresponde a um tnico padrao de erros. Para fins de maior

clareza podemos listar esse fenomeno numa tabela, chamada de arranjo padrao. Para tal,

considere € = {0 = vy,vy,- -+ ,vor}. Assim sendo, existem 2"~* padroes de erros, os quais

denotaremos, respectivamente, por ey, - -+ ,esmn-x. O Arranjo padrao, nesta ocasiao, é:

5[.] denota a fungao méximo inteiro
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’1]1:0 ’UQ oo /Uj oo U2k
el V9 + €1 v + e Ugk + €1
€2 Vg + €9 Vj + e Ugk + €2
€; U2+€Z‘ Uj+6i ng—Fei
€ogn—k Vg + €gn—k -+ Vj+ €on-k - Ugk + Eon—k

Observagao 1.1.5. Assume-se, na construcgao do arranjo padrao, sem perda de generalidade,

que w(e;) <w(vj+e€;), j=1,--+ vo. O vetor e; é chamado de vetor lider da classe e; + C.

Percebe-se que cada vetor de Zj esta listado exatamente uma vez no arranjo padrao, bem

como que cada linha deste arranjo corresponde a uma tunica classe de equivaléncia de Z3 /C.

Suponha que uma mensagem codificada em um vetor v € € é acometida de um erro e;,
de forma que a mensagem a ser decodificada é v 4 ¢;. Como C = Ker(H), segue que para
cada i =1,---,2" % H(v+e¢) = H(e;). Tomando o vetor lider da pré imagem de v + e;,
constata-se qual é o padrao de erros pelo qual a informacao original foi corrompida. Da

maneira como foi construido o arranjo padrao, tem-se H(e,) # H/(ep), sempre que a # b.

Um processo de decodificacao, conhecido na literatura como Decodificacao por Maxima

Verossimilhanga, é descrito pelo fluxograma da figura [I.2] a seguir.

Recebida a Mensagem v = v + ¢;
Calcule a Sindrome de erros ¢;, tal que:

H(W')=H(w+e)=H(e) = H(e;)

Determinar o Padrao de Erros e no Arranjo Padrao:

H(e) = H(e;)

v = v — e; é a palavra codigo

Figura 1.2: Fluxograma: Decodificacao por Maxima Verossimilhanca
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Cdédigos Duais

A nocao de cédigo dual, além de estabelecer uma maneira de construcao de cédigos classicos

desde codigos ja conhecidos, nos sera 1til ao estabelecermos os cédigos CSS, na segao [3.6]

Ao considerar o produto interno formal (u,v) = Zuivi definido em Z7, chama-se de

Cédigo Dual de um cédigo €, ao cédigo G+, definido por:
et ={ueczZy/(u,v) =0, Vv e C}.

O primeiro fato a constatar-se acerca dos codigos duais é que se € é um codigo linear em

7%, de dimensio k, entao G é um cédigo linear de dimensao n — k, [38].

Parametros de Qualidade de um Cdédigo

Dentre diversos parametros de qualidade de um cédigo, vamos salientar os limitantes de
Hamming e de Singleton. Para este ultimo, faz-se necessario o teorema que segue, cuja

demonstragao pode ser obtida em [3§].

Teorema 1.1.6. Seja C um [n, k]-cddigo linear, cuja matriz de verifica¢ao de paridade é H.
A distancia minima de C € d se, e somente se, quaisquer d —1 colunas de H sao linearmente

independentes e existem d colunas linearmente dependentes.

Agora, se C é um [n, k, d]-c6digo linear, com matriz de verificacdo de paridade H, tem-se
que o posto de H é d—1. Visto que H(Z%) C ZS”“, segue que d—1 < n—k. Essa desigualdade

comumente aparece na literatura como d < n—k+1, e é chamada de Limitante de Singleton.

Um [n, k, d]-cédigo que satisfaz com igualdade o limitante de Singleton é aquele que possui
a distancia maxima possivel para um [n, k]-cédigo. Por este motivo, é comumente designado

por MDS (Maximum Distance Separable).

Teorema 1.1.7 (Limitante de Hamming). Se C é um [n, k,d]-cddigo linear sobre Zs, que

corrige até t erros, entao, se m = #C, vale a sequinte relagao:

m |1+ ot + < 2"
1
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1.2 Fundamentos Algébricos

Esta secao ¢é utilizada para fixar notagoes e listar resultados algébricos utilizados no presente
texto. Os espagos de Hilbert de dimensao finita sao de grande interesse no ambito da fisica
quantica pois, como veremos mais adiante, um sistema fisico, em escala quantica, pode ser
modelado por um espaco de Hilbert com estas qualidades. Veremos adiante que o sistema
fisico mais elementar ¢ modelado por (um subconjunto de) C? e que qualquer sistema fisico

composto é modelado por produtos tensoriais destes primeiros.

A notacao de Dirac é empregada para denotar, no ambito da fisica, vetores de um espago

de Hilbert: Para cada vetor u pertencente a um espaco de Hilbert H, escolhe-se um simbolo
©u, € denota~se u = |p,). Os vetores de um espaco de Hilbert serao denominados, even-
tualmente, por “estados”. A notacao de Dirac é largamente utilizada dentro da mecanica

quantica, a qual, por sua vez, permeia o presente trabalho. Esta notacao é chamada de “ket”.

Um produto interno Hermitiano estabelecido em um espaco de Hilbert H é uma aplicagao

(-] ) : H* — C, sujeito as seguintes condicdes, para todo u,v,w € 3, \ € C:
a. (ulv) = (v]u)’

b {u+w [0} = (u o) + w |o);

c. (Aulv) =Xu |v) = (u|XNv);

d. (M |u) > 0, sempre que u # 0.

Observagao 1.2.1. i. Denota-se o conjugado complexo de x € C por z*.

ii. Utiliza-se a notagao (p| para denotar a aplicagao (¢| -) : H — C. Em termos matriciais,

(| é o transposto conjugado de |¢), isto é, (¢| = |¢)'.

Um operador linear M é dito hermitiano se sua representacao matricial € hermitiana, isto

é, Mli, j] = M[j,i]*. Um operador (matriz) M é dito unitdrio quando MT = M1,

Exemplo 1.2.2 (Matrizes de Pauli). Sao exemplos de matrizes hermitianas e unitdrias as

matrizes de Pauli, definidas a seguir:
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10 01
oo = 1d = opo=X=

01 10

0 — 1 0

v 0 0 -1

Exemplo 1.2.3. Operadores que sao hermitianos e/ou unitérios:

1 1 1
a. O operador de Hadammard, $ = — , € hermitiano e unitario;

Vel -1

0
b. O operador Fase, & = , ¢ unitario, mas nao hermitiano;

0 ¢

1 0
c. O operador £, T = , ¢ unitario, mas nao hermitiano.
0 exp(im/4)

O colchete (de Lie) dos operadores A, B é [A, B] = AB — BA. Analogamente, define-se
{A, B} = AB+BA. Diz-se que A e B comutam se [A, B] = 0 ou anticomutam se {A, B} = 0.

Seja A um anel comutativo, com unidade, e (V,4) um grupo abeliano. Considere a

aplicagao - : A x V — V, definida por -(a,v) = a - v. Suponha adicionalmente que, indepen-

dentemente da escolha de a,b € A e u,v € V, ocorre (a+0b) - (u+v) =a-u+a-v+b-u+b-v,

(ab)-v=a-(b-v) e que 1-v = wv. Dizemos, satisfeitas tais hip6teses, que V é um A—méduloﬁ

Por mais que a nogao de modulos seja muito abrangente, nos restringiremos apenas aos

conceitos fundamentais para o nosso texto. Devemos observar que, a menos de isomorfismo

de moédulos, nao ha necessidade em fazer referéncia quanto a lateralidade da estrutura de

moédulo quando o anel subjacente é comutativo. A nocao de médulos é uma generalizacao

natural de espacos vetoriais. Para mais detalhes, indicamos as referéncias [3], [42] ou [46].

Os moédulos de nosso principal, mas nao exclusivo interesse, sao os de matrizes complexas,

sobre o corpo C, dos niimeros complexos. Os médulos mais utilizados neste trabalho, porém,

sao os (produtos tensoriais de) espagos complexos 2-dimensionais.

Stecnicamente, (V,+,A, ) é um médulo.
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Dados dois A-médulos quaisquer U e V, existe um par (T,7), constituido por um A-
moédulo T e por uma aplicacao A-bilinear 7 : U XV — T, que possuem a seguinte propriedade,

a qual é comumente conhecida como Propriedade Universal do Produto Tensorial: dado

qualquer A-médulo W e qualquer aplicacao A-bilinear b : U x V — W, existe uma unica

aplicacao A-linear ¢ : T — W que faz o seguinte diagrama comutar:

Uxv b

3
Proposicao 1.2.4. Sejam U,V A-médulos, (T,7) e (T,7), onde T,T" sao A-médulos e

W

7:UXxV—=>Ten :UxV — T sao aplicacoes A-bilineares. Suponha que, dado qualquer
A-médulo W e uma aplicagao A-bilinear b : U x V — W, existem tnicas aplicacoes A-linear

0:T—=>We ¢ :T — W que fazem os seguintes diagramas comutarem

Uxv =W Uxv =W
ﬂl © ﬂ/l . SOI
T T

Sob estas hipdteses, existe um unico isomorfismo de A-médulos g : 7' — T, que faz o

seguinte diagrama comutar:

UxV—7I T

" L g

T

A proposicao acima nos diz que, a menos de isomorfismo de A-moddulos, existe um tnico
par (T,7) que completa aquele diagrama. Isto nos permite definir tal médulo por produto
tensorial de U e V e denotar o mesmo por U ® V. A aplicaggo 7 : U XV — UKV é
dada, a menos de uma extensao A-linear, por (u,v) — u ® v. A construgao que garante a
existéncia de um produto tensorial de dois médulos ja é estabelecida na literatura, podendo
ser encontrada na maioria dos textos de algebra comutativa, por exemplo. Nestes, vé-se que

um produto tensorial é um quociente especial de médulos, definidos ad hoc.

Um exemplo de grande valia para o nosso trabalho, que pode ser encontrado também em

[44], é o chamado Produto de Kronecker, que estabelece o (a projegao associada ao) produto
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tensorial de duas matrizes sobre o mesmo anel de escalares: Se A é um anel comutativo, com
unidade, A = [a;];; € Mypxn(A), B = [bij];; € Myxq(A), entdo o produto tensorial de A por
B, nesta ordem, é uma matriz de ordem mp x ngq, descrita por mn blocos de dimensao p X ¢,

e cujo bloco que ocupa a i-ésima linha e a j-ésima coluna de blocos é dado como segue:

[A® B]z’j = [aijB]ij

1 2
Exemplo 1.2.5. Sejam A = 3 4 e B = ( 7 8 9 > O produto tensorial A ® B,
5 6
entre A e B, é:
1

A®B =

ot W

)@ 789>
7
7
7

(

(

(

07 08 09) (14 16 18)
)

3.
5.
(
= | (21 24 27) (28 32 36)
(
7

—_
NN TN O =~ (\V]
oo oo oo
Ne]
N—

89) 2
89) 4
89) 6

35 40 45 ) < 45 48 54 >
8§ 9 14 16 18

= 21 24 27 28 32 36

35 40 45 42 48 54

Suponha que V é um espaco vetorial e que E é um operador de V. Consideremos o
produto tensorial Vi ® Vo ® - -+ ® V,,, onde V; = V. Define-se a aplicagao F; : V¥ — V&"

da seguinte maneira:

Ej=1delde.  eldyEldeldy -9 1d.

ji— 1fatores n— jfatores

Exemplo 1.2.6. Se V = C?, os operadores listados abaixo atuam sobre V3:
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a. X1 =X®1d® Id b. Xo=I1d®X®Id c. Xg=1d®I1Id®X

Exemplo 1.2.7 (Grupo de Pauli). Fixada uma base de C?, cada matriz de Pauli é canoni-
camente associada a um operador linear. Desta maneira, dado n € N, pode-se construir o
grupo de Pauli P, gerado pelos operadores {X;, Dk, 3i};ki=1,.. n- Este grupo é chamado de

Grupo de Pauli de n qubits. Os elementos do Grupo de Pauli sao operadores Hermitianos.

O peso de um elemento do grupo de Pauli é exatamente a quantidade de qubits que estao
n n

em seu suporte, isto é, se g = H.’ff’iz)gj jj, 0 seu peso é w(g) = Z(S ((zj +y; + 2;) > 0).
j=1 j=1

Observacao 1.2.8. Dada uma proposicao p, estabelecemos a notagao (fungao) d (p):

1 , se p é verdadeira
6 (p) =

0 ,sep éfalsa

Considere um espago de Hilbert H, munido de um produto interno hermitiano (- | -).

Dados |v), |w) € H, o produto exterior dos vetores |v) e |w) é o operador linear |v) (w| de

H, definido por |v) (w| = (w| -) |v). Fixada a base {|0),|1)} de C?, podemos escrever:

X = [0) (1 +[1) 0]

D = i[1) {0 —[0) (1]

3 = [0) (1] = 1) 0]

5 10) O] = 1) {1 +10) (1] + [1) (O]

V2

Observacao 1.2.9. Frequentemente, na auséncia de possibilidade de confusao, utilizaremos

a notagao |¢1), ou mesmo |p, 1)), ao nos referirmos ao produto tensorial |¢) ® [1)).

1.3 Grupos e Acoes de Grupos Sobre Mddulos

O centralizador de um subgrupo § < 3 é o conjunto C(G) = {h € H;gh = hg,Vg € G},
enquanto que o normalizador de G é o conjunto N(G) = {h € H; hgh™' € §,Vg € G}.
Se P, é o grupo de Pauli de n qubits, e § < P,, é um subgrupo qualquer, é possivel

mostrar que C(G) = N(G). Este fato é largamente utilizado na construgao dos cédigos
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quanticos corretores de erros e, em especial, na construcao dos cédigos estabilizadores.

Dizemos que um grupo § age sobre X se existe uma aplicacao ® : G x X — X, tal
que &, = ®(g,-) : X — X é uma bijecdo, tal que se g,h € G, tem-se $y0 Pp-1 = Pyp-1.
Denotamos ®,(z) = gx. A agao é livre de pontos fixos se gr # z, para cada g € Ge z € X,

com g # Idg. Se X é um espaco topolégico, a acao é propriamente descontinua se, para cada

r € X, existe uma vizinhanca V, > x, tal que gV, NV, = 0, para cada g € G, com g # Id,.

O subgrupo estabilizador de um elemento x € X, ou o grupo de isotropia de x, é o
grupo G, = {g € §/gx = x}, enquanto que subgrupo estabilizador, ou de isotropia de um
subconjunto X’ C X é o grupo definido por Gy = {g € G/gzr = x,Vx € X'}. Obviamente este
grupo é obtido pela interseccao do grupos estabilizadores de cada x € X'. O subconjunto X’

¢ dito estabilizado por Gy. A dérbita de um elemento x € X é o conjunto Gz = {gz/g € G}.

1.4 Fundamentos da (Geometria Hiperbdlica

Os postulados de Euclides constituem os pontos mais primordiais no estudo da geometria
euclidiana. Estes foram escritos por volta dos anos 300 a.C. e, durante muito tempo, foram
tacitamente aceitos. Num determinado momento passou-se a indagar se o quinto postulado,
o das paralelas, era, ou nao, consequéncia dos demais. Desde Euclides, quase dois mil anos se
passaram até que Gauss mostrou a existéncia de uma geometria consistente, onde os quatro
primeiros postulados, mas nao o quinto, eram validos. Sobre esta descoberta, Gauss escreve
algo equivalente a: “Assumir que a soma dos angulos internos de um triangulo é menor
do que 180°, permite estabelecer uma geometria diferente daquela de Euclides, mas ainda
consistente”. Este foi o primeiro exemplo de geometria nao-Euclidiana. Gauss nunca publicou
seu achado. Contudo, de maneira independente, Lobachevsky, em 1829, e Bolay em 1832,

redescobriram esta geometria, a qual atualmente conhecemos por Geometria Hiperbdlica.

Além deste fato eventualmente curioso, nao nos atentaremos demasiadamente aos detalhes

desta geometria. Para estes, e como leitura complementar, indicamos [39, 6] 5], 2].

2|dz|
1=z

O Disco de Poincaré é o conjunto D = {z € C; |z| < 1}, munido com a métrica ds =

Considere, para cada «, 3 € C, tais que |a|* — |3]*> = 1, a aplicagao v : D — D, dada
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oz + L, ~ s .
por y(z) = Bt ? Esta aplicacao é chamada de Transformacao de Mobius. O conjunto
z+a
Mdb(D), das transformacgoes de Mébius, é um grupo cuja operacao subjacente é a composicao

de aplicacoes. Cada Transformacao de Mobius é uma aplicacao conforme. Uma aplicacao

conforme é aquela que preserva angulos e distancias.

Observacao 1.4.1. i. Considere v : D — C2, tal que v(z) = gziﬁ. Se o = 0, entao
2+ a
|a|? — |B8]* = —|B|? < 0. Isto implica que v ¢ Mab(D).
ii. Seja v : D — D, definida por v(z) = @zt ? Note que @zt g S ? Portanto,

Bz + & Bz+a —fz—a
sem perda de generalidades podemos considerar que « > 0.

O grupo Mob(D) tem uma métrica canonica: Dados quaisquer 7;(z) = %;Lg € Maob(D),
a; > 0,1 = 1,2, tem-se dist(y1,72) = H(@hﬁh/gl,()ﬁ) - (%;52;52#@)”- Um subgrupo I'
de Mob(D) é dito um Grupo Fuchsiano se é discreto, em relagao a topologia induzida pela

métrica de Mab(D).

Teorema 1.4.2 (Adaptado de [39]). Um subgrupo I' C Méb(D) é um grupo Fuchsiano se, e

somente se, atua propriamente descontinuamente sobre D.

Corolario 1.4.3 (Adaptado de [39]). Um subgrupo I' C Méb(DD) atua propriamente descon-
tinuamente sobre D se, e somente se, a 6rbita de qualquer elemento z € D é um subconjunto

discreto de D.

Proposigao 1.4.4. Seja I' um subgrupo de Masb(D). Sao equivalentes:
i. T é discreto (Fuchsiano);
ii. Idr é um elemento isolado;
iii. A orbita de cada z € D é um subconjunto discreto de ID.
Demonstracao: Se I' é discreto, obviamente Idr é um elemento isolado.
Se Idr é um elemento isolado, entdao {Idr} é aberto em I'. Dada qualquer vy €
Mob(D), considere ®.-1 : Mob(D) — Mob(D), dada por ®.-1(p) =7 1.

Independentemente da escolha de v € Mdb(D), ®,-: é uma aplicagdo continua. Portanto,

{7} = <I>;_11{Idp} ¢ aberto em I'. Logo, v ¢ um elemento isolado.

Decorre da aplicagao do teorema juntamente com o Coroldrio |1.4.3/(]
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O trago de uma transformacao de Mébius v € M6b(D) que é dada por ~(-) = % : 1?, é
-t
2
: a f _\2 . N
definido por 7(v) = |tr | _ = (a+@)”. Uma transformacao de Mobius nao trivial
B a

~v é classificada em parabdlica, eliptica ou hiperbdlica se 7(7) é igual, menor, ou maior do que

quatro, respectivamente. As transformacoes de Mobius que nos interessam sao as elipticas.

As transformacdes elipticas sao conjugadas a uma rotacao do disco de Poincaré z +— ez.

Observacao 1.4.5. Daqui em diante consideraremos apenas poligonos hiperbdlicos cujos

vértices se situam no interior de . Mais detalhes sobre este assunto sao encontrados em [6].

Teorema 1.4.6. Considere um triangulo hiperbdlico cujos angulos internos medem o, 3 e 3.
Adicionalmente, considere que a,b e ¢ sao os comprimentos hiperbolicos dos lados oposto a

a, B e 5, respectivamente. Sao vdlidas as sequintes relagoes:

) = cosh(a)cosh(b), (1.1)
) = senh(a)tg(B), (1.2)
) = senh(c)sen(p), (1.3)
tgh(a) = tgh(c)cos(p), (1.4)
) = cosh(a)sen(f), (1.5)
) : (1.6)

= cotg(a) cotg(h)

Teorema 1.4.7. Considere um triangulo hiperbolico de vértices A, B e C, cujos angulos

internos medem «, 3 e 7y, respectivamente, e cujos respectivos lados opostos medindo a,b e c.

C

b B

o

A

Sao validas as sequintes relagoes:



1.4 Fundamentos da Geometria Hiperbdlica 17

i. A Lei dos Senos para Triangulos Hiperbolicos:

senh(a)  senh(b)  senh(c)

= = 1.7
sen(a) sen(f3) sen(7y) (17)

it. A 1% Lei dos Cossenos para Tridngulos Hiperbdlicos:
cosh(c) = cosh(a) cosh(b) — senh(a) senh(b) cos(7) (1.8)

iii. A 2% Lei dos Cossenos para Triangulos Hiperbdlicos:
cosh(c) = cos(a) cos(B) + cos() (1.9)

sen(a) sen(f3)

Lema 1.4.8. Considere um triangulo cujos lados medem a, b e ¢, com os respectivos angulos
opostos medindo «, # e v. O raio R, da circunferéncia inscrita neste triangulo, pode ser

obtido através da relacao

cos? () + cos? (B) + cos? () + 2 cos (a) cos (B) cos () — 1
2 (1 + cos (a)) (14 cos (8)) (1 + cos (7))

tanh?® (R) =

Um dos resultados da geometria hiperbdlica de maior elegancia matematica é expresso
pelo teorema de Gauss-Bonnet. Este, assim como as férmulas trigonométricas hiperbdlicas,
fornecem informagoes acerca de poligonos baseado apenas em seus angulos internos, eventu-

almente desconsiderando o comprimento de lado dos mesmos.

Teorema 1.4.9 (Gauss-Bonnet para Triangulos Hiperbdlicos). Um triangulo hiperbdlico de

angulos internos medindo o, B e vy tem drea igual a m — (o + B+ 7).

Visto que um n-gon de angulos internos aq, - - - , o, pode ser decomposto em n triangulos,

segue que a area deste é dada por (n — 2)m — Z ;.
J
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1.5 Tesselacoes

Fixado um ponto P € D, um poligono hiperbdlico P que contém P é uma intersecao finita de
semiplanos que contém P. Um lado de um poligono P é uma aresta munida de uma orientacao.

Dado um grupo Fuchsiano I', uma Regiao Fundamental para este ¢ um subconjunto aberto

F C D, que possui as seguintes propriedades:

i. ﬂv(F):]D);

vel’

ii. As imagens de F' via elementos de I' sao duas a duas disjuntas.

A familia {y(F);y € I'} é chamada uma tesselagdo de . A tesselagao é dita Regular se

F' ¢é um poligono regular.

De maneira geral, uma tesselacao de uma superficie M é, em sintese, o recobrimento desta

por meio de poligonos regulares, que satisfazem as condicoes abaixo:

i. Nao ha sobreposicao de poligonos, isto €, estes possuem os interiores dois a dois disjuntos;

ii. Na eventualidade de dois poligonos se intersectarem, tal interseccao se dd ao longo de

aresta (s) inteira(s) ou em vértice(s).

Suponha que, dado um vértice v de uma determinada tesselacao, este pertenca a exata-
mente ¢ poligonos desta, cada um dos quais é um p;-gon, com j = 1,--- ,¢, considerando o
sentido hordrio ou anti-horério. Dizemos, entao, que t é a Valéncia de v e que [py, - ,p] é

o Tipo de Vértice de v. O tipo de vértice nao percebe permutacoes ciclicas em seus indices.

Uma tesselacao é dita semirregular se todos os seus vértices sao de um mesmo tipo. Uma

tesselacao semirregular é dita regular se, adicionalmente, todos os poligonos subjacentes sao

congruentes. Denotamos uma uma tesselagao regular, cujos poligonos que constituem as

faces sao p-gons e cuja valéncia de cada vértice é ¢, simplesmente por {p, ¢} .

O Incentro de um poligono P, quando existe, é o centro da circunferéncia inscrita a este.

Chamamos de apdotema de um poligono regular ao comprimento do raio da circunferéncia

nele inscrita. O teorema contempla a existéncia do incentro de um poligono.



1.5 Tesselagoes 19

Teorema 1.5.1 (adaptado de [6]). Sejam 6y, --- , 0, niumeros reais, tais que 0 < 0; < 7, para
cada j = 1,--- ,t. BExiste um poligono hiperbdlico P, cujos angulos internos medem, nesta
ordem e a menos de uma permutacgao ciclica, 64,--- ,0;, se e somente se, ZGj < (t—2)m.

J
Nestas condigoes existe uma circunferéncia inscrita no poligono P.

Observacao 1.5.2. A prova do teorema ¢ feita construindo-se um quadrildtero @),
para cada j = 1,--- ,t, cujo ponto O indicado é a origem, conforme a figura Nesta o

autor, cito [6], observa que a construgao pode ser realizada para qualquer valor a > 0, o qual

Uj

sera  escolhido  conveniente-
mente, baseado na construcao e

de modo que Z a; = 2.

j
Feito isso, concatena-se todos es-
tes quadrilateros, de forma que
4 s / "
os vértices v e v, se sobre-
ponham, bem como as arestas
/ /!
[0,v}] e [O,v],,], a fim de obter o
j
o poligono buscado.
E importante destacar nesta

construcao a perpendicularidade

entre os segmentos de geodésica

[0,v]] e [vj,vj]: O segmento Figura 1.3: Representacao de um quadrildtero com

, dois angulos retos, um medindo «; e outro medindo 6;.

[vj,v}], ao ser concatenado com
o segmento [v;11, v}, ], dard lu-
gar a uma das arestas do poligono. Esta, por sua vez, é ortogonal ao segmento de geodésica

[0,v] = [0, v],,], que determina o raio da circunferéncia inscrita.

Em particular, quando o poligono P é regular, cada apdtema é o segmento de reta deter-

minado pelo ponto médio de uma de suas arestas, a qual é perpendicular, e o seu incentro.

Desconsiderando as propriedades métricas de uma tesselagao, obtemos um grafo. A

Tesselacao Dual de uma tesselacao dada é aquela obtida canonicamente pelo grafo dual

do grafo subjacente a esta. Mais precisamente, fixada uma tesselagao cujas faces possuam
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incentro, a tesselacao dual a esta é a tesselacao construida da seguinte maneira: Cada in-
centro da tesselacao fixada passa a ser um vértice da tesselacao dual, enquanto que cada
segmento de geodésica que conecta os incentros de dois poligonos adjacentes determina uma
aresta. Notando que, fixado um vértice v da tesselagao original que possui valéncia ¢, em seu
entorno existem exatamente ¢ incentros que, ao serem conectados pelas arestas da tesselagao
dual, determinam um g-gon. Reciprocamente, fixada uma face da tesselacao original, que
sem perda de generalidade podemos supor um p-gon, nota-se que do seu incentro, que é um
vértice da tesselacao dual, partem p arestas, também da tesselacao dual, cada uma cortando
perpendicularmente exatamente uma aresta deste poligono. Isto faz com que tal vértice da

tesselacao dual tenha valéncia p.

Em particular, a tesselagao dual da tesselacao regular {p, ¢} ¢é a tesselagao regular {q, p}.

Figura 1.4: Tesselagoes do disco de Poincaré. Em preto: Tesselagao {5,6}. Em vermelho:
Tesselagao {6,5}, dual da tesselacao {5,6}.
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1.5.1 Tesselagoes do Plano Hiperbdlico

Em se tratando de tesselagoes regulares do plano euclidiano, dado um vértice v qualquer de
uma dada tesselacao {p, ¢}, a medida do angulo interno de cada poligono é, obrigatoriamente,

27”. Isto garante que, ao se decompor canonicamente tal poligono em p triangulos, os angulos

s

q

internos deste devem ser 7, % e 2?”, de onde segue que 27” + 2?“ = m, ou seja, (p—2)(q—2) = 4.
Assim, os unicos candidatos a tesselagdo regular, na geometria euclidiana, sao a {3,6}, {6,3}
e {4,4}. De fato existem tesselages regulares com estes parametros, a saber, aquela por

triangulos, hexagonos e por quadrados, respectivamente.

A curvatura negativa de um espaco com métrica hiperbdlica possibilita a existéncia de
uma infinidade de tesselagoes. Em particular, enquanto o plano euclidiano admite apenas
treés tesselacoes regulares, o plano hiperbolico admite uma infinidade de tesselagoes regulares,
considerando a sua geometria. Obviamente, a existéncia de uma tesselacao regular {p, ¢} do

plano hiperbdlico faz exigéncia de uma relagao entre os parametros p e q.

Teorema 1.5.3. Sejam p, q inteiros maiores do que 2. Existe uma tesselagao {p,q} de D se,

1 1 1
e somente se, = + = < =.
’p+q 2

Assim, existe uma tesselacao de D se, e s6 se, (p — 2)(¢ — 2) — 4 > 0. Esta inequagao
admite infinitas solugoes inteiras. Conforme realizado em [22] e [51], as tesselagoes regulares
nos serao uteis, pois construiremos superficies hiperbdlicas a partir de um poligono de uma
tesselacao regular de D, mediante uma identificacao de arestas e um quociente do disco de

Poincaré por um grupo que age propriamente descontinuamente neste.

1.5.2 Superficies Hiperbdlicas

O teorema de Killing-Hopf trata, em sua forma original, de variedades Riemannianas. Tra-
zemos abaixo a sua adaptacao para o caso em que utilizamos aqui, por meio de uma mera

restri¢ao. Mais detalhes deste podem ser encontrados em [53], 4].

Teorema 1.5.4. (Killing-Hopf Geral, [53]) Qualquer superficie de curvatura constante, com-
pleta e conexa, ¢ um quociente ou de um espago euclidiano, ou hiperbolico ou esférico, por

um grupo de isometrias, que nele atua propriamente descontinuamente e livre de pontos fixos.
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Vamos tratar aqui de construir superficies hiperbdlicas por meio do quociente de D por
grupos Fuchsianos especificos. Um ingrediente relevante para esta construcao é a nocao
de emparelhamento de lados: Dado um poligono de n lados P, contido no interior de D,
juntamente com uma orientagao de suas arestas, e uma indexacao de seus vértices, digamos

V1, , Uy, € de seus lados, si,---,s,, um emparelhamento entre os lados s; e s; € uma

aplicagao v, € Mob(D), tal que v, (sk) = s, que preserva a orientacao estabelecida.

Dado um par (¥), onde s é uma aresta do poligono hiperbdlico P e v é um vértice de s
s/) )

v

*S) o par composto pelo mesmo vértice v, e com a aresta xs, a qual

denotamos por *(?) = (

é a aresta distinta de s que contém v. A figura [1.5| exemplifica a aplicacao do operador *.

Figura 1.5: Tlustracao da aplicacao *( )

Para cada aresta s; do poligono IP, escolha uma aplicagao de emparelhamento de arestas
7; e considere a seguinte construcao: Fixado um par (Zg), defina s; = v1(s0) € v1 = 11 (vo),
onde v; é um vértice e s; é uma aresta de IP. Agora, defina indutivamente s;1 = Yj+1(*si) €
Vg1 = Yk+1(vg). Como a quantidade de vértices de [P é finita, obrigatoriamente para algum

”j,) = (”0). Se jo € o menor inteiro positivo com esta propriedade,

J > 0 deve ocorrer que (*S .
J

chamamos de Ciclo de Vértices a sequéncia € = vy — v; — -+ — vj,—1 e de Transformacao

de Ciclo Eliptico a transformagao 7. = 7v;,7Vjo—1 - - - 71- Eventualmente existe mais de um ciclo

de vértices de P, porém, cada vértice pertence a um tnico ciclo. A Soma dos Angulos do

ciclo de vértices €, é a soma dos angulos internos de P, em cada um dos vértices v de €, ou

seja, Sum(e) = Z Z(vj). Dizemos que um ciclo de vértices satisfaz a Condicao de Ciclo

vjE€E
Eliptico se existe um nuimero inteiro m > 0, tal que m Sum(e) = 2. Um ciclo eliptico ¢ é

dito Acidental se Sum(e) = 2.

A figura ilustra um poligono de oito lados com emparelhamento de lados opostos. O
ciclo de vértices relativo a este emparelhamento de arestas é v — vg — v3 — Vg — VU5 —

vy — V7 — vy, enquanto que a transformacdo de ciclo eliptico é v, '3 5 Py a3
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Ve Us

Figura 1.6: Poligono de 8 lados, com lados opostos emparelhados.

Este poligono pode, por exemplo, ser obtido com a tesselagao regular {8,3} ou com a
{8,8}. Em ambos os casos os ciclos elipticos satisfazem a condigao de ciclo eliptico, porém

apenas no segundo este é acidental. O esquema que ilustra o ciclo de vértices é o seguinte:

S1 S5

V1 v Ve * Ve g V3 *, V3 7 Vg *, (OF} i Vs *, Vs
0 R ) B (e ) R A O B R (e (O R VR )
-1 -1 —1 -
vs) Ty (v2\ Ko (w2 T2y (vr) Ky (vr) T3y (va) A, (va) T4y (v K (w1

() = () =G = C) =G = G =)= G =G
Teorema 1.5.5 (Poincaré, [39,[6]). Seja P um poligono hiperbdlico convero que possui uma
quantidade finita de lados, completamente contido no interior de ID. Suponha que P estd
equipado com um conjunto de transformacoes de emparelhamento de lados G, cujos (todos
0s) ciclos elipticos sao €1, -+ , &, e de modo que nenhum lado de P estd emparelhado consigo
mesmo. Suponha, adicionalmente, que cada ciclo eliptico ¢; satisfaz a condigao de ciclo
eliptico, com m;jSum(e;) = 2m. Nestas condi¢oes, tem-se:

i. I'=(9) é um grupo Fuchsiano;
1. O poligono P é um dominio fundamental para T';

1. O grupo I" pode ser descrito em termos de geradores e relagoes. Para cada ciclo eliptico
gj, escolha uma transformagao de ciclo eliptico v; = 7.;. O grupo T' pode ser gerado

pelos elementos 7y; e com relacoes fy;nj = Id como seque:

F:(yjegw;"f:]d,j:h-- ).
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Observacao 1.5.6. A transformacgao de ciclo eliptico ; empregada no teorema de-
pende do vértice e da aresta na qual o processo de confeccao desta se inicia. Embora dis-
tintas escolhas de vértices e/ou arestas iniciais levam em aplicagoes eventualmente distintas,
estas diferem apenas por uma permutacao ciclica na ordem de composicao. Para o presente

teorema, esta caracteristica é irrelevante.

Considere a tesselagao do plano euclidiano dado por quadrados de lado unitario. Esta
tesselacao nada mais é do que um recobrimento do plano por regides fundamentais do grupo
das translagoes inteiras do plano. E fato que este grupo atua no plano de maneira propri-
amente descontinua. O quociente do plano euclidiano por este grupo acaba por identificar
todos os pontos da oérbita de cada ponto. Em particular, cada par de arestas opostas de
um quadrado qualquer estao identificadas mediante este argumento. Tomando tal quadrado
e metaforicamente colando todos os pontos mutuamente identificados, percebemos que a

superficie resultante deste quociente é o toro de génus 1. A figura ilustra esta situacao.

— ( ; é > @

J
Figura 1.7: Ilustragao de um quadrado que é regiao fundamental do grupo de translacoes
inteiras dando lugar ao 1-toro, mediante a “colagem”dos lados opostos identificados. Intui-

tivamente, este é o processo que ocorre no quociente do plano euclidiano, pelo grupo das
translagoes inteiras.

Com um processo similar, a identificacao de lados opostos do poligono de oito lados
fornece, segundo o teorema de Poincaré, [1.5.5] um grupo Fuchsiano I'. O quociente de D por
tal grupo, determina uma “colagem” de arestas e vértices identificados, segundo o ciclo de

vértices descrito na figura[l.6] Este resulta no 2-toro, conforme indicado na figura [1.8
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Us U7

Figura 1.8: Tlustracao da construcao do 2-toro desde um 8-gon, com lados opostos pareados.
(figura baseada em similar de [49]).
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Considere um 4g-gon regular P, munido de um emparelhamento de lados opostos, imple-
mentado de forma que se tenha somente um ciclo eliptico. Se este ciclo eliptico é acidental,
a superficie D/T", onde T é o grupo Fuchsiano associado a identificagao de lados dada, é o
g—toro. Se g > 1, a superficie conta com uma métrica hiperbdlica, de forma que a projegao
7 : D — D/I' é uma isometria local, o que forga D/I" ser uma superficie hiperbélica. A

existéncia de um unico ciclo de vértices € forga que se § é a medida de cada angulo interno

de P, entdao Sum(e) = 4¢6. Para que o ciclo de vértices seja acidental, requer-se que 0 = i—g.
Este poligono pode ser obtido em uma face da tesselagdo {4g,4g}. De agora em diante, a

menos de mencgao contraria, estaremos considerando superficies hiperbdlicas assim obtidas.

A caracteristica de Euler de uma superficie M é obtida através de uma triangulagao desta.

Se V, E e F sao, respectivamente, o nimero de vértices, arestas e faces desta triangulacao,
entao a caracteristica de Euler de M é x(M) =V — E + F. Obviamente nao é nada pratico
obter triangulagoes e realizar sua contagem sobre uma superficie. Para contornar esta si-
tuacao, lancamos mao do seguinte resultado: Se M é uma superficie orientavel, compacta e
conexa, de génus ¢, entao x(M) = 2(1 — g). Portanto, se M é o g-toro obtido do 4¢g-gon, da
tesselacao regular {4¢g,4¢g} de D, entao x(M) = 2(1 — g).

1.5.3 Tesselacoes de Superficies Hiperbdlicas

Tesselar uma superficie Ml consiste em obter uma particao da mesma em poligonos regulares,
de interior disjunto e sem sobreposicao, Py*,--- P21 ... PP ... [PPr onde P é um pj-gon
e cada par de pj-gons sao congruentes, independente da escolha de j = 1,---,r. Numa
tesselacao, quando dois poligonos se intersectam, o fazem ao longo de uma aresta ou de um

vértice. A tesselacao de uma superficie M é dita semirregular se todos os vértices tem o

mesmo tipo, enquanto que uma tesselacao semirregular é dita regular se py = py, = -+ = p,.
Tesselagcoes Regulares de Superficies Hiperbdlicas

Suponha que uma tesselacao {p, ¢} de D é tal que algumas de suas faces, que sdo p-gons P,
tesselam o g-toro M. Se (M) e p(P) sao, respectivamente, as dreas de Ml e P e F' é o niimero

de faces desta tesselagao em M, entao:
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u(M) = Fu(P). (1.10)

Para fins combinatdérios, seja V' o nimero de vértices e E o nimero de arestas desta tes-

selagao de M. Por um instante, considere as meia-arestas da tesselacao, que sao os segmentos

de geodésica obtidos pela metade de uma aresta, determinado pelo seu ponto médio e por

um dos seus vértices. Se a quantidade de meias-arestas é E’, tem-se £’ = 2E. Como de

cada vértice emanam ¢ meias-arestas, temos ¢V = E’, isto é, ¢V = 2E. Similarmente, se

os poligonos fossem desacoplados, cada vértice daria lugar a ¢ novos vértices. Essa nova

quantidade de vértices seria igual a pF', de onde, gV = pF. Juntando estas relagoes, temos:

qV =2F = pF. (1.11)

Observacgao 1.5.7. i. O incentro de p-gon regular determina a decomposicao deste em p

11.

1il.

™

triangulos congruentes, cada um com angulos internos %, 7 e 27”. Segundo o teorema de

Gauss-Bonnet para triangulos hiperbdlicos, cito teorema[1.4.9 a area de cada um destes

ca , - —9p—9 , . ~ .
triangulos é igual a P2—=L—=7 Portanto, a area do p-gon regular, cujos angulos internos

medem 27” ¢ dada por p(P) = WW;

Se g > 2 e {p,q} é uma tesselacao regular sobre o g-toro M, esta consta de F' = ]%
_ 2(g—Upg _ Ag=Dp  ai: 5 .
faces, £ = oo Zpoag Arestas e V = 0 vértices. Segue entao que:
4(g —1 2(g—1 4(g—1
V_oE4F— (9—Dp (9 — Vg N (9—Vg 21— g):

Pg—2p—2¢ pg—2p—2q pg—2p—2q

Se {p,q} é uma tesselagdo regular, seja do plano hiperbélico ou de uma superficie hi-

perbdlica, cujo comprimento de aresta é [, também é valida a relacao:

2 (m 2
CcOoS (E) + cos <?>
sen? (E)

q

Esta decorre da aplicacao direta da 22 lei dos cossenos para triangulos hiperbdlicos no

lp,q = arccosh

triangulo determinado por dois vértices adjacentes, juntamente com o incentro de um
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dado poligono qualquer desta tesselacao.

Proposigao 1.5.8. Seja M uma superficie compacta, conexa e orientavel, de génus g > 2, e
p,q,V, E, F inteiros positivos, tais que u(M) = Fu(P), onde P é um p-gon de angulos internos

; 2m — 4=l - — 3 — =
medindo <. Notando que F' = 15—, se pF' = 2E = ¢V, entao V — E + F = x(M).

Embora sejam necessérias para a existéncia de uma tesselacao regular {p,q} de uma
superficie compacta, conexa e orientavel M, estas relacoes nao sao, por si sé, suficientes para
tal. O que nos permite utilizé-las, a fim de estudar a existéncia de determinadas tesselagoes

regulares de uma superficie, estd contido no teorema o qual foi obtido em [2§].

Teorema 1.5.9 ([28]). Seja M uma superficie compacta, conexa e orientdvel, e p,q,V, E, F

inteiros positivos, tais que V. — E+ F = x(M) e pF' = 2FE = ¢qV. Sao vdlidas as proposicoes:

i. (Existéncia:) Existe um {p,q}-padrao em M, com F faces, E arestas e V vértices, cada

um com valéncia q, exceto quando M € o plano projetivo, p=q=FE =3 eV = F = 2;
ii. (Geometriza¢ao) Um {p, q}-padrdo em M pode ser realizado geometricamente;

iii. (Classificagao) Um {p, q}-padrao na esfera ou no plano projetivo € inico. Para todas as
outras superficies M, os {p, q}-padrao em M, sdo classificados por classes de conjugagdo
de subgrupos isomorfos ao grupo fundamental de M nos grupos de Schwarz estendidos

(p, q, 2)-triangulo.

Os dois primeiros itens deste teorema sao os que de fato nos interessam. Estes garantem
que, satisfeitas as condigoes e [1.11] entao existe uma tesselagao regular {p,q} de M. A

condicao restante da hipotese do teorema é automaticamente satisfeita nesta ocasiao.

Dada uma tesselagao regular {p, ¢} do plano hiperbdlico, o seu comprimento de aresta
pode ser calculado através da trigonometria para triangulos hiperbdlicos. De inicio, a aplicagao

das relagoes [L.5] e [I.6] sobre uma face qualquer da tesselagao fornece:

Proposigao 1.5.10. Dada a tesselacao regular {p, ¢} do plano hiperbdélico, onde I,, é o
comprimento de aresta, a,, e 7,, sao comprimentos dos raios das circunferéncias inscrita e

circunscrita a uma de suas faces, respectivamente, sao validas as seguintes relagoes:
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l,q, = 2arccosh [cos <Z) cossec (Z>} ; (1.12)
p q
a,, = arccosh {cossec <E> cos (Z)] ; (1.13)
p q
Tpq = arccosh lcotg <z> cotg (Z)] . (1.14)
p q

Observacao 1.5.11. Alternativamente, satisfeitas as hipdteses do teorema [1.5.10] também

2 (w 27
cos (E) + cos <?>
sen? <E)

q

Corolario 1.5.12. Se M é um g-toro, g > 2, que é obtido a partir de um poligono da tes-

¢é valida a relacao:

lpq = arccosh

selagao {4g,4g} por meio de emparelhamento de arestas opostas, o menor ciclo de homologia

nao trivial sobre este tem comprimento dy; = 2 arccosh [cotg (fg)]

Observacao 1.5.13. i. O comprimento de aresta de uma tesselagao regular {p, p} do plano

hiperbdlico coincide com o diametro da circunferéncia inscrita a um de seus poligonos;

ii. A drea de M é dada por pu(M) = 47n(g — 1).

Tesselacoes Semirregulares de Superficies Hiperbdlicas Derivadas de Regulares

Os processos de derivacao de tesselacoes regulares descritos aqui, embora estarem sendo
considerados relativamente a uma tesselacao regular de uma superficie M que cumpre as
condicgoes acima listadas, podem ser perfeitamente desenvolvidos sobre uma tesselagao regular
do plano hiperbdlico. Estes processos de derivacao sao intrinsecos das tesselagoes e nao

dependem do ambiente onde elas estao inseridas.

Dada uma tesselagao regular {p, ¢} de uma superficie M, considere a tesselagao obtida
conectando-se os pontos médios de todos os pares de arestas adjacentes, conforme ilustrado

na figura . Este processo é conhecido como Derivacao por Ponto Médio.

Sejam ny, n. e n, as quantidades de faces, arestas e vértices, respectivamente, compo-

nentes da tesselagao original, enquanto que Ny, N, e N, sao as quantidades de faces, arestas
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e vértices, respectivamente, componentes da tesselacao derivada. Assim sendo, ao notar que
internamente a cada um dos n; p-gons da tesselacao original se constréi um novo p-gon e que
centralizado em cada um dos n, vértices da tesselagao original se constréi um g¢-gon, segue
que Ny = ny+n,. Através de um raciocinio similar, cada aresta da tesselacao derivada, neste
caso, ¢ uma arestas de um unico g-gon ou, alternativamente, é aresta de um unico p-gon da
tesselagao derivada. Disto, N. = gn, = pny. Finalmente, cada vértice da tesselacao derivada

, . ’. ~ .. . n
estd situado sobre uma unica aresta da tesselacao original. Segue disto que N, = n, = ]%.

O interesse em determinar as quantidades de vértices, arestas e faces da tesselagao deri-
vada reside em estabelecer, mais adiante, parametros de cédigos quanticos corretores de erros

que estas vao fornecer. Faremos, portanto, este trabalho com mais duas construcoes.

Figura 1.9: A tesselagao derivada por ponto médio de {p, ¢} é a tesselacao [p, g, p, q].

Observacgao 1.5.14. Se L denota o comprimento de aresta desta tesselacao derivada e a é

o comprimento do apétema de um poligono da tesselacao original, isto ¢, a é o comprimento
T

do raio da circunferéncia inscrita a tal poligono, entao L = 2 arcsenh [senh (a) sen (—)] . De
p

fato, obtém-se aplicando a relagao no triangulo retangulo cujo cateto oposto ao angulo

T . . L . , ~ T
que mede » tem comprimento igual a 5 € cujo cateto que € oposto ao angulo que mede 2
tem o mesmo comprimento do apdétema a de uma face da tesselacao original. Por questoes

de organizacao do texto, o apétema agora citado esta calculado mais adiante.
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Figura 1.10: Triangulo que fornece o comprimento de aresta da tesselacao semirregular
[p, ¢, p, q] mediante a aplicagao direta da relagao .

Dada a tesselagao regular {p, ¢}, podemos “cortar” a regidao préxima ao vértice de cada p-
gon, de forma que este dé lugar a um 2p-gon regular. Com este processo, que é conhecido por

Derivagao por Clipping, surgem ao redor de cada um dos n, vértices da tesselagao original

um g-gon e, como dissemos, internamente a cada um dos ny p-gons da tesselacao original,
um 2p-gon. Tem-se entao, Ny = ny + n,. Ja o conjunto de arestas da tesselacao derivada é
constituido por n. arestas, que sao segmentos de aresta da tesselacao original, juntamente com
qn, arestas provenientes dos novos g-gons centralizados em vértices da tesselagao original.
Tem-se, portanto, N, = n. + qn, = %pnf. Observado que cada uma das n. arestas da
tesselacao original comporta um par de vértices da derivada, ou mesmo que cada vértice da

tesselagao derivada é um vértice de algum dos n, g-gons, tem-se N, = 2n. = qn, = pny.

A tesselagao derivada por clipping de {p,q} ¢é a tesselagao [2p, 2p,q]. Vide figura|1.11]
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Figura 1.11: A tesselacao derivada por clipping de {p, ¢} é a tesselacao semirregular [2p, 2p, q|.

Observacgao 1.5.15. Se L denota o comprimento de aresta desta tesselacao derivada e a é
o comprimento do apétema da tesselacao original, entao L = 2 arctgh [tg (21) senh (a)} A
p

figura ilustra o triangulo que é tomado como base para estes calculos.

Figura 1.12: Triangulo que fornece o comprimento de aresta da tesselacao semirregular
2p, 2p, ] mediante a aplicacao direta da relagao 1.2}

Similarmente podemos derivar da tesselagao {p, ¢} de M a tesselacao semirregular [2p, 2q, 4],

utilizando o processo de Derivagao por Incentro, o qual consiste inicialmente em tracar os

raios das circunferéncias inscritas e circunscritas a cada face, respectivamente. Este processo

decompoe cada face em 2p triangulos retangulos. Tracando segmentos de geodésica entre o
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incentro de todos os pares de triangulos com aresta em comum, e descartando-se as arestas da

tesselacao original, bem como a destes triangulos, obtém-se a tesselagao semirregular citada.

Denotando por ny, n. e n, as quantidades de faces, arestas e vértices da tesselagao original,
respectivamente, e por Ny, N, e N, as quantidades de faces, arestas e vértices da tesselacao
derivada, respectivamente, tem-se Ny = ny + n, + n., visto que o processo constréi um 2p-
gon centralizado em um dos ny p-gons da tesselacao original, um 4-gon centralizado no ponto
médio de cada uma das n. arestas da tesselacao original e um 2¢-gon centralizado em cada
um dos n, vértices da tesselagao original. Tem-se também N, = 3pny, visto que existem 2pn ¢
arestas de 2p-gons, juntamente com duas arestas transversais a cada uma das n. arestas da
tesselacao original, as quais compoem os 4-gons. Para estabelecer a relagao, basta lembrar
que 2n, = pny. Finalmente, cada vértice da tesselacao derivada estd sobre exatamente um

dos ny 2p-gons, de onde segue que N, = 2pny. Vide figura [I.13]

R R O 2q-gon
PROZENEN
- /N ~
-
- NN ~
- / \ ~
P | ~
- ’ ~
- ~
7 ! \ 4_
RN A gon
I 7 | < I
I / ; \ |
\ ! ’ | \ ! ’
\ | / | \ | /
\ I / \ I / 2
~ \ 1 / T~ \ | / p—gon
~ \ | / - ~ \ | /
N - N -
~ \ i 7 P ~ \ i 7 P
AR \ : / P AR \ : / %
> 9 g9 _Z > 9 /<
~ \l; - ~ \l; -
2 2
PROZENEN PROZENEN
- / \ ~ - / \ N

Figura 1.13: A tesselagao derivada por incentro de {p, ¢} é a tesselagdo semirregular [2p, 2q, 4].

Observacao 1.5.16. Se L denota a medida da aresta desta tesselacao derivada, entao:

cos? (%) + cos? (g) -1
L = 2 arctgh

2(1+cos (2)) (1+cos (7))
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Esta relacao é obtida quando aplicado o lema no triangulo que fornece o incentro
a ser utilizado no processo de construcao da tesselacao derivada. O raio da circunferéncia

inscrita em tal triangulo tem metade do comprimento de aresta da tesselacao derivada.

Observacao 1.5.17. A tabela abaixo fornece as quantidades Ny, N, e N, em funcao de p e

4 -1
q, partindo do fato de que pny = 2n, = qn, e que nf = M
Pq —2p —2q
Tesselagao Ny N, N,
4p+q)(g—1 6pg(g — 1 4pq(g — 1
2p,2p, q] W+ alg—1) ( ) ( )
Pq —2p — 2q Pq—2p—2q | pg—2p—2q
2p, 24, 4] 2(pg +2p+2¢)(g — 1) | 12pq(g — 1) 8pq(g — 1)
7 pg —2p —2q pg—2p—2q | pg—2p—2q
P, 0., ] dp+qlg—-1) dpg(g —1) | 2pq(g —1)
Y pg —2p —2q pq—2p—2q | pg—2p—2q

1.6 Tesselacoes Semirregulares em Superficies Orientaveis

Embora os casos contemplados na secao [1.5.3] sejam interessantes para o nosso estudo de
cédigos quanticos corretores de erros, tanto topoldgicos quanto coloridos como veremos mais
adiante, nao sao suficientes para o escopo deste texto e ainda contam com a limitacao de
dependerem da posse de uma tesselacao regular. Porém, o teorema nos fornece uma
infinidade de tesselagoes semirregulares do g-toro, que sao suficientemente independentes de
qualquer tesselacao regular para o nosso estudo. Como antes, M denotara uma superficie

conexa, compacta e orientavel.

Teorema 1.6.1 ([29, 30]). Seja M uma superficie, p1,---pi, R, E, Vi,--- | V; inteiros posi-

t
tivos, tais que 2E =tR, 2p;V; = R e R— F + Z Vi = x(M). Nestas condigies, eriste uma

=1
t

tesselacao de M constituida por R t-gons, E arestas, e ZV} vértices, dos quais V; destes
i=1
possuem valéncia 2p;, de forma que cada t-gon tem vértices de valéncia 2py,--- ,2p;, nesta

ordem, a menos de uma permutacao ciclica.

Tendo em vista que uma tesselagdo geométrica de uma superficie M é toda aquela obtida

através de um poligono P, que é um dominio fundamental do grupo de reflexoes através de
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suas arestas, consideremos a proposicao a seguir. Esta nos garante que, a menos de uma

equivaléncia, sao geométricas todas as tesselagoes obtidas através do teorema [1.6.1]

Proposicao 1.6.2 ([29,30]). Qualquer tessela¢ao 7 de uma superficie M obtida pelo teorema

1.6.1] é equivalente a uma tesselacao geométrica de M.

Corolario 1.6.3. Seja M uma superficie orientavel de génus g > 2. Ademais, sejam
tR

g -1 ]]ps
j g
t=2) ][ =3 11rs 2

i jF

P, ,pe, R, E,Vp, -V inteiros positivos, tais que R =

eV

=50 Nestas condigoes, existe uma tesselacao semirregular [2py, - - -, 2p;] de M, com E
Di

arestas, R vértices, F' =) . V; faces, das quais

sao 2p;-gons.

7

Em particular, quando t = 3, se p1, p2 e p3, R, E, Vi, V5, V3 sao inteiros positivos, tais
4(g — 1 3R R R R
lg Jp1paps  E=— Vi=— Vo= — V3= _— existe uma
P1P2P3 — P1P2 — P1P3 — P2P3 2 2p: 2po 2p3

R R R

2p1 2p2 2ps3

. R R R -~
faces, das quais — sao 2p;-gons, — sao 2ps-gons e — sao 2ps-gons. Esta configuragao é
2p 2po 2p3
particularmente 1til para tratarmos dos cédigos quanticos coloridos, no capitulo 5]

que R =

tesselacao semirregular [2py, 2ps, 2ps] de M, com E arestas, R vértices, F' =

1.6.1 Propriedades Métricas de Tesselagcoes Semirregulares de Su-

perficies Hiperbdlicas

Proposicao 1.6.4. Seja M uma superficie orientavel de génus g > 2, sobre a qual existe
uma tesselagdo semirregular [mq, mso,--- ,my|. Se [ denota o comprimento de aresta, a; o
comprimento hiperbdlico do apétema de cada m;-gon, r; o comprimento hiperbdlico do raio da
circunferéncia circunscrita a cada m;-gon e, finalmente, se A; denota a distancia hiperbdlica

entre os incentros de um m;-gon e um m,;,-gon adjacentes, entao:
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a;

T

A

t
E arcsen

=1

cos (1

m;

)

cosh (%)

l
arcsenh (tgh (—) cotg ( T
2 m

Y

)

).

[
arccosh (cosh (a;) cosh (§)> ,

; + Qjt1.

(1.15)

(1.16)

(1.17)

(1.18)

Demonstragao: A relagadl.15|foi obtida em [25 [19]. As demais decorrem da aplicacao direta

das relagoes [1.9] [[.2) e respectivamente. [J

Observacao 1.6.5. Fixados os inteiros m;, ¢ = 1,--- ,t, pode-se extrair uma solugao em [,

mesmo que numérica, da equagao (|1.15)). Utilizaremos este recurso ao estudar os parametros,

mais especificamente, as distancias dos cédigos de superficie subjacentes a estas tesselagoes.

Considerando uma construgao similar & contida na figura [I.14] suponha que, para uma

tesselacao semirregular [my, - -+, my], t = 2s+1, tem-se o comprimento do apétema do m;-gon

igual a a; e que A; é a distancia entre o incentro de um m;-gon e um m;1-gon adjacentes.

ai

a1

a2

a2

as

as

Figura 1.14: Vizinhanga de um dos vértices de uma tesselagao semirregular [my, ms, ms|

Independentemente da escolha de j € {1,--- ,t}, sdo validas as seguintes igualdades:
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S A = S (D agert (D)

k=0 k=0
2s 2s
= Z(—l)k@jﬂc + Z<_1)k&j+k+l
k=0 k=0
2s 2s
= a;+ (Z(-U’%w«) + (Z(—l)kﬂaﬁk) +a;
k=1 k=1
2s 2s
= a; + (Z(-U’%w«) - (Z(—l)kaﬂk) +a;
k=1 k=1
= 2a,
ouseja, Aj — Aj1 +Ajpo— - — Ajios1 + Ajios = 2a;.

Disto decorre a proposicao [1.6.6 abaixo. Apesar de nao ter aplicacao explicita no desen-
volvimento do presente texto, esta se torna sensivelmente 1til na implementacao das rotinas

computacionais que utilizamos nos bastidores do nosso estudo.

Proposicao 1.6.6. Considere uma tesselacao semirregular 7 = [my, - ,my], t = 2s + 1.
Sejam A; a distancia entre o incentro de um m;-gon e de um m,;,;-gon adjacentes e a; o

comprimento do apétema de cada m;-gon. Entao, para cada j =1,--- ,t, tem-se:

Aj— A+ Ajpo
5 :

Em particular, quando ¢ = 3, segue sendo a; =

Observacgao 1.6.7. Em relagao ao triangulo destacado na figura[l.15) o emprego direto da

relacao 1} fornece [ = 2arctgh (senh (a;) tg (%)), enquanto que o emprego da relagao

1' fornece r; = arctgh <tgh (a;) sec (JT))
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Figura 1.15: Vizinhanga de um vértice da tesselagao [mq, ms, ms], cujo comprimento de aresta
¢ [. Destaca-se um triangulo hiperbdlico de lados medindo 3, a; e r;, respectivamente.

!
29
Proposigao 1.6.8. A circunferéncia inscrita em um poligono hiperbdlico regular tangencia

cada uma das arestas deste exatamente no seu ponto médio.

A Proposicao [1.6.8] cuja justificativa pode ser obtida na Observacao [1.5.2] nos permite
concluir que o segmento de geodésica que é determinado pelo incentro de dois poligonos
adjacentes em uma tesselagao semirregular, é ortogonal a aresta que estes poligonos tém em

comum, conforme ilustra a Proposigao [1.6.9| a seguir.

Proposicao 1.6.9. Seja [my, ma, -+ ,my] uma tessela¢do semirregular do plano hiperbdlico.
O segmento de geodésica determinado pelos incentros de dois poligonos adjacentes é per-
pendicular a aresta que estes compartilham. Além do mais, seu comprimento hiperbélico

coincide com a soma dos comprimentos hiperbélicos dos apotemas destes dois poligonos.

Proposigao 1.6.10. Em uma tessela¢ao hiperbdlica semirregular [my, mo, ms], se [ é o com-
primento de aresta, a; é o comprimento hiperbdlico do apdétema de cada m;-gon, r; é o
comprimento hiperbélico do raio da circunferéncia circunscrita a cada m;-gon e se A; é a

distancia hiperbdlica entre os incentros de um m;-gon e um m;,;-gon adjacentes, entéoﬂ:

"as operacdes com os indices sdo realizadas médulo 3
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r; = arctgh (tgh (a;) sec (m%))
| = 2arctgh <Senh (a;) tg (m%))

Demonstracao: Com a segunda lei dos cossenos para triangulos hiperbdlicos, garantimos que

cos( )cos( )—l—cos( )
m; Myi4+1 mi+2
sen (2”) sen ( 2 )
my mMi4+1

A; = arccosh

Agora, considere triangulo retangulo cuja hipotenusa mede 7; e os catetos medem

L

2
a; respectivamente. Utilizando a relagao 1} obtemos [ = 2arctgh (senh a;) tg (%))
Utilizando a relacao 1' obtemos r; = arctgh <tgh (a;) sec <ml)> O

e

1.7 Fundamentos da Homologia

Considerando que a nogao de homologia em superficies seja muito mais abrangente do que
precisamos para estabelecer o presente texto, estara sob o nosso foco apenas os conceitos
homolégicos necessarios para o mesmo. Para uma leitura mais aprofundada acerca do tema,

sugerimos [37], [32] ou [56]. A abordagem que utilizaremos é similar a de [§] e de [13].

Dada uma tesselacao sobre uma superficie bidimensional M, que estamos supondo ser
compacta e orientavel, designamos os vértices, arestas e faces subjacentes por 0-células, 1-
células e 2-células, respectivamente. Seja &€; o Zs-espaco vetorial livre, com base constituida
por todas as i-células. A menos de um isomorfismo de espacos vetoriais, podemos considerar
que uma cadeia £ =) a;c;, onde a; € Zs e ¢; é uma i-célula, é obtida pela reunido de todas
as i-células ¢; para as quais a; # 0. A operacao de adigao subjacente a este espaco vetorial é
feita “coordenada a coordenada”, isto é, ) ajc;+ ) ajc; = Y (a;+a})c;, o que coincide com
a uniao disjunta de cadeias de i-células. A multiplicagao por escalar é a 6ébvia. Dizemos que

¢; é o conjunto das i-cadeias. Para ¢ = 1,2, considere a aplicacao Zo-linear 0; : €; — &;_ que
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associa a cada i-célula a sua fronteira. Esta aplicacao é comumente denominada na literatura

por operador bordo. Quando nao houver possibilidade de confusao, sera omitido o subindice.

Oy )

o
Figura 1.16: Ilustracao da atuacao dos operadores bordo: A esquerda, o operador 0y associa
a regiao sombreada, a sua fronteira. A direita, o operador d; associa ao conjunto de arestas,

a sua fronteira. Nota-se que um vértice é ”percebido”pelo operador 0; se, e sé se, este é
pertencente a uma quantidade impar de arestas.

Uma propriedade relevante para a construcao de cédigos topoldgicos e a correcao de erros
diretamente ligada a estes pode ser ilustrada como segue: Se r é uma regiao composta pelas
faces f1,---, fi, a linearidade de 0 nos garante que 0(r) = >_ d(f;). Assim, um elemento da
fronteira de f; é um fator de 9(r) se, e s6 se, é uma aresta de uma unica face componente da
regiao r. Uma situacao inteiramente analoga se passa com as arestas, vértices e a aplicacao
0:. Em sintese, a aplicacao 9 associa a uma regiao as suas “divisas”’e a uma reuniao de

arestas, os seus “pontos finais”.

Tendo em vista que Oy fornece as fronteiras de uma regiao, quando esta é simplesmente
conexa, aquela é curva fechada. Sendo assim, nao resta dividas de que do0d = 0. Isso garante

que Im(d2) C Ker(d;). Obviamente a igualdade nem sempre é vélida. Vide figura [1.17]

=

C1

Figura 1.17: Duas curvas, ¢; e cg, sobre o toro. Embora ambas as curvas estejam no nucleo
do operador 0y, apenas ¢y estd na imagem do operador Os.
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¢,

9
x .
_ Ker(al)

. Im(0s)
|
<y

Q%

Figura 1.18: Diagrama ilustrando os operadores de bordo.

Definimos 31 = Ker(d;) e 87 = Im(9;). Os elementos de 3; sdo denominados ciclos. Os

ciclos sao curvas fechadas, isto é, aquelas com fronteira nula. E visto que 8B, C 3;.

O Primeiro Grupo de Homologia (de M sobre Z,) ¢ o grupo $; = %
1

Proposicao 1.7.1. Se M é uma superficie compacta e orientavel, de génus g > 0, entao seu

. . L 2
primeiro grupo de homologia, £;, é isomorfo a Z5°.

A nocao do primeiro grupo de homologia de uma superficie compacta e orientavel iden-
tifica, via o quociente, os ciclos que diferem pela fronteira de uma regiao em €,. Podemos
estender esta nocao para o quociente %, no qual duas curvas quaisquer, nao necessariamente

1
ciclos, pertencem a uma mesma classe de equivaléncia homologica se, e somente se, sua soma
é fronteira de alguma regiao de €;. Nosso interesse nesta construcao residird, em sintese,

em codificar a informacao em classes homoldgicas representadas por ciclos de homologia nao

trivial, de forma que erros constituidos por cadeias de homologia trivial nao afetem a mesma.



CapriTULO 2

Fundamentos da Mecanica Quantica

2.1 Axiomas da Mecanica Quantica

Nesta secao vamos discorrer sobre os quatro axiomas da mecanica quantica. Estes axiomas,
que fundamentam toda a mecanica quantica, estabelecem os conceitos para a modelagem
matematica de estados fisicos de sistemas quanticos, a evolucao destes sistemas através do
tempo, os métodos de mensuracao, e formas de acoplar dois ou mais sistemas quanticos a

fim de estabelecer um sistema composto.

2.1.1 12 Axioma da Mecéanica Quantica

Axioma 1. Dado um sistema fisico isolado, existe um espaco de Hilbert, de forma que
tal sistema é completamente determinado por vetores unitarios deste espaco. O espaco de

Hilbert é chamado de espaco dos estados do sistema, enquanto que os vetores unitarios sao

chamados de vetores de estado.

Considerando que um espago unidimensional consta de exatamente dois vetores unitarios,
estes nao sao adequados para descrever um sistema quantico. O sistema quantico mais simples
é o do bit quantico, o qubitF_-]. Este é um sistema fisico que tem como espaco dos estados um

espaco de Hilbert de dimensao dois e é o de maior interesse dentro computagao quantica.
Considere agora um sistema fisico a nivel quantico, com espaco de estados H, no qual é
fixada uma base ortonormal {|0) ,|1)}. Num sistema classico simples, “0” e “1” sdo suficientes

para descrever os dois unicos possiveis estados. Num sistema quantico, cada estado pode ter

lqubit é uma abreviacdo da lingua inglesa para quantum bit
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uma projegao nao nula sobre cada um destes dois vetores, |0) e |1), haja visto que qualquer
vetor unitario |p) pode estar associado a algum estado do sistema. Este fenomeno é conhecido

por superposi¢ao. Por exemplo, se {|1;)}; é uma base ortonormal de 3 e |[¢)) = Z a; |y),
i

dizemos que o estado |¢) é uma superposi¢ao quantica dos estados [¢;) e que «; é a amplitude
de [¢) em relagdo ao estado [¢);). Vale ressaltar que uma condigdo necesséaria para que [i))

seja uma superposicao dos estados , é que E o> = 1.
i

Denominamos por base computacional de 3 uma base ortonormal {|0),|1)} fixada.

A 0 , 0
Dado um estado |¢), existem 7, 8, p € R, tais que |p) = € (cos (5) |0) 4 e*’sen (§> |1>)

Conforme [44], o fator ¢ nao fornece efeitos observaveis e, portanto, pode ser desconside-

rado. Com isto, um estado |¢) pode ser completamente descrito, para finalidades fisicas e
0 , 0

computacionais, por |¢) = cos (5) |0) + e*”sen (5) |1). Os parametros 6 e p podem ser na-

turalmente associados a coordenadas esféricas, as quais, quando percorrem o intervalo [0, 7],

determinam uma esfera unitaria. A esta esfera comumente atribui-se a designacgao de Esfera

de Bloch, a qual nos fornece um ponto de vista intuitivo do comportamento de um qubit.

0)

0 ’ 0
Figura 2.1: Esfera de Bloch e a representagao do qubit |¢) = cos <§) |0) + esen (5) 1)

o+
V2

Os estados |—) := também constituem uma base largamente
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utilizada, a qual é conhecida como base conjugada. Nota-se que a atuacao do operador §,

descrito no exemplo al, sobre a base computacional ocorre da seguinte maneira:

0) —2—[+)

1) ")

2.1.2 22 Axioma da Mecanica Quantica

Tao importante quanto a nogao de estado de um sistema fisico é o comportamento deste em

relacao ao tempo. Este topico é contemplado pelo segundo axioma da mecanica quantica.

Axioma 2. Se |t¢g) e |1)1) s@o vetores de estado de um determinado sistema quantico fechado,
nos instantes de tempo ¢y e t;, respectivamente, entao existe um operador unitario U, que
atua sobre o espago dos estados deste sistema, de forma que [¢)1) = U |[¢)y). Tal operador U

depende apenas de t; e de t;.

Observacgao 2.1.1. O Axioma [2| pode ser reformulado como segue: A evolugao através do

tempo de um estado de um sistema quantico fechado é descrito pela Equagao de Schrodinger:

A1) _

onde h é a constante de Planck e H é um operador Hermitiano fixado, conhecido como

(operador) Hamiltoniano do sistema.

2.1.3 32 Axioma da Mecanica Quantica

Nos axiomas|I]e[2] estamos assumindo que o sistema fisico em pauta esté completamente iso-
lado do ambiente que o contém, haja visto que tais sistemas sao muito instaveis. Também as-
sumimos que tais sistemas evoluem segundo algum operador unitario. Certamente a descricao
e evolucao de um sistema fisico deve estar conectado a uma forma de extrair-se informacoes

deste. Fechando tal lacuna, lancamos mao do terceiro axioma da mecanica quantica.
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Axioma 3. Medi¢oes quanticas sao descritas por uma colecao de Operadores de Medicao,

{M,,}. Cada operador M, atua no espago dos estados do sistema a ser medido. O indice m
se refere ao possivel resultado a ser obtido com a medigao do sistema com o operador M,,.

Se o estado do sistema é |¢) imediatamente antes da medicao, sdo validas as proposigoes:

i) A probabilidade de obter-se m com a medicio é dada por p(m) = (p| M M,, |);

Mo |0) .
(| M} My, [ 0)

ii) O estado do sistema, imediatamente apds a medicao, é \/

iii) Os operadores de medigao satisfazem a equagao de completude: Z MLMm = Id,

m
iv) A equagao de completude pode ser expressa, equivalentemente, por meio de soma de

probabilidades, da seguinte maneira: 1 = Zp(m) = Z (| M My, [0) , Y [2).

m

Exemplo 2.1.2 ([44]). Considere um qubit pertencente a um espago de estados H, para o
qual foi fixado uma base computacional. Considere os operadores My = |0) (0], M; = |1) (1].
E fécil concluir que My + M; = Id. Se estamos por mensurar o qubit |p) = ag|0) 4+ o4 [1), a

probabilidade de obter-se com esta medicao o valor 0 é descrita logo abaixo:

p(0) = (ol M{Ms|p)
= (p| Mo|¢p)

T
_ (Z a m) M{ Mo (Z a; m)
- Zafaj (1] 0) (0] 5)

*
= E @ 0,000,
47‘]‘

Analogamente, a probabilidade de obter-se o valor 1 com esta medicio é p(1) = |ay]?.

O estado verificado apés a medigao, em ambos os casos sao, respectivamente:



2.1 Axiomas da Mecanica Quantica 46

My |) Qp
= 0 2.1
o] o] 0) (2.1)
My [p) ay
— 1 2.2
o o] 1) (2.2)

Medicoes Projetivas: Levando em consideragao que no ambito da mecanica quantica, um
observavel é uma propriedade ou caracteristica do sistema que pode ser mensurada através

de operacoes fisicas sobre tal, estamos em condigoes de definir as medigoes projetivas.

Uma medigao projetiva é descrita por um observavel M, que é um operador hermitiano

que atua no espago dos estados do sistema a ser observado. Dado que todo operador hermi-

tiano ¢ um operador normal, existe uma base ortonormal de tal espago, constituida tnica e

exclusivamente por autovetores de M. Se M = E mP,, é a decomposicao espectral de M,
m

para cada autovalor m, o operador P,, é o projetor sobre o auto-espaco associado a m. Os

valores possiveis de serem obtidos com essa medi¢ao sao exatamente os autovalores de M.

Medindo-se um estado |¢), a probabilidade de obter-se m é p(m) = {p| P, |¢) e, caso o
En o)

resultado da medicao seja m, o estado do sistema imediatamente apds a medicao é ( )
p(m

Medigoes POVM: Do inglés positive operator-valued measure, as medicoes POVM sao

derivadas de uma medicao usual, porém, com escrita ligeiramente mais elegante e pratica.

Seja { M,,} uma colecao de operadores de medicao, conforme o axioma . A probabilidade
de obter-se, através da referida medicdo, o valor m é p(m) = (p| M! M, |¢). Agora, se

definirmos, para cada m, E,, = M} M,,, vemos que Z E,, = Id, e que p(m) = (p| En |¢).

2.1.4 42 Axioma da Mecanica Quantica

Os axiomas precedentes balizam a representacao algébrica de um sistema quantico, sua
evolugao em relacao ao tempo, bem como a maneira pela qual se pode observa-lo. Comple-

tando a base tedrica, o quarto axioma descreve a maneira de acoplar dois ou mais sistemas.

Axioma 4. O espaco dos estados de um sistema fisico composto é o produto tensorial dos
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espacos de estados dos seus sistemas componentes. Além disto, num determinado instante,
se um sistema fisico é composto por n sistemas componentes e cada um destes sistemas se

encontra no estado |p;), entao o sistema composto se encontra no estado |p1) @ -+ ® |p,).

Embora o espaco dos estados de um sistema composto seja descrito algebricamente pelo
produto tensorial dos espacos de estados subjacentes, um estado composto nao €, necessari-
amente, obtido pelo produto tensorial de dois qubits. O melhor exemplo para ilustrar esta

afirmacao é encontrado nos chamados estados ou pares EPR (Einstein, Podolsky e Rosen),
_ 0y + (=D [1(y + 1))
V2

ou ainda, de estados de Bell. Estes estados sao dados por ﬁ‘ )

~ |00y +[11) ~ 00y —[11)
fooy = —5 Py = 5
|01) + |10) |01) — |10)

Boy = —5 O 7
Nenhum destes estados é obtido através do produto tensorial de dois estados de um
qubit. A titulo de ilustracao suponha, por absurdo, que existam estados |u) e |v) € H, com

a propriedade de que ﬂ’00> = |u) ® |[v), onde |u) = ag|0) +aq|1) e |[v) = by |0) + b1 |1). Entdo,

|00) + |11)

9 = CL[)bO |00> + a01)1 |01> + Cllb() |10> + albl |1]_>

de onde segue que aghy = a;b; = V/2/2 e agh; = aby = 0.
Os estados |¢) de um espago qualquer de mais de um qubit, é dito emaranhado quando

nao é possivel decompor este estado em produtos tensoriais de estados de um tnico qubit.

Um fato sensivelmente interessante proveniente da utilizagao adequada de estados ema-
ranhados é a chamada codificacao superdensa. Realizar uma codificacao superdensa, em

poucas palavras, consiste em codificar uma quantidade g de bits em ¢; qubits, onde ¢; < qo.

Para ilustrar isso, suponha que duas estagoes, A e B, separadas fisicamente, estao de posse
do estado |p) = w Suponha, adicionalmente, que a estacao A deseja enviar para a
estacdo B, uma informagao (classica) em dois bits e que cada uma das estagoes esta de posse
de apenas um dos dois qubits de |¢). A codificagao é feita sobre o operador Id, X,:2) ou 3

que a estagao A ird aplicar ao seu qubit, antes do envio para B, conforme a informacao que

deseja transmitir for 00,01, 10 ou 11, respectivamente. Ao receber este qubit ja processado,
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a estacao B tem em mao um dos 4 estados EPR, os quais sao ortogonais entre si, e portanto,
distinguiveis. Tendo em maos a regra da codificacao inicial utilizada pela estacao A, a estacao

B consegue, entao, reconhecer a informacao de 2 bits enviada por A.

2.2 Operadores Densidade e Operacoes Quanticas

Um qubit é obtido pela superposicao quantica de dois vetores de uma base ortonormal de
H = C2, enquanto que o estado de um sistema composto é obtido pelo produto tensorial
dos estados de cada sistema componente, isto é, cada estado de um sistema fisico quantico
composto é um produto tensorial de qubits. Conhecendo cada estado de uma base ortonormal
do sistema composto, é possivel obter informagoes relativamente precisas sobre o estado do
sistema. Como é de se imaginar, esta facilidade é apenas tedrica, visto que na pratica nem

sempre se conhece tal base ou se tem um conjunto completo de informagoes sobre o sistema.

A principio esta dificuldade deveria impossibilitar o trato da informacao quantica, tendo
em vista a eventual precisao que esta requer. Porém, para mitigar e/ou contornar esta

situacao adversa, lanca-se mao dos Operadores Densidade, que nada mais sao do que opera-

dores p = Z p; @) (p;l, onde {|p;)}; é chamado de ensemble, enquanto que seus elementos

j
sdo estados do sistema, tais que o estado do sistema |p) se encontra no estado |p;) com

probabilidade p;. Este ensemble nao necessariamente ¢ uma base ou um subconjunto orto-
normal de H. Se p; # 0 para um unico j, dizemos que o qubit |¢) esta num estado puro, caso
contréario, dizemos que este qubit estd num estado misto. Obviamente os adjetivos “puro’e

“misto” atribuidos ao qubit estao relacionados ao ensemble utilizado.

Um estado de um sistema quantico difere daquele que este se encontrava num tempo pas-
sado apenas por um operador unitario, conforme garante o2 Axioma da Mecanica Quantica.
Com uma certa peculiaridade, podemos descrever a evolucao de um sistema quantico que se

encontra em um estado p, perante o tempo, tornando-se um estado p’, da seguinte maneira:

p=2(p)

A aplicacdo @, que associa a um operador densidade p um novo operador densidade g/,
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chama-se de Operagio Quantica. Uma operacao quantica ® é definida por ®(p) = UpUT,

para algum operador U que atua sobre H. Os casos que nos interessam sao aqueles onde U é
unitario, visto que representam a evolucao do sistema em relacao ao tempo, e a operagao de

medicao, a qual é dada por um conjunto de observaveis {M,,}, de sorte que ®(p) = MpMT.

A fim de agregar contetiido que seja 1til a este texto as operagoes quanticas, consideremos

o caso geral em que ®(p) = Z A, ij.. Esta é conhecida como Representacao por Somatorio

J
da Operacao Quantica ® . Cada operador A; é chamado de Elemento de Operacao. Dada

uma operacao quantica ®, cujos elementos de operacao sao A;, é tal que ZAJ-A;- = Id,

J
dizemos que esta é uma operagao quantica que preserva traco.

Os dois exemplos que seguem sao extraidos da pagina 357 de [44].

Exemplo 2.2.1. Considere um estado puro |¢) que evolui segundo |p) — U |¢), onde U é
um operador unitario. Seja p = |¢) (p|. Se (p) é o operador densidade do sistema apds tal

evolugao, tem-se €(p) = UpUT.

Exemplo 2.2.2. Sabe-se que uma medicao é implementada por um conjunto de operadores

{M,,}, tais que Z M} M,, = Id. Se o operador densidade do sistema imediatamente antes

da mensuracio é p e se definirmos ¢,,(p) = M,,pM] , entdao segue que o operador densidade
Em(p)
tr(em(p))

do sistema imediatamente apds a mensuragao € , enquanto que a probabilidade de

obter-se m com tal medigao é p(m) = tr(e,(p)).

2.3 Circuitos Quanticos e Portas Quanticas

Circuitos quanticos constituem uma ferramenta 1til para a compreensao acerca da imple-
mentacao de portas quanticas. Vamos discorrer brevemente sobre as principais portas quanticas,
a fim de fixar notagoes e introduzir a linguagem. Para tal, sempre que possivel ou 1til, ten-

taremos estabelecer uma ligacao com a computacao classica.

Um computador quantico tem um funcionamento essencialmente distinto do caso classico.
Neste, os transistores dao lugar as portas quanticas, que sao operadores unitarios e que

atuam sobre o espago dos estados do sistema. Estas portas sao responsaveis por manipular
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a informacao quantica, a qual é proveniente de um estado fisico, que nada mais é do que um
conjunto de qubits, inicializados em estados conhecidos e previamente fixados. Ao passarem
por cada porta quantica, estes estados (qubits) sdo eventualmente submetidos & aplicacao
do operador linear intrinseco a porta, transformando-os em novos estados (qubits). Este
z . 14 z. ”
processo se repete tantas vezes quanto forem necessarias, de forma que ao “sairem”deste

circuito e serem mensurados, tais qubits fornecam alguma informacao que seja relevante.

Dado um operador U, o diagrama o) representa a operagao |p) — U |p).

A evolugao do produto tensorial de dois ou mais vetores é representado mediante a adigao

de uma linha para cada componente. Vide figura [2.2]

o) — — )
) — X19:2%5 — = )
) — )

Figura 2.2: Dois circuitos quanticos equivalentes. Ambos representam a acao do operador
X ® $H® T sobre o estado composto determinado pelo vetor |p) ® 1)) ® |€).

Para um bit classico a € Z,, a operacao NOT ¢é aquela dada por a — a + 1. Fazendo
papel andlogo a operacao NOT, temos a porta Bit Flip, determinada pelo operador de Pauli
X: X|a) =|a® 1), a € Zy. A porta quantica Phase Shift, ou Phase Flip, é aquela descrita
pelo operador 3: 3|a) = (—1)*|a),a € Z,. Este operador, tendo em vista que nao se tem a

nocao de “sinal”’em Z,, nao tem andlogo em bits classicos.

Ao se tratar de sistemas classicos de dois bits, existem, dentre outras, as operagoes logicas
AND (AND(a,b) = ab), OR (OR(a,b) = ab® a ® b), XOR (XOR(a,b) = a ® b), NAND
(NAND(a,b) = 1@ ab) e NOR (NOR(a,b) = (a & 1)(b @ 1)), descritas na tabela [2.1]

Note que nenhuma porta classica é injetiva e, portanto, nem inversivel. Ja no caso
quantico, tendo em vista que todo operador que estabelece uma porta quantica é unitario,

segue, em particular, que sao inversiveis.

Notemos, por um instante, que a porta XOR fornece o segundo bit, quando o primeiro é 0
e fornece o inverso do segundo bit, quando o primeiro é 1. Em sintese, XOR(a,b) = NOT*(b).
Vale ressaltar que, para um operador linear T : Zo — Zo qualquer, utilizamos a notacao T

denotando as possiveis poténcias de T, isto é, T° = Idg, e T* =T.
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Tabela 2.1: Portas logicas que atuam em 2 bits

Bits | AND | OR | XOR | NAND | NOR
00 0 0 0 1 1
01 0 1 1 1 0
10 0 1 1 1 0
11 1 1 0 0 0

De forma andloga definimos o operador CNO'T, cuja notagao vem do inglés Controled-Not,

e ¢ dado por CNOT |a,b) = |a) @ X*|b) = |a,a ®b), a,b € Zy. Assim como no paragrafo
cima, dado aqui um operador linear 7" : H — K, utilizamos T° = Idy, enquanto que 7" = T.
A matriz da porta CNOT, bem como o simbolo que este emprega nos circuitos quanticos

sao fornecidos na Figura [2.3] logo abaixo.

00) “FT joo) 100 0

o1y “RETjo1) oNoT— | 01 00 a) —e— la)
|10> Cl\}I_C)’T |11> o 0 0 01 ‘b> —b— ]a@b)
|11> Cl\)I_C))T |10> 0 01O

Figura 2.3: Da esquerda para a direita: Atuacao da porta CNOT numa base computacio-
nal; Matriz do operador CNOT; Circuitos Quanticos Representando a Ac¢ao do Operador
CNOT. No circuito, o qubit assinalado com um ponto preto é chamado de bit de controle,
atuando como uma espécie de interruptor, e o qubit assinalado com o simbolo & é o qubit
alvo, o qual é modificado, segundo a porta X, dependendo do qubit de controle.

A porta CNOT ¢, em esséncia, a porta X-controlada, no seguinte sentido: Dada uma

porta U qualquer, chama-se de porta U-controlada a porta definida por U¢ |a, b) = |a, U%(D)) .

— U+

Figura 2.4: Representacao da porta U-controlada.

A principal caracteristica que difere a computacao quantica da classica é que esta pri-
meira €, essencialmente, sequencial. E possivel realizar computacao paralela na computacao
classica, porém, isto gera um custo computacional extra, necessitando-se de tantos processa-

dores quanto a quantidade de linhas paralelas de processamento se deseja. Na computacao
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quantica, existe uma forma natural de se implementar a computacao paralela, de maneira

computacionalmente muito eficiente. Este feito é chamado de Paralelismo Quantico. O pa-

ralelismo quantico consiste em, dada uma funcao f : Zo — Zs, considerar a porta quantica
U, que atua em dois qubits, |z,y) N |,y ® f(x)). Inicializando o processamento em
$1]00) = ]00) + |10), o subproduto proveniente da porta Uy é |0, £(0)) + |1, f(1)) P} Com
isto, obtém-se informacao sobre todos os valores possiveis que a funcao f assume. Fica clara

a importancia do paralelismo quantico quando a fungao f atua em mais do que 2 bits.

10, £(0)) +|L, F(1))
V2

2Tecnicamente,



CapriTULO 3

Cddigos Quanticos Corretores de

Erros

3.1 Cdbdigos Quanticos Corretores de Erros

A informagao quantica estd armazenada em um estado fisico de um sistema quantico. Este,
por sua vez, é suscetivel a interferéncias do ambiente que o cerca e pode facilmente ser
levada ao colapso, fato que é conhecido como decaimento quantico ou decoeréncia quantica.
A ferramenta utilizada para proteger a informacao contra o decaimento quantico consiste
nos codigos quanticos corretores de erros. Estes codigos compoem o escopo principal deste

capitulo e sao o cerne do presente trabalho.

Embora, como descrito acima, os codigos quanticos corretores de erros sejam empregados
na protecao da informacao quantica, seja no seu envio ou armazenamento, seu emprego
também se da no contorno e mitigacao das imprecisoes da dinamica da computacao, e.g.,
aqueles que sao gerados por uma falha na codificacdo ou numa porta quantica. Por ora,
estaremos assumindo que nao existam erros na codificagao da informacao, bem como que o
processamento desta por cada porta quantica empregada seja realizada de maneira perfeita,
livre de erros. Como veremos mais adiante, é razoavel supormos isso agora haja visto que os
c6digos quanticos corretores de erros protegem a informacao contra tal interferéncia, também,
desde que a probabilidade de ocorrer um erro, associada a cada porta, seja menor do que um

determinado valor. Este feito é conhecido como Computacao Tolerante a Falhas.

Um Cédigo Quantico Corretor de Erros de comprimento n que codifica k£ qubits é, em

sintese, um subespaco de dimensao 2 de um espaco de Hilbert € cuja dimensdo é 2". Assim

como ocorre com os codigos classicos corretores de erros, aqui também introduz-se uma
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espécie de redundancia, a qual viabiliza a deteccao e posterior correcao de erros, pelos quais

a informacao codificada tenha sido eventualmente acometida. Isso torna ébvio que n > k.

3.2 Erros, Sindrome de Erros e a Correcao de Erros

Apoés codificada, a mensagem enviada ou armazenada, é submetida a uma medigao quantica
a fim de realizar uma deteccao de erros. Os operadores empregados nesta medicao sao
cuidadosamente escolhidos de forma que os resultados desta fornecam informacoes precisas
sobre o tipo de erro que eventualmente tenha corrompido a mensagem codificada original.

Os resultados desta medicao quantica sao conhecidos como sindromes de erro.

Tendo em vista que um computador quantico opera, em esséncia, a niveis de escala
subatomica e que qualquer interferéncia pode facilmente corromper a informagao, principal-
mente as provenientes do ambiente onde tal aparelho estd alojado, podemos inferir que os
erros sao continuos em relacao ao tempo. De fato isto é observado por diversos autores e nos

omitiremos em tratar a respeito deste assunto aqui .

Devido a esta continuidade do erro, uma das maiores benesses provenientes desta area e
que torna factivel a computacao quantica, é a discretizagao do erro: E suficiente conhecer
um conjunto finito de erros, com boas propriedades obviamente, e relativos aos quais estar
munido de formas de identificar sua ocorréncia, bem como conhecer a maneira apropriada

para realizar a correcao. Argumentaremos um pouco a fim de elucidar esta informacao.

Suponha que um erro € corrompa um qubit |¢), transformando-o em € |p) e que o estado
lp) esteja associado ao operador densidade p. Sendo € uma operacao quantica que preserva
traco, existem operadores E,,, tais que &(p) = E,,pE! . Para cada m, existem escalares
Um0, Um1s U2, m3 € C, tais que E,, = apold + 01X + 23 + oy, 3X3, visto que
{Id,X,3,X3} é uma base de M5(C). Desta forma, o estado eventualmente nao normalizado

¢ |¢) pode ser escrito como superposigao dos estados |p), X |p),3]¢), X3 |v).

Ao realizar uma medi¢ao quantica conveniente, este primeiro deve colapsar para algum
dos quatro estados componentes da superposicao. Identificando tal estado colapsado, basta

eventualmente aplicar o operador de Pauli conveniente para recuperar o estado original |¢).
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3.3 O Cddigo Bit Flip

O cddigo quantico corretor de erros mais elementar ¢ o dito codigo bit flip e é baseado
no codigo classico de repeticao. Similarmente ao cédigo classico supracitado, o cédigo bit
flip consiste em codificar um bit légico ¢ € {0,1} em uma série de produtos tensoriais de
|p). Este cdigo protege a informagao contra a acao de erros do tipo bit flip ocorrendo em
qualquer quantidade de qubits menor do que a metade da utilizada na codificacao, visto que
a decodificacao é feita através do sistema de maior voto. A titulo de ilustracao, considere
a codificagdo 0 — ]000) e 1 — |111). Suponha, adicional e provisoriamente, que ocorrem
apenas erros do tipo bit flip (X), e no maximo em um dos trés qubits. Se o estado |p) é
resultante da codificacao, detecta-se um erro ocorrido em apenas um qubit simplesmente

mensurando-se os projetores Fy, P, P, e Pj listados abaixo:

Py = |000) (000| 4 |111) (111],
P, = |100) (100| 4 |011) (011],
P, = |010) (010] 4 ]101) (101],
Py = |001) (001] 4 |110) (110].

Se tal medigao fornece j € {1,2,3}, fica evidente que o qubit ¢; do estado |p1¢p2p3)
é distinto dos demais. Como estamos assumindo que eventualmente ocorrem erros em no
méaximo um qubit, pode-se concluir que este ocorreu no qubit ¢;. Agora, como estamos
assumindo que ocorrem apenas erros bit flip, isto é, os decorrentes da acao do operador X, e

considerando que X? = Id, basta aplicar X; ao estado atual a fim de corrigir o erro.

O circuito abaixo ilustra a codificacao, deteccao e posterior correcao de erros do cédigo

bit flip com blocos de comprimento 3:

o) AT 1)
0) —&—— -+ HAH % -
0) ——— - =

L

Figura 3.1: Circuito quantico ilustrando o cédigo Bit Flip. O retangulo pontilhado indica o
lapso temporal no qual a informagao é, eventualmente, corrompida.

A medigao citada acima identifica a sindrome de erro, a qual é explorada na segdo [3.2]

A sindrome identifica em qual, ou quais, qubits ocorreu o erro. Sabendo de antemao os
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possiveis erros que podem ocorrer em cada qubit, basta aplicar ao estado quantico do sistema,
imediatamente apds a medicao, operadores que eliminam o erro, obtendo assim, a informacao

original. A tabela abaixo ilustra a relacao entre a sindrome e a correcao de erros.

Saida da Medigao Erro Correcao
0 (Nenhum erro identificado) | (nenhuma agao a ser tomada)
1 Erro no 19 qubit Aplicar X;
2 Erro no 29 qubit Aplicar X,
3 Erro no 32 qubit Aplicar X3

Embora o cédigo bit flip explorado aqui seja completamente eficaz quando ocorre erro
somente do tipo bit flip, e em no maximo um qubit, ele nao corrige adequadamente erros em

dois ou mais qubits, conduzindo, neste caso, a uma falha na informacao.

Internamente a cada sistema fisico que determina um qubit, suponha que a probabilidade
de ocorrer um erro bit flip neste é p. Entao, a probabilidade de que tal qubit nao sofra erro é
1—p. Dito isto e considerando o sistema de trés qubits do codigo bit flip, a probabilidade de,
por exemplo, somente os dois primeiros qubits sofrerem erro é de p?(1 — p), haja visto que
a probabilidade de o terceiro qubit permanecer intacto é (1 — p). Assim, a probabilidade de
exatamente dois qubits sofrerem erro é de 3p*(1 —p). Esta probabilidade corresponde & soma
das probabilidades de os dois primeiros, ou os dois ultimos ou o primeiro e o ltimo qubit
sofrerem tal erro. A probabilidade de que os trés qubits sofram erro é de p®. Seja, entao, p,

a probabilidade de 2 ou 3 qubits sofrerem erro do tipo bit flip. Tem-se:

2 3

pe = 3p*(1 —p) + p° = 3p* — 2p°.

3.4 O Coébdigo Phase Shift

Com certo exagero podemos dizer que os cédigos Bit Flip e Phase Shift (ou Phase Flip) sao,
em esséncia, iguais. Obviamente que estes corrigem erros distintos - Bit Flip/ Phase shift-

porém, o fazem de maneira muito similar.
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O codigo Phase Shift consiste num cédigo de repeticao, que protege a informacao de erros
do tipo Phase Shift, que sabemos ser a acao do operador 3, do grupo de Pauli, em algum
qubit. Como feito antes, e a titulo de exemplo, vamos considerar o cédigo de 3 qubits, nos
quais estamos supondo que pode ocorrer no maximo um erro, em um unico qubit, e somente
do tipo Phase Shift. A codificagao para este cédigo é dada por 0 — |[+++), 1 — |— — —).

Abaixo temos um circuito que ilustra tal codificacao.

) (9
0) ———{n
0) —d—{nH

Figura 3.2: Circuito quantico ilustrando a codificagao do cédigo Phase Shift.

Os operadores utilizados na medicao que fornece a sindrome de erros sao os operadores
3 3 . ~ 1. o o~ .
ij =90 PnN%®, j€{0,1,2,3}, e P; sao os operadores utilizados nas medigoes relacionadas

aos codigos bit flip. O protocolo de correcao de erros, baseado na sindrome, é:

Resultado da Medicao Erro Correcao
0 (Nenhum erro identificado) | (nenhuma agao a ser tomada)
1 Erro no 19 qubit Aplicar 3;
2 Erro no 29 qubit Aplicar 3,
3 Erro no 3° qubit Aplicar 35

3.5 0O Cddigo de Shor

O cédigo de Shor, aqui abordado, foi publicado por Peter W. Shor em 1995, em [48]. Temos
um 6timo resumo deste cédigo em [50] e em [44] .

O Codigo de Shor é um codigo de nove qubits que protege a informagao contra erros bit
flip e phase shift, desde que este ocorra em, no maximo, um tnico qubit. A construcao deste
codigo consiste, basicamente, da concatenacao dos cédigos bit flip e phase shift.

A codificagao do Cédigo de Shor ¢é iniciada com a mesma codificacao implementada no

c6digo Phase Shift: |0) — |+ + +), |1) — |— — —). Em seguida, cada um destes trés qubits
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é novamente codificado, agora com o circuito da codificacao do codigo bit flip. Visto que,
1000) + |111) 000) — [111)

V2 V2

codificacao do cédigo de Shor é realizada da seguinte forma:

mediante este processo, tem-se |+) — ,e =) — , segue que a

(|000) + [111)) (]000) + |111)) (]000) + |111))

0y — = Wi
(|000) — |111)) (|000) — |111)) (|000) — |111))
2V2

Abaixo esta o circuito de codificagao do cédigo de Shor.

1 - =

r-———----- 7 L
1) E=
l l 10) —
i i 10) ——
| L,
[0y — Bl
I I 0) —
: : 0) ——¢
i A S A
ilo> &— 9] i
R s 10) —6
0) ——b—

Figura 3.3: Circuito quantico ilustrando a codificagao do cédigo de Shor: No retangulo maior,
tracejado, encontra-se a codificacao Phase Shift, enquanto que nos trés retangulos menores,
pontilhados, encontram-se codificagoes Bit Flip.

Considerando que o estado pode ser visto como trés blocos de trés qubits cada, os ope-
radores responsaveis pela medigao e apuracao da sindrome de erros bit flip sd@o 3;3,41 e
35413542, 7 € {1,2,3} - estes comparam os qubits dentro de cada bloco. Caso algum erro
seja detectado, a recuperacao é feita mediante a aplicacao do operador X no qubit corrom-
pido. Os operadores responsaveis pela medicao e apuragao de sindrome de erros do tipo phase
shift sao os operadores X;XoX3X4X5Xs e X4X5X5X7XsXy. Estes observaveis comparam os
sinais entre o primeiro e o segundo e entre o segundo o terceiro blocos, respectivamente. Caso

algum erro seja detectado neste processo, basta aplicar o operador 3 em qualquer um dos
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trés qubits do bloco corrompido.

3.6 Os Coddigos CSS

Um cédigo CSS - o nome é uma homenagem aos seus desenvolvedores: Calderbank-Shor-
Steane - é baseado em artefatos da computacao classica, com a devida adaptacao ao nosso
escopo, o da computacao quantica. Mais especificamente, um coédigo CSS é baseado em
codigos lineares classicos. Exploramos na se¢ao abaixo os fundamentos necessarios para o

desenvolvimento e a compreensao deste tema.

O Coddigo CSS

Sejam €y e Gy cddigos classicos lineares sobre Zs, cujos parametros sao [n, ki] e [n, ks|, res-
pectivamente, tais que k; > ko, Co C €1 e que C; e GQL corrigem, no minimo, t erros cada.
O c6digo CSS de € sobre Cq, que é denotado por C'SS(Cy,Cq), é um codigo quantico de

parametros [n, k; — ks|, que é capaz de corrigir erros em até ¢ qubits, conforme visto a seguir.

Dada uma palavra z € €, define-se o estado quéantico |z + C) da seguinte maneira:

|z + Cy) = Z lz + 1)
v | 2 yels
Note que se x,2’ € €1, de forma que z — 2/ € Gy, tem-se |z + Cy) = |2/ + Cy). Para

cada z € @p, o estado |z + C3) depende somente da classe lateral representada por = em
C1/Cy. Sejam, ainda, x,2’ € Cp, tais que |z + Cq) = |z’ + Cy). E facil ver que x — 2’ € Cs.
Isto implica que sempre que z, 2" pertencem a classes laterais distintas de C;/Cy, os estados

|z + C3) e |2’ + Cg) sdo ortogonais.

O c6digo quantico C'SS(Cy, Cy) é definido como sendo o subespago de H, que é um espago
de Hilbert de dimensao 2", gerado pelos vetores {|z + C3) }zee,. O numero de coclasses de

C1/Cqy é Ig;: = 2M~F2 3 qual é a dimensao de C'SS(Cy, Cy).

Um cédigo quantico CSS detecta e corrige até t erros, utilizando-se das propriedades de

correcao e deteccao de erros dos codigos (cldssicos) € e Cs.
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Exemplo 3.6.1 (Cédigo de Steane). O cddigo de Steane pode ser visto como um cédigo
CSS. Para tal, seja C o codigo linear classico que tem a matriz de Hamming H, explicitado

no exemplo [1.1.3] Basta, entdo, definir €; = C e Cy = C*.

3.7 Cdbdigos Estabilizadores

Ao longo desta secao estudaremos brevemente os codigos estabilizadores, os quais foram

idealizados por Daniel Gottesman, [34, [35].

Como antes, H denota um espago de Hilbert de dimensao n, sobre o qual age P,,, o grupo

de Pauli de n qubits.

Observacgao 3.7.1. Quaisquer dois operadores de P, ou comutam, ou anticomutam.

Diremos que um conjunto de geradores de um grupo & é um conjunto de geradores

independente quando o grupo gerado pelos remanescentes, apds removido qualquer um de seus
elementos, é um subgrupo préprio do primeiro, isto é, se 8 = (g1, , Gi—1, Gi, Jit1," " > Gi) =2
(91, 9i-1,Giv1,"+ ,91), para algum i = 1,--- .

Seja 8.5 um subgrupo abeliano de P, tal que —Id ¢ 8.4 e seja Vs, o subespago de H

que ¢ estabilizado por S..

Proposicao 3.7.2. Seja St = (g1, -+ , g1), um grupo gerado por [ geradores independentes,
de modo que —Id ¢ 8.y. Para cada i = 1,---,1, existe g € P,, tal que ggig' = —g; e

ggjg; = g;, para cada j # 1.
Demonstragao: Ver proposigao 10.4 de [44]. O

Proposicao 3.7.3. Seja S.i um subgrupo abeliano de P,, tal que —Id ¢ 8.y e que
g1, » gn—r constituem um conjunto de geradores independentes deste. Nestas condigoes, o

subespaco de H estabilizado por 8., tem dimensao igual a 2F.

Demonstragao: Ver proposi¢ao 10.5 de [44]. O

Corolario 3.7.4. Seja S, um subgrupo abeliano do grupo de Pauli P,,, de ordem 2", tal que

—1Id ¢ 8.s. Seja d o peso minimo dentre os pesos dos operadores de N (S.s) — Sess. Entéo o
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espago dos estados Vg, _,, que é estabilizado por 8.5 ¢ um coédigo quantico corretor de erros,

cujos parametros sao [n, k,d|, onde k =n —r.

Seja |¢) um estado estabilizado por S.g, isto é, |p) € Vs Se um eventual erro &

est”
corrompe este estado, esta acao pode ser detectada mensurando-se com os geradores de S.g,
obtendo-se assim, uma sindrome de erros: Se o erro £ anticomuta com um dos geradores, este
leva |p) em um subespago ortogonal ao espago estabilizado, visto que |¢) é um autovetor

associado ao autovalor 1 de cada um dos g;. Caso contrario, o espago é estabilizado. Desta

maneira, ¢ possivel identificar e, posteriormente, corrigir o erro.

Devemos nos ater ao fato de que se um erro €, que corrompe a informacao, pertence ao

centralizador do grupo estabilizador, nao ¢ detectado pelo cédigo estabilizador.

No teorema seguinte temos uma condi¢ao para que um conjunto de erros seja corrigivel.
Neste, vamos considerar um subgrupo abeliano 8.5 C P, que estabiliza o espago V de um

espago de Hilbert 3, com a condicao de que —Id ¢ 8.

Teorema 3.7.5 (Condigdes para Correcao de Erros para Codigos Estabilizadores). Seja Ses

o grupo estabilizador do codigo estabilizador Vg Adicionalmente, seja {E;} um conjunto

est ®

de operadores de P, tal que E;Ek ¢ N(8est) —8cst, para cada j, k. Entdo, {E;} € um conjunto

de erros corrigiveis de Vg

est *

Demonstragao: Ver teorema 10.8 de [44).00

Exemplo 3.7.6 (O Cdédigo Bit Flip). Considere 8. = (3132, 3133, 3233). Ocorrido um erro
X; no estado |p) € Vs,_,, 0 estado X; |¢) ¢é ortogonal ao espaco estabilizado pelos operadores
3,341 € 3j-13;, onde as operagoes com os indices sao feitas médulo 3. Com isto, obtem-
se uma sindrome de erros e, consequentemente, realiza-se a correcao: Aplica-se ao estado

corrompido, o operador X;.

Exemplo 3.7.7. (O Cédigo de Steane) O Cédigo de Steane, tratado no exemplo é, em
particular, um cédigo estabilizador. O Grupo estabilizador do cédigo de Steane é o grupo

Sest = (91, -+ , gs), onde cada g; é dado na tabela abaixo:
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g1 = Xy XX5X6X7, g4 = 343536377
g2 = XaX3XeXr, g5 = 32333637,
g3 = X1X3X5X7, g6 = 31333537

Suponha que o estado inicial |p) seja corrompidoE] por um erro €. Realizando uma medicao
que nos fornece a informacao sobre este erro, no sentido de que o estado corrompido estd, ou
nao, no espaco estabilizado por cada um dos geradores de 8., isoladamente, obtemos uma

sindrome de erros, o qual nos permite identificar e, posteriormente, corrigir o erro.

A titulo de exemplo, suponha que o estado corrompido ¢ |¢) nao seja estabilizado pelo
operador g;. Isto nos diz que ocorreu um erro phase shift em um dos ultimos 4 qubits. Se,
contudo, € |p) nao é estabilizado por g, sabemos, entao, que o erro phase shift ocorreu num
dos dois ultimo qubits, haja visto que estamos considerando que, no maximo, um qubit é
afetado por este. Se, finalmente, ¢ |p) nao é estabilizado por gs, o erro phase shift ocorreu
no tdltimo qubit; se € |p) seja estabilizado por g3, o erro phase shift ocorreu no sexto qubit.

As demais ocasides sao analisadas de maneira similar.

Como as medicoes realizadas com os observéveis g; nao afetam o estado quantico, basta

aplicar o operador de correcao adequado, recuperando assim a informacao original.

3.7.1 Operadores Logicos e Distancia de um Cdédigo Estabilizador

E sabido que o codigo Bit Flip é um codigo estabilizador, cujo grupo estabilizador é o grupo
Sest = (3132, 3233), haja visto que 3132 - 3233 = 3133. Assim, este cdigo codifica um qubit
l6gico, segundo |z), +— |zzx), v € Zy. Estes estados sao denominados de estados 1dgicos.
Note que 3;10); = |0);, mas que 3;|1);, = —|1),. Por este motivo dizemos que 3; é um

operador 3 codificado ou o Operador 16gico 3, o qual é denotado por 3. Considere agora

o operador 39, que é obtido pelo produto dos operadores 3;32 € G por 3;. Observe que
3210);, = |0); e que 32|1); = —|1),. Assim, a atuacao dos operadores 3; e 3, sobre este
codigo é idéntica. Estes representam, portanto, o mesmo operador légico. Obviamente existe

um operador 16gico do tipo X, a saber, X;X,X3, ou qualquer outro obtido do produto deste

!Consideremos aqui caso geral, onde € pode ser o operador identidade
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com um operador qualquer de S.i. Da mesma forma, o operador 2);X2X3 é um operador

) codificado. Em sintese, qualquer elemento do quociente % ¢ um operador légico. E

N(Sest)

- ¢ um grupo isomorfo ao grupo de Pauli de 1 qubit.

possivel mostrar que

Tome um operador 16gico g. Existem operadores s € 8. € h € N(Ses) — Sest, de modo
que g = sh. Assim, g preserva o espago do cédigo, porém nao atua trivialmente sobre ele.
Note que, dentre estes operadores de N(S.s ), 0 peso minimo que se encontra é 1, e é dado,

por exemplo, pelo operador 3;. Este valor é a distancia do cédigo Bit Flip.

De modo geral, seja 8cst = (91, , 9r), gj € P, um grupo abeliano para o qual {g1,--- , g, }

é um conjunto de geradores independentes, e que satisfaz a restrigao de que —Id ¢ 8.5. Seja

N(Sest)

s~ ¢ um operador logico
€es

Vs.., 0 cddigo estabilizador associado a 8.i. Cada classe de
codificado, representada por qualquer um de seus elementos. E possivel provar que este
grupo quociente é isomorfo ao grupo de Pauli de k = n — r qubits, Py, isto é, tal grupo é

gera’do por %_173_17 e 7%_/673_16'

Sestc—> N(Sest)(—> P

n

N<Sest)

TP,
Sest

Pode-se decompor P,, em trés classes disjuntas P,, = (P, — N(Sest) )UN(Sest) — Sest)USest-
Os operadores de 8., nao oferecem risco algum ao estado que contém a informacao, visto
que este pertence ao espaco estabilizado, em particular, por aquele operador. Um operador
de P,, — N(8.s) anti-comuta com pelo menos um operador de 8., portanto, estd relacionado
a algum erro que pode ser identificado e corrigido. Agora, um operador de N(8.5) — Sest

causa um erro que nao é detectado. Conforme [10], a distancia de um cédigo quantico é o

menor valor d para o qual o cédigo nao detecta d erros. Desta forma, a distancia de um
cddigo estabilizador consiste no peso do operador de N(8.s) — Scs que possui menor peso.
Em sintese, a distancia de um cédigo estabilizador é o menor peso obtido comparando-se os

pesos de todos os representantes de cada um dos operadores 16gicos.

Observagao 3.7.8. Denotamos por [n, k,d] os parametros de um cédigo quantico corretor
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de erros C, que codifica k qubits l6gicos em n qubits fisicos e cuja distancia é d.

Embora esta forma de estabelecer a distancia de um cédigo estabilizador pareca pouco
construtiva, o que para o trabalho que estamos desenvolvendo poderia ter pouca utilidade,
podemos estabelecer uma maneira pratica de construir os operadores logicos de qualquer

codigo estabilizador de uma maneira que a implementacao computacional seja factivel.

Para tal feito considere, para cada z = (x;);,2 = (2;); € Z%, o vetor (z,z) definido

por (1, ,Tn, 21, ,2n) € Z3" e, para cada v = (z,z) € Z3", o operador 0, = 0(;,) =
0 Id

&, "X 3%, Segue que 0,0, = ®(u'w)o,0,, onde Q = é a matriz
—Id 0

2n x 2n dada em blocos e ®() = ¢, [10]. Conhecendo z,, z,, € Zj, tais que O(24;,20;) = i
para cada 7 = 1,--- ,r, é facil reconhecer e listar todos os operadores l6gicos, bem como cada
um de seus representantes. Observando os pesos destes operadores, facilmente se reconhece

o peso do cddigo estabilizador, estabilizado por 8.

3.8 Cdbdigos Topoldgicos

Os codigos estabilizadores englobam diversos cédigos anteriormente conhecidos e, adicional-
mente, fornecem uma maneira sucinta de descricao e compreensao destes. Iniciaremos agora

o estudo de uma subclasse destes cédigos, que sao conhecidos como codigos topoldgicos.

Estamos interessados em explorar maneiras de codificar e armazenar informacoes com
uma determinada liberdade topolégica. Os cddigos topoldgicos tem uma representatividade
quanto ao trato da informacao quantica haja visto que cada elemento do grupo estabilizador
atua nao trivialmente em uma pequena quantidade de qubits e, similarmente, cada qubit
estd no suporte de uma pequena quantidade de elementos do grupo estabilizador. Esta
caracteristica é especialmente importante quando deseja-se implementar uma computacao
tolerante a falhas, visto que uma porta quantica defeituosa eventualmente corrompe apenas

uma pequena quantidade de qubits.

Os cédigos topoldgicos sao, em particular, cédigos estabilizadores. Assim, fazem-se ne-

cessarias algumas construgoes geométricas e combinatorias, estabelecidas com o intuito de
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construir familias de codigos estabilizadores.

3.8.1 O Coadigo Torico

Dado [ > 0, qualquer reticulado do 1-toro composto por [ X[ quadrados, conforme ilustrado na
figura [3.5] pode ser associado a um c6digo quantico corretor de erros, de maneira canonica.
Este processo, que vamos descrever aqui, foi idealizado por Alexei Yurievich Kitaev, [40].

Cada cédigo desta familia é conhecido como Cddigo Térico.

Considere o toro gerado pelo quociente do plano euclidiano pelo quadrado cujo lado mede

1 unidade, o qual é uma regiao fundamental para o grupo de translagoes inteiras do plano.

= =

Figura 3.4: Processo de identificacao dos lados opostos de um retangulo que fornece o 1-toro

O reticulado quadrado [ x [ sobre o 1-toro possui [? faces, 2[? arestas e [? vértices.

A

b g

Vv

Y

Figura 3.5: Reticulado 6 x 6 sobre o 1-toro.

Indexando cada uma das arestas, digamos, eq, - - - , €92, € considerando o espaco de Hil-
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2k?
bert V = ®(C2, podemos associar a cada aresta e;j, um qubit do j-ésimo fator de V. Desta
j=1
forma, podemos construir os geradores do grupo estabilizador do c6digo em pauta, os quais
sao comumente denominados na literatura por operadores vértice e operadores face, respec-

tivamente, como segue: Dados um vértice v € V e uma face f € F, define-se
3, = R3O x; = (R xdlecoln)
ect ect

A figura[3.6]ilustra um operador face, associado a face f, e um operador vértice, associado

ao vértice v, ambos estabelecidos sobre o toro.

bax?
~
==

Figura 3.6: Suportes dos operadores associados a face f e ao vértice v, respectivamente.

O grupo estabilizador do cddigo térico é o grupo 8. = (X, 3,; vEV, f e F). E f4cil
ver que S.i ¢ um grupo abeliano, pois o suporte de um operador face intersecta o suporte

de um operador vértice ou em zero ou em duas arestas. Obviamente, —Id ¢ S.g.

Observando-se a construcao destes operadores, é ficil notar que H X;= H 3, = Ids,,,.
feF veV
Desta forma, 8., possui 2/2 — 2 geradores independentes. Assim, o espaco estabilizado por

8.st ¢ um cédigo quantico estabilizador, cuja dimensao é 2%, onde k =n —r, n = #& =2 e
r = 2l*> — 2, ou seja, k = 2. Portanto, o cédigo térico codifica 2 qubits em n = 2I? qubits.
A fim de determinar a distancia do cddigo térico, precisamos conhecer os operadores

l6gicos subjacentes, isto é, aqueles operadores que comutam com a totalidade de elementos
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do grupo estabilizador, mas que nao pertencem a este. Para tal, dada qualquer 1-cadeia ¢, com

c= Z e € Ef(ecce, considere os operadores X, = ®f{5(eec) e 3. = ®35(€€C). Qualquer

ect ecé
operador do grupo de Pauli de n qubits, P,,, que atua sobre H é, portanto, determinado pelo

produto X.3., para alguma 1-cadeia ¢, a menos uma constante de fase i*, onde a € Zy.

Suponha que uma 1-cadeia ¢ prefixada é tal que v € 9(c). Desta forma, a cardinalidade

do conjunto &, N &, é impar. Dito isto, consideramos o desenvolvimento que segue:

Scxf — <® 35(6680)> <® ch(eGSf))
ect ecé
— ® (Bé(eEEC)%(S(eEEf))
ecl
— ®((_1)5(eeef)a(eeec)xa(eesf)sa(eesc))
ecl
_ H(_l)a(eeef)a(eesc) ® xd(eesf)sa(eeec)
ecl ect
_ H ((_1)6(e€8fﬁ€c))> ® (:{(5(66&)35(368@)
ecé ecé
— H(_l)é(eeﬁfﬂﬁc)> %f:’)c
ecé
_ H(_l)(S(eesmec)) <® %6(ee£f)> <® 36(ee€c)> %f3c
ecé ecé eeé
D decesne,)
e (—1) eeé foC

Assim, 3.X; = X3, se, e somente se, Zé(e € &rNE.) = 0(mod2). Notando que
ect
26(6 € ErNE.) = #ENE,, segue que se §(c) # 0, entao 3.Xy # X3, para cada f € F,

ecé

tal que £, NI(c) # D e, com isto, 3. & N(Scst).

A tesselacao dual do reticulado [ x [ do toro pode ser obtida rotacionando-se cada aresta
deste, num sentido predeterminado, em 90 graus e sobre o seu ponto médio, fazendo assim,
cada face dar lugar a um vértice e vice-versa. Assim, podemos associar qualquer operador

® x9(e€ACE) 3 uma 1-cadeia ¢ pertencente & tesselacio direta e, similarmente, associar qual-
ect
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quer operador ®35(66AC8) a uma l-cadeia ¢* na tesselacao dual. Qualquer operador de

ecé
Pauli em n qubits g € P,, pode, portanto, ser escrito como g = i*X.3}, o € Zy.

T I o danafan T P e P TR I fannpan Laanfan SEFY PP

Figura 3.7: Duas representacoes de dois operadores do tipo 3.: a esquerda, a representacao
canonica, enquanto que a direita, a representacao na tesselagao dual. Cada aresta da 1-
cadeia ¢, associada ao suporte do operador 3., intersecta uma aresta de c¢*, da 1-cadeia da
sua representagao dual. Estas interseccoes ocorrem exatamente sobre as arestas que estao
relacionadas aos qubits do suporte deste operador.

Note que, se b € €; e ¢* € €}, os operadores X, e 3.~ comutam se, e s0 se, as curvas deter-
minadas por b e ¢* se intersectam no maximo em um nimero par de pontos. Em particular,
dada uma face f € F e ¢* € €}, ocorre que X3+ = —3X; se, e s6 se, 0*(c*) (Int(f) # 0,
isto é, se um ponto da fronteira de ¢* esta situado sobre a face f. Este argumento é suficiente
para garantir que, dada qualquer curva ¢* € €}, o operador 3.+ pertence ao normalizador
(centralizador) do grupo 8.4 se, e s6 se, 0*(¢*) = 0. Analogamente, para qualquer ¢ € €,
X. € N se, e 86 se, d(c) = 0.

Os ciclos, sejam no reticulado direto, ou no dual, podem ser classificados em duas classes,
quanto a homologia: Ciclos de homologia trivial e ciclos de homologia nao trivial. Os ciclos de
homologia trivial sao curvas fechadas, que delimitam uma reuniao de faces e este é obtido pela
soma formal das arestas das faces que este delimita. Agora, um ciclo que possui homologia
nao trivial nao pode ser obtido desta maneira. Em sintese, se ¢ é um ciclo de homologia nao

trivial, X, € N(8cst) — Sest- Fendmeno andlogo ocorre no reticulado dual.

Portanto, cada ciclo de homologia nao trivial, seja no reticulado direto ou dual, fornece
um representante de um operador légico. Tomando o menor peso destes operadores, obtemos
o peso do codigo térico associado a esta tesselagdo (ou reticulado). Note que o menor ciclo
de homologia nao trivial tem comprimento [. Desta forma, fica claro que o cédigo torico

associado ao reticulado [ x [ sobre o toro é um cédigo [212,2,1].
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3.8.2 Cébdigos de Superficie

Uma generalizacao dos cédigos toricos para superficies orientaveis é concebida na forma de
codigos simpléticos, utilizando mergulhos de grafos em tal superficie, em [I0]. Conforme
[40, 21], é possivel generalizar a construgao de c6digos quanticos topolégicos, estabelecendo

tais construgoes sobre superficies orientaveis compactas, cujo género é g > 2.

Baseado em [I6], 15, 20], vemos em [2I] uma importante construcao acerca de cdigos
topoldgicos estabelecidos sobre superficies, os quais estamos denominando por cédigos de
superficie. Em tal trabalho encontra-se a construcao de codigos quanticos topoldogicos conce-
bidos a partir de uma tesselacao de uma superficie hiperbélica, cuja caracteristica de Euler é
negativa: Sobre uma superficie de género g > 2, a qual é homeomorfa ao g-toro e é obtida pelo
quociente do plano hiperbdlico pelo grupo de aplicagoes conformes, subjacente a tesselacao
regular {4¢,4g} estabelecida sobre tal plano. Tendo em vista que o operador de projecao
deste quociente é, localmente, uma isometria, a métrica estabelecida sobre tal superficie é

hiperbdlica. Por tanto, as tesselagoes consideradas em tal trabalho sao hiperbdlicas.

Consideremos a tesselagao regular {p, ¢} sobre M, o g-toro de género g > 2. As equagoes
e fornecem a quantidade de faces, vértices e arestas que compoem esta tesselagao.
Tais valores sao ingredientes para a obtencao dos parametros dos codigos que ora estamos
considerando. Para fixar notacao, sejam F, € e V os conjuntos de faces, arestas e vértices,
respectivamente, de uma tesselacdo regular {p, ¢} prefixada. Para cada v € 'V, considere

Ey,={ee€&/vedle)} e, similarmente, para cada f € F, considere £; = {e € E/e € O(f)}.

Com o intuito de estabelecer um cédigo quantico topolégico de superficie, para cada

f € 7, defina o operador X; = ®%5(e€8f) e, similarmente, para cada v € V, defina o
ecé

operador 3, = ® 39(e€€)  Egtes operadores atuam sobre H = C2*, onde n = #&. Observa-

ect
se que, para cada v € V e para cada f € F, os conjuntos €y e &, possuem zero ou dois

elementos em comum e, portanto, X; e 3, comutam. Desta forma o grupo gerado por
Xp,feFed,veV, 8= (Xs,30), ¢ um grupo abeliano.
Denote por € o subespago vetorial de J, obtido pela interseccao dos auto-espagos asso-

ciados ao autovetor +1, de cada um destes operadores:

C={lp) e H/Xslp) =3 |0) =lp), f€F,veV}
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Tem-se, nestas condicoes, que € é o espaco estabilizado por S..

Conforme observado pelos idealizadores deste codigo, H Xy = HBU = Id. Com isto,
fesr veV
para cada fy € ¥, tem-se:

- T (@)

fed.f#f feF,f#fo \e€t
— ® ( H %5(e€€f)>
e€f \feF,f#fo
— ® (ch(eGSfo) H :{5(668]«))
ecé fev
_ <® xs(eesm)) <® H xa(eeef)>
ecé ece feF
— <® x5(6€5fo)> (H ® xé(eegf)>
ecé fEV ecé
= x5, [[ %
fex
= X,Id
= %fo

Analogamente, para cada vy € V fixada, tem-se H 30 = 3wy
vEV,v#£vg
Assim, 8.4 possui #F —14+#V —1 geradores independentes. Portanto, o cédigo € codifica

k=n— (#F + #V — 2) qubits. Logo,

ko= n—(#IF+#V-2)
= #E—HT —#V +2
= —(#T —#E+H#V)+2

= —x(M)+2
= —2(1—g)+2

Em detrimento do cédigo torico, neste codigo de superficie, assim como nos proximos a

serem explorados, nao conseguimos estabelecer exatamente a distancia, mas sim um limi-
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tante inferior para esta. Este limitante é obtido estimando-se a um limitante inferior para
a distancia de grafo de um ciclo de homologia nao trivial, dentre os situados tanto na tes-
selacao direta quanto na tesselacao dual. Na pratica, é obtido tomando-se o menor inteiro,
nao menor do que o quociente da distancia hiperbdlica entre dois lados opostos do poligono
da tesselagao {4g,4¢} pelo comprimento de aresta da tesselagdo. Obviamente compara-se
com o mesmo quociente em relacao a tesselacao dual e utiliza-se o menor dentre estes dois
valores como ingrediente para a determinagao de tal limitante inferior para a distancia do
codigo. Note que, nesta construcgao, os principios ja estabelecidos no codigo toérico acerca de

um operador pertencer, ou nao, a N(8.s) — Ses S0 andlogos.

Conforme [1.5.12] a distancia hiperbdlica entre um par de arestas opostas de um poligono

da tesselacao {4¢,4g} é dy = 2arccosh [cotg <%>}, enquanto que o comprimento de aresta

de uma tesselagao regular {p, ¢} é [ = 2arccosh [cos (%) cossec (§>]7 visto na equacao [1.12]

e o comprimento de aresta na tesselagao dual, {¢,p} é igual a 2a, onde a é o comprimento

hiperbdlico do apétema de um poligono da tesselacao direta e é dado, conforme equacao|[1.13]

por a = arccosh [cossec <%> cos (g)} , ambas relagoes obtidas na proposicao [1.5.10}

Assim, se d é a distancia do cddigo, segue que d > (min{d%‘ﬂ, C%I 1.

Para ilustrar este processo, tomemos a tesselagao regular {7, 3} situada sobre o 2-toro. O

. -, s s
comprimento de aresta desta tesselagao é [ = 2 arccosh [cos (—) cossec <§>] , enquanto que o

7 s
diametro de um dos p-gons que determinam as faces é 2a = 2 arccosh [COS <§> cossec <?>} .

Assim, sabendo que o comprimento hiperbdlico de um menor ciclo de homologia nao trivial so-

0
bre o 2-toro é dy; = 2 arccos h [cotg <§>} , 0 cddigo de superficie construido a partir desta, tem

2 arccos h [Cotg (Z)] 2 arccos h [cotg (zﬂ
distancia d > |min = 8 T = 8 =
2 arccosh [cos <7> cossec (§>] 2arccosh [COS (5) cossec (7>]

Numericamente tem-se d > 2, 8033, de onde seque que d > 3 pois, é um inteiro maior do que
2,8033. Note que esta tesselacao é composta por 42 arestas, assim, tem-se n = 42 qubits

codificando k = 4 qubits, garantindo desta forma que este é um cédigo [42, 4, 3].

3.8.3 Coddigos Coloridos

Os cddigos coloridos foram introduzidos em [9], os quais partiam de tesselagoes euclidianas.

Mais tarde, esta nogao foi estabelecida sobre superficies hiperbdlicas, como visto em [50] [51].
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Faremos uma breve introdugao aos codigos quanticos coloridos abaixo, de forma que este
trecho sirva de pré-requisito para a nossa construcao posterior. Toda esta secao é baseada,

principalmente, nas referéncias citadas neste paragrafo.

De modo geral, um cédigo colorido é um cédigo estabilizador construido a partir de uma
tesselagao sobre uma superficie, a qual deve ter valéncia 3 e ser 3-colorivel. Uma tesselagao ter
valéncia 3 é sinonimo de que cada vértice componente desta possui valéncia 3, enquanto que
ser 3-colorivel é, por sua vez, sinonimo de que para cada face pode-se associar um simbolo
do conjunto {R, G, B}, de forma que quaisquer duas faces adjacentes sejam associadas a
simbolos distintos. Os simbolos escolhidos fazem referéncia as cores vermelho, verde e azul,

respectivamente. Esta escolha prové o adjetivo “colorivel” a tesselagao.

Eventualmente o exemplo mais simples de tesselacao 3-valente e 3-colorivel é a tesselagao

regular {6,3} sobre o 1-toro, exibida na figura 3.8

Figura 3.8: Tesselagao regular {6,3}, 3-valente e 3-colorivel, do o 1-toro . Nota-se que de
cada face emanam arestas associadas a mesma cor sua, enquanto que nenhuma face possui
arestas cuja cor é mesma sua.

Diferentemente dos codigos de superficie, o cédigo colorido é construido situando-se um
qubit em cada um de seus vértices, e ao invés de os geradores do grupo estabilizador estarem
determinados por vértices e faces, agora estao determinados em quantidade de dois por cada
face, mediante a construcao explanada logo a diante. Para fixar notagoes, considere, para cada
v € V, o operador X(,) que ¢ aquele cujo suporte ¢ constituido apenas pelo qubit relacionado
ao vértice v. Analogamente define-se o operador 3. Os geradores do grupo estabilizador

8est do cddigo colorido sao os operadores face, Xy e 3( ), construidos da seguinte maneiraﬂ

2Utilizam-se os paréntesis na notacao ®(+) para distinguir da similar utilizada nos cédigos de superficie.
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xp=11%w> 30 =]]3w

vef vef

Denotando por Fgr, Fo e Fp os subconjuntos de F compostos pelas faces vermelhas, verdes

e azuis, respectivamente, podemos escrever as seguintes relagoes:

[Hxn=1120=11 20 1l30=1130n=1I 30

fETR feTB feFa fE€TR fETB f€%¢a
Desta forma, escolhidas faces f, € Fre f, € Fp, escrevemos X(y,) = H X H X
JeFr/{fr} fedea
e, similarmente, X,y = H X H X(s).- Observando fenomeno andlogo para operado-

F€F5/{fo} fe€%a
res do tipo 3, 3(y), tem-se que a quantidade de geradores independentes do grupo estabilizador

é 2(#TFr + #Fp + #F¢) — 4, assim, se k é quantidade de qubits légicos do c6digo, temos:

k = #V—(Q(#?R—F#FB—l-#fTrg)—ll) (31)
_ Z#T? 24T 44 (3.2)
S L S (3.3)
_ - O#7 _5)#‘? +4 (3.4)
_ %(p - 6)—12]59__61) +4 (3.5)
= 4(g—1)+4 (3.6)
= 4g. (3.7)

Portanto, embora o comprimento do cddigo colorido seja eventualmente maior do que o

do codigo de superficie obtido da mesma tesselacao, este codifica o dobro de qubits logicos.

Observacao 3.8.1. Uma tesselacao regular 3-colorivel é composta apenas por poligonos cuja

quantidade de lados é par, conforme explanado em [50].

Exemplo 3.8.2. Cddigo colorido [16, 8,2] de [50], obtido da tesselagao {8, 3} sobre o 2-toro.
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Figura 3.9: Tesselagao regular {83} sobre o 2-toro, da qual se extrai o cédigo quantico
colorido [16, 8, 2]. Os (16) qubits fisicos estao enumerados de 1 a 16, as arestas estao coloridas
conforme um padrao de escolha predeterminado e a etiqueta de cada uma das 6 faces esta
grafada na cor correspondente da face, nesta construcao.

Os operadores face deste cédigo sao:

Xy = XsXyXsXeX7Xs ) = 333435363738

%(fg) - %4%5%8%9x12%13%16 3(f2) - 34353839312313316
%(f;a) = x3%4x7x8x11%12%15x16 3(f3) = 33343738311312315316
%(f4) = %3%6}:7%10%11%14:{15 5(f4) = 333637310311314315

T = NAREARMR A Py = DEBEBABBABIA
Ty = ROFIRHRIRBRRARI Dy = DB IAB 45318

Os operadores provenientes das faces f5 e fg sao gerados pelos demais quatro operadores,

a saber, tomando-se A € {X, 3}, tem-se A¢py = A A Arr) € Aige) = A As) Acry)-

Tesselagoes Reduzidas e os Operadores String

Uma tesselacao reduzida proveniente de uma tesselacao 3-valente e 3-colorivel pode ser fa-

cilmente compreendida por meio da linguagem de grafos. A tesselagao reduzida de cada
uma das trés cores é, em sintese, o grafo desconexo obtido ao desconsiderar-se as arestas
das demais duas cores. Para fins do nosso estudo, podemos interpretar a rede reduzida ver-
melha, por exemplo, como sendo o grafo obtido ao se desconsiderar qualquer aresta verde
ou azul e, adicionalmente, para cada face vermelha, adicionar arestas conectando todos os

pares de vértices. Estas arestas adicionais sao auxiliares e jamais vao representar a atuacao
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de qualquer operador de Pauli, isto é, os operadores de Pauli atuam apenas sobre as arestas
da tesselagao original. Esta forma de interpretar uma rede reduzida é bastante conveniente
pois nos fornece uma maneira pratica de aferir o colchete de dois operadores, dados por uma

decomposicao especifica, a qual é explanada mais abaixo.

Seja p € {R, G, B}, v € 31 um ciclo qualquer e V?w) o conjunto dos vértices de v situados

sobre arestas associadas a cor p. Existem 6 operadores associados ao par (7, p):

%l()'v) - H X(w), I(JV) - H 3(”)

p p
veV vV

Estes operadores sao chamados de Operadores String e possuem uma caracteristica inte-

ressante aos codigos quanticos coloridos: Dois operadores String de mesma cor (R, G ou B)
ou do mesmo tipo (X ou 3) sempre comutam. Desta forma, duas strings anticomutam se, e

sO se, possuem cor e tipo distintos, simultaneamente.

Figura 3.10: Operador string azul, com seu suporte em destaque.

Sendo d(v) = 0, segue que %@)%(G,y)%ﬁ) = 3@)38)3& = Id, de onde verifica-se que uma
das cores é dependente das outras duas. Portanto, pode-se considerar apenas duas dentre as

trés cores (e.g. R e G).

Um operador string de uma determinada cor, a qual sem perder generalidade, podemos
supor azul, pode eventualmente bifurcar em dois operadores string, cada um destes com uma
das duas cores restantes e, eventualmente, colapsar para prosseguir como um operador string.

Este tipo de operador string comumente é chamado de Operador T-String.
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Figura 3.11: Um operador string vermelho bifurcando em dois operadores, um verde e ou-
tro azul, os quais colapsam novamente, dando continuidade a um segmento de cadeia que
estd relacionada a um operador vermelho, [50]. Esta T-string é obtida pelo produto do
operador string inicial, X;X,X3X4X5X¢X7Xg, com os operadores face azuis relacionados as
faces fi,---, f1 , envoltas pela T-string resultante. Esta T-string resulta ser o operador
X1 X6 X7 XXX 120X 13X14X16X17X10X29. Vale observar que esta t-string nao atua nos qubits
destacados, a saber, 2 e 5.

Observacao 3.8.3. Uma condigao necessaria para que uma tesselagao {p, 3} seja 3-colorivel

é que a sua quantidade de faces seja divisivel por 3.

Para justificar esta afirmacao, considere uma tesselacao regular do g-toro, 3-valente e 3-
colorivel {p, 3}, onde g > 2. Sejam #V, #& e #TF as quantidades de vértices, arestas e faces
desta, respectivamente. Adicionalmente, sejam #&(C) e #F(C) a quantidade de arestas e

faces de cor C' € {R, G, B}, respectivamente.

Fixada uma cor C € {R, G, B}, nota-se que de cada vértice emana, com esta mesma cor

fixada, exatamente uma aresta, a qual é comum a algum outro vértice da tesselacao. Desta
forma, #E(C}) = #V/2 e, como 2#E = 3#V = p#TF, segue que #E(C}) = 7#. Ainda, como

uma aresta da cor (] pertence simultaneamente a uma face de cor Cy e uma face de cor Cj,

F(C. F(C
p#I(Co) y P#ICS) o (Cy)+p#F(Ch)
2 - 4 ?

de onde segue que 2#F = 3 (#F(Cy) + #F(C3)) de onde podemos concluir que 3 divide #5.

com C; # C; sempre que 7 # j, segue que ’%? =#E(CY) =
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Observacao 3.8.4. A tesselagao reduzida de qualquer cor é a tesselacao regular {p/2, p}.

Fixada, sem perda de generalidade, a cor vermelha da tesselagao {p, 3}, nota-se que cada
face de cor azul ou verde da lugar, ao passar para a tesselacao reduzida vermelha, a uma face
com quantidade de arestas igual a p/2. As arestas da tesselagdo reduzida sao constituidas
pelo prolongamento das arestas de cor vermelha da tesselagao original, até o incentro das faces
vermelhas. Como sabe-se, emanam p arestas vermelhas de cada face vermelha, portanto, a

tesselacao reduzida possui vértices de valéncia p.

Figura 3.12: As arestas pontilhadas configuram a tesselacao reduzida vermelha, proveniente
da tesselacao {p,3}. Esta ¢é a tesselacao {p/2,p}: Cada vértice situado no incentro de uma
face da cor relativa tem valéncia p, enquanto que apenas metade das arestas das demais faces
da tesselacao original, ao serem prolongadas até o incentro das faces da cor relativa, passam
determinam uma aresta da tesselacao reduzida.

Considerando que no ambito da geometria hiperbdlica nao existe a no¢ao de semelhanga
entre poligonos, segue que os poligonos das tesselagoes reduzidas das trés cores sao congruen-

tes e, portanto EI, estao em quantidades iguais. Isto reforca o estabelecido na observagao m

Distancia Minima de um Cédigo Quantico Colorido

Tendo em vista que um cédigo colorido é, em particular, um cddigo estabilizador, segue
b ) b
que sua distancia minima é o menor peso dentre todos os possiveis representantes de seus

operadores l6gicos, isto é, o menor peso dentre os elementos de N(8.5) — Sest, onde Seq é

3A quantidade de faces de uma cor especifica é exatamente igual & quantidade de vértices da tesselacio
{p/2,p}, quando esta se encontra tesselando o g-toro
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o grupo estabilizador que o determina. Por conta da construcao peculiar em detrimento
dos cédigos de superficie, um operador 16gico de um codigo colorido nao necessariamente é
determinado por um ciclo de homologia nao trivial, em se tratando da homologia da superficie
e da tesselacao subjacentes a construcao deste. Podemos ilustrar esta situacao com os dados

obtidos no exemplo [3.8.2] Veja abaixo:

Exemplo 3.8.5. Note que no exemplo |3.8.2] o menor ciclo de homologia nao trivial atua
sobre 4 qubits, fato qual pode induzir a inferéncia de que a distancia minima é 4, fazendo-
se um paralelo com os codigos de superficie. Porém, lembrando que a distancia do codigo é
obtida do peso do operador logico de menor peso, basta notar que, por exemplo, os operadores

X Xsi4, 3s3s+4, onde s € {1,---,4,9,--- 12}, sdo operadores légicos de peso 2.

Devido a construcao do cédigo, podemos afirmar que um operador logico deve ter peso par,

segue que estes acima fornecem a distancia do codigo.

Esta anomalia, de um operador determinado por uma string que nao é um ciclo ser um
operador logico, ocorre devido ao fato de a tesselacao possuir pelo menos um par de faces
que possuem mais de uma aresta em comum, como é o caso das faces f, e f5 que possuem

em comum as arestas determinadas pelos vértices 1 e 9, e 5 e 13, respectivamente.

Proposicao 3.8.6. A distancia de um coédigo quantico colorido proveniente de uma tesselacao

regular do g-toro, g > 2, que possui exatamente 3 faces ¢ igual a 2.

Demonstracao: Fixada uma face e tomando-se um vértice v; desta, tem-se que a aresta que
dela emana, a partir de vy, acaba tendo sua outra extremidade noutro vértice, digamos vy,
desta mesma face. Nao é dificil perceber que v; e vy sao dois vértices distintos que pertencem,
simultaneamente, a todas as trés faces da tesselacao. O operador A, )Aw,), 4 € {X,3} ¢,

portanto, um operador légico deste codigo. [

Proposicao 3.8.7. A distancia de um coédigo quantico colorido proveniente de uma tesselacao

regular do g-toro, g > 2, que possui exatamente 6 faces é igual a 2. Demonstracao: Se {p, 3}

12(g — 1
¢ uma tesselacao do g-toro com 6 faces, tem-se (9—6) = 6, de onde segue que p = 2¢g + 4.
p —
Como g > 2, tem-se p > 8.
Sejam f1,---, fg os rétulos de tais faces, as quais a menos de um reordenamento nos

indices, podemos supor f; e fg serem verdes, f, e f; azuis e f3 e f; vermelhas. Sejam
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V1, ,Up 0s vértices de fi, enumerados de forma circular e que e; é a aresta que emana da
face fi a partir do vértice v;, para cada i = 1,--- ;7 < p, onde j é a quantidade de arestas
distintas que emanam de f;. A igualdade de j e p se d4 somente quando todas as arestas e;

possuem um extremo em um vértice que nao pertence a f;.

Caso 1. Se p > j, a distancia do cédigo quantico colorido subjacente a esta tesselagao é 2.

De fato, sendo p > j, existe um indice 7, para o qual e; possui as duas extremidades sobre
vértices de fi. Sejam, a menos de um reordenamento, v; e v; tais vértices, enquanto que as

duas faces que determinam e; sao fo e f3. A figura [3.13]ilustra esta situagao.

f2
6,
fl U1 : V; fl

fs

Figura 3.13: Uma aresta e;, determinada pelos vértices v, e v;, ambos situados sobre uma
mesma face f;. As faces fo e f3 possuem e; em seu bordo.

Desta forma, os vértices v; e v, pertencem unica e simultaneamente as faces fi, fo e fs.

Com isto, dado A € {X(,), 3}, tem-se A(y,)Arw,) € N(Sest)-

Caso 2. Se p = j, a distancia do cédigo quantico colorido subjacente a esta tesselacao é 2.

Para garantir a validade desta afirmacao, atribua para cada i =1,--- ,p € Z,, o simbolo
e(i,i + 1) para a aresta da face f; cujos extremos sao os vértices v; e v;11. Suponha que
e(1,2) é uma aresta da face fo e que e(2,3) é aresta da face fs.

Se e(3,4) é uma aresta de fo, tem-se A(y,)Aw,) € N(Sest), para cada A € {X,3}. Agora,
se e(3,4) nao ¢ aresta da face fy, entao é aresta da face fj.

Se e(4,5) é uma aresta da face f3, tem-se A(y,)Ae,) € N(8est), para cada A € {X,3}. Se

nao, e(4,5) é aresta da face fs.



3.8 Cdédigos Topoldgicos 80

Se e(5,6) é uma aresta da face fi, segue que A, Aw,) € N(Sest), para cada A € {X, 3}.

Caso contrério, e(5,6) é uma aresta de fo.

Se €(6,7) é uma aresta da face f5, segue que Ap) A, € N(8eqt), para cada A € {X,3}.
Caso e(6,7) nao seja uma aresta da face f5, entdo é aresta da face f;. Nesta ocasido, os

vértices vy e vg pertencem unica e simultaneamente as faces fi, fo e f3. Assim sendo, tem-se

Awn)Arsg) € N(8est), para cada A € {X,3}.00

O que as proposigoes e tem em comum é que ambas tratam de um caso
particular de algo ligeiramente mais geral: As tesselacoes ali empregadas tem a caracteristica
de ter em comum a pelo menos uma terna de faces de cores distintas, um par de vértices
distintos. O operador que atua com uma mesma matriz de Pauli nos qubits relacionados
a tais vértices comuta com os geradores do grupo estabilizador e portanto, pertence ao
normalizador de tal. Obviamente, se a matriz empregada for a matriz X, por exemplo, o
operador resultante é um operador l6gico com suporte em exatamente dois qubits, garantido

assim que a distancia do cédigo subjacente é 2.

Uma maneira pratica de identificarmos algumas das tesselagoes de valéncia 3, que sao
3-coloriveis, que venham a fornecer cédigos de distancia 2 é observando se a quantidade de
ternas de 3 faces de cores distintas entre si é, ou nao, menor do que a quantidade de vértices
desta tesselagao. Se a quantidade destas ternas é menor do que a quantidade de vértices,
obrigatoriamente havera pelo menos um par de vértices sobre uma mesma terna e, devido
a construcao dos codigos coloridos e pelo fato desta tesselacao ter valéncia 3, ter-se-4 um

operador légico com suporte em dois qubits.

Caso ocorra de a quantidade de ternas de 3 faces de cores distintas entre si nao ser menor
do que a quantidade de vértices desta tesselagao, este método nada conclui sobre a mesma,

induzindo a outro tipo de analise.

O método supracitado consiste em notar que se uma tesselagao tem #F faces, ter-se-a

#T

3 faces de cada uma das trés cores. A quantidade de ternas de faces de cores distintas

3
entre si nao é maior, portanto, do que (?) . Ja a quantidade de vértices é dada por

sl

. Com um célculo simples se garante que nos casos em que a tesselacao possui 3, 6
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ou 9 faces, a distancia do coédigo subjacente vai ser 2, independentemente de g > 2 escolhido.

Exemplo 3.8.8. Fixado um inteiro positivo m, escolha um inteiro par p > 16m? e defina
g = pm —6m + 1. Se a tesselagdo {p,3} sobre o g-toro for 3-colorivel, o cédigo colorido
subjacente tem distancia 2. De fato, esta tessela o g-toro com 12m faces eg4pm vértices. A
quantidade de ternas de faces de cores distintas nao é maior do que IQTm) = 64m3. Como

16m? < p, tem-se 64m?® < 4pm e, portanto, o cédigo colorido subjacente tem distancia 2.

Na mesma linha de raciocinio, considere {p,3} uma tesselacao regular 3-colorivel do g-
toro, g > 2. Fixada uma face f;, de cor verde por exemplo, desta emanam p arestas verdes.
Cada uma destas arestas verdes possuem a outra extremidade num vértice de alguma face
verde, a qual eventualmente pode ser a face f;. Caso ocorra de a aresta possuir as duas
extremidades sobre uma mesma face, com um argumento analogo ao exposto na observacao

garante-se que a distancia do codigo colorido subjacente a tal tesselacao ¢ 2.

Agora, se apenas as arestas de f; possuem mais do que um vértice sobre esta face, pode
ocorrer a situacao de que duas arestas que emanam de f; tenham a outra extremidade numa
mesma face f,, distinta de f;. A menos de um reordenamento, podemos supor que uma destas

/7 . / 7’ .
arestas tem como vértices v; € fi e v € fo enquanto que a outra aresta tem como vértices
p .
v; € fre v; € fo- Neste caso, o operador Z{(m)%(vi)%(vj)%(v;) pertence ao normalizador do
grupo estabilizador do cédigo subjacente a tesselacao. Para garantir que este nao pertence

ao grupo estabilizador, basta notar que, passando a tesselacao reduzida verde, a string que

o determina é composta por dois arcos de geodésica, conectando os incentros de f; e f,.

A prova da proposicao que segue é baseada no argumento acima.

Proposicao 3.8.9. Se {p,3} é uma tesselagdo 3-colorivel, tal que # — 1 < p, entao a

distancia do cédigo colorido subjacente a esta tem distancia nao maior do que 4.

Observacao 3.8.10. Tem-se # — 1 < p se, e somente s, 4g < p* — 5p — 2.

Exemplo 3.8.11. Segue abaixo uma tabela com tesselagoes {p, 3} do g-toro cuja distancia

nao é maior do que 4, segundo a observacao |3.8.10|

4 _ 12(g-1)
Lembre que #JF = #
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g 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
P
8 * * *
10 * * * * * * *
12 * * * * * * * * * * *
14 * * *
16 *
18 * * * * * * * * *
20
22
24 * * *
26
28
30 * * * *
32
34
36 * *
38
40
42 * * *

Proposicao 3.8.12. Se {p, ¢} é uma tesselacao regular 3-valente e 3-colorivel do g-toro, com

g > 2, entao:

11.

1il.

1v.

Se alguma aresta de uma de suas tesselacoes reduzidas é um loop sobre algum vértice,

entao a distancia do cédigo colorido subjacente ¢é igual a 2;

Se existem pelo menos duas arestas distintas de uma de suas tesselagoes reduzidas que
possuam o mesmo bordo, entao a distancia do codigo colorido subjacente nao é maior

do que 4;

Se a quantidade de arestas de qualquer tesselacao reduzida é igual a p, entao a distancia

do codigo colorido subjacente nao é maior do que 4;

Se a quantidade de arestas de qualquer tesselagao reduzida é menor do que p, entao a

distancia do cédigo colorido subjacente ¢ igual a 2.

Demonstragao: [ A existéncia de um loop na tesselacdo reduzida estd condicionada a

existéncia de uma aresta da tesselacao original, cujos dois vértices que constituem o bordo

pertencem a uma mesma face, enquanto que o bordo de tal face nao contém a referida aresta.

O operador que atua com X sobre os dois qubits relacionados a estes dois vértices é um

operador logico.

: Se tais arestas, digamos e; e ey, sdo loops, estdo satisfeitas as hipéteses do item .

Caso contrario, existem vértices v; # vy da tesselagao reduzida, tais que d(e;) = {v1, v2}.

Sejam f; as faces da tesselagao original cujo incentro é v;. Como e; nao é um loop, tem-se
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fi1 # fa. Seja € a aresta da tesselagao original cuja extensao fornece a aresta e; da tesselagao
reduzida. Sejam 0(e}) = {v,,vp} € 0(eh) = {ve, va}. O operador X, X, X,.X,, ¢ 1ogico.

il Note que p é a valéncia de cada vértice da tesselagdo reduzida. Ou uma aresta é
um loop sobre algum vértice, ou obrigatoriamente existem duas arestas distintas cujo bordo

comum, satisfazendo as hipoteses do item

vt Sendo p a valéncia de qualquer vértice da tesselagdo reduzida, de cada vértice v
desta emanam p arestas. Como a tesselacao reduzida consta de menos arestas do que p,
por hipotese, seque que ao menos uma aresta caracteriza um loop sobre v, satisfazendo as

hip6teses do item [l O

Exemplo 3.8.13. Se p > 2g+4, a distancia do cédigo colorido subjacente a tesselagao {p, 3}
sobre o g-toro, g > 2, é igual a 2.

De fato, percebendo-se que a quantidade de faces de uma das tesselagoes reduzidas é igual
a 1#, onde JF é o conjunto das faces da tesselagao {p, 3}, com um simples célculo garante-se

que, se p > 2¢g + 4, entao p supera a quantidade de arestas desta tesselacao reduzida. A

proposicao |3.8.12 garante o restante deste argumento.



CapriTUuLO 4

Novos Codigos Quanticos de

Superficie

4.1 Novos Cédigos de Superficie

Neste capitulo estudaremos os cédigos de superficie obtidos por tesselacoes semirregulares.

A partir das tesselagoes derivadas, estudadas na secao [1.5.3] constréi-se os codigos de

superficie da secao [4.1.1

4.1.1 Cbdigos de Superficie Provenientes das Tesselagoes Semirre-
gulares [p, q,p,ql, [2p,2p, q] e [2p,2¢,4] do g-toro

Como introdugao aos resultados da presente tese, apresentamos abaixo trés familias de

codigos de superficie provenientes das tesselagoes derivadas.

Cédigos de Superficie Provenientes de Tesselagoes [p, ¢, p,q] do g-toro, g > 2: O

codigo quantico de superficie obtido a partir da tesselacdo semirregular [p, q,p, q] situada
4pq(g — 1)
pqg—2p—2q
qubits fisicos, k = 2¢g qubits logicos e um limitante inferior para a distancia deste é obtido pelo
. . .. . dv dm , :
menor inteiro, nao menor do que o minimo do conjunto T onde L é o comprimento
r
de aresta da tesselacao [p, q,p, q], e r é o comprimento do raio da circunferéncia circunscrita

sobre o g-toro, g > 2, derivada da tesselacao regular {p, ¢}, é composto por n =

a um p- gon da tesselagao regular {p, q}.

Seguem abaixo algumas tabelas com os parametros de alguns dos cédigos assim obtidos.
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# | g | Tesselacao | [n,k,d] # | g | Tesselacdo | [n,k,d|
12| 37,37 | [84,4,5] 30 4| [B3.7.3.7] | 12528 9]
212 [3.8,3.8 | [48,4,4] 31 4| [3.8,3.8] |[144,8, 6]
312 [3.9.3.9] | [36,4,3] 3214 [3,9,3,9] |[108,8,5]
112 [3.10,3,10] | [30,4,3] 33| 4| [3,10,3,10] | [90, 8, 4]
512 [3.12.3,12] | 24,4, 3] 3404 | [3.12,3.12] | [72.8,4]
62| [4545 | [40,4,4] 35| 4| [4,5,4,5 |[120,8,6]
712 [4646 |[24,4,3) 36| 4| (4,646 | [128.5)
82| 4843 |[16,4,2] 3714 [4,7.4,7] | [56,8,4]
02 [4,12,4,12] | [12,4,2] 38 4| [4,8,4.8 | [48,8,4]
10[2| B.5.5,5 | [20,4,3] 30 4 | [4,10,4,10] | [40,8, 3]
11] 2 | [5,10,5,10] | [10,4, 2] A0[4 | [4,12,4,12] | [36,8,3]
12( 2| [66.6.6 | [12,4,2] A1 4| 5555 | 160,84
132 83833 | [8,4,2] 12/ 1| [5,10,5,10] | [30,8, 3]
13[4 [66,6,6] | (3683
# | g | Tesselacao | [n,k,d] 441 4 | 16,12,6,12] | [24,8,2]
14] 3] [3,7.3,7] |[168,6,7] B4 70,07 | 2883
153 | (38338 | [96,6,5] 16 4| 8388 | [24,8.2]
16] 3] [3.9.3.9] | [72,6,4] 47| 4 [10,10,10,10] [20, 8, 2]
17 3 | [3,10,3,10] | [60,6,4]
18( 3 | [3,12,3,12] | [48,6, 3] # | g | Tesselacdo | [n,k,d|
193 | [45.45 | [80,6,5] 4815 | B.7.3.7 |[336,10,9]
20| 3| [4,6,4,6] | [48,6.4] 195 3838 |[192,10,6]
21| 3| (4,848 | [32,6,3] 50| 5| [3.9,3,0] |[144,10,5]
22| 3 | [4,12,4,12] | [24,6,2] 51| 5 | [3,10,3,10] |[120, 10, 5|
2313 5,555 | [40,6,4] 525 | 3,12,3,12] | [96, 10, 4]
24| 3| [5,6,5,6] | [30,6,3] 5315 | [4.5,4,5] |[160,10,7]
25| 3 | [5,10,5,10] | [20,6, 2] 54| 5| [4,6,4,6] |[96,10,5]
2613 | [6,6,6,6] | [24,6,3] 5515 | [4,3,4,3 |[64,10,4]
2713 16,9,6,9] | [18,6,2] 56| 5 | [4,12,4,12] | 48,10, 3]
2813 | [8.8.8.8] | [16,6,2] 5715 | 5,555 |[80,10,5]
29| 3 [12,12,12,12] [12,6,2] 58| 5| [5,6,5,6] |(60,10,4]
59| 5 | [5,10,5,10] | [40, 10, 3]
60| 5| [6,6,6,6] |[48,10,3]
61| 5| [6,7,6,7 |[42,10,3]
625 | 16,969 |[36,10,3
6315 | (8888 |[3210,3
64| 5 [12,12,12,12] [24, 10, 2]

Cédigos de Superficie Provenientes de Tesselagoes [2p,2p, ¢] do g-toro, g > 2: O

codigo quantico de superficie obtido a partir da tesselagdo semirregular [2p,2p, q] situada
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6pq(g — 1)

pqg—2p—2q
qubits fisicos, k = 2g qubits logicos e um limitante inferior para a distancia deste é obtido

sobre o g-toro, g > 2, derivada da tesselacao regular {p, ¢}, é composto por n =

o . .. : M du dm ,
pelo menor inteiro, nao menor do que o minimo do conjunto T % 1 [ onde L é o
a’ r
comprimento de aresta da tesselagdo [2p,2p, ¢| e a e r sdo, respectivamente, o comprimento

do apdtema e do raio de um poligono da tesselagao regular {p, q}.

Seguem abaixo algumas tabelas com os parametros de alguns dos cédigos assim obtidos.

# | g | Tesselacao | [n,k,d] # | g | Tesselacao | [n,k,d]
1] 2| [14,14,3] |[126,4,3] 30[ 3| [24.24,3] | [72,6,2]
212 (16,163 | [12,4,2] 31 3| [28,28,3] | [63,6.2]
312 (18,183 | [54,4,2] 32| 3 [36,36,3] | [54,6,2]
12 [20203] | [45,4,2] 333 | [10,10,4] |[120,6,4]
52 [24,24,3] | [36,4,2] 34] 3] [12,12,4] | [72,6,3]
62| [36,363 | [27.4,1] 353 | [16,16,4] | [48,6,2]
712 [10,10,4] | [60,4,3] 36 3 | [24,24.4] | [36,6.2]
S 2 [12,124] | [36,4,2] 3703 [ [40,40.4] | 30,6, 1]
02 [16,164] | [24,4,2] 383 [8.85 |[120,6,4]
102 | [24.24,4] | [18,4,1] 39| 3| [10,10,5] | [60,6, 3]
12| [885] |[60,4,3] 0] 3| (12,125 | [45.6,2]
122 | [10,10,5] | [30,4,2] A1) 3| [20.20,5] | [30.6,2]
13] 2| [20,20,5] | [15,4, 1] 203 886 | [72.6,4]
42| 336 | 36,43 133 [10,10,6] | [45,6, 3]
15 2 [ [12,12,6] | [18,4,2] 43| [12,12,6] | [36,6,2]
162 [6,67] |[126,4,5] 15| 3| [18.18,6] | [27.6.2]
1712 [668 | [724.4] 163 667 |[252,6,7]
18] 2] 8838 | [24,4,2] 473 [28.28,7] | [21,6,1]
19] 2| [16,16,8] | [12,4,1] 483 [6,6,8 |[144,6,5]
20[ 2 [6,69] | [54,4,3] 193] 888 | [48.6,3]
21| 2| [6,6,10] | [45,4,3] 50 3 | [16,16,8] | [24,6, 2]
222 | [10,10,10] | [15,4, 2] 5113 | [6,6,9] |[108,6,4]
2312 | [6,6,12] | [36,4,3] 523 | [12,12,9] | [27,6,2]
21| 2| 8812 | [18,4,2] 531 3| [6,6,10] | [90.6,4]
2512 | (6,618 | [27,4,2] 54| 3 | [10,10,10] | [30,6, 2]

5513 | [6,612] | [72,6,3]
# | g | Tesselacao | [n,k,d] 56| 3| [8,8,12] | [36,6,2]
26] 3 | [14,14,3] | [252,6,4] 570 3 | [24,24,12] | [18,6, 1]
2713 [16,16,3] |[144,6,3] 58/ 3| [6,6,14] | [63,6,3]
28] 3| [18,18,3] |[108,6,3| 59| 3 | [14,14,14] | [21,6,2]
29] 3| [20,20,3] | [90,6,2] 60| 3| [6,6,18] | [54,6,3]

613 | (8820 | [30,6,2]
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# | g | Tesselacao | [n,k,d] # | g | Tesselacdo | [n,k,d|
62| 4| [14,14,3] |[378,8,5] 102 5 | [14,14,3] |[504, 10, 5]
63 4| [16,16,3] |[216,8,4] 103 5 | [16,16,3] |[288, 10,4]
64| 4 | [18,18,3] |[162,8,3 104 5 | [18,18,3] |[216, 10, 3]
65| 4 | [20,20,3] |[135,8,3] 105/ 5 | [20,20,3] |[180, 10, 3]
66| 4| [24,24,3] |[108,8,2] 106 5 | [24,24,3] |[144, 10,2
67| 4| [30,30,3] | [90,8,2] 107 5 | [28,28,3] |[126,10,2]
68| 4| [36,36,3] | 8L,8,2] 108 5 | [36,36,3] |[108,10,2]
69| 4| [10,10,4] |[180,8,4] 109 5 | [10,10,4] |[240, 10, 5]
70 4| [12,12,4] |[108,8,3] 1100 5 | [12,12,4] |[144, 10, 3]
71 4| [14,14,4] | [84,8,3] 111 5 | [16,16,4] |[96, 10, 3]
72 4| [16,16,4] | [72,8,2] 112 5 | [24,244] |[72,10,2]
73| 4| [20,20,4] | [60,8, 2] 113 5 | [40,40,4] |[60,10,2]
T4 4| [24,244] | [54,8,2] 114 5| [8,85] |[240,10,5]
75 4| [32,324] | [48,8,2] 115 5 | [10,10,5] |[120, 10, 4]
76 4| [8.8.5] |[180,8,5] 116 5 | [12.12,5] |[90, 10, 3]
77 4| [10,10,5] | [90,8, 3] 117 5 | [20,20,5] |[60, 10, 2]
7814 | [20,20,5] | [45,8,2] 1185 [8,8,6] |[144,10,4]
794 8,8,6] [108, 8, 4] 119 5 | [10,10,6] |90, 10, 3]
80| 4| [12,12,6] (54,8, 3] 1200 5 | [12,12,6] |[72,10,3]
81| 4| [24,24,6] 36, 8, 2] 121} 5 | [14,14,6] |[63,10,2]
82/ 4| [6.6.,7] |[378,88] 122 5 | [18,18,6] |[54,10,2]
$31 4| 887 | [84,8,4] 123 5 | [30,30,6] |[45,10,2]
S| 4| 4,147 | [42,8,2] 1245 [6,6,7] |[504,10,9]
85| 4 6,6,8] [216, 8, 6] 1250 5 | [12,12,7] |[63,10, 3]
86[ 4| 838 | [72,8.4] 126 5 | [28,28,7] |[42,10,2]
87| 4| [16,16,8] | [36,8, 2] 1275 | [6.68 |[288,10,0]
88/ 4| [6.6.9] |[162,8,5] 128 5| [8.8.8 |[96,10,4]
8014 | [36,36,9] | 27,8, 1] 129 5 | [16,16,8] |[48,10, 2]
00| 4| [6,6,10] |[135,8,4] 130 5| [6,69] |[216,10,5]
o1 4| [8,8,10] | [60,8,3] 1315 | [12,12,9] |54, 10, 3]
92| 4 | [10,10,10] | [45,8, 3] 132 5| [6,6,10] |[180, 10, 5]
93| 4 | [20,20,10] | [30,8,2] 133 5 | [10,10,10] | [60, 10, 3]
04 4| [6,6,12] |[108,8,4] 134 5| [6,6,12] |[144,10,4]
05 4| [8.8,12] | [54,8,3] 135 5| [8,8,12] |[72,10,3]
06| 4 | [12,12,12] | [36,8,2] 136 5 | [24,24,12] | [36,10, 2]
o7 4| [6,6,15] | [90,8,3] 137 5| [6,6,14] |[126,10,4]
08| 4| [8816] | [48,8,2] 138 5 | [14,14,14] | [42, 10, 2]
00| 4 | [32,32,16] | 24,8, 1] 139 5 | [12,12,15] | [45, 10, 2]
100] 4 [6,6,18] 81,8, 3] 140 5 [6,6,18] {[108, 10, 3]
101 4 | [18,18,18] | [27,8,2] 1415 | [8,8,20] |[60,10,2]

142 5 | [40,40,20] | [30, 10, 1]
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Cédigos de Superficie Provenientes de Tesselagoes [2p,2q,4] do g-toro, g > 2: O

codigo quantico de superficie obtido a partir da tesselagdo semirregular [2p,2q, 4] situada
12pg(g — 1)

pq—2p—2q
qubits fisicos, k = 2g qubits ldgicos e um limitante inferior para a distancia deste é obtido
dfM, lc%, C%M, dTM}, onde L é o
comprimento de aresta da tesselagao [2p, 2q, 4], [, a e r s@o, respectivamente, o comprimento

sobre o g-toro, g > 2, derivada da tesselacao regular {p, ¢}, é composto por n =
pelo menor inteiro, nao menor do que o minimo do conjunto {

de aresta, de um apétema e do raio de um poligono da tesselagao regular {p, q}.

Seguem abaixo algumas tabelas com os parametros de alguns dos cédigos assim obtidos.

# | g | Tesselagao | [n,k,d] # | g | Tesselagao | [n,k,d]
1] 2] [6,14.4] |[252,4,5] 283 | [6,24.4] |[144,6,3]
212 [6,164] |[144,4,4] 2013 | 6,284 |[126,6,3]
312 [6,184] |[108,4,3] 301 3| [8,10,4] |][240,6,5]
12| [6204] | [00,4,3] 31| 3| [8,12,4] |[144,6,4]
512 6244 | [72,4,3] 32/ 3| [8.16,4] | [96.6,3]
62| [8,104] |[120,4,4] 333 | [8.244] | [72,6,2]
712 8124 | [72,4,3] 343 | [10,8,4] |[240,6,5]
82| [8164] | [48.4,2 35| 3 | [10,10,4] |[120,6,4]
912 [8,24,4] 36,4, 2] 36| 3| [10,12,4] | [90,6,3]
10] 2 [10,8,4] |[120,4,4] 37/ 3| [10,20,4] | [60,6,2]
11 2| [10,10,4] | [60,4,3] 38 3| [12,84] |[144,6,4]
122 | [10,20,4] | [30,4,2] 39 3 [12,10,4] | [90,6, 3]
3] 2] [12.84] |[72,4,3] 03| (12124 | [72.6,3]
4] 2| [12,12,4] | [36,4, 2] AT 3| [12,184] | [54,6,2]
15 2| [14.64] |[252,4,5] 23] [14.64] |[504,6,7]
16] 2| (16,64 |[144,4,4] 133 [14.284] | [42,6,2]
17(2 | [16,84] | [48,4,2] 143 [16,64] |[288,6,5]
18] 2| [16,164] | [24,4,2] 4503 (1684 | [96,6,3]
1902 | [18,64] |[108,4,3] 16 3 | [16,16,4] | [48,6,2]
20| 2| [20,6,4] | [90,4,3] 173 [18.6.4] |[216,6,4]
21| 2| [20,10,4] | [30,4,2] 83| [18,12,4] | [54,6,2]
222 [24.64] | [72,4,3] 193] [20.64] |[180,6,4]
2312 | [24,8/4] 36,4, 2] 50| 3| [20,10,4] | [60,6,2]

51| 3| [24,6.4] |[144,6,3]
# | g | Tesselacao | [n,k,d] 52| 3| [24,8,4] (72,6, 2]
24| 3| [6,14,4] |[504,6,7] 53| 3 [ [24,24.4] | [36,6,2]
2513 [6,16,4] |[288,6,5] 54] 3| [28,6.4] |[126,6,3]
26| 3| [6,18,4] |[216,6,4] 55 3 | [28,14.4] | [42,6,2]
273 | [6,20,4] |[180,6,4]
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# | g | Tesselacao | [n,k,d] # | g | Tesselacao | [n, k,d|
56| 4| [6,14,4] |[756,8,8] 80| 5| [6,14,4] [1008,10,9
570 4| [6,16,4] |[432,8, 6] 90| 5| [6,16,4 |[76,10,6]
58| 4| [6,18,4] |[324,8,5] o1 5| [6,18,4] |[432,10,5]
59| 4| [6,20,4] |]270,8,4] 92| 5| [6,20,4] [[360,10,5]
60| 4| [6,24,4] |[216,8,4] 035 | [6.24,4] [[288,10,4]
61| 4| [6,30,4] |[180,8,3] 04| 5| [6,28,4] |[252,10,4]
62| 4| [8,10,4] |[360,8,6] 05| 5| [8,10,4] |[480,10,7]
63 4| [8,12.4] |[216,8,5] 96| 5| [8,12.4] |[288,10,5]
64 4| [8,14,4] |[168,8,4] 075 | [8,16,4] [[192,10,4]
65| 4| [8,16,4] |[144,8,4] 08| 5| [8,24,4] |[144,10,3]
66| 4 | [8,20,4] |][120,8,3] 99| 5| [10,8,4] [[480,10,7]
67| 4| [8,24.4] |[108,8,3] 100 5 | [10,10,4] |[240, 10, 5]
68| 4| [10.8.4] |[360,8, 6] 101] 5 | [10,12,4] |[180, 10, 4]
69| 4 | [10,10,4] |[180,8,4] 102 5 | [10,20,4] |[120, 10, 3]
704 | [10,20,4] | [90,8,3] 1035 | [12,8,4] |[288,10,5]
71 4] [12.84] |[216,8,5] 104] 5 | [12,10,4] |[180,10, 4]
720 4| [12,12,4] |[108,8,3] 105 5 | [12,12,4] |[144, 10, 3]
7304 | [12.244] | [12,8,2] 106 5 | [12,14,4] |[126, 10, 3]
74| 4| [14,64] |[756,8, 8] 107 5 | [12,18,4] |[108, 10, 3]
75| 4| (14,84 |[168,8,4] 108 5 | [12,30,4] | [90, 10, 2]
76| 4| [14,14,4] | [84,8,3] 109 5 | [14,6,4] [1008, 10,9
771 4] [16,6,4 |[432,8,6] 110] 5 | [14,12.4] |[126, 10, 3]
78] 4| [16,8,4] |[144,8,4] 111 5 | [14,28.4] |[84,10,2]
790 4| [16,16,4] | [72,8,2] 112[ 5 | [16,64] |[576,10,6]
80 4| [18,6,4] |[324,8,5] 113[ 5 | [16,3,4] |[192,10,4]
S| 4| (20,64 |[270,8,4] 114 5 | [16,16,4] | [96, 10, 3]
82| 4| [2084] |[120,8,3] 115 5 | [18,6,4] |[432,10,5]
83/ 4| [20,10,4] | [90,8, 3] 116 5 | [18,12,4] |[108, 10, 3]
84| 4| [20,20,4] | [60,8,2] 117] 5 | [20,6.4] |[360, 10, 5]
85 4| [24,64 |[216,8,4] 118] 5 | [20,10,4] |[120, 10, 3]
86| 4| [24.8.4] |[108,8,3] 119/ 5 | [24,64] |[288,10,4]
87| 4| [24,12,4] (72,8, 2] 120| 5 [24,8,4] |[144, 10, 3]
88| 4| [30,64] |[180,8,3] 121 5 | [24,244] |[72,10,2]

1225 | [28,6,4] |[252,10,4]

123] 5 | [28,14,4] |[84,10,2]

124] 5 | [30,12,4] [[90, 10, 2]
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4.2 (Cobdigos de Superficie Obtidos por Tesselacoes Se-

mirregulares [2p, ... ,2p;] do g-toro (g > 2)

Com base no teorema[1.6.1} mais especificamente, no corolario [1.6.3, dados inteiros positivos

ae-0 [ [ ps

tR R

92271717”'7pt7R7E7‘/17”'7‘/157ta’isqueR: 2 7E:_e‘/t£:_7
231 TR 9| I

J [
existe uma tesselagdo semirregular [2py,--- ,2p;] do g-toro M, a qual conta com E arestas,

R
R vértices, F' = ). V; faces, das quais 5 Sa0 2p;-gons.

1

Estas tesselacoes fornecem, assim como antes, codigos quanticos de superficie. A cons-

trugao deste é inteiramente analoga a feita na secao do capitulo

Mais especificamente, sejam V, € e F os conjuntos de vértices, arestas e faces da tesselagao

e considere H = ® C? como sendo o espaco do sistema ao qual os qubits pertencem. Defina,

ect
para cada f € F, o operador Xy = ®%6(668f) e, similarmente, para cada v € V, o operador
ecé
3, = ®35(868”). Obviamente estes operadores atuam sobre o espaco JH. Observa-se que,

ecé
para cada v € V e para cada f € JF, os conjuntos €y e £, possuem zero ou dois elementos em

comum e, portanto, X; e 3, comutam. Desta forma, 8. = (X¢, 3,) é um grupo abeliano.

Denote por € o subespago vetorial de JH obtido pela interseccao dos auto-espagos associ-

ados ao autovetor +1 de cada um destes operadores:

C={lp) € H/X;|p) =3ul0) =|p), f€F,veV}

Observagao 4.2.1. Se V, € e F sao, respectivamente, os conjuntos de vértices, arestas e

faces da tesselacao, tem-se #V =R, #E = F e #F = F.
Proposicao 4.2.2. Id ¢ 8.4.

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que —Id € §.. Para tal, devem existir subconjuntos

Fo C FeVy CV, tais que (H %f> (H 3U> = —1Id, de onde segue que H Xy =

f€Fo vEVy f€Fo

— H 3, . Note que Fy # F ou Vo # V. Se Fy # J, existe fo € Ty, tal que 3y, (H %f) =

veVoy f€Fo
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— (H %f> 3/, Assim,
f€Fo
[[x =

f€Fo

% (H ff)
f€%0

= =3 <_ H30> 3

veV

= 113

veV

= =35 (H xf) 3

f€%o

- (1)

de onde segue que H X;=0¢ 85 O caso em que Vg # V é tratado de forma andloga.[]

f€Fo

Conforme antes observado, H Xy = HSU = Id. Com isto, para cada fy € F, tem-se

fex veV
II = =
feT, f#fo feF. f#fo \ecé
ecé (f€3r7f7’5f0

ecl

— <® x‘;(eegfo)

ect

_ <® xé(eEEfo)

ecé

= Xp H:{f

fer
= X,,Id

= Xy.

H <® %5(e€€f)>
H %5(e€€f)>
— ® <x5(66€f0) H xé(eeﬁf))

fev

en—)

ect feF

ne=-

feEV ecé

Analogamente, para cada vy € V fixada, tem-se H 30 = Bup-

vEV,v#£vg

Assim, 8.4 possui #F —14+#V —1 geradores independentes. Portanto, o cdédigo € codifica

k=n— (#F + #V — 2) qubits. Assim,
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k= n— (#F+#V—-2)
= H#HE—H#F —H#V +2
= — (#F—H#E+#V)+2

= —x(M)+2
= —2(1—g)+2
= 2g.

O namero de qubits fisicos é exatamente #&, enquanto que o numero de qubits 16gicos
é 2g. Se 8.5 € o grupo estabilizador deste cédigo, um operador pertencente a C(Sest) — Sest
estd biunivocamente determinado por um segmento de grafo contido na tesselacao que tem
homologia nao trivial. Em sintese, sabemos que este deve ser um ciclo de homologia nao
trivial. Tal qual feito em [21], podemos estimar um limitante inferior para esta cadeia de
erros dividindo o diametro do poligono da tesselagdo {4¢g,4¢g} pelo comprimento de arestas
da tesselacao, bem como de sua dual, e arredondar para maior, o menor dentre estes valores.

As medidas de aresta empregadas neste calculo sao obtidas com o uso da Proposicao [1.6.4]
Com este processo, obtemos os codigos cujos parametros estao listados nas tabelas abaixo.

Esta construcao fornece como caso particular os cédigos de superficie de [21].

Tabela 4.1: Tabela de Parametros dos Cdédigos de Superficie Provenientes de Tesselagoes
Semirregulares sobre o 2-Toro.

Tesselagao | [n,k,d]
[10,10,10] | [15,4.,2]
8,88 | [24.4,3]
6,12,12] | [18,4.2]
[4,6,18] | [108,4,3]

—_
= ©]oo| | o ot x| W po| =Tk
| DO DO DO RO DO D] M| | DO [0”

(48,48 | [16.4,3]
[446,6] | 24,43
4,438 | [16,4,2]
44,438 | [32,4,3]
[4,4,4,4.4] | [20,4,3]
444,444 | [12,4,2]
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Tabela 4.2: Tabela de Parametros dos Cédigos de Superficie Provenientes de Tesselagoes
Semirregulares sobre o 3-Toro.

# | g | Tesselacao | [n,k,d
113 8812 |[36,63]
123 | [4,12.4,12] | [24.,6,3]
133 8888 |[16,62]
43| [48438 |[32.63]
15| 3| [4,4,12,12] | [24,6,2]
16 3| [464,6 | [48,64]
17| 3| [4,4,84,38] | [20,6,3]
183 16,6,6,6,6] | [15,6,2]
193 444,46 | [30,6,3]
20 | 3| [4,4,4,8,8 | [20,6.2]

Tabela 4.3: Tabela de Parametros dos Cédigos de Superficie Provenientes de Tesselagoes
Semirregulares sobre o 4-Toro.

# | g | Tesselagao | [n,k,d|
21 | 4| [18,18.18] | 27.8.2]
22 | 4 | [10,10,10,10] | [20,8,2]
23 4| [4838 | [32:83)
20 | 4| [4,12,12,12] | [24,8,2]
25 4| [4,10,4,10] | [40,8,3]
26 | 4| [44,64,12] | [30,8,3)
27 | 4| [6,6,6,6,6,6] | [18,8,3)
28 | 4 | (44,4848 | [24,8,3)
20 | 4 | [4,4,4,4,4.4] | [36,8,3)
30 | 4| 44,4483 | [24.8.2]

Tabela 4.4: Tabela de Parametros dos Cdédigos de Superficie Provenientes de Tesselagoes
Semirregulares sobre o 5-Toro.

# | g | Tesselagao [n, k,d
31 | 5| [6,14,14] |[63,10,2]
32 |5 | [12,12,12,12] | [24, 10, 2]
33 |5 | [4,6,6,12] | [48,10,3]
34 |5 | [4848 |64 10,4]
35 |5 | [4,816,16 | [32,10,2]
36 5| [6,6,6,6,6 | [30,10,3]
375 | [4,4848 | [40,10,3]
38 | 5 | [4,4,6,12,12] | [30,10, 2]
30 | 5 | [4,4,4,4,4,12] | [36,10, 3]
10 |5 | [44,883838 |[24,10,2]
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4.2.1 Elementos Graficos

Seguem abaixo graficos comparativos entre os codigos de superficie gerados a partir de tes-

selacoes regulares e semirregulares sobre superficies de génus de 2 a 5.

30 - L
- L L ] ae @ ]
0 . . . » Tesselacbes Semirregulares
15 cecm=e o d d ® Tesselacoes Regulares
Soee e0 o8 & 0 L ] ®

20 40 60 80 100 120 140

Figura 4.1: Distribuicao dos parametros kd, no eixo vertical, em relacao a quantidade de
qubits fisicos n, no eixo horizontal.
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» Tesselactes Semirregulares
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S S0 00 SR D

0@ PN 0

I L L
25 3.0 35 40 45 50

Figura 4.2: Distribui¢do dos parametros k/n, no eixo vertical, em relagdo a quantidade de
qubits 16gicos k, no eixo horizontal.



4.2 Cédigos de Superficie Obtidos por Tesselagbes Semirregulares

[2p1, ..., 2p¢] do g-toro (g > 2) 95
k/n
D4} ) [ ]
L] L ]
0 ¢ o o
* L ] [ ] L -
. ' © B + Tesselactes Semirregulares
. L] [ ]
02} o &’ o 2 ' * Tesselacdes Regulares
* L ] L] L ]
I R
01f . et . o
. . L] .l
L ] .‘
! 1 L an
0.05 0.10 0.15

Figura 4.3: Distribuigao dos parametros k/n, no eixo vertical, em relagdo aos parametros
d/n, no eixo horizontal.



CAPiTULO 5

Novos Codigos Quanticos Coloridos

Neste capitulo estudamos os codigos coloridos obtidos das tesselagoes semirregulares trivalen-
tes e 3-coloriveis do g-toro, g > 2. Em particular, a partir das tesselagoes derivadas estudadas

na se¢ao [1.5.3] constréi-se os cddigos coloridos da secao [5.1}

5.1 Cdbdigos Coloridos Provenientes das Tesselacoes Se-
mirregulares [2p,2p, q] e [2p,2q,4] do g-toro

Como introducao aos resultados da presente tese, no que tange aos codigos quanticos co-
loridos estabelecidos através de tesselagoes semirregulares do g-toro, g > 2, apresentamos
abaixo duas familias de cédigos de superficie provenientes das tesselagoes derivadas. A secao
subsequente a isto, cito [5.2], contém o estudo dos cédigos quanticos coloridos obtidos de tes-
selagoes semirregulares construidas intrinsecamente sobre o g-toro, g > 2, sem a dependéncia

de tesselagoes regulares preexistentes.

Observacao 5.1.1. Conforme a observagao [1.5.17, a tesselagao [2p, 2p, ¢, derivada da tes-

(p+9)(g—1) 6pg(g—1) 4pq(g—1)

- . 4
selacao regular {p,q}, possui Ny = a5, laces, Ne = “H—- arestas e N, = ~ M

vértices, enquanto que a tesselacdo [2p,2q, 4], derivada da tesselacdo regular {p, ¢}, possui

8pg(g—1)

Ny = 2(pg+2p+2q) (g—1) faces, N, = 12pq(g—1) e

vértices.
pq—2p—2q pg—2p—2q

arestas e NV, =

Cédigos Coloridos Provenientes de Tesselagoes [2p,2p, q] do g-toro, g > 2: Simi-
larmente ao que se encontra na secao [3.8.3] dada a tesselagao [2p,2p, q] do g-toro, g > 2,

admitindo que esta seja 3-colorivel, pode-se construir um operador face, para cada uma das
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faces da tesselagao [2p,2p, q], obtendo-se assim, um cddigo quantico colorido, cujo compri-
4pq(g — 1)

mento é de n =
Pq—2p—2q

qubits fisicos, nos quais se codificam k = 4¢g qubits logicos.

Cédigos Coloridos Provenientes de Tesselagoes [2p, 2¢, 4] do g-toro, g > 2: Similar-
mente ao que se encontra na se¢ao e no paragrafo anterior, dada a tesselagao [2p, 2q, 4]
do g-toro, g > 2, admitindo que esta seja 3-colorivel, pode-se construir um operador face,

para cada uma das faces da tesselagao [2p, 2¢, 4], obtendo-se assim, um c6digo quantico colo-
8pq(g — 1)

——=—— qubits fisicos, nos quais se codificam k = 4g
Pq—2p—2q

rido, cujo comprimento é de n =
qubits légicos.

Salientamos que o caso em que p = ¢ é contemplado pelo caso abordado acima e que,
caso p # q, a tesselagao é 3-colorivel, pois é constituida por faces de 3 poligonos dois a dois

distintos.

Figura 5.1: Tesselagdo semirregular [16,8, 4] sobre um dominio fundamental da tessela¢ao
regular {8,8}, o qual fornece o 2-toro mediante quociente de grupo.

Exemplo 5.1.2. Abaixo encontra-se a figural5.2] a qual traz uma representacao da tesselagao

[16,8, 4] sobre o 2-toro. Encontram-se enumerados os 96 vértices.
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Figura 5.2: Tesselagdo Semirregular [16,8,4] sobre um dominio fundamental da tesselagao
regular {8,8}, o qual fornece o 2-toro mediante quociente de grupo.

Os operadores associados as faces sao dados na tabela abaixo:
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Tabela 5.1: Tabela contendo os operadores face que geram o grupo estabilizador do sédigo
colorido proveniente da tesselacao semirregular [16, 8,4] sobre o 2-toro.

X(fry) = X1 X2X3X4X5X6X7X8X9X10X11X12X13%14X 15X 16

3(fry) = 313233343536373839310311312313314315316

X(fry) = X81X82X83X84X85X86X87X38X89X90X01X92X93X94X05X06

3(fry) = 381382383384385386387388389390391392393394395396

X(frq) = X68X52X36X19X20X37X53X69X76X60X44X27X28Xa5X61X77

3(frq) = 368352336319320337353369376360344327328345361377

X(fry) = X66X50%X34X17X18X35X51 X67X74X58 X142 X25X26X43X59%75

3(fry) = 366350334317318335351367374358342325326343359375

X(frs) = X80X64X48X31X32X33X40X65X72X56X40X23X24X41X57X73

3(fry) = 380364348331332333349365372356340323324341357373

X(frg) = X78¥62%X46X290X30X47X63X79X71X55X39X22X21X38%54X70

3(frg) = 378362346320330347363379371355339322321338354370

X(frg1) = X¥1X16X17X32X33X34

3(fg1) = 31316317332333334

X(fgq) = X2X3X18X19X35X36

3(fgg) = 3233318319335336

X(fgg) = X¥aX5X20X21X37X38

3(fgs) = 3435320321337338

X(fgq) = X6X7X22X23%39X40

3(fgq) = 3637322323339340

X(fg5) = X8XoX24X25%41X42

3(fg5) = 3839324325341342

X(fgg) = X¥10X11X26X27X43%X44

3(fgg) = 310311326327343344

X(fg7) = X12X13X28X29X45X46

3(fg7) = 312313328320345346

X(rgg) = ¥14X15X30X31X47X38

3(fgg) = 314315330331347348

X(fg9) = X49X50%X65%66Xs1X82

3(fgg) = 349350365366381 382

X(fg10) = X51X52X67X68X83X84

3(fg10) = 351352367368383384

X(fg11) = X53X54X69X70X85X86

3(fg11) = I53354369370385386

X(fg10) = X55X56X71 X72X87X88

3(fg10) = 355356371372387388

X(fg13) = X57X58X73X74X89X00

3(fg13) = I57358373374389390

X(fg14) = X59X60X75X76X01X02

3(fg14) = 359360375376391392

X(fg15) = X61Xe2X77X78X93X04

3(fg15) = 361362377378393394

X(frg16) = X63X64X79X80X05X06

3(fg16) = I63364379380395396

X(rby) = ¥o0X73Xg0X06

3(rby) = 390373380396

X(fby) = X72X88X65X81

3(fby) = 372388365381

X(fby) = X71Xg7X78%04

3(fbs) = 371387378394

X(rby) = X70X85X95X79

3(fby) = 370385395379

X(ros) = X69X86X92X76

3(sbg) = 369386392376

3(fbg) = 368384393377

X(rvg) = Xe8XgaXo3X77
X(fby) = Xe7X83X74X89

3(fby) = 367383374389

X(rpg) = X66X82X01X75

3(rbg) = 366382391375

X(fbg) = X33%34X49X50

3(fbg) = 333334349350

X(fb1q) = *¥35X36%51X52

3(fb1g) = 335336351352

X(£by1) = ¥37X38%53%54

3(fbyy) = 337338353354

X(fbyo) = X39X40Xs55X56

3(fbyo) = 339340355356

X(fbyq) = X41X42X57Xs58

3(fbyg) = 341342357358

X(rbyy) = X¥43X44X59X60

3(fbyy) = 43344359360

X(£b1g) = ¥a5Xa6X61X62

3(fbys) = J45346361362

X(fb1g) = XarXa8X63¥X64

3(fb1g) = 347348363364

X(fbyp) = X1X2X17X18

3(fbyp) = 3132317318

X(fbyg) = ¥3¥aX19X20

3(fbyg) = 3334319320

X(rb1g) = X5XeX21X22

3(fbyg) = 3536321322

X(fbog) = X7X8X23X24g

3(fbog) = 3738323324

X(fbgy) = XoX10X25X26

3(fbgy) = 39310325326

X(fbgy) = *¥11X12X27X28

= =3
3(fboy) = 311312327328

X(fbyg) = X¥13X14X29X30

3(fboys) = 313314320330

X(fboy) = ¥15X16X31X32

3(fboy) = 315316331332

5.2 (Cdbdigos Coloridos Obtidos por Tesselacoes Semir-
regulares [2p, 2¢,2s] do g-toro, g > 2

Estabeleceremos aqui um processo andlogo ao realizado na se¢ao 4.2 trazendo agora um breve
estudo sobre os codigos coloridos obtidos através de tesselagoes semirregulares estabelecidas
sobre o g-toro, g > 2. Para fixar notacoes, vamos assumir que p > ¢ > s e que os poligonos

de 2p, 2q e 2s lados estao associados as cores vermelho, verde e azul, respectivamente.
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Assim como no caso dos codigos de superficie provenientes de tesselacoes semirregulares,
baseando-se no teoremall.6.1] mais especificamente, no caso particular para t = 3 do corolario

4(g — 1
1.6.3, dados inteiros positivos g > 2, p,q, s, R, E, V|, V5, V3, tais que R = (9 )Pgs :
p4s —pq —ps —4qs
3R R R

E = - Vo = 2_p’ Vy = 2_q eV, = 25 existe uma tesselagao semirregular [2p, 2q,2s| do

g-toro M, a qual conta com E arestas, R vértices, F' =V, + V, + V; faces, das quais % Sa0
p

R R
2p-gons, — sao 2¢g-gons € — Sao 2s-gons.
2q 2s

Observagao 5.2.1. Tratando- se da tesselagao semirregular [2p, 2¢, 2s] do g-toro M, g > 2,

tem-se:

2(g — 1) (pq + ps + gs)

#I =
pas —pq —ps — qs
4(g—1
L4y = l9—lpgs
pPqs — pq — ps — qs
—1
ye — 69— Dpgs

pgs — pqg —ps —qs

Estas tesselagoes, quando sao 3-coloriveis, fornecem cédigos quanticos coloridos. A cons-
trucao destes é inteiramente analoga a feita na secao do capitulo 3] Assim como antes,
estes codigos coloridos sao construidos situando-se um qubit em cada um dos vértices da tes-

selacao . A quantidade de qubits fisicos, portanto, coincide com a de vértices da tesselacao
4(g — 1)pgs

Pgs —pq —ps —qs

Definem-se, similarmente ao ja feito, dois operadores associados a cada face, os quais

que, neste caso, é v = #V =

constituem os geradores do grupo estabilizador: Sejam V, € e F os conjuntos de vértices,
arestas e faces, respectivamente, da tesselacao. Para cada v € 'V, o operadmﬂ X@w) que é
aquele que atua com o operador X exatamente no qubit associado ao vértice v. Analogamente
define-se o operador 3(,). Os geradores do grupo estabilizador, o qual é denotado por 8.,

do cddigo colorido sao os operadores face, Xy e 3(5), construidos da seguinte maneira:

xpn=11%w> 30 =]]3w

vef vef

1Utilizam-se os paréntesis na notacao ®(») para distinguir da similar utilizada nos cédigos de superficie.
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Denotando por Fgr, Fo e Fp os subconjuntos de F compostos pelas faces vermelhas, verdes
e azuis, respectivamente, podemos escrever as seguintes relagoes:
[Txo=11x0=11%0» 1l30=1I30=1I30 (5.1)
J€FR J€FB fefa fE€FR J€FB f€¥Fa

Observacao 5.2.2. Dada uma cor ¢ € {R, G, B} e um operador A € {X, 3}, tem-se:

IT A = &) A

feFe veV

Proposicao 5.2.3. —Id ¢ S..

Demonstracao: Suponha, por absurdo, que —Id € 8.y. Para tal, devem existir subcon-

juntos F1,J5 C T tais que H %(f)) (H 3(f)> = —Id, de onde segue que H X =

feF feF2 feT
- 11 30
f€TF

Note que, em relacao ao suporteE] dos operadores tem-se, necessariamente, que o suporte do

operador H X(p) | € nao vazio ou que o suporte do operador (H 3(5) | ¢ nao vazio,
feRn fE€F2

pois, caso contrario, (H %(f)> <H 3(f)> = Id.

fer fE€F2

Vamos tratar o caso em que sup <H . f)> # (). O outro caso é tratado de forma anéloga.
feFn

Seja v um vértice associado a um qubit do suporte de (H Zf(f)>. E claro que (H }Z(f))
fesx feg

anticomuta com 3. Desta forma, (H %(f)> 3w) = =) (H .’f(f)> . Com base nisto,

fesx feg

20 suporte de um operador A, no contexto em que estamos inseridos, é o conjunto dos qubits sobre os
quais o operador ndo atua trivialmente. Eventualmente denotamos o suporte do operador A por sup(A)
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—Id = (H 3€(f>) (H 3(f)>
fer fE€F2
= Id (H 35(f>> (H 3(f)>
fern fE€F2
= 3} <H 35(f)> (H 3(f))
fer fETF2

= —Jw (H 3€(f>) 11 3<f)> 3w)
feR f€F2

= —Jw <— 11 30 (H 3(f>> 3w
feFs feF

= —3) <— 113t ) 30
feF2

= =3 (—1d) 3w

= 3

— 1Id,

de onde segue que —Id = Id, o que é um absurdo.[]

Observacao 5.2.4. O conjunto de geradores {%( )53 f)} feF nao é independente.

De fato, das relagoes estabelecidas na equagao , segue que ( H X f)> ( H X f)> =

fE€TR feFa
Id e que ( H %(f)) ( H %(f)> = Id. A titulo de exemplo, escolhidas faces f, € Fre f;, €
f€FB feda
SrB, tem-se %(fr) = H %(f) H %(f) e, Similarmente, %(fb) = H :f(f) H :f(f).
feTr/{fr} fela F€F5/{fv} fe€%a

Observando fenomeno andlogo para operadores do tipo 3, 3(s), segue que a quantidade de
geradores independentes do grupo estabilizador é 2(#Fr + #Fp + #Fc) — 4. Assim, se k é

quantidade de qubits logicos do codigo, temos:
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k= n— Q#ITr+#Ip+#Ic) —4)

= n—2#F+14

_ g —Vpgs  ,2(9—1)(pg +ps +gs) Ly
Pgs —pq — ps — qs Pgs —pg —ps — qs

_ M= Vpes  Ag-Dpgt+pstas)

pgs —pq —ps—4gs pqs —pq—ps—4gs

_ Mg—Dpgs—Alg—V)(patpstas)
pPqs — pq — ps — qs
_ M-V pes—pg-ps—qs)
Pas — pq — ps — qs

= A(g—1)+4

= 4g.

Sendo H = ®C2 0 espaco do sistema ao qual os qubits pertencem, obviamente os

veV
operadores X5 e 3(y) atuam sobre H. Duas faces quaisquer fi, fo € F, possuem zero ou dois

vértices em comum, portanto, Xy, e 3(,) comutam, o que garante que 8.4 ¢ abeliano.

O caodigo colorido obtido com esta construgao é C, o subespaco vetorial de H obtido pela

intersecgao dos auto-espacos associados ao autovetor +1 de cada um dos operadores face:

C={lp) e H: Xiylp) =3¢ le) =le), feT}

4(g — 1)pgs
pqs —pq — ps — gqs

qubits fisicos

Como vimos, este codigo é capaz de codificar em n =

exatamente k = 4g qubits logicos.



CONCLUSAO

Consideracoes Finais

Ao longo da jornada de estudos que culminou com a presente tese nos deparamos diversas
vezes sobre linhas ténues que separam a matematica, a fisica, e engenharia elétrica e a ciéncia
da computagao. Em se tratando das ferramentas matemadticas, transitamos pela algebra,
quando utilizamos a nogao de grupo, espago vetorial, produto tensorial, dentre outras, e pela
geometria, quando utilizamos o quociente de uma variedade diferenciavel (superficie) a fim de
obter uma nova variedade quociente, que na ocasiao é uma superficie compacta e orientavel,
de caracteristica negativa, bem como quando empregamos a geometria hiperbélica ou mesmo
a riemanniana, quando induzimos uma métrica sobre as superficies geradas pelos quocientes.

Algum conhecimento sobre grafos também nos foi necessario.

Eventualmente nos deparamos com materiais e construgoes que estao completamente fora

da nossa area de formacao e de atuacao.

A possibilidade de tesselar, com uma tesselacao semirregular, uma superficie compacta
e orientavel, de caracteristica negativa, é uma construcao muito rica e interessante. Apesar
de diversas tentativas frustradas, mas que muito nos enriqueceu quanto estudantes e pes-
quisadores, este resultado nao é de nossa autoria, conforme comentado e citado em ocasiao
oportuna. Este resultado foi o que permitiu e serviu como substrato para o desenvolvimento
das nossas ideias, as quais acoplaram as tesselacoes semirregulares as construcgoes de codigos
de superficie e coloridos, que num periodo relativamente recente foram introduzidos com o

emprego de tesselacoes regulares.

Nos deparamos, também, com uma certa dificuldade quanto ao calculo da distancia

minima dos cédigos coloridos, devido as peculiaridades que a geometria hiperbdlica, mais
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especificamente as tesselacoes nesta geometria, possuem. Com uma grande ajuda dos cole-
gas Evandro Brizola e Waldir Soares Jr., conseguimos avangar um pouco rumo a exaustao
deste problema, obtendo uma série de proposicoes que nos permitem controlar alguns ca-
sos particulares. Estas proposicoes, que foram estabelecidas na secao dos cddigos coloridos
provenientes de tesselagoes regulares estao sendo, na medida do possivel e em paralelo ao pre-
sente trabalho, generalizadas para o caso em que tratamos dos codigos coloridos provenientes
de tesselagoes semirregulares. Estas, por ainda nao estarem finalizadas, nao fazem parte
do corpo deste trabalho. Salientamos ainda que este problema continua em aberto, embora

tenhamos conjecturas a serem estudadas, sejam para serem demonstradas ou refutadas.

Como continuacao imediata deste trabalho, além de fechar este problema da distancia
minima para os codigos coloridos provenientes de superficies compactas e orientaveis de
caracteristica negativa, pretendemos estudar métodos de decodificacao e, posteriormente,

realizar estudos de limiar de erro para os codigos aqui apresentados.

Sem sombra de duvidas, ao fim deste processo, teremos um material muito rico e subs-
tancialmente completo acerca de cédigos de superficie e coloridos construidos com tesselagoes

hiperbdlicas sobre as superficies supracitadas.

Conclusao

Neste trabalho obtemos duas novas familias de cédigos quanticos topolégicos baseados em
tesselacoes semirregulares de superficies compactas e conexas, com curvatura negativa cons-
tante. A primeira destas familias consiste em codigos de superficie construidos a partir de
tesselacoes semirregulares do g-toro, g > 2, enquanto que a segunda familia consiste em
codigos coloridos, também construidos a partir de tais tesselagoes semirregulares, porém, que

sao trivalentes e 3-coloriveis.

A construcao e apresentacao destes cddigos de superficie e coloridos se encontram, res-
pectivamente, nos capitulos [4] e o]
No capitulo [3| no qual tratamos dos cédigos quanticos coloridos construidos a partir de

tesselagoes regulares, trivalentes e 3-coloriveis do g-toro, g > 2, mais especificamente na
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secao [3.8.3] desenvolvemos uma série de proposicoes que fornecem um limitante superior
para a distancia minima de um cédigo colorido. Estas proposicoes, na medida do possivel,
foram generalizadas para que abarcassem os cédigos coloridos provenientes das tesselagoes

semirregulares.
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