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RESUMO

Neste trabalho, estudamos a boa colocacao e o comportamento assintético de solu-
coes de dois problemas associados a equacoes da onda com termos fonte de crescimentos
exponenciais e amortecimentos nao lineares localmente distribuidos postos em dominios
limitados do R2. No primeiro problema, discutimos a boa coloca¢io global no espaco ener-
gético e decaimento uniforme da energia para o caso defocusing (+f(u)) e uma dicotomia
entre existéncia global/decaimento uniforme e blow-up (para o caso do amortecimento
total) para o caso focusing (—f(u)) para solu¢oes com a energia menor que d (d é o nivel
do Teorema do Passo da Montanha). No segundo problema, consideramos uma equagao
da onda com amortecimento viscoelastico sujeita a um efeito viscoelastico localmente dis-
tribuido e suplementada com um amortecimento friccional localmente distribuido, no qual
estudamos os mesmos comportamentos do problema anterior, com excecao do fenémeno
de blow-up. Em ambos os casos, damos provas baseadas no truncamento dos problemas
originais e as passagens aos limites, a fim de obter de uma vez s6, as identidades de energia
bem como as Desigualdades de Observabilidade, os quais sao os ingredientes essenciais
para obtermos as taxas de decaimento uniforme das energias. Uma vantagem das nossas

provas é que as taxas de decaimento sao independentes dos termos fonte nao lineares.

Palavras-chave: Equacao da onda; termo fonte exponencial; amortecimento friccional
nao linear localizado; amortecimento viscoelastico nao linear localizado; taxas de decai-

mento uniforme.



ABSTRACT

In this work, we study the well-posedness and asymptotic behavior of solutions for
two problems associated with wave equations with exponential growth source terms and
locally distributed nonlinear dampings posed in bounded domains of R2. In the first
problem we discuss the globally well-posedness in the energy space and uniform decay of
the energy to the defocusing case (4 f(u)) and a dichotomy into global existence,/uniform
decay and blow-up (for full damping) to the focusing case (— f(u)) for those solutions with
energy less than d (d is the level of the Mountain Pass Theorem). In the second one, we
consider a viscoelastic damped wave equation subject to a locally distributed viscoelastic
effect and supplemented with a locally distributed frictional damping in which we study
the same behavior as in the previous problem except the blow-up phenomenon. In both
cases we give proves based on the truncation of the original problems and passages to
the limit in order to obtain in one shot, the energy identities as well as the Observability
Inequalities, which are the essential ingredients to obtain uniform decay rates of energies.
One advantage of our proves is that the decay rates are independent of the nonlinearities

source terms.

Keywords: Wave equation; exponential source term; localized nonlinear frictional dam-

ping; localized nonlinear viscoelastic damping; uniform decay rates.
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INTRODUCAO

Nesta tese estudamos aspectos intrinsecos de alguns problemas de valor inicial e de

fronteira em que o termo fonte f possui um crescimento exponencial. A saber,

(éfu —Au+ f(u) +a(x)g(Ou) =0 em Q x (0,400),

u =20 sobre 9§ x (0,400),
(0.1)
u(z,0) = up(x) em €,

| Oru(,0) = ui(x) em Q,

em que  é um dominio limitado do R?, com fronteira suave 92, as funcoes f, a e g
sao o termo fonte, a localizacao da regiao efetiva do amortecimento e o amortecimento,

respectivamente e ainda,

Otu — Au + /mg(s)div[a(x)Vu(-,t — )] ds+b(x)0u+ f(u) =0 em Q x (0,00),
0

u =0 sobre 02 x R,

u(z,s) = u’(z,s), Ou(x,s) =0u’(z,s), (x,8) € Qx (—o0,0],

(0.2)
em que € é um dominio aberto, limitado e conexo de R?, com fronteira suave 9. Aqui,
g representa o nicleo da memoria, a € uma funcao suave e positiva sobre uma vizinhanca
inteira de 0%, b(-) > 0 é uma fungao limitada agindo efetivamente sobre uma vizinhanga
de 0A em que A = {z € Q/a(z) =0} e u’ : Q x (—o00, 0] = R descreve a historia passada

de wu.

Estimativas de taxas de decaimento para o funcional de energia associadas as solucoes
de equagoes da onda com amortecimentos localizados vem sendo amplamente estudadas

por muitos autores, sob diferentes situacoes. Dentre os trabalhos realizados sobre este



tema, temos os trabalhos [2], [9], [13], [17], [24], [32], [44], [45], [46], |50], [54], [56], |62]
e |68]. Destacamos o trabalho de [68, Zuazua|, em que o autor prova o decaimento
exponencial uniforme do funcional de energia associado as solucoes de uma equacao da

onda, reduzindo o problema ao uso de um Principio de Continuacio Unica provado por [59,

Ruiz|.

O termo fonte f que é continuamente diferenciavel, possui um crescimento exponen-

cial, isto é, majorado da seguinte forma
D) < Cpe, VteR, i=0,1.

Empregando a Desigualdade de Trudinger-Moser (ver [52| e [63]), conseguimos estimar o

majorante exponencial do termo fonte, isto &, para u € H, (), existe C' > 0 tal que

sup / eomlu@I® gy <C, Va<dr.
”u”Hé(Q)Sl Q
O desenvolvimento deste estudo se restringe a dimensao 2 justamente por conta da Desi-

gualdade de Trudinger—Moser.

A falta de resultados de continuacgao tnica para dominios gerais torna bastante dificil
lidar com os termos nao lineares na passagem ao limite e obter propriedades de continu-
acdo tnica do problema 0.1. E importante notar que isso nos leva a uma nova estratégia
para estabilizar equagoes de ondas amortecidas localmente, direcionando o nosso trabalho
inicial & problemas aproximados, em que o termo fonte é Lipschitz continuo. Mais espe-
cificamente, em vez de abordarmos o problema 0.1, consideramos a seguinte sequéncia de

problemas truncados:

Otuy — Aug £ fr(ug) + a(x)g(Guy) =0 em Q x (0, 4+00),

ur =0 sobre 00 x (0,+00),
(0.3)

ug(x,0) = uop(z) em £,

| Qrup(2,0) = uig(z) em Q,

em que (ugg, u1x) é tomado como elemento de uma sequéncia convergindo para (ug, u;) em

espacos adequados e, para cada k € N, definimos uma sequéncia de truncamentos para



de f, dada por fr : R — R com

fls), Il <k,
fe(s) = qQ f(k), s>k,

f(=k), s<—k.

\

A partir dos modelos aproximados, construiremos uma sequéncia de solucoes (ug)
para o problema (0.3) com seus correspondentes indices, que possuem as propriedades
desejadas de existéncia global, unicidade e regularidade forte (no sentido de semigrupos
nao-lineares) que nos conduzirdo, na passagem ao limite, a uma solugao do problema ori-
ginal (0.1). Neste sentido, nos concentramos no decaimento uniforme das soluc¢oes desses
modelos aproximados, para o qual utilizaremos fortemente a teoria de analise microlo-
cal. Isto é, consideravelmente mais simples do que trabalhar com o modelo nao linear.
Com isso, poderemos obter uma Desigualdade de Observabilidade para o problema (0.1)
e estabelecer o decaimento uniforme da energia (e suas taxas) a partir de uma equagao

diferencial ordinaria nao linear, conforme o trabalho de [44, Lasiecka e Tataru.

Além disso, é possivel fazer um estudo aprofundado para o caso focusing (—f(u))
utilizando argumentos semelhantes aos utilizados em [5, Alves e Cavalcanti|. Tomando os
dados iniciais no poco potencial, por um lado, pode-se obter a existéncia global de solugao
e o decaimento uniforme da energia, por outro, podemos obter o blow-up em tempo finito

da norma da solu¢do para o problema com amortecimento (a = 0).

Em [28] e [66], os autores estudam a Desigualdade de Trudinger—Moser para varieda-
des Riemannianas, compactas, sem bordo de dimensao 2, ferramenta fundamental (junto
com as imersoes de Sobolev) para uma generalizacao dos resultados anteriores para esses

ambientes e para as fungoes no espago H'(M) com média nula, isto &, / udM = 0.
M

A seguir, apresentamos um resumo dos trabalhos existentes na literatura relacionados
a equacoes com memoria que nortearam o nosso estudo. Sobre a existéncia de solucoes
e o comportamento assintotico dos problemas viscoelasticos, comegamos citando o artigo
de Dafermos [30], um dos precursores no estudo da equagado da onda sujeita a historia
passada. Em Renardy, Hrusa e Nohel |57|, os autores estudam a existéncia de solugdo em

varias classes bem como as propriedades das solucoes para as equacoes que modelam os



movimentos de materiais com memoria.

Quando ha dissipacao viscoelastica efetiva em todo o dominio, Alabau—Boussouira,
Cannarsa e Sforza [4] apresentaram um método unificado para a obtencao de estimati-
vas para o decaimento de equacoes de evolucao integro-diferencial de segunda ordem, ao
passo que em [3], Alabau-Boussouira e Cannarsa obtiveram taxas de decaimento assu-
mindo condi¢oes mais gerais e, quando aplicadas em exemplos concretos, sao taxas ¢timas.
Também Lasiecka, Messaoudi e Mustafa [43], estudaram a equacdo da onda viscoelastica

abstrata em que o nucleo da memoria verificava certas hipoteses de crescimento.

Quanto as equagoOes viscoelasticas com memoria e historia passada, Liu e Liu [49]
apresentaram taxas de decaimento de energia exponencial para o modelo Kelvin—Voigt
levando em conta funcoes coeficientes suaves para o modelo de Boltzmann com desconti-

nuidade das propriedade dos materiais nas interfaces.

Fabrizio, Giorgi e Pata em [35], consideraram uma versdo abstrata da equagao de

evolucao

Otu(z,t) — A [G(O)u(m, t) + /OO G'u(z,t — s)ds| =0,

em que G : R, — R, é uma funcao convexa crescente. Neste estudo, os autores discutiram
uma abordagem nova para as equagoes com memoria, baseada na nova noc¢ao de estado.
Esta é a configuracao inicial do sistema no tempo t = 0, o qual pode ser determinado pelo

conhecimento do sistema para tempos positivos.

Ainda, quando tanto a dissipacao friccional quanto a viscoelastica estao presentes,
podemos referenciar os trabalho de Cavalcanti e Oquendo |26], de Cavalcanti et al. [19]
e [15] e o de Guo et al. [39] e [38], em que em [38] os autores investigam a existéncia global
de solucoes para a equacao da onda viscoeldstica com nao linearidades supercriticas e
em [39] obtiveram o decaimento da energia para um sistema de equagoes de ondas com

dissipacao e termos de fonte com crescimento supercritico.

Ja para a equacao da onda sujeita a efeitos viscoelédsticos localizados, a literatura é
reduzida. Neste contexto, podemos referenciar os trabalhos de Munoz—Rivera e Salva-
tierra [53] e Cavalcanti et al. [22], mais recentemente. No primeiro trabalho, os autores
consideram um modelo viscoelastico com memoria curta, enquanto no segundo, os autores

consideram a equagao da onda com memoria localizada e historia passada com termo de



fonte semilinear e crescimento subcritico.

Tendo nos baseado no trabalho de Domingos Cavalcanti et al. [27], combinamos o
termo de memoria localizada, mas agora com o termo fonte de crescimento exponencial
e, apos uma transformagao do modelo (0.2) em um outro modelo autéonomo equivalente,
obtivemos a existéncia global de solucoes bem como o comportamento assintotico do
funcional de energia (utilizando métodos semelhantes aos dos necessérios para o problema
0.1). Os resultados deste estudo foram obtidos por Simion Antunes, J. G., Cavalcanti, M.

M., Domingos Cavalcanti, V. N. e Vicente, A. e publicados em [61].

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira:

e O Capitulo 1 & composto da apresentacao das defini¢oes e resultados preliminares,

indispensaveis para uma boa compreensao do estudo realizado nos demais capitulos.

e No Capitulo 2 procedemos da seguinte forma:

> Obtemos a existéncia local de solucao para a equacao da onda no caso defo-
cusing (+f(u)), apresentamos uma sequéncia de problemas truncados (termos fonte
truncados), obtemos a extensao global de solugdo e a identidade de energia via
passagem ao limite, além das Desigualdades de Observabilidade para o problema
truncado (utilizando técnicas da teoria de anélise microlocal) e para o problema ori-
ginal (via densidade). Por fim, apresentamos o resultado de estabilidade assintotica

e as taxas de decaimento uniforme para o caso defocusing;

> Para o caso focusing (—f(u)), realizamos o mesmo estudo de boa colocacao,
mas considerando uma dicotomia ao tomarmos os dados iniciais no pogo potencial:
por um lado, obtemos a existéncia global e decaimento uniforme para solucoes, por

outro, obtemos o fenémeno de blow-up (se o amortecimento for total);

> Por fim, realizamos uma rapida abordagem do caso defocusing, mas agora

posto sobre uma variedade Riemanniana, compacta, sem bordo de dimensao 2.

e O Capitulo 3 é destinado ao estudo da boa colocagao e decaimento uniforme para a
solucao do modelo da onda com memoria localizada em uma estrutura de historia
passada, no qual utilizamos os problemas truncados para realizar a passagem ao
limite e obter tanto a identidade de energia, quanto a Desigualdade de Observabili-

dade para tal modelo.






RESULTADOS PRELIMINARES

Neste primeiro capitulo apresentaremos as notacoes, conceitos e resultados técnicos
a serem utilizados no desenvolvimento do nosso trabalho. Em geral, tais resultados sao
usuais e com isso, omitiremos boa parte de suas demonstracoes. Para um estudo mais

detalhado dos mesmos, veja [1], [12], [16], [25], [34], |42] e |67].

1.1 Espagos LP(f)

Definicao 1.1. Sejam Q@ C R" e 1 < p < oo. Denotamos por LP()) o espaco de
todas as classes de equivaléncia de funcoes u : {2 — R Lebesgue mensuréiveis tais que

Jo lu(z) [P dx < oo.

Se p = oo, entdo denotamos por L>*(Q2) o espaco de todas as fungoes v : @ — R

essencialmente limitadas, isto é

L) ={u:Q—=R/3IC =C(u) >0 tal que |u(z)] < C q.s. em Q}.

Em LP(Q), consideramos a norma dada por

1
(Jo lufPdx)?, sel<p < oo,
||u||LP(Q) -
suppess |u|,  se p = oc.

Assim, pelo Teorema de Riesz—Fischer (encontra-se em [12, p. 93]) temos LP(€2) um espago

de Banach.



Observacao 1.2. O supremo essencial de uma funcao u é dado por
suppess |u| = inf{C > 0/ |u| < C q.s. em Q}.

Teorema 1.3. Se 1 < p; < ps < oo e Q CR” for limitado, entdao LP2(Q2) C L ().

Observacao 1.4. Se 1 < p < o0, o dual de LP(Q2) pode ser identificado com o LI({),
desde que 1/p+1/q = 1. Temos ainda que LP(2) é um espago reflexivo. No caso p = 1,

o dual de L'(Q2) pode ser identificado como o L*°(£2), contudo o contrario nao é valido.

No caso p = 2, podemos definir um produto interno em L*(2), o qual é dado por

(U, v) g2y = / uv dx.
Q

Disso segue que L?(Q) ¢ um espago de Hilbert reflexivo.

p
loc

Definicao 1.5. Denotamos por L7 (£2) o conjunto das fungoes que sdo localmente p—

integrdveis, ou seja, u € L7 () se u € LP(O) para todo compacto O C €.

loc

Agora introduzimos algumas desigualdades classicas que serao recorrentemente utili-

zadas ao longo deste texto.

Teorema 1.6 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p,q < oo tais que 1/p+1/q¢ = 1.
Dados a,b > 0, entao
ab? b
ab < — + —.
p q

Teorema 1.7 (Desigualdade de Holder geral). Sejam 1 < p; < oo com f; € LPi(2), para
cada1<i<k Sel/p=1/pi+---+1/p,=1,entdo f=f1---fr € L1 (Q) e

Hf”Ll(Q) < ”leLPl(Q) T ||kaka(Q) :

Uma consequéncia imediata do resultado acima é a famosa desigualdade de Holder.

Corolario 1.8 (Desigualdade de Holder). Sejam 1 < p,q < oo tais que 1/p+1/q = 1.
Se fe LP(Q) e ge LIN), entdo fg € L'(N) e

||f9HL1(Q) = ||fHLp(Q) Hg“Lq(Q)'
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Lema 1.9 (Lions). Seja (uy)neny uma sequéncia de fungoes em L9(O) com 1 < g < oc.

Se u, —uq.s. em Qe HunHLq(o) < C, para cada n € N, entao u,, — u em L(O).
Demonstracao. Ver [47, Lema 1.3, p. 12].
Proposi¢ao 1.10 (Gronwall). Sejam ¢ € L>(0,T) e ¢ € L'(0,T) tais que ¥(t) > 0,

©(t) > 0 e ¢ > 0 uma constante. Se

o<+ [ p(s)pls)ds, Vi € (0,T),

entao

o(t) < celov®ds gy e (0,7).

Demonstragao. Ver [60, Lema 4.2", p. 179].

1.2 Distribuicoes e Espacos Funcionais

Neste ponto se faz necessario abordar o conceito de funcao teste. Estas funcoes
desempenham um papel vital no estudo de solucoes fracas para equacoes diferenciais

parciais.

Definicao 1.11. Seja ¢ : 2 C R" — R continua com 2 C R" aberto. O suporte de ¢ é

definido como o fecho em 2 do conjunto no qual ¢ nao se anula, ou seja,

supp ¢ = {z € Q/¢(x) # 0}.

Se ainda, supp ¢ for compacto, dizemos que ¢ possui suporte compacto.

Definicao 1.12. Seja (2 C R"™ aberto. O conjunto das funcoes definidas de €2 em R que
sao infinitamente continuamente diferenciaveis em 2 com suporte compacto serd denotado
por C§°(§2). O espago das fungoes testes de 2, denotado por D(2), ¢ o espago C3°(Q2)
munido da seguinte nogao de convergéncia: Dada uma sequéncia (¢, )men de fungoes em

C(Q) e ¢ € C°(Q2), dizemos que

dm — ¢ em D(Q) (1.1)



se existir um subconjunto compacto fixo K de  tal que supp ¢,,,supp ¢ C K para todo

m € N e D%,, — D%p uniformemente sobre K, para todo a € N".

Defini¢ao 1.13. Um funcional linear 7" sobre D(f2) é dito ser uma distribui¢do sobre € se
para toda ¢, — ¢ em D(Q), tivermos T'(¢,,) — T'(¢) no sentido dado em (1.1). Definimos
0 espaco das distribui¢oes em ) como sendo o dual do espago D(f), e o denotamos por
D'(©2). Em D'(2) usamos a topologia da convergéncia pontual sobre o espago D(2).

Assim, as propriedades vetoriais e de convergéncia deste espago sao dadas por:

(i) (S+T,¢)=(5,¢)+(T.¢), V¢ ecD().
(i) {cT,¢) = c(T,¢), Vo e D).

(iii) Dizemos que (T},) converge para 1" em D'(Q2), ou seja, T,, — T em D'(2), se para
cada ¢ € D(Q) tivermos que (T),,¢) — (T, ¢) em R.

Exemplo 1.14. Toda fungao u € L} () define uma distribuigdao T,,, dada por

loc

(T0) = [ ulpola)dx, Vo€ D).

Observacao 1.15. Nem toda distribuicao é oriunda de uma funcgao localmente integravel.
A contrapor, podemos considerar a distribuicao delta de Dirac centrada em z(, denotada

por 0, e definida por (d,,, @) = ¢(z0), Ve € D(2). Para mais detalhes veja [42, p. 7.

Definicao 1.16. Seja T' € D'(Q2). Denotamos a a-ésima derivada distribucional de T por

DT que é dada através de
(DT, ¢) = (~1)*(T, D*¢), V¢ € D(),

com a = (- -+, a,) multi-indice, |a] = a;+- - -+a, e D* o operador diferencial definido

por

olal

o ax(lll [ ax%n ’

DOL

Observacao 1.17. Toda distribuicao possui infinitas derivadas distribucionais e todas

elas sao distribuicoes.
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1.3 Espacos de Sobolev

Definimos agora determinados espacos de funcoes, cujos elementos possuem derivadas

fracas de varias ordens em determinados espagos LP(£2).

Defini¢ao 1.18. Sejam m > 0 e 1 < p < oo. Definimos o espago de Sobolev WP ()
como o conjunto das fungoes de LP(Q) tal que todas as suas derivadas distribucionais até

ordem m também estdo em LP(£2), ou seja,
WmP(Q) = {u € LP(Q)/D% € LP(Q), para cada |a] < m}.

Com a norma dada por

Z/|Do‘u|pdx , sel<p<oo,
Q

_ ) \Jalzm
[ellyymp () =

Z suppess | D%/, se p = 00,

\ || <m

o espago W™P(Q)) é de Banach.

Quando p = 2, denotamos W™2(Q) por H™(Q). Ainda, H™(Q2) é um espago de

Hilbert com produto interno

(V) gy = D (DU, D*0) oy = > /Q (D%u) (D) dx .

laf<m |laj<m

Defini¢ao 1.19. Por W;""(Q) e H*(Q2) denotamos o fecho de D(Q) em W™P(Q)) e

H™(Q), respectivamente, ou seja,

W) =D e HMQm=D)"

Proposicao 1.20. Se Q = R", entao HJ'(R") = H™(R"). Ja se Q C R" for limitado,

entdo H{"(2) é um subespago proprio de H™(£2).

Observagao 1.21. Como D(2) C W;""(Q) densamente, um funcional linear limitado

em Wy ""(Q) pode ser visto como uma distribui¢do. Por outro lado, se f € L() com
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1/p+1/q =1, podemos tomar a distribuigdo D f, para |a| < m, que se estende de forma
continua ao dual de Wy""(Q). Assim, denotamos por W~"4(Q) o dual de W;""(Q).
De forma analoga, o dual topologico de HJ'(€2) é o espaco H ™ (Q2).Para mais detalhes
veja [42, p. 88|.

Apresentamos abaixo a Desigualdade de Poincaré (cujo nome é dado em homenagem
ao matematico francés Henri Poincaré). Essa desigualdade nos permite estimar a norma

LP(Q) de uma funcao em W, (Q) pela norma LP(Q) de seu gradiente com derivada fraca.

Teorema 1.22 (Desigualdade de Poincaré). Seja 2 C R™ aberto e limitado e 1 < p < oc.

Entao, existe C' = C(€2, p) > 0 tal que
[ull oy < CIVUll oy, Yu € Wy (9).
Observacao 1.23.

i) Em H;(Q2), a Desigualdade de Poincaré ¢ dada por [[u[[72g, < )\1_1HVUH%2(Q), para
cada u € H}(2), em que A\; > 0 é o primeiro autovalor do operador Laplaciano com

condicao de fronteira de Dirichlet.

ii) Vérias generalizagoes da Desigualdade de Poincaré sdo possiveis. Por exemplo, se
Q for limitado em (a0 menos) uma direcao, ou ainda, se as fun¢bes nao se anulam
(no sentido do trago) sobre a fronteira toda, mas somente em uma por¢ao dela em

que se tenha uma medida (n — 1)-dimensional positiva (encontra-se em [42, p. 71]).

iii) Em geral, a Desigualdade de Poincaré ndo é valida para dominios ilimitados

(encontra-se em [42, p. T1]).

Da Desigualdade de Poincaré, segue que a norma ||-|| 1, em Hg(§2) é equivalente a

norma .
n 2
2
HU||H3(Q) = <Z ||a$iuHL2(Q)) ;
i=1

e que o espago Hy(2) é de Hilbert com o produto interno dado por

n

(u, U)Hg(g) = Z (O, u, 3in)L2(Q) :

=1

12



Utilizaremos fortemente o conceito de imersoes continuas e compactas para a obtencao
das solucoes dos problemas presentes neste texto. Para isso, fazem-se necessarias tais

definicoes.

Definicao 1.24. Sejam X e Y espagos normados. Dizemos que Y estd imerso em X,
e denotamos por Y — X, se Y for um subespaco vetorial de X. Dizemos ainda que a

imersao de Y em X é

(i) continua, se existir uma constante C' > 0 tal que

lullx < Cllully, VueY;

(ii) compacta, a qual denotamos por Y <% X, se para toda sequéncia limitada (ug)ken
de Y, existir uma subsequéncia (uy;)jen de (ux)ren que converge na topologia forte

de X.

Agora apresentamos propriedades de imersao relacionadas aos espacgos de Sobolev

WmP(Q)). Para isso, definimos o expoente critico px da seguinte forma:

np
n—p

ou px =

=
|
SRS

p*x

Note que px > p. Assim, embora saibamos diretamente da definicao dos espacos de
Sobolev, que W™P(Q) — LP()), é uma informacao bastante 1til sabermos se as fungoes

de W™P(Q2) sdo mais regulares.

Definicao 1.25. Sejam (2 C R” um aberto limitado, para algum n > 2 e k € N. Diremos
que Q ¢é de classe OF (Lipschitz), se para cada o € 99 existir r > 0 e uma funcio
U : R*! — R de classe C* (Lipschitz) tal que, a menos de uma renomeagao e reorientagao

dos eixos coordenados, caso necessario, vale
QN B(xg,r) ={z € B(xg,7)/xn > VY(21,...,25-1)}.

Teorema 1.26. Sejam n > 2, 1 < p < oo e {2 C R” um aberto limitado de classe C™,

com m > 1. Entao temos as seguintes inclusoes continuas:

(i) se i -

5 — 7 >0, entao W™P(Q) — L(Q2), em que % =

m.
n’?

S
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(i) se ]—1) — ™ =0, entao W™P(Q) — L(Q), em que q € [p, 00);

(iii) se % — T <0, entdo W™P(Q2) — L>=(€).

Demonstra¢ao. Encontra-se em [42, p. 78|. [ |
Teorema 1.27 (Rellich-Kondrachov). Seja  C R" aberto limitado de classe C*', com
n > 2. Entao as seguintes imersoes sao compactas:

(i) se p <n, entao WHP() < Li(2), em que g € [1, px);

(i) se p = n, entdo WIP(Q) < LI(2), em que ¢ € [1,00);

(i) se p > n, entdo WH2(Q) < C(Q).

Demonstra¢ao. Encontra-se em [42, p. 84-85]. |

Teorema 1.28. Seja u € lep([) com 1l <p<ooel CRsendoum intervalo limitado.
Entao, existe u € C(I) tal que

u=1u q.8. em [

u(z) —u(y) = / u'(t)dt, Va,y el
v
Demonstracao. Ver [12, Teorema 8.2].

Teorema 1.29 (Regularidade Eliptica). Sejam m um inteiro ndo negativo e

——zn:axj(aw )0, 1) +Zb% )Opu + c(x)u,

2,j=1

em que a?,b',c € C™*1(Q), com i,j =1,--- ,n. Supondo f € H™(Q) e u € H}(2) uma

solucao fraca do problema de valor de contorno

Lu=f em
u =0 sobre 0f,

para 00 de classe C™"2 entao u € H™2(Q) e

[ull oy < C I lgmay + llull 12| »

14



em que C' = C(m,Q,a" b, c) > 0.
Demonstracao. Ver |34, Teorema 5, p. 323].

Teorema 1.30. Seja u € H}(2) tal que div[K(x)Vu(z)] € L*(), em que K(z) é uma
matriz n X n com entradas k;; : @ — R, 1 < ¢,5 < n sendo funcées de classe C(12).

Entao,

/Q div[K (2)Vu()] - v(z) dx = — / V(@) - K(z) - Vo(z) d.

Q

Proposicdo 1.31 (Desigualdade de Jensen). Seja B um hipercubo de R", entdo, para

toda funcao concava F e toda funcao g € L*(B), temos

F (megB/Bg(x) dx) > megB/BF(g(x))dX.

Demonstragao. Ver |58, Teorema 3.3, p. 62|

Lema 1.32 (Strauss). Sejam O um aberto limitado de R", n > 1, 1 < ¢ < 00 e (Up)nen
uma sequéncia limitada em L?(QO). Se u, — u q.s. em O, entdao u € L1(O) e u,, — u em

L9(0). Além disso, se 1 <r < ¢, entao u, — u em L"(O).

Demonstragao. Ver [12, Exercicio 4.16, p. 123].

1.4 Traco de uma fungao de H™({))

Se u € C(Q2), podemos obter os valores de u sobre a fronteira I de 2, basta para isto
tomar a restri¢ao u‘r. Entretanto, se u € H™(2), como a medida n-dimensional de I" &
nula, nao tem sentido, a priori, falar dos valores de u em I'. O objetivo da teoria de traco

é dar um significado para u|F.

Conforme apresentado em [16], existe uma tnica aplicagdo

m—1
yi H™Q) — J[H"VAD)
j=0
u = {70u7 YU, - 7")/m,1U},

denominada aplica¢do traco, que é linear, continua, sobrejetiva, com nicleo H{*(€2), veri-

ou
YU = u‘[\)%

ficando
o1y
I ? aym— 1 ’ r

) . Yu € D),
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e admitindo uma inversa & direita v~! linear e continua, isto é, existe uma aplicacao linear

—_

m—

v [T ETTVAD) - HT(9),

Jj=0

que é continua e satisfaz

m—1
(v =¢ vee [[H"VAD).
j=0

Tomando, em particular, m = 1, temos a aplicacao

Y HY Q) — HYXT)

u — VOUZU|F,

que é denominada aplicacao traco de ordem zero.

Consideremos H'(Q) = {u € H'(?)/Au € L*(Q)} munido do produto interno

(u, U)Hl(Q) = (u, U)Hl(Q) + (Au, AU)L?(Q) ’
o que o faz um espaco de Hilbert. A aplicacao

w: D@ — HVAT)

8u|
U > U= —
’71 8V F?

pode ser estendida, por continuidade, a uma tnica aplicacdo v, : H'(Q2) — H~Y2(I)

linear e continua, uma vez que D(Q2) & denso em H'(12).

Proposicao 1.33. A aplicacio traco v : H'(Q2) — HY?(T) é sobrejetiva e, além disso,
Ker() = HJ(9).

Demonstracao. Ver [16, Teorema 2, p. 336].

Para uma exposicio completa da teoria do trago nos espacos L2(0,T; H™(Q)) e

H=Y0,T; H™()), veja [51].
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1.5 Topologias Fraca e Fraca *, Espacos Reflexivos e

Separaveis

As nocoes introduzidas nesta secao sao classicas da teoria da anélise funcional e
podem ser encontradas em [12] e [25]. Dentre elas, apresentamos algumas propriedades
das topologias fraca e fraca %, bem como resultados de convergéncia nestas topologias
envolvendo a reflexividade e a separabilidade dos espagos. Contudo, nao dedicaremos

tempo demasiado nesta apresentacao inicial.

Considerando X um espago de Banach, a topologia fraca o(X, X") sobre X é a topo-

logia menos fina sobre X que torna continuas todas as aplicagoes f € X'.

Seja (un)neny uma sequéncia convergente para u na topologia fraca o(X, X’). Quando
nao houver possibilidade de confusdo, diremos apenas que (u,) converge fraco para u e

denotaremos por u, — u em X.

Proposicao 1.34. Seja (u,)neny uma sequéncia em X. Entao

i) u, — uem X se, e somente se, (f,u,) — (f,u), para todo f € X';
ii) Se u, — u em X, entdo u,, — u em X;
iii) Se u,, = uem X, entdo (||uy,| ) € limitada e ||u||y < liminf [ju,]y;
n——+00
iv) Se u, ~uem X e f, — fem X' entdo (fn,un) — (f,u).
Sejam X um espaco de Banach e z € X fixo. Considere a aplicacao J, : X' — R que
satisfaz (J,, f) = (f,x), para cada f € X', que é linear e continua, logo J, € X", para

todo z € X. Deste modo, definamos a aplicagao J : X — X” tal que J(z) = J,, a qual é

chamada de injecao candénica de X em X",

A topologia fraca %, denotada por o(X’, X), é a topologia menos fina sobre X’ que

faz continuas todas as aplicacoes J,.

Seja (fn)nen uma sequéncia convergente para f na topologia fraca x (X', X'). Quando
nao houver possibilidade de confusdo, diremos apenas que (f,,) converge fraco % para f,

. . *
ou simbolicamente f,, — f em X'
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Proposicao 1.35. Seja (f,,)neny uma sequéncia em X'. Entdo

i) f. = fem X'se, e somente se, (f,,u) — (f,u), para todo u € X;
ii) Se f, — f em X' entdo f, = f em o(X’, X”);
iii) Se f, — f em o(X’, X"), entdo f, = f em X';
i) S f, 5 f em X', entio (|f ) ¢ lmitada e /] < Hmint £
v) Se f, = fem X' e u, — uem X, entdo (f,,u,) — (f,u).
Um dos principais objetivos do estudo da convergéncia fraca * esta no fato de que

a bola unitaria fechada em X', que nunca é compacta na topologia forte (a menos que

dim X < 00), é sempre compacta na topologia fraca .

Teorema 1.36 (Banach—Alaoglu—Bourbaki). A bola unitaria fechada é compacta na to-

pologia fraca * de X'.

Definicao 1.37. Dizemos que um espaco de Banach X é reflexivo se o operador

J: X — X" for um isomorfismo isométrico.

Definicao 1.38. Seja X um espaco topologico. Dizemos que X é separdvel se existir um

conjunto M C X que seja denso e enumeravel em X.
Teorema 1.39. Seja X um espaco de Banach tal que X’ é separavel. Entao X é separavel.

Teorema 1.40. Sejam X um espago de Banach separavel e (f,),eny uma sequéncia limi-
tada em X'. Entdo existe uma subsequéncia (f,, )ren que converge na topologia fraca x

(o(X', X)).

Teorema 1.41. Sejam X um espaco de Banach reflexivo e (z,)n,en uma sequéncia li-

mitada em X. Entdo existe uma subsequéncia (z,, )reny que converge na topologia fraca

(o(X, X))

1.6 Espacos Funcionais a Valores Vetoriais

Nesta secao iremos determinar espagos envolvendo as variaveis temporal e espacial,

os quais se fazem necessarios para dar sentido a problemas de evolucao.
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Para t € (0,7) fixo, interpretamos a fun¢io = +— u(x,t) como um elemento do espaco

X. Denotaremos este elemento como u(t) € X com valores no espaco X.

Seja X um espaco de Banach e T' > 0. Definimos:

i) O espago LP(0,7;X), 1 < p < oo, consiste das funcoes (classes) mensuraveis sobre

[0,T] com imagem em X, ou seja, as funcoes u : (0,7) — X tais que

T ) H
||u||Lp(O,T;X)=(/ ||u<t>|rxdt) < oo.
0

ii) O espaco L>(0,7T; X) consiste das funcoes (classes) mensuraveis sobre [0,7] com
imagem em X, ou seja, as func¢oes u : (0,7) — X limitadas quase sempre em (0, 7).

A norma neste espaco é dada por
[l oo (o, ,x) = supp ess [[u(t)]] -

iii) O espago C™([0,T]; X), m = 0,1,2,---, consiste de todas as fungoes continuas
u:[0,7] = X que possuem derivadas continuas até a ordem m sobre [0,7]. A

norma neste espaco é dada por

— (i) t
lull = > max [u(®)].
=0
Proposicao 1.42. Sejam m =0,1,--- , 1 <p<ooe X eY espacos de Banach.

i) C™([0,T]; X) é um espago de Banach sobre K;
ii) LP(0,T;X) e L>(0,T; X) sao espacos de Banach sobre K;

iii) C([0,T]; X) é denso em LP(0,7T; X) e a imersao C([0,T]; X) < LP(0,T; X) é conti-

nua;

iv) Se X é um espago de Hilbert com produto interno (-, -) ., entdo L*(0,7T; X) é também

um espaco de Hilbert com o produto interno
T
(00 = [ (), 0(0) s
0
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v) LP(0,T; X) é separavel se X for separavel;
vi) O espago LP(0,T; X) é reflexivo se 1 < p < o0;
vii) Se X — Y, entao L"(0,7; X) < L%0,T;Y), para 1 < ¢ <r < oc.

Proposigao 1.43. Seja X um espago de Banach. Para todo u € L'(0,7; X) vale

/0 Uty dt

Teorema 1.44. Sejam X um espago de Banach reflexivo e separavel, 1 < p,q < oo com

T
< [ (o .
X 0

1/p+1/g=1e0<T < 0. Vale que:

i) Se we LP(0,T; X), entao

<U’/OTU(t) dt> :/OT (v, u(t))dt, Yve X';

ii) Se u € LP(0,T; X'), entdo

</0Tu(t) dt,v> — /OT (u(t),v)dt, VYve X.

Utilizando o Teorema 1.44 é possivel concluir que o espaco dual de LP(0,7;X) é o

espaco L9(0,7; X’), em que 1/p+1/q = 1.

Seja X um espaco de Banach. Denotaremos pro D(0,7; X) o espaco localmente
convexo e completo das fung¢des vetoriais ¢ : (0,7') — X infinitamente continuamente
diferencidveis com suporte compacto em (0,7"). Dizemos que uma sequéncia (¢, )nen € tal

que ¢, — ¢ em D(0,T; X) se:

i) Existe um compacto K de (0,7T) tal que supp ¢,,,supp ¢ C K, para todo n € N;
d" d*
ii) Para cada k € N, ﬁm(t) — @Qﬁ(t) em X, uniformemente em ¢ € (0,7).
O espago das aplicacoes lineares continuas de D(0,7) = D(0,T;R) em X sera deno-
tado por D'(0,T; X), ou seja, S € D'(0,T;X) se S : D(0,T) — X ¢é linear e se ¢, — ¢
em D(0,T) implicar que (S, ¢,) — (S, ¢) em X. Diremos que S,, — S em D'(0,T; X) se
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(Sn, ®) — (S, ¢), para cada ¢ € D(0,T). O espago D(0,7; X) munido de tal convergéncia

é denominado espago das distribuicdes vetoriais de (0,T) com valores em X.

Seja X um espago de Hilbert. Denotaremos por H}(0,7; X) o espago
Hy(0,T;X) = {ue L*0,T; X)/u' € L*(0,T; X) e u(0) = u(T) = 0}
que também é um espaco de Hilbert quando munido com o produto interno

(o = | (o) pder [ @0 (o), at.

Identificando L2(0,T; X) com o seu dual [L?(0, T; X)]’ via Teorema de Riesz, obtemos

a seguinte cadeia de imersoes
D(0,T; X) — H)(0,T; X) — L*(0,T; X) — H(0,T; X) < D'(0,T; X),

em que H=1(0,T; X) = [H}(0,T; X)]'.

Lema 1.45 (Compacidade Sequencial Fraca x). Seja X um espago de Banach reflexivo
e separavel. Entdo, toda sequéncia limitada (u,),ey em L*(0,7; X’) admite uma sub-

sequéncia, digamos (u,)yen com N C N, satisfazendo
U — u em L>®(0,T; X’), quando n' — 0o,
ou seja, para todo v € L'(0,T; X), temos

/0 (U (1), (1)) xr x dt —>/0 (u(t),v(t)) x x dt, quando n’ — oco.

Demonstracao. Ver |67, Problema 23.12, p. 449].

Lema 1.46 (Lions—Magenes). Sejam X e Y espagos de Banach em que X é reflexivo e
X — Y. Definimos C,,(0,7;Y) como sendo o espago das fungoes £ € L>°(0,T;Y) que sao
escalarmente continuas de [0,T] — Y, ou seja, fungoes tais que a aplicagdo t — (y*, £(t))

é continua em [0, 7], para cada y* € Y. Entao,

L0, T; X)NCu(0,T;Y) = Cu(0,T; X).
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Demonstracao. Ver |48, Lema 8.1, p. 297]

Proposicao 1.47 (Lions). Sejam X e Y espacos de Banach em que X < Y. Se tivermos
ue€ LP(0,T;X) e du e LP(0,T;Y) com 1 < p < oo, entao u € C([0,T];Y).

Demonstracao. Ver o Problema 23.13a, p. 450 de [67] ou o Lema 1.2, p. 7 de [47].

Lema 1.48. Sejam X um espaco de Banach reflexivo e separavel e (u, ) ey uma sequéncia

em L>(0,7T;X) tal que
U, — uem L>®(0,7T;X’), quando n — oo.
Se v, = ul, sobre (0,7"), para todo n € N, no sentido distribucional e, ainda, vale que
vy, = vem L>(0,T;X’), quando n — oo, (1.2)

entdo v = v’ sobre (0,7).
Demonstracao. Ver o Problema 23.12g, p. 449-450 de [67].

Teorema 1.49 (Compacidade de Aubin-Lions-Simon). Sejam X, Y e Z espacos de Ba-

nach com X <Y < Z e 1 <p,q < co. Para cada T > 0, definimos
Epg ={u e LP(0,T;X)/u, € L90,T; Z)}.

i) Se p < oo, entdo &,, N LP(0,T;Y);
i) Se p=oceq>1,entdo &, — C([0,T];Y).

Demonstragao. Ver [10, Teorema I1.5.16, p. 102].

1.7 Operador definido por terna

Consideremos V e H espacos de Hilbert complexos tais que V < H e V & denso
em H. Seja também a(-, ) uma forma bilinear, hermitiana e continua em V' x V tal que

existem g, € R com a > 0 satisfazendo a condicao de coercividade:

Rela(u, u)] + ag (u,u); > allull;, YueV.
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Consideremos
D(A) = {u € V /a forma linear v — a(u,v) é continua},

em que V' estd munido com a topologia de H.

Pelo Teorema de Riesz, para cada u € D(A), existe um tunico Au € H tal que

a(u,v) = (Au,v),, para cada v € V. Assim, definimos um operador A com dominio

D(A)={u € V/EIfEHtal que a(u,v) = (f,v)y, Vv eV} e Au=f.

Com isso, temos que D(A) é um subespacode H e A: D(A) C V — H é um operador
de H. Assim, diremos que A é definido pela terna {V, H,a(-,-)}.

Proposicao 1.50 (Teorema Espectral). Nas condigoes acima, temos

i) A éauto-adjunto e existe um sistema ortonormal completo (w,,),eny de H constituido

de auto-vetores de A;

ii) Se (An)nen sdo os auto-valores de A correspondentes aos auto-vetores (wy, )nen, €ntao

D<A <A< <\ <0 e \y = 00;

iii) O dominio de A ¢ dado por

by ={ue H/gwu,ww <ool

iv) Au = Z A (w, wy) Wy, para cada u € D(A).

n=1

Demonstragao. Ver |25, Teorema 5.146, p. 368|

Utilizando os resultados mencionados acima, iremos definir o operador —A através
de uma terna e assim, obter valiosas propriedades para o mesmo, as quais desempenharao

papéis fundamentais no decorrer do texto.
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Definimos o operador laplaciano —A pela terna {H}(Q),L?(Q),a(-,-)}, em que
a(u,v) = / VuVudx, para cada u,v € H} (Q) e D(=A) = H}(Q) N H*(Q). O Teorema
Espectral anra operadores auto-adjuntos garante a existéncia de um sistema (wy,)nen de
L?(Q) ortonormal completo constituido pelas auto-funcoes do operador —A, solugoes do
problema de Dirichlet

—Aw,, = \w,
Wp | = 0.

Se (An)nen sa0 o0s correspondentes auto-valores de —A, entao
D<M << --- <\, <+ e A\, =00, quando n — oo.
Além disso, segue que

w
° n

w
° n
n

Este operador é densamente definido, injetivo e auto-adjunto. Ainda, pode ser isometri-

) ¢ um sistema ortonormal completo em HJ(9);

/N
5
3

& um sistema ortonormal completo em Hj(Q) N H?(Q).

>

N———

camente estendido para —A : HY(Q) — H™1(Q). Esta extensdo ¢ definida por
A _ 1
<—AU,U>H1(Q)7H01(Q) = (Vu, Vo) 2y Va0 € HY(Q). (1.3)

Tendo este fato em vista, por simplicidade, denotaremos ~A por —A. Uma vez que —A
é um operador positivo, podemos definir suas poténcias fracionarias. De acordo com (2.7)

e (9.1) de Lions—Magenes [48] , temos

D((—A)Y?) = H{(Q) e D((—A)Y4) = H3(Q).

Da Teoria Espectral, segue que

D(=A) < D((=A)**) = D((=A)"?) = Hy(2) = D((-A)"*) = H2(Q) = L*(Q).
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1.8 Principais resultados da Teoria de Semigrupos

Nesta secao evidenciaremos os resultados mais relevantes da Teoria de Semigrupos,
os quais serao utilizados no decorrer do texto. As principais referéncias utilizadas para a

escrita desta segao sao [8], [11], [29], [55] e [60].
Seja X um espaco de Banach e X’ o seu espago dual.

Defini¢ao 1.51. Um conjunto A C X x X’ é dito ser mondtono se (x1 — x2,51 — y2) > 0,
para cada (z;,y;) € A, com i = 1,2. Um subconjunto de X x X’ & dito ser mazimal mo-
ndtono se ele nao possuir a propriedade de conter qualquer outro subconjunto mono6tono
de X x X’. Se A & um operador univoco de X em X', entdao a condicao de monotonia

pode ser revista como (r1 — xg, Az — Axy) > 0, para cada xq1, 29 € D(A).

Definicao 1.52. Um operador A : X — X é dito ser hemicontinuo se é TUni-
voco e para cada z,y € X tivermos A(x + ty) — Az, quando t — 0, isto &,

lir% (A(x +ty), 2) y x» = (A, 2) i v, para todo z € X',
*) ) K
Definicao 1.53. O operador A : X — X' é chamado coercivo se

/
lim —(xm, )

m=oo [z

=00, Y(xg,, 1) €A,

m

tal que lim ||z,| = occ.
m—0o0
Proposigao 1.54. Seja A : D(A) C X — X um operador. As seguintes propriedades
sao equivalentes:
i) A é maximal monotono;
ii) A é monotono e Im(I + A) = X;

iii) Para todo A > 0, (I + AA)~! é uma contra¢ao definida sobre todo X.

Demonstracao. Ver |11, Proposigao 2.2, p.23 |. |

Corolario 1.55. Sejam X um espaco de Banach reflexivo, A um operador maximal
mondtono de X x X’ e B um operador mondtono e hemicontinuo de X em X’. Entao A+B

¢ maximal mondtono em X x X'. Além disso, se A+ B é coercivo, entdo Im(A+B) = X'.
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Demonstracao. Ver [8].

Proposigao 1.56 (Kachurovskii). Sejam K um conjunto convexo em X e uma fungao
¢ X — (—o00,+0o0] diferenciavel & Gateaux em cada v € K, K = D(¢). As seguintes

afirmagoes sao equivalentes:
i) ¢ é convexa;
i) (¢'(u),v—u) < P(v) = ¢(u), Vu,v € K;
i) (¢'(u) — ¢'(v),u —v) >0, Yu,v € K.
Demonstracao. Ver [60].

Proposicao 1.57. Seja ¢ : V. — (—o00,+00] um funcional convexo proprio. Se ¢ é
diferenciavel & Gateaux em u € int (D(¢)), entdo 0p(u) = {¢'(u)}. Se ¢ é continua e

O¢(u) é tnico, entdo ¢ é diferenciavel & Gateaux em u.
Demonstracao. Ver [60].
Teorema 1.58. Seja ¢ uma funcao propria, convexa e semicontinua inferiormente em V.

Entao d¢ é um operador maximal mono6tono de V em V',

Seja A : D(A) C H — H um operador em um espago de Hilbert . Considere o

seguinte problema de valor inicial

d
U + AU +BU) > f, (1.4)
U(O) :Uo EHa

em que B : H — H é uma aplicacao localmente Lipschitz, isto é, para cada R > 0, existe

Lg > 0 tal que para todos U,V € B¥(0) = {W € H/||W||,, < R}, temos
[BU ~ BVl < L |lU ~ Vil

Teorema 1.59. Suponha que A é um operador maximal moné6tono e que 0 € A0. Se
Uy € D(A), f € WHH0,t;H) para todo t > 0 e B é uma aplicagao localmente Lipschitz,
entdo existe tyma, < 400 tal que o problema (1.4) possui uma tnica solugdo forte U

no intervalo [0, tyax), ou seja, U € WH(0,tyax; H) e U(t) € D(A). Além disso, se
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Up € D(A) e f € L'(0,t;H), para cada t > 0, obtemos uma tnica solugao generalizada
U € C([0,tmax) ; H) para o problema (1.4). Em ambos 0s casos, se tya. < +00, entao
lim [[U(8)], = +0c.

%tnlax

Demonstragao. Ver [29, Teorema 7.2].

Teorema 1.60. Sejam X um espago de Banach reflexivo, A um subconjuto maximal

mondétono de X x X' e (un, vy)nen C A tal que u, — u, v, = ve

lim sup (w, — U, Uy — V) <0
n,m—-+oo

ou

lim sup (u,, — u, v, —v) <0.
n,m—-+0oo

Entao (u,v) € A e (uy,v,) — (u,v), quando n — oo.

1.9 Preliminares em Analise Microlocal

Nesta secao, apresentamos alguns resultados sobre operadores pseudodiferenciais e
medidas de defeitos microlocais, cujas versoes originais em francés podem ser encontradas

nas notas de aula de Burq e Gérard [14].
1.9.1 Operadores pseudodiferenciais

Seja € um subconjunto aberto e nio vazio do R? d > 1. Um operador diferencial

sobre 2 é uma aplicacao linear P : D'(Q2) — D'(2) da forma
Pu(z) = Y aa(z)00u(z), (0% =02 - 0)
|| <m

em que a, € C*(Q) sdo funcoes complexas. O maior inteiro m tal que as funcoes a,,
|a| = m sao nao nulas, é chamado de ordem de P. A aplicagao p : Q x RY — C, definida

por

p(x,€) = Y au(x) (i),

o] <m
é chamada de simbolo de P.
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Observamos que P é caracterizado pela identidade

P(eg)(x) = p(x,€) ec(x), em que eg(-) = (8 =%, (1.5)

Adotando as notacoes
1 [0 e
D:—,(?,Dj:—,ajeD :,—8,
i 7 7
o operador P pode ser reescrito

P= Z ()i D = p(z, D).

laj<m

A formula (1.5) pode ser generalizada como segue: para todo (z,€) € Q x R? e todo

u € D(Q),

Ogp(x
P(uee) = p(z, D)(ueg) = e p(x, & + D) (u) = e Z #Dau,

la|<m
em que a soma acima ¢ finita, uma vez que p é um polinémio na variavel &.

Se P é um operador diferencial de ordem m e simbolo p, entao o simbolo principal de
ordem m, denotado por o,,(P), é a parte homogénea de grau m em £ da fungao polinomial

p(z,€), a saber

om(P)(z,§) = Z aq () (1§)".

laj=m
Definicao 1.61. Seja m € R. Definimos um simbolo de ordem m em {2 como uma fungao
a: QxR — C de classe C*, com suporte K x R%, em que K é um subconjunto compacto
de Q, que satisfaz a seguinte estimativa: para todo a € N?, 8 € NY, existe uma constante

Copp > 0 tal que

0200a(w,€)| < Caprc (1+16)™ .

Denotamos por S7(£2) o espaco vetorial de todos os simbolos de ordem no méaximo m em

Q.
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Proposicao 1.62. Se a € §*(Q2), a formula

Au(z) = ﬁ [ eatm e ag (1.6

define, para todo u € C§°(Q2), um elemento Au de C§°(92).

A formula (1.6) define uma aplicagao linear A : C§°(Q2) — C§°(Q2), a qual chamare-
mos de operador pseudodiferencial de ordem m e simbolo a. Frequentemente denotaremos

a aplicacao A por a(x, D).

O conjunto de todos os operadores pseudodiferenciais de ordem m sobre §2 é denotado

por W ().

Dizemos que o operador pseudodiferencial A admite um simbolo principal, denotado
por 0,,(A), se existe uma fungio a,, = 0,,(A) € C>°(Q x (R?\ {0})) com suporte, na
primeira varidvel, compacto em K x (R?\ {0}) e homogéneo de ordem m, na segunda
variavel, tal que se x € C°°(R?) valendo 0 em uma vizinhanga da origem e 1 fora de

um compacto suficientemente grande, segue que a(x,§) = a,,(z,&)x(§) + r(x, &), em que

reSmHQ x RY).

Observe que, no caso em que € # R? a aplicacdo a — A nio é injetora, isto ¢, um
operador pseudodiferencial nao é definido unicamente por um simbolo, por outro lado é

possivel provar a unicidade do simbolo principal.

Apesar de termos definido os operadores pseudodiferenciais sobre o espago C§°(£2), é

possivel estender a acao de operadores pseudodiferenciais a espagos de Sobolev.

Definicao 1.63. Sejam K um subconjunto compacto contido em €2 e s € R. Denotamos
por H3 () o espago das distribui¢oes com suporte compacto em K, em que o prolon-

gamento como 0 fora de  estd em H*(R"). Denotamos por H;,, (€2) = U H;(Q), em
K

que K é tomado sobre todos os compactos de €. Munindo H;,, (€2) com a melhor to-

pologia localmente convexa tal que todas as aplicagdes inclusoes Hy (Q2) — H,,.(€2) sdo

continuas. Ainda, o espago H,,}({2) representa o dual topologico de H}, (Q).

comp

Observacao 1.64. Se A € V() é um operador pseudodiferencial com m < 0, entdo

A L2, () — L*(Q) ¢ um operador compacto. Com efeito, do Teorema de Rellich-

comp

Kondrachov, a inclusdo H_™ (Q) — L*()) é compacta.

comp
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Observagao 1.65. Se P € U™({2) é um operador compactamente suportado, entdo P

(Q) para HS ™ (Q).

. . s
pode ser estendido continuamente de H comp

loc

1.9.2 Medida de defeito microlocal

Vamos introduzir agora, o conceito de medida de defeito microlocal, para tal, seja

(tn)nen uma sequéncia limitada em L7 (), i.e.,

sup/ |, ()2 dx < 400,
neN J K

para todo conjunto compacto K contido em (2.

. 2 .
Dizemos que (u,) converge fracamente para u € Lj (£2), se tivermos

/Q un(2) () dx "2 /Q w(@) f(z) dx,

para todo f € L%, ().

comp

2

ie(€2) convergindo fracamente

Teorema 1.66. Seja (u,),eny uma sequéncia limitada em L

2

loc

para 0 em L; (€2). Entao, existem uma subsequéncia (ty(n))nen € uma medida de Radon
positiva p sobre T := Q x S9! tal que para todo operador pseudodiferencial essenci-
almente homogéneo A € ¥9(Q) com simbolo principal oo(A) e para todo x € C§°(Q) tal

que xoo(A) = 0¢(A), tem-se

(A(Xuso(n))v Xuso(n)>L2 nioo /Q i OO(A) (:B, 5) dﬂ(% 5) (1'7)

Definicao 1.67. Sob as circunstancias do Teorema 1.66, p é chamada de medida de
defeito microlocal (m.d.m.) da sequéncia (Uy(n))nen-

Observagao 1.68. O Teorema 1.66 assegura, que para toda sequéncia limitada (u,)nen

2

em Lj .

() que converge fracamente para 0, a existéncia de uma subsequéncia admi-
tindo uma medida de defeito microlocal. Observamos que de (1.7), em particular, se

A= feCfQ), entao

/Q F ()t () dx — £(x) du(z,€).

QxSd-1
assim (uw(n))neN converge forte para 0 se, e somente se, = 0.
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Teorema 1.69. Sejam P um operador diferencial de ordem m sobre e (uy,)neny Uma
sequéncia limitada em L2 (Q) convergindo fracamente para 0 e admitindo uma m.d.m.

1. As seguintes afirmacoes sao equivalentes:

i) Pu, "25°0 em H™(Q), m > 0.

i) suppp C {(z,£) € @ x S /0, (P)(x,£) = 0}.

Teorema 1.70. Sejam P um operador diferencial de ordem m sobre 2 com P* = P e
(tn)neny uma sequéncia limitada em L2 () convergindo fracamente para 0 associada a
uma m.d.m. p. Vamos assumir que Pu, "ZE° 0 em Hllocm(Q). Entao,para toda funcao

a € C®(x (RN\{0})) de grau 1 —m que & homogénea na segunda variavel e com suporte

compacto na primeira variavel, tem-se

/Q 5d—1{a7p}(x’ 5) d/J(:L’, 5) = 0.

A seguir, apresentaremos algumas ferramentas classicas referentes ao campo vetorial

Hamiltoniano e suas curvas bicaracteristicas no (x,{)-espago cotangente para fungoes

reais p(z, §).

Defini¢ao 1.71. Seja p € C*(Q x (R?\ {0})) uma fungdo real. Chamamos H,, de campo

Hamiltoniano de p, o seguinte campo de vetores definido em © x (R%\ {0}):
dp dp . Op _Op
H0.6) = (FL0.9. e gln. ) — 5 (.9)).

A derivada de Lie de uma funcao f com respeito ao campo Hamiltoniano H, ¢ dado

por H,(f) = {p, f}, em que

{p. [, ) =

Jj=1

“/op of op of
<8£j Ox;  Ox; 353‘)'

Uma curva Hamiltoniana p ¢ uma curva integravel do campo de vetores Hp, isto ¢é, é
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uma solu¢do maximal s € I — (z(s), £(s)) para as equagoes de Hamilton—Jacobi

0
& = pe(w,€) = 5,—72@, ),
é = _px<x7£) = T 5.

em que / é um intervalo aberto de R.

Observagao 1.72. Se H,p = 0, entao a funcao p mantém um valor constante em cada
uma de suas curvas Hamiltonianas. Dizemos que tal curva é bicaracteristica de p se esse

valor for nulo.

Observagao 1.73. Seja A uma funcao C° em 7€) com valores reais diferentes de zero.

Como

Hy, = \H, +pH\, = \H,, se p=0,

resulta que as bicaracteristicas de Ap e p coincidem (moédulo uma reparametrizaco).

Podemos agora, unir os Teoremas 1.69 e 1.70 em termos geométricos.

Teorema 1.74. Sejam P um operador diferencial autoadjunto de ordem m sobre €2 com

simbolo principal p e (u,),eny uma sequéncia limitada em L? (Q) convergindo fracamente

2

(), com uma m.d.m. px. Suponha que Pu,, converge para 0 em Hl;(m_l)(Q).

paraOem L .

Entao, o suporte de pu, supp i, € uma uniao de curvas do tipo s € I — (:E(s), %), em

que s € I — (x(s),&(s)) &€ uma bicaracteristica de p.

Proposicao 1.75. A menos de uma mudanca de variaveis, as bicaracteristicas do simbolo
principal do operador onda p(t,z,7,£) = —p(z)72 + €7 - K(x) - &, em que € = (£1,-++ , &)

sao curvas da seguinte forma

Fos (z,x@),f, . <%>_ i(t)) ,

-1
em que t — z(t) é uma geodésica da métrica G = <%) sobre 2, parametrizada pelo

comprimento de arco.
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1.10 Resultados técnicos

No préximo teorema apresentaremos a chamada Desigualdade de Trudinger—Moser
para o caso n = 2, que pode ser encontrada em [52] e [63], a qual desempenha um papel
essencial na obtencdo de certas estimativas para as solucdes que obtemos neste texto. E

importante citarmos que tal desigualdade é apresentada para n > 2 em tais trabalhos.

Teorema 1.76 (Desigualdade de Trudinger-Moser). Para todo u € H}(Q), temos
e e LN(Q), Va >0,
e existe C' > 0 tal que

sup / eomlu@) gy <C, Va<dr.
Q

”u”Hé(Q)Sl

Apresentamos abaixo, um resultado obtido por Lasiecka e Tataru [44], o qual é uma
ferramenta valiosissima para a obtencao dos resultados de Estabilidade Uniforme presentes

neste texto.

Lema 1.77. Seja p uma fungao crescente, positiva com p(0) = 0. Definimos a funcao
q(x) =z — (I +p)~" (z). Considere a sequéncia (s, )men de nimeros positivos satisfa-
zendo

Sm+1 +p(5m+1) S Sm-

Entao, s, < S(m), em que S(t) é a solugao da equagdo diferencial ordinaria

S50 +a(50) =0,

Além disso, se p(x) > 0 para z > 0, entdo lim S(t) = 0.

t——+o00

Com o intuito de apresentarmos resultados mais gerais, a seguir definimos o que é

uma Variedade Riemanniana.

Definicao 1.78. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciavel M é uma

lei que faz corresponder a cada p € M um produto interno (-, ->p no espaco tangente
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T,M, tal que, se z: U C R" — M é um sistema de coordenadas locais em torno de p,

com z(xy, -+ ,x,) =q € x(U) e ai(q) = dx(e;), entdo

<a%(Q),a%(q)>

é uma funcao diferencidvel em U. Uma variedade diferenciavel com uma dada métrica

= gij<5[f1, e >xn)>
q

Riemanniana chama- se uma wvariedade Riemanniana.

Considere M C R? uma variedade Riemanniana, compacta, sem bordo de dimensao
2. Seja o conjunto V = {u € Hl(./\/l)/fMud./\/l = 0}, o qual é um espaco de Hilbert
munido da topologia induzida de H'(M).

1
Com efeito, provaremos que V é fechado em H'(M). Sejam u € T4 (up) CV
tal que u,, — u em H'(M). Como (uy)nen C V, entdo
/ u, dM =0, VneN. (1.8)
M
Observamos  que  |ju, — um||§{1(M) = ||u, — um||ig(M) + [|[Vg(u, — um)||iQ(M) — 0,

quando n,m — co. Assim, (U, )neny C L*(M) € uma sequéncia de Cauchy e, uma vez que
L?*(M) é um espago de Hilbert, existe v € L*(M) tal que u,, — v em L*(M). Como M

¢ uma variedade compacta e suave, temos que L*(M) — LY (M).

Por outro lado, da unicidade do limite em L?(M), deduzimos que u = v. Da imersao

. — ~
acima, temos [, |u, —u|dM =% 0. Entao,

’/ (un—u)d./\/l‘g/ |t — u| dM =30,
M M

isto &, [ undM — [ udM, e de (1.8), segue que 0 = [, u, dM — [, udM, ou seja,
JyudM =0ewue V. Alem disso, V é um conjunto fechado de H'(M) e como H'(M) é
um espaco de Hilbert, segue que V' é um espaco de Hilbert munido com o produto interno
induzido de H'(M). Ainda, se considerando a norma em V dada por ||ul|,, = IVgull 12y
para cada u € V, € possivel mostrar que em V' as normas [|-[| 1 rq € [|[|y sd0 equivalentes.
Por fim, o espago V' & denso em L?(M) e a condigao fM udM = 0, parau € V é necesséria

para garantir a validade das desigualdades de Trudinger-Moser, Poincaré e Jensen.
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Observacao 1.79. Podemos substituir varios dos resultados de imersoes de Sobolev,
regularidade, dentre outros, vistos em abertos do R™ para uma variedade compacta M,
cobrindo M com vizinhancas coordenadas, aplicando os resultados em R™ em coordenadas

normais, e somando o resultado obtido através da particao da unidade.

Observacao 1.80. Em diversas partes do trabalho, por simplicidade, escreveremos

a(s) < b(s) se a(s) < Cb(s), em que C' > 0 é uma constante independente de s.

35



EXISTENCIA, UNICIDADE, TAXA DE
DECAIMENTO UNIFORME E BLOW-UP
PARA A EQUACAO DA ONDA 2D COM

TERMO FONTE DE CRESCIMENTO

EXPONENCIAL

Neste capitulo, norteados pelas técnicas e resultados presentes nos artigos [5], [20]
e |23], estamos interessados em realizar um estudo acerca das caracteristicas intrinsecas

dos Problemas I, IT e IIT ((2.1), (2.121) e (2.138), respectivamente) em um dominio Q C R?

limitado e com fronteira 02 regular, a saber:

e Nos Problemas I e II, estudamos a boa colocagao, extensao global e taxas de decai-
mento uniforme para solucoes da equagao da onda com termo fonte de crescimento
exponencial e amortecimento nao linear localmente distribuido, denominados Caso

Defocusing e Caso Focusing, respectivamente;

e No Problema III, estudamos a boa colocagao e o blow-up de solucao forte da equacao

da onda com termo fonte de crescimento exponencial e amortecimento nao linear.

Além disso, no final do capitulo, apresentamos um estudo referente aos mesmos pro-
blemas acima, realizando as devidas substituicoes no caso em que 2 C R? é trocado por

uma variedade Riemanniana e compacta M sem bordo e de dimensao 2.



2.1 Problema I

Nesta secao, estamos interessados em obter a existéncia, unicidade, estabilidade as-
sintotica e taxas de decaimento uniforme para solugoes da equacao da onda, sujeita a
um amortecimento nao linear localmente distribuido e com termo fonte de crescimento

exponencial:

(8t2u —Au+ f(u) +a(z)g(Ou) =0 em Q x (0,+00),

u =0 sobre 00 x (0,400),
(Problema I) (2.1)

u(z,0) = up(x) em €,

| Oru(r,0) = ui(x) em €,

em que  é um dominio limitado do R?, com fronteira 02 regular. As funcoes f, a e g
sao, respectivamente, o termo fonte, a localizacao da regiao efetiva do amortecimento e o

amortecimento, e satisfazem as Suposicoes 2.1, 2.5 e 2.6, respectivamente.

Suposigao 2.1. Assumimos que a fun¢ao f : R — R com f € C' (R) satisfaz as seguintes

condigoes:
i) Para cada 8 > 0, existe C3 > 0 tal que

@I (0] < Cse™, VEeR. (2:2)

ii) Proximo a origem, temos que

tim £ g, (2.3)

t—0 ¢
[
iii) A fungao ¢ crescente em (0, +00).

Observagao 2.2. No estudo das equacoes elipticas, quando a condigao (2.2) é satisfeita,
dizemos que a funcdo f possui um crescimento exponencial subcritico (ver [31]). A grosso
modo, f é uma funcao que cresce assintoticamente mais rapido do que um polindémio ou
até mesmo alguns tipos de fungoes exponenciais, mas mais lenta que uma exponencial do

tipo eBtQ, para todo S > 0. Como exemplo de uma funcao que verifica a Suposicao 2.1,
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temos para p > 2, C' > 0 e «a € (1,2) fixo, porém arbitrario, a fungao

@) ==t 2t vt eR.

Apresentamos agora, algumas importantes estimativas a serem utilizadas no decorrer

t
do nosso estudo envolvendo as fungoes f e F(t) = / f(r)dr.
0

De (2.3), para cada € > 0 fixo, existe § > 0 tal que

f(t)| <elt|], Vtel]—0,d].

Por outro lado, de (2.2), para cada 8 > 0 e p > 1 fixos, existe Cz > 0 tal que
[f(£)] < 7P|t e, Vit € (—o0, —0] U [6, +00).
Assim, para cada 8,e > 0 e p > 1 fixos, existe Cg ., > 0 verificando
1F()] < elt] + Caep " 7, VEER, (2.4)
e consequentemente,

IF(t)] < = |t 4 Cpep [t *, VEeR. (2.5)

DN ™

Em particular, de (2.4), temos
1f(t) = f(s)] < Chep [eﬁlt‘Q PPt 5|, Wi seR. (2.6)

Observagao 2.3. Com as hipoteses feitas sobre a fungdo f, ela pode ser naturalmente
vista como uma fun¢do de H} () em L?*(2) fazendo a seguinte consideragdo: definimos
a fungao f¢(u)(z) := f(u(x)), z € Q, para u € H}(Q), entao f¢: HY(Q) — L*(Q) é

continua e compacta (ver Lema 4.8.4. de [40]).

Com o intuito de obtermos a existéncia global de solugoes para o problema (2.1),

apresentamos a seguinte suposicao, conhecida como Condicao de Ambrosetti-Rabinowitz,
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usada com frequéncia em problemas elipticos.

Suposigao 2.4 (Condigdo de Ambrosetti-Rabinowitz). Existe 6 > 2 tal que
0<O0F(t) < f(t)t, VteR\{0}.

Suposicao 2.5. A fungdo real nao negativa a = a(-), responsavel pelo efeito dissipativo
localizado, ¢ assumida estar em L>(Q) N C%(Q) e a(x) > ag > 0 sobre uma vizinhanca w
da fronteira 02 inteira (em verdade, w denota uma interse¢ao de €2 com uma vizinhanga

da fronteira Jf) inteira).

Apresentamos agora as hipdteses referentes a funcao g, responsavel pelo efeito dissi-

pativo.

Suposicao 2.6. A funcao feedback g : R — R é continua, mondtona crescente e satisfaz

g(s)s >0, paras#0, (2.7)

ms® < g(s)s < Ms®, para |s| > 1 (2.8)

em que m, M > 0 (exemplos de fun¢oes feedback sao apresentadas posteriormente, jun-
tamente com respectivas taxas de decaimento para o problema (2.1)). Além disso, assu-
mimos a existéncia de uma fun¢ao continua, concava e estritamente crescente hg : R — R

satisfazendo ho(0) =0 e

ho(g(s)s) > s* 4+ g(s)?, para |s| < 1.

Duas propriedades da funcao feedback g podem ser exibidas, a saber:

e ¢(0) = 0, pois da condi¢ao de sinal (2.7), temos que se s > 0, entdo g(s) > 0, e se

s < 0eg(s) <0. Logo, da continuidade de g, segue que

0 < lim g(s) = g(0) = lim g(s) <0.

s—0t s—0~
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e Se u e L*(Q), entao g(u) € L*(Q2). De fato, se u € L*(), consideramos

Q, ={z € Q/ |u(z)| <1},
Q) ={z € Q/|u(z)| > 1}.

Assim, 2 = QiUQi e

()| /rg |dx—/\g rdx+/rg DIEdx = I + Iy,

Note que
{lg(u(@)* /= € L} = {lg(w(=))]* / Ju(z)] < 1} C {lg(2)* / 2] < 1}.
Logo,
I - / () < s [g(ue) e (2)
el
< sup |g(z)> med (Q),) < K2med () < oc.
z€[—1,1]

Ainda,

L= [ lotu@)dx < JTF/ lu(a)? dx

Q2 Q2

< M’?/Q Ju(@)[* dx = M [}y < oo

Assim, g(u) € L*(2) e mais, tomando C,;, = max{K, med ()2, M}, entio vale
que
g}z < Co (14l 2oy -
Por fim, para a dada geometria, temos a seguinte suposicao sendo assumida:
Suposigao 2.7 (Principio de Continuacao Unica). Dado T' > 0, a tnica solucao v no

espaco C((0,7); L*(2)) nC((0,T); H1(Q)) para o problema

Otv— Av+V(z,t)v =0 em Qx (0,7),
v =0 sobre w,
em que V € L>(0,T; L>(2)), é a solucdo trivial, isto &, v = 0.
Observacao 2.8. Para V = 0, a Suposicao 2.7 é satisfeita pelos resultados presentes nas
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notas de aula de Burq e Gérard [14, ver equagoes (6.28) e (6.29), p. 75]. J& na Segdo
2.1.2 e Teorema 2.2 de [33, Duyckaerts, Zhang e Zuazua| é dado um exemplo em que o
principio de continuacao tnica ¢ valido globalmente e também ¢ aplicado ao laplaciano

com coeficientes nao-constantes.

2.1.1 Boa Colocacao

Consideramos o espago de fase H = H(Q2) x L?(2), o qual é um espago de Hilbert

quando munido do produto interno e norma usuais, a saber

((ul,vl), (U27"U2))H = / Vul . VUQ + V1 * Vg dX,
Q

s w0}l = [ (9l + o,
Q
para cada (u;,v;) € H,i=1,2.

Para estudarmos a boa colocac¢do no sentido de Hadamard para o problema (2.1),

devemos escrevé-lo através de uma formulacao abstrata.

Definimos o operador A : H}(Q) — H'(Q) com o elemento do espago dual
Au € H1(Q), dado pela acdo (Au,v) = [, Vu - Vudx, para cada v € Hj(S).

e O operador A estd bem definido, ou seja, seu contradominio ¢ H (). De fato,
fixado arbitrariamente u € H}(Q), a linearidade de Au ¢ facilmente obtida. Vejamos
agora, que Au é limitada. Para isso, basta observamos que para cada v € H}(Q),

temos
<AU»U>H*1(Q),H3(Q) = /QV“ -Vudx < ||VUHL2(Q) ”VUHL2(Q) = ||U||H01(Q) ||U||H5(Q) )
o que implica que

‘<AU7 U>H*1(Q),H&(Q)

[Aull g1y = sup
HE @) veHE(Q) ||UHH3(Q)
v#0

< ull gy o

e, assim, Awu é limitada.
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e A é um operador coercivo em H{ (). De fato, para qualquer u € H}(Q) temos

(A, u) v ), o) = /QVu Vudx = /Q Val* dx = [Jullfq) > 0.
Definimos também o operador B : H}(Q) — H~1(Q2) dado por

(Bv)(z) = a(z)g(v(z)), =€ (2.9)
o qual estd bem definido e é maximal mono6tono.

e B esta bem definido. De fato, sejam v € HE () e Q = {z € Q/|v(z)] <1}. Assim,

J1B@P = [ Ja@) o) ax.

Como a(-) € L*>®(Q2), temos

[l lato@) dx < el [ lotwl)] ds
<ol | [ latot@nRaxs [ gtenfa]
o\0
<ol | [ latotenPaedt? [ ol ax
o0

e uma vez que € é compacto, g é continua e H}(Q) — L*(Q), segue que

/ |(Bv)(z)|” dx < oo
Q
e, identificando L*(Q) = [L*(Q)], temos Bv € L*(Q) — H'(Q).
e B ¢ mondtono. De fato, sejam hy, hy € Hj(2). Logo,
(Bl) = Blla). by — )y = [ [B() = Blha)) (s — hs)dx
Q

= [ aw) lo(h) = g0 (ha = ) .

Uma vez que a(-) é ndo negativa e g é crescente, temos

(B<h1> - B(h2)7 hl - hQ)L2(Q) Z 07 (210)

42



ou seja, B é um operador monétono.

B é maximal monoétono. Para isto, basta mostrar que B é subdiferencial de um

funcional convexo. Neste intuito, definimos J : H}(Q) — R por

)@ = [ [ " a(@)g(s) ds s,

o qual esta bem definido devido as hipoteses sobre as fungoes g e a(-). Mostremos
agora, que B & subdiferencial de J. De fato, a derivada direcional de J em v € H} (1)

na direcao de u ¢ dada por

em que a ultima igualdade é obtida através do Teorema da Média. Assim, J é

diferenciavel & Gateaux em v € H}(Q) e de (2.9), temos

<J/U>U>H—1(Q),H3(Q) = /Qa(m)g(v(x))u(:l:) dx = <BU>U>H—1(Q),H5(Q) , Yu,v € Hy(9).

Logo, J'v = Bu, para cada v € H}(Q).

Agora, mostraremos que J é convexo. Para isso, de acordo com a Proposicao
2 : ! !/
1.56, é suficiente mostrarmos que (J'w — J'v,w — U>H*1(Q),Hé(9) > 0, para todo

w,v € Hi(Q). De fato,

(2.10)
(J'w—=Jv,0 =) yg) o = (Jw=Jv,w=0)p0 = 0.

Usando agora a Proposi¢ao 1.57 e de J'v = Bv, para cada v € H}(Q), segue que
d(Jv) = J'v = Bu, para cada v € H} ().

Por fim, mostraremos que J é continuo. De fato, seja (v, )neny C Ha(2) com v, ey
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em HJ (). Entao,

|Jv, — Ju| =

vn () v(x)
a(x) [/ g(s) ds—/ g(s) ds] dx
Q 0 0
<lalli~e | /[ L Joldsdx

Sendo ¢ continua, temos que |g(s)| < C, se |s|] < 1 e de (2.8), |g(s)] < ]T/[/|5], se

|s| > 1. Assim, |g(s)| < C + M |s|, para cada s € R. Logo,
v, — Jo| < ||ay|Loo(Q)// (€ 37 5[] asax
Q Jon(z),0()]
M 2 2
< Cllall o g [on(z) = v(@)| dx +=- [lall j (g g [[vn ()| — |v(2)]"| dx.

Como v, =% w em HNQ) < L*9Q) < L), segue que

/ [un () — v(x)] dx =3 0. Além disso, note que
Q

/Q [on(@)[? — Jo(@)?] dx < / [0a(2) — 0(@)] [0a(2) + v()| dx

/2
(Des. de Holder) {/ |on () — v(x | dx] [/ |vn () + v(x | dx} ,

[ ) +v@Pax < [ (o) + ow)Pax <2 ( [t s+ [ |v<x>|2dx)
=2 (IloallFaqe) + W32y <2 (C1+ IlEae))

em que a constante C7 > 0 vem da limitacao de (v, )nen, uma vez que tal sequéncia

é convergente em H} (). Logo,

/Q [lon(2)* — o(2) | dx < V2 <Cl + HUHiz(Q))l/Q [/Q |un(2) — v(x)|2dx1 v noe .

B n—oo . ” )3
Assim, Jv, — Jv, ou seja, J é continuo.

Portanto, J ¢ continuo, convexo e proprio e, do Teorema 1.58, segue que o operador

B é maximal monotono.
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Definimos o conjunto D(A) = {(u,v) € H/v € Hj(Q) e Au+ Bv € L*(Q)} e os ope-
radores nao lineares A : D(A) C H — H dado por

A(u,v) = (—v, Au + Bv) (2.11)

e B:H — H dado por
B(u,v) = (0, f(u)).

Assim, podemos reformular o problema (2.1) no seguinte problema de Cauchy em H:

d
I Ut)+ AU(t) +BU(t) =0, (21
U(O) = U07

com U(t) = (u(t), Qwu(t)) e Uy = (uo, u1).

Com o intuito de utilizarmos o Teorema 1.59 e obtermos uma solucao local para o
problema (2.12), devemos mostrar que o operador A é maximal mon6tono em H e B é

localmente Lipschitz.
e A é monotono. De fato, seja (u,v) € D(A), entao

(A(u, ), (u,v))y —v, Au+ Bv), (u,v)),, = (—v,u)Hé(Q) + (Au + Bv,v) (g
/V Vudx—i—/QVu-Vvdx%—/ﬂa(x)g(v)vdx
—/Q a(x)g(v)vdx >0,

visto que a(-) é ndo negativa e que g é mondtona crescente, e isto prova que A é

mono6tono.

e A & um operador nao linear maximal monotono. Para isso, basta mostrarmos que
Im(I + A) =H (gracas a Proposicao 1.54), isto é, dados (ug,u;) € H, devemos
exibir (u,v) € D(A) tal que

U — v = U,
(2.13)
v+ Au + Bv = vy,
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em que deduzimos a seguinte igualdade

v+ Av + Bv = vy — Auy. (2.14)

Note que o operador v — v + Av é continuo. De fato,

(v+ Av,u) 1) i) = /

U-udx+/ Vv - Vudx
Q Q

(des. @ 110er) < Jull gy 10l 20y + el 1003 e

1
(Des. de Poincaré) S)\—l ull gagoy 1013 ) + 1wl gy ) 101y 0

1
< (5 1) Il ol v € HEED),

Logo,
ot Aolise = sup ‘<U + AV, 1) g ),y (@)
< (5 +1) Bl o)
< sup — ll o 19l
||U||Hé(9)§1 >\1 0 (%) 0(82)
1
S )\_1+1 HUHH(}(Q)'
Além  disso, A & um operador mondtono. Com  efeito

2
(Au,u)H_l(Q),Hol(Q) = HuHHol(Q) >0, para todo u € H}(Q2). Logo, o operador
I + A é monétono e continuo. Uma vez que B é maximal monétono, segue do
Coroléario 1.55 que (I + A) + B ¢ maximal mono6tono. Entdo, (2.14) possui uma
tinica solugao v € H(Q), ou seja, u = ug+v e Au+ Bv = vy —v, em que concluimos

que u € HY(Q) e Au+ Bv € L*(Q).

Portanto, (2.13) possui uma tnica solucao (u,v) € D(A) e segue que A é maximal

mondétono em H.

B esta bem definido. Para isso, devemos mostrar que para todo (u,v) € H, temos

B(u,v) € H, ou seja, (0, f(u)) € H, ou ainda, f(u) € L*(Q).
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De fato, seja u € H}(2) com u # 0. Entdo, tomando 3 < , temos

2
Tl oy

(2.4) 2
/|f(u)|2dx < /(5|u|+C/3757p|u|p1 e5“2> dx
Q Q
<2 [52/ |u|2dx+(]§’5,p/ |u 2P 2007 dx}
Q Q

1/2 1/2
(Des. de Holder) < 252 ”uHiQ(Q) + 205,5,;1) |:/ |U‘4(p_l) dX} [/ e46“2 dX] .
Q Q

Uma vez que u € H}(Q), temos

46]|ull? ( . )2
|1 TR TE—
[emtam [P\ lo) o
Q Q

e, para utilizarmos a Desigualdade de Trudinger—Moser, precisamos que seja satis-

feito 483 ||u|]i11(9) < 47, ou seja, 8 < 5 . Entao,
; Tl
2
4B (—U )
“al )
sup / e 0 HUHH&(Q) dx < L,
Q

u <1
I HH(%(Q)_

com L > 0.

Ainda, uma vez que H}(Q) < L"(Q2), para todo r > 1, temos

2
2 £ 2 2(p—1
’f(u)l dx S 2 HuHHl(Q) + 20;,5,17 HUHL(ﬁp—E)(Q) L1/2
Q A 0

2
S 2 2(p—1
< 2)\—1 ||U||H3(Q) + 2C§,s,pL1/2K0 ||U||I§§(Q)) < 0,

em que Ky > 0 é uma constante de imersao e A\; > 0 é a constante da Desigualdade

de Poincaré.

Portanto, B esta bem definido.

e B é localmente Lipschitz. Para isso, devemos mostrar que para cada R > 0, existe

Lpr > 0 tal que
[B(u1,v1) — B(ug, va)lly < Li ||(u1,v1) — (u2,v2)]l4,
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para cada (u,v1), (uz,v2) € BE(0) = {(u,v) € H/||(u,v)|l;, < R}. De fato, sejam
(u1,v1), (ug, va) € BE(0). Assim, ||(uz, v)ll, < R |‘U1HH5(Q)+ [0ill 2 () < R, para

cada ¢ = 1,2. Logo,

B (ua, v1) = Bluz, va) I3 = (0, £ (1)) = (0, f(ua))ll3, = [1f (wa) = f(u2)| 720y -

assim,

1f (1) = f(u2)l 720
/’f Ul UQ)‘ dx

2
e [/ |y — us? (e'6|“1|2 + eﬁ‘“2|2> dx]
Q

< 20/ |u1 _ u2|2 (625|u1|2 i e2,3|u2‘2) dx
Q

=20 [/ lug — u2|2 e28lul’ dx—l—/ lug — u2|2 e2Bluzl’ dx}
Q Q
1/2 , 1/2
<2C (/ lug — u2|4dx) (/ Bl dx)
Q Q
1/2 . 1/2
+2C </ luy — u2\4dx) (/ ethluz dx) :
Q Q

Como H{(R2) — L*(Q), entao ||u; —U2Hi4(g) < K ||lwy —ugHzol(Q), com K; > 0

sendo a constante de imersao. Ainda, de HWH?{(%(Q) < R para ¢ = 1,2, temos

Uy

2 2
4B i ( ) 45R2( . )
Uq || 1 T T
/e4ﬁui|2 dX:/ e ol HUZ'HH(}(Q) dxg/ e HUiHHg(Q) dx,
Q Q Q

e tomando 48R%* < 4w, ou seja, B < TQ, podemos utilizar a Desigualdade de

R
Trudinger—Moser e assim,

2
u
4“’2(” [ )
sup /e Ul dx < Lz.
Q

HUHH(%(gDSl
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com Lz > 0. Entao,

1/2 1/2
1 () = F (2) 20 < 2C [Ka llur = oy L% + Ko llus = o) L]

1/2 2
= ACK LY [Juy = sl -

Tomando Li = 2\/CK1L%/2 > 0, temos

[B(ur, v1) = Bug, v2) |l < L [l — wall g ) < L [l(ur, 1) = (w2, 02)[ly, - (215)

Portanto, B ¢ localmente Lipschitz.

Por fim, utilizando o Teorema 1.59, estamos aptos a apresentar o resultado de exis-

téncia local para solu¢ao do problema (2.1):

Teorema 2.9 (Local no tempo). Assumindo as Suposicoes 2.1, 2.5 e 2.6, temos que o

problema (2.1) gera um semigrupo nao linear sobre H. Além disso,

i) Se (ug,u1) € H, existe uma tnica soluc¢do generalizada

u € C([0, Thax) : Hy () N CH([0, Thnax) 3 L*(92))-

ii) Se (uop,u1) € D(A), existe uma tnica solugao forte

(u, Opu) € W (0, Trpax; H.) - (2.16)

Observagao 2.10. Note que a regularidade (2.16) para a solu¢ao u do problema (2.1) sig-
nifica que u € L®(0, Thnax; Ho (), O € L>¥(0, Thnax; Hy () € 02u € L>®(0, Thnax; L2(Q)).

2.1.1.1 Sequéncia de problemas truncados com termos fonte truncados

O Principio de Continuacio Unica (Suposicao 2.31) que utilizaremos neste problema
é valido para termos de fonte Lipschitz continuos, propriedade nao garantida para f nas
condicoes da Suposicao 2.1. Neste sentido, nao apenas mostraremos a existéncia e uni-
cidade de uma solugao global u, como também construiremos uma sequéncia de solugoes
fortes (ug)ren, associadas a problemas truncados, cujos termos fonte fi sdo Lipschitz

continuos.
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Observe que para dados iniciais (ug,u;) € H, temos (u, du) € C ([0, Tinax); H), ou
seja, (u(t),Qu(t)) € HE(Q) x L?(Q) q.s. em [0, Thay). Como d2u(t) € H1(N2) q.s. em
[0, Tinax), @& priori, ndo podemos realizar a dualidade <8t2u(t),8tu(t)>H71(Q)7Hé(Q). Para

contornar este problema, consideramos (uog, u1x)reny C D(A) tal que

k—o0

(o, u1k) — (up,uy) em H. (2.17)

Motivados por Lasiecka e Tataru [44], consideramos a seguinte sequéncia de problemas

aproximados com termos fonte truncados, o qual chamaremos de problemas truncados:

fafuk — Aug + fr(ug) + a(z)g(Our) =0 em £ x (0, 400),

ur =0 sobre 09 x (0,+00),
(2.18)

uk(x,0) = upp(z) em Q

katuk(x,O) = uyp(x) em Q,

em que (ugg,uyx) foram definidos acima e, para cada k € N, o termo fonte truncado é

definido por f; : R — R com

f(s),  Is| <k,
fi(s) =19 f(k), s>k, (2.19)
Kf(—/{), s < —k

Apresentamos agora, algumas propriedades da funcao truncada f;.

Lema 2.11. A derivada distribucional f; da funcdo fi definida acima, ¢ a fun¢ao essen-

cialmente limitada fk : R — R dada por

4

f'(s), |s| <k,
fe(s) = <o, s>k

0, s < —k

20
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Fig. 2.1: Representacdao de uma possivel funcao f e seu truncamento f.

Demonstracao. Inicialmente, mostremos que f é essencialmente limitada. De fato

‘ﬁc(s) SSup’ﬁ(s)‘: sup ’ﬁ(s)): sup |f'(s)] =C.

seR s€[—k,k] s€[—k,k]

Disto, segue que fr € L*(R) e ainda, que fk €L} (R).

Agora, mostremos que f; € L}, (R). De fato, dado K C R um compacto, temos

loc
/|fk |ds<sup|f;.C )|/Klds:rsn€z}§<|fk(s)|med(K)<oo

uma vez que fi ¢ continua. Assim, tome ¢ € D(R) e como fy, fr € L .(R), temos

T/ P — / ful)¢/(s) ds

{ / fu(s)@'(s) ds / ROt [ a6 6) |

(—k)p(—k) + (F(k)p(k) — F(—k)p(—F)
/ F(s — Flk)p(k)]

= / f'(s)p(s)ds = /Rf'f“)(s) 5= (Fi:) gy i

Portanto, f; e ﬁ sao iguais em D’'(Q)).
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No Lema 2.12 abaixo, mostramos que para cada & € N, a funcao truncada f; é

globalmente Lipschitz.

Lema 2.12. Para cada k € N, existe (', > 0 tal que

|fe(r) — fr(s)| < Cklr —s|, Vr,seR. (2.20)

Demonstragao. Considere s,r € R com s < r. Utilizando o Teorema 1.28 para I =|s,r|,

segue que
flr) = 59 = [ A9
Assim,
0) = B < [ IROIAES swp 1@~ s,
o que conclui a prova. m

Facamos agora Wy (t) = (ux(t), yur(t)). Assim, o problema (2.18) pode ser reformu-

lado como o seguinte problema de Cauchy em H:

DWi(t) + AW (1) + ByWi(t) = 0,

Wi(0) = (uok, u1k),

(2.21)

em que A é o operador maximal mondtono definido em (2.11) e By : H — H é o operador
nao linear dado por By (u,v) = (0, fx(u)), o qual &, para cada k € N, globalmente Lipschitz
(basta utilizar o Lema 2.12). Assim, de forma analoga ao que foi feito anteriormente,

usando a teoria de semigrupos, provamos pelo Teorema 1.59 que, para cada k € N, existe

up € C([0,TF,); HE(Q)) N CYH([0,TF,.); L*(Q)) solugdo para o problema (2.18).

) max max

Multiplicando (2.18), por Oyu(t) e integrando em €, temos

+/Qa(w)g(3tuk(t))atuk(t) dx = 0.
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Utilizando a Formula de Green, obtemos

(2.22)

%%D@W@ﬁmﬁwwmm@mkﬁ%LﬂWW”“
+ L“(x)g(atuk(t))ﬁtuk(t) dx=0, Vte[0,T},,),
em que .
Js £(&) ¢, 5] < &,
Fus) = F @) d+F (s — k), s>k, (223)
T e+ (=R) (s +K), s <~k

Assim, integrando (2.22) de t; a ty com 0 <t <ty < TK

max’

energia para o problema truncado (2.18) dada por

E.,(t2) / / 9(Opur(t))Opur(t) dx dt = Ey, (t1), (2.24)

para todos 0 < t; <ty < TF_, em que

ax?

l\:)ll—

But) = 5 [100(0) ey + IV ur(®) o] + [ Filun(t) d

Q

¢ o funcional de energia associado ao problema (2.18).

Agora, note que

2.5) 9 w2
/ ’Fk Uok ‘dX < / 5 |u0k\2 + 0/375,]0 ‘U()k’p eﬁ ok dx
Q
- 1/2 ) 1/2
(Des. de Holder) <— ||U0k”iz(g) + Cﬁ,a’p |:/ |u0k|2p dX:| |:/ e2Bugy, dX:| .
2 Q Q

Como (uok, u1r) C Hy(Q) x L*(Q) e ||(uok, wix) ||, < R para todo k € N, temos
Uok

BV uox 2 ( ) ﬂR2< L )
28(|Vuor _ 2 —_—
/e%u%2 dx:/ e - HVUOka(Q) dxg/ e HVUOkHLZ'(Q) dx,
Q Q

Q

23

obtemos a identidade de



2
e se 2BR?% < 4, ou seja, B < RW usando a Desigualdade de Trudinger—Moser, obtemos

u

2
i)
Sup /e HVUHL'Z(Q) dx < L,
Q

||VUHL2(Q)§1

com L > 0. Assim, como Hj(Q2) — L%(Q), para todo ¢ > 1, temos

| F (o) dx < == [|Vuokl|72(0) + Cep 1okl 20y L'
0 2/\ @) ()
< gy 1Vuokla) + Coep L Ko [Vuos oy (2:29)
< S R4 QL LPKGR < o
2\

com Ky > 0 sendo a constante de imersao Hj(Q2) < L?(Q).

Com isso, voltando & identidade (2.24), temos

/ / 9(Bun () Dy (t) dx dt

£,,(0)

<1 2

< 5 [ty + Vol + [ [Fu(uon] dx
Q

Ch,

vt e [0,TE.)

) max

(2.26)

com Cr > 0 sendo uma constante independente de ¢ e k. Assim, uma vez que a fun¢io a(-)
é nao negativa, g ¢ mondtona crescente e admitindo a Condi¢ao de Ambrosetti-Rabinowitz,
segue que

Wi ()15, = 10 (®)l[z20) + | Vur(®) 20y < 2Ck.

Nesta perspectiva, para cada k € N, a solucdo uy do problema (2.18) nao sofre blow-up

em tempo finito, ou seja, TF = oo.

Portanto,

(ug, Opuy,) € WH (R H). (2.27)
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Observacao 2.13. Uma vez que By, é globalmente Lipschitz e B, (0,0) = (0,0), temos

B (Wi ()l = Br(W(t)) = Bi(0,0)[l5, < [[Wi(t) = (0,0)]l

= Wil < [IWkllzo@emy < o0,

e assim, By(Wy) € L>®°(Ry;H). Agora, de (2.27), temos 0;W), € L>®°(R;H). Além disso,
de (2.21), AWk = —8th —B.W, € LOO(R+; 7‘[) Ainda,

la()g(@ras 1) 22 / la()g By (z, 1))|? dx

< Nl [ 9(0uus(,1)) dx
{zeQ/|0rug (z,t)|<1}

TR / 9(Bhun(a, £))]? dx
S wenvnun 51y (2.28)

<l Mgmed(Q)—|—J/\\4/2/Q]8tuk(:v,t)\2dx

< Nl iy | My med($2) + D20, 1) 220 |

< HGH%OO(Q) _Mg med(£2) + M2Hatuk||%°°(]R+;L2(Q))_ < 00,
em que M, = max |g(s)|?. Da estimativa (2.28), segue que

se[-1,1]

a(-)g(Orur) € L*(Ry; L*()).

Por fim, como 0, W (t) + AW (t) + B, Wy(t) = 0, temos

—Auy(t) = — a(2)g(Orur(t)) — filur(t)) — Ofux(t), (2.29)
€L2(Q) €L2(Q) €L2()

e assim, —Auy(t) € L*(Q), para cada t € Ry. Do Teorema 1.29, segue que uy(t) € H*(Q),
para cada t € R e de (2.29) juntamente com a regularidade de cada um dos termos do

lado direito da igualdade, segue que u € L>=(R; H*(Q)).

Portanto, como no item ii) do Teorema 2.9 e dos argumentos acima, segue que
up € L (Ry; Hy (Q) N H*(Q)) N WH(Rys Hy(Q)) N W(Ry; L*(Q)),
ou seja, obtemos uma regularidade mais forte para a solugao u; do problema truncado
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(2.18).

Da limitagao uniforme dada em (2.26) e das propriedades das fungoes a(-) e g, obtemos

as seguintes estimativas

(ug) é limitada em L>°(0,00; Hy(S2)),
(Opuy,) € limitada em L*°(0, 0o; L*(Q)),

(a(x)g(Oyug)) é limitada em L*(Q x (0,7)), VT >0,

e do Teorema 1.45, concluimos a existéncia de uma subsequéncia de (uj)ren (a qual

continuaremos denotando por (uy)) e g* € L?(2 x (0,7T)) tal que

up — u em L>(0,00; HL (), (2.30)
Oy, — O em L™(0,00; L*()), (2.31)
a(x)g(Our) — g em L*(Q x (0,T)), VI >0. (2.32)

Neste sentido, do Teorema de Compacidade de Aubin-Lions—Simon, temos
up — wem L>®(0,T;L*(Q)), VT >0. (2.33)

Além disso, como L>(0,T; L*(Q)) < L*(Q x (0,T)), para cada T > 0 e de (2.33), segue
que

ug(z,t) — u(z,t) q.s. em Q x (0,7), VI >0. (2.34)

Por outro lado, uma vez que Hj(Q) — L"(Q), para cada r > 1, obtemos

r

dx

. (29 b1 g
()l dx < | [efuel + Cpp ™" o4
Q Q

<2 {57"/ lug|" dx —l—C/g,W/ g 7Y &Pk dx}
Q Q

1/2 . 1/2
S 2/" lgT HukHZT(Q) + 027571) (/Q |uk|2T(p_1) dx) (/S:2 eQ’Iﬁuk dX) ] .

Como (uy) é limitada em L>(0,00; H}(£2)), temos Huk(t)HHé(Q) < R qs. em (0,00).

26



2

Utilizando a Desigualdade de Trudinger—-Moser para § < T obtemos

T r T T r T -1
J VG b 27 (& el + ey 2 sl

r r(p—1)
5 ||uk||L°°(O,T;H3(Q)) + HukHLi(oj;Hé(Q)) < o0, VI'>0,

em outras palavras, fi(ux) € L>(0,T; L"(R2)), para cada T' > 0. Na mesma perspectiva,
obtemos também que f(u) € L>(0,T; L"(12)), para cada 7" > 0. Além disso,

fr(ug(z,t)) — f(u(z,t)) q.s. em Q x (0,7), VT > 0. (2.35)

De fato, da convergéncia (2.34), temos garantida a existéncia de um conjunto
Zr CQx(0,7) com med(Zr) = 0 tal que wug(z,t) — wu(z,t), para todo
(x,t) € [ x (0, 7))\ Zr, quando k — co. Ainda, para cada (z,t) € [Q x (0,T7)]\Zr,
existe uma constante L = L(z,t) > 0 tal que |ug(x,t)] < L, para todo k € N. En-

tao, usando a definicao de fi, obtemos que

se |ug(z,t)| < L, para todo k € N, entao fi(ux(z,t)) = f(ur(x,t)), para todo k > L,
(2.36)

isto é,

fr(ug(x,t)) — f(ug(z,t)) — 0, quando k — oo, para todo (x,t) € [ x (0,T)]\Z7.
Por outro lado, da continuidade da fungao f, segue que

flug(z,t)) — f(u(z,t)) — 0, quando k — oo, para todo (z,t) € [Q2 x (0,T)]\ Z7.

Assim, (2.35) segue das ultimas duas convergéncias.

Agora, do Lema de Lions, segue que
fr(ug) = f(u) em L"(Q2 x (0,7)), VI'>0, r>1. (2.37)

Por fim, uma vez que para todo T' > 0, temos €2 x (0,7") um conjunto aberto limitado

de R2 X R, (fr(ux)) C L™(2 x (0,T)) uma sequéncia limitada e f(ug(z,t)) — f(u(z,t))
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q.s. em Q x (0,7), segue do Lema de Strauss que
fr(ug) — f(u) em LY(Q x (0,7)), VI >0, 1<qg<r. (2.38)

Mais ainda, como (fi(ug)) € limitada em L"(Q2 x (0,7)) para todo r > 1, obtemos que a

convergéncia (2.38) é valida para todo ¢ > 1.

Sejam agora ¢ € C3°(2) e § € C3°(0,T). Multiplicando (2.18), por ¢f e integrando
em € x (0,7), temos

T T
/ /8fuk~g00dxdt+/ /( Auk)gpﬁdxdt—i-/ /fk ug) el dx dt
o Ja o Ja
/ / g(Opug ) dx dt = 0,

em que, utilizando a Formula de Green e a derivada distribucional, obtemos

T T T
—/ 9’/8tuk~<pdxdt+/ G/Vungodth—l—/ G/fk(uk)gpdxdt
0 Q 0 Q
/ / g(Opug ) dxdt = 0.

Passando o limite na equag¢do acima, tendo em vista (2.30), (2.31), (2.32) e (2.37),

resulta em

T T T
—/ 9’/8tu-<pdxdt+/ G/Vqupdxd‘H—/ Q/f(u)godxdt
0 Q 0 Q 0 Q
T
+/ 9/9*90dxdt:0,
0 Q

e utilizando novamente a Formula de Green e a derivada distribucional, obtemos

T T T
//8fu-900dxdt+/ /(-AU)QDQdth+/ /f(u)goﬁdxdt
o Ja o Ja o Ja
T
+/ /g*goGdth:O,
o Ja

para cada ¢ € C°(Q2) e 0 € C5°(0, 7).

Assim

Ofu— Au+ f(u) +g*=0em D'(Q x (0,T)).
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Como ¢* € L*(0,T; H1(Q)), Au e L*(0,T; H'(Q)) e f(u) € L*0,T; HY(Q)), segue
que

Otu = Au— f(u) — g* € L*(0,T; H(Q)). (2.39)
Aplicando o Lema 1.46 (Lions—Magenes) e a Proposi¢ao 1.47 (Lions), deduzimos que
u € Cyu(0,T; HY () e Ou € C,W(0,T; L*(2)). (2.40)

Nesta perspectiva, uma vez que a regularidade obtida em (2.40) é satisfeita, podemos

avaliar u e Qu em t = 0, garantindo que (u(0), d,u(0)) € H.

Neste sentido, iremos recuperar a regularidade temporal, ou seja, devemos mostrar

que a solu¢do do problema (2.1) esta na classe
u € C([0,T]; Hy(2)), dwu € C([0,T]; L*(2)), d?u € L*(0,T; H *(Q)), VT >0,
satisfazendo
(ug, Opur) — (u, Opu) em C([0,T]; Hy(Q) x L*(Q)), VT >0,

e ainda

9" = a(z)g(Ou).

Como u,, e u, satisfazem (2.18), para m e n, respectivamente, com m,n € N, defi-

nindo zp,, = Uy, — Up, de (2.18), temos que z,,,, satisfaz para cada 7' > 0,

(02200 — Az + o () — Fo(tn)] + a(2) [9(Ortim) — g(Bun)] = 0 em Q x (0,7),
Zmn = 0 sobre 0Q x (0,7,

Zmn(2,0) = ugm () — upn(x) em

katzmm(x, 0) = U () — urp(x) em Q.
(2.41)
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Multiplicando (2.41); por ;2 »(t), temos

% % Hatzm,n(t)HQL?(Q) + Hvzmm(t)Hi?(Q)}
+ / a(x) [9(Opum(t)) — g(Opun(t))] [Ortim () — Opun (t)] dx
Q
= - /Q [fin (i (£)) = fr(tn(t))] [Ortm (t) — Dpun (t)] dx.

Agora, integrando de 0 a t € [0,7], com T > 0 arbitrario, temos

(10020 ey + 172 O350 |

1
<3 [uum — il + 1V tom = Vetonl (0 |
/ fn(ttn()) = Fu(t10(5))] [9emn(s)] dx ds
1
< [num - ulnnm + 1V tom — Veton 2o |
(1 (8)) = Fulttn()) (g 102 (9)]] 2 ]
(2.42)

Uma vez que [g(s1) — g(s2)] (s1 — s2) > 0, para cada s1, s2 € R (segue de g ser mono-
tona crescente), a fun¢io a(-) ser ndo negativa e utilizando as convergéncias (2.17), (2.31)
e (2.38), obtemos a convergéncia a zero quando m,n — oo dos termos do lado direito
da desigualdade (2.42), i.e., (ux, Qwuy) € C([0,T];H) é uma sequéncia de Cauchy, logo
(u,Opu) € C ([0, T];H) e

u, — wem C([0,T]; HY(Q)) nCH[0,T]; L*(Q)), VT > 0. (2.43)
Além disso, de (2.42), temos que

i / / (Ot (1)) — g(Brtin ()] Byt (£) — Byun (£)] dxcdt = 0, WT > 0.

Por fim, de (2.43), segue que Owuy(z,t) — Owu(x,t) qs. em Q x (0,7). Sendo a
fungdo ¢ continua, temos que a(x)g(Qyug(x,t)) — a(z)g(Ou(z,t)) q.s. em Q x (0,7).
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Uma vez que (a(z)g(Oyur(z,t)))ren € limitada em L?(Q x (0,7T)), para cada T > 0, pelo

Lema de Strauss, segue que
a(x)g(yuy) — a(x)g(Gu) em L*(Q2 x (0,T)), VT > 0. (2.44)

Assim, de (2.32), (2.44) e da unicidade do limite fraco, segue que g* = a(z)g(dyu).

Com relagao aos dados iniciais, devemos mostrar que (u(0), 0,u(0)) = (ug, u1) em H.
Com efeito, consideramos ¢ € C5°(Q) e 0 € C([0,T]), com 0(0) = 1 e §(T) = 0. Das

convergéncias (2.30) e (2.31) e utilizando o Lema 1.45, segue que
T T
_/ Ql(t) (uk(t)7 QO)LQ(Q) dt — _/ el(t) (U(t)7 QO)LQ(Q) dt, (245)
0
T
_ / 0(t) (Dut(), ) pagey bt — — / ) (@u(t), 9) o . (2.46)
0

Nesta perspectiva, utilizando a integragao por partes no termo sequéncial de (2.46), temos

(uk(0), 0) 20 + /0 0'(t) (ur(t), p) 2y At = — /0 0(t) (Drur(t), p) p2(q dt
— — [ 0(t) (Qeu(t), ) 12y dt

= / ot #)12(o) dt-

(2.47)

Assim, das convergéncias (2.45) e (2.47), temos

T

(4 (0), ) g2y = [(ukm), ) ooy + / 0(t) (ue(t), ©) 1o dt} - / 0(1) (ua1), @) gy

— {(u(O),@)LQ(Q)JF/O 0 (t) (u(®), ©) 120 dt} —/0 0 (t) (u(t), ©) 12q) dt

= (u(0), ‘P)L2(Q) )
para cada ¢ € Ci°(€2). Por densidade, segue que
(¥, ue(0)) -1 () 3 ) — (5 u(0)) o1y iy s V¥ € H7H(Q),
e, portanto, ux(0) — u(0) em H} (). Contudo, de (2.17), sabemos que uy(0) = uor, — ug
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em H}(Q2). Da unicidade do limite fraco, segue que u(0) = ug em H} ().

Agora, multiplicando (2.18), por ¢f e integrando em Q x (0,T), temos

[ 00 @80 0) gy e+ [ 00 (D), )y 0+ / 0(1) ((un (1)), )y
/e GOue(t)), 9) oy dt = 0,

em que, utilizando a integracao por partes no primeiro termo, obtemos

/0 0(6) (Brun(t), 9) oy i+ / (1) (—Aug(t), ) gy clt / 0(0) (felua (1)), ©) 2oy dt

[ 00 @O0 )0 = (006(0,8) ey

Por processos analogos aos que realizamos anteriormente, podemos passar o limite quando

k — oo na equacao acima, em que obtemos

/0 0'(t) (Dru(t), ©) 20 dt+/0 0(t) (—Au(t), ) 120 dt+/0 0(t) (f (u(®)), @) g2 dlt
" / 0(t) (a()g(@hu(t)), ) 12(gy A = (w1, 9) 12y -

Utilizando novamente a integracao por partes no primeiro termo da equacao acima, ob-

temos

[ 00 @u0):0) gy a4 [ 00) (300101 i+ [ 00) (00, 0,0
+/0 0(t) (al-)g(du(t)), ) r2(q) dt = (U1, ©) 12iq) — (O(0), ©) 12(q) -

Logo, (u1,9)12(q) — (9u(0), ) 12(q) = 0, para cada ¢ € Cg°(2). Por densidade, segue que
(u1,9) 2y = ((9tu( );¥) 2, Para cada ¥ € L*(Q) e, portanto, d;u(0) = uy em L*(9),

como queriamos.
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Portanto, passando o limite em (2.18), para cada T" > 0 concluimos que

(920 — Au+ f(u) + a(z)g(Bu) =0 em Q x [0,T],
u =0 sobre 00 x (0,7,

u(z,0) = ug(x) em €Q,

| Oru(z,0) = ui(z) em Q.

Provemos a unicidade de solu¢ao para o problema (2.1). Com efeito, suponhamos
que u,v € C([0,T]; H3(2)) N CH([0,T7; L*()) sejam solugoes fracas de (2.1) e facamos

w = u — v. Assim, para cada T > 0, w satisfaz
Otw — Aw + [f(u) — f(v)] + a(x) [g(Gu) — g(Ow)] =0 (2.48)
em L%*(0,T; H (), com dados iniciais

w(0)=0 e Jw(0)=0.

Notamos que ndo faz sentido compormos Ow(t) com O,w(t) na dualidade de
H™Y(Q) x H}(Q), visto que dyw(t) € L*(Q), para todo ¢t € [0,7]. Com isso, o método
da energia nao ¢ o mais adequado para prosseguirmos. Para contornarmos esta situagao,
vamos obter a unicidade da solucao via método de Visik—Ladyzhenskaya (ver [47] e [64]).

Com efeito, dado s € [0, T], definimos a seguinte func¢ao auxiliar:

—/ w(T)dr, se0<t<s,
U(t) = f (2.49)
0, ses<t<T,

cuja derivada no sentido distribucional a valores vetoriais é dada por

w(t), se0<t<s,
op(t) = (2.50)
0, ses<t<T.
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t
Definindo ¢(t) = / w(T) dr, segue de (2.51) que
0

{wm = o(t) — d(s), Vte[os],
b(s) = 0, $(0) = —o(s).

Com isso, juntamente com a regularidade de w, obtemos que
b, 0 € C([0,T]; Hy ().

Agora podemos compor (2.48) com 9 na dualidade de L?(0,T; H~*(Q)) x L*(0,T; H}(Q))
e, uma vez que ¢ = 0 em [s,T], temos
| @i, vw)ae— [ dut. o) d

0 0

_ /05 (f(u(t)) = flu(t)),¥(t))dt — /05 (a(z) [g(Bu(t)) — g(Bw(1))], (1)) dt.
(2.51)

Integrando o primeiro termo de (2.51) por partes, temos

Assim,
| @t e = [ @i, wiende == [ Lol d
1 ) ) 1 ) (2.52)
= SO s, ~ o) aey) = = 0o

=0

Por outro lado, temos

/0 = Aw(t), (1)) dt = /O C(Vult), Vi) dt 2 /0 (VOu(t), Vi) dt

1 [d 1
=5 | 5 10y dt = S lge ~ 16Oy (253

=0

1 2
= =5 YO0 = —5 ||¢( o
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Substituindo (2.52) e (2.53) em (2.51), temos

[1e0(8) 720 + 1€(3) 133

N | —

e Utilizando a estimativa (2.6) e as Desigualdades de Trudinger—Moser e Holder para

I;, temos

1= [ 4fte) - o) vnde < [ [ 17 - o) o] axds
<c /0 s /Q w(e, O] fi(a, )] (07 4+ ) dxas
~C {/05/9|w(x,t)||1/)(x,t)| Plu@dl” qx
+ /0 8 /Q lw(z, )| [z, t)| @O dxdt}
S [ [ ol olaxa < [ ool 1905

S [ 1Ol 1600 o et
(2.55)

e Vamos mostrar que I, < 0. Para isso, consideramos
A ={(z,t) € QA x[0,s) /) Qu(z,t) > dw(z,t)},
Ay = (2 x [0, 5)) \Ay.
Assim,

(i) Oww(x,t) > 0 em A;. Entao, w ¢ nao-decrescente na variavel ¢ em A; com
w(z,0) = 0. Logo, w(z,t) > w(z,0) = 0 em A;. Agora, uma vez que w é
continua em [t,s] C [0,T], do Teorema do Valor Médio para Integrais, existe

to € [t, s] tal que

W(a,t) = — /:w(:c,T) dr = —w(z,to)(s — t) = w(z, to) (t — 5) < 0.

N——
20, em A1

65



Disto, temos que 1(z,t) < 0 em A;.

(i) Ouw(z,t) < 0em Ag. Entdo, w é decrescente na variavel t em Ay com w(z,0) =
0. Logo, w(x,t) < w(x,0) =0 em Ay. Por argumentagao analoga, deve existir

ty € [t, s] tal que

(x,t) = — /ts w(x,7)dr = —w(z,t1)(s — t) = w(z, t1)(t —s) > 0.
<0, em Ag

Disto, temos que 1 (x,t) > 0 em As.

Como g é monotona crescente, de (i) e (i), concluimos que

Ow(x,t) > 0= g(du(x,t)) > g(dw(z,t)) e Y(x,t) <0,

Oyw(z,t) < 0= g(Ou(x,t)) < g(Ow(x,t)) e (x,t) > 0.

Uma vez que © x [0,s) = A; U Ay, temos
l9(Bru(x, 1)) — g(Ov(z, 1)) p(x,t) < 0 em £2x [0, 5),
e, portanto, como a(-) é uma fun¢ao nao-negativa, temos
I, = /OS /Q a(z) [g(Owu(z,t)) — g(Opw(z, t))] ¥(x, t)dxdt <O. (2.56)
Utilizando (2.55) e (2.56) em (2.54), obtemos

1 S
3 [0 e + 16O ge] S [ ol 15Oy

mas como ¥ (t) = @(t) — ¢(s), para cada t € [0, s], temos

1 S
3 (10O + 1060 ye] < €| [ 1000 1600y

+/0 w20 10(3) | 12 dt} _

e Da Desigualdade de Young, temos

S 1 S 1 S
[ 1000 1900y 26 < 5 [ Ol dtetg [ 160 e de.
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e Da Desigualdade de Young com peso € = (26’3)1/2 > 0, temos

S S 1
/0 [0l 220y H¢(S)\|Hg(mdt=/0 e lw®)ll ) Z 19053 At

1 [® 1
Eégwmnm®a+t/ 5 16(5) 2 0yt

:@/mw|m dt +2== 19() 0

IN

< T [ Ol dt+35 1o06) g
Das desigualdades acima, obtemos

1 S
th@ﬁmﬁnww@@ka%é[w@ﬁmﬁnww%@dm

com Cp > 0 e s(0,7]. Pelo Lema de Gronwall aplicado a desigualdade acima, temos que
||w(5)||i2(9) + ||¢(5)||§{3(Q) <0, Vse(0,T].

Assim, ||w(s)||iz(m = 0, para s € (0,7] e como w(0) = 0, obtemos w(s) = 0 em L*(Q),
para s € [0,7]. Disto, u = v em C([0,T];L*(Q2)) e, consequentemente, u = v em

C ([0,T]; Hy ().

Por fim, para mostrar que o funcional de energia do problema truncado converge para

o funcional de energia do problema original, resta-nos provar que para cada t, € [0, 7T,
Fi (ug (+,t0)) — F (u(-,tp)) em L"(Q), Vr>1. (2.57)
Com efeito, seja to € [0, 7], entao

IRt ax < [ |5 et + Coy lunta o) o0 ax
Q Q

S 2T |:%/ |uk(m,t0)’27" dX—i_CEvap/ |uk(x’t0)‘7"p erﬁ[uk(wvto)]Q dX:|
@ Q

£ 2r
<o [; [Jur (- to) I

1/2 1/2
+ C/g,&p </ |Uk(g;7 tO)IQTp dX) (/ 2rBlug (x,to)] dX) :| .
@ Q
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Como uy — u em C([0,T]; Hy(Q)), temos uy(-,to) — u(-,tg) em HE(Q) e assim,
~ 2

Huk(HtO)HHg(Q) < R. Tomando 8 < %, podemos utilizar a Desigualdade de Trudinger—
r

Moser e assim, podemos estimar a ultima integral acima. Além disso, uma vez que

H}(Q) < L1(Q), para todo ¢ > 1, temos entao

T (e -gr T T T
[ 1Bttt dx < 27| Ko 1T 0t B + gl Lt o)

T _57’ 2r r .
<27 |G Ko [Vur( o)y + Chep LK ||wk<-,to>||g;<m]

< 9r g—rKO 2E,, (0)]" + C’Z;’E’le/?Kl [QEuk(O)]?] < o0,

- | 2

Logo, (F' (ux(-,t0)))ey € limitada em L"((2), para cada r > 1. Disto, segue que

Fi (ug(-,t9)) = F em L7(Q), r>1.

Afirmamos que F* = F (u(-,tp)). De fato, como (2.43), segue que ug(-,to) — u(, o)
em HJ(Q) — L"(Q). Logo,

ug(x,tg) — u(x,ty) q.s. em €, (2.58)

Note que

| B (ug (2, t0)) = F (u(z, t0))| < |Fy (un(z, to)) = F (un(, o)) |+ F (ur(z, to)) — F (u(z, to))] -

(2.59)
De (2.58) e da continuidade da fungdo F', temos
F(ug(z,t9)) — F(u(z,to)) q.s. em €. (2.60)
Para provarmos que
Fi(ug(x,ty)) — F(u(z,to)) q.s. em €, (2.61)
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resta-nos mostrar que
Fi(ug(z,t9)) — Fr(u(z, o)) q.s. em €.

Com efeito, de (2.36), existe L = L(z,t) > 0 tal que

ug (z,to) ug (z,to0)
/ fu(s)ds — / F(s) ds
0 0

< /L |fr(s) — f(s)|ds =0, se k> L. (2.62)

| Fx(u(, t0)) — F(ur(z, t))| =

Combinando (2.59), (2.60) e (2.62), obtemos (2.61) que nos permite, através do Lema
de Strauss, obter

Fy (wyl-t0)) — F (u(-, o)) em L7(Q).

Da unicidade do limite fraco, segue que F (u(-,ty)) = F*. Ainda do Lema de Strauss, se
1 < q < r, temos

Fk (uk(,t0>> — F(u(,to)) em LQ(Q)

Mais ainda, como r > 1 é arbitrario, segue que a convergéncia forte acima é valida para

todo ¢ > 1.

Portanto, passando o limite no funcional de energia associado ao problema truncado

(2.18), obtemos o funcional de energia para o problema original (2.1), dado por

Bult) = 5 (100 0y + V0Ol ] + [ Flutt)ax

N | —

e ainda, obtemos também a identidade de energia dada por

to
E.(t2) +/ / a(x)g(Ou(t))owu(t) dxdt = Ey(t1), 0<t; <ty < Tyax-
t1 Q

Assim, de E,(t) < E,(0) < oo, para cada t € [0, Tyax), uma vez que E,(0) ¢ indepen-
dente de t, segue que a solucao nao sofre blow-up em tempo finito, ou seja, no Teorema

2.9, temos que T, = 00. Nesta perspectiva, podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 2.14 (Global no tempo). Assumindo as Suposigoes 2.1, 2.4, 2.5 e 2.6, entdo
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dados (ug,u;) € H, o problema (2.1) possui uma tnica solugao global na classe
we C(0,T]; HY(Q), du e C(0,T); IA(9)), 02u € X0, T; HHQ), ¥T > 0.
Além disso, a identidade de energia é verificada

Eults) + /t i /Q a(2)g(Bru(z, )z, ) dxdt = Ey(ty),

com

Bu(t) = 5 [100u(a, )y + V(e O] + [ Fluo,t)dx.

Q

N —

2.1.2 Decaimento Uniforme da Energia

Com o objetivo de apresentarmos o resultado de decaimento uniforme da energia dado
no Teorema 2.19, & luz de Lasiecka e Tataru [44], mostraremos que o decaimento da energia
é estabelecido através da solucao de uma equacao diferencial ordinaria nao linear. Nesse
sentido, uma vez que o problema possui um amortecimento localizado, dois ingredientes
sdo necessarios: um Principio de Continuacdo Unica (dado pela Suposicio 2.7) e uma
Desigualdade de Observabilidade. Para obter a Desigualdade de Observabilidade para o
problema (2.1) dado no Lema 2.18, é necessario que uma versao da mesma seja obtida

para o problema truncado (Lema 2.15), que via densidade, nos fornece o desejado.

2.1.2.1 Desigualdade de Observabilidade para o problema truncado

O objetivo desta etapa é apresentar a Desigualdade de Observabilidade para o pro-
blema truncado (2.18), para cada k € N fixado (suficientemente grande) e T' > Tj, com
Ty sendo a constante de observabilidade o qual é independente de k, ou ainda, o tempo
Ty > 0 é uma constante tal que, toda geodésica da métrica G = [ viajando com ve-
locidade constante igual a 1 e com inicio em ¢ = 0, entra na regido w (vizinhanga da
fronteira 0) inteira) em um tempo t < T, uma vez que as geodésicas de 2 sao linhas
retas que necessariamente tocam a fronteira 0S) e sao refletidas de acordo com as leis da

Otica geométrica.

Primeiramente, observamos que o dado inicial (ug,u;) € H(2) x L?(2) do problema

original (2.1) pode ser nulo ou nao nulo.
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No primeiro caso, quando (ug,u;) = (0,0), observamos de (2.17), que podemos con-
siderar (uog, u1x) = (0,0), para cada k € N, e a correspondente solugao de (2.18) deve ser
ur, = 0. Entao, a Desigualdade de Observabilidade dada em (2.64) abaixo, ¢ trivialmente

satisfeita para qualquer escolha de C' > 0.

No segundo caso, existem constantes r, R > 0 tais que r < E,(0) < R. Além disso, da
convergéncia dos dados iniciais dado em (2.17), existe ky € N tal que, para todo k > ko,
(wok, u1y) satisfaz

r < E,(0) <R. (2.63)

Nosso objetivo é provar que a Desigualdade de Observabilidade para o problema trun-
cado ¢é verdadeira. Posteriormente, iremos mostrar que se escolhermos uma sequéncia de
dados aproximados (ugg, u1x) que satisfaga (2.17), bem como (2.63), entdo a constante da
Desigualdade de Observabilidade para solugoes aproximadas pode ser tomada indepen-

dentemente de k.

Lema 2.15 (Desigualdade de Observabilidade - Truncado). Sejam r,R > 0, T" > Tj
e k > 1. Sob as hipoteses do Teorema 2.14 e admitindo a Suposicao 2.7, existe
C =C(k,r,R,T) > 0 tal que a correspondente solu¢ao uy, de (2.18) com (ug, u1x) € D(A)
distante da origem (i.e., verificando (2.63)) satisfaz a Desigualdade de Observabilidade

B, (0) < c/ / ) B, )2 + 19(Brun(z, )] ddt. (2.64)

Além disso, se (ugg, u1x) — (ug, u1) em H tal que (ug,u;) € Her < E,(0) < R, entao

existe T > Ty tal que C' pode ser escolhido independente de k, sempre que 7" > T™.

Demonstracao. Realizaremos a prova deste lema através de um argumento de contradicao.
Supondo que o Lema 2.15 seja falso, entao para toda constante C' > 0, existem dados

iniciais (u§y, u$,) € D(A) verificando (2.63) cuja correspondente solugio uf viola (2.64).

Em particular, para cada m € N fixado arbitrariamente, obtemos a existéncia de
dados iniciais (uf},u}}) verificando (2.63) e cuja correspondente solucao u]’ satisfaz a

Desigualdade de Observabilidade Inversa

) > m/ / ) [10 [? + |g(Opui)|P] dxdt.
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Entao, obtemos uma sequéncia (u}'),en de solugdes de (2.18) tal que

o Joal@) (102 + 19D dxdt

Notemos que

1
Bup0) = 5 [ 0.0 + [Vup(a.0) dx+ [ Aup(e,0)) dx
Q Q
1
= —/ |uﬁ|2+\Vu8}c|2dx+/Fk(u8}€)dx
Q Q

(225) 1 m
< 5 |:Hu1k||L2 a2t ||Vu0k||L2 } + o0 2/\ HVUOkHLZ + Cﬁ,e,lemKO ||Vu0kH]£2(Q)

(2.63)
S R, YmeN.
(2.66)
Assim, de (2.65), temos
lim / / ) (18l + 9(Brd)|?] dxcdt = 0. (2.67)
m—+00

Além disso, do funcional de energia do problema truncado e de (2.66), segue que

existe uma subsequéncia (a qual continuaremos denotando por (u}')men) tal que

ul >y, em L®(0,T; H (Q)), m — oo (2.68)
o = Oy em L®(0,T;L*(Q)), m — oo (2.69)
up' = w, em L(0,T5 L)), m — oo, Vq2>2, (2.70)

em que (2.70) ocorre por H}(Q) < LI(Q) — L%(Q), para todo ¢ > 2 e pelo Teorema de

Compacidade de Aubin-Lions-Simon.
Agora, dividimos a prova em dois casos: ug # 0 e u = 0.

Caso 1: up # 0
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Para cada m € N, u}* é solugao do problema

lé?fu’,:‘ — Aup' + fi(ug') + a(x)g(Owuy') =0 em Q x (0,7),

up' =0 sobre 0 x (0,7),
(2.71)
up'(x,0) = uip(z) em Q

| O’ (2, 0) = ufj(z) em €,

Multiplicando (2.71), por ¢ € D(2) e 8 € D(0,T') e integrando em 2% (0,7"), obtemos

T T T
/ /8fu}cn-g08dxdt+/ /(—Au’,?)go@dxdt+/ /fk(u;y)wdxdt
0 Q 0 Q
/ / g(Opup )l dx dt = 0.

Note que

/ / 90 dxdt
< /0 T@ { /Q (a(m)g(@tu}?))de] v [ /Q ¢2dx} 1/2dt

< M2 med ()2 /0 "o [ / (a(z)g (atuk))QdX] "

1/2
§M1/2med(Q)1/2l / 9%11:] { / / g(Oui™)) dxdt}

0 qual vai & 0 por (2.67) quando m — oo, em que M = max |¢|>.
x€)

(2.72)

Logo, das convergécias (2.68), (2.69) e (2.70), de (2.72) e utilizando argumentos si-

milares a obtencao de (2.39), fazendo m — oo, obtemos

Ofuy — Aug + fr(u) = 0em L*(0,T; H'(Q)). (2.73)
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Assim, fazendo m — co no problema truncado, obtemos na situagao limite

Otup — Auy + fr(ug) =0 em Q x (0,7),
u =0 sobre 99 x (0,7, (2.74)

Oup, =0 q.8. em w.

Derivando (2.74), e (2.74), na variavel temporal no sentido distribucional e denotando

wy, = Oyuy, temos o seguinte problema

OPwy, — Awy, + fi(up)wy =0 em Q x (0,7),
wr =0 sobre 9Q x (0,7T), (2.75)

wr =0 ¢g.s. em w.

Uma vez que f}(ux) € L®(Q x (0,T")), para todo k € N, deduzimos da Suposicao 2.7

que wg = 0, ou seja, dyuy, = 0, para cada k € N. Contudo, de (2.73), concluimos que
—Aug(t) + fr(up(t)) =0 em H(Q) q.s. em (0,T). (2.76)

Uma vez que w, € L>*(0,T;H}(Q)), podemos fazer a dualidade de (2.76) em que
up(t) € H} () q.s. em (0,7), e ja utilizando a relagao (-, '>H—1(Q),Hg(9) = (") p2(n dada

em (1.3), temos

/Q(—Auk(t))uk(t) dX—i—/ka(uk(t))uk(t) dx =0,

e utilizando a Formula de Green, obtemos

/Q V() Vg (t) dx = — /Q Fe(un () us(t) dx.

Por fim, da Condi¢cao de Ambrosetti-Rabinowitz, inferimos que

O] — / Flun () un () dx < — / OF (us (1)) dx < 0,

e da Desigualdade de Poincaré, temos Ay ||Uk(t)||2Lg(Q) < ||VUk(t)||ig(Q) < 0, e assim, segue

que ur =0 q.s. em  x (0,7, o que contradiz que u # 0.
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Caso 2: up, =0

De (2.68), (2.69) e (2.70), agora temos

u* 50 em L™=(0,T; H (), m — oo
O =0 em L(0,T;L*(Q)), m — oo

up' — 0 em L>(0,7T;LYQ2)), m — oo, Vq2>2.
Fazendo
1/2 m
Oy = [Euzn(O)] ev = —,

1
e multiplicando (2.67) por —-, obtemos
a

m

T
1
lim / /a(m) [|atv,?|2+—2|g(atuk)|2 dxdt = 0.
0 Q O

m——+00

(2.77)
(2.78)
(2.79)

(2.80)

(2.81)

1
Multiplicando o problema (2.71) por —, temos que os elementos da sequéncia
«

m

(v7")men dada em (2.80), sdo solugoes (para os respectivos indices) da sequéncia de pro-

blemas normalizados

Observamos que

1 1
— [ fr(ug)Owy! dx = — / fr(amvi) O () dx
Um Jq X J0
1 d "
= o dt QFk(amvk ) dx
1 d "

I6)

(8,521),2” — Avt + ifk(uzn) + ia(w)g(@tuﬁ) =0 em Qx(0,7),
vyt =0 sobre 09 x (0,7,

oz, 0) = Z—g%) em .
oy (z,0) = u—ﬁ(x) em (.

\ Om

(2.82)



Assim, o funcional de energia associado ao problema (2.82) é dado por

DO | —

1
107 Ol + IV O] + o [ Al)ax. (289

m JQ

Uma vez que a Condicaio de Ambrosetti-Rabinowitz é satisfeita, temos
a%fQ Fi(ui')dx > 0, e assim, E,m(t) > 0, para todo m € N et > 0. Além disso,

notemos que

1 |1 m " m 1
«%MZ—{ﬂMW®@@+Www%M+L&MN4Zg&w%VQQ

m

e entao

1 1
— B (0) = Eun(0)=1, ¥meN. 2.84
£ 0) = g B (0) =1, Vme (2.84)

k

Ev;" (0) —

2
X

Para obtermos a contradicao necessaria, mostraremos que

lim B, (0) = 0. (2.85)

m——+00

Com efeito, de (2.83) e (2.84), existe uma subsequéncia de (v]")en (a qual continuaremos

denotando por (v]")men) tal que

v Sy, em L(0,T; Hy (), m — oo (2.86)
ot 5 O em L°(0,T; L*(Q)), m — oo (2.87)
vy — v em L>(0,7;LY(Q)), m — o0, Vq2=>2, (2.88)

com a convergéncia (2.88) sendo obtida pelo Teorema de Compacidade de Aubin-Lions-

Simon.

1/2

Sendo ay, = [Eyn(0)] " e Eue(0) S R, temos que existe v > 0 tal que, a menos de

subsequéncia, a,, — a.
Agora, consideramos outros dois casos: a >0 e a = 0.

Caso I: o« > 0
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De (2.88), L>(0,T; LY(2)) — L2 x (0,T)) e o,y — v, temos

Uyt — v, em LY(Q x (0,7)), Vq>2.

Por outro lado, de (2.70) temos

QU =upt — u, em LY(Q x (0,7)), Vg>2.

Logo, da unicidade do limite em L?(2x (0, 7)), temos avy, = uy €42 2 ). Disso, vy = 0

q.s. em Q x (0,T) e assim, E,m(0) — 0, quando m — oo.

Caso II: « =0

Primeiramente, observamos que de f,(0) =0 e (2.20), temos

1 1 1 Ch
my|T _ my 0" < " m|r _ "k _r mT _ o ym "
ar, | fie (i) ar | fie(uy!) = fr(O)]" < Kar g’ | o/”mam o8] ko]

Assim,

1 T T
/ /|fk(u;:)|’"dxdt < c,:/ /|v,;n|’“dxdt. (2.89)
o, Jo Ja 0 Ja

Por outro lado, de (2.79), temos

apupt =upt — 0 em L>(0,T;L9(QY)), m — oo, Vq>2. (2.90)

Mostremos que

aifk(amv,;“) — PO, E 0 em LUQ % (0,T)), Vg>2. (2.91)

m

Para isso, escrevemos

o) = £ = ——felomel?) = —— flamef?) + ——flamaf’) — £/(0)ux

m m m m
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Agora,

1 1
— frlamul’) — — flamvy') — 0 em LI(Q2 x (0,7)), Vq> 2. (2.92)
iy Qi
De fato, seja
Q, ={z e/ |yl (z,t)] > k> 1} (2.93)
Assim, da defini¢do da fungdo truncamento fi, temos |fi(amvy) — f(anvl’)] = 0 em
O\Q! . Logo,
1 1 ‘
|- i) = = el
Qm La(Qx(0,T))
T 1 1 q
:/ / _fk anvy) — — flayop’)| dxdt
0 JQ Qm

1 T
= _q/ / | fr(amv) — flamupt)|? dx dt
am Jo Jat,

1 /7
S _q/ / | fr(amvi)|? + | f (o) |* dx dt

1
(24) e (2.19) < q/ /Qt )+ f(—k)|?

1 m)?74
+ [elamof| + Cocplamop ™ k)] dcat

17 _ g
MSEAZHWH%MW%W

+ e amvp' | + CF . lamvy! |21 efalem )" dx dt

1 2
/ /Qt 8q|k|q+ ng‘k‘q(p oBak

+ &t ? + O3, a7 ePrlomi) dxat

1 (T
(293) S —q/ / el vt dx dt
am Qt
2
/‘/ Clp Lo |70 P0en i) dx

(Des. de Holder) < —— / / |amv,2”|2qp Y dx dt
Qt

1/2 ) 1/2
+ 56,1)/ |:/ |amvk |2(J(p 1) dX:| |:/ 625f1(amvzn) dX:| dt,
am Jo Qt, ot

em que na ultima desigualdade acima, foi utilizada a relagao 2¢(p — 1) > ¢. Uma vez que

2/\
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(v?) & limitada em L°(0, T'; Hy (£2)), segue que (vi*(¢)) é limitada em H(Q) q.s. em (0, T),

ou seja, [|vg" ()| gy )

se 28qC2R? < 4r, ou seja, B <

< Rqs. em (0,T) e ainda, de «,,, — 0, segue que |a,,| < C. Assim,

2
57;2 , podemos utilizar a Desigualdade de Trudinger—

Moser e com isso, a tUltima integral acima é limitada. Logo,

1 1 e
— frlamvi’) — — flamvy")
Qm m La(Qx(0,T))
LT 2¢(p—1) 1/2 1)
5 @ gl ||amvk: ||L<12E11?p D(Qt, x(0,T)) + Cg,s,pL / 0 Hamvk H%?]jl(p D) dt
1 2q(p—1) 1/2 (p—1)
= @ 5q | vy IIqufzp D(QL, x(0,T)) + Og@,pL / |amvy ||%f(p 1) (0,T;L2a(p—1) (2t ))]
]_ 2 1 m 1
S = [ Iamol 0 g omy + Clhea P lamtl 1850 g o)
ol x(0,T)) (94, x(0,T))
1 2q(p—1) q(p—-1)
S % ||amvk ||L2q(p D(Qt, x(0,T)) + [l vy’ ||L2q<p v, (O,T))} :
Entao, da tltima desigualdade e de (2.88), temos
1 ]- m o
|- ftenalt) = - ) 3,
Qm m La(Qx(0,T))

0 que prova (2.92).

Por outro lado, como f € C'(R), pela Féormula de Taylor com Resto de Lagrange,

temos
f(s) = f(0)+R(s), com R(s) = f'(&)s, para algum & € (0,s), s > 0.
-0
Assim,
1 m R(amvzn) !1(¢cm m m m
a_f<amvk ) - (1/— =f (50 )Uk , para algum 50 < (Oaamvk )

N . — .
Uma vez que a convergéncia (2.90) ocorre, a,,v)" —3 0 q.s. em Q x (0,7) e assim

0 g.s. em Q x (0,7). Dai,

€57 < lamvi?| =%

q

L flamp)

8777}

L famp) -

877}

= |F(&MI" v

(2.3)

= f(0)vy, = Hf/(égl>vlzn|’qL‘1(Q><(0,T))

La(Q2x(0,T)) La(2x(0,T))

9oy < Cr (&I =570,
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pois (v") é limitado em L>°(0,7; L9(2)), para todo ¢ > 2, f" é continua, £* — 0, quando
m — oo e f'(0) = 0. Disto,

if(amv,’f’”‘) — f'(0)v, — 0 em LI(Q x (0,7T)), m — oo, Vg > 2. (2.94)

A

Portanto, de (2.92) e (2.94), temos que (2.91) ocorre.

Por fim, fazendo m — oo em (2.82), observando as convergéncias (2.81), (2.86), (2.87),
(2.88) e (2.91) e do item ii) da Suposi¢ao 2.1, temos na situagao limite

vy — Avpy =0 em Qx (0,7),
v =0 sobre 0Q x (0,7, (2.95)

O =0 q.s. em w.

Derivando (2.95), e (2.95), na variavel temporal no sentido distribucional e denotando

wy = Oyu, temos o seguinte problema

O*wy — Awp, =0 em Q x (0,7),
wg =0 sobre 00 x (0,7,

wr, =0 q.8. em w,

o qual, como o feito apos (2.75) (repassando pela Suposigao 2.7), temos wy = 0, ou seja,

O =0 q.s. em Q x (0,7).
Observamos que no problema (2.95), a equagao se verifica em L*(0,T; H1(f2)). Logo,
—Auv(t) =0 em H(Q), q.s. em (0,7). (2.96)
Uma vez que vy € L*>(0,T;HLQ)), podemos fazer a dualidade de (2.96) com

uk(t) € Hy() a.s. em (0,7), e ja utilizando a relacdo (,") -1y me) = () 12(q) dada

em (1.3), temos da Férmula de Green e da Desigualdade de Poincaré, que

/ (—Av(t) vp(t) dx = 0 = / V() Vor(t) dx = 0
Q Q

= vak(t)Hi?(Q) =0
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2
= At ok (8) 720y < 0.

Assim, v, =0 em Q x (0,7).

Por fim, de (2.88), temos v' — 0 em L*(0,7; LY(f2)), quando m — oo, para todo

q > 2 e de (2.89), segue que

L (@) — 0 em L9(Q % (0,T)) = L2(Q x (0,T)), Vg > 2. (2.97)

m

Notemos que da convergéncia (2.81) e da hipotese de a(z) > ag > 0 sobre w, obtemos

o — 0 em L*(w x (0,7T)).

Consideramos agora, [ = 92 — A o operador de D’Alembert. De (2.82),, temos

T = — = fo(u) — ——a(2)g(A") "=F 0 em L2(Q x (0,T))

m m

e deduzimos, independente de aw > 0 ou o = 0 (tendo em vista (2.81), (2.97) e v, = 0),

que

0, (_Lfk(v;f”) — La(:L')g(((?tu?)) = 0,00 = O (dw™) =570 em H,_1(Q2 x (0,7)).

loc

(2.98)
De fato, para tal, tome w € Hj(2 x (0,7)). Assim,
’ <8tDUkma w>H—1(Q><(O,T)),Hé (2x(0,7)) ‘ = ’<|:|UIT7 atw>L2(0,T;H—1(Q)),L%O,T;Hé ()

< HDU/THH(O,T;H—l(Q)) HwHHg(o,T;Hg(Q)w

em que a tltima desigualdade utilizamos que
HwHHg(o,T;Hg(Q)) = ||U)HL2(0,T;H3(Q)) + ||atw||L2(o,T;Hg(Q)) :
Assim, combinando (2.99) com Cv® ™23 0 em L*(Q x (0,T)) — H (2 x (0,T)),
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deduzimos que

hm ||atDUITHH*1(0,T,H*1(Q)) — 0 (2100)

m—-+00

Por outro lado, como H;,!(2x (0, T)) representa o dual topologico de H} = (Qx(0,T))

comp

e como

H (2% (0,T)) — Hy(Q2x(0,T)) — L*(Qx(0,T)) — H'(x(0,T)) = H,, (2x(0,T)),
(2.101)

dessa forma, de (2.100) e (2.101) concluimos a convergéncia (2.98).

Como dyv* — 0 em L*(2x (0,T)), consideramos ;1 a medida de defeito microlocal as-

2
loc

sociada & sequéncia (0,v7"),,cn em LiL (2 x (0,7T')) (garantida pelo Teorema 1.66 conforme

a Observacao 1.68). Da convergéncia (2.98) concluimos dois fatos:

i) O suppp estda contido no conjunto caracteristico do operador de ondas
{(t,z,7,§) e Rx Q2 xR x ]R2/02(D) =0}, em que 05(0) = p(t,z,7,&) = 7% — ]5\2
denota o simbolo principal do operador de D’Alembert (este fato é garantido pelo

Teorema 1.69).

ii) O supp p € uma uniao de curvas do tipo

.. 1 G(x)d
te 10 (0,00) = my(t) = (“ W= e T Vs \G(x):tP) ’

em que t € I — z(t) € int Q) = Q é uma geodésica associada & métrica G = I (este

fato é garantido pelo Teorema 1.74 e pela Proposicao 1.75).

Assim, segue que p se propaga ao longo do fluxo bicaracteristico do operador [, ou
seja, se algum ponto wy = (to, xo, 7o, &o) NAO pertence a supp i, entao toda bicaracteristica

que parte de wy nao pertence ao supp p.

Nosso objetivo agora, é propagar a convergéncia de (9,07") em L*(w x (0,7T)) para

todo L*(2 x (0,T)).

Uma vez que 9w — 0 em L%*(w x (0,T)), da Observagao 1.68, através do Teorema

1.66, temos assegurada a existéncia de uma subsequéncia de (0;v}") (a qual denotaremos
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da mesma forma) tal que

T
/ / o, 1) |0 dxdt " / (e, t) dulz,1,€),
0 w wx (0,T)xS1

para todo ¢ € C§°(w x (0,7)), o que implica que p = 0 em w x (0,7, o que nos garante
que supp 4 C (2\w) x (0, 7).

Assim, uma vez que supp 1 C (2\w) x (0,7") e que o amortecimento friccional age em
wx (0,T), podemos propagar a energia cinética de w x (0, T") para (2\w) x (0,T"). De fato,
considere wy = (tg, To, 70,&0) € supp i e x uma geodésica de G = I definida proxima a t.
Uma vez que as geodésicas de () sao linhas retas que necessariamente tocam a fronteira
0N) de Q) e se refletem de acordo com as leis da 6tica geométrica, entao as bicaracteristicas
m4(t), acima mencionadas, tocam a fronteira lateral 0Q x (0,7") do cilindro Q x (0,7).
Dessa forma, m4(t) ¢ supp u e, como consequéncia wy ¢ supp pu. Da arbitrariedade de
wo e da geodésica z, concluimos que supp = &, ou seja, = 0 em Q x (0,7). Assim,
da Observagao 1.68 segue que

v "2 0 em L2 (Q x (0,7)). (2.102)

loc

Fig. 2.2: A regidao w é uma vizinhanga da fronteira inteira de €2 e as setas indicam as geodésicas
de Q.
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Além disso, das convergéncias acima, deduzimos que
Ay 50 em L*(Q x (0,T)). (2.103)

De fato,

T T T
O 2 dx dt = O™ |12 dx dt + O dx dt .
’ k k k
0 Q 0 w _ ! 0 Q\w

v ~~
=1 =:Lg

De (2.67), segue que L =2 0. Agora, considere a seguinte decomposi¢ao de Lo

€ T—¢ T
LQ:// \8tv,T\2dxdt+/ / yatv;"dedtJr/ / 10,0 dx dt .
0 JO\w € Q\w T—e JQ\w
J.

-~ -~ -~

=:J1 =:J2 =3
Observamos que
e (283) 13 (284)
Jl _ / / ’atvlrgnIQ dx dt < 2/ Ev]zn (t) dt < 2€EUZI<O) < 28,
0 JQ\w 0

Logo, lirJrrl J1 < 2¢, para todo T' > ¢ > 0. Da arbitrariedade de ¢ > 0 segue que
m——+00

. , , — .
lim J; = 0. Procedendo da mesma forma, é possivel mostrar que J3 —s 0. Ainda, de
m—+00

(2.102), segue que J, =3 0.

Portanto, (2.103) ocorre, ou seja,
T
/ / 7 (2, )] dx dt ™25 0, (2.104)
o Ja

m—00

Por fim, mostremos que E,»(0) — 0.

Com efeito, para isso, vamos fazer uso de uma equiparticdio da energia, para tal,
considere a fungao cut-off § € C5°(0,7), 0 < 0(t) <1ed(t) =1em (¢,T —¢), parae > 0.

Multiplicando (2.82), por v}, integrando em € e (0,7") e utilizando a Férmula de Green
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e a derivada distribucional, temos

T T T
—/ e(t)/ |atv$|2dxdt—/ 9’(t)/8tv$-v$dxdt+/ H(t)/ Vo2 dx dt
0 Q . . 0
— (15)/[}C;€(u,C pdxdt +—/ / )g(Opuy ) dx dt = 0.
Q

Considerando as convergéncias (2.81), (2.86), (2.87), (2.88) ¢ (2.104) e lembrando que
v = 0, de (2.105), deduzimos que

T—e 1
lim / (Vo2 + — fu(uf) vy dxdt = 0,
Q O

m—-+00 e

e ainda,

1 T—¢
lim —- /Fk(u?) dxdt =0,
Q

m——+00 042

T—e
R N . . . . . m—00
0 que, juntamente com as convergéncias acima citadas, implica que / Ev;n (t) — 0.
£

Entdo, uma vez que a energia decresce, obtemos (T —2¢) E,m (T —¢) — 250, Tsso implica,
juntamente com a identidade de energia
T—¢
Egn(T —¢) — Eyn(e) = / g(Opup)Opvy dx dt,

da arbitrariedade de ¢ > 0 e de (2.81), segue que E,»(0) ™50, o que fornece a contra-

di¢do desejada em (2.85).

Com o intuito de provar a tltima afirmacao do Lema, supomos que (ug,ui) é tal
que 7 < E,(0) < R e (uok, u1x) — (up,u1) em H, com r < E, (0) < R, k > 1. Entao, a
Desigualdade de Observabilidade provada na primeira parte deste Lema pode ser aplicada

para qualquer k. Argumentando por contradicao, entao devemos ter

£, (0)
keN fo Jo a(@) [|Ovur]? + |g(Opug) [2] dx dt

= . (2.105)

Primeiramente, observamos que no argumento de contradicao, podemos assumir que
(2.105) ocorre para cada 7" > T,. Com efeito, se (2.105) ndo fosse valido para algum
T =T* > Ty, entdao para T" > T*, (2.105) seria falso com T'= T’, uma vez que o deno-

minador fica maior conforme T aumenta. Isto implicaria que o resultado desejado (i.e., a
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existéncia de um limitante uniforme) seria diretamente vélido para todo T' > T*, o que

seria suficiente para esta prova.
Agora, uma vez que r < E,, (0) < R, entdo (2.105) s6 se verifica se existir uma
subsequéncia, ainda denotada com indice k, tal que

T
lim / / a(z) [|Ouk|® + |g(Ouy)|?] dxdt =0, VI > Tq. (2.106)
0 Q

k—o0

Fixemos um tempo 7" > Ty. Sabemos que existe uma subsequéncia (uklj) que con-
verge para algum u! no sentido de (2.68)-(2.70) sobre [0,7]. Uma vez que (2.106) é
valida para todo T > Ty, em particular, substituindo 7" por 27", o limite (2.106) conti-
nua valido. Como (uklj) ¢ uma subsequéncia de (uy), existe também uma subsequéncia
(tky,) de (ur,,) a qual converge para algum u® no sentido de (2.68)—(2.70) sobre [0, 27]
e além disso, u? = u! sobre [0, 7]. Indutivamente, obtemos uma subsequéncia (ukm].) que
converge para algum u™ sobre [0,mT] no sentido de (2.68)—(2.70) e u™ = u™ ! sobre

[0, (m —1)T).

Considerando a sequéncia diagonal (uy,,, ) obtemos que esta subsequéncia con-

meN?

verge para u (solugdo do problema original) com dados (ug, u1) sobre subconjuntos com-

pactos de [0, 00) satisfazendo u(t) = u™(t) sobre [0, mT]. Disto, concluimos que

T
/ / a(z) [|0w]® + |g(Ou)?] dxdt =0, VT > Tp.
o Ja

Assim, u deve satisfazer o seguinte problema

(

O2u— Au+ f(u) =0 em Q x (0,00),

u = 0 sobre 092 x (0, 00), (2.107)

u(z,0) = ug(x), du(x,0) = uy(z) em 2.
(

Vemos de (2.107) que a energia de u é constante e temos E,(t) = E,(0) > 0, para cada
t > 0. Definamos ¢ := E,(t). Qualquer solu¢io aproximada uy, satisfaz imediatamente
o mesmo tipo de estimativa de decaimento (embora com constante dependendo de k), a

qual serd provada no Teorema 2.19. Isto se d& pois as solugoes aproximadas ja possuem
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a propriedade de observabilidade, como provado na primeira parte deste Lema. Assim,
temos que a energia da solucao do problema truncado decai & zero. Consequentemente,
para um k fixado, corresponde um tempo t; suficientemente grande, para o qual F, (t)
é muito pequeno, digamos que E,, (t) < 6/4, para t > t,. Além disso, podemos obter
uma sequéncia (tg)reny Crescente com t; — oo, quando k — oo. Para cada t;, temos

E,, (ty) <6/4, com k € N.

Por outro lado, como ja provado, sabemos que para t, fixado, E,, (to) — Ey(to) = 6,
quando k — oco. Em particular, para cada t = t,, fixado, em que (¢,,)men € uma sequéncia
de tempos como acabamos de construir acima, temos FE, (t,,) — Eu.(t,) = J, quando

k — oo. Consideramos (E,, (tm)), .y Uma sequéncia de ntimeros indexados por k, para

ke
cada m fixado. Notamos que cada sequéncia possui o mesmo limite 9§, quando k — oo.
Logo, utilizando o método da diagonal de Cantor, deduzimos que a subsequéncia diagonal
(Buy (th)) ey também converge para . Assim, de E,, (fx) < 6/4, para cada k € N e

E, (tx) = 0, quando k — oo, obtemos uma contradi¢do. Nesta perspectiva, devemos ter

B, (0)

Sup =7 =:(C < o0.
kel [0 Jo al@) [0k |? + 1g(Opu) ?] dx dt

Portanto, concluimos que se (ug,u;) em H, com r < E,(0) < R é tal que
(uog, u1x) € D(A) e (ugr,u1r) — (ug,uy) em H verificando r < E, (0) < R, entdo a

constante da Desigualdade de Observabilidade pode ser tomada independente de k. W

Observacao 2.16. A argumentacao necessaria para mostrar a independéncia da cons-
tante de observabilidade C' em relagao a k esta presente no artigo de Cavalcanti et al. |20,

Lema 3.1].

Observacao 2.17. No que se segue, abusaremos da notacao e escreveremos T no sentido
do tempo T™ encontrado na segunda parte do Lema 2.15.

2.1.2.2 Desigualdade de Observabilidade para o problema original

Nesta etapa obtemos a Desigualdade de Observabilidade para o problema (2.1), uti-
lizando a Desigualdade de Observabilidade para o problema truncado, obtida na etapa

anterior.
Lema 2.18 (Desigualdade de Observabilidade). Sejam 7" > Ty e r,R > 0. Sob as
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hipoteses do Teorema 2.14 e a Suposi¢ao 2.7, existe uma constante C' = C(r, R,T) > 0

tal que, toda solugdo u do problema (2.1) satisfaz

<ci/ /° ) [9rule, D) + g(Byule, )] dxds, (2.108)
sempre que 7 < E,(0) < R.

Demonstra¢ao. De (2.64), para todo k > ko € N e toda solugdo do problema truncado

(2.18), a seguinte desigualdade & valida

B <c/‘/ ) (|0uk ]2 + |g(Dyur)2) dxdt, (2.109)

sempre que r < E, (0) < R, com C' > 0 sendo uma constante independente de k.

De (2.43) e do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, deduzimos que

/ / 7)|g(Opup(,1))]? dx dt — p / / 2)|g(Ou(z,t))[* dxdt . (2.110)

Assim, de (2.57), (2.109) e (2.110), também obtemos a Desigualdade de Observabilidade

para o problema original (2.1), i.e.,

y<c / [ ote) (0 +1g(@u) axde, T =7,
sempre que r < F,(0) < R. [ |

2.1.2.3 Taxa de Decaimento Uniforme

Antes de apresentarmos nosso resultado de estabilidade para o problema (2.1), defi-
niremos algumas fungoes necessérias. Com este intuito, seguiremos as ideias previamente
introduzidas por Lasiecka e Tataru em [44| para forcas atrativas e por Cavalcanti et al
em [18] para forcas repulsivas (fontes). A fim de entendimento, apresentamos brevemente

as argumentacoes utilizadas.

Das hipoteses feitas sobre g na Suposicao 2.6, segundo Lasiecka e Tataru, obtemos
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uma fungao hy concava, estritamente crescente tal que h(0) =0 e

ho(sg(s)) > |s|” + |g(s)|*, para |s| < 1. (2.111)

A partir da funcao hg, definimos a funcao

r(-) = ho (m) , (2.112)

com Qr = Q x (0,T). Observamos que r é mono6tona crescente, entao ¢l + r é invertivel,
para todo ¢ > 0. Para K := [C med(Qr)(1 + |jal|)]”" > 0 (em que a constante C' > 0 ¢
obtida através do Lema 2.18), temos p(s) = (¢ +7) " (Ks).

A funcdo p é positiva, continua e estritamente crescente com p(0) = 0. Por fim,
definimos

q(s)=s— T +p) " (s), s>0, (2.113)
e uma vez que p é positiva e crescente, entao ¢ também o é.
Agora podemos apresentar o nosso resultado de estabilizacao.

Teorema 2.19 (Estabilidade Uniforme). Seja Ty > 0 dado como nos Lemas 2.15 e 2.18.
Considere hg e g definidas em (2.111) e (2.113), respectivamente, e v uma solugido gene-

ralizada do problema (2.1) com (ug,u;) € H e r < E,(0) < R. Entao,

Eul) < S (Ti _ 1) L Vie>T (2.114)
0

e tliin S(t) =0, em que S(t) é a solugao da equagao diferencial ordinaria nao linear
—+00

500+ a(s(0) =0,

S(0) = E,(0).

Demonstragao. Uma vez que a Desigualdade de Observabilidade (2.108) ¢ satisfeita e

considerando o Lema 1.77, obtemos a taxa de decaimento dada em (2.114).

89



De fato, consideramos os conjuntos

Q7 ={(x,t) € QT/ |Opu(z,t)| > 1 q.s. em Qr},
Q= Qr\ Q5.

Com isso, faremos a analise do amortecimento proximo & origem e no infinito.

e Amortecimento proximo a origem:

Das hipoteses feitas para a fungdo hy e sabendo que a(z) < Jal, + 1 e

a(z)

———— < a(zx), deduzimos
1+ [lall

[ a) [0 + (g0 axat < [ ateho o@u)ou) dxa
Qr Qr

= a & Do) dx
_/B (1+lall) <1+||a”oo)h0 (g(u) D) dx dt

Qr

a(x)
(ho & concava e ho(0)=0) < 1+ ho | ——2——a(0u)0, dx dt
0 0 — /3( HaHoo) 0 ((1+ HGHOO)g( tu) tu) X

o}
(ho ¢ crescente) < / (0 flall o) ho (af)g (Du)deu) .

Qr

Da Desigualdade de Jensen, obtemos

(1+ [lall) /Q o (a(x)g(Dpn)u) dx s

< (14 lafl0) med(Qr)ho (

(2.112)

m /Q T a(m)g(@m)@mdxdt)

(1+ [la]l.) med(Qr)r ( / o(2)g(Du) Oy dxdt) |

T

Assim,

/Q (@) [(0)® + (9(0u))*] dx
< (1+ [lafl,,) med(Qr)r (/Q a(x)g(@m)@mdxdt) )
T (2.115)

e Amortecimento linear no infinito:
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Como ms? < g(s)s < Ms?, para |s| > 1, temos
m |owl® < g(Bw)du < M |dul*, V(z,t) € Q3.

ou seja, se (x,1) € Q%, temos |dyul* < M g(du)dyu e |g(du)|” < ]T/[/]g(atu)] Oyu. Logo,

J

Assim, de (2.115) e (2.116), concluimos que

a(z) [(0)? + (9(0u))?] dxdt < (m*wﬂ) /Q a(z)g(0u)du dxdt.  (2.116)

a a
T T

/ o) [(B) + (9(Bu))?] dxdt

T

< (ﬁfl + ]T/[/>/ a(x)g(Oyu)dyu dx dt

T

+ (14 [la]l.) med(Qr)r ( / a(2)g(Oy) Oy dxdt) |

T

Agora, uma vez que a Desigualdade de Observabilidade dada pelo Lema 2.18 é satis-
feita, existem K = [C(1+ [la]l) med(Qr)] " e ¢ = (™" + M) [(1+ [la]..) med(Qr)] !
tais que

E,0) < Kl +7) ( / a(x)g(Ou)0yu dx dt) .

Aplicando p(s) = (eI + )" (Ks) em ambos os lados da desigualdade acima (uma vez

que p é estritamente crescente), temos

ED) < pE0) <p (K et +0) (| a0 i )
= (eI +7)" ((c[ +7) (/T a(z)g(Oyu)dyu dx dt))

= / a(x)g(Oyu)dyu dx dt,
Qr
e utilizando a identidade de energia, obtemos p (E,(T)) < E,(0) — E,(T), ou seja,

Eu(T) + p(Eu(T)) < Eu(0).

Agora, repetindo os mesmos argumentos para o intervalo [mT, (m + 1)T], com m € N,
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obtemos

E,((m+1)T)+p(E,((m+1)T)) < E,(mT), YmeN.

Aplicando o Lema 1.77 com s, = E,(mT) e so = E,(0), concluimos que

E,(mT) < S(m), VmeN. (2.117)

Por fim, usando a dissipatividade da energia e (2.117), temos para t = mT + 7, com

07T, que

IN

=

2
I

IN
N
AN
~
a‘ |
~
~_— WO
I

2.1.2.4 Exemplos de Taxas de Decaimento Uniforme

Esta etapa é dedicada a mostrar como obter estimativas de taxas de decaimento expli-
citas dadas pela formula geral (2.114). Iremos repetir os mesmos argumentos apresentados

inicialmente por Cavalcanti et al [18].

O algoritmo utilizado nos calculos de taxas de decaimento dado pelo Teorema 2.19
fornece as taxas de decaimento explicitas sem quaisquer restri¢oes sobre o crescimento da
dissipacao ¢ na origem. Ilustramos a seguir alguns exemplos simples. Por simplificacao,

as constantes serao tomadas normalizadas para que nao aparecam nas expressoes.

Exemplo 2.20. Considere g(s) = s, p > 1 na origem. Uma vez que a func¢io s 6

convexa para p > 1, podemos resolver

p+1

S, + S =0, S(0) = E,(0)

Esta equacao pode ser integrada diretamente. Contudo, para ilustrarmos a utilizacao
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da férmula geral, encontramos

Vs 1

G(s, E,(0)) = / — u Pdu= T sz —E,(0)72
Assim, G7L(t) = [EU(O)%“—M —pﬂ’?“. Logo,
Bu(t) < C(E,0)) [E(0)F +1p-1)] 77

1

1 . - 1,
3¢72 para s na origem. Uma vez que a funcdo s*e”s &

Exemplo 2.21. Tome g(s) = s

convexa numa vizinhanca da origem, podemos resolver

Neste caso G(s, E,(0)) = —% [e_%—e_ﬁ@} e Gt E,0) = [ln (eEu1<0>—2t>]1.

Logo,
Eut) < C(EL0) [in (eEJm+t)]_1.

Exemplo 2.22. Consideramos g(s) = s|s| e para s proximo & origem. Uma vez que a

1
funcao % e V7 é convexa em [0, so] para certos sy pequenos, obtemos a equagao diferencial
_L
S+ S7e Vs =0, S(0)=E,(0).

1
Logo, a funcao G(s, F,(0)) é dada por G(s, E,(0)) = — {e}? — evEu(‘))}. Consequente-
1

(]
Eu(t) < C(E(0)) !

_— 1 2'
{ln (eVﬁ(0> + %t)}

Exemplo 2.23. Tome g(s) = |s|°'s, 0 < § < 1. Neste caso a analise é idéntica ao

mente, G~1(t, E,(0)) = e

1
caso dado no Exemplo 2.20 uma vez que g~ '(s) = sé, s>0e g > 1. Assim, a taxa de
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decaimento neste caso é dada por

—1+0 1—0|o1

Eu(t) < C(EL0)) | Bu(0) 5" +t—

2.2 Problemas II e III

Nesta secao apresentamos um estudo acerca da existéncia local de solugoes fortes e
fracas para a equacao da onda bidimensional com termo fonte sujeito a um crescimento

exponencial. A saber,

02u — Au+ a(x)g(Ou) = f(u) em Q x (0,+00),
u=0 sobre 98 x (0,+00),

u(z,0) = up(x) em Q,

(Oru(z,0) = ur(z) em €.

Para o Problema II, admitimos um amortecimento nao linear localmente distribuido, ja

para o Problema III assumimos um amortecimento nao linear full (i.e., a = 1).

Tomando os dados iniciais no poc¢o potencial, podemos obter a extensao global de
solugdo e a taxa de decaimento da energia para o problema (2.121) e o blow-up de solugao

para o problema (2.138).
2.2.1 Teorema do Passo da Montanha e Variedade de Nehari

Assumimos o crescimento exponencial para a funcao f e que temos um amortecimento
localmente distribuido mais fraco dado pelo termo a(x)g(d;u) em que a(-) é uma fungio
continua e nao negativa assumida ser estritamente maior que 0 sobre uma vizinhanca w da
fronteira OS2 inteira e g é apenas uma funcgao mondtona crescente e continua verificando

a condigao de sinal g(s)s > 0, para todo s € R e um crescimento polinomial no infinito.

Apresentamos agora a conexao entre a boa definicao do problema acima com a teoria

dos problemas elipticos e o bem conhecido nivel do passo da montanha. Rigorosamente,
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definindo o funcional J : Hy(Q) — R por

J(u) == %/Q\vuﬁdx—/QF(u) dx, (2.118)

t
com F(t) = / f(s)ds, os pontos criticos do funcional .J sdo as solucoes fracas do problema
0

eliptico
—Au= f(u) em {2

u =0 sobre 9.

Associado ao funcional J, temos a variedade de Nehari

N = {ue Hy(\{0}/J (u)u = 0}
= {u € H&(Q)\{O}//Q]Vu]de: /Qf(u)udx}.

Se f satisfaz certas propriedades, é possivel mostrar que o funcional J satisfaz as

hipoteses do Teorema do Passo da Montanha (ver [7]) e o nivel

d= inf maxJ(tv) >0,
veEHY(@\{0} 120

chamado de nivel do passo da montanha, ¢ um nivel critico de J. Dos resultados obtidos
em |65, Capitulo 4| obtemos a seguinte relagao entre o nivel do passo da montanha e a

variedade de Nehari

d= Jg/f[(](u) (2.119)

Obtemos também que para cada u € H}(Q)\{0}, existe um tnico A > 0 tal que

Au€eN e J(Au) = max J(su). (2.120)

s>0
Denotamos por W, W; e W5 os seguintes conjuntos

W= {ue Hy(Q)/J(u) <d},

Wy = {uEW//Q|Vu\2dX>/Qf(u)udx}U{O},
Wy = {UGW//Q|VU|2dX</Qf(u)udX}.
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E possivel mostrar que W, e W, sdo conjuntos estaveis relacionados ao problema (2.121)
(em verdade, provaremos resultados analogos aos Lemas 3.1 e 4.1 de [5] que provam tal

afirmacao).
2.2.2 Boa Colocagao para o Problema 11

Nesta subsecao faremos um estudo do seguinte problema de valor inicial e de fronteira:

(afu — Au+a(z)g(Ou) = f(u) em 2 x (0,400),

u =0 sobre 00 x (0,400),
(Problema IT) (2.121)

u(z,0) = ug(x) em €Q,

[ Oru(z,0) = wui(z) em €,

em que @ C R? é um dominio limitado com fronteira 92 regular e as fungoes f, a(-) e g

satisfazem a Suposicoes 2.1, 2.5 e 2.6, respectivamente.

Para iniciarmos o estudo do Problema II, consideramos o seguinte conjunto
Vi :={¢eD(Q)/p Wi} =D(Q)NWi, o qual ndo ¢ um espaco vetorial. Agora, de-

finimos os seguintes espacos vetoriais

Q) 5712 (Q)

Vi :=Span)V;, V; = V_fHO( e H =V

Q —L2(Q)

72
)CV1 CHlL

— Hy. Ainda, V; < H,. Com efeito, como H} () — L%(Q), segue que

72
Notemos que V; C Vi C Vi C Hy, logo H, = V{L( )

72
seja, Vi~

= Hy, ou

ull, < Cllully,, para cada u € Vi, e mais, de Hj(2) < L2(Q), se (u,) C V4 & limitada

em Vj, existe uma subsequéncia (u,, ) de (u,) convergente em Hi, o que prova a afirmacao.

Consideramos entao, o operador limitado A : D(A) C V; — V/ definido pela terma

{Vi, Hy, (- )y, }, com o elemento do dual Au € VY, u € D(A) dado por
(Au,v) = / VuVudx, Yv eV,
Q

em que as propriedades intrinsecas a tal operador, podem ser provadas tal como o que foi

feito no problema (2.1).
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Definimos o operador B : V; — V/ por (Bv)(z) = a(z)g(v(z)), x € £, o qual esta

bem definido e é maximal mondétono.

Consideramos o espaco de fase H; = Vi x Hy, o qual é um espago de Hilbert munido

do produto interno e norma usuais, a saber

((u1,v1), (ug, v2))yy, = / Vuy - Vug 4 vy - vy dx,
Q

o), = / Va4 [o 2 d,

para cada (u;,v;) € H,i=1,2.

Definimos também D(A) = {(u,v) S ’Hl/v c€VieAu+ Bv € Hl} e os operadores
nao lineares A : D(A) C Hy — H, dado por A(u,v) = (—v, Au+ Bv) e B : Hy — H,
dado por B(u,v) = (0, — f(u)). Assim, podemos reformular o problema (2.121) no seguinte
problema de Cauchy em H;:

%U(t) + AU(t) +BU(t) = 0,

U(0) = Us,
com U(t) = (u(t), dwu(t)) e Uy = (ug, uq).

O operador A é maximal mono6tono e o operador B estd bem definido e é localmente
Lipschitz ao fazermos as devidas substitui¢oes do que ja foi feito no Problema I de H} (1),

H=Y(Q) e L?(Q) por Vi, V] e Hy, respectivamente. Além disso, temos que Vi x Vi C D(A).

Com isto, podemos apresentar o resultado de existéncia local de solu¢ao para o pro-

blema (2.121):

Teorema 2.24 (Local no tempo). Assumindo as Suposigdes 2.1, 2.5, e 2.6, temos que o

problema (2.121) gera um semigrupo nao linear sobre #;. Além disso,

i) Se (ug,u1) € Hi, existe uma tnica solugdo generalizada

u € C ([0, Tinax) ; V1) N C ([0, Tona) ; H) -
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ii) Se (ug,u1) € D(A), existe uma unica solucio forte

(u, Opu) € WH°(0, Tinax; H1)- (2.122)

Observagao 2.25. Note que a regularidade (2.122) para a solugao u do problema (2.121)

pode ser reescrita como

u € L (0, Tax; V1), O € L (0, Thnax; Vi) € Ofu € L% (0, Tpax; Hi) -

Provemos agora que Ty, = +00. Neste sentido, tomemos (ug, u1) € H;. Entao existe
(wok, U1k )ken C V5 X Vi (que é denso em D(A)) tal que (uog, u1x) s (o, ur) em H;.

Consideramos agora a seguinte sequéncia de problemas aproximados

'afuk — Auy, + a(x)g(Opur) = fug) em  x (0,400),

u =0 sobre 00 x (0,+00),

(2.123)
up(z,0) = up(z) em €
kﬁtuk(x,()) = up(x) em €,
em que, para cada k € N, o problema (2.123) possui uma tnica solugao
(ug, Opuz) € WH(0,TE. - H,). (2.124)

Procedendo como no Problema I, obtemos o funcional de energia associado ao pro-

blema aproximado dado por

1
Buyt) = 5 (1000 0) oy + 1V 0a(0) ] = | Plan(t) ax
1
(2.118) = 3 H(?tuk(t)Hig(Q) + J(ug(t)) (2.125)

e a identidade de energia do problema aproximado fica

to
E,, (t2) + / / a(z)g(Opuk(t))Orug(t) dxdt = By, (1), 0<t; <ty < T . (2.126)
t1 Q

Uma ferramenta importante para a obtencao da extensao global de solucao para o
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problema (2.121) é dada pelo seguinte Lema:

Lema 2.26. Nas hipoteses do Teorema 2.24 e admitindo a Condicao de Ambrosetti—
Rabinowitz (Suposicao 2.4), se (uok,u1x) € Vi x Vi e E,, (0) < d, para cada k € N,

obtemos

? max

o0 (2.127)
Hvuk(t)Hiz(Q) < mv Vit [OvTrlflax) .

up(t) € VY, Vte [0,Tr.).

Demonstragio. Como E,, (t) < E,, (0) < d, para todo t € [0,TF, ), segue que

? max

1
3 |0tk (8) 1720y + I (un(t)) < d, VE € [0,Th,), (2.128)

? max

o que implica que uy(t) € W, para todo t € [0,TF,.).

? max

Assumimos por contradi¢io, que exista um t, € (O Tk ) tal que ug(ty) ¢ Vi. Logo,

? max

ug(to) ¢ D(Q) NWi. Uma vez que ug(to) € Vi (por 2.124), a menos de densidade, ele
pode ser tomado em D(Q2). Com isso, ug(to) ¢ Wi, ou seja, ug(ty) € Wy (uma vez que

W = W;UW3;). Disto,

Ik to) P /fuk%t%mm

Uma vez que as fungoes envolvidas sao continuas e uy(0) = ugr € V5, pelo Teorema

de Mudanca de Sinal, existe t* € (0,ty) tal que

|Wwwmam=ljwwwmme

Nesta perspectiva, temos dois casos a considerar:

Caso 1: ||Vuk(t*)||iQ(Q) #0

Neste caso ug(t*) # 0, temos u(t*) € N, o que implica, de (2.119), que J(ux(t*)) > d

e assim

* 1 * *
By (t7) = 5 [10ux(t Mz + J(ur(t9) > d,

0 que é uma contradi¢do com (2.128).

Caso 2: ||Vuk(t*)\|iQ(Q) =0
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Neste caso, podemos supor também que

0< HVuk HLQ / f Uk Uk X, Vt € (t*,tg] , (2129)
lim ||V (t)]] 2y = 0- (2.130)
+

Da condic¢do de crescimento imposta & funcao f, para g € (0,1), existe Cg. > 0 tal

que

1FOt] < et + Cse |t 7, (p=14).

Disto, temos

/Qf(uk(t))uk(t) dx < 5||uk(t)||iQ(Q)+O,8,5/Q|Uk(t)|4 P () x

1/2 1/2
(Des. de Holder) < & Huk(t)HiQ(Q) + Oy, [/ |uk(t)\8 dx] [/ 02B(ur(1)? dx] '
Q Q

Uma vez que uy(t) € H}(Q) q.s. em [0, Tyax), temos

uy (1)

2 2
26| Vur (8)]I7 (—) 2532( tsl?) )
u 2 T~ /.~
/ o2B(ur(0)? gy — / o A ||vuk(t)”L2(Q) dx < / N ||vuk(t)||L2(Q) dx,
Q Q Q

e, para utilizarmos a Desigualdade de Trudinger—Moser, precisamos ter 28R? < 47, ou
27
seja, < T Entdo, como podemos considerar |[Vuy(t)| 2y < 1 para ¢ muito préximo

a t*, obtemos
U,

26R2(—>
Sup / NG @/ dx < L,
Q

||V“kHL2(Q)§1

com L > 0. Ainda, de Hj(Q) — L%(Q), para todo q > 1, temos

/Qf(uk(t))wc(t) dx < e [|ur(t) 720y + Co. L' Jun(t) |5

2 ~ 4
<e ||Uk(t)||L2(Q) + Cpe ||vuk<t)||L2(Q) :
Consequentemente, de (2.129), temos

0 < | Vaur()l 720y < & llun(®) 720y + Coe Vur(t)ll72q)
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Escolhendo ¢ suficientemente pequeno e utilizando a Desigualdade de Poincaré, ob-
temos

2 A 4
0< Hvuk(t)HL?(Q) < Cp,e “v“k(t)”L?(Q) )

o que implica que

1 #1112
0 < =— < |[[Vur(t) 720y »
B.e

0 que é uma contradi¢ao com a afirmacao deste caso.
Portanto, uy(t) € Vi, para todo t € [0,T%, ).

? max

Disso e de (2.128), segue que

1 1
5 Hatuk(t)”i?(ﬂ) +35 ”VUk(t)HiZ(Q) — [ Flu(t) dx <d
2 2 o

1
= 5 IVu(Ol — [ Flut) dx <

-/ Eﬂuk(w)uw)—F(uk<t>>] dx < d,

em que a tltima desigualdade acima segue pois ug(t) € V;. Da Condigdo de Ambrosetti—

Rabinowitz temos

(ug(t))dx < ——. (2.131)

Por fim, combinando (2.128) e (2.131) obtemos

Vur(t)||?s
V(6] © g4 2d _ do
2 0—2 0—2
2d6
= [[Vup(t)[|72(0) < 0o
[ |

Agora, tendo em mente as hipoteses do Lema 2.26 e que ux(t) € Vy, para todo
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te [O, TF ), g(s)s > 0, para s # 0 e a(-) é ndo negativa, da identidade de energia, temos

max

1 1
5 19k ()l[72() < B (0) + 5 IV (1) ey + / F(ug(1)) dx
(2.131) 0d 2d 20d
< d+ + = vt e [0, Ty ) -

6—-2 60-2 0-2

Neste sentido, procedendo como no Problema I, podemos estender as solucoes wuy a
todo intervalo [0,00) e assim, o mesmo ocorrera com as solugoes u do problema original

(2.121) com (ug,u1) € Hi, 0 que nos permite enunciar o seguinte Teorema:

Teorema 2.27 (Global no tempo). Assumindo as hipoteses do Teorema 2.9, a Suposigao
2.4, (up,u1) € Hy e E,(0) < d, entdo a solugao u do problema (2.121), dada pelo Teorema
2.24, pode ser estendida a [0, 00). Além disso, u(t) € V;, para todo t > 0.

2.2.3 Decaimento Uniforme da Energia para o Problema 11

Com o intuito de obtermos a Desigualdade de Observabilidade para o Problema II,
iremos considerar a seguinte sequéncia de problemas aproximados com termos fonte trun-
cados:

(quk — Aug, + a(x)g(Oyur) = fr(ug) em Q x (0,400),

ur =0 sobre 0§ x (0, +00),
(2.132)

ug(z,0) = ugr(z) em Q,

| Qrur(2,0) = uig(z) em Q,

com (ugg, u1x) sendo tomados em Vi x V; convergindo para os dados (ug,u1) em H; e,

para cada k € N, f;, é definido como em (2.19) o qual é globalmente Lipschitz.

Seguindo os mesmos passos do Problema I e tendo em vista os procedimentos para a
obtencao do Teorema 2.27, podemos obter o mesmo resultado para o problema truncado

(2.132).

Para a obtencao da estabilidade assintotica para o problema 2.121, basta repetirmos os
mesmos passos do Problema I. Contudo, na conquista da Desigualdade de Observabilidade
para o problema truncado, existem particularidades que merecem ser pontuadas, como

seguem na demonstracao do Lema a seguir.

Lema 2.28. Sejamr >0, T > Ty, k> 1e R= max{R,d}. Sob as hipoteses do Teorema
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2.27 e admitindo a Suposigao 2.7, existe C' = C'(k,r, E, T) > 0 tal que a correspondente
solucao uy de (2.132) com (ugx, uyx) € Vi x V5 distante da origem (i.e., verificando (2.63))

satisfaz a Desigualdade de Observabilidade

E, (0) < c/ / ) [1Braue, £)[2 + 19(Brun(z, )] ddt. (2.133)

Além disso, se (uog, u1x) — (ug,ur) em Hy tal que (ug,ur) € Hy e r < E,(0) < é, entao

existe T > Ty tal que C' pode ser escolhido independente de k, sempre que T' > T™.

FEsbog¢o da demonstracao. O indice ky € N é estabelecido como para o Lema 2.15 (acima
das desigualdades em (2.63)). Supondo que (2.133) seja falso, existe T > Tj e uma
sequéncia (u}") de solucoes de (2.132) tal que

fO fQ \atum|2 + |g(atuk )| }dth

li =0. 2.134

Notemos que da Condi¢do de Ambrosetti-Rabinowitz, —F'(t) < 0, para todo ¢t > 0, logo

1
Bup(0) = 5 [ 10 O + 96 (o,0)dx [ Aup(z,0)) dx
Q

Q

1
=5 [ WP 1V [ R dx
Q Q

: (2.135)
< 3 [HUTZHH(QP + Hvug}inQ(Q)]
(2.63)
SEU?(O) < R, VmeN,
e ainda,
1
Eup (0) = 5 / ui? (2, 0)" + |V (2, 0)[* dx — / Fi(uii (@, 0)) dx
Q Q
1 m 2 m 2 1 m m
(2.4) > 5/ luli]” + [Vug,| dx—g i (ugy ) ugy, dx
(2.136)

1 1 my, m
wm>nwhmﬁ»thm - [ Ao

1 e
(ugkevi) > B [utill 720y = 0
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Assim, de (2.134) e (2.135), temos
ml_lgloo/ / ) [10eu|? + |9(Bpui) ] dx dt = 0.

Além disso, do funcional de energia do problema truncado e de (2.135), existe uma

subsequéncia de (u}")men (a qual continuaremos denotando por (u}")men) tal que

ul® = oy, em L (0,T;Vy), m — oo
Oy A Oy, em L (0,T;Hy), m— o0

upt — ug em L™ (0,75 L)), m— oo, Vqg>2.

Agora, dividimos o esbogo da prova em dois casos: ug # 0 e up = 0.

Caso 1: u, #0

Todos os passos deste caso sao analogos aos respectivos passos do Problema I, fazendo
as devidas substitui¢des. Em especial, obtemos uma equagio semelhante a (2.76), a saber,

—Auy(t) = fe(ur(t)) em V' q.s. em (0,7).

Como u(t) € Vi q.s. em (0,7, temos

/Q|Vuk(t)|2dx:/ka(uk(t))uk(t)dx

o que implica que ux(t) € N (variedade de Nehari), mas pelo Lema 2.26, ui(t) € V; e

pela suposicao deste caso, ug(t) # 0, para todo ¢t > 0, logo, obtemos uma contradicao.
Caso 2: up, =0
Neste caso, notemos que a,, = [E,m(0)] "% esta bem definido devido a (2.136).

Pontuamos aqui um argumento que difere do respectivo passo no Problema I, a saber,

T—e 1
lim / Vo |2 —— fu(u") vy dxdt = 0
Q Om

m——+00 c

T—e T—¢
= lim / Vo' = lim / — fe(u)vt dxdt = 0, (2.137)
Q Qo

m—-+00 c m—-+00
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em que a convergéncia ocorre devido & (2.88) e (2.91).

Por outro lado, da Condicao de Ambrosetti-Rabinowitz, temos

0 < mmm < fulu )

1

=0 az 9Fk(“k> e_fk(uk Jui!
T—e T—e
:O<— /Fkuk dxdt<—/ /fkuk Jopt dx dt
T=e T=e (2.137)
=0< lim —- Fk (up')dxdt < lim fk up vt dxdt =" 0,
m——+00 am m—-+00 am
ou seja,
1 T—e
lim —- /Fk uy') dxdt = 0.
m—-+oo Oé
Com isso, a prova segue de forma analoga ao Lema 2.15. |

2.2.4 Boa Colocacgao para o Problema III

O objetivo desta subsecao é apresentarmos a boa colocacao e a obtengao do fenémeno

de blow-up para o seguinte problema de valor inicial e de fronteira:

'8t2u — Au+ g(Ou) = f(u) em Q x (0,4+00),

u =20 sobre 9§ x (0,+00),
(Problema III) (2.138)

u(z,0) = ug(x) em €,

| Oru(z,0) = ui(x) em Q,

em que © C R? é um dominio limitado com fronteira 0N regular, a funcao f satisfaz a

Suposicao 2.1 e g satisfaz a Suposicao 2.29 abaixo.

Suposicao 2.29. A funcao feedback g : R — R é continua, mondtona crescente e satisfaz

g(s)s >0, paras#0
(2.139)

ms? < g(s)s < Ms?, VseR,
com 0 <m < M < 1.

Primeiramente consideramos o seguinte conjunto Vs := D(2) N W5, o qual nao é um

105



espaco vetorial. Agora, definimos os seguintes espacos vetoriais Vi := Span Vs, Vs =

it —L? —L? ¢
V;HO(Q) e H2 - V;L (9)7 em que ‘/72[/ (Q) = H2 e ‘/2 — H2.

Tendo em vista o que foi feito na Secao 2.2.2 e fazendo as devidas alteracoes, obtemos

a solucao local para o problema (2.138).

Teorema 2.30 (Local no tempo). Assumindo as Suposi¢oes 2.1 e 2.29, temos que o

problema (2.138) gera um semigrupo nao linear sobre Hy = Vs, x Hy. Além disso,

i) Se (ug,u1) € Ha, existe uma tnica solugdo generalizada

u € C ([0, Thmax) ; V2) N C* ([0, Thnax) s H2) -

ii) Se (up,u1) € D(A), existe uma tnica solugao forte

(u, Opu) € WH°(0, Tinax; Ha)-

2.2.5 Blow-up de solucao para o Problema IIT

Com o intuito de obtermos o fenémeno de blow-up para solu¢ao do problema (2.138),
consideramos a seguinte suposicao adicional.
Suposicao 2.31. Seguem as seguintes suposicoes para o funcional de energia e para o
termo fonte, respectivamente:

i) Suponha que

0—3
E,0)<00u0<E,(0)<~vd, paraalgum 0 <~y < —5 0> 3, (2.140)

em que d é o nivel do passo da montanha associado com o correspondente problema

eliptico.

1
ii) Existe 6 > 3 + N tal que

0<OF(t) < f(t)t, VteR\ {0}, (2.141)
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em que \; representa o primeiro autovalor do operador —A com condicao de Diri-

chlet na fronteira.

Nosso proximo passo para a obtencao do blow-up de solucao é mostrar que V; é um
conjunto invariante. Para isso, consideramos (ug,u;) € V5 x Vi C D(A). Logo, existe
uma (nica solugao forte para o problema (2.138) com (u,du) € WL (0, Thax; Ha) e
obtemos o funcional de energia e a identidade de energia como em (2.125) e (2.126) com

a=1.

Lema 2.32. Nas hipoteses do Teorema 2.30 e da Suposicao 2.31, se (ug,u1) € Vi x Vi e
E,(0) < d, temos

u(t) € V5, V€ [0, Tnax) (2.142)

IVu(t)|72q) > 2d, Yt € [0, Tnax) -

Demonstracao. Seja (ug,u1) € Vi x V. Provemos que u(t) € V3, para cada t € [0, Tinax)-

Faremos a prova por contradigdo. Suponha que exista o € (0,Tyax) tal que
u(to) ¢ V5. Entdo, como argumentado no Lema 2.26, u(ty) € Wi, ou seja, u(ty) = 0

ou

IVulto) / F(uto) ulto) d

Tal como no Lema 2.26, pelo Teorema de Mudanga de Sinal, existe t* € (0, %] com

IValt) ey = [ Sl X,

u(t) € Wy, para todo t € [0,t*). Assim, temos dois casos a considerar:

Caso 1: ||Vu(t*)||i2(ﬂ) =0

Como as funcoes envolvidas sao continuas em ¢, temos

lim
t—t*

Vu(t)|[72) = 0. (2.143)

Por outro lado, uma vez que u(t) € W, para todo ¢ € [0,t*), temos HVu(t)Hig(Q) #0
e, além disso,

V()72 /f u(t)dx, Vtel[0,t).
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Utilizando as Desigualdades de Trudinger—Moser e Poincaré como no Lema 2.26, segue

da dltima desigualdade que
2 2 4
0 < IVu(®)l[z2) < e lIVult)lz20) + Coe IVult)l L2 (q) -

Logo,

1
: 2

>
Hm [Va®) e 2 7

o que contradiz (2.143).

Caso 2: HVu(t*)HiQ(Q) #0

Como no Caso 1 do Lema 2.26, temos J(u(t*)) > d e assim, E,(t*) > d, o que é uma

contradigao, uma vez que F,(t) < FE,(0) < d, para todo t € [0, Tinax)-
Portanto, u(t) € Vj, para todo t € [0, Tppax)-

Agora, uma vez que u(t) € Vs, podemos tomar u(t) # 0 (visto que u = 0 em [0, Tipax)

nao sofre blow-up) e do que precede (2.120), existe A(t) > 0 tal que

J (A)u(t)AB)u(t)) =0 e JA(t)u(t)) = max J(su(t)),

s€[0,00)

o que implica que \(t)u(t) € N e, consequentemente

JA(t)u(t)) > d = inf J(v). (2.144)

Uma vez que u(t) € V3, temos J'(u(t))(u(t)) < 0, em que segue que 0 < A(f) < 1.
Assim, de (2.144), temos

3 IV OOU )~ [ FOGU) ax>

2d
= ’|V“<t)‘|i2(§z) > s > 2d,

(A$))?

0 que prova (2.142). |

Nesta altura, somos capazes de apresentar o nosso resultado de blow-up para solucao

forte de (2.138).
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Teorema 2.33 (Blow-up). Nas hipoteses do Teorema 2.30 e admitindo a Suposigao 2.31,
se (ug, u1) € Vi x V3, entdo existe T > 0 tal que a solugdo forte u de (2.138) sofre blow-up

na norma L?*(Q) quando t — T'_.

Demonstracao. Seja (ug,u1) € Vi x V5. Suponhamos por contradi¢io, que a solucdo
dada pelo Teorema 2.30 possa ser estendida a todo intervalo [0,00). Uma vez que Vj é

invariante (Lema 2.32), entdo u(t) € V5, para todo t € [0,00). Logo,

V)2 /f dx, Vi€ [0,00). (2.145)

Tal como em (2.39) e utilizando (2.139) (uma vez que u(t) # 0), temos

1 d° ~
3 352 (1) = 1) ey | FOu(0)dx = [F0(0) 0y (@re) u(0) -
(2.146)
Uma vez que E,(t) < E,(0), para todo t > 0, temos
1
/QF(U(t))dX > = 10720 + 5 ||VU( Mz2) = Eul0),
e utilizando (2.141), obtemos a seguinte estimativa
6
| sttt ax = 3 [l e + 19602 - 0B.(0) (2.147)
Assim, substituindo (2.147) em (2.146), temos
1 d° 0 0
5 a7 (O = (5+1) 1000l + (5 - 1) IVl
M / Dru(t)u(t) dx —0.5,(0).
(2.148)

Observacao 2.34. Se E,(0) <0, entdo —FE,(0) > 0 e o dltimo termo do lado direito de
(2.148) pode ser ignorado. Assim, a condi¢do E,(0) < vd, para algum 0 < v < 1 dada

em (2.140) é desnecesséria. O restante da prova continua a mesma.
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De (2.148), E,(0) < vd e da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

S (1000) = (S2) 100 + (252 IV 00

= M{|0u(®)| 12y 1u(®)]] 12(q) — O7d

0+2\ M ) (2.149)
(%2) - o ] o (®) e
0-2\ M
2 2
Substituindo (2.142) em (2.149), temos

0+ 2 M ) 0—-2\ M
(T) - 2—)\1] [0cu(t)| 72 () + [(T) - 7] 2d — Od,

(Des. de Young e Poincaré) >

+ IVu(t)l[7 ) — 07d

1 d°
5 =z (lu®le) =

uma vez que 6 > 3.

Observacao 2.35. Enfatizamos que podemos utilizar uma desigualdade do tipo
1

ab < 4—a2 +¢b? e considerar ¢ suficientemente pequeno em vez de considerar § > 3.
€

No entanto, em (2.150), tal condigao sera necessaria, logo iremos tomé-la desde ja.

Da dltima desigualdade, obtemos

L () 2 (#)—%] |00u(t) g0y + | (0 — 2~ M) = 0] d — 6d

2 dt?
~ 0+ 2 1 9
a2 [(752) = 5| N0t + 10 - 3) - - 6r

[omando v tal que
0< < —
’y 6 Y

segue que
d* 1
1 (MO0 = @42 = L] 1000,

1 1
C0m09>3—|—)\ tem059+2—)\—>5ealemdlsso
1 1

d? ) )
=5 (@20 = 5 1010 - (2.150)
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Observagao 2.36. A desigualdade em (2.150) ¢ a mesma obtida em (2.25) de [41]. Para
repetirmos o mesmo argumento (e por isso estamos tomando 6 > 3 4 1/\;), precisamos

provar a seguinte afirmacao:

d
Existe 1 > 0 tal que —— (Hu(tl)HiQ(Q)) > 0. (2.151)
Suponhamos por contradigao, que (2.151) nao ocorra. Entao,

d
= (@) <0, vez0. (2.152)
1d 9 .
Como / Opu(t) - u(t)dx = = — (Hu(t)HLg(Q)) <0, de (2.146), deduzimos que
Q 2 dt

5 < (1) Za@y) > 100(0) 2y + / Flu(®)u(t) dx — [Vu(t) 2y (2.153)

Por outro lado, de (2.152), concluimos que Hu(t)Hiz(Q) é limitado, para todo ¢t > 0.

Logo, existe K > 0 tal que

2
thinoo [[u(t )||L2(Q) = K. (2.154)
Ainda,
1 42 (2.153) )
33 (1) "= 10+ [ u0)ut)ax = [Tu®)ls,
(2145
|Gt )”Lz(Q)
>0
2 2
= 2o (lu®3ae) > 0. Vo0,

assim, existe uma constante C' tal que

. d 9
Jim = (Ju(®)[720)) = C <0,
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mas de (2.154), deduzimos que C' = 0. Dai, existe uma sequéncia t, % 50 tal que

lim ~— (|yu(tn)y|§2(m> = 0. (2.155)

De (2.155), (2.145) e (2.153), segue que

i (|0t 220 = 0. (2.156)

m {Hvu( Mz — / f(u )dx} = 0. (2.157)
Assim, da identidade de energia e da hipotese E,(0) < d, temos

lim sup ||Qyu(t )HLQ o)t/ (u(t,)) < limsup £,(0) < d

n—-+o00 \—f__/ n—-+00
=0

= limsup J(u(t,)) < £,(0) < d. (2.158)

n—-+00

Agora, de (2.141), temos

ﬂ@>gwwwég—1/ﬂmmwmk

= VU a0 < 0 /f
0 0 2
= (5_1) IVu()| 72y < 0J(u Uf (1) dx = [[Vu®)|12 o)

Combinando a desigualdade acima com (2.157) e (2.158), segue que (u(t,))nen €
limitada em V5 e consequentemente, existe uma subsequéncia de (¢,) (a qual denotaremos

da mesma forma) tal que

u(t,) — u em Vj, (2.159)

u(t,) = uw em L"(Q), Vr>1, (2.160)

em que a convergéncia forte acima é oriunda de Vp < L™(€2), para todo r > 1.
Agora, dividimos a demonstracao em dois casos:
Caso 1: u=0
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Neste caso, usando a Desigualdade de Trudinger-Moser, segue de (2.160) que

/Qf(u(tn))u(tn)der—of/Qf(u)udx. (2.161)

Combinando (2.161) com (2.157), obtemos

lim (| Vu(t)|Za, /f Yo dx = 0. (2.162)

n—-+00

Uma vez que u(t,) € Vj, para todo n € N e que (2.145) ocorre para u(t,), en-
tao usando (2.162) e a Desigualdade de Trudinger-Moser, obtemos a existéncia de uma

constante C' > 0 tal que
C

Tt
()l Lago

0 que é uma contradicao, uma vez que u = 0. Logo,

<1, VneN,

1 n—00
- - +00.
Wt
Caso 2: u#0
Como
flu(ty)) — f(u) em L*(Q), (2.163)

de (2.156), (2.163) e da igualdade anéloga a (2.39), temos

—Au = f(u) g.s. em Q.

Por outro lado, como u(t,) € V;, para todo n € N, temos u(t,) # 0, para todon € N
(uma vez que com u = 0 ndo obtemos blow-up) e das suposi¢oes quanto a fungao f e do

funcional J, existe um tnico A, > 0 tal que \u(t,) € N, ou seja,

1A Vau(tn) |72 /f (Anu(tn)) Apu(t,)) dx. (2.164)

ft)

Uma vez que da Suposicao 2.1 temos que ¢ — — é crescente, combinando (2.157),
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(2.164) e argumentos similares aqueles utilizados no Lema 3.4 de [6], segue que

n—o0

A 231, (2.165)

Assim, usando a Desigualdade de Trudinger—Moser e (2.165), temos

/fAun ) (Anui(t W”/f Judx.

Assim, desta convergéncia, concluimos que J(A\,u(t,)) e J(u(t,)) sd@o convergentes

bem como possuem o mesmo limite e, uma vez que A\,u(t,) € N, obtemos

(2.119)

lim J(u(t,)) = lim J(A\u(t,)) > 0,

n—-+00 n—-+00

o que contradiz (2.158).

De ambas as contradi¢oes, concluimos que a afirmagao (2.151) é valida.

d
Agora, de (2.150), deduzimos que T (Hu(t)”%g(m) é nao decrescente e de (2.151)

segue de fato que
d d (2.151)
(@ e@) = 3 () ae) > 0, vz,

Agora estamos aptos a repetir os mesmos argumentos utilizados em [41]. Da desi-

gualdade (2.150), temos

()] >0 =0

| Ot

& (Ole) -

e consequentemente,

S (o) =~ 1ol { S (1) =3 [ (1ol

Por outro lado, de (2.151), temos

2
}<O.

d 1/2 1 5/2 d 2
o (®1228)) = =3 @I 3 (@l ) <0, Ve b
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Das desigualdade acima, segue que a funcao ||u(t)\|;21(/é) é decrescente e concava para

todo t > t1. Assim, existe 0 < T < +oo tal que

. -1/2 _
Tim [Ju()l], e =0,
ou seja,

Jim [u(t)||72() = +00,

o que prova o Teorema 2.33. |

2.3 Equacao da onda com termo fonte de crescimento
exponencial em uma variedade Riemanniana, com-

pacta, sem bordo de dimensao 2

Nesta secao, apresentamos as ferramentas necessarias para a realizacao de um estudo
das propriedades intrinsecas das solucoes da seguinte equacao da onda com termo fonte de
crescimento exponencial, sujeita a um amortecimento nao linear localmente distribuida.

Mais precisamente, consideramos o seguinte problema de valor inicial:

Ohu = Bgut f(u) +alz)g(0m) =0 em Mx(0.400)

u(z,0) = ug(x), du(r,0) =ui(x) em M,

em que M é uma variedade Riemanniana, compacta, sem bordo de dimensao 2, g é a sua
métrica Riemanniana, —Ag denota o operador de Laplace-Beltrami em (M, g) e Vg é
sua conexao Riemanniana. Além disso, f e g satisfazem as Suposicoes 2.1 e 2.6 e a(-) é a

funcao real satisfazendo a suposicao abaixo.
Suposicao 2.37. A funcao real ndo negativa a = a(+), responsével pelo efeito dissipativo

localizado ¢ assumida ser de classe C°(M) e a(z) > ag > 0 sobre um conjunto w C M.

Quanto ao conjunto w, diferente das se¢oes anteriores, realizamos a seguinte suposi¢ao,

conhecida como Condi¢ao Geométrica de Controle (CGC):
Suposicao 2.38. O conjunto w controla geometricamente M, i.e., existe Ty > 0, tal que
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todo raio da 6tica geométrica da métrica g viajando com velocidade constante igual a 1

e partindo de t = 0, encontra o conjunto w em um tempo t < Tj.

Observacao 2.39. Existem variedade Riemannianas que podemos identificar as suas
geodésicas. Este é o caso de algumas variedades Riemannianas sem bordo. Neste caso,
nao é dificil identificar uma regiao 6tima w satisfazendo a condi¢ao geométrica de controle.

De fato, apresentamos abaixo, dois exemplos de pares (M, w) satisfazendo isso:

i) M =5%e w ¢ a vizinhanga de algum equador.

Fig. 2.3: A regiao escura denota o conjunto w e intercepta todas as geodésicas (circulos méaximos)
sobre a esfera.

ii) M = T? (toro bidimensional) e w = V(Cy) UV (C}) em que Cy é um circulo gerador,
(4 & o seu maior (exterior) circulo e V(C;) denota a vizinhanga do circulo C;, com

i=0,1.

Fig. 2.4: A regiao escura denota o conjunto w e intercepta todas as geodésicas sobre o toro.
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Por fim, apresentamos uma suposicao analoga ao Principio de Continuagao Unica

dada na Suposicao 2.7. A saber:

Suposigdao 2.40. Dado T > 0, a tnica solu¢ao v € C (|0, T[; L2 (M))nC (J0,T[; V"),
com V' sendo o dual topologico de V = {u € H'(M)/ Sy wdM = 0}, que satisfaz

Otv — Agv+ W (x,t)lu=0 en M x (0,7),

v =0 sobre w,
em que W € L>®(M x (0,T)), é a solugdo trivial, i.e., v = 0.

Apresentamos abaixo, uma adequacao da Desigualdade de Trudinger—Moser utilizada
nas segoes anteriores, mas agora em uma variedade Riemanniana, compacta, sem bordo

de dimensdo 2, que pode ser encontrada em [28] e [66].

Teorema 2.41 (Desigualdade de Trudinger—-Moser para variedades). Se M é uma vari-

edade Riemanniana, compacta, sem bordo de dimensao 2, temos que

sup / eomul® g M < C(M,g), Va<Adr.
||ng||L2(M)§1 M
Saq wdM=0

Consideramos o espaco de fase H =V x L*(M), que é um espago de Hilbert munido

do produto interno

((ul,u2), (Ul,vg))H = / Vgul : ngl -+ Ug + Vg dM.
M

Considere o operador coercivo A : V' — V' definido por (Au,v) = fM Vgt - VgvdM,
para cada v € V e o operador maximal mon6étono B : V — V' dado
por (Bv)(z) = a(x)g(v(z)), com z € M.  Além disso, definimos o con-
junto D(A) = {(u,v) e H/v eV e Au+ Bv € L*(M)} e os operadores ndo lineares
A:D(A) C H— H dado por A(u,v) = (—v, Au + Bv) que é maximal monotono e
B :H — H dado por B(u,v) = (0, f(u)), o qual é localmente Lipschitz. As demonstragoes
das propriedades dos operadores A, B, A e B seguem similares as provas ja realizadas na
subsecao 2.1.1. A dnica ressalva é quanto a utilizacao da desigualdade de Trudinger—

Moser para variedades dada pelo Teorema 2.41, na obtencao da propriedade de B ser
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localmente Lipschitz, ao invés da utilizacao do Teorema 1.76.

Assim, podemos reformular o problema (2.166) no seguinte problema de Cauchy em

H:
d
aU(t) + AU(t) +BU(t) = 0,
U(O) - UQ,
com U(t) = (u(t),0wu(t)) e Uy = (ug,u1). Nesta perspectiva, utilizando os mesmos

argumentos e realizando as devidas substituicoes para a obtencao do Teorema 2.9, con-

quistamos o seguinte teorema.

Teorema 2.42 (Local no tempo). Assumindo as Suposi¢oes 2.1, 2.5, 2.6 e 2.37, temos

que o problema (2.166), gera um semigrupo nao linear sobre H. Além disso,
i) Se (ug,u1) € H, existe uma tnica solu¢do generalizada

u € C ([0, Tiax) ; V) N C* ([0, Thnax) s L*(M)) .

ii) Se (ug,u1) € D(A), existe uma unica solucio forte

(u, Q) € W hee ([0, Thmax) ; H) -

Tal como na obtencao da extensao global e decaimento uniforme para a solugao do
Problema (2.1), podemos definir o termo fonte truncado f; como em (2.19) e o operador
nao linear globalmente Lipschitz By. Por fim, empregando os mesmos argumentos (com
as devidas substitui¢oes) para a obtencao da extensao global de soluc¢ao (Teorema 2.14),

obtemos o seguinte resultado.

Teorema 2.43 (Global no tempo). Assumindo as Suposigoes 2.1, 2.4, 2.5 e 2.6, entao

dados (ug,u;) € H, o problema (2.166), possui uma tnica solugao global na classe
u € C([0,T);V), du € C([0,T]); L*(M)), O?ue L*(0,T;V"), VT >0.
Além disso, a identidade de energia é verificada

Eu(tQ)+/t2/j\/la(x)g(ﬁtu(x,t))atu(x,t) dMdt = E,(t1),
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com

1
Eult) = 5 (10002 Ol acag + 1 Vale Dligun] + | Fladat)) .

Agora, com o intuito de obtermos o resultado de decaimento uniforme da energia,
devemos obter a Desigualdade de Observabilidade para o problema (2.166), a qual alcan-

caremos via problemas truncados.

Nesta perspectiva, utilizando os mesmos argumentos anteriores ao Lema 2.15, mas
agora com Ty > 0 sendo a constante de observabilidade independente de k& dada pela

Suposicao 2.38, obtemos o seguinte resultado.

Lema 2.44 (Desigualdade de Observabilidade para variedade - Truncado). Sejam
r,R>0,T >Ty ek > 1. Sob as hipoteses do Teorema 2.43 e admitindo as Suposi-
coes 2.38 e 2.40, existe C' = C(k,r, R,T) > 0 tal que a correspondente solu¢ao u; para
o problema truncado com (ugg,u1;) € D(A) distante da origem (i.e., verificando (2.63))

satisfaz a Desigualdade de Observabilidade

E,. (0) < C/ / ) [0k (2, 0)]* + |9(Opun(z, 1)) ] dAM dt, para T > Tq.

Além disso, se (uok, uir) — (up,u1) em H tal que (ug,u;) € Her < E,(0) < R, entdo

existe T* > Ty tal que C pode ser escolhido independente de k, sempre que 7" > T™.

Esboco da demonstragao. A prova deste lema segue de forma anéloga a do Lema 2.15,
fazendo as devidas substituigoes dos espagos Hj (), LY(2) e HY(Q) por V, LI(M) e
V' e levando em conta que, uma vez que M é uma variedade sem bordo, nao temos um
problema de fronteira. Além disso, neste caso, o operador de D’Alembert é denotado por
Og = 07 — Ag e seguindo as mesmas argumentagoes ja realizadas, obtemos uma medida
de defeito microlocal pu, tal que suppu = @, ja que w verifica a Suposicao 2.38, i.e., w

controla geometricamente M, entdo as bicaracteristicas m4 (t) tocam w x (0, 7). |

A partir deste ponto, a Desigualdade de Observabilidade para o problema (2.166),
os resultados de decaimento uniforme da energia e os exemplos de taxas de decaimento

uniforme, seguem de forma semelhante aos problemas pretéritos.

Observacao 2.45. Nos focamos somente no caso +f(u) no problema (2.166), contudo
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é possivel fazer um estudo para o caso —f(u) de forma anéloga ao que foi realizado nos

problemas (2.121) e (2.138) (a(-) = 1).
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ESTABILIDADE ASSINTOTICA PARA UM
MODELO DA ONDA 2D COM MEMORIA
LOCALIZADA EM UMA ESTRUTURA DE
HISTORIA PASSADA E TERMO FONTE DE

CRESCIMENTO EXPONENCIAL

Este estudo, realizado em parceria com Marcelo Moreira Cavalcanti, Valéria Neves

Domingos Cavalcanti e André Vicente foi publicado em [61].

Neste capitulo, estabelecemos a boa colocacao, bem como o decaimento uniforme
para a solucao do seguinte modelo da onda com amortecimento viscoelastico localmente

distribuido e histéria passada:

OPu — Au + /Ooog(s)div[a(x)Vu(-,t —s)] ds+b(x)0u + f(u) =0 em  x (0,00),

u=0 sobre 00 x R,
u(z,s) = u’(z,s), Ou(x,s) =0u’(zx,s), (x,8) € Qx (—o0,0],

(3.1)
em que € é um dominio aberto, limitado e conexo de R?, com fronteira suave 9. Aqui,
g representa o nucleo da memoéria, a(-) > 0 é uma funcdo suave e positiva ao redor de
uma vizinhanga inteira de 0S2, b(-) > 0 é uma funcdo limitada agindo efetivamente sobre
uma vizinhanca de 0A em que A = {z € Q/a(z) = 0} (ver a Figura 3.1), f possui um

crescimento exponencial dado como na Suposi¢ao 2.1 e u® : Q x (—o0,0] — R descreve a



historia passada de wu.

W= 04+ B;s(0)

()

Fig. 3.1: b(z) é efetivo em uma vizinhanca da fronteira A do conjunto A = {z € Q/a(z) = 0}
violando a Condigao de Controle Geométrico e § > 0 é tomado suficientemente pequeno.

Para demonstrarmos os nossos resultados, utilizando as ideias de Dafermos [30] e
seguindo Giorgi, Rivera e Pata [36|, definimos uma nova variavel n que corresponde a

historia de deslocamento relativo,
n'(z,s) = u(z,t) —u(r,t —s), z€Q, t>0, se(0,00). (3.2)

De modo formal, temos 9;n'(z,s) = du(x,t) — du(x,t — s) e In'(x,s) = Oy(x,t — s).

Ainda, segue que

(Ot (2, 5) + Ounf (2, 8) = Duu(z, 1), (2,,5) € 2 x (0,00) x (0,00),

n(z,s) = u’(z,0) —u’(z, —s), (z,s)€ N x(0,00),
(3.3)
nt(z,0) := lim n’(z,s) =0, (z,t) € Qx|[0,00),

s—0t

n'(x,s) =0, (x,s,t) €N x (0,00) x (0,00).

\
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Pela definicao de 7, temos
/000 g(s)div[a(z)Vu(t — s)] ds = godiv]a(x)Vu(t)] — /Ooog(s)div la(z)Vn'(z,s)] ds,

em que go = / g(s)ds € (0,1).
0

Neste sentido, definindo
k(z) =1— goa(z), x €, (3.4)
podemos reescrever o modelo (3.1) como um modelo auténomo dado por

(920 — div[i(2) V] — /O " g(s)diva(@) V(. s) dsHb(@)du + F(u) = 0 em Q x (0, 00),
O+ Oy = B em Q x (0, 00) x (0, 00),

Wz, 1) = 0, (2,8) € 92 x (0,00), 1'(x,8) =0, (z,5,£) € I x (0,50) x (0,00),

u(,0) = uo(x) = u(x,0), dyular,0) = u (), @ € O,

n°(x,s) =no(z,s) = u’(x,0) — u’(x, —s5), (x,5) € Qx(0,00),

\nt(x,O) =0, (z,t) € Qx][0,00).
(3.5)

3.1 Boa Colocacao

O objetivo desta secao é estabelecer resultados de existéncia, unicidade e extensao
global para solugdo do modelo (3.5). Neste sentido, apresentamos algumas suposi¢oes

necessarias e definimos os espacgos funcionais essenciais para o nosso estudo.

Suposigao 3.1. Assumimos que a fun¢ao f : R — R com f € C' (R) satisfaz as seguintes

condigoes:

i) Para cada 3 > 0, existe Cz > 0 tal que |f(i)(t)| < Cj P’ para todo ¢t € R, com
1=0,1.

t
ii) Proximo a origem, temos que Pr% y = 0.
—

t
iii) A funcio y ¢ crescente em (0, +00).
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O termo fonte f apresentado na Suposicao 3.1 é exatamente o mesmo do apresentado
na Suposicao 2.1 para o problema (2.1), assim, as estimativas (2.4), (2.5) e (2.6) seguem de
forma anéloga. Ainda, consideramos novamente a Condigao de Ambrosetti-Rabinowitz

como hipotese para o nosso modelo a fim de obtermos a extensao global de solucao.

Suposigao 3.2 (Condigao de Ambrosetti-Rabinowitz). Existe 6 > 2 tal que

0<0F(t) < f(t)t, VteR\{0}.

Com o intuito de provarmos que a energia do modelo decai assintoticamente & zero

quando t — 0o, devemos assumir que o niucleo g é exponencialmente estavel, a saber:

Suposicao 3.3. Existe uma constante £ > 0 tal que
g'(t) < —gg(t), Vt>0. (3.6)
Suposicao 3.4. Com respeito as fungoes g, a(-) e b(+), assumimos que:
i) g € L'(0,00) N C*([0,0)) é uma fun¢do ndo-crescente e positiva tal que
/000 g(s) ds:=gg € (0,1).
i) a(-) € C®(Q) N C°(Q) é uma funcdo ndo-negativa satisfazendo
li=1=gollall @) >0, (3.7)

e existe um conjunto fechado e conexo A CC 2 tal que a(x) = 0 se, e somente se,

x € A, ie., Aé o conjunto em que o efeito viscoelastico é nao efetivo.

iii) b€ C°(Q) é uma funcio ndo-negativa tal que
b(z) > by >0 q.s. emw”,

em que w” é uma vizinhanca de 0A.

Observacao 3.5. Algumas consideracoes quanto ao conjunto A definido acima, merecem

ser apresentadas:
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i) O conjunto A é fechado. Com efeito, sejam (x,) C A e x € Q tais que =, — =z,

quando n — oo. Como a(-) é continua, entdo a(x,) — a(x), mas a(x,) = 0, para

todo n € N. Logo a(x) =0, e assim = € A.

ii) Como A é fechado, segue que 92N A = &. Assim, o conjunto w’ esta bem definido.

Como w’ é compacto, a(x) > 0, para todo z € w’ e a(-) é continua, existe M > 0 tal

que a(z) > M > 0, para todo = € w'. Assim, 0w’ = 0Q U J (w" U A).

Suposi¢cdo 3.6 (Principio de Continuacdo Unica). Dado T > 0, a tinica solug¢io v no

espago C'((0,7); L*(Q))NC((0,T); H*(2)) para o problema

v — div[k(z)Vo] + V(z,t)v =0 em Q x (0,7),

v =0 sobre w”,

em que V € L*(0,T; L>(2)), é a solucao trivial, isto &, v = 0.

Consideramos o espaco de Hilbert

HY(

HY(Q) =D = {u e H'(Q)/ulpa = 0}

munido da topologia dada pela norma

]2 = / (1 - goala)) [Vl d,
. =k(x)

a qual é equivalente a norma usual de H}(Q2) levando (3.7) em consideragao.

Dado a(-) satisfazendo o item ii) da Suposi¢ao 3.4, definimos o espago

HY - {u e L?(Q)/ /Qa(xwu\? dx < 00, ulp — 0}

com produto interno e norma dados, respectivamente, por

(3.8)

(u,v) 2 :/a(a:)Vu-Vv dx+/uv dx e HuH?{é :/a(x)]Vu]2 dx+/ lu)? dx.
Q Q Q Q

Observe que:
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i) o trago de ordem zero de u esta bem definido em 9 nas condigoes do conjunto H.

De fato, temos u € L?(w') e

/ |Vul|? dx<—/ ) |Vul? dx<—/ ) [Vuf” dx < oo,

ou seja, u € H*(w'). Logo, considerando a aplicagao trago de ordem zero
Yo : HY (W) — HY?(0QU 9 (W" U A)),

temos que 7o(u) estd bem definido quase sempre em 0f).

ii) H! é um espago de Hilbert munido do produto interno definido acima. De fato, seja

(u,) C H! uma sequéncia de Cauchy. Entao,

2
||, — um”i?(m + H\/a(')Vun — \/a(-)VumHLQ(Q) — 0, quando m,n — oo.

Como L*(Q) é completo, existem u € L2(Q) e v € [L*(Q)]%, tais que u, — u em
e v/a(-)\Vu, — v em [L2(Q))’. Em particular, do fato que a(-) € C(Q) e

da convergéncia u, — u em L(2), temos que a(-)Vu, — a(-)Vu em [D'(Q)]®. Pela
imersao [L2(Q)]* < [D'(Q)]® e pela unicidade do limite em [D'(€2)]?, resulta que
a(v = a(-)Vu € [L2(Q))’. Em particular, a(-)Vu = /a(-)v em [L2(Q\A)]’, o

que implica em y/a(+) (\/a(‘)Vu — v) =0, q.s. em Q\A, isto &, v/a(-)Vu—v =0,
q.s. em Q\A, e ainda, \/a(-)Vu = v q.s. em Q\A. Além disso,

/ 'V, — Vu|? dx < —/ ) |V, — Vul* dx — 0,

em que concluimos que u, — w em H'(w'). Pela continuidade de v, obtemos

Yo(u) = HEIEOO Yo(u,) = 0 q.s. em 9. Portanto, u € H! e u, — u em H}.

Definimos também o espaco L? com peso g

st = {ome s 1) [ oGl a5 < oo} (3.9)
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munido com o produto interno e norma dados, respectivamente, por

o0

(1, Q) L2y 1) :/0 g(s)(n(s),C(s))ms ds e "77||%§(R+;H,}) :/0 g(s)n(s)[| 7 ds.

Sob as notacoes acima, definimos o seguinte espago de fase com o intuito de obter
os resultados de existéncia e unicidade de solu¢do local para o modelo (3.5), além de sua

extensao global e decaimento uniforme,
H=Hy(Q) x L*(Q) x L2(Ry; H,),

. 2 2 2 2
munido com a norma [|(u, v, 0|3, = ||UHH01(Q) + ||UHL2(Q) + ”7]’|L§(R+;Hé)'

Denotando por U a fungdo vetorial U = (u,v,n), em que v = Oyu, podemos formular

o seguinte problema de Cauchy em H

Lot +BUW) = AU®), >0,

dt (3.10)
U(O) = Uo,
em que Uy := (ug,u1,m), A: D(A) C H — H é o operador linear

AU = | div]s(z)Vu] + /OOO g(s)div[a(z)Vn(s)] ds —b(z)v

— sn+v

com dominio

D(A) = {(u,v,m e H / v e HAQ), 0y € L2(Ry: HY),5(0) = 0,

div[k(z)Vu] + /000 g(s)div[a(z)Vn(s)] ds € L2(Q)}

e B:H — H é o operador nio linear B(u,v,n) = (0, f(u),0).

Estamos em condicoes de estabelecer o nosso resultado de boa colocacao para o pro-
blema de Cauchy (3.10), o que garantird que o modelo (3.5) é localmente bem posto. Para

obter este fato, empregaremos o Teorema 1.59 e, com esta finalidade, precisamos provar
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que os operadores A e B sao maximal mondtono e localmente Lipschitz, respectivamente.

Teorema 3.7 (Local no tempo). Assumindo as Suposi¢oes 3.1, 3.3 e 3.4, temos que o

modelo (3.5) gera um semigrupo nao linear sobre #. Além disso,

i) Se Uy € H, existe uma unica solucdo generalizada

u € C([0, Tax) s Hy () N CH([0, Thnax) s L*()), 1 € C[0, Thnax) 5 Lg (R Hy)).-

ii) Se Uy € D(A), existe uma tnica solugao forte
(u, Dyu,m) € WH([0, Tinax) 3 H).

Demonstracao. Primeiramente, provaremos que A é um operador maximal mono6tono.

1
Seja U = (u,v,n) € D(A) e considere v > 0 tal que v > max{g; 2} entao

(A—=vDHU,U)y

:/Q(l—goa(x))VUVudX—V/Q(l ~ goa(a))|Vul2 dx

/{div[ ()Va] + /OO (s)div [a(z) V] ds }vdx—/b(a:)\v\zdx—l// o2 dx
/ / (Osm ndxds—/ / sn)Vndxds—l—/ / s)vn dx ds
/ / ) VoV dxds —v / / (s)|n[2 dx ds —v / / 2)[Vn|? dxcds.

Integrando por partes, note que

-—Amg@yéuamn+amﬂu@mvmdx®::—Amgwﬂamnn&&
——3 | 9 5 Il o

1 o0
5 [ IOl s <o,
0

pois ¢'(s) < 0, para todo s € (0,00), g(s) — 0, quando s — 0o e 17(0) = 0. Ainda, usando
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as Desigualdades de Holder e Young, obtemos

"ot [onaxas < [7( [ <>|v|2dx)1/2(/ ()In!de)l/zds
_2// ) [o]? dx ds += // ) nl? dxcds

Ll +3 | 9O s

que implica em

(A= vDU. 0 < = [ bl ds == Plolfa

=) [ o ety [ SOl o

<0.

Da escolha de v e da Suposi¢ao 3.4, a desigualdade acima mostra a dissipatividade do

operador A — v1.

Agora, vamos mostrar que R(I —(A—vI)) = H, ou seja, R((1+v)[ — A) = H. Com
efeito, dados (f1, fo, f3) € H, vamos mostrar que existe (u,v,n) € D(A) tal que

(I+v)u—v=fi,
(1 + v)v — {div[s(x)Vu] + [ g(s)div[a(z) V] ds} + b(z)v = fo, (3.11)
(1+v)n+ 0 —v = fs.

No que segue, procedemos formalmente. Seja s > 0. Multiplicando (3.11); por

e temos
(1+v)n(r) "7 + O (7) M7 — vl I = fy(r) T,

ou ainda,

d
T (1) 7] = f3(r) M 40 eI W 1 > 0,

Integrando em (0, s), temos

(1 — e (s, (3.12)

1+1/Tsd
/f3 7'+1_|_V
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Substituindo a expressdo de v dada por (3.11); e (3.12) em (3.11),, obtemos

(14+v)+b(z)]v— Vdiv[/f(a:)Vv] 1 j_ ” /000 g(s)(1 — e 1)) div[a(2z) V] ds
= fo+ . Vdiv[n(x)Vfﬂ + /OOO g(s) /OS eI div[a(x)V f3(7)] dr ds .

(3.13)

A identidade acima nos inspira a definir a seguinte forma bilinear, a qual sera continua

e coerciva em HJ(Q) x Hg(Q).

B(z,w) = /Q[(l +v) + b(x)]zw dx+1 ! /Qlf(ac)Vz -Vw dx

+v
1 (o9}
+1+V/0 g(s)(1 — e~ UHV)s )ds/Qa(:v)Vz-Vw dx,

(3.14)

para cada z,w € H}(€). Além disso, fazendo

1
= T Vdiv[ﬁ(x)Vfl],
f; = f27
fi = /0009<S) /US e(1+”)(7_5)div[a(a:)Vf3(T)] dr ds,

e identificando L?(Q) com o seu dual topologico [L*(Q)]', podemos concluir que
505, fr € H1(Q). De fato, isso é 6bvio para f; and f;, uma vez que f; € H}(Q)
e fo € L?(2). Agora, como g é nao-crescente, temos
| [ a9 )9 )l dr s
o Jo
<[[va()|lz=@ / / M= /a( )V f3(7)|| 12 ds AT
< IVl [ oIVaOV Az dr [ e dsdr

< H \/ HLOO () / || / Vf3 ||L2 @ dr

14+v
3 o 1/2
Il i [" sl ar) <o
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visto que f3 € L2(Ry; H,). Assim, se p € Hj(Q), segue que

@;¢%=—Kﬁg@xésé””“ﬂléa@ﬂﬁﬁﬂ-vwdmhda

e consequentemente,

1/2

Var( [ oAl o ) 19l

[(f3,0)| <

[V a() |l z=@)
1+v

o que implica que f; € H (). Do Teorema de Lax-Milgram, existe um tnico v € Hy (£2)
tal que
B,w) =(fi + £+ [3:wur@.m@, YwE Hy ().

Tomando u = ] (f1 +7v), entao

+v
u,0€ Hy(Q) e (1+v)u—v=f. (3.15)

Além disso, de (3.12) temos

~

()

" (1— e U9 550, (3.16)
14

(0= [ By ar
0

que implica que 77 € L2(Ry; Hy), uma vez que temos f3 € L2(Ry; H,) e 0 € Hy(€2).

Tomando sua derivada com respeito & s, também obtemos

~

v
1+v

@mﬁz—ﬂ+vﬂm$ ]+h@%
que estabelece que

0,057 € Lg(Ry; Hy), 7(0) =0 e (1+v)i(s) + 0si(s) — 0 = fs(s).

Por fim, voltando a identidade (3.13) e substituindo as identidades para u e 7 dadas em

(3.15) e (3.16), concluimos que

div[k(z)Vau] + /000 g(s)div [a(z)Vn]ds = [(1 + v) + b(2)]0 — fa,
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e uma vez que o lado direito da expressao acima esta em L%()), obtemos
div[k(z) V] +/ g(s)div [a(z) V7] ds € L*(9). (3.17)
0

Portanto, de (3.15)—(3.17) obtemos que (u,v,7n) € D(A) e satisfaz (3.11), como desejado.

Assim, o operador A é maximal monotono.

A prova de que B é localmente Lipschitz, segue de forma analoga aquela ja feita antes

do Teorema 2.9.

Dos fatos provados acima, empregando o Teorema 1.59, concluimos a prova. [
3.1.1 Sequéncia de modelos truncados com termos fonte truncados

O Principio de Continuacio Unica (Suposicao 3.6) que utilizaremos neste modelo, tal
como nos do Capitulo 2, é valido para termos de fonte Lipschitz continuos, propriedade nao
garantida para f nas condigoes da Suposicao 2.1. Neste sentido, tal como anteriormente,
ndo apenas mostraremos a existéncia e unicidade de uma solucdo global (u,7n), como
também construiremos uma sequéncia de solugoes fortes (ug, Nk )ren, associadas a modelos

truncados, cujos termos fonte f; sao Lipschitz continuos.
Tendo isso em vista e utilizando novamente as ideias presentes em [44], consideramos
a seguinte sequéncia de modelos aproximados com termos fonte truncados:

p

Dy — div[i(z) Vig] — / o(s)div[a(z)ViL (-, s)] ds
0
+ b(z)Opuy + fr(ug) =0 em € x (0,00),
oy + Osmi, = Oyup em Q x (0,00) x (0, 00),
up =0 sobre 9Q x (0,00), 1, =0 sobre 9Q x (0,00) x (0, 00),

uk(x,()) = Uok(l'), 8tuk<x7 0) = ulk?(x>7 772(9573) = nOk(m?S)ﬂ VIS Qa s € (07 OO)’

\n}i(x,O) =0, z€Q, tel0,00),
(3.18)

em que (U, U1k, Nor) € uma sequéncia a ser definida através da convergéncia (3.22) abaixo,

a historia passada do novo modelo é definida por

ug(z, —s) = up(x, —s) = u(x,0) — nY(x, s), para todo (r,s) € Q x (0,00),  (3.19)
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a fun¢ao auxiliar n}, é dada por
ni(z,s) = up(x,t) = up(z,t — s), para todo (z,t,s) € Q x [0,00) x (0,00) (3.20)

e para cada k € N, f; é definida como em (2.19). Além disso, ressaltamos que fj é

globalmente Lipschitz, gracas ao Lema 2.12.

Fagamos agora Wi (t) = (uy(t), Qur(t),nt). Assim o modelo (3.18) pode ser reformu-

lado como o seguinte problema de Cauchy em H:

O Wi(t) + B (t) = AW (t),

Wi(0) = (uok, U1k, Mok,

(3.21)

em que By : H — H & o operador nao linear dado por By(u,v,n) = (0, fx(u),0) o
qual &, para cada k£ € N, globalmente Lipschitz, uma vez que f, o é. Assim, de forma
analoga ao que foi feito para o Teorema 3.7, para cada k£ € N, existe uma solucao
(uk, mi) para o problema (3.21), com u; € C ([0,TF,.); H3(Q2)) NC* ([0, TE,,) ; L2()) e
me € C ([0, Tk,) s L2A(Ry; HY)).

? max

Consideramos (ug, u1,7m) € H. Uma vez que D(A) é denso em H, existe uma sequécia

(ok, Uik, Mok )ken C D(A) tal que

<u0k7U1k77]0k) — (Uo,uhﬁo) em H. (3-22)

Multiplicando (3.18), por d;uy, e empregando a Formula de Green, segue que

1 d , ) 4
5 31 (1000l + | Vi@vao|), [+ 5 [ Atao)a
T 9(8)/@(:1:)|V77,§\2 dxds+/ b(2)Oyun()? dx
2 dt J, . )

n / T(—g(s) / o(@)| V|2 dxds =0, vt e [0,T,),
(3.23)

em que Fj, é como em (2.23). Assim, de (3.23), obtemos a identidade de energia para o
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modelo truncado (3.18), i.e

Eukﬂlk (tQ) Euk Nk tl

/ / ) Oy (2, t) dth—i-/ / / z)|Vni)? dxdsdt,

para todo 0 < t; <ty < T*

max’

em que

2
) LZ(Q)}

+ [ Rt [7 o) [ a@lvi s

1
Bune®) = 5 190 Dl 32(0)

é o funcional de energia associado ao modelo truncado.

Como podemos obter a estimativa (2.25) novamente, utilizamo-a juntamente com as

Suposicoes 3.3 e 3.4 e a convergéncia (3.22) para obtermos a estimativa

By / / 2)Oyui(x,t) dth+/ / / 7)|Vnh(x, s)|* dxdsdt

[|U1k||1;2 @ T H\/_v Ok‘ L2(Q] (3.24)

1 oo
+/Fk(u0k)dx+§/ g(s)/a(x)|V770k]2 dx ds
Q 0 Q
=Cg, Vte[0,Th.),

) max

com Cg > 0 sendo uma constante dependente de R (responsével pela limitacao dos dados
iniciais do modelo truncado), mas independente de ¢ e k. Neste sentido, para cada k € N,
a solugao (uy, n,) do modelo (3.18) ndo sofre blow-up em tempo finito, ou seja, T, = co.

Disso, segue que

(ulm atuka 77k:> S WI’OO(R-F; H)

Da limitagao uniforme dada em (3.24), obtemos uma subsequéncia de (ug,nx), que

denotaremos da mesma forma, tal que

u, = u em L™ (0,00; Hy(Q)) , (3.25)
O, — Oy em L™ (O,oo;Lz(Q)), (3.26)
a(z)Opu, = a(z)du em L (0,T;L*(Q)), VT > 0. (3.27)
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Va() Vi = Va(-)Vn em Li(Ry; L*(Q)). (3.28)
Neste sentido, do Teorema de Compacidade de Aubin-Lions—Simon, temos
uy — wem L>(0,T;L" (), Vr>2 VT >0.

Além disso, temos que as convergéncias (2.34), (2.35), (2.37) e (2.38) acontecen.

Nosso objetivo agora, é passar o limite no termo

— /OOO g(s)div [a(x)Vn,i(x, s)] ds,

seguindo os mesmos argumentos presentes em [21|, a saber, para cada i = 1,2 e cada

v € D(R), obtemos

- < | 90 a0k )] ds,so>
0 D/(Q)xD(Q)
/ s) (a(-)0u, i, (-, xi(p>D’(Q)><D(Q)dS
- / " 0() () B+ 1) — et — 9] Oty A 329
= (90a(-)0,uk (1), 02, 0) pr(ayxp(92)

—/0 9(5) (a(-) O uk(-,t = ), 0z, 0) (0 () 48 -

De (3.25) e uma vez que a(-) € C*(Q), temos

<goari [a’()aﬂﬂzuk<v t)] 790>D’(Q)><D(Q) — <goal'i [a’()arzu(v t)] 7§0>D’(Q)><D(Q) )
para cada ¢ = 1, 2. Disto, somando de 1 até 2, obtemos
godiv]a(z)Vug(z,t)] — godivia(z)Vu(z,t)] em D'(Q), (3.30)

para todo ¢t > 0.
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Por outro lado, se t < 0, entdo de (3.19), (3.20) e (3.22), obtemos

0
(Oz,un (-, 1), 02,0) b1y xD() = (0w up (1), 0 i90>DI(Q)xD(Q) — (O, ('>t)’axi90>p/(g)w(ﬂ)>

(3.31)
para cada i = 1,2. Consequentemente, de (3.25) e (3.31), independente de t — s > 0 ou

t— s <0, temos

(Opu (-t = ), 00, 0) priaywpi) = (O (st = ), 00, 0) priay () -

para cada i = 1,2. Uma vez que a(-) € C*™ e g é uma funcdo constante na variavel x,

concluimos

/ g(s)div[a(z)Vug(z,t — s)]ds — / s)divla(z)Vu(z,t — s)]ds em D'(Q),
0

(3.32)
para todo ¢ > 0. Portanto, (3.29), (3.30) e (3.32) implicam na seguinte convergéncia

/Ooog(s)div[ a(z)Vn(z, s)] ds — / (s)div[a(z)Vn'(z,s)] ds em D'(Q), (3.33)

para cada t > 0.

Passagem ao limite em (3.18),:

Tomando ¢ € C§°(Q) e 6 € C5°(0,T), multiplicando (3.18), por ¢f, integrando sobre

2 x (0,7T) e utilizando a Formula de Green, obtemos

T
/ /atuk gpdxdt—i—/ / x)Vuy - Vgodxdt—i—/ O/fk(uk)godxdt
/ / / x)Vni(z,s) - Vi dxds dt—i—/ / x)Oyuy, - pdxdt = 0.

(3.34)

Levando (2.37), (3.25), (3.26), (3.27), (3.28) e (3.33) em consideragdo, passando
o limite em (3.34), existe uma solucdo u € L>(0,T;Hy(Q)), n € LZ(Ry;H;) com
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Oy € L>(0,T; L*(Q)) tal que

/ /8tu gpdxdt+/ / Vqupdxdt—I—/ /f ) dx dt
/ / / 7)Vn'(z,s) - Vi dxdsdt+/ / x)owu - pdxdt =0,

para todo ¢ € C§°(2) e 0 € C§°(0,T), no qual concluimos que

8fu—div[ﬁ(x)Vu]—/Ooo g(s)div]a(z)Vn'(x,s)] ds + f(u)+b(x)0u =0 em D'(Qx(0,T)).

(3.35)
Observamos que
/|V77,i(x,s)|2dxg 2/ \Vuk(:c,t)|2dx—|—2/ |V (z,t — )] dx
Q Q Q
:2/9[Vuk(x,t)|2dx (3.36)
+2 / Vg (z,t — s)|* dx +2 / |V, (x,t — s)[> dx .
tfsgo t—S%O

Da limitacao de E,, ,, (7), com 7 > 0, as duas primeiras integrais do lado direito de
(3.36) sao limitadas. A terceira integral também é limitada. De fato, é suficiente observar

que de (3.19), para s € (0, 00), obtemos
ur(-, =) = up (-, —s) = up (-, 0) — (-, s) € H'(Q).
Logo, para cada t € [0, 00), concluimos que
(- s) = n'(-,s) em HY(Q).
Portanto, para cada t € [0, 00), segue que
/0 " g(s)div[a() V(- s)] ds € H(Q), (3.37)

Combinando (3.35) com as convergéncias (2.38) e (3.37), uma vez que

b(z)Ou € L= (0,T; L*(Q)), div[k(z)Vu] € L= (0,T; H1(Q)) e f(u) € L= (0,T;L"()),
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aplicando o Lema 1.46 (Lions-Magenes) e a Proposi¢ao 1.47 (Lions), deduzimos que
O*u — div[k(x)Vu] — / g(s)div[a(z)Vn'(x,s)] ds + f(u) + b(x)du =0 (3.38)
0

em Cy,(0,7; L™ () + H~1(Q)). Com isso, uma vez que a regularidade obtida em (3.38) ¢

satisfeita, podemos avaliar u, d;u e n' em t = 0, garantindo que (u(0), d;u(0),n°) € H.

Neste sentido, iremos recuperar a regularidade temporal, ou seja, devemos mostrar

que a solugdo do modelo (3.5) esta na classe
u € C([0,T]; Hy(Q)), dwu € C([0,T];L*(Q)), VT >0,
e, além disso

(uk, Opug) — (u, Gpu) em C ([0, T); Hy(Q)) x C ([0, T]; L*(Q)), VI > 0.

Definindo 2, = Upm — Un, M, = M — Ny M, € N, de (3.18), temos que

3 3t [1ma Ol + | VEOTmato)]
2 1 * / t 2
—l—/ﬂb(m)@zm’ndx—l—é/o (—g (s))/ga(ac)|V77m7n| dx ds
. / [ ot (1)) = Fo(t(5)) ] [Brti(8) — Byt (£)] dix.

: +li h (s)/a(m)|v LIP dxds

Integrando a identidade acima de 0 até t € (0,7, obtemos

2
L?(ﬂ)}
1 o] t
+—/ g(s)/a(x)|V77fn,n]2 dxds—i—/ /b(x)atzfn,n(s) dx ds
2 Jo Q 0 Ja
1
< 5 [Ioam = sl + VAT o — T

5 [ 906) [ a@)I¥ i~ mn)? dxs

% [Hatzm,n(t)Hi?(Q) + Hmvzm,n(t)

2
LQ(Q)}

/0 / it ()) = Fu(t0(5))] [BeZmn(5)] dx ds

2
o

2
+

1
< 2 [Hulm - uln”i?(ﬂ) + H VE() [Vugm — Vug,]
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= " g(s) / a(2)|V (o — 1ion)|? dx ds

/ ot (5)) = ()L ) 1902 (3)l] gy 5] . (3.39)

Assim, levando em consideragao as convergéncias (2.38), (3.22) e (3.26), ob-
temos a convergéncia a zero quando m,n — oo dos termos do lado direito de
(3.39), ie., (ug,Qug) € C([0,T); Hi () x L*(Q)) é uma sequéncia de Cauchy e entao
(u, 0u) € C([0,T]; HY(Q) x L*(Q)), ou em outras palavras,

w, — uw em C° ([0,7T]; Hy(Q)) nC* ([0,T]; L*(Q)) ,VT > 0.

(3.40)
Va( )V, — a()Vn' em LI(R; L(Q)).

Além disso, uma vez que b(-) é uma fungdo nao-negativa, de (3.39) deduzimos que

V() — /b()du em L*(0,T; L*(Q)), VT > 0.

A obtengao dos dados iniciais, isto é, (u(0), du(0),n°) = (uo, u1,m0) em H, segue como
no Capitulo 2, mas levando em conta a identidade (3.20). Ja a prova da unicidade de
solucdo para o modelo (3.5) segue essencialmente as mesmas ideias da prova de unicidade

para o problema (2.1).

Por fim, como a convergéncia (2.57) acontece, podemos passar o limite no funcional

de energia associado ao modelo truncado (3.18), obtendo o funcional de energia para o

Buo(®) =5 | 100tz ) o+ [VACIVate 0, |
+ [ Pty aseg [ o) [ a@IVi o dxas

modelo original (3.5), dado por

e ainda, obtemos também a identidade de energia dada por
Eu n(t2> Eu n tl

/ / 2)Opu? (2, ) dx dt += / / / 2)|Vn'(x, s)|* dxdsdt,

para cada 0 < t; <ty < Trax-
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Assim, de E,,(t) < E,,(0) < oo, para cada t € [0,Tax), uma vez que E,,(0) é
independente de ¢, segue que a solucao nao sofre blow-up em tempo finito, ou seja, no
Teorema 3.7, temos que Th.x = oo. Nesta perspectiva, podemos enunciar o seguinte

resultado:

Teorema 3.8 (Global no tempo). Assumindo as Suposi¢oes 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4, entdo

dados (ug,u1,m0) € H, o modelo (3.5) possui uma unica solu¢ao global na classe
we C(0,T); H(Q), du e C(0,T); LAQ), 7 € L2(Ro; HY), VT >0,
Além disso, a identidade de energia é verificada

Eyy(t2) — Euy(t)

:_/tl / b(2) O (z, ¢) dx dt +— / / / )| Vit (z, ) dxdsdt,

(3.41)

com

Eyq(t) _% {H@tu(x t) HL2(Q) + H\/_V“ x, 1) H ]
+ [ Flute.oyax+s | wg(s) [ @i o) axas

Observacao 3.9. E importante ressaltar que o resultado de boa colocacio para o modelo

(3.5) pode ser obtido mesmo na auséncia do termo de amortecimento friccional b(x)0yu.

3.2 Equivaléncia entre modelos

Assumindo a Suposi¢ao 3.4 e realizando a mudanca de variavel (3.2), se u é solugao
de (3.1), é facil ver que o par (u,n) verifica (3.5). Em seguida, vamos mostrar que se
o par (u,n) é uma solu¢ao de (3.5) (a0 menos no sentido cléassico — ver o Teorema 3.7),
entdo u ¢ uma solugdo de (3.1). De fato, suponha que (u,n) é solugdo de (3.5). Assim,
em particular, n satisfaz (3.5), com d,u dado em um espago conhecido (ver Teorema 3.7).

Portanto, seguindo [37, Grasselli e Pata, Se¢oes 3 e 4|, temos que 1 pode ser explicitamente
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dado por

u(-,t) —ul(-,t —s), s>t
n'(,s) = (3.42)
u(-t) —u(,t—s), s<t.

Consequentemente, voltando a (3.5), e substituindo (3.42), verificamos que u satisfaz

o modelo (3.1).

3.3 Decaimento Uniforme da Energia

O objetivo desta secao é estabelecer um resultado de estabilidade assintética para o

modelo (3.5).

Denotando por U = (u, d;u,n) a tnica solugdo do problema de Cauchy (3.10), como
feito no Teorema 3.8, entdo o par (u,n) é a correspondente solu¢ido para o modelo equi-
valente (3.5). Nesta perspectiva, apresentamos o seguinte resultado de estabilidade para
o modelo (3.5), o qual pode ser demonstrado de forma similar ao Teorema 2.19 (rea-
lizando as devidas substitui¢oes), se estivermos munidos da identidade de energia e da

Desigualdade de Observabilidade para o modelo (3.5).

Teorema 3.10 (Estabilidade Uniforme). Seja 75 > 0 dado como nos Lemas 3.11 e
3.12. Considere hg e g definidas em (2.111) e (2.113) (com as devidas substituicoes),
respectivamente, e (u,n) a solucao generalizada do problema (2.1) com (ug, u1,m9) € H e

r < E,,(0) < R. Entao,

Euy(t) < S (Ti _ 1) VT (3.43)

0

e tlir+n S(t) =0, em que S(t) é a solucdo da equacao diferencial ordinaria nao linear
— 400

d
9B +a(8() =0, (3.44)

S(0) = E, ,(0).
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3.3.1 Desigualdade de Observabilidade para o modelo truncado

O objetivo desta subsecao é apresentar a Desigualdade de Observabilidade para o
modelo truncado (3.18), para cada k € N fixado e suficientemente grande e T' > T}, em

que Ty > 0 é uma constante de observabilidade a qual independe de k.

Primeiramente, observamos que o dado inicial (ug, uq,70) € H do modelo equivalente

(3.5) pode ser nulo ou nao nulo.

No primeiro caso, quando (ug, u1,70) = (0,0,0), uma vez que (3.22) acontece, pode-
mos considerar (ugg, uix, nox) = (0,0,0), para todo k € N, e a correspondente solugao do
modelo truncado (3.18) deve ser (ug, nr) = (0,0). Entao, a Desigualdade de Observabili-

dade dada em (3.46) abaixo, é trivialmente satisfeita.

No segundo caso, existem constantes r, R > 0 tais que r < E, ,(0) < R. Além disso,
da convergéncia dos dados iniciais dado em (3.22), existe ko € N tal que, para todo k > ko,

a sequéncia (uoy, Uk, o) satisfaz

r < Ey, n.(0) <R. (3.45)

Nosso objetivo aqui, é provar a Desigualdade de Observabilidade para o modelo trun-
cado e tal como no Capitulo 2, se (3.22) e (3.45) forem satisfeitas, entdo a constante da
Desigualdade de Observabilidade para as solucoes aproximadas pode ser tomada indepen-

dente de k.

Lema 3.11 (Desigualdade de Observabilidade - Truncado). Sejam r, R > 0, T > Tj
e k > 1. Sob as hipoteses do Teorema 3.8 e admitindo a Suposicao 3.6,
existe C'= C(k,r,R,T) > 0 tal que a correspondente solu¢do (ug,nx) de (3.18) com
(uok, w1k, Mox) € D(A) distante da origem (i.e., verificando (3.45)) satisfaz a Desigual-
dade de Observabilidade

T (%) T
By (0) <C {/ / —d'(s) / a(:v)|Vn,f:(s)|2 dx ds dt+/ / b(x)|8tuk(t)|2dx dt| .
o Jo Q 0o Jao
(3.46)
Ainda, se (uog, wig, ox) — (o, u1,mo) em H tal que (ug,u1,m0) € H e r < E,,(0) <R,

entao existe T > Ty tal que C' pode ser escolhido independente de k, sempre que T° > T™.
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Demonstracao. Realizaremos a prova deste lema através de um argumento de con-

tradicao. Se o Lema 3.11 é falso, para toda constante C' > 0, existem dados iniciais
(usy,, u$,, mS:) € D(A) verificando (3.45) cuja correspondente solucio (u{, nS) viola (3.46).

Em particular, para cada m € N fixado arbitrariamente, obtemos a existéncia de da-
dos iniciais (ufy, ufy, nor.) verificando (3.45) e cuja correspondente solugao (u}", ny") satisfaz

a Desigualdade de Observabilidade Inversa

Eugp iy (0)

mﬁ*”/ / / )|V (x, s)|? dx ds dt+/0T/Qb($)|8tU;cn($at)|2dx dt

De (3.47), temos

. / / / )V (z, 5)[2 dx ds dt+/T/Qb<x)|atu;n(x,t)|2dx “

m——+00 E“k 777k (0)

= —|—OO7

(3.47)

(3.48)

Utilizando a defini¢ao do funcional de energia associado & solucao (u}*, n"), a estima-
tiva (3.45) e argumentos similares aos necessarios para a obtencdo de (2.25), concluimos

que Eym,m(0) S R, para todo m € N. Assim, de(3.48) temos
hIJTrl {/ / / )|V (z, s)|? dxdsdt—l—/ / x)|Opuy (, t)|2dxdt} = 0.
m—r—+00
(3.49)
Além disso, de (3.6) segue que
T
lim {/ / / x) |V (z, 5)|? dxdsdt+/ /b(x)|8tu}€”(x,t)|2 dxdt} = 0.
m—»+00 0 Q
(3.50)

Por outro lado, como Eym,m(t) < Eum,m(0) < R, para todo t > 0, existe uma

subsequéncia de (u}',n'), que permanecerd com a mesma notagao, tal que

ul* = uy, em L°(0,T; HY (), (3.51)
o = dyuy, em L(0,T; L*(Q)), (3.52)
upt — w, em L(0,T;L9(Q)), Vg>2, (3.53)
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em que (3.53) é obtida utilizando o Teorema de Compacidade de Aubin-Lions-Simon.

Para obter o resultado desejado, temos dois casos a considerar, a saber: u; # 0 ou

Caso 1: up #0

Para cada m € N, (u]’, n7") é a solucao do problema

OPufr — div[k(z)Vup] — /Ooog(s)div[a(x)Vn}f(s)] ds
+ b(z)0u’ + fe(up') =0 em £ x (0,00),

o + Ot = O em Q x (0,00) x (0, 00),
(3.54)

com condicoes iniciais e de fronteiras dadas por

up' =0 sobre 9 x (0,00), n* =0 sobre 9 x (0,00) x (0,00),
uil'(2,0) = ugy(2), Oy (x,0) = ufy(x), " (2, 8) = ngi(z,5), 2 €9Q, s€(0,00),

ne(x,0) =0, z€Q, te€0,00).

Considerando (3.54), e utilizando as convergéncias (3.50)—(3.53) na passagem do li-

mite, quando m — oo, obtemos

Ofuy — div[r(r)Vaug) + fu(ug) =0 em L*(0,T; H (). (3.55)

Definimos a seguinte funcao auxiliar
20 = k(x)up +a(x)/ g(s)n*(s) ds, ke N. (3.56)
0

Utilizando (3.54),, integrando por partes e observando que 7;*(0) = 0 em X [0, 00),

temos para quase todo t > 0, que

&4w>=amW$w+amﬁfmgmw%ﬂ@

=M@W$®+M@AMMM4MW$+&%WH%
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— D (t) + alz) / T sy (s) ds.

Seja w* um subconjunto fechado de €2 tal que A CC w*. Assim, a seguinte Desigual-

dade do tipo Poincaré é valida:

1

apAq

/ oz, )P dx < / a(@)| Vi (z, 5)|? dx. (3.57)
Q\w* Q\w*

em que a(z) > ag > 0, para todo x € Q\w*. Observamos que a constante positiva ag

depende de w* . Entao, de (3.49), (3.52) e (3.57), concluimos que

Ozl — Oy, em L*(0,T; L*(Q\w™)). (3.58)

Por outro lado, procedendo de forma analoga ao que foi feito anteriormente e passando

o limite em (3.56), quando m — co. obtemos de (3.50), (3.53) e (3.57) que
2" — k()up em L*(0,T; L*(Q\w*)) = D'(0,T; L*(Q\w*)),
e, consequentemente,

Ozt — k(-)Ouy, em D'(0,T; L*(Q\w")). (3.59)

Das convergéncias (3.58) e (3.59), segue que x(-)0yuy, = Oyuy, em L?(0, T; L*(Q\w*)).
Contudo, uma vez que k(z) — 1 = —gpa(x) < goap < 0 em Q\w*, para todo w* DD A,
temos

Owur, = 0 q.s. em (Q\w*) x (0,7) para todo w* DD A,

0 que implica em

dur, = 0 q.s. em w' x (0,7). (3.60)

Observando a convergéncia (3.50) e lembrando que b(z) > by > 0 em w”, em que w”

é uma vizinhanca de 0A, concluimos que

Ou, = 0 q.s. em w” x (0,7). (3.61)
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Retornando a (3.55), tomando wy, = Oyuy, obtemos
Otwy, — divik(z)Vwy] + fr(up)wy, =0 em L*(0,7; H1(Q)). (3.62)

De (3.60), (3.61) e (3.62) e considerando o Principio de Continua¢io Unica (Suposigao
3.6), concluimos que

wy = 0 q.s. em Qx (0,7). (3.63)
Disto e de (3.55), deduzimos que u; = 0 e a contradi¢ao desejada é obtida.

Caso 2: up, =0

Para cada m € N, definimos

Q. = [Eu’kﬂ,n;”(o)] o U = @uk € G = @U}v (3.64)

Assim, (v}, (}") € a solugdo do seguinte modelo

(837),2” — div]s(x) Vo] — /000 g(s)divia(z)V T (s)] ds

1
+ b(x) 0wt + a—mfk(u}g") =0 em 2 x (0,00),
k

L0 + 05" = Oy em Q2 x (0,00) x (0, 00).

(3.65)
Observamos que
v [ Aoar dx = | AGapiatapip)d
— uy') Oy dx = ap'v agp'up) dx
ot Jo R TR (ag)? Jo o0k TR TR TR
1 d
1 d
= — | Fp(u’)d
e J Pl
Assim, o funcional de energia associado & (3.65) é dado por
1 m 2 1 m 2
Egep(t) = 5 | 10" (@) dx+5 | w(@)|[ Vo' (1) dx
¢ “ (3.66)

+%/Ooog(s)/9a(x)|VC,T(x,s)|2 dde—i—mLm)z/ﬂFk(u?)dX.
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De (3.64) e (3.66), segue que

1 1

my2 EUL”WL” (t) = E—(O)Euzl,n? (t),

Eui“:(i-” (t) = (0% o

e, consequentemente,

EUZL7<ZL(0) =1, VmeN. (367)

Por outro lado, de (3.48) e da defini¢ao de af*, temos

i UOT/OOO(—Q'(S))La(x)|vgg(s)|2 dxdsdt+/0T/Qb(x)|8tvgl(x,t)|2 dxdt} 0,

(3.68)

e a Suposicao 3.3 implica que
lim [/ / / )|V (s)2 dxdsdt+/ / )0 (z, 1) dxdt} 0.
m——+0o0
(3.69)

Repetindo os passos necessarios para a obtencao de (3.41), temos que a energia

Eym ¢m(t) satisfaz a identidade
k Sk

d 1 [
GEea®=5 [ 90 [d@IVG P aas— [ @oapoF a0

Q

e Eym ¢m(t) € uma funcdo ndo-crescente com
Bup g (T) = B (0)

// / ‘Vck(”QdXdet—// ()OO dxds, > 0.

Passando o limite quando m — +o0 e observando (3.67) e (3.68), concluimos que

l= lim Eymem(0)= lim Eymn(T).

m——+00 m——+00

Para finalizar a prova, vamos mostrar que a energia Eym cm (T") vai uniformemente &
zero, isto é,

lim Eym e (T) =0, (3.70)

m——+00
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e assim, a contradi¢ao desejada serd obtida para esse caso.

No que segue, nosso objetivo é obter (3.70). Com efeito, uma vez que temos
Eyn cm(t) < By n(0) = 1, existe uma subsequéncia de (v}, (i), que ainda sera deno-

tada por (v, ("), tal que

v = v em L0, T; Hy (), (3.71)
o = Oy em L(0,T; LA(2)), (3.72)
vt = v, em L(0,T; LY(R)), Vq>2, (3.73)

em que, na ultima convergéncia, utilizamos o Teorema de Compacidade de Aubin-Lions-

Simon. Passando o limite em (3.65),, quando m — oo, utilizando (3.69), definindo

zZ = k(z)vg —|—a(x)/ g(s)('(s) ds, Vm €N,
0
e procedendo de forma anéloga a (3.63), obtemos

O =0 q.s. em " x (0,T), o que implica em v, = 0 q.s. em Q x (0,7). (3.74)

Combinando (3.71)-(3.74), temos

vt 50 em L(0,T; Hi(Q)), (3.75)
o =0 em L™(0,T; L*(9)), (3.76)
vt — 0 em L>(0,T;L9(Q)), VYq>2. (3.77)

Uma vez que o' = [Eum 7721(0)]1/2 e By m(0) < R, existe ag > 0 tal que of* — ay,

k

quando m — oo (em verdade, existe uma subsequéncia que manteremos com a mesma

notagao de (aj)).

Neste ponto da prova, faz-se necessario dividi-la em dois subcasos, a saber: ap > 0 e

OékZO.

Subcaso I: o, > 0
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De o' — oy, temos

afolt — v em LT(Q2x (0,7)), Vqg>2.

Por outro lado, temos também que

agopt =upt — ug em L9(Q x (0,7)), Vq>2.

Assim, v, =0 g.s. em Q x (0,7). Além disso, Eym ¢ (0) — 0, quando m — oo.
Subcaso 1I: oy, = 0

Utilizando os mesmos argumentos apresentados para a obtencao da convergéncia
(2.91), temos
1
— fe(ovf') — 0 em L7(Q x (0,T)), Vg=>2. (3.78)
Qg
Consideramos 6 € C§°(0,T) e ¢ € C§°(R2) tais que supp ¢ C Q\A de acordo com a

Figura 3.2.

W" = DA + Bs(0)

Q2

Fig. 3.2: A funcao cut-off ¢.

Observamos que, uma vez que, a(zr) positiva e limitada inferiormente em suppy,
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deduzimos que

[ ele) 19 P ax= [ (pla) + [Fela)DIG

TESUpPpY

< max (o) +[ele)l) [ G dx
suppe (3.79)
<Clen) [ oG ds

suppy

< Cle ) [ a@)IVGPE dx.

A estimativa dada em (3.79) irA desempenhar um papel essencial na obtengao
da convergéncia da expressao abaixo. Se multiplicarmos (3.65), por Op¢}’, em que

op(z) = / 9(s)(i (x, s) ds, e integrarmos por partes sobre Q x (0,7"), obtemos
0

/ / OO dx dt —/ / Ot o dx dt
/ / x)Vup' - Vor of dx dt +/ / )V - Ve dx dt
/ / / z)V(s) - Vo't dx ds dt (3.80)
/ / / )V - Vo of dx ds dt
1 T
+/ / b(x)owt ot dx dt —|——m/ / fr(ag v ) ot el dx dt
0o Ja Qi Jo Ja

:Jlm+<]2m++t]7m+l]8m:0

Das convergéncias (3.69), (3.73)-(3.75) e (3.77) e considerando a estimativa (3.79),
concluimos que os termos Jop,, J3m, Jam, Jsm, Jem € Jzm vao & zero quando m vai para
T

infinito. De fato, come¢amos com Jy,, 1= —/ / ot pd’ dx dt. Como 9t — 0 em
o Ja
L*(0,T; L*(9)), ¢ suficiente mostrar que

T
li "ol dx dt = 0.
Jim [ [ oo as
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Utilizando as propriedades das funcgoes a, ¢ e g, temos

s)/(,?(:v,s)gpQ’ ddedt‘

Cla 6.0 0) / / y [/ ds} | oat@ e ) asixat

em que, juntamente com a convergéncia (3.69), implica no limite desejado. Utilizando
ideias similares e levando em consideragio (2.94), concluimos que

m——+00 m——+00 m——+00

Com o intuito de obtermos liIJrrl Jrm = 0, utilizamos a convergéncia(3.69) e observa-
m—r—+00

mos que

x)O0wp (" (x, s)plf dx ds dt‘

0.0.b / o | [ >|atvk\2dx}l/2{Q|¢||<ﬁ<x7s>|2dx}1/2dsdt

S a(aaea 9076797/\1)/ /b($>|at0?|2dth

+C(a,0,0,b,9,\ / / / 2)| V¢ (z, 5)|2 dxdsdt .

Assim, lim Jy,, = 0. Contudo, uma vez que 0;(;"* + 0:(;* = Oyvy*, temos
m——+00

= —go/ / ol Oy ? dth—/ / /(p(k (s)0pvt dxdsdt

= Ly + Lo,

e observando que lim Ly, = 0, obtemos
m—+00

T
lim / / 0|0 * dx dt = 0. (3.81)
m—+00 0 Q

Podemos considerar ¢ > 0 arbitrariamente pequeno tal que 0 < 0§ < 1, § = 1 em
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le,T —¢] e suppf C (0,7). Entao, de (3.80) e (3.81), concluimos

m——+00

T—e
lim /ﬁmm%mﬁza (3.82)

Da convergéncia (3.69), obtemos ainda que

T—¢
lim /|wﬁﬁm&:0 (3.83)

m—+00 c
Das duas convergéncias acima e tomando w = ' U w”, temos

T—e
lim ./@wﬁwmza (3.84)

m—-+00

Como 9yv* — 0 em L*(Q x (0,T)), consideramos p a medida de defeito microlocal

associada & sequéncia (9v)") em L7

(2 x (0,7)) (garantida pelo Teorema 1.66 conforme
a Observagao 1.68). Da convergéncia (3.84), temos que p = 0 em w x (0,7), isto é,

supp 1 C (Q\w) x (0, 7).

Por outro lado, das convergéncias acima, juntamente com o fato de que a(z) =0 em

A (logo, de (3.4), k() =1 em A), concluimos

1
v — Av = =b(x) Oy — — fe(ajvpt) em A, para todo m € N.
a

k

Com isso, se [J ¢ o operador de D’Alembert em A, dado por [ = §? — A, obtemos

1
Dol = —b(x) 0] — Oé—mfk(azlvzq) — 0em L*(A x (0,7)),
k

em que a tltima convergéncia vem de (3.69) e (3.78). Entao, procedendo como na obtengao
de (2.98), temos
0w — 0 em H, '(Ax (0,T)). (3.85)

loc

Da convergéncia (3.85), concluimos dois fatos:

i) O suppp estd contido no conjunto caracteristico do operador de ondas

{(t,2,7,§) eERx AXxRxR*/oy(0) = 7° — £]* = 0}, em que 05(0) denota o sim-
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bolo principal do operador de D’Alembert em A (este fato é garantido pelo Teorema

1.69).

ii) O supp p é uma uniao de curvas do tipo

1

@
7j: 7:': )
VI+[E? o 1+ |:z:|2)

teIn(0,00)— my(t) = (t,m(t)

em que t € [ — z(t) € int A é uma geodésica associada a métrica G = K ! (este

fato é garantido pelo Teorema 1.74 e pela Proposicao 1.75).

Uma vez que a(z) = 0 no conjunto A, entdo k(z) = 1 — goa(xz) = 1 em A e todas
as geodésicas da métrica G = K~', em que K denota a matriz K = (K;;) tal que
K;; = k(x)0;; e 0;; é a funcao delta de Kronecker, sdo linhas retas no conjunto A, i.e.,
toda geodésica da métrica G = K~! que passa por A nao permanece dentro de A. Além
disso, todas as geodésicas da métrica G tocam a fronteira 92 de Q2. Uma vez que a(z) > 0
em w' = O\ [wUA]eb(x)>0emw’, oconjunto w = w' Uw” controla geometricamente
Q, ou seja, ele satisfaz a Condicao Geométrica de Controle. Em outras palavras, toda
geodésica de () viajando com velocidade constante igual a 1 e partindo de ¢ = 0, encontra

w em um tempo t < Ty, para um certo 7y > 0.

Assim, se T' > T, todo raio bicaracteristico entra na regiao w antes do tempo 7', entao
obtemos que = 0 em Q\w, em especial, em A. Com isso, concluimos que supp u = &

ou seja, =0 em € x (0,7). Assim, da Observagao 1.68, deduzimos que

o — 0em L7 (Q x (0,7)).

Retornando & (3.65), multiplicando por 6v}* e utilizando a integragdo por partes,

obtemos

[ [worasa- [ [ aupou o a
[ [ rermpopaac [ f/ [ sty vez o ] wupyae
/T / 2)Ou (t Uk()dth+ /T a/fakvk Yoo dxdt = 0.
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Procedendo como no caso anterior, temos

T—e
Magtult dxdt =0

T—e
lim / )| Vol (t)|* dx dt
m——+00

T—e
lim / Fi(ag'vy") dxdt = 0.
Q

m—-+00 c

Os limites acima, juntamente com (3.69), implicam, quando € — 0, em

T

m——+00 0
Uma vez que a energia é néo—crescente, COHCIUleOS que

T
/0 Eyp e (t) dt = TEyp o (T). (3.87)

Por fim, combinando (3.86) e (3.87), obtemos o limite em (3.70).

A prova de que a constante C' pode ser obtida independente de k, sempre que T' > T™,

é essencialmente a mesma da prova feita para o Lema 2.15 e por isso, nao sera feita aqui.

3.3.2 Desigualdade de Observabilidade para o modelo original

Nesta subsecao, iremos obter a Desigualdade de Observabilidade para o modelo equi-
valente (3.5), utilizando a Desigualdade de Observabilidade para o modelo truncado obtido

na subsecao anterior

Lema 3.12 (Desigualdade de Observabilidade). Sejam 7" > Ty e r,R > 0. Sob as
hipoteses do Teorema 3.8 e a Suposi¢io 3.6, existe uma constante C' = C(r, R, T) > 0 tal

que, toda solugao (u,n) do modelo (3.5) satisfaz

/ / / ()| V' (x, 5)|* dx ds dt+/0T/Qb(x)]8tu(t)|2dx dt |,

sempre que r < £, ,(0) < R.

un <C

Demonstragao. Segue de (3.46), para todo k& > kg € N e toda solugdo do modelo
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truncado (3.18), a seguinte desigualdade

Fyn(0) < C [ / ' | =) [ at@io s ax s aer | ) [ oo dx ae].
(3.88)

sempre que r < E,, . (0) < R, em que C' > 0 é uma constante independente de k.

De (3.40), deduzimos que

/O ' /Q b(a) By (z, ) dxdt =3 /0 ' /Q b(a)|Byulr, £)? dx . (3.89)

Assim, de (2.57), (3.88) e (3.89), obtemos a Desigualdade de Observabilidade para o

modelo equivalente (3.5).

3.4 Caso Focusing

Esta secao é destinada a prova da boa colocacao do modelo da onda com amorteci-
mento viscoelastico localmente distribuido com memoria passada dado em (3.90). Prova-
remos também a extensao global de solucao e o decaimento uniforme da energia no caso
em que os dados iniciais pertencem ao espaco H; = Vi x Hy X Lg(]RJr; H)) a ser definido

com detalhes posteriormente.

3.4.1 Teorema do Passo da Montanha e Variedade de Nehari para o modelo

da onda com meméria localizada

Nesta subsecao, como na subsecao 2.2.1, enfatizamos a forte conexao entre a boa
colocagao do modelo (3.90) e o bem conhecido nivel do passo da montanha. Mais preci-

samente, definindo o funcional J : H}(Q) — R por

J(u) = % /Q () |Vul? dx — / Flu) dx,

Q

t
em que F(t) :/ f(s)ds, os pontos criticos do funcional J sdo as solugoes fracas do
0

problema eliptico
—div [k(2)Vu] = f(u) em

u =0 sobre Of).
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Relacionado ao funcional J, temos (em relagdo aquela apresentada na Sec¢ao 2.2.1)

uma nova variedade de Nehari

N:{ueﬂl \{0}// ) IVl dx_/f udx}

Se f satisfaz a Suposicao 3.1, é possivel provar que o funcional J satisfaz as hipoteses

do Teorema do Passo da Montanha (ver |7]) e o nivel

d= inf maxJ(tv) >0,
vEHI(Q) t20
v#0

chamado de nivel do passo da montanha é o nivel critico de J. E possivel obter como
na Subsegao 2.2.1, a caracterizacdo (2.119) e a afirmacdo dada em (2.120). Além disso,

denotamos por W, Wy e W, os seguintes conjuntos

I:{UEHIQ/JU <d}

Wy = {UEW// ) [Vu? dx>/f udx}U{O}
Wg—{UEW// ) [Vl dx</f udx}
H{(Q) .

’ 1
E possivel mostrar que V; = Span [D(£2) N Wl]HO(Q) e Vo = Span [D(Q2) N W] sao

conjuntos estaveis relacionados ao modelo (3.90) (em verdade, provaremos um resultado

similar ao Lema 3.1 de [5], o que provara a afirmacao).
3.4.2 Boa Colocagao

Estudaremos o seguinte problema de valor inicial e de fronteira

OPu — Au +/ g(s)div[a(z)Vu(-,t — s)] ds+b(x)0wu = f(u) em Q x (0,00),
0
u =0 sobre 002 x R,

u(z,s) = u’(z,s), Ou(x,s) =0u’(z,s), (z,s) € N x (—o0,0],
(3.90)

em que todas as suposicoes para este modelo, sao as mesmas das feitas para o modelo

(3.1).
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Definimos a nova variavel  como em (3.2) e, utilizando (3.3) e (3.4), reescrevemos o

modelo (3.90) como o modelo auténomo

Otu — div[k(x)Vu] — /Ooog(s)div[a(a:)Vnt(-, s)] ds+b(x)0wu = f(u) em Q x (0,00),

om + 0sm = 0w em 2 x (0,00) x (0,00),
u=0 sobre 90 x (0,00), n =0 sobre 99 x (0,00) x (0,00),

u(z,0) = ug(z), du(r,0) =ui(x), °(x,s) =no(z,5), v€Q, sec(0,00),

\nt(aj,O) =0, z€Q, tel0,00),
(3.91)

em que

up(x) = u’(2,0), = €Q,
uy(7) = 0’ (x,t)|1=0, T € Q,

n°(x,s) = u’(x,0) —u’(x, —s), (x,5) € N x(0,00).
Seja Vi := D(2) N Wi, o qual é um simples conjunto que ndo é um espago vetorial.
Definimos os seguintes espacos vetoriais

——H1 72
Vi :=Spanl;, Vj:= i‘HO(Q) e H := V{‘L @

)

72
Observamos que V; C Vi C Vi C Hy, o que implica em VlL @ _ H,. Além disso, é

facil mostrar que V; N H.

Considerando os espagos definidos em (3.8) e (3.9), podemos definir o espago de fase

Hy = Vi x Hy x L2(Ry; Hy), munido com a norma dada por
(e, v, )5, = Mull§ + 110115 + [l L e, )

Consideramos

D(A) = {(u,v,n) € 7-[1/ veVy, o€ L;(RJF;H;),U(O) =0,

div]k(z)Vu] + /Ooog(s)div[a(x)Vn(s)] ds € Hl}

157



e os operadores nao lineares A : D(A) C H; — H, dado por

AU = | —div]k(z)Vu] — /Ooog(s)div[a(x)Vn(s)] ds+b(x)v

Osn — v

e B : H; — Hi, dado por B(u,v,n) = (0,—f(u),0). Nesse sentido, estamos aptos a

reformular o modelo (3.91) no seguinte problema de Cauchy em H;

% Ut) + AU(t) + BU() = 0, ¢ >0,

U(O) = (U0>U17770) = U07

em que U(t) = (u(t), wu(t), n(t)).

O operador A é maximal mono6tono e o operador B estd bem definido e é localmente

Lipschitz ao fazermos as devidas substituicoes como na Sec¢ao 3.1.

Nesta perspectiva, utilizando o Teorema 1.59, nosso resultado de existéncia de solugao

local no tempo ¢ dada pelo seguinte teorema:

Teorema 3.13 (Local no tempo). Assumindo as Suposicoes 3.1, 3.3 e 3.4, temos que o

modelo (3.91) gera um semigrupo nao linear sobre #;. Além disso,

i) Se (ug,u1,m0) € Hi, existe uma tunica solugao generalizada
u € C ([0, Tnax) ; Vi) N C* ([0, Trnax) s H1) , 1 € C ([0, Thax) ; L2 (Ry5 Hy)) -
ii) Se (ug,u1,n9) € D(A), existe uma tnica solugao forte
(u, Opu,n) € W ([0, Tax) 5 ; Hi) -

Para obter a extensao global de solu¢do do modelo (3.91), tomamos (ug, u1,1m0) € Hq

fixo, porém arbitrario, entao existe (uok, Uik, Mox)ven C Vi X Vi x D(R,; H}) tal que

k
(UOka Ulkﬂlok) i;) (UO,U17 770) el 7-[1'

158



Assim, consideramos a seguinte sequéncia de modelos aproximados:

[ 92, — div[i(2)Vus] — /0 " g()div[a(z) Vit (-, 5)] ds

+ b(x)Oyur = f(ux) em € x (0,00),
Ok + Osnie = Opuy, em €2 x (0,00) x (0, 00),
u, = 0 sobre 00 x (0,00), n =0 sobre 0 x (0,00) x (0, 00),

uk<x70) = Uok(l’), atuk(x,()) = ulk(x)7 7]2(.73,5) = 77016('7"75)7 YRS Qa s € (07 OO);

\77};(35,()) =0, z€Q, tel0,00),
(3.92)

em que, para cada k € N, o modelo(3.92) possui uma tnica solu¢ao na classe

(Uk, atukv 77/6) Wl OO(O Tk H )

) max)’

Procedendo como na Secao 3.1, obtemos o funcional de energia associado ao modelo

1 /e
Eukﬁik( ) - 5 |:||8tuk ||L2(Q + H vuk ‘ L2 Q):|

—/QF(Uk(t))dX—F% /0009(8)/QCL(SE)!VTIZ\2 dxds

1 1 [
— 5 1)y + 5 [ 9(6) [ alw) VP axds +7(us(0)
0

aproximado dado por

e a identidade de energia para o modelo aproximado é

to
By (t2) — By, (t1) / / / \Vnk\Q dx dsdt —/ / b(x)atuz(t) dx dt,
t Ja

1

para todo 0 < t; <ty < TF

max”

Uma importante ferramenta para a obtencao da extensao global de solucao para o

modelo (3.91) é dado pelo seguinte lema:

Lema 3.14. Nas hipoteses do Teorema 3.13 e admitindo a Condi¢gao de Ambrosetti—
Rabinowitz (Suposi¢ao 3.2), se (uok, Uik, Mok )ken C Vi X Vi X D(Ry; HY) e By, (0) < d,
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para cada k € N, obtemos

up(t) € VY, Vte [0,Tr,), (3.93)
2 20d i
H\/fa(-)Vuk(t)HLQ(Q) <5 Ve [0Th,). (3.94)

Observacao 3.15. A demonstracao do Lema 3.14 é essencialmente a mesma da prova do

Lema 2.26, por isso, serd omitida aqui.

Agora, tendo em mente as hipoteses do Lema 3.14 e que ux(t) € Vy, para todo

te [O Tk ), g(s)s > 0, para s # 0 e a(-) é ndo negativa, da identidade de energia, temos

) max

2

5 10Ol + | Vali v

} < E,,(0)

- % Hmvuk(t)’ ;(Q) + /Q F(uk(t)) dx

(2.1<31>d+ 0d N 2d  26d
- 0—2 6—-2 6-2

LZ(R4;L2(Q))

para todo t € [0,7F,.).

? max

Neste sentido, para cada k € N, a solucao (u, nr) do modelo aproximado (3.92) nao
sofre blow-up em tempo finito, i.e., Ty, = 0co. Assim, podemos estender as solucoes a
todo o intervalo [0,00). Munido dessa propriedade, é possivel obter a extensdo para o

modelo original (3.91) com (ug, u1,10) € Hi, 0 que nos permite obter o seguinte teorema:

Teorema 3.16 (Global no tempo). Assumindo as hipoteses do Teorema 3.13, a Suposigao
3.2, (ug,u1,m0) € H1 e E,,(0) < d, entao a solucao (u,n) do modelo (3.91), dada pelo

Teorema 3.13, pode ser estendida a [0, 00). Além disso, u(t) € V;, para todo ¢ > 0.

Com o intuito de obtermos a Desigualdade de Observabilidade para o modelo (3.91)

(via modelo equivalente (3.92)), consideramos a seguinte sequéncia de modelos aproxima-
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dos com termos fonte truncados:

(

Oy, — div[r () V] —/ g(s)div]a(z)Vni(-,s)] ds
0
+ b(z)Opur, = fr(ur) em £ x (0,00),
Ok + Osm = Opur, em Q x (0,00) x (0, 00),
ur =0 sobre 09 x (0,00), m =0 sobre 90 x (0,00) x (0, 00),

Uk(l’,O) = Uok(l‘), 8tUk(fL’, 0) = Ulk(l'), 772(5575) = UOk(xvs)a T e Qv s € (Oa OO),

\7712(1‘70) =0, z€Q, tel0,00),
(3.95)

em que (ugk, Uk, Mox) ¢ tomado em Vi x Vi x D(Ry; H}) convergindo para (ug, u1,10) em

Hi e, para cada k € N, f; é definido como em (2.19) o qual é globalmente Lipschitz.

Seguindo os mesmos passos utilizados anteriormente e procedendo como na obtenc¢ao

do Teorema 3.16, podemos obter o mesmo resultado para o modelo truncado (3.95), seu

Bun ) = 5 1000y + | Ve vato), |
- [ Atwyaxes [ o) [ a@ivip asds

funcional de energia é dado por

e satisfaz a identidade de energia dada por

to [e%¢} to
o (t2) — Bup (1) = / / / ¢ (s)a(@)| VL dxdsdt — / / b(a) Oyl (1) dx dt,
t1 0 9]

t1 Q

para todo 0 < t; <ty < 00.
3.4.3 Estabilidade assintdtica

Para obtermos a estabilidade assintotica para o modelo (3.91), podemos repetir os
mesmos passos utilizados na Subsescao 3.3.1. No entando, algumas particularidades deste

caso requerem alguns apontamentos na prova do seguinte lema.

Lema 3.17 (Desigualdade de Observabilidade - Truncado). Sejam r, R > 0 (como da-
dos em (3.45)), T > Ty, k > 1 ¢ R = max{R,d}. Sob as hipoteses do Teorema 3.16 ¢

admitindo a Suposicao 3.6, existe C' = C(k‘,r,é,T) > ( tal que a correspondente solu-
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¢ao (ug,mx) de (3.95) com (ugk, urk, nox) € Vi x Vi x D(R,; H!) longe da origem (i.e.,
verificando (3.45)) satisfaz a Desigualdade de Observabilidade

T o) T
Fun (0) < C [/ / —g'(s)/a(a;)\vn,g<s)|2dx ds dt+/ /b(m)\@tuk(t)FdX dt| |
o Jo Q 0o Jo
(3.96)
Ainda, se (uok, w1k, Nor) — (uo,u1,m0) em Hy, com (ug,u1,m0) € Hi e 7 < E,,(0) < }AB,

entao existe T > Tj tal que C' pode ser escolhido independente de k, sempre que T > T™.

FEsbogo da demonstracao. O indice kg € N é estabelecido como para o Lema 3.11.(acima
das desigualdades (2.63)). Supondo que (3.96) seja falso, existe T' > T, e uma sequéncia
(upr,mi) de solugoes de (3.95) tal que

/OT /OOO —9’(8>/Qa(af)lvnzl(w, s)[? dx ds dt+/0T/Qb(x)|8tuZL(x,t)\2dx dt

lim =0.
m—>+00 EuL"mZ‘ (0)
(3.97)
Utilizando a Condi¢do de Ambrosetti-Rabinowitz, obtemos —F(t) < 0, logo
_]‘ m |2 m |2
By (0) =5 i ulk]” + k(x) [Vugy|” dx
1 [ m
— / Fr(ug;,) dx —|—§/ g(s) / a(x) |Vnoe|™ dx ds
Q 0 Q (3.98)

1 m |2 m |12 m (12
55 [Hulka(ﬂ) + [ Vugy |2 + H770kHLg(R+;H;)]

S ugrs uik mor)llay, < R, VmeN.

Além disso, utilizando a Condicao de Ambrosetti-Rabinowitz e lembrando que 6 > 2 e

ug, € Vi, segue que

1 m m
B (©)> 5 [ 1+ o) [V ax
1 ma m 1 [ m
[ rggax el [ o(s) [ ate) [V dxas
0 0 0 (3.99)
1 ) 1 )
2 Il + 5 [ IV — [ A ax

o2
~ 5 [ufkllz20) > 0
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Assim, de (3.6), (3.97) e (3.98), deduzimos

lin U/ / \vnk(“)\?dxdgdwf/ ()]0 (z, £)[? dxdt| = 0.
m—r—+0o0

Além disso, do funcional de energia do modelo truncado e de (3.98), existe uma

subsequéncia de (u}", 7")men (a qual continuaremos denotando por (u}’, n}")men) tal que

ul® = oy, em L (0,T;Vy), m — oo
Opu’ X Quy, em L*(0,T;Hy), m — o0

upt — ug em L™ (0,75 LYQ)), m— oo, Vqg>2.

Neste ponto, dividimos o esboco da nossa demonstracao em dois casos. A saber:

up # 0 e u, = 0.
Caso 1: up # 0

Todos os passos desde caso sao similares aos andlogos do Lema 3.11, fazendo algumas

substituigoes necessarias. Em particular, obtemos uma equagao similar a (3.55), a saber,
OPuy — div]k(2)Vug) = fi(ug) em L*(0,T; V)
e Oyu, = 0, para todo k € N. Além disso, deduzimos que
—div[r(z)Vug(t)] = fe(ug(t)) em V{ q.s. em (0,7).
Assim, uma vez que u(t) € V1 q.s. em (0,7, temos
/QK(JZ) V()] dx = /ka(uk(t))uk(t) dx,

que implica em ug(t) € N (variedade de Nehari), mas do Lema 3.14, ux(t) € V; e da

suposi¢ao deste caso, u(t) # 0, para todo t > 0, entdo obtemos uma contradi¢ao.
Caso 2: up, =0

Neste caso, notamos que o, = [Eum ,m (0)] 2 esta bem definido, uma vez que (3.99)
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é valido.

Apresentamos aqui, um argumento que difere do anélogo ao presente no Lema 3.11,

a saber,
T—e
. mi2 m
T € T—e
= mngrrloo / z)| Vo' :mE)IJIrloo /Q—fk up' gt dxdt = 0, (3.100)

em que a convergéncia ocorre, uma vez que (3.77) e (3.78) sao validos.

Por outro lado, da Condi¢ao de Ambrosetti-Rabinowitz, deduzimos

T—e T—¢
0<— /F,C uy' dxdt<—/ /f;C upt) oyt dx dt,

entao,

1 T—e T—e
0< lim —- /Fk(u?)dxdt < lim /fk up' vt dxdt = 0.
Q

m——+00 042 m—>+00 am

Utilizando (3.100), obtemos

m—r+00 (1/2

1 T—e
lim —- /Fk(u?) dxdt = 0.
Q

Com isso, a demonstracao segue similar a do Lema 3.11. [
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