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Resumo

Neste trabalho, estudamos a boa colocação e o comportamento assintótico de solu-

ções de dois problemas associados à equações da onda com termos fonte de crescimentos

exponenciais e amortecimentos não lineares localmente distribuídos postos em domínios

limitados do R2. No primeiro problema, discutimos a boa colocação global no espaço ener-

gético e decaimento uniforme da energia para o caso defocusing (+f(u)) e uma dicotomia

entre existência global/decaimento uniforme e blow-up (para o caso do amortecimento

total) para o caso focusing (−f(u)) para soluções com a energia menor que d (d é o nível

do Teorema do Passo da Montanha). No segundo problema, consideramos uma equação

da onda com amortecimento viscoelástico sujeita a um efeito viscoelástico localmente dis-

tribuído e suplementada com um amortecimento friccional localmente distribuído, no qual

estudamos os mesmos comportamentos do problema anterior, com exceção do fenômeno

de blow-up. Em ambos os casos, damos provas baseadas no truncamento dos problemas

originais e as passagens aos limites, a �m de obter de uma vez só, as identidades de energia

bem como as Desigualdades de Observabilidade, os quais são os ingredientes essenciais

para obtermos as taxas de decaimento uniforme das energias. Uma vantagem das nossas

provas é que as taxas de decaimento são independentes dos termos fonte não lineares.

Palavras-chave: Equação da onda; termo fonte exponencial; amortecimento friccional

não linear localizado; amortecimento viscoelástico não linear localizado; taxas de decai-

mento uniforme.



Abstract

In this work, we study the well-posedness and asymptotic behavior of solutions for

two problems associated with wave equations with exponential growth source terms and

locally distributed nonlinear dampings posed in bounded domains of R2. In the �rst

problem we discuss the globally well-posedness in the energy space and uniform decay of

the energy to the defocusing case (+f(u)) and a dichotomy into global existence/uniform

decay and blow-up (for full damping) to the focusing case (−f(u)) for those solutions with

energy less than d (d is the level of the Mountain Pass Theorem). In the second one, we

consider a viscoelastic damped wave equation subject to a locally distributed viscoelastic

e�ect and supplemented with a locally distributed frictional damping in which we study

the same behavior as in the previous problem except the blow-up phenomenon. In both

cases we give proves based on the truncation of the original problems and passages to

the limit in order to obtain in one shot, the energy identities as well as the Observability

Inequalities, which are the essential ingredients to obtain uniform decay rates of energies.

One advantage of our proves is that the decay rates are independent of the nonlinearities

source terms.

Keywords: Wave equation; exponential source term; localized nonlinear frictional dam-

ping; localized nonlinear viscoelastic damping; uniform decay rates.
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Introdução

Nesta tese estudamos aspectos intrínsecos de alguns problemas de valor inicial e de

fronteira em que o termo fonte f possui um crescimento exponencial. A saber,



∂2
t u−∆u± f(u) + a(x)g(∂tu) = 0 em Ω× (0,+∞),

u = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x) em Ω,

∂tu(x, 0) = u1(x) em Ω,

(0.1)

em que Ω é um domínio limitado do R2, com fronteira suave ∂Ω, as funções f , a e g

são o termo fonte, a localização da região efetiva do amortecimento e o amortecimento,

respectivamente e ainda,


∂2
t u−∆u+

∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇u(·, t− s)] ds +b(x)∂tu+ f(u) = 0 em Ω× (0,∞),

u = 0 sobre ∂Ω× R,

u(x, s) = u0(x, s), ∂tu(x, s) = ∂tu
0(x, s), (x, s) ∈ Ω× (−∞, 0],

(0.2)

em que Ω é um domínio aberto, limitado e conexo de R2, com fronteira suave ∂Ω. Aqui,

g representa o núcleo da memória, a é uma função suave e positiva sobre uma vizinhança

inteira de ∂Ω, b(·) ≥ 0 é uma função limitada agindo efetivamente sobre uma vizinhança

de ∂A em que A = {x ∈ Ω
/
a(x) = 0} e u0 : Ω× (−∞, 0]→ R descreve a história passada

de u.

Estimativas de taxas de decaimento para o funcional de energia associadas as soluções

de equações da onda com amortecimentos localizados vem sendo amplamente estudadas

por muitos autores, sob diferentes situações. Dentre os trabalhos realizados sobre este



tema, temos os trabalhos [2], [9], [13], [17], [24], [32], [44], [45], [46], [50], [54], [56], [62]

e [68]. Destacamos o trabalho de [68, Zuazua], em que o autor prova o decaimento

exponencial uniforme do funcional de energia associado as soluções de uma equação da

onda, reduzindo o problema ao uso de um Princípio de Continuação Única provado por [59,

Ruiz].

O termo fonte f que é continuamente diferenciável, possui um crescimento exponen-

cial, isto é, majorado da seguinte forma

∣∣f (i)(t)
∣∣ ≤ Cβ eβt

2

, ∀t ∈ R, i = 0, 1.

Empregando a Desigualdade de Trudinger�Moser (ver [52] e [63]), conseguimos estimar o

majorante exponencial do termo fonte, isto é, para u ∈ H1
0 (Ω), existe C > 0 tal que

sup
‖u‖

H1
0(Ω)
≤1

∫
Ω

eαπ|u(x)|2 dx ≤ C, ∀α ≤ 4π.

O desenvolvimento deste estudo se restringe à dimensão 2 justamente por conta da Desi-

gualdade de Trudinger�Moser.

A falta de resultados de continuação única para domínios gerais torna bastante difícil

lidar com os termos não lineares na passagem ao limite e obter propriedades de continu-

ação única do problema 0.1. É importante notar que isso nos leva a uma nova estratégia

para estabilizar equações de ondas amortecidas localmente, direcionando o nosso trabalho

inicial à problemas aproximados, em que o termo fonte é Lipschitz contínuo. Mais espe-

ci�camente, em vez de abordarmos o problema 0.1, consideramos a seguinte sequência de

problemas truncados:



∂2
t uk −∆uk ± fk(uk) + a(x)g(∂tuk) = 0 em Ω× (0,+∞),

uk = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

uk(x, 0) = u0k(x) em Ω,

∂tuk(x, 0) = u1k(x) em Ω,

(0.3)

em que (u0k, u1k) é tomado como elemento de uma sequência convergindo para (u0, u1) em

espaços adequados e, para cada k ∈ N, de�nimos uma sequência de truncamentos para

2



de f , dada por fk : R −→ R com

fk(s) :=


f(s), |s| ≤ k,

f(k), s > k,

f(−k), s < −k.

A partir dos modelos aproximados, construiremos uma sequência de soluções (uk)

para o problema (0.3) com seus correspondentes índices, que possuem as propriedades

desejadas de existência global, unicidade e regularidade forte (no sentido de semigrupos

não-lineares) que nos conduzirão, na passagem ao limite, a uma solução do problema ori-

ginal (0.1). Neste sentido, nos concentramos no decaimento uniforme das soluções desses

modelos aproximados, para o qual utilizaremos fortemente a teoria de análise microlo-

cal. Isto é, consideravelmente mais simples do que trabalhar com o modelo não linear.

Com isso, poderemos obter uma Desigualdade de Observabilidade para o problema (0.1)

e estabelecer o decaimento uniforme da energia (e suas taxas) a partir de uma equação

diferencial ordinária não linear, conforme o trabalho de [44, Lasiecka e Tataru].

Além disso, é possível fazer um estudo aprofundado para o caso focusing (−f(u))

utilizando argumentos semelhantes aos utilizados em [5, Alves e Cavalcanti]. Tomando os

dados iniciais no poço potencial, por um lado, pode-se obter a existência global de solução

e o decaimento uniforme da energia, por outro, podemos obter o blow-up em tempo �nito

da norma da solução para o problema com amortecimento (a ≡ 0).

Em [28] e [66], os autores estudam a Desigualdade de Trudinger�Moser para varieda-

des Riemannianas, compactas, sem bordo de dimensão 2, ferramenta fundamental (junto

com as imersões de Sobolev) para uma generalização dos resultados anteriores para esses

ambientes e para as funções no espaço H1(M) com média nula, isto é,
∫
M
u dM = 0.

A seguir, apresentamos um resumo dos trabalhos existentes na literatura relacionados

à equações com memória que nortearam o nosso estudo. Sobre a existência de soluções

e o comportamento assintótico dos problemas viscoelásticos, começamos citando o artigo

de Dafermos [30], um dos precursores no estudo da equação da onda sujeita à história

passada. Em Renardy, Hrusa e Nohel [57], os autores estudam a existência de solução em

várias classes bem como as propriedades das soluções para as equações que modelam os

3



movimentos de materiais com memória.

Quando há dissipação viscoelástica efetiva em todo o domínio, Alabau�Boussouira,

Cannarsa e Sforza [4] apresentaram um método uni�cado para a obtenção de estimati-

vas para o decaimento de equações de evolução integro-diferencial de segunda ordem, ao

passo que em [3], Alabau�Boussouira e Cannarsa obtiveram taxas de decaimento assu-

mindo condições mais gerais e, quando aplicadas em exemplos concretos, são taxas ótimas.

Também Lasiecka, Messaoudi e Mustafa [43], estudaram a equação da onda viscoelástica

abstrata em que o núcleo da memória veri�cava certas hipóteses de crescimento.

Quanto às equações viscoelásticas com memória e história passada, Liu e Liu [49]

apresentaram taxas de decaimento de energia exponencial para o modelo Kelvin�Voigt

levando em conta funções coe�cientes suaves para o modelo de Boltzmann com desconti-

nuidade das propriedade dos materiais nas interfaces.

Fabrizio, Giorgi e Pata em [35], consideraram uma versão abstrata da equação de

evolução

∂2
t u(x, t)−∆

[
G(0)u(x, t) +

∫ ∞
0

G′u(x, t− s) ds

]
= 0,

em queG : R+ → R+ é uma função convexa crescente. Neste estudo, os autores discutiram

uma abordagem nova para as equações com memória, baseada na nova noção de estado.

Esta é a con�guração inicial do sistema no tempo t = 0, o qual pode ser determinado pelo

conhecimento do sistema para tempos positivos.

Ainda, quando tanto a dissipação friccional quanto a viscoelástica estão presentes,

podemos referenciar os trabalho de Cavalcanti e Oquendo [26], de Cavalcanti et al. [19]

e [15] e o de Guo et al. [39] e [38], em que em [38] os autores investigam a existência global

de soluções para a equação da onda viscoelástica com não linearidades supercríticas e

em [39] obtiveram o decaimento da energia para um sistema de equações de ondas com

dissipação e termos de fonte com crescimento supercrítico.

Já para a equação da onda sujeita à efeitos viscoelásticos localizados, a literatura é

reduzida. Neste contexto, podemos referenciar os trabalhos de Muñoz�Rivera e Salva-

tierra [53] e Cavalcanti et al. [22], mais recentemente. No primeiro trabalho, os autores

consideram um modelo viscoelástico com memória curta, enquanto no segundo, os autores

consideram a equação da onda com memória localizada e história passada com termo de

4



fonte semilinear e crescimento subcrítico.

Tendo nos baseado no trabalho de Domingos Cavalcanti et al. [27], combinamos o

termo de memória localizada, mas agora com o termo fonte de crescimento exponencial

e, após uma transformação do modelo (0.2) em um outro modelo autônomo equivalente,

obtivemos a existência global de soluções bem como o comportamento assintótico do

funcional de energia (utilizando métodos semelhantes aos dos necessários para o problema

0.1). Os resultados deste estudo foram obtidos por Simion Antunes, J. G., Cavalcanti, M.

M., Domingos Cavalcanti, V. N. e Vicente, A. e publicados em [61].

Este trabalho está organizado da seguinte maneira:

• O Capítulo 1 é composto da apresentação das de�nições e resultados preliminares,

indispensáveis para uma boa compreensão do estudo realizado nos demais capítulos.

• No Capítulo 2 procedemos da seguinte forma:

� Obtemos a existência local de solução para a equação da onda no caso defo-

cusing (+f(u)), apresentamos uma sequência de problemas truncados (termos fonte

truncados), obtemos a extensão global de solução e a identidade de energia via

passagem ao limite, além das Desigualdades de Observabilidade para o problema

truncado (utilizando técnicas da teoria de análise microlocal) e para o problema ori-

ginal (via densidade). Por �m, apresentamos o resultado de estabilidade assintótica

e as taxas de decaimento uniforme para o caso defocusing;

� Para o caso focusing (−f(u)), realizamos o mesmo estudo de boa colocação,

mas considerando uma dicotomia ao tomarmos os dados iniciais no poço potencial:

por um lado, obtemos a existência global e decaimento uniforme para soluções, por

outro, obtemos o fenômeno de blow-up (se o amortecimento for total);

� Por �m, realizamos uma rápida abordagem do caso defocusing, mas agora

posto sobre uma variedade Riemanniana, compacta, sem bordo de dimensão 2.

• O Capítulo 3 é destinado ao estudo da boa colocação e decaimento uniforme para a

solução do modelo da onda com memória localizada em uma estrutura de história

passada, no qual utilizamos os problemas truncados para realizar a passagem ao

limite e obter tanto a identidade de energia, quanto a Desigualdade de Observabili-

dade para tal modelo.
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1

Resultados preliminares

Neste primeiro capítulo apresentaremos as notações, conceitos e resultados técnicos

a serem utilizados no desenvolvimento do nosso trabalho. Em geral, tais resultados são

usuais e com isso, omitiremos boa parte de suas demonstrações. Para um estudo mais

detalhado dos mesmos, veja [1], [12], [16], [25], [34], [42] e [67].

1.1 Espaços Lp(Ω)

De�nição 1.1. Sejam Ω ⊂ Rn e 1 ≤ p < ∞. Denotamos por Lp(Ω) o espaço de

todas as classes de equivalência de funções u : Ω→ R Lebesgue mensuráveis tais que∫
Ω
|u(x)|p dx <∞.

Se p =∞, então denotamos por L∞(Ω) o espaço de todas as funções u : Ω → R

essencialmente limitadas, isto é

L∞(Ω) := {u : Ω→ R / ∃C = C(u) ≥ 0 tal que |u(x)| ≤ C q.s. em Ω}.

Em Lp(Ω), consideramos a norma dada por

‖u‖Lp(Ω) =


(∫

Ω
|u|p dx

) 1
p , se 1 ≤ p <∞,

supp ess |u| , se p =∞.

Assim, pelo Teorema de Riesz�Fischer (encontra-se em [12, p. 93]) temos Lp(Ω) um espaço

de Banach.



Observação 1.2. O supremo essencial de uma função u é dado por

supp ess |u| = inf{C > 0/ |u| ≤ C q.s. em Ω}.

Teorema 1.3. Se 1 ≤ p1 ≤ p2 ≤ ∞ e Ω ⊆ Rn for limitado, então Lp2(Ω) ⊆ Lp1(Ω).

Observação 1.4. Se 1 < p < ∞, o dual de Lp(Ω) pode ser identi�cado com o Lq(Ω),

desde que 1/p+ 1/q = 1. Temos ainda que Lp(Ω) é um espaço re�exivo. No caso p = 1,

o dual de L1(Ω) pode ser identi�cado como o L∞(Ω), contudo o contrário não é válido.

No caso p = 2, podemos de�nir um produto interno em L2(Ω), o qual é dado por

(u, v)L2(Ω) =

∫
Ω

uv dx .

Disso segue que L2(Ω) é um espaço de Hilbert re�exivo.

De�nição 1.5. Denotamos por Lploc(Ω) o conjunto das funções que são localmente p�

integráveis, ou seja, u ∈ Lploc(Ω) se u ∈ Lp(O) para todo compacto O ⊂ Ω.

Agora introduzimos algumas desigualdades clássicas que serão recorrentemente utili-

zadas ao longo deste texto.

Teorema 1.6 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p, q < ∞ tais que 1/p+ 1/q = 1.

Dados a, b ≥ 0, então

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Teorema 1.7 (Desigualdade de Hölder geral). Sejam 1 ≤ pi ≤ ∞ com fi ∈ Lpi(Ω), para

cada 1 ≤ i ≤ k. Se 1/p = 1/p1 + · · ·+ 1/pk = 1, então f = f1 · · · fk ∈ L1(Ω) e

‖f‖L1(Ω) ≤ ‖f1‖Lp1 (Ω) · · · ‖fk‖Lpk (Ω) .

Uma consequência imediata do resultado acima é a famosa desigualdade de Hölder.

Corolário 1.8 (Desigualdade de Hölder). Sejam 1 ≤ p, q ≤ ∞ tais que 1/p+ 1/q = 1.

Se f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω), então fg ∈ L1(Ω) e

‖fg‖L1(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) ‖g‖Lq(Ω) .
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Lema 1.9 (Lions). Seja (un)n∈N uma sequência de funções em Lq(O) com 1 < q < ∞.

Se un → u q.s. em O e ‖un‖Lq(O) ≤ C, para cada n ∈ N, então un ⇀ u em Lq(O).

Demonstração. Ver [47, Lema 1.3, p. 12].

Proposição 1.10 (Gronwall). Sejam ψ ∈ L∞(0, T ) e ϕ ∈ L1(0, T ) tais que ψ(t) ≥ 0,

ϕ(t) ≥ 0 e c ≥ 0 uma constante. Se

ϕ(t) ≤ c+

∫ t

0

ψ(s)ϕ(s) ds, ∀t ∈ (0, T ),

então

ϕ(t) ≤ c e
∫ t
0 ψ(s) ds, ∀t ∈ (0, T ).

Demonstração. Ver [60, Lema 4.2′, p. 179].

1.2 Distribuições e Espaços Funcionais

Neste ponto se faz necessário abordar o conceito de função teste. Estas funções

desempenham um papel vital no estudo de soluções fracas para equações diferenciais

parciais.

De�nição 1.11. Seja φ : Ω ⊆ Rn → R contínua com Ω ⊆ Rn aberto. O suporte de φ é

de�nido como o fecho em Ω do conjunto no qual φ não se anula, ou seja,

suppφ = {x ∈ Ω/φ(x) 6= 0}.

Se ainda, suppφ for compacto, dizemos que φ possui suporte compacto.

De�nição 1.12. Seja Ω ⊆ Rn aberto. O conjunto das funções de�nidas de Ω em R que

são in�nitamente continuamente diferenciáveis em Ω com suporte compacto será denotado

por C∞0 (Ω). O espaço das funções testes de Ω, denotado por D(Ω), é o espaço C∞0 (Ω)

munido da seguinte noção de convergência: Dada uma sequência (φm)m∈N de funções em

C∞0 (Ω) e φ ∈ C∞0 (Ω), dizemos que

φm → φ em D(Ω) (1.1)
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se existir um subconjunto compacto �xo K de Ω tal que suppφm, suppφ ⊆ K para todo

m ∈ N e Dαφm → Dαφ uniformemente sobre K, para todo α ∈ Nn.

De�nição 1.13. Um funcional linear T sobre D(Ω) é dito ser uma distribuição sobre Ω se

para toda φm → φ em D(Ω), tivermos T (φm)→ T (φ) no sentido dado em (1.1). De�nimos

o espaço das distribuições em Ω como sendo o dual do espaço D(Ω), e o denotamos por

D′(Ω). Em D′(Ω) usamos a topologia da convergência pontual sobre o espaço D(Ω).

Assim, as propriedades vetoriais e de convergência deste espaço são dadas por:

(i) 〈S + T, φ〉 = 〈S, φ〉+ 〈T, φ〉 , ∀φ ∈ D(Ω).

(ii) 〈cT, φ〉 = c 〈T, φ〉 , ∀φ ∈ D(Ω).

(iii) Dizemos que (Tn) converge para T em D′(Ω), ou seja, Tn → T em D′(Ω), se para

cada φ ∈ D(Ω) tivermos que 〈Tn, φ〉 → 〈T, φ〉 em R.

Exemplo 1.14. Toda função u ∈ L1
loc(Ω) de�ne uma distribuição Tu, dada por

〈Tu, φ〉 =

∫
Ω

u(x)φ(x)dx, ∀φ ∈ D(Ω).

Observação 1.15. Nem toda distribuição é oriunda de uma função localmente integrável.

A contrapor, podemos considerar a distribuição delta de Dirac centrada em x0, denotada

por δx0 e de�nida por 〈δx0 , φ〉 = φ(x0),∀φ ∈ D(Ω). Para mais detalhes veja [42, p. 7].

De�nição 1.16. Seja T ∈ D′(Ω). Denotamos a α-ésima derivada distribucional de T por

DαT que é dada através de

〈DαT, φ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαφ〉 , ∀φ ∈ D(Ω),

com α = (α1, · · · , αn) multi-índice, |α| = α1+· · ·+αn e Dα o operador diferencial de�nido

por

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 · · · ∂xαnn

.

Observação 1.17. Toda distribuição possui in�nitas derivadas distribucionais e todas

elas são distribuições.
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1.3 Espaços de Sobolev

De�nimos agora determinados espaços de funções, cujos elementos possuem derivadas

fracas de várias ordens em determinados espaços Lp(Ω).

De�nição 1.18. Sejam m > 0 e 1 ≤ p ≤ ∞. De�nimos o espaço de Sobolev Wm,p(Ω)

como o conjunto das funções de Lp(Ω) tal que todas as suas derivadas distribucionais até

ordem m também estão em Lp(Ω), ou seja,

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω)/Dαu ∈ Lp(Ω), para cada |α| ≤ m}.

Com a norma dada por

‖u‖Wm,p(Ω) =



∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu|p dx

 1
p

, se 1 ≤ p <∞,

∑
|α|≤m

supp ess |Dαu| , se p =∞,

o espaço Wm,p(Ω) é de Banach.

Quando p = 2, denotamos Wm,2(Ω) por Hm(Ω). Ainda, Hm(Ω) é um espaço de

Hilbert com produto interno

(u, v)Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω) =
∑
|α|≤m

∫
Ω

(Dαu)(Dαv) dx .

De�nição 1.19. Por Wm,p
0 (Ω) e Hm

0 (Ω) denotamos o fecho de D(Ω) em Wm,p(Ω) e

Hm(Ω), respectivamente, ou seja,

Wm,p
0 (Ω) = D(Ω)

Wm,p(Ω)
e Hm

0 (Ω)m = D(Ω)
Hm(Ω)

.

Proposição 1.20. Se Ω = Rn, então Hm
0 (Rn) = Hm(Rn). Já se Ω ⊆ Rn for limitado,

então Hm
0 (Ω) é um subespaço próprio de Hm(Ω).

Observação 1.21. Como D(Ω) ⊆ Wm,p
0 (Ω) densamente, um funcional linear limitado

em Wm,p
0 (Ω) pode ser visto como uma distribuição. Por outro lado, se f ∈ Lq(Ω) com
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1/p+ 1/q = 1, podemos tomar a distribuição Dαf , para |α| ≤ m, que se estende de forma

contínua ao dual de Wm,p
0 (Ω). Assim, denotamos por W−m,q(Ω) o dual de Wm,p

0 (Ω).

De forma análoga, o dual topológico de Hm
0 (Ω) é o espaço H−m(Ω).Para mais detalhes

veja [42, p. 88].

Apresentamos abaixo a Desigualdade de Poincaré (cujo nome é dado em homenagem

ao matemático francês Henri Poincaré). Essa desigualdade nos permite estimar a norma

Lp(Ω) de uma função em W 1,p
0 (Ω) pela norma Lp(Ω) de seu gradiente com derivada fraca.

Teorema 1.22 (Desigualdade de Poincaré). Seja Ω ⊆ Rn aberto e limitado e 1 ≤ p <∞.

Então, existe C = C(Ω, p) > 0 tal que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C ‖∇u‖Lp(Ω) , ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Observação 1.23.

i) Em H1
0 (Ω), a Desigualdade de Poincaré é dada por ||u||2L2(Ω) ≤ λ−1

1 ||∇u||2L2(Ω), para

cada u ∈ H1
0 (Ω), em que λ1 > 0 é o primeiro autovalor do operador Laplaciano com

condição de fronteira de Dirichlet.

ii) Várias generalizações da Desigualdade de Poincaré são possíveis. Por exemplo, se

Ω for limitado em (ao menos) uma direção, ou ainda, se as funções não se anulam

(no sentido do traço) sobre a fronteira toda, mas somente em uma porção dela em

que se tenha uma medida (n− 1)�dimensional positiva (encontra-se em [42, p. 71]).

iii) Em geral, a Desigualdade de Poincaré não é válida para domínios ilimitados

(encontra-se em [42, p. 71]).

Da Desigualdade de Poincaré, segue que a norma ‖·‖H1(Ω) em H1
0 (Ω) é equivalente a

norma

‖u‖H1
0 (Ω) =

(
n∑
i=1

‖∂xiu‖
2
L2(Ω)

) 1
2

,

e que o espaço H1
0 (Ω) é de Hilbert com o produto interno dado por

(u, v)H1
0 (Ω) =

n∑
i=1

(∂xiu, ∂xiv)L2(Ω) .
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Utilizaremos fortemente o conceito de imersões contínuas e compactas para a obtenção

das soluções dos problemas presentes neste texto. Para isso, fazem-se necessárias tais

de�nições.

De�nição 1.24. Sejam X e Y espaços normados. Dizemos que Y está imerso em X,

e denotamos por Y ↪→ X, se Y for um subespaço vetorial de X. Dizemos ainda que a

imersão de Y em X é

(i) contínua, se existir uma constante C > 0 tal que

‖u‖X ≤ C ‖u‖Y , ∀u ∈ Y ;

(ii) compacta, a qual denotamos por Y
c
↪→ X, se para toda sequência limitada (uk)k∈N

de Y , existir uma subsequência (ukj)j∈N de (uk)k∈N que converge na topologia forte

de X.

Agora apresentamos propriedades de imersão relacionadas aos espaços de Sobolev

Wm,p(Ω). Para isso, de�nimos o expoente crítico p∗ da seguinte forma:

1

p∗
=

1

p
− 1

n
ou p∗ =

np

n− p
.

Note que p∗ > p. Assim, embora saibamos diretamente da de�nição dos espaços de

Sobolev, que Wm,p(Ω) ↪→ Lp(Ω), é uma informação bastante útil sabermos se as funções

de Wm,p(Ω) são mais regulares.

De�nição 1.25. Sejam Ω ⊂ Rn um aberto limitado, para algum n ≥ 2 e k ∈ N. Diremos

que Ω é de classe Ck (Lipschitz), se para cada x0 ∈ ∂Ω existir r > 0 e uma função

Ψ : Rn−1 → R de classe Ck (Lipschitz) tal que, a menos de uma renomeação e reorientação

dos eixos coordenados, caso necessário, vale

Ω ∩B(x0, r) = {x ∈ B(x0, r)/xn > Ψ(x1, . . . , xn−1)}.

Teorema 1.26. Sejam n ≥ 2, 1 ≤ p < ∞ e Ω ⊆ Rn um aberto limitado de classe Cm,

com m ≥ 1. Então temos as seguintes inclusões contínuas:

(i) se 1
p
− m

n
> 0, então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), em que 1

q
= 1

p
− m

n
;
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(ii) se 1
p
− m

n
= 0, então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), em que q ∈ [p,∞);

(iii) se 1
p
− m

n
< 0, então Wm,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

Demonstração. Encontra-se em [42, p. 78]. �

Teorema 1.27 (Rellich-Kondrachov). Seja Ω ⊆ Rn aberto limitado de classe C1, com

n ≥ 2. Então as seguintes imersões são compactas:

(i) se p < n, então W 1,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), em que q ∈ [1, p∗);

(ii) se p = n, então W 1,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), em que q ∈ [1,∞);

(iii) se p > n, então W 1,p(Ω)
c
↪→ C(Ω).

Demonstração. Encontra-se em [42, p. 84�85]. �

Teorema 1.28. Seja u ∈ W 1,p(I) com 1 ≤ p ≤ ∞ e I ⊂ R sendo um intervalo limitado.

Então, existe ũ ∈ C(Ī) tal que

u = ũ q.s. em I

e

ũ(x)− ũ(y) =

∫ x

y

u′(t) dt, ∀x, y ∈ Ī .

Demonstração. Ver [12, Teorema 8.2].

Teorema 1.29 (Regularidade Elíptica). Sejam m um inteiro não negativo e

Lu = −
n∑

i,j=1

∂xj
(
aij(x)∂xiu

)
+

n∑
i=1

bi(x)∂xiu+ c(x)u,

em que aij, bi, c ∈ Cm+1
(
Ω
)
, com i, j = 1, · · · , n. Supondo f ∈ Hm(Ω) e u ∈ H1

0 (Ω) uma

solução fraca do problema de valor de contorno

Lu = f em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

para ∂Ω de classe Cm+2, então u ∈ Hm+2(Ω) e

‖u‖Hm+2(Ω) ≤ C
[
‖f‖Hm(Ω) + ‖u‖L2(Ω)

]
,
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em que C = C(m,Ω, aij, bi, c) > 0.

Demonstração. Ver [34, Teorema 5, p. 323].

Teorema 1.30. Seja u ∈ H1
0 (Ω) tal que div[K(x)∇u(x)] ∈ L2(Ω), em que K(x) é uma

matriz n × n com entradas kij : Ω → R, 1 ≤ i, j ≤ n sendo funções de classe C∞(Ω).

Então, ∫
Ω

div[K(x)∇u(x)] · v(x) dx = −
∫

Ω

[∇u(x)]> ·K(x) · ∇v(x) dx .

Proposição 1.31 (Desigualdade de Jensen). Seja B um hipercubo de Rn, então, para

toda função côncava F e toda função g ∈ L1(B), temos

F

(
1

medB

∫
B

g(x) dx

)
≥ 1

medB

∫
B

F (g(x)) dx .

Demonstração. Ver [58, Teorema 3.3, p. 62]

Lema 1.32 (Strauss). Sejam O um aberto limitado de Rn, n ≥ 1, 1 < q <∞ e (un)n∈N

uma sequência limitada em Lq(O). Se un → u q.s. em O, então u ∈ Lq(O) e un ⇀ u em

Lq(O). Além disso, se 1 ≤ r < q, então un → u em Lr(O).

Demonstração. Ver [12, Exercício 4.16, p. 123].

1.4 Traço de uma função de Hm(Ω)

Se u ∈ C(Ω), podemos obter os valores de u sobre a fronteira Γ de Ω, basta para isto

tomar a restrição u
∣∣
Γ
. Entretanto, se u ∈ Hm(Ω), como a medida n�dimensional de Γ é

nula, não tem sentido, a priori, falar dos valores de u em Γ. O objetivo da teoria de traço

é dar um signi�cado para u
∣∣
Γ
.

Conforme apresentado em [16], existe uma única aplicação

γ : Hm(Ω) →
m−1∏
j=0

Hm−j−1/2(Γ)

u 7→ {γ0u, γ1u, · · · , γm−1u},

denominada aplicação traço, que é linear, contínua, sobrejetiva, com núcleo Hm
0 (Ω), veri-

�cando

γu =

(
u
∣∣
Γ
,
∂u

∂ν

∣∣
Γ
, · · · , ∂

m−1u

∂νm−1

∣∣
Γ

)
, ∀u ∈ D(Ω),
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e admitindo uma inversa à direita γ−1 linear e contínua, isto é, existe uma aplicação linear

γ−1 :
m−1∏
j=0

Hm−j−1/2(Γ)→ Hm(Ω),

que é contínua e satisfaz

γ
(
γ−1ξ

)
= ξ, ∀ξ ∈

m−1∏
j=0

Hm−j−1/2(Γ).

Tomando, em particular, m = 1, temos a aplicação

γ0 : H1(Ω) → H1/2(Γ)

u 7→ γ0u = u
∣∣
Γ
,

que é denominada aplicação traço de ordem zero.

Consideremos H1(Ω) = {u ∈ H1(Ω)
/

∆u ∈ L2(Ω)} munido do produto interno

(u, v)H1(Ω) = (u, v)H1(Ω) + (∆u,∆v)L2(Ω) ,

o que o faz um espaço de Hilbert. A aplicação

γ1 : D(Ω) → H−1/2(Γ)

u 7→ γ1u =
∂u

∂ν

∣∣
Γ
,

pode ser estendida, por continuidade, a uma única aplicação γ1 : H1(Ω) → H−1/2(Γ)

linear e contínua, uma vez que D(Ω) é denso em H1(Ω).

Proposição 1.33. A aplicação traço γ0 : H1(Ω) → H1/2(Γ) é sobrejetiva e, além disso,

ker(γ0) = H1
0 (Ω).

Demonstração. Ver [16, Teorema 2, p. 336].

Para uma exposição completa da teoria do traço nos espaços L2(0, T ;Hm(Ω)) e

H−1(0, T ;Hm(Ω)), veja [51].
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1.5 Topologias Fraca e Fraca ∗, Espaços Re�exivos e

Separáveis

As noções introduzidas nesta seção são clássicas da teoria da análise funcional e

podem ser encontradas em [12] e [25]. Dentre elas, apresentamos algumas propriedades

das topologias fraca e fraca ∗, bem como resultados de convergência nestas topologias

envolvendo a re�exividade e a separabilidade dos espaços. Contudo, não dedicaremos

tempo demasiado nesta apresentação inicial.

Considerando X um espaço de Banach, a topologia fraca σ(X,X ′) sobre X é a topo-

logia menos �na sobre X que torna contínuas todas as aplicações f ∈ X ′.

Seja (un)n∈N uma sequência convergente para u na topologia fraca σ(X,X ′). Quando

não houver possibilidade de confusão, diremos apenas que (un) converge fraco para u e

denotaremos por un ⇀ u em X.

Proposição 1.34. Seja (un)n∈N uma sequência em X. Então

i) un ⇀ u em X se, e somente se, 〈f, un〉 → 〈f, u〉, para todo f ∈ X ′;

ii) Se un → u em X, então un ⇀ u em X;

iii) Se un ⇀ u em X, então (‖un‖X) é limitada e ‖u‖X ≤ lim inf
n→+∞

‖un‖X ;

iv) Se un ⇀ u em X e fn → f em X ′, então 〈fn, un〉 → 〈f, u〉.

Sejam X um espaço de Banach e x ∈ X �xo. Considere a aplicação Jx : X ′ → R que

satisfaz 〈Jx, f〉 = 〈f, x〉, para cada f ∈ X ′, que é linear e contínua, logo Jx ∈ X ′′, para

todo x ∈ X. Deste modo, de�namos a aplicação J : X → X ′′ tal que J(x) = Jx, a qual é

chamada de injeção canônica de X em X ′′.

A topologia fraca ∗, denotada por σ(X ′, X), é a topologia menos �na sobre X ′ que

faz contínuas todas as aplicações Jx.

Seja (fn)n∈N uma sequência convergente para f na topologia fraca ∗ σ(X ′, X). Quando

não houver possibilidade de confusão, diremos apenas que (fn) converge fraco ∗ para f ,

ou simbolicamente fn
∗
⇀ f em X ′.
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Proposição 1.35. Seja (fn)n∈N uma sequência em X ′. Então

i) fn
∗
⇀ f em X ′ se, e somente se, 〈fn, u〉 → 〈f, u〉, para todo u ∈ X;

ii) Se fn → f em X ′, então fn ⇀ f em σ(X ′, X ′′);

iii) Se fn ⇀ f em σ(X ′, X ′′), então fn
∗
⇀ f em X ′;

iv) Se fn
∗
⇀ f em X ′, então (‖fn‖X′) é limitada e ‖f‖X′ ≤ lim inf

n→+∞
‖fn‖X′ ;

v) Se fn
∗
⇀ f em X ′ e un → u em X, então 〈fn, un〉 → 〈f, u〉.

Um dos principais objetivos do estudo da convergência fraca ∗ está no fato de que

a bola unitária fechada em X ′, que nunca é compacta na topologia forte (a menos que

dimX <∞), é sempre compacta na topologia fraca ∗.

Teorema 1.36 (Banach�Alaoglu�Bourbaki). A bola unitária fechada é compacta na to-

pologia fraca ∗ de X ′.

De�nição 1.37. Dizemos que um espaço de Banach X é re�exivo se o operador

J : X → X ′′ for um isomor�smo isométrico.

De�nição 1.38. Seja X um espaço topológico. Dizemos que X é separável se existir um

conjunto M ⊆ X que seja denso e enumerável em X.

Teorema 1.39. SejaX um espaço de Banach tal queX ′ é separável. EntãoX é separável.

Teorema 1.40. Sejam X um espaço de Banach separável e (fn)n∈N uma sequência limi-

tada em X ′. Então existe uma subsequência (fnk)k∈N que converge na topologia fraca ∗

(σ(X ′, X)).

Teorema 1.41. Sejam X um espaço de Banach re�exivo e (xn)n∈N uma sequência li-

mitada em X. Então existe uma subsequência (xnk)k∈N que converge na topologia fraca

(σ(X,X ′)).

1.6 Espaços Funcionais a Valores Vetoriais

Nesta seção iremos determinar espaços envolvendo as variáveis temporal e espacial,

os quais se fazem necessários para dar sentido a problemas de evolução.
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Para t ∈ (0, T ) �xo, interpretamos a função x 7→ u(x, t) como um elemento do espaço

X. Denotaremos este elemento como u(t) ∈ X com valores no espaço X.

Seja X um espaço de Banach e T > 0. De�nimos:

i) O espaço Lp(0, T ;X), 1 ≤ p <∞, consiste das funções (classes) mensuráveis sobre

[0, T ] com imagem em X, ou seja, as funções u : (0, T )→ X tais que

‖u‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖u(t)‖pX dt

) 1
p

<∞.

ii) O espaço L∞(0, T ;X) consiste das funções (classes) mensuráveis sobre [0, T ] com

imagem em X, ou seja, as funções u : (0, T )→ X limitadas quase sempre em (0, T ).

A norma neste espaço é dada por

‖u‖L∞(0,T ;X) = supp ess ‖u(t)‖X .

iii) O espaço Cm([0, T ];X), m = 0, 1, 2, · · · , consiste de todas as funções contínuas

u : [0, T ]→ X que possuem derivadas contínuas até a ordem m sobre [0, T ]. A

norma neste espaço é dada por

‖u‖ =
m∑
i=0

max
t∈[0,T ]

∣∣u(i)(t)
∣∣ .

Proposição 1.42. Sejam m = 0, 1, · · · , 1 ≤ p <∞ e X e Y espaços de Banach.

i) Cm([0, T ];X) é um espaço de Banach sobre K;

ii) Lp(0, T ;X) e L∞(0, T ;X) são espaços de Banach sobre K;

iii) C([0, T ];X) é denso em Lp(0, T ;X) e a imersão C([0, T ];X) ↪→ Lp(0, T ;X) é contí-

nua;

iv) SeX é um espaço de Hilbert com produto interno (·, ·)X , então L2(0, T ;X) é também

um espaço de Hilbert com o produto interno

(u, v)L2(0,T ;X) =

∫ T

0

(u(t), v(t))X dt;
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v) Lp(0, T ;X) é separável se X for separável;

vi) O espaço Lp(0, T ;X) é re�exivo se 1 < p <∞;

vii) Se X ↪→ Y , então Lr(0, T ;X) ↪→ Lq(0, T ;Y ), para 1 ≤ q ≤ r ≤ ∞.

Proposição 1.43. Seja X um espaço de Banach. Para todo u ∈ L1(0, T ;X) vale∥∥∥∥∫ T

0

u(t) dt

∥∥∥∥
X

≤
∫ T

0

‖u(t)‖X dt .

Teorema 1.44. Sejam X um espaço de Banach re�exivo e separável, 1 < p, q <∞ com

1/p+ 1/q = 1 e 0 ≤ T <∞. Vale que:

i) Se u ∈ Lp(0, T ;X), então

〈
v,

∫ T

0

u(t) dt

〉
=

∫ T

0

〈v, u(t)〉 dt, ∀v ∈ X ′;

ii) Se u ∈ Lp(0, T ;X ′), então

〈∫ T

0

u(t) dt, v

〉
=

∫ T

0

〈u(t), v〉 dt, ∀v ∈ X.

Utilizando o Teorema 1.44 é possível concluir que o espaço dual de Lp(0, T ;X) é o

espaço Lq(0, T ;X ′), em que 1/p+ 1/q = 1.

Seja X um espaço de Banach. Denotaremos pro D(0, T ;X) o espaço localmente

convexo e completo das funções vetoriais φ : (0, T ) → X in�nitamente continuamente

diferenciáveis com suporte compacto em (0, T ). Dizemos que uma sequência (φn)n∈N é tal

que φn → φ em D(0, T ;X) se:

i) Existe um compacto K de (0, T ) tal que suppφn, suppφ ⊂ K, para todo n ∈ N;

ii) Para cada k ∈ N,
dk

dtk
φk(t)→

dk

dtk
φ(t) em X, uniformemente em t ∈ (0, T ).

O espaço das aplicações lineares contínuas de D(0, T ) = D(0, T ;R) em X será deno-

tado por D′(0, T ;X), ou seja, S ∈ D′(0, T ;X) se S : D(0, T ) → X é linear e se φn → φ

em D(0, T ) implicar que 〈S, φn〉 → 〈S, φ〉 em X. Diremos que Sn → S em D′(0, T ;X) se
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〈Sn, φ〉 → 〈S, φ〉, para cada φ ∈ D(0, T ). O espaço D(0, T ;X) munido de tal convergência

é denominado espaço das distribuições vetoriais de (0, T ) com valores em X.

Seja X um espaço de Hilbert. Denotaremos por H1
0 (0, T ;X) o espaço

H1
0 (0, T ;X) = {u ∈ L2(0, T ;X)

/
u′ ∈ L2(0, T ;X) e u(0) = u(T ) = 0}

que também é um espaço de Hilbert quando munido com o produto interno

(u, v)H1
0 (0,T ;X) =

∫ T

0

(u(t), v(t))H dt +

∫ T

0

(u′(t), v′(t))H dt .

Identi�cando L2(0, T ;X) com o seu dual [L2(0, T ;X)]
′ via Teorema de Riesz, obtemos

a seguinte cadeia de imersões

D(0, T ;X) ↪→ H1
0 (0, T ;X) ↪→ L2(0, T ;X) ↪→ H−1(0, T ;X) ↪→ D′(0, T ;X),

em que H−1(0, T ;X) = [H1
0 (0, T ;X)]

′.

Lema 1.45 (Compacidade Sequencial Fraca ∗). Seja X um espaço de Banach re�exivo

e separável. Então, toda sequência limitada (un)n∈N em L∞(0, T ;X ′) admite uma sub-

sequência, digamos (un′)n′∈N′ com N′ ⊂ N, satisfazendo

un′
∗
⇀ u em L∞(0, T ;X ′), quando n′ →∞,

ou seja, para todo v ∈ L1(0, T ;X), temos

∫ T

0

〈un′(t), v(t)〉X′,X dt→
∫ T

0

〈u(t), v(t)〉X′,X dt, quando n′ →∞.

Demonstração. Ver [67, Problema 23.12, p. 449].

Lema 1.46 (Lions�Magenes). Sejam X e Y espaços de Banach em que X é re�exivo e

X ↪→ Y . De�nimos Cw(0, T ;Y ) como sendo o espaço das funções ξ ∈ L∞(0, T ;Y ) que são

escalarmente contínuas de [0, T ] 7→ Y , ou seja, funções tais que a aplicação t→ 〈y∗, ξ(t)〉

é contínua em [0, T ], para cada y∗ ∈ Y ′. Então,

L∞(0, T ;X) ∩ Cw(0, T ;Y ) = Cw(0, T ;X).
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Demonstração. Ver [48, Lema 8.1, p. 297]

Proposição 1.47 (Lions). Sejam X e Y espaços de Banach em que X ↪→ Y . Se tivermos

u ∈ Lp(0, T ;X) e ∂tu ∈ Lp(0, T ;Y ) com 1 ≤ p ≤ ∞, então u ∈ C([0, T ];Y ).

Demonstração. Ver o Problema 23.13a, p. 450 de [67] ou o Lema 1.2, p. 7 de [47].

Lema 1.48. Sejam X um espaço de Banach re�exivo e separável e (un)n∈N uma sequência

em L∞(0, T ;X) tal que

un
∗
⇀ u em L∞(0, T ;X ′), quando n→∞.

Se vn = u′n sobre (0, T ), para todo n ∈ N, no sentido distribucional e, ainda, vale que

vn
∗
⇀ v em L∞(0, T ;X ′), quando n→∞, (1.2)

então v = u′ sobre (0, T ).

Demonstração. Ver o Problema 23.12g, p. 449�450 de [67].

Teorema 1.49 (Compacidade de Aubin-Lions-Simon). Sejam X, Y e Z espaços de Ba-

nach com X
c
↪→ Y ↪→ Z e 1 ≤ p, q ≤ ∞. Para cada T > 0, de�nimos

Ep,q = {u ∈ Lp(0, T ;X)
/
ut ∈ Lq(0, T ;Z)}.

i) Se p <∞, então Ep,q
c
↪→ Lp(0, T ;Y );

ii) Se p =∞ e q > 1, então Ep,q
c
↪→ C([0, T ];Y ).

Demonstração. Ver [10, Teorema II.5.16, p. 102].

1.7 Operador de�nido por terna

Consideremos V e H espaços de Hilbert complexos tais que V
c
↪→ H e V é denso

em H. Seja também a(·, ·) uma forma bilinear, hermitiana e contínua em V × V tal que

existem α0, α ∈ R com α > 0 satisfazendo a condição de coercividade:

Re[a(u, u)] + α0 (u, u)H ≥ α ‖u‖2
V , ∀u ∈ V.
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Consideremos

D(A) = {u ∈ V
/
a forma linear v 7→ a(u, v) é contínua},

em que V está munido com a topologia de H.

Pelo Teorema de Riesz, para cada u ∈ D(A), existe um único Au ∈ H tal que

a(u, v) = (Au, v)H , para cada v ∈ V . Assim, de�nimos um operador A com domínio

D(A) = {u ∈ V
/
∃f ∈ H tal que a(u, v) = (f, v)H , ∀v ∈ V } e Au = f.

Com isso, temos que D(A) é um subespaço de H e A : D(A) ⊂ V → H é um operador

de H. Assim, diremos que A é de�nido pela terna {V,H, a(·, ·)}.

Proposição 1.50 (Teorema Espectral). Nas condições acima, temos

i) A é auto-adjunto e existe um sistema ortonormal completo (wn)n∈N deH constituído

de auto-vetores de A;

ii) Se (λn)n∈N são os auto-valores de A correspondentes aos auto-vetores (wn)n∈N, então

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn ≤ · · · e λn →∞;

iii) O domínio de A é dado por

D(A) =

{
u ∈ H

/ ∞∑
n=1

λ2
n |(u,wn)H |

2 <∞
}

;

iv) Au =
∞∑
n=1

λn (u,wn)H wn, para cada u ∈ D(A).

Demonstração. Ver [25, Teorema 5.146, p. 368]

Utilizando os resultados mencionados acima, iremos de�nir o operador −∆ através

de uma terna e assim, obter valiosas propriedades para o mesmo, as quais desempenharão

papéis fundamentais no decorrer do texto.
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De�nimos o operador laplaciano −∆ pela terna {H1
0 (Ω), L2(Ω), a(·, ·)}, em que

a(u, v) =

∫
Ω

∇u∇v dx, para cada u, v ∈ H1
0 (Ω) e D(−∆) = H1

0 (Ω) ∩H2(Ω). O Teorema

Espectral para operadores auto-adjuntos garante a existência de um sistema (wn)n∈N de

L2(Ω) ortonormal completo constituído pelas auto-funções do operador −∆, soluções do

problema de Dirichlet −∆wn = λnwn

wn
∣∣
Γ

= 0.

Se (λn)n∈N são os correspondentes auto-valores de −∆, então

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn ≤ · · · e λn →∞, quando n→∞.

Além disso, segue que

•
(

wn√
λn

)
é um sistema ortonormal completo em H1

0 (Ω);

•
(
wn
λn

)
é um sistema ortonormal completo em H1

0 (Ω) ∩H2(Ω).

Este operador é densamente de�nido, injetivo e auto-adjunto. Ainda, pode ser isometri-

camente estendido para −∆̃ : H1
0 (Ω)→ H−1(Ω). Esta extensão é de�nida por

〈
−∆̃u, v

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
= (∇u,∇v)L2(Ω) , ∀u, v ∈ H1

0 (Ω). (1.3)

Tendo este fato em vista, por simplicidade, denotaremos −∆̃ por −∆. Uma vez que −∆

é um operador positivo, podemos de�nir suas potências fracionárias. De acordo com (2.7)

e (9.1) de Lions�Magenes [48] , temos

D((−∆)1/2) = H1
0 (Ω) e D((−∆)1/4) = H

1
2 (Ω).

Da Teoria Espectral, segue que

D(−∆) ↪→ D((−∆)3/4) ↪→ D((−∆)1/2) = H1
0 (Ω) ↪→ D((−∆)1/4) = H

1
2 (Ω) ↪→ L2(Ω).
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1.8 Principais resultados da Teoria de Semigrupos

Nesta seção evidenciaremos os resultados mais relevantes da Teoria de Semigrupos,

os quais serão utilizados no decorrer do texto. As principais referências utilizadas para a

escrita desta seção são [8], [11], [29], [55] e [60].

Seja X um espaço de Banach e X ′ o seu espaço dual.

De�nição 1.51. Um conjunto A ⊂ X×X ′ é dito ser monótono se (x1 − x2, y1 − y2) ≥ 0,

para cada (xi, yi) ∈ A, com i = 1, 2. Um subconjunto de X ×X ′ é dito ser maximal mo-

nótono se ele não possuir a propriedade de conter qualquer outro subconjunto monótono

de X × X ′. Se A é um operador unívoco de X em X ′, então a condição de monotonia

pode ser revista como (x1 − x2, Ax1 − Ax2) ≥ 0, para cada x1, x2 ∈ D(A).

De�nição 1.52. Um operador A : X → X é dito ser hemicontínuo se é úni-

voco e para cada x, y ∈ X tivermos A(x + ty)
∗
⇀ Ax, quando t → 0, isto é,

lim
t→0
〈A(x+ ty), z〉X,X′ = 〈Ax, z〉X,X′ , para todo z ∈ X ′.

De�nição 1.53. O operador A : X → X ′ é chamado coercivo se

lim
m→∞

(xm, x
′
m)

‖xm‖
=∞, ∀(xm, x′m) ∈ A,

tal que lim
m→∞

‖xm‖ =∞.

Proposição 1.54. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador. As seguintes propriedades

são equivalentes:

i) A é maximal monótono;

ii) A é monótono e Im(I + A) = X;

iii) Para todo λ > 0, (I + λA)−1 é uma contração de�nida sobre todo X.

Demonstração. Ver [11, Proposição 2.2, p.23 ]. �

Corolário 1.55. Sejam X um espaço de Banach re�exivo, A um operador maximal

monótono deX×X ′ e B um operador monótono e hemicontínuo deX emX ′. Então A+B

é maximal monótono em X×X ′. Além disso, se A+B é coercivo, então Im(A+B) = X ′.
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Demonstração. Ver [8].

Proposição 1.56 (Kachurovskii). Sejam K um conjunto convexo em X e uma função

φ : X → (−∞,+∞] diferenciável à Gâteaux em cada u ∈ K, K = D(φ). As seguintes

a�rmações são equivalentes:

i) φ é convexa;

ii) 〈φ′(u), v − u〉 ≤ φ(v)− φ(u), ∀u, v ∈ K;

iii) 〈φ′(u)− φ′(v), u− v〉 ≥ 0, ∀u, v ∈ K.

Demonstração. Ver [60].

Proposição 1.57. Seja φ : V → (−∞,+∞] um funcional convexo próprio. Se φ é

diferenciável à Gâteaux em u ∈ int (D(φ)), então ∂φ(u) = {φ′(u)}. Se φ é contínua e

∂φ(u) é único, então φ é diferenciável à Gâteaux em u.

Demonstração. Ver [60].

Teorema 1.58. Seja φ uma função própria, convexa e semicontínua inferiormente em V .

Então ∂φ é um operador maximal monótono de V em V ′.

Seja A : D(A) ⊂ H → H um operador em um espaço de Hilbert H. Considere o

seguinte problema de valor inicial
d
dt
U(t) +AU(t) + BU(t) 3 f,

U(0) = U0 ∈ H,
(1.4)

em que B : H → H é uma aplicação localmente Lipschitz, isto é, para cada R > 0, existe

LR > 0 tal que para todos U, V ∈ BHR (0) =
{
W ∈ H

/
‖W‖H ≤ R

}
, temos

‖BU − BV ‖H ≤ LR ‖U − V ‖H .

Teorema 1.59. Suponha que A é um operador maximal monótono e que 0 ∈ A0. Se

U0 ∈ D(A), f ∈ W 1,1(0, t;H) para todo t > 0 e B é uma aplicação localmente Lipschitz,

então existe tmax ≤ +∞ tal que o problema (1.4) possui uma única solução forte U

no intervalo [0, tmax), ou seja, U ∈ W 1,∞(0, tmax;H) e U(t) ∈ D(A). Além disso, se
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U0 ∈ D(A) e f ∈ L1(0, t;H), para cada t > 0, obtemos uma única solução generalizada

U ∈ C([0, tmax) ;H) para o problema (1.4). Em ambos os casos, se tmax < +∞, então

lim
t→t−max

‖U(t)‖H = +∞.

Demonstração. Ver [29, Teorema 7.2].

Teorema 1.60. Sejam X um espaço de Banach re�exivo, A um subconjuto maximal

monótono de X ×X ′ e (un, vn)n∈N ⊂ A tal que un ⇀ u, vn ⇀ v e

lim sup
n,m→+∞

(un − um, vn − vm) ≤ 0

ou

lim sup
n,m→+∞

(un − u, vn − v) ≤ 0.

Então (u, v) ∈ A e (un, vn)→ (u, v), quando n→∞.

1.9 Preliminares em Análise Microlocal

Nesta seção, apresentamos alguns resultados sobre operadores pseudodiferenciais e

medidas de defeitos microlocais, cujas versões originais em francês podem ser encontradas

nas notas de aula de Burq e Gérard [14].

1.9.1 Operadores pseudodiferenciais

Seja Ω um subconjunto aberto e não vazio do Rd, d ≥ 1. Um operador diferencial

sobre Ω é uma aplicação linear P : D′(Ω)→ D′(Ω) da forma

Pu(x) :=
∑
|α|≤m

aα(x)∂αxu(x),
(
∂α := ∂α1

x1
· · · ∂αdxd

)
em que aα ∈ C∞(Ω) são funções complexas. O maior inteiro m tal que as funções aα,

|α| = m são não nulas, é chamado de ordem de P . A aplicação p : Ω× Rd → C, de�nida

por

p(x, ξ) :=
∑
|α|≤m

aα(x) (iξ)α,

é chamada de símbolo de P .

27



Observamos que P é caracterizado pela identidade

P (eξ)(x) = p(x, ξ) eξ(x), em que eξ(·) = ei 〈(·),ξ〉 = ei (·)·ξ. (1.5)

Adotando as notações

D =
1

i
∂, Dj =

1

i
∂j e D

α =
1

i|α|
∂α,

o operador P pode ser reescrito

P =
∑
|α|≤m

aα(x)i|α|Dα = p(x,D).

A fórmula (1.5) pode ser generalizada como segue: para todo (x, ξ) ∈ Ω× Rd e todo

u ∈ D(Ω),

P (ueξ) = p(x,D)(ueξ) = eξ p(x, ξ +D)(u) = eξ
∑
|α|≤m

∂αξ p(x, ξ)

α!
Dαu,

em que a soma acima é �nita, uma vez que p é um polinômio na variável ξ.

Se P é um operador diferencial de ordem m e símbolo p, então o símbolo principal de

ordem m, denotado por σm(P ), é a parte homogênea de graum em ξ da função polinomial

p(x, ξ), a saber

σm(P )(x, ξ) =
∑
|α|=m

aα(x)(iξ)α.

De�nição 1.61. Seja m ∈ R. De�nimos um símbolo de ordem m em Ω como uma função

a : Ω×Rd → C de classe C∞, com suporte K×Rd, em que K é um subconjunto compacto

de Ω, que satisfaz a seguinte estimativa: para todo α ∈ Nd, β ∈ Nd, existe uma constante

Cα,β > 0 tal que ∣∣∣∂αx∂βξ a(x, ξ)
∣∣∣ ≤ Cα,β,K (1 + |ξ|)m−|β| .

Denotamos por Smc (Ω) o espaço vetorial de todos os símbolos de ordem no máximo m em

Ω.
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Proposição 1.62. Se a ∈ Smc (Ω), a fórmula

Au(x) =
1

(2π)d

∫
Rd
eix·ξa(x, ξ)û(ξ) dξ (1.6)

de�ne, para todo u ∈ C∞0 (Ω), um elemento Au de C∞0 (Ω).

A fórmula (1.6) de�ne uma aplicação linear A : C∞0 (Ω) −→ C∞0 (Ω), a qual chamare-

mos de operador pseudodiferencial de ordem m e símbolo a. Frequentemente denotaremos

a aplicação A por a(x,D).

O conjunto de todos os operadores pseudodiferenciais de ordem m sobre Ω é denotado

por Ψm
c (Ω).

Dizemos que o operador pseudodiferencial A admite um símbolo principal, denotado

por σm(A), se existe uma função am = σm(A) ∈ C∞(Ω × (Rd \ {0})) com suporte, na

primeira variável, compacto em K × (Rd \ {0}) e homogêneo de ordem m, na segunda

variável, tal que se χ ∈ C∞(Rd) valendo 0 em uma vizinhança da origem e 1 fora de

um compacto su�cientemente grande, segue que a(x, ξ) = am(x, ξ)χ(ξ) + r(x, ξ), em que

r ∈ Sm−1
c (Ω× Rd).

Observe que, no caso em que Ω 6= Rd a aplicação a 7→ A não é injetora, isto é, um

operador pseudodiferencial não é de�nido unicamente por um símbolo, por outro lado é

possível provar a unicidade do símbolo principal.

Apesar de termos de�nido os operadores pseudodiferenciais sobre o espaço C∞0 (Ω), é

possível estender a ação de operadores pseudodiferenciais a espaços de Sobolev.

De�nição 1.63. Sejam K um subconjunto compacto contido em Ω e s ∈ R. Denotamos

por Hs
K(Ω) o espaço das distribuições com suporte compacto em K, em que o prolon-

gamento como 0 fora de Ω está em Hs(Rn). Denotamos por Hs
comp(Ω) =

⋃
K

Hs
K(Ω), em

que K é tomado sobre todos os compactos de Ω. Munindo Hs
comp(Ω) com a melhor to-

pologia localmente convexa tal que todas as aplicações inclusões Hs
K(Ω) ↪→ Hs

comp(Ω) são

contínuas. Ainda, o espaço H−1
loc (Ω) representa o dual topológico de H1

comp(Ω).

Observação 1.64. Se A ∈ Ψm
c (Ω) é um operador pseudodiferencial com m < 0, então

A : L2
comp(Ω) → L2(Ω) é um operador compacto. Com efeito, do Teorema de Rellich-

Kondrachov, a inclusão H−mcomp(Ω) ↪→ L2(Ω) é compacta.
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Observação 1.65. Se P ∈ Ψm(Ω) é um operador compactamente suportado, então P

pode ser estendido continuamente de Hs
loc(Ω) para Hs−m

comp(Ω).

1.9.2 Medida de defeito microlocal

Vamos introduzir agora, o conceito de medida de defeito microlocal, para tal, seja

(un)n∈N uma sequência limitada em L2
loc(Ω), i.e.,

sup
n∈N

∫
K

|un(x)|2 dx < +∞,

para todo conjunto compacto K contido em Ω.

Dizemos que (un) converge fracamente para u ∈ L2
loc(Ω), se tivermos

∫
Ω

un(x)f(x) dx
n→∞−→

∫
Ω

u(x)f(x) dx,

para todo f ∈ L2
comp(Ω).

Teorema 1.66. Seja (un)n∈N uma sequência limitada em L2
loc(Ω) convergindo fracamente

para 0 em L2
loc(Ω). Então, existem uma subsequência (uϕ(n))n∈N e uma medida de Radon

positiva µ sobre T 1Ω := Ω × Sd−1 tal que para todo operador pseudodiferencial essenci-

almente homogêneo A ∈ Ψ0
c(Ω) com símbolo principal σ0(A) e para todo χ ∈ C∞0 (Ω) tal

que χσ0(A) = σ0(A), tem-se

(
A(χuϕ(n)), χuϕ(n)

)
L2

n→+∞−→
∫

Ω×Sd−1

σ0(A)(x, ξ) dµ(x, ξ). (1.7)

De�nição 1.67. Sob as circunstâncias do Teorema 1.66, µ é chamada de medida de

defeito microlocal (m.d.m.) da sequência (uϕ(n))n∈N.

Observação 1.68. O Teorema 1.66 assegura, que para toda sequência limitada (un)n∈N

em L2
loc(Ω) que converge fracamente para 0, a existência de uma subsequência admi-

tindo uma medida de defeito microlocal. Observamos que de (1.7), em particular, se

A = f ∈ C∞0 (Ω), então

∫
Ω

f(x)|uϕ(n)(x)|2 dx −→
∫

Ω×Sd−1

f(x) dµ(x, ξ),

assim (uϕ(n))n∈N converge forte para 0 se, e somente se, µ = 0.
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Teorema 1.69. Sejam P um operador diferencial de ordem m sobre Ω e (un)n∈N uma

sequência limitada em L2
loc(Ω) convergindo fracamente para 0 e admitindo uma m.d.m.

µ. As seguintes a�rmações são equivalentes:

i) Pun
n→+∞−→ 0 em H−mloc (Ω), m > 0.

ii) suppµ ⊂ {(x, ξ) ∈ Ω× Sd−1
/
σm(P )(x, ξ) = 0}.

Teorema 1.70. Sejam P um operador diferencial de ordem m sobre Ω com P ∗ = P e

(un)n∈N uma sequência limitada em L2
loc(Ω) convergindo fracamente para 0 associada a

uma m.d.m. µ. Vamos assumir que Pun
n→+∞−→ 0 em H1−m

loc (Ω). Então,para toda função

a ∈ C∞(Ω× (Rd\{0})) de grau 1−m que é homogênea na segunda variável e com suporte

compacto na primeira variável, tem-se

∫
Ω×Sd−1

{a, p}(x, ξ) dµ(x, ξ) = 0.

A seguir, apresentaremos algumas ferramentas clássicas referentes ao campo vetorial

Hamiltoniano e suas curvas bicaracterísticas no (x, ξ)�espaço cotangente para funções

reais p(x, ξ).

De�nição 1.71. Seja p ∈ C∞(Ω× (Rd \ {0})) uma função real. Chamamos Hp de campo

Hamiltoniano de p, o seguinte campo de vetores de�nido em Ω× (Rd \ {0}):

Hp(x, ξ) =

(
∂p

∂ξ1

(x, ξ), · · · , ∂p
∂ξd

(x, ξ);− ∂p

∂x1

(x, ξ), · · · ,− ∂p

∂xd
(x, ξ)

)
.

A derivada de Lie de uma função f com respeito ao campo Hamiltoniano Hp é dado

por Hp(f) = {p, f}, em que

{p, f}(x, ξ) =
d∑
j=1

(
∂p

∂ξj

∂f

∂xj
− ∂p

∂xj

∂f

∂ξj

)
.

Uma curva Hamiltoniana p é uma curva integrável do campo de vetores Hp, isto é, é
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uma solução maximal s ∈ I 7→ (x(s), ξ(s)) para as equações de Hamilton�Jacobi


ẋ = pξ(x, ξ) =

∂p

∂ξ
(x, ξ),

ξ̇ = −px(x, ξ) = −∂p
∂x
,

em que I é um intervalo aberto de R.

Observação 1.72. Se Hpp = 0, então a função p mantém um valor constante em cada

uma de suas curvas Hamiltonianas. Dizemos que tal curva é bicaracterística de p se esse

valor for nulo.

Observação 1.73. Seja λ uma função C∞ em T 0Ω com valores reais diferentes de zero.

Como

Hλp = λHp + pHλ = λHp, se p = 0,

resulta que as bicaracterísticas de λp e p coincidem (módulo uma reparametrização).

Podemos agora, unir os Teoremas 1.69 e 1.70 em termos geométricos.

Teorema 1.74. Sejam P um operador diferencial autoadjunto de ordem m sobre Ω com

símbolo principal p e (un)n∈N uma sequência limitada em L2
loc(Ω) convergindo fracamente

para 0 em L2
loc(Ω), com uma m.d.m. µ. Suponha que Pun converge para 0 emH

−(m−1)
loc (Ω).

Então, o suporte de µ, suppµ, é uma união de curvas do tipo s ∈ I 7→
(
x(s), ξ(s)|ξ(s)|

)
, em

que s ∈ I 7→ (x(s), ξ(s)) é uma bicaracterística de p.

Proposição 1.75. A menos de uma mudança de variáveis, as bicaracterísticas do símbolo

principal do operador onda p(t, x, τ, ξ) = −ρ(x)τ 2 + ξ> ·K(x) · ξ, em que ξ = (ξ1, · · · , ξd)

são curvas da seguinte forma

t 7→

(
t, x(t), τ,−τ

(
K(x(t))

ρ(x(t))

)−1

ẋ(t)

)
,

em que t 7→ x(t) é uma geodésica da métrica G =
(
K
ρ

)−1

sobre Ω, parametrizada pelo

comprimento de arco.
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1.10 Resultados técnicos

No próximo teorema apresentaremos a chamada Desigualdade de Trudinger�Moser

para o caso n = 2, que pode ser encontrada em [52] e [63], a qual desempenha um papel

essencial na obtenção de certas estimativas para as soluções que obtemos neste texto. É

importante citarmos que tal desigualdade é apresentada para n ≥ 2 em tais trabalhos.

Teorema 1.76 (Desigualdade de Trudinger�Moser). Para todo u ∈ H1
0 (Ω), temos

eα|u|
2

∈ L1(Ω), ∀α > 0,

e existe C > 0 tal que

sup
‖u‖

H1
0(Ω)
≤1

∫
Ω

eαπ|u(x)|2 dx ≤ C, ∀α ≤ 4π.

Apresentamos abaixo, um resultado obtido por Lasiecka e Tataru [44], o qual é uma

ferramenta valiosíssima para a obtenção dos resultados de Estabilidade Uniforme presentes

neste texto.

Lema 1.77. Seja p uma função crescente, positiva com p(0) = 0. De�nimos a função

q(x) = x− (I + p)−1 (x). Considere a sequência (sm)m∈N de números positivos satisfa-

zendo

sm+1 + p(sm+1) ≤ sm.

Então, sm ≤ S(m), em que S(t) é a solução da equação diferencial ordinária
d
dt
S(t) + q (S(t)) = 0,

S(0) = S0.

Além disso, se p(x) > 0 para x > 0, então lim
t→+∞

S(t) = 0.

Com o intuito de apresentarmos resultados mais gerais, a seguir de�nimos o que é

uma Variedade Riemanniana.

De�nição 1.78. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferenciável M é uma

lei que faz corresponder a cada p ∈ M um produto interno 〈·, ·〉p no espaço tangente
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TpM , tal que, se x : U ⊂ Rn →M é um sistema de coordenadas locais em torno de p,

com x(x1, · · · , xn) = q ∈ x(U) e
∂

∂xi
(q) = dx(ei), então

〈
∂

∂xi
(q),

∂

∂xj
(q)

〉 ∣∣∣∣
q

= gij(x1, · · · , xn),

é uma função diferenciável em U . Uma variedade diferenciável com uma dada métrica

Riemanniana chama- se uma variedade Riemanniana.

ConsidereM ⊂ R3 uma variedade Riemanniana, compacta, sem bordo de dimensão

2. Seja o conjunto V =
{
u ∈ H1(M)

/ ∫
M u dM = 0

}
, o qual é um espaço de Hilbert

munido da topologia induzida de H1(M).

Com efeito, provaremos que V é fechado em H1(M). Sejam u ∈ V H1(M)
e (un) ⊂ V

tal que un → u em H1(M). Como (un)n∈N ⊂ V , então

∫
M
un dM = 0, ∀n ∈ N. (1.8)

Observamos que ‖un − um‖2
H1(M) = ‖un − um‖2

L2(M) + ‖∇g(un − um)‖2
L2(M) −→ 0,

quando n,m→∞. Assim, (un)n∈N ⊂ L2(M) é uma sequência de Cauchy e, uma vez que

L2(M) é um espaço de Hilbert, existe v ∈ L2(M) tal que un → v em L2(M). Como M

é uma variedade compacta e suave, temos que L2(M) ↪→ L1(M).

Por outro lado, da unicidade do limite em L2(M), deduzimos que u = v. Da imersão

acima, temos
∫
M |un − u| dM

n→∞−→ 0. Então,∣∣∣∣∫
M

(un − u) dM
∣∣∣∣ ≤ ∫

M
|un − u| dM

n→∞−→ 0,

isto é,
∫
M un dM→

∫
M u dM, e de (1.8), segue que 0 =

∫
M un dM→

∫
M u dM, ou seja,∫

M u dM = 0 e u ∈ V . Além disso, V é um conjunto fechado de H1(M) e como H1(M) é

um espaço de Hilbert, segue que V é um espaço de Hilbert munido com o produto interno

induzido deH1(M). Ainda, se considerando a norma em V dada por ‖u‖V = ‖∇gu‖L2(M),

para cada u ∈ V , é possível mostrar que em V as normas ‖·‖H1(M) e ‖·‖V são equivalentes.

Por �m, o espaço V é denso em L2(M) e a condição
∫
M u dM = 0, para u ∈ V é necessária

para garantir a validade das desigualdades de Trudinger�Moser, Poincaré e Jensen.
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Observação 1.79. Podemos substituir vários dos resultados de imersões de Sobolev,

regularidade, dentre outros, vistos em abertos do Rn para uma variedade compacta M,

cobrindoM com vizinhanças coordenadas, aplicando os resultados em Rn em coordenadas

normais, e somando o resultado obtido através da partição da unidade.

Observação 1.80. Em diversas partes do trabalho, por simplicidade, escreveremos

a(s) . b(s) se a(s) ≤ Cb(s), em que C > 0 é uma constante independente de s.
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2

Existência, unicidade, taxa de

decaimento uniforme e blow-up

para a equação da onda 2D com

termo fonte de crescimento

exponencial

Neste capítulo, norteados pelas técnicas e resultados presentes nos artigos [5], [20]

e [23], estamos interessados em realizar um estudo acerca das características intrínsecas

dos Problemas I, II e III ((2.1), (2.121) e (2.138), respectivamente) em um domínio Ω ⊂ R2

limitado e com fronteira ∂Ω regular, a saber:

• Nos Problemas I e II, estudamos a boa colocação, extensão global e taxas de decai-

mento uniforme para soluções da equação da onda com termo fonte de crescimento

exponencial e amortecimento não linear localmente distribuído, denominados Caso

Defocusing e Caso Focusing, respectivamente;

• No Problema III, estudamos a boa colocação e o blow-up de solução forte da equação

da onda com termo fonte de crescimento exponencial e amortecimento não linear.

Além disso, no �nal do capítulo, apresentamos um estudo referente aos mesmos pro-

blemas acima, realizando as devidas substituições no caso em que Ω ⊂ R2 é trocado por

uma variedade Riemanniana e compactaM sem bordo e de dimensão 2.



2.1 Problema I

Nesta seção, estamos interessados em obter a existência, unicidade, estabilidade as-

sintótica e taxas de decaimento uniforme para soluções da equação da onda, sujeita a

um amortecimento não linear localmente distribuído e com termo fonte de crescimento

exponencial:

(Problema I)



∂2
t u−∆u+ f(u) + a(x)g(∂tu) = 0 em Ω× (0,+∞),

u = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x) em Ω,

∂tu(x, 0) = u1(x) em Ω,

(2.1)

em que Ω é um domínio limitado do R2, com fronteira ∂Ω regular. As funções f , a e g

são, respectivamente, o termo fonte, a localização da região efetiva do amortecimento e o

amortecimento, e satisfazem as Suposições 2.1, 2.5 e 2.6, respectivamente.

Suposição 2.1. Assumimos que a função f : R→ R com f ∈ C1 (R) satisfaz as seguintes

condições:

i) Para cada β > 0, existe Cβ > 0 tal que

|f(t)| , |f ′(t)| ≤ Cβ eβt
2

, ∀t ∈ R. (2.2)

ii) Próximo à origem, temos que

lim
t→0

f(t)

t
= 0. (2.3)

iii) A função
f(t)

t
é crescente em (0,+∞).

Observação 2.2. No estudo das equações elípticas, quando a condição (2.2) é satisfeita,

dizemos que a função f possui um crescimento exponencial subcrítico (ver [31]). A grosso

modo, f é uma função que cresce assintoticamente mais rápido do que um polinômio ou

até mesmo alguns tipos de funções exponenciais, mas mais lenta que uma exponencial do

tipo eβt
2

, para todo β > 0. Como exemplo de uma função que veri�ca a Suposição 2.1,
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temos para p > 2, C > 0 e α ∈ (1, 2) �xo, porém arbitrário, a função

f(t) := |t|p−2 t eC|t|
α

, ∀t ∈ R.

Apresentamos agora, algumas importantes estimativas a serem utilizadas no decorrer

do nosso estudo envolvendo as funções f e F (t) =

∫ t

0

f(τ)dτ .

De (2.3), para cada ε > 0 �xo, existe δ > 0 tal que

|f(t)| ≤ ε |t| , ∀t ∈ [−δ, δ] .

Por outro lado, de (2.2), para cada β > 0 e p ≥ 1 �xos, existe Cβ > 0 tal que

|f(t)| ≤ δ−p+1Cβ |t|p−1 eβt
2

, ∀t ∈ (−∞,−δ] ∪ [δ,+∞) .

Assim, para cada β, ε > 0 e p ≥ 1 �xos, existe Cβ,ε,p > 0 veri�cando

|f(t)| ≤ ε |t|+ Cβ,ε,p |t|p−1 eβt
2

, ∀t ∈ R, (2.4)

e consequentemente,

|F (t)| ≤ ε

2
|t|2 + Cβ,ε,p |t|p eβt

2

, ∀t ∈ R. (2.5)

Em particular, de (2.4), temos

|f(t)− f(s)| ≤ Cβ,ε,p

[
eβ|t|

2

+ eβ|s|
2
]
|t− s| , ∀t, s ∈ R. (2.6)

Observação 2.3. Com as hipóteses feitas sobre a função f , ela pode ser naturalmente

vista como uma função de H1
0 (Ω) em L2(Ω) fazendo a seguinte consideração: de�nimos

a função f e(u)(x) := f(u(x)), x ∈ Ω, para u ∈ H1
0 (Ω), então f e : H1

0 (Ω) −→ L2(Ω) é

contínua e compacta (ver Lema 4.8.4. de [40]).

Com o intuito de obtermos a existência global de soluções para o problema (2.1),

apresentamos a seguinte suposição, conhecida como Condição de Ambrosetti�Rabinowitz,
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usada com frequência em problemas elípticos.

Suposição 2.4 (Condição de Ambrosetti�Rabinowitz). Existe θ > 2 tal que

0 < θF (t) < f(t)t, ∀t ∈ R\ {0} .

Suposição 2.5. A função real não negativa a = a(·), responsável pelo efeito dissipativo

localizado, é assumida estar em L∞(Ω) ∩ C0(Ω) e a(x) ≥ a0 > 0 sobre uma vizinhança ω

da fronteira ∂Ω inteira (em verdade, ω denota uma interseção de Ω com uma vizinhança

da fronteira ∂Ω inteira).

Apresentamos agora as hipóteses referentes a função g, responsável pelo efeito dissi-

pativo.

Suposição 2.6. A função feedback g : R→ R é contínua, monótona crescente e satisfaz

g(s)s > 0, para s 6= 0, (2.7)

m̃s2 ≤ g(s)s ≤ M̃s2, para |s| > 1 (2.8)

em que m̃, M̃ > 0 (exemplos de funções feedback são apresentadas posteriormente, jun-

tamente com respectivas taxas de decaimento para o problema (2.1)). Além disso, assu-

mimos a existência de uma função contínua, côncava e estritamente crescente h0 : R→ R

satisfazendo h0(0) = 0 e

h0(g(s)s) ≥ s2 + g(s)2, para |s| ≤ 1.

Duas propriedades da função feedback g podem ser exibidas, a saber:

• g(0) = 0, pois da condição de sinal (2.7), temos que se s > 0, então g(s) > 0, e se

s < 0 e g(s) < 0. Logo, da continuidade de g, segue que

0 ≤ lim
s→0+

g(s) = g(0) = lim
s→0−

g(s) ≤ 0.
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• Se u ∈ L2(Ω), então g(u) ∈ L2(Ω). De fato, se u ∈ L2(Ω), consideramos

Ω1
u = {x ∈ Ω

/
|u(x)| ≤ 1},

Ω2
u = {x ∈ Ω

/
|u(x)| > 1}.

Assim, Ω = Ω1
u

⋃̇
Ω2
u e

‖g(u)‖2
L2(Ω) =

∫
Ω

|g(u(x))|2 dx =

∫
Ω1
u

|g(u(x))|2 dx +

∫
Ω2
u

|g(u(x))|2 dx =: I1 + I2.

Note que

{|g(u(x))|2
/
x ∈ Ω1

u} = {|g(u(x))|2
/
|u(x)| ≤ 1} ⊂ {|g(z)|2

/
|z| ≤ 1}.

Logo,

I1 =

∫
Ω1
u

|g(u(x))|2 dx ≤ sup
x∈Ω1

u

|g(u(x))|2 med
(
Ω1
u

)
≤ sup

z∈[−1,1]

|g(z)|2 med
(
Ω1
u

)
≤ K2

g med (Ω) <∞.

Ainda,

I2 =

∫
Ω2
u

|g(u(x))|2 dx ≤ M̃2

∫
Ω2
u

|u(x)|2 dx

≤ M̃2

∫
Ω

|u(x)|2 dx = M̃2 ‖u‖2
L2(Ω) <∞.

Assim, g(u) ∈ L2(Ω) e mais, tomando Cg = max{Kg med (Ω)1/2 , M̃}, então vale

que

‖g(u)‖L2(Ω) ≤ Cg

(
1 + ‖u‖L2(Ω)

)
.

Por �m, para a dada geometria, temos a seguinte suposição sendo assumida:

Suposição 2.7 (Princípio de Continuação Única). Dado T > 0, a única solução v no

espaço C((0, T ) ;L2(Ω)) ∩ C((0, T ) ;H−1(Ω)) para o problema

∂
2
t v −∆v + V (x, t)v = 0 em Ω× (0, T ),

v = 0 sobre ω,

em que V ∈ L∞(0, T ;L∞(Ω)), é a solução trivial, isto é, v ≡ 0.

Observação 2.8. Para V ≡ 0, a Suposição 2.7 é satisfeita pelos resultados presentes nas
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notas de aula de Burq e Gérard [14, ver equações (6.28) e (6.29), p. 75]. Já na Seção

2.1.2 e Teorema 2.2 de [33, Duyckaerts, Zhang e Zuazua] é dado um exemplo em que o

princípio de continuação única é válido globalmente e também é aplicado ao laplaciano

com coe�cientes não-constantes.

2.1.1 Boa Colocação

Consideramos o espaço de fase H = H1
0 (Ω) × L2(Ω), o qual é um espaço de Hilbert

quando munido do produto interno e norma usuais, a saber

((u1, v1), (u2, v2))H =

∫
Ω

∇u1 · ∇u2 + v1 · v2 dx,

‖(u1, v1)‖2
H =

∫
Ω

|∇u1|2 + |v1|2 dx,

para cada (ui, vi) ∈ H, i = 1, 2.

Para estudarmos a boa colocação no sentido de Hadamard para o problema (2.1),

devemos escrevê-lo através de uma formulação abstrata.

De�nimos o operador A : H1
0 (Ω) → H−1(Ω) com o elemento do espaço dual

Au ∈ H−1(Ω), dado pela ação 〈Au, v〉 =
∫

Ω
∇u · ∇v dx, para cada v ∈ H1

0 (Ω).

• O operador A está bem de�nido, ou seja, seu contradomínio é H−1(Ω). De fato,

�xado arbitrariamente u ∈ H1
0 (Ω), a linearidade de Au é facilmente obtida. Vejamos

agora, que Au é limitada. Para isso, basta observamos que para cada v ∈ H1
0 (Ω),

temos

〈Au, v〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) =

∫
Ω

∇u · ∇v dx ≤ ‖∇u‖L2(Ω) ‖∇v‖L2(Ω) = ‖u‖H1
0 (Ω) ‖v‖H1

0 (Ω) ,

o que implica que

‖Au‖H−1(Ω) = sup
v∈H1

0 (Ω)
v 6=0

∣∣∣〈Au, v〉H−1(Ω),H1
0 (Ω)

∣∣∣
‖v‖H1

0 (Ω)

≤ ‖u‖H1
0 (Ω)

e, assim, Au é limitada.

41



• A é um operador coercivo em H1
0 (Ω). De fato, para qualquer u ∈ H1

0 (Ω) temos

〈Au, u〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) =

∫
Ω

∇u · ∇u dx =

∫
Ω

|∇u|2 dx = ‖u‖2
H1

0 (Ω) ≥ 0.

De�nimos também o operador B : H1
0 (Ω)→ H−1(Ω) dado por

(Bv)(x) = a(x)g(v(x)), x ∈ Ω, (2.9)

o qual está bem de�nido e é maximal monótono.

• B está bem de�nido. De fato, sejam v ∈ H1
0 (Ω) e Ω̃ =

{
x ∈ Ω

/
|v(x)| ≤ 1

}
. Assim,

∫
Ω

|(Bv)(x)|2 dx =

∫
Ω

|a(x)|2 |g(v(x))|2 dx .

Como a(·) ∈ L∞(Ω), temos

∫
Ω

|a(x)|2 |g(v(x))|2 dx ≤ ‖a‖2
L∞(Ω)

∫
Ω

|g(v(x))|2 dx

≤ ‖a‖2
L∞(Ω)

[∫
Ω̃

|g(v(x))|2 dx +

∫
Ω\Ω̃
|g(v(x))|2 dx

]
≤ ‖a‖2

L∞(Ω)

[∫
Ω̃

|g(v(x))|2 dx +M̃2

∫
Ω\Ω̃
|v(x)|2 dx

]

e uma vez que Ω̃ é compacto, g é contínua e H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω), segue que

∫
Ω

|(Bv)(x)|2 dx <∞

e, identi�cando L2(Ω) ≡ [L2(Ω)]
′, temos Bv ∈ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω).

• B é monótono. De fato, sejam h1, h2 ∈ H1
0 (Ω). Logo,

(B(h1)−B(h2), h1 − h2)L2(Ω) =

∫
Ω

[B(h1)−B(h2)] (h1 − h2) dx

=

∫
Ω

a(x) [g(h1)− g(h2)] (h1 − h2) dx .

Uma vez que a(·) é não negativa e g é crescente, temos

(B(h1)−B(h2), h1 − h2)L2(Ω) ≥ 0, (2.10)
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ou seja, B é um operador monótono.

• B é maximal monótono. Para isto, basta mostrar que B é subdiferencial de um

funcional convexo. Neste intuito, de�nimos J : H1
0 (Ω)→ R por

J(v)(x) =

∫
Ω

∫ v(x)

0

a(x)g(s) ds dx,

o qual está bem de�nido devido as hipóteses sobre as funções g e a(·). Mostremos

agora, que B é subdiferencial de J . De fato, a derivada direcional de J em v ∈ H1
0 (Ω)

na direção de u é dada por

J ′(v)u = lim
λ→0

J(v + λu)− J(v)

λ

= lim
λ→0

1

λ

[∫
Ω

∫ v(x)+λu(x)

0

a(x)g(s) ds dx−
∫

Ω

∫ v(x)

0

a(x)g(s) ds dx

]

= lim
λ→0

1

λ

∫
Ω

a(x)

∫ v(x)+λu(x)

v(x)

g(s) ds dx

=

∫
Ω

a(x)g(v(x))u(x) dx .

em que a última igualdade é obtida através do Teorema da Média. Assim, J é

diferenciável à Gateaux em v ∈ H1
0 (Ω) e de (2.9), temos

〈J ′v, u〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) =

∫
Ω

a(x)g(v(x))u(x) dx = 〈Bv, u〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) , ∀u, v ∈ H1

0 (Ω).

Logo, J ′v = Bv, para cada v ∈ H1
0 (Ω).

Agora, mostraremos que J é convexo. Para isso, de acordo com a Proposição

1.56, é su�ciente mostrarmos que 〈J ′w − J ′v, w − v〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) ≥ 0, para todo

w, v ∈ H1
0 (Ω). De fato,

〈J ′w − J ′v, w − v〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) ≥ (J ′w − J ′v, w − v)L2(Ω)

(2.10)

≥ 0.

Usando agora a Proposição 1.57 e de J ′v = Bv, para cada v ∈ H1
0 (Ω), segue que

∂(Jv) = J ′v = Bv, para cada v ∈ H1
0 (Ω).

Por �m, mostraremos que J é contínuo. De fato, seja (vn)n∈N ⊂ H1
0 (Ω) com vn

n→∞−→ v
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em H1
0 (Ω). Então,

|Jvn − Jv| =

∣∣∣∣∣
∫

Ω

a(x)

[∫ vn(x)

0

g(s) ds−
∫ v(x)

0

g(s) ds

]
dx

∣∣∣∣∣
≤ ‖a‖L∞(Ω)

∫
Ω

∫
[vn(x),v(x)]

|g(s)| ds dx .

Sendo g contínua, temos que |g(s)| ≤ C, se |s| ≤ 1 e de (2.8), |g(s)| ≤ M̃ |s|, se

|s| > 1. Assim, |g(s)| ≤ C + M̃ |s|, para cada s ∈ R. Logo,

|Jvn − Jv| ≤ ‖a‖L∞(Ω)

∫
Ω

∫
[vn(x),v(x)]

[
C + M̃ |s|

]
ds dx

≤ C ‖a‖L∞(Ω)

∫
Ω

|vn(x)− v(x)| dx +
M̃

2
‖a‖L∞(Ω)

∫
Ω

∣∣|vn(x)|2 − |v(x)|2
∣∣ dx .

Como vn
n→∞−→ v em H1

0 (Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ L1(Ω), segue que∫
Ω

|vn(x)− v(x)| dx
n→∞−→ 0. Além disso, note que

∫
Ω

∣∣|vn(x)|2 − |v(x)|2
∣∣ dx ≤

∫
Ω

|vn(x)− v(x)| |vn(x) + v(x)| dx

(Des. de Hölder) ≤
[∫

Ω

|vn(x)− v(x)|2 dx

]1/2 [∫
Ω

|vn(x) + v(x)|2 dx

]1/2

,

mas

∫
Ω

|vn(x) + v(x)|2 dx ≤
∫

Ω

(|vn(x)|+ |v(x)|)2 dx ≤ 2

(∫
Ω

|vn(x)|2 dx +

∫
Ω

|v(x)|2 dx

)
= 2

(
‖vn‖2

L2(Ω) + ‖v‖2
L2(Ω)

)
≤ 2

(
C1 + ‖v‖2

L2(Ω)

)
,

em que a constante C1 > 0 vem da limitação de (vn)n∈N, uma vez que tal sequência

é convergente em H1
0 (Ω). Logo,

∫
Ω

∣∣|vn(x)|2 − |v(x)|2
∣∣ dx ≤

√
2
(
C1 + ‖v‖2

L2(Ω)

)1/2
[∫

Ω

|vn(x)− v(x)|2 dx

]1/2
n→∞−→ 0.

Assim, Jvn
n→∞−→ Jv, ou seja, J é contínuo.

Portanto, J é contínuo, convexo e próprio e, do Teorema 1.58, segue que o operador

B é maximal monótono.
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De�nimos o conjunto D(A) =
{

(u, v) ∈ H
/
v ∈ H1

0 (Ω) e Au+Bv ∈ L2(Ω)
}
e os ope-

radores não lineares A : D(A) ⊂ H → H dado por

A(u, v) = (−v, Au+Bv) (2.11)

e B : H → H dado por

B(u, v) = (0, f(u)).

Assim, podemos reformular o problema (2.1) no seguinte problema de Cauchy em H:
d
dt
U(t) +AU(t) + BU(t) = 0,

U(0) = U0,

(2.12)

com U(t) = (u(t), ∂tu(t)) e U0 = (u0, u1).

Com o intuito de utilizarmos o Teorema 1.59 e obtermos uma solução local para o

problema (2.12), devemos mostrar que o operador A é maximal monótono em H e B é

localmente Lipschitz.

• A é monótono. De fato, seja (u, v) ∈ D(A), então

(A(u, v), (u, v))H = ((−v, Au+Bv), (u, v))H = (−v, u)H1
0 (Ω) + (Au+Bv, v)L2(Ω)

=

∫
Ω

∇(−v) · ∇u dx +

∫
Ω

∇u · ∇v dx +

∫
Ω

a(x)g(v)v dx

=

∫
Ω

a(x)g(v)v dx ≥ 0,

visto que a(·) é não negativa e que g é monótona crescente, e isto prova que A é

monótono.

• A é um operador não linear maximal monótono. Para isso, basta mostrarmos que

Im(I +A) = H (graças a Proposição 1.54), isto é, dados (u0, u1) ∈ H, devemos

exibir (u, v) ∈ D(A) tal que

u− v = u0,

v + Au+Bv = v0,
(2.13)
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em que deduzimos a seguinte igualdade

v + Av +Bv = v0 − Au0. (2.14)

Note que o operador v 7→ v + Av é contínuo. De fato,

〈v + Av, u〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) =

∫
Ω

v · u dx +

∫
Ω

∇v · ∇u dx

(Des. de Hölder) ≤‖u‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω) + ‖u‖H1
0 (Ω) ‖v‖H1

0 (Ω)

(Des. de Poincaré) ≤ 1

λ1

‖u‖H1
0 (Ω) ‖v‖H1

0 (Ω) + ‖u‖H1
0 (Ω) ‖v‖H1

0 (Ω)

≤
(

1

λ1

+ 1

)
‖u‖H1

0 (Ω) ‖v‖H1
0 (Ω) , ∀u ∈ H1

0 (Ω).

Logo,

‖v + Av‖H−1(Ω) = sup
‖u‖

H1
0(Ω)
≤1

∣∣∣〈v + Av, u〉H−1(Ω),H1
0 (Ω)

∣∣∣
≤ sup
‖u‖

H1
0(Ω)
≤1

(
1

λ1

+ 1

)
‖u‖H1

0 (Ω) ‖v‖H1
0 (Ω)

≤
(

1

λ1

+ 1

)
‖v‖H1

0 (Ω) .

Além disso, A é um operador monótono. Com efeito

〈Au, u〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) = ‖u‖2

H1
0 (Ω) ≥ 0, para todo u ∈ H1

0 (Ω). Logo, o operador

I + A é monótono e contínuo. Uma vez que B é maximal monótono, segue do

Corolário 1.55 que (I + A) + B é maximal monótono. Então, (2.14) possui uma

única solução v ∈ H1
0 (Ω), ou seja, u = u0 +v e Au+Bv = v0−v, em que concluímos

que u ∈ H1
0 (Ω) e Au+Bv ∈ L2(Ω).

Portanto, (2.13) possui uma única solução (u, v) ∈ D(A) e segue que A é maximal

monótono em H.

• B está bem de�nido. Para isso, devemos mostrar que para todo (u, v) ∈ H, temos

B(u, v) ∈ H, ou seja, (0, f(u)) ∈ H, ou ainda, f(u) ∈ L2(Ω).
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De fato, seja u ∈ H1
0 (Ω) com u 6= 0. Então, tomando β <

π

‖u‖2
H1

0 (Ω)

, temos

∫
Ω

|f(u)|2 dx
(2.4)

≤
∫

Ω

(
ε |u|+ Cβ,ε,p |u|p−1 eβu

2
)2

dx

≤ 2

[
ε2

∫
Ω

|u|2 dx +C2
β,ε,p

∫
Ω

|u|2(p−1) e2βu2

dx

]
(Des. de Hölder) ≤ 2ε2 ‖u‖2

L2(Ω) + 2C2
β,ε,p

[∫
Ω

|u|4(p−1) dx

]1/2 [∫
Ω

e4βu2

dx

]1/2

.

Uma vez que u ∈ H1
0 (Ω), temos

∫
Ω

e4βu2

dx =

∫
Ω

e

4β‖u‖2
H1

0(Ω)

 u

‖u‖H1
0 (Ω)


2

dx

e, para utilizarmos a Desigualdade de Trudinger�Moser, precisamos que seja satis-

feito 4β ‖u‖2
H1

0 (Ω) < 4π, ou seja, β <
π

‖u‖2
H1

0 (Ω)

. Então,

sup
‖u‖

H1
0(Ω)
≤1

∫
Ω

e

4β‖u‖2
H1

0(Ω)

 u

‖u‖H1
0 (Ω)


2

dx ≤ L,

com L > 0.

Ainda, uma vez que H1
0 (Ω) ↪→ Lr(Ω), para todo r ≥ 1, temos

∫
Ω

|f(u)|2 dx ≤ 2
ε2

λ1

‖u‖2
H1

0 (Ω) + 2C2
β,ε,p ‖u‖

2(p−1)

L4(p−1)(Ω)
L1/2

≤ 2
ε2

λ1

‖u‖2
H1

0 (Ω) + 2C2
β,ε,pL

1/2K0 ‖u‖2(p−1)

H1
0 (Ω)

<∞,

em que K0 > 0 é uma constante de imersão e λ1 > 0 é a constante da Desigualdade

de Poincaré.

Portanto, B está bem de�nido.

• B é localmente Lipschitz. Para isso, devemos mostrar que para cada R > 0, existe

LR > 0 tal que

‖B(u1, v1)− B(u2, v2)‖H ≤ LR ‖(u1, v1)− (u2, v2)‖H ,
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para cada (u1, v1), (u2, v2) ∈ BHR (0) =
{

(u, v) ∈ H
/
‖(u, v)‖H ≤ R

}
. De fato, sejam

(u1, v1), (u2, v2) ∈ BHR (0). Assim, ‖(ui, vi)‖H ≤ R⇔ ‖ui‖H1
0 (Ω) +‖vi‖L2(Ω) ≤ R, para

cada i = 1, 2. Logo,

‖B(u1, v1)− B(u2, v2)‖2
H = ‖(0, f(u1))− (0, f(u2))‖2

H = ‖f(u1)− f(u2)‖2
L2(Ω) ,

assim,

‖f(u1)− f(u2)‖2
L2(Ω)

=

∫
Ω

|f(u1)− f(u2)|2 dx

(2.6)

≤ C

[∫
Ω

|u1 − u2|2
(

eβ|u1|2 + eβ|u2|2
)2

dx

]
≤ 2C

∫
Ω

|u1 − u2|2
(

e2β|u1|2 + e2β|u2|2
)

dx

= 2C

[∫
Ω

|u1 − u2|2 e2β|u1|2 dx +

∫
Ω

|u1 − u2|2 e2β|u2|2 dx

]
≤ 2C

(∫
Ω

|u1 − u2|4 dx

)1/2(∫
Ω

e4β|u1|2 dx

)1/2

+ 2C

(∫
Ω

|u1 − u2|4 dx

)1/2(∫
Ω

e4β|u2|2 dx

)1/2

.

Como H1
0 (Ω) ↪→ L4(Ω), então ‖u1 − u2‖2

L4(Ω) ≤ K1 ‖u1 − u2‖2
H1

0 (Ω), com K1 > 0

sendo a constante de imersão. Ainda, de ‖ui‖2
H1

0 (Ω) ≤ R para i = 1, 2, temos

∫
Ω

e4β|ui|2 dx =

∫
Ω

e

4β‖ui‖2H1
0(Ω)

 ui
‖ui‖H1

0 (Ω)


2

dx ≤
∫

Ω

e

4βR2

 ui
‖ui‖H1

0 (Ω)


2

dx,

e tomando 4βR2 < 4π, ou seja, β <
π

R2
, podemos utilizar a Desigualdade de

Trudinger�Moser e assim,

sup
‖u‖

H1
0(Ω)
≤1

∫
Ω

e

4βR2

 u

‖u‖H1
0 (Ω)


2

dx ≤ LR̃.
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com LR̃ > 0. Então,

‖f(u1)− f(u2)‖2
L2(Ω) ≤ 2C

[
K1 ‖u1 − u2‖2

H1
0 (Ω) L

1/2

R̃
+K1 ‖u1 − u2‖2

H1
0 (Ω) L

1/2

R̃

]
= 4CK1L

1/2

R̃
‖u1 − u2‖2

H1
0 (Ω) .

Tomando LR = 2
√
CK1L

1/2

R̃
> 0, temos

‖B(u1, v1)− B(u2, v2)‖H ≤ LR ‖u1 − u2‖H1
0 (Ω) ≤ LR ‖(u1, v1)− (u2, v2)‖H . (2.15)

Portanto, B é localmente Lipschitz.

Por �m, utilizando o Teorema 1.59, estamos aptos a apresentar o resultado de exis-

tência local para solução do problema (2.1):

Teorema 2.9 (Local no tempo). Assumindo as Suposições 2.1, 2.5 e 2.6, temos que o

problema (2.1) gera um semigrupo não linear sobre H. Além disso,

i) Se (u0, u1) ∈ H, existe uma única solução generalizada

u ∈ C([0, Tmax) ;H1
0 (Ω)) ∩ C1([0, Tmax) ;L2(Ω)).

ii) Se (u0, u1) ∈ D(A), existe uma única solução forte

(u, ∂tu) ∈ W 1,∞ (0, Tmax;H) . (2.16)

Observação 2.10. Note que a regularidade (2.16) para a solução u do problema (2.1) sig-

ni�ca que u ∈ L∞(0, Tmax;H1
0 (Ω)), ∂tu ∈ L∞(0, Tmax;H1

0 (Ω)) e ∂2
t u ∈ L∞(0, Tmax;L2(Ω)).

2.1.1.1 Sequência de problemas truncados com termos fonte truncados

O Princípio de Continuação Única (Suposição 2.31) que utilizaremos neste problema

é válido para termos de fonte Lipschitz contínuos, propriedade não garantida para f nas

condições da Suposição 2.1. Neste sentido, não apenas mostraremos a existência e uni-

cidade de uma solução global u, como também construiremos uma sequência de soluções

fortes (uk)k∈N, associadas a problemas truncados, cujos termos fonte fk são Lipschitz

contínuos.
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Observe que para dados iniciais (u0, u1) ∈ H, temos (u, ∂tu) ∈ C ([0, Tmax) ;H), ou

seja, (u(t), ∂tu(t)) ∈ H1
0 (Ω) × L2(Ω) q.s. em [0, Tmax). Como ∂2

t u(t) ∈ H−1(Ω) q.s. em

[0, Tmax), a priori, não podemos realizar a dualidade
〈
∂2
t u(t), ∂tu(t)

〉
H−1(Ω),H1

0 (Ω)
. Para

contornar este problema, consideramos (u0k, u1k)k∈N ⊂ D(A) tal que

(u0k, u1k)
k→∞−→ (u0, u1) em H. (2.17)

Motivados por Lasiecka e Tataru [44], consideramos a seguinte sequência de problemas

aproximados com termos fonte truncados, o qual chamaremos de problemas truncados:



∂2
t uk −∆uk + fk(uk) + a(x)g(∂tuk) = 0 em Ω× (0,+∞),

uk = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

uk(x, 0) = u0k(x) em Ω

∂tuk(x, 0) = u1k(x) em Ω,

(2.18)

em que (u0k, u1k) foram de�nidos acima e, para cada k ∈ N, o termo fonte truncado é

de�nido por fk : R −→ R com

fk(s) :=


f(s), |s| ≤ k,

f(k), s > k,

f(−k), s < −k.

(2.19)

Apresentamos agora, algumas propriedades da função truncada fk.

Lema 2.11. A derivada distribucional f ′k da função fk de�nida acima, é a função essen-

cialmente limitada f̃k : R −→ R dada por

f̃k(s) :=


f ′(s), |s| ≤ k,

0, s > k,

0, s < −k.
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Fig. 2.1: Representação de uma possível função f e seu truncamento fk.

Demonstração. Inicialmente, mostremos que f̃k é essencialmente limitada. De fato

∣∣∣f̃k(s)∣∣∣ ≤ sup
s∈R

∣∣∣f̃k(s)∣∣∣ = sup
s∈[−k,k]

∣∣∣f̃k(s)∣∣∣ = sup
s∈[−k,k]

|f ′(s)| = C̃.

Disto, segue que fk ∈ L∞(R) e ainda, que f̃k ∈ L1
loc(R).

Agora, mostremos que fk ∈ L1
loc(R). De fato, dado K ⊂ R um compacto, temos

∫
K

|fk(s)| ds ≤ sup
s∈K
|fk(s)|

∫
K

1 ds = max
s∈K
|fk(s)|med(K) <∞,

uma vez que fk é contínua. Assim, tome ϕ ∈ D(R) e como fk, f̃k ∈ L1
loc(R), temos

〈f ′k, ϕ〉D′(R),D(R) = −
∫
R
fk(s)ϕ

′(s) ds

= −
[∫ −k
−∞

fk(s)ϕ
′(s) ds +

∫ k

−k
fk(s)ϕ

′(s) ds +

∫ +∞

k

fk(s)ϕ
′(s) ds

]
= −

[
f(−k)ϕ(−k) + (f(k)ϕ(k)− f(−k)ϕ(−k)

−
∫ k

−k
f ′(s)ϕ(s) ds)− f(k)ϕ(k)

]
=

∫ k

−k
f ′(s)ϕ(s) ds =

∫
R
f̃kϕ(s) ds =

〈
f̃k, ϕ

〉
D′(R),D(R)

.

Portanto, f ′k e f̃k são iguais em D′(Ω). �
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No Lema 2.12 abaixo, mostramos que para cada k ∈ N, a função truncada fk é

globalmente Lipschitz.

Lema 2.12. Para cada k ∈ N, existe Ck > 0 tal que

|fk(r)− fk(s)| ≤ Ck|r − s|, ∀r, s ∈ R. (2.20)

Demonstração. Considere s, r ∈ R com s < r. Utilizando o Teorema 1.28 para I =]s, r[,

segue que

fk(r)− fk(s) =

∫ r

s

f ′k(ξ) dξ .

Assim,

|fk(r)− fk(s)| ≤
∫ r

s

|f ′k(ξ)| dξ ≤ sup
ξ∈[−k,k]

|f ′(ξ)| |r − s|,

o que conclui a prova. �

Façamos agora Wk(t) = (uk(t), ∂tuk(t)). Assim, o problema (2.18) pode ser reformu-

lado como o seguinte problema de Cauchy em H:

∂tWk(t) +AWk(t) + BkWk(t) = 0,

Wk(0) = (u0k, u1k),
(2.21)

em que A é o operador maximal monótono de�nido em (2.11) e Bk : H → H é o operador

não linear dado por Bk(u, v) = (0, fk(u)), o qual é, para cada k ∈ N, globalmente Lipschitz

(basta utilizar o Lema 2.12). Assim, de forma análoga ao que foi feito anteriormente,

usando a teoria de semigrupos, provamos pelo Teorema 1.59 que, para cada k ∈ N, existe

uk ∈ C([0, T kmax);H1
0 (Ω)) ∩ C1([0, T kmax);L2(Ω)) solução para o problema (2.18).

Multiplicando (2.18)1 por ∂tuk(t) e integrando em Ω, temos

∫
Ω

∂2
t uk(t)∂tuk(t) dx +

∫
Ω

(−∆uk(t)) ∂tuk(t) dx +

∫
Ω

fk(uk(t))∂tuk(t) dx

+

∫
Ω

a(x)g(∂tuk(t))∂tuk(t) dx = 0.
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Utilizando a Fórmula de Green, obtemos

1

2

d
dt

[
‖∂tuk(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇uk(t)‖2
L2(Ω)

]
+

d
dt

∫
Ω

Fk(uk(t)) dx

+

∫
Ω

a(x)g(∂tuk(t))∂tuk(t) dx = 0, ∀t ∈
[
0, T kmax

)
,

(2.22)

em que

Fk(s) =



∫ s
0
f(ξ) dξ, |s| ≤ k,∫ k

0
f(ξ) dξ+f(k)(s− k), s > k,∫ −k

0
f(ξ) dξ+f(−k)(s+ k), s < −k.

(2.23)

Assim, integrando (2.22) de t1 à t2 com 0 ≤ t1 < t2 < T kmax, obtemos a identidade de

energia para o problema truncado (2.18) dada por

Euk(t2) +

∫ t2

t1

∫
Ω

a(x)g(∂tuk(t))∂tuk(t) dx dt = Euk(t1), (2.24)

para todos 0 ≤ t1 < t2 < T kmax, em que

Euk(t) =
1

2

[
‖∂tuk(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇uk(t)‖2
L2(Ω)

]
+

∫
Ω

Fk(uk(t)) dx

é o funcional de energia associado ao problema (2.18).

Agora, note que

∫
Ω

|Fk(u0k)| dx
(2.5)

≤
∫

Ω

ε

2
|u0k|2 + Cβ,ε,p |u0k|p eβu

2
0k dx

(Des. de Hölder) ≤ε
2
‖u0k‖2

L2(Ω) + Cβ,ε,p

[∫
Ω

|u0k|2p dx

]1/2 [∫
Ω

e2βu2
0k dx

]1/2

.

Como (u0k, u1k) ⊂ H1
0 (Ω)× L2(Ω) e ‖(u0k, u1k)‖H ≤ R para todo k ∈ N, temos

∫
Ω

e2βu0k
2

dx =

∫
Ω

e

2β‖∇u0k‖2L2(Ω)

 u0k

‖∇u0k‖L2(Ω)

2

dx ≤
∫

Ω

e

2βR2

 u0k

‖∇u0k‖L2(Ω)

2

dx,
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e se 2βR2 < 4π, ou seja, β <
2π

R2
, usando a Desigualdade de Trudinger�Moser, obtemos

sup
‖∇u‖L2(Ω)≤1

∫
Ω

e

2βR2

 u

‖∇u‖L2(Ω)

2

dx ≤ L,

com L > 0. Assim, como H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), para todo q ≥ 1, temos∫

Ω

|Fk(u0k)| dx ≤ ε

2λ1

‖∇u0k‖2
L2(Ω) + Cβ,ε,p ‖u0k‖pL2p(Ω) L

1/2

≤ ε

2λ1

‖∇u0k‖2
L2(Ω) + Cβ,ε,pL

1/2K0 ‖∇u0k‖pL2(Ω)

≤ ε

2λ1

R2 + Cβ,ε,pL
1/2K0R

p < ∞

(2.25)

com K0 > 0 sendo a constante de imersão H1
0 (Ω) ↪→ L2p(Ω).

Com isso, voltando à identidade (2.24), temos

Euk(t) +

∫ t

0

∫
Ω

a(x)g(∂tuk(t))∂tuk(t) dx dt

= Euk(0)

≤ 1

2

[
‖u1k‖2

L2(Ω) + ‖∇u0k‖2
L2(Ω)

]
+

∫
Ω

|Fk(u0k)| dx

= CR, ∀t ∈
[
0, T kmax

)
,

(2.26)

com CR > 0 sendo uma constante independente de t e k. Assim, uma vez que a função a(·)

é não negativa, g é monótona crescente e admitindo a Condição de Ambrosetti-Rabinowitz,

segue que

‖Wk(t)‖H = ‖∂tuk(t)‖2
L2(Ω) + ‖∇uk(t)‖2

L2(Ω) ≤ 2CR.

Nesta perspectiva, para cada k ∈ N, a solução uk do problema (2.18) não sofre blow-up

em tempo �nito, ou seja, T kmax =∞.

Portanto,

(uk, ∂tuk) ∈ W 1,∞(R+;H). (2.27)
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Observação 2.13. Uma vez que Bk é globalmente Lipschitz e Bk(0, 0) = (0, 0), temos

‖Bk(Wk(t))‖H = ‖Bk(Wk(t))− Bk(0, 0)‖H . ‖Wk(t)− (0, 0)‖H

= ‖Wk(t)‖H ≤ ‖Wk‖L∞(R+;H) < ∞,

e assim, Bk(Wk) ∈ L∞(R+;H). Agora, de (2.27), temos ∂tWk ∈ L∞(R+;H). Além disso,

de (2.21), AWk = −∂tWk − BkWk ∈ L∞(R+;H). Ainda,

‖a(·)g(∂tuk(·, t))‖2
L2(Ω) =

∫
Ω

|a(x)g(∂tuk(x, t))|2 dx

≤ ‖a‖2
L∞(Ω)

∫
{x∈Ω/|∂tuk(x,t)|≤1}

|g(∂tuk(x, t))|2 dx

+ ‖a‖2
L∞(Ω)

∫
{x∈Ω/|∂tuk(x,t)|>1}

|g(∂tuk(x, t))|2 dx

≤ ‖a‖2
L∞(Ω)

[
Mg med(Ω) + M̃2

∫
Ω

|∂tuk(x, t)|2 dx

]
≤ ‖a‖2

L∞(Ω)

[
Mg med(Ω) + M̃2‖∂tuk(·, t)‖2

L2(Ω)

]
≤ ‖a‖2

L∞(Ω)

[
Mg med(Ω) + M̃2‖∂tuk‖2

L∞(R+;L2(Ω))

]
< ∞,

(2.28)

em que Mg = max
s∈[−1,1]

|g(s)|2. Da estimativa (2.28), segue que

a(·)g(∂tuk) ∈ L∞(R+;L2(Ω)).

Por �m, como ∂tWk(t) +AWk(t) + BkWk(t) = 0, temos

−∆uk(t) = − a(x)g(∂tuk(t))︸ ︷︷ ︸
∈L2(Ω)

− fk(uk(t))︸ ︷︷ ︸
∈L2(Ω)

− ∂2
t uk(t)︸ ︷︷ ︸
∈L2(Ω)

, (2.29)

e assim, −∆uk(t) ∈ L2(Ω), para cada t ∈ R+. Do Teorema 1.29, segue que uk(t) ∈ H2(Ω),

para cada t ∈ R+ e de (2.29) juntamente com a regularidade de cada um dos termos do

lado direito da igualdade, segue que uk ∈ L∞(R+;H2(Ω)).

Portanto, como no item ii) do Teorema 2.9 e dos argumentos acima, segue que

uk ∈ L∞(R+;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)) ∩W 1,∞(R+;H1

0 (Ω)) ∩W 2,∞(R+;L2(Ω)),

ou seja, obtemos uma regularidade mais forte para a solução uk do problema truncado
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(2.18).

Da limitação uniforme dada em (2.26) e das propriedades das funções a(·) e g, obtemos

as seguintes estimativas

(uk) é limitada em L∞(0,∞;H1
0 (Ω)),

(∂tuk) é limitada em L∞(0,∞;L2(Ω)),

(a(x)g(∂tuk)) é limitada em L2(Ω× (0, T )), ∀T > 0,

e do Teorema 1.45, concluímos a existência de uma subsequência de (uk)k∈N (a qual

continuaremos denotando por (uk)) e g∗ ∈ L2(Ω× (0, T )) tal que

uk
∗
⇀ u em L∞(0,∞;H1

0 (Ω)), (2.30)

∂tuk
∗
⇀ ∂tu em L∞(0,∞;L2(Ω)), (2.31)

a(x)g(∂tuk) ⇀ g∗ em L2(Ω× (0, T )), ∀T > 0. (2.32)

Neste sentido, do Teorema de Compacidade de Aubin�Lions�Simon, temos

uk −→ u em L∞(0, T ;L2(Ω)), ∀T > 0. (2.33)

Além disso, como L∞(0, T ;L2(Ω)) ↪→ L2(Ω× (0, T )), para cada T > 0 e de (2.33), segue

que

uk(x, t) −→ u(x, t) q.s. em Ω× (0, T ), ∀T > 0. (2.34)

Por outro lado, uma vez que H1
0 (Ω) ↪→ Lr(Ω), para cada r ≥ 1, obtemos

∫
Ω

|fk(uk)|r dx
(2.4)

≤
∫

Ω

∣∣∣ε |uk|+ Cβ,ε,p |uk|p−1 eβu
2
k

∣∣∣r dx

≤ 2r
[
εr
∫

Ω

|uk|r dx +Cr
β,ε,p

∫
Ω

|uk|r(p−1) erβu
2
k dx

]
≤ 2r

[
εr ‖uk‖rLr(Ω) + Cr

β,ε,p

(∫
Ω

|uk|2r(p−1) dx

)1/2(∫
Ω

e2rβu2
k dx

)1/2
]
.

Como (uk) é limitada em L∞(0,∞;H1
0 (Ω)), temos ‖uk(t)‖H1

0 (Ω) ≤ R̂ q.s. em (0,∞).
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Utilizando a Desigualdade de Trudinger�Moser para β < 2π

rR̂2
, obtemos

∫
Ω

|fk(uk)|r dx ≤ 2r
[
εr ‖uk‖rLr(Ω) + Cr

β,ε,pL
1/2 ‖uk‖r(p−1)

H1
0 (Ω)

]
. ‖uk‖rL∞(0,T ;H1

0 (Ω)) + ‖uk‖r(p−1)

L∞(0,T ;H1
0 (Ω))

< ∞, ∀T > 0,

em outras palavras, fk(uk) ∈ L∞(0, T ;Lr(Ω)), para cada T > 0. Na mesma perspectiva,

obtemos também que f(u) ∈ L∞(0, T ;Lr(Ω)), para cada T > 0. Além disso,

fk(uk(x, t)) −→ f(u(x, t)) q.s. em Ω× (0, T ), ∀T > 0. (2.35)

De fato, da convergência (2.34), temos garantida a existência de um conjunto

ZT ⊂ Ω× (0, T ) com med(ZT ) = 0 tal que uk(x, t) → u(x, t), para todo

(x, t) ∈ [Ω× (0, T )] \ZT , quando k →∞. Ainda, para cada (x, t) ∈ [Ω× (0, T )] \ZT ,

existe uma constante L = L(x, t) > 0 tal que |uk(x, t)| < L, para todo k ∈ N. En-

tão, usando a de�nição de fk, obtemos que

se |uk(x, t)| < L, para todo k ∈ N, então fk(uk(x, t)) = f(uk(x, t)), para todo k ≥ L,

(2.36)

isto é,

fk(uk(x, t))− f(uk(x, t)) −→ 0, quando k →∞, para todo (x, t) ∈ [Ω× (0, T )] \ZT .

Por outro lado, da continuidade da função f , segue que

f(uk(x, t))− f(u(x, t)) −→ 0, quando k →∞, para todo (x, t) ∈ [Ω× (0, T )] \ZT .

Assim, (2.35) segue das últimas duas convergências.

Agora, do Lema de Lions, segue que

fk(uk) ⇀ f(u) em Lr(Ω× (0, T )), ∀T > 0, r ≥ 1. (2.37)

Por �m, uma vez que para todo T > 0, temos Ω × (0, T ) um conjunto aberto limitado

de R2×R, (fk(uk)) ⊂ Lr(Ω× (0, T )) uma sequência limitada e fk(uk(x, t)) −→ f(u(x, t))
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q.s. em Ω× (0, T ), segue do Lema de Strauss que

fk(uk) −→ f(u) em Lq(Ω× (0, T )), ∀T > 0, 1 ≤ q < r. (2.38)

Mais ainda, como (fk(uk)) é limitada em Lr(Ω× (0, T )) para todo r ≥ 1, obtemos que a

convergência (2.38) é válida para todo q ≥ 1.

Sejam agora ϕ ∈ C∞0 (Ω) e θ ∈ C∞0 (0, T ). Multiplicando (2.18)1 por ϕθ e integrando

em Ω× (0, T ), temos

∫ T

0

∫
Ω

∂2
t uk · ϕθ dx dt +

∫ T

0

∫
Ω

(−∆uk)ϕθ dx dt +

∫ T

0

∫
Ω

fk(uk)ϕθ dx dt

+

∫ T

0

∫
Ω

a(x)g(∂tuk)ϕθ dx dt = 0,

em que, utilizando a Fórmula de Green e a derivada distribucional, obtemos

−
∫ T

0

θ′
∫

Ω

∂tuk · ϕ dx dt +

∫ T

0

θ

∫
Ω

∇uk∇ϕ dx dt +

∫ T

0

θ

∫
Ω

fk(uk)ϕ dx dt

+

∫ T

0

θ

∫
Ω

a(x)g(∂tuk)ϕ dx dt = 0.

Passando o limite na equação acima, tendo em vista (2.30), (2.31), (2.32) e (2.37),

resulta em

−
∫ T

0

θ′
∫

Ω

∂tu · ϕ dx dt +

∫ T

0

θ

∫
Ω

∇u∇ϕ dx dt +

∫ T

0

θ

∫
Ω

f(u)ϕ dx dt

+

∫ T

0

θ

∫
Ω

g∗ϕ dx dt = 0,

e utilizando novamente a Fórmula de Green e a derivada distribucional, obtemos

∫ T

0

∫
Ω

∂2
t u · ϕθ dx dt +

∫ T

0

∫
Ω

(−∆u)ϕθ dx dt +

∫ T

0

∫
Ω

f(u)ϕθ dx dt

+

∫ T

0

∫
Ω

g∗ϕθ dx dt = 0,

para cada ϕ ∈ C∞0 (Ω) e θ ∈ C∞0 (0, T ).

Assim

∂2
t u−∆u+ f(u) + g∗ = 0 em D′(Ω× (0, T )).
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Como g∗ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), ∆u ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) e f(u) ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), segue

que

∂2
t u = ∆u− f(u)− g∗ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)). (2.39)

Aplicando o Lema 1.46 (Lions�Magenes) e a Proposição 1.47 (Lions), deduzimos que

u ∈ Cw(0, T ;H1
0 (Ω)) e ∂tu ∈ Cw(0, T ;L2(Ω)). (2.40)

Nesta perspectiva, uma vez que a regularidade obtida em (2.40) é satisfeita, podemos

avaliar u e ∂tu em t = 0, garantindo que (u(0), ∂tu(0)) ∈ H.

Neste sentido, iremos recuperar a regularidade temporal, ou seja, devemos mostrar

que a solução do problema (2.1) está na classe

u ∈ C([0, T ] ;H1
0 (Ω)), ∂tu ∈ C([0, T ] ;L2(Ω)), ∂2

t u ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), ∀T > 0,

satisfazendo

(uk, ∂tuk) −→ (u, ∂tu) em C([0, T ] ;H1
0 (Ω)× L2(Ω)), ∀T > 0,

e ainda

g∗ = a(x)g(∂tu).

Como um e un satisfazem (2.18), para m e n, respectivamente, com m,n ∈ N, de�-

nindo zm,n = um − un, de (2.18), temos que zm,n satisfaz para cada T > 0,



∂2
t zm,n −∆zm,n + [fm(um)− fn(un)] + a(x) [g(∂tum)− g(∂tun)] = 0 em Ω× (0, T ),

zm,n = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

zm.n(x, 0) = u0m(x)− u0n(x) em Ω

∂tzm,n(x, 0) = u1m(x)− u1n(x) em Ω.

(2.41)
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Multiplicando (2.41)1 por ∂tzm,n(t), temos

1

2

d
dt

[
‖∂tzm,n(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇zm,n(t)‖2
L2(Ω)

]
+

∫
Ω

a(x) [g(∂tum(t))− g(∂tun(t))] [∂tum(t)− ∂tun(t)] dx

= −
∫

Ω

[fm(um(t))− fn(un(t))] [∂tum(t)− ∂tun(t)] dx .

Agora, integrando de 0 à t ∈ [0, T ], com T > 0 arbitrário, temos

1

2

[
‖∂tzm,n(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇zm,n(t)‖2
L2(Ω)

]
+

∫ t

0

∫
Ω

a(x) [g(∂tum(s))− g(∂tun(s))] [∂tum(s)− ∂tun(s)] dx ds

≤ 1

2

[
‖u1m − u1n‖2

L2(Ω) + ‖∇u0m −∇u0n‖2
L2(Ω)

]
+

∣∣∣∣∫ t

0

∫
Ω

[fm(um(s))− fn(un(s))] [∂tzm,n(s)] dx ds

∣∣∣∣
≤ 1

2

[
‖u1m − u1n‖2

L2(Ω) + ‖∇u0m −∇u0n‖2
L2(Ω)

]
+

∣∣∣∣∫ t

0

‖fm(um(s))− fn(un(s))‖L2(Ω) ‖∂tzm,n(s)‖L2(Ω) ds

∣∣∣∣ .
(2.42)

Uma vez que [g(s1)− g(s2)] (s1 − s2) ≥ 0, para cada s1, s2 ∈ R (segue de g ser monó-

tona crescente), a função a(·) ser não negativa e utilizando as convergências (2.17), (2.31)

e (2.38), obtemos a convergência a zero quando m,n → ∞ dos termos do lado direito

da desigualdade (2.42), i.e., (uk, ∂tuk) ∈ C([0, T ] ;H) é uma sequência de Cauchy, logo

(u, ∂tu) ∈ C ([0, T ] ;H) e

uk −→ u em C([0, T ] ;H1
0 (Ω)) ∩ C1([0, T ] ;L2(Ω)), ∀T > 0. (2.43)

Além disso, de (2.42), temos que

lim
m,n→∞

∫ T

0

∫
Ω

a(x) [g(∂tum(t))− g(∂tun(t))] [∂tum(t)− ∂tun(t)] dx dt = 0, ∀T > 0.

Por �m, de (2.43), segue que ∂tuk(x, t) −→ ∂tu(x, t) q.s. em Ω × (0, T ). Sendo a

função g contínua, temos que a(x)g(∂tuk(x, t)) −→ a(x)g(∂tu(x, t)) q.s. em Ω × (0, T ).
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Uma vez que (a(x)g(∂tuk(x, t)))k∈N é limitada em L2(Ω× (0, T )), para cada T > 0, pelo

Lema de Strauss, segue que

a(x)g(∂tuk) ⇀ a(x)g(∂tu) em L2(Ω× (0, T )), ∀T > 0. (2.44)

Assim, de (2.32), (2.44) e da unicidade do limite fraco, segue que g∗ = a(x)g(∂tu).

Com relação aos dados iniciais, devemos mostrar que (u(0), ∂tu(0)) = (u0, u1) em H.

Com efeito, consideramos ϕ ∈ C∞0 (Ω) e θ ∈ C1([0, T ]), com θ(0) = 1 e θ(T ) = 0. Das

convergências (2.30) e (2.31) e utilizando o Lema 1.45, segue que

−
∫ T

0

θ′(t) (uk(t), ϕ)L2(Ω) dt −→ −
∫ T

0

θ′(t) (u(t), ϕ)L2(Ω) dt, (2.45)

−
∫ T

0

θ(t) (∂tuk(t), ϕ)L2(Ω) dt −→ −
∫ T

0

θ(t) (∂tu(t), ϕ)L2(Ω) dt . (2.46)

Nesta perspectiva, utilizando a integração por partes no termo sequêncial de (2.46), temos

(uk(0), ϕ)L2(Ω) +

∫ T

0

θ′(t) (uk(t), ϕ)L2(Ω) dt =−
∫ T

0

θ(t) (∂tuk(t), ϕ)L2(Ω) dt

−→−
∫ T

0

θ(t) (∂tu(t), ϕ)L2(Ω) dt

= (u(0), ϕ)L2(Ω) +

∫ T

0

θ′(t) (u(t), ϕ)L2(Ω) dt .

(2.47)

Assim, das convergências (2.45) e (2.47), temos

(uk(0), ϕ)L2(Ω) =

[
(uk(0), ϕ)L2(Ω) +

∫ T

0

θ′(t) (uk(t), ϕ)L2(Ω) dt

]
−
∫ T

0

θ′(t) (uk(t), ϕ)L2(Ω) dt

−→
[
(u(0), ϕ)L2(Ω) +

∫ T

0

θ′(t) (u(t), ϕ)L2(Ω) dt

]
−
∫ T

0

θ′(t) (u(t), ϕ)L2(Ω) dt

= (u(0), ϕ)L2(Ω) ,

para cada ϕ ∈ C∞0 (Ω). Por densidade, segue que

〈ψ, uk(0)〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) −→ 〈ψ, u(0)〉H−1(Ω),H1

0 (Ω) , ∀ψ ∈ H−1(Ω),

e, portanto, uk(0) ⇀ u(0) emH1
0 (Ω). Contudo, de (2.17), sabemos que uk(0) = u0k −→ u0
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em H1
0 (Ω). Da unicidade do limite fraco, segue que u(0) = u0 em H1

0 (Ω).

Agora, multiplicando (2.18)1 por ϕθ e integrando em Ω× (0, T ), temos

∫ T

0

θ(t)
(
∂2
t uk(t), ϕ

)
L2(Ω)

dt +

∫ T

0

θ(t) (−∆uk(t), ϕ)L2(Ω) dt +

∫ T

0

θ(t) (fk(uk(t)), ϕ)L2(Ω) dt

+

∫ T

0

θ(t) (a(·)g(∂tuk(t)), ϕ)L2(Ω) dt = 0,

em que, utilizando a integração por partes no primeiro termo, obtemos

∫ T

0

θ′(t) (∂tuk(t), ϕ)L2(Ω) dt +

∫ T

0

θ(t) (−∆uk(t), ϕ)L2(Ω) dt +

∫ T

0

θ(t) (fk(uk(t)), ϕ)L2(Ω) dt

+

∫ T

0

θ(t) (a(·)g(∂tuk(t)), ϕ)L2(Ω) dt = (∂tuk(0), ϕ)L2(Ω) .

Por processos análogos aos que realizamos anteriormente, podemos passar o limite quando

k →∞ na equação acima, em que obtemos

∫ T

0

θ′(t) (∂tu(t), ϕ)L2(Ω) dt +

∫ T

0

θ(t) (−∆u(t), ϕ)L2(Ω) dt +

∫ T

0

θ(t) (f(u(t)), ϕ)L2(Ω) dt

+

∫ T

0

θ(t) (a(·)g(∂tu(t)), ϕ)L2(Ω) dt = (u1, ϕ)L2(Ω) .

Utilizando novamente a integração por partes no primeiro termo da equação acima, ob-

temos

∫ T

0

θ(t)
(
∂2
t u(t), ϕ

)
L2(Ω)

dt +

∫ T

0

θ(t) (−∆u(t), ϕ)L2(Ω) dt +

∫ T

0

θ(t) (f(u(t)), ϕ)L2(Ω) dt

+

∫ T

0

θ(t) (a(·)g(∂tu(t)), ϕ)L2(Ω) dt = (u1, ϕ)L2(Ω) − (∂tu(0), ϕ)L2(Ω) .

Logo, (u1, ϕ)L2(Ω)− (∂tu(0), ϕ)L2(Ω) = 0, para cada ϕ ∈ C∞0 (Ω). Por densidade, segue que

(u1, ψ)L2(Ω) = (∂tu(0), ψ)L2(Ω), para cada ψ ∈ L2(Ω) e, portanto, ∂tu(0) = u1 em L2(Ω),

como queríamos.
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Portanto, passando o limite em (2.18), para cada T > 0 concluímos que



∂2
t u−∆u+ f(u) + a(x)g(∂tu) = 0 em Ω× [0, T ] ,

u = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) em Ω,

∂tu(x, 0) = u1(x) em Ω.

Provemos a unicidade de solução para o problema (2.1). Com efeito, suponhamos

que u, v ∈ C([0, T ] ;H1
0 (Ω)) ∩ C1([0, T ] ;L2(Ω)) sejam soluções fracas de (2.1) e façamos

w = u− v. Assim, para cada T > 0, w satisfaz

∂2
tw −∆w + [f(u)− f(v)] + a(x) [g(∂tu)− g(∂tv)] = 0 (2.48)

em L2(0, T ;H−1(Ω)), com dados iniciais

w(0) = 0 e ∂tw(0) = 0.

Notamos que não faz sentido compormos ∂2
tw(t) com ∂tw(t) na dualidade de

H−1(Ω)×H1
0 (Ω), visto que ∂tw(t) ∈ L2(Ω), para todo t ∈ [0, T ]. Com isso, o método

da energia não é o mais adequado para prosseguirmos. Para contornarmos esta situação,

vamos obter a unicidade da solução via método de Visik�Ladyzhenskaya (ver [47] e [64]).

Com efeito, dado s ∈ [0, T ], de�nimos a seguinte função auxiliar:

ψ(t) =


−
∫ s

t

w(τ) dτ , se 0 ≤ t < s,

0, se s ≤ t ≤ T,

(2.49)

cuja derivada no sentido distribucional a valores vetoriais é dada por

∂tψ(t) =

w(t), se 0 ≤ t < s,

0, se s ≤ t ≤ T.
(2.50)
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De�nindo φ(t) =

∫ t

0

w(τ) dτ , segue de (2.51) que

ψ(t) = φ(t)− φ(s), ∀t ∈ [0, s] ,

ψ(s) = 0, ψ(0) = −φ(s).

Com isso, juntamente com a regularidade de w, obtemos que

ψ, ∂tψ ∈ C([0, T ] ;H1
0 (Ω)).

Agora podemos compor (2.48) com ψ na dualidade de L2(0, T ;H−1(Ω))× L2(0, T ;H1
0 (Ω))

e, uma vez que ψ ≡ 0 em [s, T ], temos∫ s

0

〈
∂2
tw(t), ψ(t)

〉
dt−

∫ s

0

〈∆w(t), ψ(t)〉 dt

= −
∫ s

0

〈f(u(t))− f(v(t)), ψ(t)〉 dt−
∫ s

0

〈a(x) [g(∂tu(t))− g(∂tv(t))] , ψ(t)〉 dt .

(2.51)

Integrando o primeiro termo de (2.51) por partes, temos

∫ s

0

〈
∂2
tw(t), ψ(t)

〉
dt = 〈∂tw(s), ψ(s)︸︷︷︸

=0

〉 − 〈∂tw(0)︸ ︷︷ ︸
=0

, ψ(0)〉 −
∫ s

0

〈∂tw(t), ∂tψ(t)〉 dt .

Assim,∫ s

0

〈
∂2
tw(t), ψ(t)

〉
dt = −

∫ s

0

〈∂tw(t), w(t)〉 dt = −1

2

∫ s

0

d
dt
‖w(t)‖2

L2(Ω) dt

=
1

2
(‖w(0)‖2

L2(Ω)︸ ︷︷ ︸
=0

−‖w(s)‖2
L2(Ω)) = −1

2
‖w(s)‖2

L2(Ω) .
(2.52)

Por outro lado, temos∫ s

0

〈−∆w(t), ψ(t)〉 dt =

∫ s

0

(∇w(t),∇ψ(t)) dt
(2.50)
=

∫ s

0

(∇∂tψ(t),∇ψ(t)) dt

=
1

2

∫ s

0

d
dt
‖ψ(t)‖2

H1
0 (Ω) dt =

1

2
(‖ψ(s)‖2

H1
0 (Ω)︸ ︷︷ ︸

=0

−‖ψ(0)‖2
H1

0 (Ω))

= −1

2
‖ψ(0)‖2

H1
0 (Ω) = −1

2
‖φ(s)‖2

H1
0 (Ω) .

(2.53)
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Substituindo (2.52) e (2.53) em (2.51), temos

1

2

[
‖w(s)‖2

L2(Ω) + ‖φ(s)‖2
H1

0 (Ω)

]
=

∫ s

0

〈f(u(t))− f(v(t)), ψ(t)〉 dt︸ ︷︷ ︸
=:If

+

∫ s

0

〈a(x) [g(∂tu(t))− g(∂tv(t))] , ψ(t)〉 dt︸ ︷︷ ︸
=:Ig

.

(2.54)

• Utilizando a estimativa (2.6) e as Desigualdades de Trudinger�Moser e Hölder para

If , temos

If =

∫ s

0

〈f(u(t))− f(v(t)), ψ(t)〉 dt ≤
∫ s

0

∫
Ω

|f(u(x, t))− f(v(x, t))| |ψ(x, t)| dx dt

≤ C

∫ s

0

∫
Ω

|w(x, t)| |ψ(x, t)|
(

eβ|u(x,t)|2 + eβ|v(x,t)|2
)

dx dt

= C

[∫ s

0

∫
Ω

|w(x, t)| |ψ(x, t)| eβ|u(x,t)|2 dx dt

+

∫ s

0

∫
Ω

|w(x, t)| |ψ(x, t)| eβ|v(x,t)|2 dx dt

]
.
∫ s

0

∫
Ω

|w(x, t)| |ψ(x, t)| dx dt ≤
∫ s

0

‖w(t)‖L2(Ω) ‖ψ(t)‖L2(Ω) dx dt

.
∫ s

0

‖w(t)‖L2(Ω) ‖ψ(t)‖H1
0 (Ω) dx dt .

(2.55)

• Vamos mostrar que Ig ≤ 0. Para isso, consideramos

Λ1 = {(x, t) ∈ Ω× [0, s) / ∂tu(x, t) ≥ ∂tv(x, t)},

Λ2 = (Ω× [0, s)) \Λ1.

Assim,

(i) ∂tw(x, t) ≥ 0 em Λ1. Então, w é não-decrescente na variável t em Λ1 com

w(x, 0) = 0. Logo, w(x, t) ≥ w(x, 0) = 0 em Λ1. Agora, uma vez que w é

contínua em [t, s] ⊂ [0, T ], do Teorema do Valor Médio para Integrais, existe

t0 ∈ [t, s] tal que

ψ(x, t) = −
∫ s

t

w(x, τ) dτ = −w(x, t0)(s− t) = w(x, t0)︸ ︷︷ ︸
≥0, em Λ1

(t− s) ≤ 0.
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Disto, temos que ψ(x, t) ≤ 0 em Λ1.

(ii) ∂tw(x, t) < 0 em Λ2. Então, w é decrescente na variável t em Λ2 com w(x, 0) =

0. Logo, w(x, t) < w(x, 0) = 0 em Λ2. Por argumentação análoga, deve existir

t1 ∈ [t, s] tal que

ψ(x, t) = −
∫ s

t

w(x, τ) dτ = −w(x, t1)(s− t) = w(x, t1)︸ ︷︷ ︸
<0, em Λ2

(t− s) ≥ 0.

Disto, temos que ψ(x, t) > 0 em Λ2.

Como g é monótona crescente, de (i) e (ii), concluímos que

∂tw(x, t) ≥ 0⇒ g(∂tu(x, t)) ≥ g(∂tv(x, t)) e ψ(x, t) ≤ 0,

∂tw(x, t) < 0⇒ g(∂tu(x, t)) < g(∂tv(x, t)) e ψ(x, t) ≥ 0.

Uma vez que Ω× [0, s) = Λ1 ∪ Λ2, temos

[g(∂tu(x, t))− g(∂tv(x, t))]ψ(x, t) ≤ 0 em Ω× [0, s) ,

e, portanto, como a(·) é uma função não-negativa, temos

Ig =

∫ s

0

∫
Ω

a(x) [g(∂tu(x, t))− g(∂tv(x, t))]ψ(x, t) dx dt ≤ 0. (2.56)

Utilizando (2.55) e (2.56) em (2.54), obtemos

1

2

[
‖w(s)‖2

L2(Ω) + ‖φ(s)‖2
H1

0 (Ω)

]
.
∫ s

0

‖w(t)‖L2(Ω) ‖ψ(t)‖H1
0 (Ω) dt,

mas como ψ(t) = φ(t)− φ(s), para cada t ∈ [0, s], temos

1

2

[
‖w(s)‖2

L2(Ω) + ‖φ(s)‖2
H1

0 (Ω)

]
≤ C

[∫ s

0

‖w(t)‖L2(Ω) ‖φ(t)‖H1
0 (Ω) dt

+

∫ s

0

‖w(t)‖L2(Ω) ‖φ(s)‖H1
0 (Ω) dt

]
.

• Da Desigualdade de Young, temos

∫ s

0

‖w(t)‖L2(Ω) ‖φ(t)‖H1
0 (Ω) dt ≤ 1

2

∫ s

0

‖w(t)‖2
L2(Ω) dt +

1

2

∫ s

0

‖φ(t)‖2
H1

0 (Ω) dt .
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• Da Desigualdade de Young com peso ε = (2Cs)1/2 > 0, temos∫ s

0

‖w(t)‖L2(Ω) ‖φ(s)‖H1
0 (Ω) dt =

∫ s

0

ε ‖w(t)‖L2(Ω)

1

ε
‖φ(s)‖H1

0 (Ω) dt

≤ 1

2

∫ s

0

ε2 ‖w(t)‖2
L2(Ω) dt +

1

2

∫ s

0

1

ε2
‖φ(s)‖2

H1
0 (Ω) dt

= Cs

∫ s

0

‖w(t)‖2
L2(Ω) dt +

1

4Cs
‖φ(s)‖2

H1
0 (Ω) s

≤ CT

∫ s

0

‖w(t)‖2
L2(Ω) dt +

1

4C
‖φ(s)‖2

H1
0 (Ω) .

Das desigualdades acima, obtemos

1

4

[
‖w(s)‖2

L2(Ω) + ‖φ(s)‖2
H1

0 (Ω)

]
≤ CT

∫ s

0

[
‖w(t)‖2

L2(Ω) + ‖φ(t)‖2
H1

0 (Ω)

]
dt,

com CT > 0 e s(0, T ]. Pelo Lema de Gronwall aplicado a desigualdade acima, temos que

‖w(s)‖2
L2(Ω) + ‖φ(s)‖2

H1
0 (Ω) ≤ 0, ∀s ∈ (0, T ] .

Assim, ‖w(s)‖2
L2(Ω) = 0, para s ∈ (0, T ] e como w(0) = 0, obtemos w(s) = 0 em L2(Ω),

para s ∈ [0, T ]. Disto, u = v em C ([0, T ] ;L2(Ω)) e, consequentemente, u = v em

C ([0, T ] ;H1
0 (Ω)).

Por �m, para mostrar que o funcional de energia do problema truncado converge para

o funcional de energia do problema original, resta-nos provar que para cada t0 ∈ [0, T ],

Fk (uk (·, t0)) −→ F (u (·, t0)) em Lr(Ω), ∀r ≥ 1. (2.57)

Com efeito, seja t0 ∈ [0, T ], então∫
Ω

|Fk(uk(x, t0))|r dx ≤
∫

Ω

∣∣∣ε
2
|uk(x, t0)|2 + Cβ,ε,p |uk(x, t0)|p eβ[uk(x,t0)]2

∣∣∣r dx

≤ 2r
[
εr

2r

∫
Ω

|uk(x, t0)|2r dx +Cr
β,ε,p

∫
Ω

|uk(x, t0)|rp erβ[uk(x,t0)]2 dx

]
≤ 2r

[
εr

2r
‖uk(·, t0)‖2r

Lr(Ω)

+ Cr
β,ε,p

(∫
Ω

|uk(x, t0)|2rp dx

)1/2(∫
Ω

e2rβ[uk(x,t0)]2 dx

)1/2 ]
.
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Como uk → u em C([0, T ] ;H1
0 (Ω)), temos uk(·, t0) → u(·, t0) em H1

0 (Ω) e assim,

‖uk(·, t0)‖H1
0 (Ω) ≤ R̂. Tomando β <

2π

rR̂2
, podemos utilizar a Desigualdade de Trudinger�

Moser e assim, podemos estimar a última integral acima. Além disso, uma vez que

H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), para todo q ≥ 1, temos então

∫
Ω

|Fk(uk(x, t0))|r dx ≤ 2r
[
εr

2r
K0 ‖∇uk(·, t0)‖2r

L2(Ω) + Cr
β,ε,pL

1/2 ‖uk(·, t0)‖rpL2rp(Ω)

]
≤ 2r

[
εr

2r
K0 ‖∇uk(·, t0)‖2r

L2(Ω) + Cr
β,ε,pL

1/2K1 ‖∇uk(·, t0)‖rpL2(Ω)

]
≤ 2r

[
εr

2r
K0 [2Euk(0)]r + Cr

β,ε,pL
1/2K1 [2Euk(0)]

rp
2

]
<∞.

Logo, (F (uk(·, t0)))k∈N é limitada em Lr(Ω), para cada r ≥ 1. Disto, segue que

Fk (uk(·, t0)) ⇀ F∗ em Lr(Ω), r ≥ 1.

A�rmamos que F∗ = F (u(·, t0)). De fato, como (2.43), segue que uk(·, t0)→ u(·, t0)

em H1
0 (Ω) ↪→ Lr(Ω). Logo,

uk(x, t0) −→ u(x, t0) q.s. em Ω, (2.58)

Note que

|Fk (uk(x, t0))− F (u(x, t0))| ≤ |Fk (uk(x, t0))− F (uk(x, t0))|+|F (uk(x, t0))− F (u(x, t0))| .

(2.59)

De (2.58) e da continuidade da função F , temos

F (uk(x, t0)) −→ F (u(x, t0)) q.s. em Ω. (2.60)

Para provarmos que

Fk(uk(x, t0)) −→ F (u(x, t0)) q.s. em Ω, (2.61)
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resta-nos mostrar que

Fk(uk(x, t0)) −→ Fk(u(x, t0)) q.s. em Ω.

Com efeito, de (2.36), existe L = L(x, t) > 0 tal que

|Fk(uk(x, t0))− F (uk(x, t0))| =

∣∣∣∣∣
∫ uk(x,t0)

0

fk(s) ds−
∫ uk(x,t0)

0

f(s) ds

∣∣∣∣∣
≤
∫ L

−L
|fk(s)− f(s)| ds = 0, se k ≥ L. (2.62)

Combinando (2.59), (2.60) e (2.62), obtemos (2.61) que nos permite, através do Lema

de Strauss, obter

Fk (uk(·, t0)) ⇀ F (u(·, t0)) em Lr(Ω).

Da unicidade do limite fraco, segue que F (u(·, t0)) = F∗. Ainda do Lema de Strauss, se

1 ≤ q < r, temos

Fk (uk(·, t0)) −→ F (u(·, t0)) em Lq(Ω).

Mais ainda, como r > 1 é arbitrário, segue que a convergência forte acima é válida para

todo q ≥ 1.

Portanto, passando o limite no funcional de energia associado ao problema truncado

(2.18), obtemos o funcional de energia para o problema original (2.1), dado por

Eu(t) =
1

2

[
‖∂tu(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇u(t)‖2
L2(Ω)

]
+

∫
Ω

F (u(t)) dx,

e ainda, obtemos também a identidade de energia dada por

Eu(t2) +

∫ t2

t1

∫
Ω

a(x)g(∂tu(t))∂tu(t) dx dt = Eu(t1), 0 ≤ t1 ≤ t2 < Tmax.

Assim, de Eu(t) ≤ Eu(0) <∞, para cada t ∈ [0, Tmax), uma vez que Eu(0) é indepen-

dente de t, segue que a solução não sofre blow-up em tempo �nito, ou seja, no Teorema

2.9, temos que Tmax =∞. Nesta perspectiva, podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 2.14 (Global no tempo). Assumindo as Suposições 2.1, 2.4, 2.5 e 2.6, então
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dados (u0, u1) ∈ H, o problema (2.1) possui uma única solução global na classe

u ∈ C([0, T ] ;H1
0 (Ω)), ∂tu ∈ C([0, T ] ;L2(Ω)), ∂2

t u ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)), ∀T > 0.

Além disso, a identidade de energia é veri�cada

Eu(t2) +

∫ t2

t1

∫
Ω

a(x)g(∂tu(x, t))∂tu(x, t) dx dt = Eu(t1),

com

Eu(t) =
1

2

[
‖∂tu(x, t)‖2

L2(Ω) + ‖∇u(x, t)‖2
L2(Ω)

]
+

∫
Ω

F (u(x, t)) dx .

2.1.2 Decaimento Uniforme da Energia

Com o objetivo de apresentarmos o resultado de decaimento uniforme da energia dado

no Teorema 2.19, à luz de Lasiecka e Tataru [44], mostraremos que o decaimento da energia

é estabelecido através da solução de uma equação diferencial ordinária não linear. Nesse

sentido, uma vez que o problema possui um amortecimento localizado, dois ingredientes

são necessários: um Princípio de Continuação Única (dado pela Suposição 2.7) e uma

Desigualdade de Observabilidade. Para obter a Desigualdade de Observabilidade para o

problema (2.1) dado no Lema 2.18, é necessário que uma versão da mesma seja obtida

para o problema truncado (Lema 2.15), que via densidade, nos fornece o desejado.

2.1.2.1 Desigualdade de Observabilidade para o problema truncado

O objetivo desta etapa é apresentar a Desigualdade de Observabilidade para o pro-

blema truncado (2.18), para cada k ∈ N �xado (su�cientemente grande) e T ≥ T0, com

T0 sendo a constante de observabilidade o qual é independente de k, ou ainda, o tempo

T0 > 0 é uma constante tal que, toda geodésica da métrica G = I viajando com ve-

locidade constante igual a 1 e com início em t = 0, entra na região ω (vizinhança da

fronteira ∂Ω inteira) em um tempo t < T0, uma vez que as geodésicas de Ω são linhas

retas que necessariamente tocam a fronteira ∂Ω e são re�etidas de acordo com as leis da

ótica geométrica.

Primeiramente, observamos que o dado inicial (u0, u1) ∈ H1
0 (Ω)×L2(Ω) do problema

original (2.1) pode ser nulo ou não nulo.
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No primeiro caso, quando (u0, u1) = (0, 0), observamos de (2.17), que podemos con-

siderar (u0k, u1k) = (0, 0), para cada k ∈ N, e a correspondente solução de (2.18) deve ser

uk ≡ 0. Então, a Desigualdade de Observabilidade dada em (2.64) abaixo, é trivialmente

satisfeita para qualquer escolha de C > 0.

No segundo caso, existem constantes r, R > 0 tais que r < Eu(0) < R. Além disso, da

convergência dos dados iniciais dado em (2.17), existe k0 ∈ N tal que, para todo k ≥ k0,

(u0k, u1k) satisfaz

r < Euk(0) < R. (2.63)

Nosso objetivo é provar que a Desigualdade de Observabilidade para o problema trun-

cado é verdadeira. Posteriormente, iremos mostrar que se escolhermos uma sequência de

dados aproximados (u0k, u1k) que satisfaça (2.17), bem como (2.63), então a constante da

Desigualdade de Observabilidade para soluções aproximadas pode ser tomada indepen-

dentemente de k.

Lema 2.15 (Desigualdade de Observabilidade - Truncado). Sejam r, R > 0, T ≥ T0

e k ≥ 1. Sob as hipóteses do Teorema 2.14 e admitindo a Suposição 2.7, existe

C = C(k, r, R, T ) > 0 tal que a correspondente solução uk de (2.18) com (u0k, u1k) ∈ D(A)

distante da origem (i.e., veri�cando (2.63)) satisfaz a Desigualdade de Observabilidade

Euk(0) ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

a(x)
[
|∂tuk(x, t)|2 + |g(∂tuk(x, t))|2

]
dx dt . (2.64)

Além disso, se (u0k, u1k) → (u0, u1) em H tal que (u0, u1) ∈ H e r < Eu(0) < R, então

existe T ∗ ≥ T0 tal que C pode ser escolhido independente de k, sempre que T ≥ T ∗.

Demonstração. Realizaremos a prova deste lema através de um argumento de contradição.

Supondo que o Lema 2.15 seja falso, então para toda constante C > 0, existem dados

iniciais (uC0k, u
C
1k) ∈ D(A) veri�cando (2.63) cuja correspondente solução uCk viola (2.64).

Em particular, para cada m ∈ N �xado arbitrariamente, obtemos a existência de

dados iniciais (um0k, u
m
1k) veri�cando (2.63) e cuja correspondente solução umk satisfaz a

Desigualdade de Observabilidade Inversa

Eumk (0) > m

∫ T

0

∫
Ω

a(x)
[
|∂tumk |2 + |g(∂tu

m
k )|2

]
dx dt .
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Então, obtemos uma sequência (umk )m∈N de soluções de (2.18) tal que

lim
m→+∞

∫ T
0

∫
Ω
a(x) [|∂tumk |2 + |g(∂tu

m
k )|2] dx dt

Eumk (0)
= 0. (2.65)

Notemos que

Eumk (0) =
1

2

∫
Ω

|∂tumk (x, 0)|2 + |∇umk (x, 0)|2 dx +

∫
Ω

Fk(u
m
k (x, 0)) dx

=
1

2

∫
Ω

|um1k|
2 + |∇um0k|

2 dx +

∫
Ω

Fk(u
m
0k) dx

(2.25)

≤ 1

2

[
‖um1k‖L2(Ω)2 + ‖∇um0k‖

2
L2(Ω)

]
+

ε

2λ1

‖∇um0k‖
2
L2(Ω) + Cβ,ε,pL

1/2K0 ‖∇um0k‖
p
L2(Ω)

(2.63)

. R, ∀m ∈ N.
(2.66)

Assim, de (2.65), temos

lim
m→+∞

∫ T

0

∫
Ω

a(x)
[
|∂tumk |2 + |g(∂tu

m
k )|2

]
dx dt = 0. (2.67)

Além disso, do funcional de energia do problema truncado e de (2.66), segue que

existe uma subsequência (a qual continuaremos denotando por (umk )m∈N) tal que

umk
∗
⇀ uk em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)), m→∞ (2.68)

∂tu
m
k
∗
⇀ ∂tuk em L∞(0, T ;L2(Ω)), m→∞ (2.69)

umk → uk em L∞(0, T ;Lq(Ω)), m→∞, ∀q ≥ 2, (2.70)

em que (2.70) ocorre por H1
0 (Ω)

c
↪→ Lq(Ω) ↪→ L2(Ω), para todo q ≥ 2 e pelo Teorema de

Compacidade de Aubin-Lions-Simon.

Agora, dividimos a prova em dois casos: uk 6= 0 e uk = 0.

Caso 1: uk 6= 0
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Para cada m ∈ N, umk é solução do problema



∂2
t u

m
k −∆umk + fk(u

m
k ) + a(x)g(∂tu

m
k ) = 0 em Ω× (0, T ),

umk = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

umk (x, 0) = um0k(x) em Ω

∂tu
m
k (x, 0) = um1k(x) em Ω,

(2.71)

Multiplicando (2.71)1 por ϕ ∈ D(Ω) e θ ∈ D(0, T ) e integrando em Ω×(0, T ), obtemos

∫ T

0

∫
Ω

∂2
t u

m
k · ϕθ dx dt +

∫ T

0

∫
Ω

(−∆umk )ϕθ dx dt +

∫ T

0

∫
Ω

fk(u
m
k )ϕθ dx dt

+

∫ T

0

∫
Ω

a(x)g(∂tu
m
k )ϕθ dx dt = 0.

Note que

∫ T

0

θ

∫
Ω

a(x)g(∂tu
m
k )ϕ dx dt

≤
∫ T

0

θ

[∫
Ω

(a(x)g(∂tu
m
k ))2 dx

]1/2 [∫
Ω

ϕ2 dx

]1/2

dt

≤M1/2 med(Ω)1/2

∫ T

0

θ

[∫
Ω

(a(x)g(∂tu
m
k ))2 dx

]1/2

dt

≤M1/2 med(Ω)1/2

[∫ T

0

θ2 dt

]
︸ ︷︷ ︸

<∞

1/2 [∫ T

0

∫
Ω

(a(x)g(∂tu
m
k ))2 dx dt

]1/2

(2.72)

o qual vai à 0 por (2.67) quando m→∞, em que M = max
x∈Ω
|ϕ|2.

Logo, das convergêcias (2.68), (2.69) e (2.70), de (2.72) e utilizando argumentos si-

milares à obtenção de (2.39), fazendo m→∞, obtemos

∂2
t uk −∆uk + fk(uk) = 0 em L2(0, T ;H−1(Ω)). (2.73)
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Assim, fazendo m→∞ no problema truncado, obtemos na situação limite
∂2
t uk −∆uk + fk(uk) = 0 em Ω× (0, T ),

uk = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

∂tuk = 0 q.s. em ω.

(2.74)

Derivando (2.74)1 e (2.74)2 na variável temporal no sentido distribucional e denotando

wk = ∂tuk, temos o seguinte problema
∂2
twk −∆wk + f ′k(uk)wk = 0 em Ω× (0, T ),

wk = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

wk = 0 q.s. em ω.

(2.75)

Uma vez que f ′k(uk) ∈ L∞(Ω× (0, T )), para todo k ∈ N, deduzimos da Suposição 2.7

que wk ≡ 0, ou seja, ∂tuk ≡ 0, para cada k ∈ N. Contudo, de (2.73), concluímos que

−∆uk(t) + fk(uk(t)) = 0 em H−1(Ω) q.s. em (0, T ). (2.76)

Uma vez que uk ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), podemos fazer a dualidade de (2.76) em que

uk(t) ∈ H1
0 (Ω) q.s. em (0, T ), e já utilizando a relação 〈·, ·〉H−1(Ω),H1

0 (Ω) = (·, ·)L2(Ω) dada

em (1.3), temos

∫
Ω

(−∆uk(t))uk(t) dx +

∫
Ω

fk(uk(t))uk(t) dx = 0,

e utilizando a Fórmula de Green, obtemos

∫
Ω

∇uk(t)∇uk(t) dx = −
∫

Ω

fk(uk(t))uk(t) dx .

Por �m, da Condição de Ambrosetti�Rabinowitz, inferimos que

‖∇uk(t)‖2
L2(Ω) = −

∫
Ω

fk(uk(t))uk(t) dx < −
∫

Ω

θF (uk(t)) dx < 0,

e da Desigualdade de Poincaré, temos λ1 ‖uk(t)‖2
L2(Ω) ≤ ‖∇uk(t)‖

2
L2(Ω) < 0, e assim, segue

que uk ≡ 0 q.s. em Ω× (0, T ), o que contradiz que uk 6= 0.

74



Caso 2: uk = 0

De (2.68), (2.69) e (2.70), agora temos

umk
∗
⇀ 0 em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)), m→∞ (2.77)

∂tu
m
k
∗
⇀ 0 em L∞(0, T ;L2(Ω)), m→∞ (2.78)

umk → 0 em L∞(0, T ;Lq(Ω)), m→∞, ∀q ≥ 2. (2.79)

Fazendo

αm =
[
Eumk (0)

]1/2
e vmk =

umk
αm

, (2.80)

e multiplicando (2.67) por
1

α2
m

, obtemos

lim
m→+∞

∫ T

0

∫
Ω

a(x)

[
|∂tvmk |2 +

1

α2
m

|g(∂tuk)|2
]

dx dt = 0. (2.81)

Multiplicando o problema (2.71) por
1

αm
, temos que os elementos da sequência

(vmk )m∈N dada em (2.80), são soluções (para os respectivos índices) da sequência de pro-

blemas normalizados

∂2
t v

m
k −∆vmk +

1

αm
fk(u

m
k ) +

1

αm
a(x)g(∂tu

m
k ) = 0 em Ω× (0, T ),

vmk = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

vmk (x, 0) =
um0k
αm

(x) em Ω,

∂tv
m
k (x, 0) =

um1k
αm

(x) em Ω.

(2.82)

Observamos que

1

αm

∫
Ω

fk(u
m
k )∂tv

m
k dx =

1

α2
m

∫
Ω

fk(αmv
m
k )∂t(αmv

m
k ) dx

=
1

α2
m

d
dt

∫
Ω

Fk(αmv
m
k ) dx

=
1

α2
m

d
dt

∫
Ω

Fk(u
m
k ) dx .
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Assim, o funcional de energia associado ao problema (2.82) é dado por

Evmk (t) =
1

2

[
‖∂tvmk (t)‖2

L2(Ω) + ‖∇vmk (t)‖2
L2(Ω)

]
+

1

α2
m

∫
Ω

Fk(u
m
k ) dx . (2.83)

Uma vez que a Condição de Ambrosetti�Rabinowitz é satisfeita, temos

1
α2
m

∫
Ω
Fk(u

m
k ) dx ≥ 0, e assim, Evmk (t) ≥ 0, para todo m ∈ N e t ≥ 0. Além disso,

notemos que

Evmk (t) =
1

α2
m

[
1

2

[
‖∂tumk (t)‖2

L2(Ω) + ‖∇umk (t)‖2
L2(Ω)

]
+

∫
Ω

Fk(u
m
k ) dx

]
=

1

α2
m

Eumk (t), ∀t ≥ 0,

e então

Evmk (0) =
1

α2
m

Eumk (0) =
1

Eumk (0)
Eumk (0) = 1, ∀m ∈ N. (2.84)

Para obtermos a contradição necessária, mostraremos que

lim
m→+∞

Evmk (0) = 0. (2.85)

Com efeito, de (2.83) e (2.84), existe uma subsequência de (vmk )m∈N (a qual continuaremos

denotando por (vmk )m∈N) tal que

vmk
∗
⇀ vk em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)), m→∞ (2.86)

∂tv
m
k
∗
⇀ ∂tvk em L∞(0, T ;L2(Ω)), m→∞ (2.87)

vmk → vk em L∞(0, T ;Lq(Ω)), m→∞, ∀q ≥ 2, (2.88)

com a convergência (2.88) sendo obtida pelo Teorema de Compacidade de Aubin-Lions-

Simon.

Sendo αm =
[
Eumk (0)

]1/2
e Eumk (0) . R, temos que existe α ≥ 0 tal que, a menos de

subsequência, αm → α.

Agora, consideramos outros dois casos: α > 0 e α = 0.

Caso I: α > 0
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De (2.88), L∞(0, T ;Lq(Ω)) ↪→ Lq(Ω× (0, T )) e αm → α, temos

αmv
m
k −→ αvk em Lq(Ω× (0, T )), ∀q ≥ 2.

Por outro lado, de (2.70) temos

αmv
m
k = umk −→ uk em Lq(Ω× (0, T )), ∀q ≥ 2.

Logo, da unicidade do limite em Lq(Ω×(0, T )), temos αvk = uk
Caso 2

= 0. Disso, vk ≡ 0

q.s. em Ω× (0, T ) e assim, Evmk (0)→ 0, quando m→∞.

Caso II: α = 0

Primeiramente, observamos que de fk(0) = 0 e (2.20), temos

1

αrm
|fk(umk )|r =

1

αrm
|fk(umk )− fk(0)|r ≤ Cr

k

1

αrm
|umk |

r =
Cr
k

αrm
αrm |vmk |

r = Cr
k |vmk |

r .

Assim,
1

αrm

∫ T

0

∫
Ω

|fk(umk )|r dx dt ≤ Cr
k

∫ T

0

∫
Ω

|vmk |
r dx dt . (2.89)

Por outro lado, de (2.79), temos

αmv
m
k = umk −→ 0 em L∞(0, T ;Lq(Ω)), m→∞, ∀q ≥ 2. (2.90)

Mostremos que

1

αm
fk(αmv

m
k ) −→ f ′(0)vk

(2.3)
= 0 em Lq(Ω× (0, T )), ∀q ≥ 2. (2.91)

Para isso, escrevemos

1

αm
fk(αmv

m
k )− f ′(0)vk =

1

αm
fk(αmv

m
k )− 1

αm
f(αmv

m
k ) +

1

αm
f(αmv

m
k )− f ′(0)vk.
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Agora,

1

αm
fk(αmv

m
k )− 1

αm
f(αmv

m
k ) −→ 0 em Lq(Ω× (0, T )), ∀q ≥ 2. (2.92)

De fato, seja

Ωt
m = {x ∈ Ω

/
|umk (x, t)| > k ≥ 1}. (2.93)

Assim, da de�nição da função truncamento fk, temos |fk(αmvmk )− f(αmv
m
k )| = 0 em

Ω\Ωt
m. Logo,∥∥∥∥ 1

αm
fk(αmv

m
k )− 1

αm
f(αmv

m
k )

∥∥∥∥q
Lq(Ω×(0,T ))

=

∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣∣ 1

αm
fk(αmv

m
k )− 1

αm
f(αmv

m
k )

∣∣∣∣q dx dt

=
1

αqm

∫ T

0

∫
Ωtm

|fk(αmvmk )− f(αmv
m
k )|q dx dt

.
1

αqm

∫ T

0

∫
Ωtm

|fk(αmvmk )|q + |f(αmv
m
k )|q dx dt

(2.4) e (2.19) .
1

αqm

∫ T

0

∫
Ωtm

|f(k)|q + |f(−k)|q

+
[
ε |αmvmk |+ Cβ,ε,p |αmvmk |

p−1 eβ(αmv
m
k )

2]q
dx dt

(2.4) .
1

αqm

∫ T

0

∫
Ωtm

∣∣∣ε |k|+ Cβ,ε,p |k|p−1 eβk
2
∣∣∣q

+ εq |αmvmk |
q + Cq

β,ε,p |αmv
m
k |

q(p−1) eβq(αmv
m
k )

2

dx dt

.
1

αqm

∫ T

0

∫
Ωtm

εq |k|q + Cq
β,ε,p |k|

q(p−1) eβqk
2

+ εq |αmvmk |
q + Cq

β,ε,p |αmv
m
k |

q(p−1) eβq(αmv
m
k )

2

dx dt

(2.93) .
1

αqm

∫ T

0

∫
Ωtm

εq |αmvmk |
q dx dt

+
1

αqm

∫ T

0

∫
Ωtm

Cq
β,ε,p |αmv

m
k |

q(p−1) eβq(αmv
m
k )

2

dx dt

(Des. de Hölder) ≤ εq

αqm

∫ T

0

∫
Ωtm

|αmvmk |
2q(p−1) dx dt

+
Cq
β,ε,p

αqm

∫ T

0

[∫
Ωtm

|αmvmk |
2q(p−1) dx

]1/2 [∫
Ωtm

e2βq(αmvmk )
2

dx

]1/2

dt,

em que na última desigualdade acima, foi utilizada a relação 2q(p− 1) > q. Uma vez que
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(vmk ) é limitada em L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), segue que (vmk (t)) é limitada emH1

0 (Ω) q.s. em (0, T ),

ou seja, ‖vmk (t)‖H1
0 (Ω) ≤ R̂ q.s. em (0, T ) e ainda, de αm → 0, segue que |αm| ≤ C̃. Assim,

se 2βqC̃2R̂2 < 4π, ou seja, β <
2π

qC̃2R̂2
, podemos utilizar a Desigualdade de Trudinger�

Moser e com isso, a última integral acima é limitada. Logo,∥∥∥∥ 1

αm
fk(αmv

m
k )− 1

αm
f(αmv

m
k )

∥∥∥∥q
Lq(Ω×(0,T ))

.
1

αqm

[
εq ‖αmvmk ‖

2q(p−1)

L2q(p−1)(Ωtm×(0,T ))
+ Cq

β,ε,pL
1/2

∫ T

0

‖αmvmk ‖
q(p−1)

L2q(p−1)(Ωtm)
dt

]
=

1

αqm

[
εq ‖αmvmk ‖

2q(p−1)

L2q(p−1)(Ωtm×(0,T ))
+ Cq

β,ε,pL
1/2 ‖αmvmk ‖

q(p−1)

Lq(p−1)(0,T ;L2q(p−1)(Ωtm))

]
.

1

αqm

[
εq ‖αmvmk ‖

2q(p−1)

L2q(p−1)(Ωtm×(0,T ))
+ Cq

β,ε,pL
1/2 ‖αmvmk ‖

q(p−1)

L2q(p−1)(Ωtm×(0,T ))

]
.

1

αqm

[
‖αmvmk ‖

2q(p−1)

L2q(p−1)(Ωtm×(0,T ))
+ ‖αmvmk ‖

q(p−1)

L2q(p−1)(Ωtm×(0,T ))

]
.

Então, da última desigualdade e de (2.88), temos∥∥∥∥ 1

αm
fk(αmv

m
k )− 1

αm
f(αmv

m
k )

∥∥∥∥
Lq(Ω×(0,T ))

m→∞−→ 0,

o que prova (2.92).

Por outro lado, como f ∈ C1 (R), pela Fórmula de Taylor com Resto de Lagrange,

temos

f(s) = f(0)︸︷︷︸
=0

+R(s), com R(s) = f ′(ξ0)s, para algum ξ0 ∈ (0, s), s > 0.

Assim,

1

αm
f(αmv

m
k ) =

R(αmv
m
k )

αm
= f ′(ξm0 )vmk , para algum ξm0 ∈ (0, αmv

m
k ).

Uma vez que a convergência (2.90) ocorre, αmv
m
k

m→∞−→ 0 q.s. em Ω× (0, T ) e assim

|ξm0 | < |αmvmk |
m→∞−→ 0 q.s. em Ω× (0, T ). Daí,∥∥∥∥ 1

αm
f(αmv

m
k )

∥∥∥∥q
Lq(Ω×(0,T ))

(2.3)
=

∥∥∥∥ 1

αm
f(αmv

m
k )− f ′(0)vk

∥∥∥∥q
Lq(Ω×(0,T ))

= ‖f ′(ξm0 )vmk ‖
q
Lq(Ω×(0,T ))

= |f ′(ξm0 )|q ‖vmk ‖
q
Lq(Ω×(0,T )) ≤ C1 |f ′(ξm0 )|q m→∞−→ 0,
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pois (vmk ) é limitado em L∞(0, T ;Lq(Ω)), para todo q ≥ 2, f ′ é contínua, ξm0 → 0, quando

m→∞ e f ′(0) = 0. Disto,

1

αm
f(αmv

m
k )− f ′(0)vk −→ 0 em Lq(Ω× (0, T )), m→∞, ∀q ≥ 2. (2.94)

Portanto, de (2.92) e (2.94), temos que (2.91) ocorre.

Por �m, fazendom→∞ em (2.82), observando as convergências (2.81), (2.86), (2.87),

(2.88) e (2.91) e do item ii) da Suposição 2.1, temos na situação limite
∂2
t vk −∆vk = 0 em Ω× (0, T ),

vk = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

∂tvk = 0 q.s. em ω.

(2.95)

Derivando (2.95)1 e (2.95)2 na variável temporal no sentido distribucional e denotando

wk = ∂tvk, temos o seguinte problema
∂2
twk −∆wk = 0 em Ω× (0, T ),

wk = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

wk = 0 q.s. em ω,

o qual, como o feito após (2.75) (repassando pela Suposição 2.7), temos wk ≡ 0, ou seja,

∂tvk ≡ 0 q.s. em Ω× (0, T ).

Observamos que no problema (2.95), a equação se veri�ca em L2(0, T ;H−1(Ω)). Logo,

−∆vk(t) = 0 em H−1(Ω), q.s. em (0, T ). (2.96)

Uma vez que vk ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), podemos fazer a dualidade de (2.96) com

vk(t) ∈ H1
0 (Ω) q.s. em (0, T ), e já utilizando a relação 〈·, ·〉H−1(Ω),H1

0 (Ω) = (·, ·)L2(Ω) dada

em (1.3), temos da Fórmula de Green e da Desigualdade de Poincaré, que

∫
Ω

(−∆vk(t)) vk(t) dx = 0⇒
∫

Ω

∇vk(t)∇vk(t) dx = 0

⇒ ‖∇vk(t)‖2
L2(Ω) = 0
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⇒ λ1 ‖vk(t)‖2
L2(Ω) ≤ 0.

Assim, vk ≡ 0 em Ω× (0, T ).

Por �m, de (2.88), temos vmk → 0 em L∞(0, T ;Lq(Ω)), quando m → ∞, para todo

q ≥ 2 e de (2.89), segue que

1

αm
fk(αmv

m
k ) −→ 0 em Lq(Ω× (0, T )) ↪→ L2(Ω× (0, T )), ∀q ≥ 2. (2.97)

Notemos que da convergência (2.81) e da hipótese de a(x) ≥ a0 > 0 sobre ω, obtemos

∂tv
m
k −→ 0 em L2(ω × (0, T )).

Consideramos agora, � = ∂2
t −∆ o operador de D'Alembert. De (2.82)1, temos

�vmk = − 1

αm
fk(v

m
k )− 1

αm
a(x)g(∂tu

m
k )

m→∞−→ 0 em L2(Ω× (0, T ))

e deduzimos, independente de α > 0 ou α = 0 (tendo em vista (2.81), (2.97) e vk = 0),

que

∂t

(
− 1

αm
fk(v

m
k )− 1

αm
a(x)g(∂tu

m
k )

)
= ∂t�v

m
k = � (∂tv

m
k )

m→∞−→ 0 em H−1
loc (Ω× (0, T )).

(2.98)

De fato, para tal, tome w ∈ H1
0 (Ω× (0, T )). Assim,

∣∣∣〈∂t�vmk , w〉H−1(Ω×(0,T )),H1
0 (Ω×(0,T ))

∣∣∣ =
∣∣∣〈�vmk , ∂tw〉L2(0,T ;H−1(Ω)),L2(0,T ;H1

0 (Ω))

∣∣∣
≤ ‖�vmk ‖L2(0,T ;H−1(Ω)) ‖∂tw‖L2(0,T ;H1

0 (Ω))

≤ ‖�vmk ‖L2(0,T ;H−1(Ω)) ‖w‖H1
0 (0,T ;H1

0 (Ω)) ,

(2.99)

em que a última desigualdade utilizamos que

‖w‖H1
0 (0,T ;H1

0 (Ω)) = ‖w‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + ‖∂tw‖L2(0,T ;H1

0 (Ω)) .

Assim, combinando (2.99) com �vmk
m→∞−→ 0 em L2(Ω× (0, T )) ↪→ H−1(Ω× (0, T )),
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deduzimos que

lim
m→+∞

‖∂t�vmk ‖H−1(0,T ;H−1(Ω)) = 0. (2.100)

Por outro lado, comoH−1
loc (Ω×(0, T )) representa o dual topológico deH1

comp(Ω×(0, T ))

e como

H1
comp(Ω×(0, T )) ↪→ H1

0 (Ω×(0, T )) ↪→ L2(Ω×(0, T )) ↪→ H−1(Ω×(0, T )) ↪→ H−1
loc (Ω×(0, T )),

(2.101)

dessa forma, de (2.100) e (2.101) concluímos a convergência (2.98).

Como ∂tvmk ⇀ 0 em L2(Ω×(0, T )), consideramos µ a medida de defeito microlocal as-

sociada à sequência (∂tv
m
k )m∈N em L2

loc(Ω×(0, T )) (garantida pelo Teorema 1.66 conforme

a Observação 1.68). Da convergência (2.98) concluímos dois fatos:

i) O suppµ está contido no conjunto característico do operador de ondas

{(t, x, τ, ξ) ∈ R× Ω× R× R2
/
σ2(�) = 0}, em que σ2(�) = p(t, x, τ, ξ) = τ 2 − |ξ|2

denota o símbolo principal do operador de D'Alembert (este fato é garantido pelo

Teorema 1.69).

ii) O suppµ é uma união de curvas do tipo

t ∈ I ∩ (0,∞) 7→ m±(t) =

(
t, x(t),± 1√

1 + |G(x)ẋ|2
,∓ G(x)ẋ√

1 + |G(x)ẋ|2

)
,

em que t ∈ I 7→ x(t) ∈ int Ω = Ω é uma geodésica associada à métrica G = I (este

fato é garantido pelo Teorema 1.74 e pela Proposição 1.75).

Assim, segue que µ se propaga ao longo do �uxo bicaracterístico do operador �, ou

seja, se algum ponto w0 = (t0, x0, τ0, ξ0) não pertence a suppµ, então toda bicaracterística

que parte de w0 não pertence ao suppµ.

Nosso objetivo agora, é propagar a convergência de (∂tv
m
k ) em L2(ω × (0, T )) para

todo L2(Ω× (0, T )).

Uma vez que ∂tvmk → 0 em L2(ω × (0, T )), da Observação 1.68, através do Teorema

1.66, temos assegurada a existência de uma subsequência de (∂tv
m
k ) (a qual denotaremos

82



da mesma forma) tal que

∫ T

0

∫
ω

ϕ(x, t) |∂tvmk |
2 dx dt

m→∞−→
∫
ω×(0,T )×S1

ϕ(x, t) dµ(z, t, ξ),

para todo ϕ ∈ C∞0 (ω × (0, T )), o que implica que µ = 0 em ω × (0, T ), o que nos garante

que suppµ ⊂ (Ω\ω)× (0, T ).

Assim, uma vez que suppµ ⊂ (Ω\ω)× (0, T ) e que o amortecimento friccional age em

ω×(0, T ), podemos propagar a energia cinética de ω×(0, T ) para (Ω\ω)×(0, T ). De fato,

considere w0 = (t0, x0, τ0, ξ0) ∈ suppµ e x uma geodésica de G = I de�nida próxima à t0.

Uma vez que as geodésicas de Ω são linhas retas que necessariamente tocam a fronteira

∂Ω de Ω e se re�etem de acordo com as leis da ótica geométrica, então as bicaracterísticas

m±(t), acima mencionadas, tocam a fronteira lateral ∂Ω × (0, T ) do cilindro Ω × (0, T ).

Dessa forma, m±(t) /∈ suppµ e, como consequência w0 /∈ suppµ. Da arbitrariedade de

w0 e da geodésica x, concluímos que suppµ = ∅, ou seja, µ = 0 em Ω × (0, T ). Assim,

da Observação 1.68 segue que

∂tv
m
k

m→∞−→ 0 em L2
loc(Ω× (0, T )). (2.102)

Fig. 2.2: A região ω é uma vizinhança da fronteira inteira de Ω e as setas indicam as geodésicas

de Ω.
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Além disso, das convergências acima, deduzimos que

∂tv
m
k

m→∞−→ 0 em L2(Ω× (0, T )). (2.103)

De fato,

∫ T

0

∫
Ω

|∂tvmk |2 dx dt =

∫ T

0

∫
ω

|∂tvmk |2 dx dt︸ ︷︷ ︸
=:L1

+

∫ T

0

∫
Ω\ω
|∂tvmk |2 dx dt︸ ︷︷ ︸
=:L2

.

De (2.67), segue que L1
m→∞−→ 0. Agora, considere a seguinte decomposição de L2

L2 =

∫ ε

0

∫
Ω\ω
|∂tvmk |2 dx dt︸ ︷︷ ︸
=:J1

+

∫ T−ε

ε

∫
Ω\ω
|∂tvmk |2 dx dt︸ ︷︷ ︸

=:J2

+

∫ T

T−ε

∫
Ω\ω
|∂tvmk |2 dx dt︸ ︷︷ ︸

=:J3

.

Observamos que

J1 =

∫ ε

0

∫
Ω\ω
|∂tvmk |2 dx dt

(2.83)

≤ 2

∫ ε

0

Evmk (t) dt ≤ 2εEvmk (0)
(2.84)

≤ 2ε,

Logo, lim
m→+∞

J1 ≤ 2ε, para todo T > ε > 0. Da arbitrariedade de ε > 0 segue que

lim
m→+∞

J1 = 0. Procedendo da mesma forma, é possível mostrar que J3
m→∞−→ 0. Ainda, de

(2.102), segue que J2
m→∞−→ 0.

Portanto, (2.103) ocorre, ou seja,

∫ T

0

∫
Ω

|∂tvmk (x, t)|2 dx dt
m→∞−→ 0. (2.104)

Por �m, mostremos que Evmk (0)
m→∞−→ 0.

Com efeito, para isso, vamos fazer uso de uma equipartição da energia, para tal,

considere a função cut-o� θ ∈ C∞0 (0, T ), 0 ≤ θ(t) < 1 e θ(t) = 1 em (ε, T − ε), para ε > 0.

Multiplicando (2.82)1 por v
m
k θ, integrando em Ω e (0, T ) e utilizando a Fórmula de Green
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e a derivada distribucional, temos

−
∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

|∂tvmk |2 dx dt−
∫ T

0

θ′(t)

∫
Ω

∂tv
m
k · vmk dx dt +

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

|∇vmk |2 dx dt

+
1

αm

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

fk(u
m
k )vmk dx dt +

1

αm

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

a(x)g(∂tu
m
k )vmk dx dt = 0.

Considerando as convergências (2.81), (2.86), (2.87), (2.88) e (2.104) e lembrando que

vk ≡ 0, de (2.105), deduzimos que

lim
m→+∞

∫ T−ε

ε

∫
Ω

|∇vmk |2 +
1

αm
fk(u

m
k )vmk dx dt = 0,

e ainda,

lim
m→+∞

1

α2
m

∫ T−ε

ε

∫
Ω

Fk(u
m
k ) dx dt = 0,

o que, juntamente com as convergências acima citadas, implica que
∫ T−ε

ε

Evmk (t)
m→∞−→ 0.

Então, uma vez que a energia decresce, obtemos (T −2ε)Evmk (T − ε) m→∞−→ 0. Isso implica,

juntamente com a identidade de energia

Evmk (T − ε)− Evmk (ε) = − 1

αm

∫ T−ε

ε

∫
Ω

a(x) g(∂tu
m
k )∂tv

m
k dx dt,

da arbitrariedade de ε > 0 e de (2.81), segue que Evmk (0)
m→∞−→ 0, o que fornece a contra-

dição desejada em (2.85).

Com o intuito de provar a última a�rmação do Lema, supomos que (u0, u1) é tal

que r < Eu(0) < R e (u0k, u1k) → (u0, u1) em H, com r < Euk(0) < R, k ≥ 1. Então, a

Desigualdade de Observabilidade provada na primeira parte deste Lema pode ser aplicada

para qualquer k. Argumentando por contradição, então devemos ter

sup
k∈N

Euk(0)∫ T
0

∫
Ω
a(x) [|∂tuk|2 + |g(∂tuk)|2] dx dt

=∞. (2.105)

Primeiramente, observamos que no argumento de contradição, podemos assumir que

(2.105) ocorre para cada T > T0. Com efeito, se (2.105) não fosse válido para algum

T = T ∗ > T0, então para T ′ > T ∗, (2.105) seria falso com T = T ′, uma vez que o deno-

minador �ca maior conforme T aumenta. Isto implicaria que o resultado desejado (i.e., a
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existência de um limitante uniforme) seria diretamente válido para todo T > T ∗, o que

seria su�ciente para esta prova.

Agora, uma vez que r < Euk(0) < R, então (2.105) só se veri�ca se existir uma

subsequência, ainda denotada com índice k, tal que

lim
k→∞

∫ T

0

∫
Ω

a(x)
[
|∂tuk|2 + |g(∂tuk)|2

]
dx dt = 0, ∀T ≥ T0. (2.106)

Fixemos um tempo T > T0. Sabemos que existe uma subsequência
(
uk1j

)
que con-

verge para algum u1 no sentido de (2.68)�(2.70) sobre [0, T ]. Uma vez que (2.106) é

válida para todo T > T0, em particular, substituindo T por 2T , o limite (2.106) conti-

nua válido. Como
(
uk1j

)
é uma subsequência de (uk), existe também uma subsequência(

uk2j

)
de
(
uk1j

)
a qual converge para algum u2 no sentido de (2.68)�(2.70) sobre [0, 2T ]

e além disso, u2 = u1 sobre [0, T ]. Indutivamente, obtemos uma subsequência
(
ukmj

)
que

converge para algum um sobre [0,mT ] no sentido de (2.68)�(2.70) e um = um−1 sobre

[0, (m− 1)T ].

Considerando a sequência diagonal (ukmm)m∈N, obtemos que esta subsequência con-

verge para u (solução do problema original) com dados (u0, u1) sobre subconjuntos com-

pactos de [0,∞) satisfazendo u(t) = um(t) sobre [0,mT ]. Disto, concluímos que

∫ T

0

∫
Ω

a(x)
[
|∂tu|2 + |g(∂tu)|2

]
dx dt = 0, ∀T ≥ T0.

Assim, u deve satisfazer o seguinte problema
∂2
t u−∆u+ f(u) = 0 em Ω× (0,∞),

u = 0 sobre ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), ∂tu(x, 0) = u1(x) em Ω.

(2.107)

Vemos de (2.107) que a energia de u é constante e temos Eu(t) = Eu(0) > 0, para cada

t ≥ 0. De�namos δ := Eu(t). Qualquer solução aproximada uk satisfaz imediatamente

o mesmo tipo de estimativa de decaimento (embora com constante dependendo de k), a

qual será provada no Teorema 2.19. Isto se dá pois as soluções aproximadas já possuem

86



a propriedade de observabilidade, como provado na primeira parte deste Lema. Assim,

temos que a energia da solução do problema truncado decai à zero. Consequentemente,

para um k �xado, corresponde um tempo tk su�cientemente grande, para o qual Euk(tk)

é muito pequeno, digamos que Euk(t) ≤ δ/4, para t ≥ tk. Além disso, podemos obter

uma sequência (tk)k∈N crescente com tk → ∞, quando k → ∞. Para cada tk, temos

Euk(tk) ≤ δ/4, com k ∈ N.

Por outro lado, como já provado, sabemos que para t0 �xado, Euk(t0)→ Eu(t0) = δ,

quando k →∞. Em particular, para cada t = tm �xado, em que (tm)m∈N é uma sequência

de tempos como acabamos de construir acima, temos Euk(tm) → Eu(tm) = δ, quando

k → ∞. Consideramos (Euk(tm))k∈N uma sequência de números indexados por k, para

cada m �xado. Notamos que cada sequência possui o mesmo limite δ, quando k → ∞.

Logo, utilizando o método da diagonal de Cantor, deduzimos que a subsequência diagonal

(Euk(tk))k∈N também converge para δ. Assim, de Euk(tk) ≤ δ/4, para cada k ∈ N e

Euk(tk)→ δ, quando k →∞, obtemos uma contradição. Nesta perspectiva, devemos ter

sup
k∈N

Euk(0)∫ T
0

∫
Ω
a(x) [|∂tuk|2 + |g(∂tuk)|2] dx dt

=: C <∞.

Portanto, concluímos que se (u0, u1) em H, com r < Eu(0) < R é tal que

(u0k, u1k) ∈ D(A) e (u0k, u1k) → (u0, u1) em H veri�cando r < Euk(0) < R, então a

constante da Desigualdade de Observabilidade pode ser tomada independente de k. �

Observação 2.16. A argumentação necessária para mostrar a independência da cons-

tante de observabilidade C em relação à k está presente no artigo de Cavalcanti et al. [20,

Lema 3.1].

Observação 2.17. No que se segue, abusaremos da notação e escreveremos T0 no sentido

do tempo T ∗ encontrado na segunda parte do Lema 2.15.

2.1.2.2 Desigualdade de Observabilidade para o problema original

Nesta etapa obtemos a Desigualdade de Observabilidade para o problema (2.1), uti-

lizando a Desigualdade de Observabilidade para o problema truncado, obtida na etapa

anterior.

Lema 2.18 (Desigualdade de Observabilidade). Sejam T ≥ T0 e r, R > 0. Sob as
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hipóteses do Teorema 2.14 e a Suposição 2.7, existe uma constante C = C(r, R, T ) > 0

tal que, toda solução u do problema (2.1) satisfaz

Eu(0) ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

a(x)
[
|∂tu(x, t)|2 + |g(∂tu(x, t))|2

]
dx dt, (2.108)

sempre que r < Eu(0) < R.

Demonstração. De (2.64), para todo k ≥ k0 ∈ N e toda solução do problema truncado

(2.18), a seguinte desigualdade é válida

Euk(0) ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

a(x)
(
|∂tuk|2 + |g(∂tuk)|2

)
dx dt, (2.109)

sempre que r < Euk(0) < R, com C > 0 sendo uma constante independente de k.

De (2.43) e do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue, deduzimos que

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|g(∂tuk(x, t))|2 dx dt
k→∞−→

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|g(∂tu(x, t))|2 dx dt . (2.110)

Assim, de (2.57), (2.109) e (2.110), também obtemos a Desigualdade de Observabilidade

para o problema original (2.1), i.e.,

Eu(0) ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

a(x)
(
|∂tu|2 + |g(∂tu)|2

)
dx dt, ∀T ≥ T0,

sempre que r < Eu(0) < R. �

2.1.2.3 Taxa de Decaimento Uniforme

Antes de apresentarmos nosso resultado de estabilidade para o problema (2.1), de�-

niremos algumas funções necessárias. Com este intuito, seguiremos as ideias previamente

introduzidas por Lasiecka e Tataru em [44] para forças atrativas e por Cavalcanti et al

em [18] para forças repulsivas (fontes). A �m de entendimento, apresentamos brevemente

as argumentações utilizadas.

Das hipóteses feitas sobre g na Suposição 2.6, segundo Lasiecka e Tataru, obtemos
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uma função h0 côncava, estritamente crescente tal que h(0) = 0 e

h0(sg(s)) ≥ |s|2 + |g(s)|2 , para |s| < 1. (2.111)

A partir da função h0, de�nimos a função

r(·) = h0

(
·

med(QT )

)
, (2.112)

com QT = Ω× (0, T ). Observamos que r é monótona crescente, então cI + r é invertível,

para todo c ≥ 0. Para K := [C med(QT )(1 + ‖a‖∞)]−1 > 0 (em que a constante C > 0 é

obtida através do Lema 2.18), temos p(s) = (cI + r)−1 (Ks).

A função p é positiva, contínua e estritamente crescente com p(0) = 0. Por �m,

de�nimos

q(s) = s− (I + p)−1 (s), s > 0, (2.113)

e uma vez que p é positiva e crescente, então q também o é.

Agora podemos apresentar o nosso resultado de estabilização.

Teorema 2.19 (Estabilidade Uniforme). Seja T0 > 0 dado como nos Lemas 2.15 e 2.18.

Considere h0 e q de�nidas em (2.111) e (2.113), respectivamente, e u uma solução gene-

ralizada do problema (2.1) com (u0, u1) ∈ H e r < Eu(0) < R. Então,

Eu(t) ≤ S

(
t

T0

− 1

)
, ∀t ≥ T0 (2.114)

e lim
t→+∞

S(t) = 0, em que S(t) é a solução da equação diferencial ordinária não linear


d
dt
S(t) + q (S(t)) = 0,

S(0) = Eu(0).

Demonstração. Uma vez que a Desigualdade de Observabilidade (2.108) é satisfeita e

considerando o Lema 1.77, obtemos a taxa de decaimento dada em (2.114).
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De fato, consideramos os conjuntos

Qα
T = {(x, t) ∈ QT

/
|∂tu(x, t)| > 1 q.s. em QT},

Qβ
T = QT \Qα

T .

Com isso, faremos a análise do amortecimento próximo à origem e no in�nito.

• Amortecimento próximo à origem:

Das hipóteses feitas para a função h0 e sabendo que a(x) ≤ ‖a‖∞ + 1 e
a(x)

1 + ‖a‖∞
< a(x), deduzimos

∫
QβT

a(x)
[
(∂tu)2 + (g(∂tu))2] dx dt

(2.111)

≤
∫
QβT

a(x)h0 (g(∂tu)∂tu) dx dt

=

∫
QβT

(1 + ‖a‖∞)
a(x)

(1 + ‖a‖∞)
h0 (g(∂tu)∂tu) dx dt

(h0 é côncava e h0(0)=0) ≤
∫
QβT

(1 + ‖a‖∞)h0

(
a(x)

(1 + ‖a‖∞)
g(∂tu)∂tu

)
dx dt

(h0 é crescente) ≤
∫
QβT

(1 + ‖a‖∞)h0 (a(x)g(∂tu)∂tu) dx dt .

Da Desigualdade de Jensen, obtemos

(1 + ‖a‖∞)

∫
QβT

h0 (a(x)g(∂tu)∂tu) dx dt

≤ (1 + ‖a‖∞) med(QT )h0

(
1

med(QT )

∫
QT

a(x)g(∂tu)∂tu dx dt

)
(2.112)

= (1 + ‖a‖∞) med(QT )r

(∫
QT

a(x)g(∂tu)∂tu dx dt

)
.

Assim,∫
QβT

a(x)
[
(∂tu)2 + (g(∂tu))2] dx dt

≤ (1 + ‖a‖∞) med(QT )r

(∫
QT

a(x)g(∂tu)∂tu dx dt

)
.

(2.115)

• Amortecimento linear no in�nito:
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Como m̃s2 ≤ g(s)s ≤ M̃s2, para |s| > 1, temos

m̃ |∂tu|2 ≤ g(∂tu)∂tu ≤ M̃ |∂tu|2 , ∀(x, t) ∈ Qα
T ,

ou seja, se (x, t) ∈ Qα
T , temos |∂tu|2 ≤ m̃−1g(∂tu)∂tu e |g(∂tu)|2 ≤ M̃ |g(∂tu)| ∂tu. Logo,∫

QαT

a(x)
[
(∂tu)2 + (g(∂tu))2] dx dt ≤

(
m̃−1 + M̃

)∫
QαT

a(x)g(∂tu)∂tu dx dt . (2.116)

Assim, de (2.115) e (2.116), concluímos que

∫
QT

a(x)
[
(∂tu)2 + (g(∂tu))2] dx dt

≤
(
m̃−1 + M̃

)∫
QT

a(x)g(∂tu)∂tu dx dt

+ (1 + ‖a‖∞) med(QT )r

(∫
QT

a(x)g(∂tu)∂tu dx dt

)
.

Agora, uma vez que a Desigualdade de Observabilidade dada pelo Lema 2.18 é satis-

feita, existem K = [C(1 + ‖a‖∞) med(QT )]−1 e c = (m̃−1 + M̃) [(1 + ‖a‖∞) med(QT )]−1

tais que

Eu(0) ≤ K−1(cI + r)

(∫
QT

a(x)g(∂tu)∂tu dx dt

)
.

Aplicando p(s) = (cI + r)−1 (Ks) em ambos os lados da desigualdade acima (uma vez

que p é estritamente crescente), temos

p(Eu(t)) ≤ p(Eu(0)) ≤ p

(
K−1(cI + r)

(∫
QT

a(x)g(∂tu)∂tu dx dt

))
= (cI + r)−1

(
(cI + r)

(∫
QT

a(x)g(∂tu)∂tu dx dt

))
=

∫
QT

a(x)g(∂tu)∂tu dx dt,

e utilizando a identidade de energia, obtemos p (Eu(T )) ≤ Eu(0)− Eu(T ), ou seja,

Eu(T ) + p(Eu(T )) ≤ Eu(0).

Agora, repetindo os mesmos argumentos para o intervalo [mT, (m+ 1)T ], comm ∈ N,
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obtemos

Eu((m+ 1)T ) + p(Eu((m+ 1)T )) ≤ Eu(mT ), ∀m ∈ N.

Aplicando o Lema 1.77 com sm = Eu(mT ) e s0 = Eu(0), concluímos que

Eu(mT ) ≤ S(m), ∀m ∈ N. (2.117)

Por �m, usando a dissipatividade da energia e (2.117), temos para t = mT + τ , com

0 ≤ τ ≤ T , que

Eu(t) = Eu(mT + τ) ≤ Eu(mT )

≤ S(m) = S

(
t− τ
T

)
≤ S

(
t− T
T

)
= S

(
t

T
− 1

)
, ∀t > T0.

�

2.1.2.4 Exemplos de Taxas de Decaimento Uniforme

Esta etapa é dedicada a mostrar como obter estimativas de taxas de decaimento explí-

citas dadas pela fórmula geral (2.114). Iremos repetir os mesmos argumentos apresentados

inicialmente por Cavalcanti et al [18].

O algoritmo utilizado nos cálculos de taxas de decaimento dado pelo Teorema 2.19

fornece as taxas de decaimento explícitas sem quaisquer restrições sobre o crescimento da

dissipação g na origem. Ilustramos a seguir alguns exemplos simples. Por simpli�cação,

as constantes serão tomadas normalizadas para que não apareçam nas expressões.

Exemplo 2.20. Considere g(s) = sp, p > 1 na origem. Uma vez que a função s
p+1

2 é

convexa para p ≥ 1, podemos resolver

St + S
p+1

2 = 0, S(0) = Eu(0)

Esta equação pode ser integrada diretamente. Contudo, para ilustrarmos a utilização

92



da fórmula geral, encontramos

G(s, Eu(0)) =

∫ √s
√
Eu(0)

u−p du =
1

1− p

[
s
−p+1

2 − Eu(0)
−p+1

2

]
.

Assim, G−1(t) =
[
Eu(0)

−p+1
2 −t(1− p)

] 2
−p+1

. Logo,

Eu(t) ≤ C(Eu(0))
[
Eu(0)

−p+1
2 +t(p− 1)

] 2
−p+1

.

Exemplo 2.21. Tome g(s) = s3 e−
1
s2 para s na origem. Uma vez que a função s2 e−

1
s é

convexa numa vizinhança da origem, podemos resolver

St + S2 e−
1
S = 0, S(0) = Eu(0).

Neste caso G(s, Eu(0)) = −1

2

[
e−

1
s− e−

1
Eu(0)

]
e G−1(t, Eu(0)) =

[
ln
(

e
1

Eu(0)−2t
)]−1

.

Logo,

Eu(t) ≤ C(Eu(0))
[
ln
(

e
1

Eu(0) +t
)]−1

.

Exemplo 2.22. Consideramos g(s) = s |s| e−
1
|s| para s próximo à origem. Uma vez que a

função s
3
2 e
− 1√

s é convexa em [0, s0] para certos s0 pequenos, obtemos a equação diferencial

St + S
3
2 e
− 1√

S = 0, S(0) = Eu(0).

Logo, a função G(s, Eu(0)) é dada por G(s, Eu(0)) = −
[

e
1√
s − e

1√
Eu(0)

]
. Consequente-

mente, G−1(t, Eu(0)) =
1[

ln

(
e

1√
Eu(0) − t

)]2 e

Eu(t) ≤ C(Eu(0))
1[

ln

(
e

1√
Eu(0) + 1

2
t

)]2 .

Exemplo 2.23. Tome g(s) = |s|θ−1 s, 0 < θ < 1. Neste caso a análise é idêntica ao

caso dado no Exemplo 2.20 uma vez que g−1(s) = s
1
θ , s > 0 e

1

θ
> 1. Assim, a taxa de
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decaimento neste caso é dada por

Eu(t) ≤ C(Eu(0))

[
Eu(0)

−1+θ
2θ + t

1− θ
θ

] 2θ
θ−1

.

2.2 Problemas II e III

Nesta seção apresentamos um estudo acerca da existência local de soluções fortes e

fracas para a equação da onda bidimensional com termo fonte sujeito a um crescimento

exponencial. A saber,



∂2
t u−∆u+ a(x)g(∂tu) = f(u) em Ω× (0,+∞),

u = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x) em Ω,

∂tu(x, 0) = u1(x) em Ω.

Para o Problema II, admitimos um amortecimento não linear localmente distribuído, já

para o Problema III assumimos um amortecimento não linear full (i.e., a ≡ 1).

Tomando os dados iniciais no poço potencial, podemos obter a extensão global de

solução e a taxa de decaimento da energia para o problema (2.121) e o blow-up de solução

para o problema (2.138).

2.2.1 Teorema do Passo da Montanha e Variedade de Nehari

Assumimos o crescimento exponencial para a função f e que temos um amortecimento

localmente distribuído mais fraco dado pelo termo a(x)g(∂tu) em que a(·) é uma função

contínua e não negativa assumida ser estritamente maior que 0 sobre uma vizinhança ω da

fronteira ∂Ω inteira e g é apenas uma função monótona crescente e contínua veri�cando

a condição de sinal g(s)s ≥ 0, para todo s ∈ R e um crescimento polinomial no in�nito.

Apresentamos agora a conexão entre a boa de�nição do problema acima com a teoria

dos problemas elípticos e o bem conhecido nível do passo da montanha. Rigorosamente,
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de�nindo o funcional J : H1
0 (Ω)→ R por

J(u) :=
1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx−
∫

Ω

F (u) dx, (2.118)

com F (t) =

∫ t

0

f(s)ds, os pontos críticos do funcional J são as soluções fracas do problema

elíptico −∆u = f(u) em Ω

u = 0 sobre ∂Ω.

Associado ao funcional J , temos a variedade de Nehari

N : =
{
u ∈ H1

0 (Ω)\{0}
/
J ′(u)u = 0

}
=

{
u ∈ H1

0 (Ω)\{0}
/∫

Ω

|∇u|2 dx =

∫
Ω

f(u)u dx

}
.

Se f satisfaz certas propriedades, é possível mostrar que o funcional J satisfaz as

hipóteses do Teorema do Passo da Montanha (ver [7]) e o nível

d = inf
v∈H1

0 (Ω)\{0}
max
t≥0

J(tv) > 0,

chamado de nível do passo da montanha, é um nível crítico de J . Dos resultados obtidos

em [65, Capítulo 4] obtemos a seguinte relação entre o nível do passo da montanha e a

variedade de Nehari

d = inf
u∈N

J(u). (2.119)

Obtemos também que para cada u ∈ H1
0 (Ω)\{0}, existe um único λ > 0 tal que

λu ∈ N e J(λu) = max
s≥0

J(su). (2.120)

Denotamos por W , W1 e W2 os seguintes conjuntos

W :=
{
u ∈ H1

0 (Ω)
/
J(u) < d

}
,

W1 :=

{
u ∈ W

/∫
Ω

|∇u|2 dx >

∫
Ω

f(u)u dx

}
∪ {0},

W2 :=

{
u ∈ W

/∫
Ω

|∇u|2 dx <

∫
Ω

f(u)u dx

}
.
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É possível mostrar que W1 e W2 são conjuntos estáveis relacionados ao problema (2.121)

(em verdade, provaremos resultados análogos aos Lemas 3.1 e 4.1 de [5] que provam tal

a�rmação).

2.2.2 Boa Colocação para o Problema II

Nesta subseção faremos um estudo do seguinte problema de valor inicial e de fronteira:

(Problema II)



∂2
t u−∆u+ a(x)g(∂tu) = f(u) em Ω× (0,+∞),

u = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x) em Ω,

∂tu(x, 0) = u1(x) em Ω,

(2.121)

em que Ω ⊂ R2 é um domínio limitado com fronteira ∂Ω regular e as funções f , a(·) e g

satisfazem a Suposições 2.1, 2.5 e 2.6, respectivamente.

Para iniciarmos o estudo do Problema II, consideramos o seguinte conjunto

V1 := {φ ∈ D(Ω)
/
φ ∈ W1} = D(Ω) ∩W1, o qual não é um espaço vetorial. Agora, de-

�nimos os seguintes espaços vetoriais

V∗1 := SpanV1, V1 := V∗1
H1

0 (Ω)
e H1 := V∗1

L2(Ω)
.

Notemos que V1 ⊂ V∗1 ⊂ V1 ⊂ H1, logo H1 = V∗1
L2(Ω) ⊂ V1

L2(Ω) ⊂ H1
L2(Ω)

= H1, ou

seja, V1
L2(Ω)

= H1. Ainda, V1
c
↪→ H1. Com efeito, como H1

0 (Ω) ↪→ L2(Ω), segue que

‖u‖H1
≤ C ‖u‖V1

, para cada u ∈ V1, e mais, de H1
0 (Ω)

c
↪→ L2(Ω), se (un) ⊂ V1 é limitada

em V1, existe uma subsequência (unk) de (un) convergente em H1, o que prova a a�rmação.

Consideramos então, o operador limitado A : D(A) ⊂ V1 → V ′1 de�nido pela terma

{V1, H1, (·, ·)V1
}, com o elemento do dual Au ∈ V ′1 , u ∈ D(A) dado por

〈Au, v〉 =

∫
Ω

∇u∇v dx, ∀v ∈ V1,

em que as propriedades intrínsecas à tal operador, podem ser provadas tal como o que foi

feito no problema (2.1).
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De�nimos o operador B : V1 → V ′1 por (Bv)(x) = a(x)g(v(x)), x ∈ Ω, o qual está

bem de�nido e é maximal monótono.

Consideramos o espaço de fase H1 = V1 ×H1, o qual é um espaço de Hilbert munido

do produto interno e norma usuais, a saber

((u1, v1), (u2, v2))H1
=

∫
Ω

∇u1 · ∇u2 + v1 · v2 dx,

‖(u1, v1)‖2
H1

=

∫
Ω

|∇u1|2 + |v1|2 dx,

para cada (ui, vi) ∈ H, i = 1, 2.

De�nimos também D(A) =
{

(u, v) ∈ H1

/
v ∈ V1 e Au+Bv ∈ H1

}
e os operadores

não lineares A : D(A) ⊂ H1 → H1 dado por A(u, v) = (−v, Au + Bv) e B : H1 → H1

dado por B(u, v) = (0,−f(u)). Assim, podemos reformular o problema (2.121) no seguinte

problema de Cauchy em H1:
d
dt
U(t) +AU(t) + BU(t) = 0,

U(0) = U0,

com U(t) = (u(t), ∂tu(t)) e U0 = (u0, u1).

O operador A é maximal monótono e o operador B está bem de�nido e é localmente

Lipschitz ao fazermos as devidas substituições do que já foi feito no Problema I de H1
0 (Ω),

H−1(Ω) e L2(Ω) por V1, V ′1 eH1, respectivamente. Além disso, temos que V∗1×V∗1 ⊂ D(A).

Com isto, podemos apresentar o resultado de existência local de solução para o pro-

blema (2.121):

Teorema 2.24 (Local no tempo). Assumindo as Suposições 2.1, 2.5, e 2.6, temos que o

problema (2.121) gera um semigrupo não linear sobre H1. Além disso,

i) Se (u0, u1) ∈ H1, existe uma única solução generalizada

u ∈ C ([0, Tmax) ;V1) ∩ C1 ([0, Tmax) ;H1) .
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ii) Se (u0, u1) ∈ D(A), existe uma única solução forte

(u, ∂tu) ∈ W 1,∞(0, Tmax;H1). (2.122)

Observação 2.25. Note que a regularidade (2.122) para a solução u do problema (2.121)

pode ser reescrita como

u ∈ L∞ (0, Tmax;V1) , ∂tu ∈ L∞ (0, Tmax;V1) e ∂2
t u ∈ L∞ (0, Tmax;H1) .

Provemos agora que Tmax = +∞. Neste sentido, tomemos (u0, u1) ∈ H1. Então existe

(u0k, u1k)k∈N ⊂ V∗1 × V∗1 (que é denso em D(A)) tal que (u0k, u1k)
k→∞−→ (u0, u1) em H1.

Consideramos agora a seguinte sequência de problemas aproximados



∂2
t uk −∆uk + a(x)g(∂tuk) = f(uk) em Ω× (0,+∞),

uk = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

uk(x, 0) = u0k(x) em Ω

∂tuk(x, 0) = u1k(x) em Ω,

(2.123)

em que, para cada k ∈ N, o problema (2.123) possui uma única solução

(uk, ∂tuk) ∈ W 1,∞(0, T kmax;H1). (2.124)

Procedendo como no Problema I, obtemos o funcional de energia associado ao pro-

blema aproximado dado por

Euk(t) =
1

2

[
‖∂tuk(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇uk(t)‖2
L2(Ω)

]
−
∫

Ω

F (uk(t)) dx

(2.118) =
1

2
‖∂tuk(t)‖2

L2(Ω) + J(uk(t)) (2.125)

e a identidade de energia do problema aproximado �ca

Euk(t2) +

∫ t2

t1

∫
Ω

a(x)g(∂tuk(t))∂tuk(t) dx dt = Euk(t1), 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T kmax. (2.126)

Uma ferramenta importante para a obtenção da extensão global de solução para o
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problema (2.121) é dada pelo seguinte Lema:

Lema 2.26. Nas hipóteses do Teorema 2.24 e admitindo a Condição de Ambrosetti�

Rabinowitz (Suposição 2.4), se (u0k, u1k) ∈ V∗1 × V∗1 e Euk(0) < d, para cada k ∈ N,

obtemos
uk(t) ∈ V∗1 , ∀t ∈

[
0, T kmax

)
,

‖∇uk(t)‖2
L2(Ω) <

2θd

θ − 2
, ∀t ∈

[
0, T kmax

)
.

(2.127)

Demonstração. Como Euk(t) ≤ Euk(0) < d, para todo t ∈
[
0, T kmax

)
, segue que

1

2
‖∂tuk(t)‖2

L2(Ω) + J(uk(t)) < d, ∀t ∈
[
0, T kmax

)
, (2.128)

o que implica que uk(t) ∈ W , para todo t ∈
[
0, T kmax

)
.

Assumimos por contradição, que exista um t0 ∈
(
0, T kmax

)
tal que uk(t0) /∈ V∗1 . Logo,

uk(t0) /∈ D(Ω) ∩W1. Uma vez que uk(t0) ∈ V1 (por 2.124), a menos de densidade, ele

pode ser tomado em D(Ω). Com isso, uk(t0) /∈ W1, ou seja, uk(t0) ∈ W2 (uma vez que

W = W1∪̇W2). Disto,

‖∇uk(t0)‖2
L2(Ω) <

∫
Ω

f(uk(t0))uk(t0) dx .

Uma vez que as funções envolvidas são contínuas e uk(0) = u0k ∈ V∗1 , pelo Teorema

de Mudança de Sinal, existe t∗ ∈ (0, t0) tal que

‖∇uk(t∗)‖2
L2(Ω) =

∫
Ω

f(uk(t
∗))uk(t

∗) dx .

Nesta perspectiva, temos dois casos a considerar:

Caso 1: ‖∇uk(t∗)‖2
L2(Ω) 6= 0

Neste caso uk(t∗) 6= 0, temos uk(t∗) ∈ N , o que implica, de (2.119), que J(uk(t
∗)) ≥ d

e assim

Euk(t
∗) =

1

2
‖∂tuk(t∗)‖2

L2(Ω) + J(uk(t
∗)) ≥ d,

o que é uma contradição com (2.128).

Caso 2: ‖∇uk(t∗)‖2
L2(Ω) = 0
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Neste caso, podemos supor também que

0 < ‖∇uk(t)‖2
L2(Ω) <

∫
Ω

f(uk(t))uk(t) dx, ∀t ∈ (t∗, t0] , (2.129)

lim
t→t∗+
‖∇uk(t)‖L2(Ω) = 0. (2.130)

Da condição de crescimento imposta à função f , para β ∈ (0, 1), existe Cβ,ε > 0 tal

que

|f(t)t| ≤ ε |t|2 + Cβ,ε |t|4 eβt
2

, (p = 4) .

Disto, temos

∫
Ω

f(uk(t))uk(t) dx ≤ ε ‖uk(t)‖2
L2(Ω) + Cβ,ε

∫
Ω

|uk(t)|4 eβ(uk(t))2

dx

(Des. de Hölder) ≤ ε ‖uk(t)‖2
L2(Ω) + Cβ,ε

[∫
Ω

|uk(t)|8 dx

]1/2 [∫
Ω

e2β(uk(t))2

dx

]1/2

.

Uma vez que uk(t) ∈ H1
0 (Ω) q.s. em [0, Tmax), temos

∫
Ω

e2β(uk(t))2

dx =

∫
Ω

e

2β‖∇uk(t)‖2
L2(Ω)

 uk(t)

‖∇uk(t)‖L2(Ω)

2

dx ≤
∫

Ω

e

2βR2

 uk(t)

‖∇uk(t)‖L2(Ω)

2

dx,

e, para utilizarmos a Desigualdade de Trudinger�Moser, precisamos ter 2βR2 < 4π, ou

seja, β <
2π

R2
. Então, como podemos considerar ‖∇uk(t)‖L2(Ω) < 1 para t muito próximo

à t∗, obtemos

sup
‖∇uk‖L2(Ω)≤1

∫
Ω

e

2βR2

 uk
‖∇uk‖L2(Ω)

2

dx ≤ L,

com L > 0. Ainda, de H1
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), para todo q ≥ 1, temos

∫
Ω

f(uk(t))uk(t) dx ≤ ε ‖uk(t)‖2
L2(Ω) + Cβ,εL

1/2 ‖uk(t)‖4
L8(Ω)

≤ ε ‖uk(t)‖2
L2(Ω) + C̃β,ε ‖∇uk(t)‖4

L2(Ω) .

Consequentemente, de (2.129), temos

0 < ‖∇uk(t)‖2
L2(Ω) < ε ‖uk(t)‖2

L2(Ω) + C̃β,ε ‖∇uk(t)‖4
L2(Ω) .
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Escolhendo ε su�cientemente pequeno e utilizando a Desigualdade de Poincaré, ob-

temos

0 < ‖∇uk(t)‖2
L2(Ω) < Ĉβ,ε ‖∇uk(t)‖4

L2(Ω) ,

o que implica que

0 <
1

Ĉβ,ε
≤ ‖∇uk(t∗)‖2

L2(Ω) ,

o que é uma contradição com a a�rmação deste caso.

Portanto, uk(t) ∈ V∗1 , para todo t ∈
[
0, T kmax

)
.

Disso e de (2.128), segue que

1

2
‖∂tuk(t)‖2

L2(Ω) +
1

2
‖∇uk(t)‖2

L2(Ω) −
∫

Ω

F (uk(t)) dx < d

⇒ 1

2
‖∇uk(t)‖2

L2(Ω) −
∫

Ω

F (uk(t)) dx < d

⇒
∫

Ω

[
1

2
f(uk(t))uk(t)− F (uk(t))

]
dx < d,

em que a última desigualdade acima segue pois uk(t) ∈ V∗1 . Da Condição de Ambrosetti�

Rabinowitz temos

∫
Ω

(
θ

2
− 1

)
F (uk(t)) dx < d

⇒
∫

Ω

F (uk(t)) dx <
2d

θ − 2
. (2.131)

Por �m, combinando (2.128) e (2.131) obtemos

‖∇uk(t)‖2
L2(Ω)

2
< d+

2d

θ − 2
=

dθ

θ − 2

⇒ ‖∇uk(t)‖2
L2(Ω) <

2dθ

θ − 2
.

�

Agora, tendo em mente as hipóteses do Lema 2.26 e que uk(t) ∈ V∗1 , para todo
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t ∈
[
0, T kmax

)
, g(s)s > 0, para s 6= 0 e a(·) é não negativa, da identidade de energia, temos

1

2
‖∂tuk(t)‖2

L2(Ω) ≤ Euk(0) +
1

2
‖∇uk(t)‖2

L2(Ω) +

∫
Ω

F (uk(t)) dx

(2.131)

≤ d+
θd

θ − 2
+

2d

θ − 2
=

2θd

θ − 2
, ∀t ∈

[
0, T kmax

)
.

Neste sentido, procedendo como no Problema I, podemos estender as soluções uk à

todo intervalo [0,∞) e assim, o mesmo ocorrerá com as soluções u do problema original

(2.121) com (u0, u1) ∈ H1, o que nos permite enunciar o seguinte Teorema:

Teorema 2.27 (Global no tempo). Assumindo as hipóteses do Teorema 2.9, a Suposição

2.4, (u0, u1) ∈ H1 e Eu(0) < d, então a solução u do problema (2.121), dada pelo Teorema

2.24, pode ser estendida à [0,∞). Além disso, u(t) ∈ V1, para todo t ≥ 0.

2.2.3 Decaimento Uniforme da Energia para o Problema II

Com o intuito de obtermos a Desigualdade de Observabilidade para o Problema II,

iremos considerar a seguinte sequência de problemas aproximados com termos fonte trun-

cados: 

∂2
t uk −∆uk + a(x)g(∂tuk) = fk(uk) em Ω× (0,+∞),

uk = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

uk(x, 0) = u0k(x) em Ω,

∂tuk(x, 0) = u1k(x) em Ω,

(2.132)

com (u0k, u1k) sendo tomados em V∗1 × V∗1 convergindo para os dados (u0, u1) em H1 e,

para cada k ∈ N, fk é de�nido como em (2.19) o qual é globalmente Lipschitz.

Seguindo os mesmos passos do Problema I e tendo em vista os procedimentos para a

obtenção do Teorema 2.27, podemos obter o mesmo resultado para o problema truncado

(2.132).

Para a obtenção da estabilidade assintótica para o problema 2.121, basta repetirmos os

mesmos passos do Problema I. Contudo, na conquista da Desigualdade de Observabilidade

para o problema truncado, existem particularidades que merecem ser pontuadas, como

seguem na demonstração do Lema a seguir.

Lema 2.28. Sejam r > 0, T ≥ T0, k ≥ 1 e R̃ = max{R, d}. Sob as hipóteses do Teorema
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2.27 e admitindo a Suposição 2.7, existe C = C(k, r, R̃, T ) > 0 tal que a correspondente

solução uk de (2.132) com (u0k, u1k) ∈ V∗1 ×V∗1 distante da origem (i.e., veri�cando (2.63))

satisfaz a Desigualdade de Observabilidade

Euk(0) ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

a(x)
[
|∂tuk(x, t)|2 + |g(∂tuk(x, t))|2

]
dx dt . (2.133)

Além disso, se (u0k, u1k) → (u0, u1) em H1 tal que (u0, u1) ∈ H1 e r < Eu(0) < R̃, então

existe T ∗ ≥ T0 tal que C pode ser escolhido independente de k, sempre que T ≥ T ∗.

Esboço da demonstração. O índice k0 ∈ N é estabelecido como para o Lema 2.15 (acima

das desigualdades em (2.63)). Supondo que (2.133) seja falso, existe T > T0 e uma

sequência (umk ) de soluções de (2.132) tal que

lim
m→+∞

∫ T
0

∫
Ω
a(x) [|∂tumk |2 + |g(∂tu

m
k )|2] dx dt

Eumk (0)
= 0. (2.134)

Notemos que da Condição de Ambrosetti�Rabinowitz, −F (t) < 0, para todo t > 0, logo

Eumk (0) =
1

2

∫
Ω

|∂tumk (x, 0)|2 + |∇umk (x, 0)|2 dx−
∫

Ω

Fk(u
m
k (x, 0)) dx

=
1

2

∫
Ω

|um1k|
2 + |∇um0k|

2 dx−
∫

Ω

Fk(u
m
0k) dx

≤ 1

2

[
‖um1k‖L2(Ω)2 + ‖∇um0k‖

2
L2(Ω)

]
. Eumk (0)

(2.63)

≤ R̃, ∀m ∈ N,

(2.135)

e ainda,

Eumk (0) =
1

2

∫
Ω

|∂tumk (x, 0)|2 + |∇umk (x, 0)|2 dx−
∫

Ω

Fk(u
m
k (x, 0)) dx

(2.4) >
1

2

∫
Ω

|um1k|
2 + |∇um0k|

2 dx−1

θ

∫
Ω

fk(u
m
0k)u

m
0k dx

(θ>2) >
1

2
‖um1k‖

2
L2(Ω) +

1

2

[
‖∇um0k‖

2
L2(Ω) −

∫
Ω

fk(u
m
0k)u

m
0k dx

]
(um0k∈V∗1) >

1

2
‖um1k‖

2
L2(Ω) ≥ 0.

(2.136)
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Assim, de (2.134) e (2.135), temos

lim
m→+∞

∫ T

0

∫
Ω

a(x)
[
|∂tumk |2 + |g(∂tu

m
k )|2

]
dx dt = 0.

Além disso, do funcional de energia do problema truncado e de (2.135), existe uma

subsequência de (umk )m∈N (a qual continuaremos denotando por (umk )m∈N) tal que

umk
∗
⇀ uk em L∞ (0, T ;V1) , m→∞

∂tu
m
k

∗
⇀ ∂tuk em L∞ (0, T ;H1) , m→∞

umk → uk em L∞ (0, T ;Lq(Ω)) , m→∞, ∀q ≥ 2.

Agora, dividimos o esboço da prova em dois casos: uk 6= 0 e uk = 0.

Caso 1: uk 6= 0

Todos os passos deste caso são análogos aos respectivos passos do Problema I, fazendo

as devidas substituições. Em especial, obtemos uma equação semelhante à (2.76), a saber,

−∆uk(t) = fk(uk(t)) em V ′1 q.s. em (0, T ).

Como uk(t) ∈ V1 q.s. em (0, T ), temos

∫
Ω

|∇uk(t)|2 dx =

∫
Ω

fk(uk(t))uk(t) dx,

o que implica que uk(t) ∈ N (variedade de Nehari), mas pelo Lema 2.26, uk(t) ∈ V∗1 e

pela suposição deste caso, uk(t) 6= 0, para todo t ≥ 0, logo, obtemos uma contradição.

Caso 2: uk = 0

Neste caso, notemos que αm =
[
Eumk (0)

]1/2
está bem de�nido devido à (2.136).

Pontuamos aqui um argumento que difere do respectivo passo no Problema I, a saber,

lim
m→+∞

∫ T−ε

ε

∫
Ω

|∇vmk |2−
1

αm
fk(u

m
k )vmk dx dt = 0

⇒ lim
m→+∞

∫ T−ε

ε

∫
Ω

|∇vmk |2 = lim
m→+∞

∫ T−ε

ε

∫
Ω

1

αm
fk(u

m
k )vmk dx dt = 0, (2.137)
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em que a convergência ocorre devido à (2.88) e (2.91).

Por outro lado, da Condição de Ambrosetti�Rabinowitz, temos

0 < θFk(u
m
k ) < fk(u

m
k )umk

⇒ 0 <
1

α2
m

θFk(u
m
k ) <

1

θαm
fk(u

m
k )vmk

⇒ 0 <
1

α2
m

∫ T−ε

ε

∫
Ω

Fk(u
m
k ) dx dt <

1

θαm

∫ T−ε

ε

∫
Ω

fk(u
m
k )vmk dx dt

⇒ 0 ≤ lim
m→+∞

1

α2
m

∫ T−ε

ε

∫
Ω

Fk(u
m
k ) dx dt ≤ lim

m→+∞

1

θαm

∫ T−ε

ε

∫
Ω

fk(u
m
k )vmk dx dt

(2.137)
= 0,

ou seja,

lim
m→+∞

1

α2
m

∫ T−ε

ε

∫
Ω

Fk(u
m
k ) dx dt = 0.

Com isso, a prova segue de forma análoga ao Lema 2.15. �

2.2.4 Boa Colocação para o Problema III

O objetivo desta subseção é apresentarmos a boa colocação e a obtenção do fenômeno

de blow-up para o seguinte problema de valor inicial e de fronteira:

(Problema III)



∂2
t u−∆u+ g(∂tu) = f(u) em Ω× (0,+∞),

u = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x) em Ω,

∂tu(x, 0) = u1(x) em Ω,

(2.138)

em que Ω ⊂ R2 é um domínio limitado com fronteira ∂Ω regular, a função f satisfaz a

Suposição 2.1 e g satisfaz a Suposição 2.29 abaixo.

Suposição 2.29. A função feedback g : R→ R é contínua, monótona crescente e satisfaz

g(s)s > 0, para s 6= 0

m̃s2 ≤ g(s)s ≤ M̃s2, ∀s ∈ R,
(2.139)

com 0 < m̃ < M̃ < 1.

Primeiramente consideramos o seguinte conjunto V2 := D(Ω) ∩W2, o qual não é um
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espaço vetorial. Agora, de�nimos os seguintes espaços vetoriais V∗2 := SpanV2, V2 :=

V∗2
H1

0 (Ω)
e H2 := V∗2

L2(Ω)
, em que V2

L2(Ω)
= H2 e V2

c
↪→ H2.

Tendo em vista o que foi feito na Seção 2.2.2 e fazendo as devidas alterações, obtemos

a solução local para o problema (2.138).

Teorema 2.30 (Local no tempo). Assumindo as Suposições 2.1 e 2.29, temos que o

problema (2.138) gera um semigrupo não linear sobre H2 = V2 ×H2. Além disso,

i) Se (u0, u1) ∈ H2, existe uma única solução generalizada

u ∈ C ([0, Tmax) ;V2) ∩ C1 ([0, Tmax) ;H2) .

ii) Se (u0, u1) ∈ D(A), existe uma única solução forte

(u, ∂tu) ∈ W 1,∞(0, Tmax;H2).

2.2.5 Blow-up de solução para o Problema III

Com o intuito de obtermos o fenômeno de blow-up para solução do problema (2.138),

consideramos a seguinte suposição adicional.

Suposição 2.31. Seguem as seguintes suposições para o funcional de energia e para o

termo fonte, respectivamente:

i) Suponha que

Eu(0) ≤ 0 ou 0 ≤ Eu(0) < γd, para algum 0 < γ <
θ − 3

θ
, θ > 3, (2.140)

em que d é o nível do passo da montanha associado com o correspondente problema

elíptico.

ii) Existe θ > 3 +
1

λ1

tal que

0 < θF (t) < f(t)t, ∀t ∈ R \ {0}, (2.141)
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em que λ1 representa o primeiro autovalor do operador −∆ com condição de Diri-

chlet na fronteira.

Nosso próximo passo para a obtenção do blow-up de solução é mostrar que V∗2 é um

conjunto invariante. Para isso, consideramos (u0, u1) ∈ V∗2 × V∗2 ⊂ D(A). Logo, existe

uma única solução forte para o problema (2.138) com (u, ∂tu) ∈ W 1,∞ (0, Tmax;H2) e

obtemos o funcional de energia e a identidade de energia como em (2.125) e (2.126) com

a ≡ 1.

Lema 2.32. Nas hipóteses do Teorema 2.30 e da Suposição 2.31, se (u0, u1) ∈ V∗2 × V∗2 e

Eu(0) < d, temos

u(t) ∈ V∗2 , ∀t ∈ [0, Tmax) ,

‖∇u(t)‖2
L2(Ω) > 2d, ∀t ∈ [0, Tmax) .

(2.142)

Demonstração. Seja (u0, u1) ∈ V∗2 ×V∗2 . Provemos que u(t) ∈ V∗2 , para cada t ∈ [0, Tmax).

Faremos a prova por contradição. Suponha que exista t0 ∈ (0, Tmax) tal que

u(t0) /∈ V∗2 . Então, como argumentado no Lema 2.26, u(t0) ∈ W1, ou seja, u(t0) = 0

ou

‖∇u(t0)‖2
L2(Ω) >

∫
Ω

f(u(t0))u(t0) dx .

Tal como no Lema 2.26, pelo Teorema de Mudança de Sinal, existe t∗ ∈ (0, t0] com

‖∇u(t∗)‖2
L2(Ω) =

∫
Ω

f(u(t∗))u(t∗) dx,

e u(t) ∈ W2, para todo t ∈ [0, t∗). Assim, temos dois casos a considerar:

Caso 1: ‖∇u(t∗)‖2
L2(Ω) = 0

Como as funções envolvidas são contínuas em t, temos

lim
t→t∗−
‖∇u(t)‖2

L2(Ω) = 0. (2.143)

Por outro lado, uma vez que u(t) ∈ W2, para todo t ∈ [0, t∗), temos ‖∇u(t)‖2
L2(Ω) 6= 0

e, além disso,

‖∇u(t)‖2
L2(Ω) <

∫
Ω

f(u(t))u(t) dx, ∀t ∈ [0, t∗) .
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Utilizando as Desigualdades de Trudinger�Moser e Poincaré como no Lema 2.26, segue

da última desigualdade que

0 < ‖∇u(t)‖2
L2(Ω) ≤ ε ‖∇u(t)‖2

L2(Ω) + Cβ,ε ‖∇u(t)‖4
L2(Ω) .

Logo,

lim
t→t∗−
‖∇u(t)‖2

L2(Ω) ≥
1

Cβ,ε
,

o que contradiz (2.143).

Caso 2: ‖∇u(t∗)‖2
L2(Ω) 6= 0

Como no Caso 1 do Lema 2.26, temos J(u(t∗)) ≥ d e assim, Eu(t∗) ≥ d, o que é uma

contradição, uma vez que Eu(t) ≤ Eu(0) < d, para todo t ∈ [0, Tmax).

Portanto, u(t) ∈ V∗2 , para todo t ∈ [0, Tmax).

Agora, uma vez que u(t) ∈ V∗2 , podemos tomar u(t) 6= 0 (visto que u ≡ 0 em [0, Tmax)

não sofre blow-up) e do que precede (2.120), existe λ(t) > 0 tal que

J ′(λ(t)u(t))(λ(t)u(t)) = 0 e J(λ(t)u(t)) = max
s∈[0,∞)

J(su(t)),

o que implica que λ(t)u(t) ∈ N e, consequentemente

J(λ(t)u(t)) ≥ d = inf
v∈N

J(v). (2.144)

Uma vez que u(t) ∈ V∗2 , temos J ′(u(t))(u(t)) < 0, em que segue que 0 < λ(t) < 1.

Assim, de (2.144), temos

1

2
‖∇(λ(t)u(t))‖2

L2(Ω) −
∫

Ω

F (λ(t)u(t)) dx ≥ d

⇒ ‖∇u(t)‖2
L2(Ω) ≥

2d

(λ(t))2
> 2d,

o que prova (2.142). �

Nesta altura, somos capazes de apresentar o nosso resultado de blow-up para solução

forte de (2.138).
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Teorema 2.33 (Blow-up). Nas hipóteses do Teorema 2.30 e admitindo a Suposição 2.31,

se (u0, u1) ∈ V∗2 ×V∗2 , então existe T > 0 tal que a solução forte u de (2.138) sofre blow-up

na norma L2(Ω) quando t→ T−.

Demonstração. Seja (u0, u1) ∈ V∗2 × V∗2 . Suponhamos por contradição, que a solução

dada pelo Teorema 2.30 possa ser estendida à todo intervalo [0,∞). Uma vez que V∗2 é

invariante (Lema 2.32), então u(t) ∈ V∗2 , para todo t ∈ [0,∞). Logo,

‖∇u(t)‖2
L2(Ω) <

∫
Ω

f(u(t))u(t) dx, ∀t ∈ [0,∞) . (2.145)

Tal como em (2.39) e utilizando (2.139) (uma vez que u(t) 6= 0), temos

1

2

d2

dt2

(
‖u(t)‖2

L2(Ω)

)
≥ ‖∂tu(t)‖2

L2(Ω)+

∫
Ω

f(u(t))u(t) dx−‖∇u(t)‖2
L2(Ω)−M̃ (∂tu(t), u(t))L2(Ω) .

(2.146)

Uma vez que Eu(t) ≤ Eu(0), para todo t ≥ 0, temos

∫
Ω

F (u(t)) dx ≥ 1

2
‖∂tu(t)‖2

L2(Ω) +
1

2
‖∇u(t)‖2

L2(Ω) − Eu(0),

e utilizando (2.141), obtemos a seguinte estimativa

∫
Ω

f(u(t))u(t) dx ≥ θ

2

[
‖∂tu(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇u(t)‖2
L2(Ω)

]
− θEu(0). (2.147)

Assim, substituindo (2.147) em (2.146), temos

1

2

d2

dt2

(
‖u(t)‖2

L2(Ω)

)
≥
(
θ

2
+ 1

)
‖∂tu(t)‖2

L2(Ω) +

(
θ

2
− 1

)
‖∇u(t)‖2

L2(Ω)

− M̃
∫

Ω

∂tu(t)u(t) dx−θEu(0).

(2.148)

Observação 2.34. Se Eu(0) ≤ 0, então −Eu(0) ≥ 0 e o último termo do lado direito de

(2.148) pode ser ignorado. Assim, a condição Eu(0) < γd, para algum 0 < γ < 1 dada

em (2.140) é desnecessária. O restante da prova contínua a mesma.
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De (2.148), Eu(0) < γd e da Desigualdade de Cauchy�Schwarz, segue que

1

2

d2

dt2

(
‖u(t)‖2

L2(Ω)

)
≥
(
θ + 2

2

)
‖∂tu(t)‖2

L2(Ω) +

(
θ − 2

2

)
‖∇u(t)‖2

L2(Ω)

− M̃ ‖∂tu(t)‖L2(Ω) ‖u(t)‖L2(Ω) − θγd

(Des. de Young e Poincaré) ≥

[(
θ + 2

2

)
− M̃

2λ1

]
‖∂tu(t)‖2

L2(Ω)

+

[(
θ − 2

2

)
− M̃

2

]
‖∇u(t)‖2

L2(Ω) − θγd.

(2.149)

Substituindo (2.142) em (2.149), temos

1

2

d2

dt2

(
‖u(t)‖2

L2(Ω)

)
≥

[(
θ + 2

2

)
− M̃

2λ1

]
‖∂tu(t)‖2

L2(Ω) +

[(
θ − 2

2

)
− M̃

2

]
2d− θγd,

uma vez que θ > 3.

Observação 2.35. Enfatizamos que podemos utilizar uma desigualdade do tipo

ab ≤ 1

4ε
a2 + εb2 e considerar ε su�cientemente pequeno em vez de considerar θ > 3.

No entanto, em (2.150), tal condição será necessária, logo iremos tomá-la desde já.

Da última desigualdade, obtemos

1

2

d2

dt2

(
‖u(t)‖2

L2(Ω)

)
≥

[(
θ + 2

2

)
− M̃

2λ1

]
‖∂tu(t)‖2

L2(Ω) +
[(
θ − 2− M̃

)
− θγ

]
d− θγd

(M̃<1) ≥
[(

θ + 2

2

)
− 1

2λ1

]
‖∂tu(t)‖2

L2(Ω) + [(θ − 3)− θγ] d− θγd

Tomando γ tal que

0 < γ <
θ − 3

θ
,

segue que
d2

dt2

(
‖u(t)‖2

L2(Ω)

)
≥
[
(θ + 2)− 1

λ1

]
‖∂tu(t)‖2

L2(Ω) .

Como θ > 3 +
1

λ1

, temos θ + 2− 1

λ1

> 5 e além disso,

d2

dt2

(
‖u(t)‖2

L2(Ω)

)
≥ 5 ‖∂tu(t)‖2

L2(Ω) . (2.150)
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Observação 2.36. A desigualdade em (2.150) é a mesma obtida em (2.25) de [41]. Para

repetirmos o mesmo argumento (e por isso estamos tomando θ > 3 + 1/λ1), precisamos

provar a seguinte a�rmação:

Existe t1 ≥ 0 tal que
d
dt

(
‖u(t1)‖2

L2(Ω)

)
> 0. (2.151)

Suponhamos por contradição, que (2.151) não ocorra. Então,

d
dt

(
‖u(t)‖2

L2(Ω)

)
≤ 0, ∀t ≥ 0. (2.152)

Como
∫

Ω

∂tu(t) · u(t) dx =
1

2

d
dt

(
‖u(t)‖2

L2(Ω)

)
≤ 0, de (2.146), deduzimos que

1

2

d2

dt2

(
‖u(t)‖2

L2(Ω)

)
≥ ‖∂tu(t)‖2

L2(Ω) +

∫
Ω

f(u(t))u(t) dx−‖∇u(t)‖2
L2(Ω) . (2.153)

Por outro lado, de (2.152), concluímos que ‖u(t)‖2
L2(Ω) é limitado, para todo t ≥ 0.

Logo, existe K ≥ 0 tal que

lim
t→+∞

‖u(t)‖2
L2(Ω) = K. (2.154)

Ainda,

1

2

d2

dt2

(
‖u(t)‖2

L2(Ω)

) (2.153)

≥ ‖∂tu(t)‖2
L2(Ω) +

∫
Ω

f(u(t))u(t) dx−‖∇u(t)‖2
L2(Ω)

(2.145)
> ‖∂tu(t)‖2

L2(Ω)

> 0

⇒ d2

dt2

(
‖u(t)‖2

L2(Ω)

)
> 0, ∀t ≥ 0,

assim, existe uma constante C tal que

lim
t→+∞

d
dt

(
‖u(t)‖2

L2(Ω)

)
= C ≤ 0,
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mas de (2.154), deduzimos que C = 0. Daí, existe uma sequência tn
n→∞−→ ∞ tal que

lim
n→+∞

d2

dt2

(
‖u(tn)‖2

L2(Ω)

)
= 0. (2.155)

De (2.155), (2.145) e (2.153), segue que

lim
n→+∞

‖∂tu(tn)‖2
L2(Ω) = 0, (2.156)

lim
n→+∞

[
‖∇u(tn)‖2

L2(Ω) −
∫

Ω

f(u(tn))u(tn) dx

]
= 0. (2.157)

Assim, da identidade de energia e da hipótese Eu(0) < d, temos

lim sup
n→+∞

‖∂tu(tn)‖2
L2(Ω)︸ ︷︷ ︸

=0

+J(u(tn)) ≤ lim sup
n→+∞

Eu(0) < d

⇒ lim sup
n→+∞

J(u(tn)) ≤ Eu(0) < d. (2.158)

Agora, de (2.141), temos

J(u) >
1

2
‖∇u(t)‖2

L2(Ω) −
1

θ

∫
Ω

f(u(t))u(t) dx

⇒ θ

2
‖∇u(t)‖2

L2(Ω) < θJ(u(t)) +

∫
Ω

f(u(t))u(t) dx

⇒
(
θ

2
− 1

)
‖∇u(t)‖2

L2(Ω) < θJ(u(t)) +

[∫
Ω

f(u(t))u(t) dx−‖∇u(t)‖2
L2(Ω)

]
.

Combinando a desigualdade acima com (2.157) e (2.158), segue que (u(tn))n∈N é

limitada em V2 e consequentemente, existe uma subsequência de (tn) (a qual denotaremos

da mesma forma) tal que

u(tn) ⇀ u em V2, (2.159)

u(tn) → u em Lr(Ω), ∀r ≥ 1, (2.160)

em que a convergência forte acima é oriunda de V2
c
↪→ Lr(Ω), para todo r ≥ 1.

Agora, dividimos a demonstração em dois casos:

Caso 1: u = 0
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Neste caso, usando a Desigualdade de Trudinger�Moser, segue de (2.160) que

∫
Ω

f(u(tn))u(tn) dx
n→∞−→

∫
Ω

f(u)u dx . (2.161)

Combinando (2.161) com (2.157), obtemos

lim
n→+∞

‖∇u(tn)‖2
L2(Ω) =

∫
Ω

f(u)u dx = 0. (2.162)

Uma vez que u(tn) ∈ V∗2 , para todo n ∈ N e que (2.145) ocorre para u(tn), en-

tão usando (2.162) e a Desigualdade de Trudinger�Moser, obtemos a existência de uma

constante C > 0 tal que
C

‖u(tn)‖4
L4(Ω)

< 1, ∀n ∈ N,

o que é uma contradição, uma vez que u = 0. Logo,

1

‖u(tn)‖4
L4(Ω)

n→∞−→ +∞.

Caso 2: u 6= 0

Como

f(u(tn)) ⇀ f(u) em L2(Ω), (2.163)

de (2.156), (2.163) e da igualdade análoga à (2.39), temos

−∆u = f(u) q.s. em Ω.

Por outro lado, como u(tn) ∈ V∗2 , para todo n ∈ N, temos u(tn) 6= 0, para todo n ∈ N

(uma vez que com u ≡ 0 não obtemos blow-up) e das suposições quanto a função f e do

funcional J , existe um único λn > 0 tal que λnu(tn) ∈ N , ou seja,

‖λn∇u(tn)‖2
L2(Ω) =

∫
Ω

f(λnu(tn))(λnu(tn)) dx . (2.164)

Uma vez que da Suposição 2.1 temos que t 7→ f(t)

t
é crescente, combinando (2.157),
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(2.164) e argumentos similares àqueles utilizados no Lema 3.4 de [6], segue que

λn
n→∞−→ 1. (2.165)

Assim, usando a Desigualdade de Trudinger�Moser e (2.165), temos

∫
Ω

f(λnu(tn))(λnu(tn)) dx
n→∞−→

∫
Ω

f(u)u dx .

Assim, desta convergência, concluímos que J(λnu(tn)) e J(u(tn)) são convergentes

bem como possuem o mesmo limite e, uma vez que λnu(tn) ∈ N , obtemos

lim
n→+∞

J(u(tn)) = lim
n→+∞

J(λnu(tn))
(2.119)

≥ 0,

o que contradiz (2.158).

De ambas as contradições, concluímos que a a�rmação (2.151) é válida.

Agora, de (2.150), deduzimos que
d
dt

(
‖u(t)‖2

L2(Ω)

)
é não decrescente e de (2.151)

segue de fato que

d
dt

(
‖u(t)‖2

L2(Ω)

)
≥ d

dt

(
‖u(t1)‖2

L2(Ω)

) (2.151)
> 0, ∀t ≥ t1.

Agora estamos aptos a repetir os mesmos argumentos utilizados em [41]. Da desi-

gualdade (2.150), temos

d2

dt2

(
‖u(t)‖2

L2(Ω)

)
− 5

4

d
dt

[(
‖u(t)‖2

L2(Ω)

)]2

> 0, ∀t ≥ 0,

e consequentemente,

d2

dt2

(
‖u(t)‖−1/2

L2(Ω)

)
= −1

4
‖u(t)‖−9/2

L2(Ω)

{
d2

dt2

(
‖u(t)‖2

L2(Ω)

)
− 5

4

[
d
dt

(
‖u(t)‖2

L2(Ω)

)]2}
< 0.

Por outro lado, de (2.151), temos

d
dt

(
‖u(t)‖−1/2

L2(Ω)

)
= −1

4
‖u(t)‖−5/2

L2(Ω)

d
dt

(
‖u(t)‖2

L2(Ω)

)
< 0, ∀t ≥ t1.
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Das desigualdade acima, segue que a função ‖u(t)‖−1/2

L2(Ω) é decrescente e côncava para

todo t ≥ t1. Assim, existe 0 < T < +∞ tal que

lim
t→T−

‖u(t)‖−1/2

L2(Ω) = 0,

ou seja,

lim
t→T−

‖u(t)‖2
L2(Ω) = +∞,

o que prova o Teorema 2.33. �

2.3 Equação da onda com termo fonte de crescimento

exponencial em uma variedade Riemanniana, com-

pacta, sem bordo de dimensão 2

Nesta seção, apresentamos as ferramentas necessárias para a realização de um estudo

das propriedades intrínsecas das soluções da seguinte equação da onda com termo fonte de

crescimento exponencial, sujeita a um amortecimento não linear localmente distribuída.

Mais precisamente, consideramos o seguinte problema de valor inicial: ∂2
t u−∆gu+ f(u) + a(x)g(∂tu) = 0 em M× (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), ∂tu(x, 0) = u1(x) em M,

(2.166)

em queM é uma variedade Riemanniana, compacta, sem bordo de dimensão 2, g é a sua

métrica Riemanniana, −∆g denota o operador de Laplace�Beltrami em (M,g) e ∇g é

sua conexão Riemanniana. Além disso, f e g satisfazem as Suposições 2.1 e 2.6 e a(·) é a

função real satisfazendo a suposição abaixo.

Suposição 2.37. A função real não negativa a = a(·), responsável pelo efeito dissipativo

localizado é assumida ser de classe C0(M) e a(x) ≥ a0 > 0 sobre um conjunto ω ⊂M.

Quanto ao conjunto ω, diferente das seções anteriores, realizamos a seguinte suposição,

conhecida como Condição Geométrica de Controle (CGC):

Suposição 2.38. O conjunto ω controla geometricamenteM, i.e., existe T0 > 0, tal que
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todo raio da ótica geométrica da métrica g viajando com velocidade constante igual a 1

e partindo de t = 0, encontra o conjunto ω em um tempo t < T0.

Observação 2.39. Existem variedade Riemannianas que podemos identi�car as suas

geodésicas. Este é o caso de algumas variedades Riemannianas sem bordo. Neste caso,

não é difícil identi�car uma região ótima ω satisfazendo a condição geométrica de controle.

De fato, apresentamos abaixo, dois exemplos de pares (M, ω) satisfazendo isso:

i) M = S2 e ω é a vizinhança de algum equador.

Fig. 2.3: A região escura denota o conjunto ω e intercepta todas as geodésicas (círculos máximos)

sobre a esfera.

ii) M = T2 (toro bidimensional) e ω = V (C0)∪V (C1) em que C0 é um círculo gerador,

C1 é o seu maior (exterior) círculo e V (Ci) denota a vizinhança do círculo Ci, com

i = 0, 1.

Fig. 2.4: A região escura denota o conjunto ω e intercepta todas as geodésicas sobre o toro.
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Por �m, apresentamos uma suposição análoga ao Princípio de Continuação Única

dada na Suposição 2.7. A saber:

Suposição 2.40. Dado T > 0, a única solução v ∈ C (]0, T [ ;L2(M)) ∩ C (]0, T [ ;V ′),

com V ′ sendo o dual topológico de V =
{
u ∈ H1(M)

/ ∫
M u dM = 0

}
, que satisfaz

∂
2
t v −∆gv +W (x, t)v = 0 en M× (0, T ),

v = 0 sobre ω,

em que W ∈ L∞(M× (0, T )), é a solução trivial, i.e., v ≡ 0.

Apresentamos abaixo, uma adequação da Desigualdade de Trudinger�Moser utilizada

nas seções anteriores, mas agora em uma variedade Riemanniana, compacta, sem bordo

de dimensão 2, que pode ser encontrada em [28] e [66].

Teorema 2.41 (Desigualdade de Trudinger�Moser para variedades). SeM é uma vari-

edade Riemanniana, compacta, sem bordo de dimensão 2, temos que

sup
‖∇gu‖L2(M)≤1∫
M udM=0

∫
M

eαπ|u|
2

dM≤ C(M,g), ∀α ≤ 4π.

Consideramos o espaço de fase H = V ×L2(M), que é um espaço de Hilbert munido

do produto interno

((u1, u2), (v1, v2))H =

∫
M
∇gu1 · ∇gv1 + u2 · v2 dM .

Considere o operador coercivo A : V → V ′ de�nido por 〈Au, v〉 =
∫
M∇gu · ∇gv dM,

para cada v ∈ V e o operador maximal monótono B : V → V ′ dado

por (Bv)(x) = a(x)g(v(x)), com x ∈ M. Além disso, de�nimos o con-

junto D(A) =
{

(u, v) ∈ H
/
v ∈ V e Au+Bv ∈ L2(M)

}
e os operadores não lineares

A : D(A) ⊂ H → H dado por A(u, v) = (−v, Au + Bv) que é maximal monótono e

B : H → H dado por B(u, v) = (0, f(u)), o qual é localmente Lipschitz. As demonstrações

das propriedades dos operadores A,B,A e B seguem similares às provas já realizadas na

subseção 2.1.1. A única ressalva é quanto a utilização da desigualdade de Trudinger�

Moser para variedades dada pelo Teorema 2.41, na obtenção da propriedade de B ser
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localmente Lipschitz, ao invés da utilização do Teorema 1.76.

Assim, podemos reformular o problema (2.166) no seguinte problema de Cauchy em

H: 
d
dt
U(t) +AU(t) + BU(t) = 0,

U(0) = U0,

com U(t) = (u(t), ∂tu(t)) e U0 = (u0, u1). Nesta perspectiva, utilizando os mesmos

argumentos e realizando as devidas substituições para a obtenção do Teorema 2.9, con-

quistamos o seguinte teorema.

Teorema 2.42 (Local no tempo). Assumindo as Suposições 2.1, 2.5, 2.6 e 2.37, temos

que o problema (2.166), gera um semigrupo não linear sobre H. Além disso,

i) Se (u0, u1) ∈ H, existe uma única solução generalizada

u ∈ C ([0, Tmax) ;V ) ∩ C1
(
[0, Tmax) ;L2(M)

)
.

ii) Se (u0, u1) ∈ D(A), existe uma única solução forte

(u, ∂tu) ∈ W 1,∞ ([0, Tmax) ;H) .

Tal como na obtenção da extensão global e decaimento uniforme para a solução do

Problema (2.1), podemos de�nir o termo fonte truncado fk como em (2.19) e o operador

não linear globalmente Lipschitz Bk. Por �m, empregando os mesmos argumentos (com

as devidas substituições) para a obtenção da extensão global de solução (Teorema 2.14),

obtemos o seguinte resultado.

Teorema 2.43 (Global no tempo). Assumindo as Suposições 2.1, 2.4, 2.5 e 2.6, então

dados (u0, u1) ∈ H, o problema (2.166), possui uma única solução global na classe

u ∈ C([0, T ] ;V ), ∂tu ∈ C([0, T ] ;L2(M)), ∂2
t u ∈ L2(0, T ;V ′), ∀T > 0.

Além disso, a identidade de energia é veri�cada

Eu(t2) +

∫ t2

t1

∫
M
a(x)g(∂tu(x, t))∂tu(x, t) dM dt = Eu(t1),
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com

Eu(t) =
1

2

[
‖∂tu(x, t)‖2

L2(M) + ‖∇gu(x, t)‖2
L2(M)

]
+

∫
M
F (u(x, t)) dM .

Agora, com o intuito de obtermos o resultado de decaimento uniforme da energia,

devemos obter a Desigualdade de Observabilidade para o problema (2.166), a qual alcan-

çaremos via problemas truncados.

Nesta perspectiva, utilizando os mesmos argumentos anteriores ao Lema 2.15, mas

agora com T0 > 0 sendo a constante de observabilidade independente de k dada pela

Suposição 2.38, obtemos o seguinte resultado.

Lema 2.44 (Desigualdade de Observabilidade para variedade - Truncado). Sejam

r, R > 0, T ≥ T0 e k ≥ 1. Sob as hipóteses do Teorema 2.43 e admitindo as Suposi-

ções 2.38 e 2.40, existe C = C(k, r, R, T ) > 0 tal que a correspondente solução uk para

o problema truncado com (u0k, u1k) ∈ D(A) distante da origem (i.e., veri�cando (2.63))

satisfaz a Desigualdade de Observabilidade

Euk(0) ≤ C

∫ T

0

∫
M
a(x)

[
|∂tuk(x, t)|2 + |g(∂tuk(x, t))|2

]
dM dt, para T ≥ T0.

Além disso, se (u0k, u1k) → (u0, u1) em H tal que (u0, u1) ∈ H e r < Eu(0) < R, então

existe T ∗ ≥ T0 tal que C pode ser escolhido independente de k, sempre que T ≥ T ∗.

Esboço da demonstração. A prova deste lema segue de forma análoga à do Lema 2.15,

fazendo as devidas substituições dos espaços H1
0 (Ω), Lq(Ω) e H−1(Ω) por V , Lq(M) e

V ′ e levando em conta que, uma vez queM é uma variedade sem bordo, não temos um

problema de fronteira. Além disso, neste caso, o operador de D'Alembert é denotado por

�g = ∂2
t −∆g e seguindo as mesmas argumentações já realizadas, obtemos uma medida

de defeito microlocal µ, tal que suppµ = ∅, já que ω veri�ca a Suposição 2.38, i.e., ω

controla geometricamenteM, então as bicaracterísticas m±(t) tocam ω × (0, T ). �

A partir deste ponto, a Desigualdade de Observabilidade para o problema (2.166),

os resultados de decaimento uniforme da energia e os exemplos de taxas de decaimento

uniforme, seguem de forma semelhante aos problemas pretéritos.

Observação 2.45. Nos focamos somente no caso +f(u) no problema (2.166), contudo
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é possível fazer um estudo para o caso −f(u) de forma análoga ao que foi realizado nos

problemas (2.121) e (2.138) (a(·) ≡ 1).
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3

Estabilidade assintótica para um

modelo da onda 2D com memória

localizada em uma estrutura de

história passada e termo fonte de

crescimento exponencial

Este estudo, realizado em parceria com Marcelo Moreira Cavalcanti, Valéria Neves

Domingos Cavalcanti e André Vicente foi publicado em [61].

Neste capítulo, estabelecemos a boa colocação, bem como o decaimento uniforme

para a solução do seguinte modelo da onda com amortecimento viscoelástico localmente

distribuído e história passada:


∂2
t u−∆u+

∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇u(·, t− s)] ds +b(x)∂tu+ f(u) = 0 em Ω× (0,∞),

u = 0 sobre ∂Ω× R,

u(x, s) = u0(x, s), ∂tu(x, s) = ∂tu
0(x, s), (x, s) ∈ Ω× (−∞, 0],

(3.1)

em que Ω é um domínio aberto, limitado e conexo de R2, com fronteira suave ∂Ω. Aqui,

g representa o núcleo da memória, a(·) ≥ 0 é uma função suave e positiva ao redor de

uma vizinhança inteira de ∂Ω, b(·) ≥ 0 é uma função limitada agindo efetivamente sobre

uma vizinhança de ∂A em que A = {x ∈ Ω
/
a(x) = 0} (ver a Figura 3.1), f possui um

crescimento exponencial dado como na Suposição 2.1 e u0 : Ω× (−∞, 0]→ R descreve a



história passada de u.

Fig. 3.1: b(x) é efetivo em uma vizinhança da fronteira ∂A do conjunto A = {x ∈ Ω
/
a(x) = 0}

violando a Condição de Controle Geométrico e δ > 0 é tomado su�cientemente pequeno.

Para demonstrarmos os nossos resultados, utilizando as ideias de Dafermos [30] e

seguindo Giorgi, Rivera e Pata [36], de�nimos uma nova variável η que corresponde a

história de deslocamento relativo,

ηt(x, s) = u(x, t)− u(x, t− s), x ∈ Ω, t ≥ 0, s ∈ (0,∞). (3.2)

De modo formal, temos ∂tηt(x, s) = ∂tu(x, t) − ∂tu(x, t − s) e ∂sηt(x, s) = ∂t(x, t − s).

Ainda, segue que

∂tη
t(x, s) + ∂sη

t(x, s) = ∂tu(x, t), (x, t, s) ∈ Ω× (0,∞)× (0,∞),

η0(x, s) = u0(x, 0)− u0(x,−s), (x, s) ∈ Ω× (0,∞),

ηt(x, 0) := lim
s→0+

ηt(x, s) = 0, (x, t) ∈ Ω× [0,∞),

ηt(x, s) = 0, (x, s, t) ∈ ∂Ω× (0,∞)× (0,∞).

(3.3)
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Pela de�nição de η, temos

∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇u(t− s)] ds = g0div[a(x)∇u(t)]−
∫ ∞

0

g(s)div
[
a(x)∇ηt(x, s)

]
ds,

em que g0 =

∫ ∞
0

g(s) ds ∈ (0, 1).

Neste sentido, de�nindo

κ(x) = 1− g0a(x), x ∈ Ω, (3.4)

podemos reescrever o modelo (3.1) como um modelo autônomo dado por

∂2
t u− div[κ(x)∇u]−

∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇ηt(·, s) ds +b(x)∂tu+ f(u) = 0 em Ω× (0,∞),

∂tη + ∂sη = ∂tu em Ω× (0,∞)× (0,∞),

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞), ηt(x, s) = 0, (x, s, t) ∈ ∂Ω× (0,∞)× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x) := u0(x, 0), ∂tu(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,

η0(x, s) = η0(x, s) := u0(x, 0)− u0(x,−s), (x, s) ∈ Ω× (0,∞),

ηt(x, 0) = 0, (x, t) ∈ Ω× [0,∞).

(3.5)

3.1 Boa Colocação

O objetivo desta seção é estabelecer resultados de existência, unicidade e extensão

global para solução do modelo (3.5). Neste sentido, apresentamos algumas suposições

necessárias e de�nimos os espaços funcionais essenciais para o nosso estudo.

Suposição 3.1. Assumimos que a função f : R→ R com f ∈ C1 (R) satisfaz as seguintes

condições:

i) Para cada β > 0, existe Cβ > 0 tal que
∣∣f (i)(t)

∣∣ ≤ Cβ eβt
2
, para todo t ∈ R, com

i = 0, 1.

ii) Próximo à origem, temos que lim
t→0

f(t)

t
= 0.

iii) A função
f(t)

t
é crescente em (0,+∞).
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O termo fonte f apresentado na Suposição 3.1 é exatamente o mesmo do apresentado

na Suposição 2.1 para o problema (2.1), assim, as estimativas (2.4), (2.5) e (2.6) seguem de

forma análoga. Ainda, consideramos novamente a Condição de Ambrosetti�Rabinowitz

como hipótese para o nosso modelo a �m de obtermos a extensão global de solução.

Suposição 3.2 (Condição de Ambrosetti�Rabinowitz). Existe θ > 2 tal que

0 < θF (t) < f(t)t, ∀t ∈ R\ {0} .

Com o intuito de provarmos que a energia do modelo decai assintoticamente à zero

quando t→∞, devemos assumir que o núcleo g é exponencialmente estável, a saber:

Suposição 3.3. Existe uma constante ξ > 0 tal que

g′(t) ≤ −ξg(t), ∀t > 0. (3.6)

Suposição 3.4. Com respeito às funções g, a(·) e b(·), assumimos que:

i) g ∈ L1(0,∞) ∩ C1([0,∞)) é uma função não-crescente e positiva tal que

∫ ∞
0

g(s) ds := g0 ∈ (0, 1).

ii) a(·) ∈ C∞(Ω) ∩ C0(Ω) é uma função não-negativa satisfazendo

l := 1− g0 ‖a‖L∞(Ω) > 0, (3.7)

e existe um conjunto fechado e conexo A ⊂⊂ Ω tal que a(x) = 0 se, e somente se,

x ∈ A, i.e., A é o conjunto em que o efeito viscoelástico é não efetivo.

iii) b ∈ C0(Ω) é uma função não-negativa tal que

b(x) ≥ b0 > 0 q.s. em ω′′,

em que ω′′ é uma vizinhança de ∂A.

Observação 3.5. Algumas considerações quanto ao conjunto A de�nido acima, merecem

ser apresentadas:
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i) O conjunto A é fechado. Com efeito, sejam (xn) ⊂ A e x ∈ Ω tais que xn → x,

quando n → ∞. Como a(·) é contínua, então a(xn) → a(x), mas a(xn) = 0, para

todo n ∈ N. Logo a(x) = 0, e assim x ∈ A.

ii) Como A é fechado, segue que ∂Ω∩A = ∅. Assim, o conjunto ω′ está bem de�nido.

Como ω′ é compacto, a(x) > 0, para todo x ∈ ω′ e a(·) é contínua, existe M > 0 tal

que a(x) ≥M > 0, para todo x ∈ ω′. Assim, ∂ω′ = ∂Ω ∪ ∂ (ω′′ ∪ A).

Suposição 3.6 (Princípio de Continuação Única). Dado T > 0, a única solução v no

espaço C((0, T ) ;L2(Ω)) ∩ C((0, T ) ;H−1(Ω)) para o problema

∂
2
t v − div[κ(x)∇v] + V (x, t)v = 0 em Ω× (0, T ),

v = 0 sobre ω′′,

em que V ∈ L∞(0, T ;L∞(Ω)), é a solução trivial, isto é, v ≡ 0.

Consideramos o espaço de Hilbert

H1
0 (Ω) := D(Ω)

H1(Ω)
= {u ∈ H1(Ω)

/
u|∂Ω = 0}

munido da topologia dada pela norma

||u||21 =

∫
Ω

(1− g0a(x))︸ ︷︷ ︸
=κ(x)

|∇u|2 dx,

a qual é equivalente a norma usual de H1
0 (Ω) levando (3.7) em consideração.

Dado a(·) satisfazendo o item ii) da Suposição 3.4, de�nimos o espaço

H1
a =

{
u ∈ L2(Ω)

/ ∫
Ω

a(x)|∇u|2 dx <∞, u|∂Ω = 0

}
(3.8)

com produto interno e norma dados, respectivamente, por

(u, v)H1
a

=

∫
Ω

a(x)∇u · ∇v dx +

∫
Ω

u v dx e ||u||2H1
a

=

∫
Ω

a(x)|∇u|2 dx +

∫
Ω

|u|2 dx .

Observe que:
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i) o traço de ordem zero de u está bem de�nido em ∂Ω nas condições do conjunto H1
a .

De fato, temos u ∈ L2(ω′) e

∫
ω′
|∇u|2 dx ≤ 1

M

∫
ω′
a(x) |∇u|2 dx ≤ 1

M

∫
Ω

a(x) |∇u|2 dx <∞,

ou seja, u ∈ H1(ω′). Logo, considerando a aplicação traço de ordem zero

γ0 : H1(ω′)→ H1/2(∂Ω ∪ ∂ (ω′′ ∪ A)),

temos que γ0(u) está bem de�nido quase sempre em ∂Ω.

ii) H1
a é um espaço de Hilbert munido do produto interno de�nido acima. De fato, seja

(un) ⊂ H1
a uma sequência de Cauchy. Então,

‖un − um‖2
L2(Ω) +

∥∥∥√a(·)∇un −
√
a(·)∇um

∥∥∥2

L2(Ω)
→ 0, quando m,n→∞.

Como L2(Ω) é completo, existem u ∈ L2(Ω) e v ∈ [L2(Ω)]
3, tais que un → u em

L2(Ω) e
√
a(·)∇un → v em [L2(Ω)]

3. Em particular, do fato que a(·) ∈ C∞(Ω) e

da convergência un → u em L2(Ω), temos que a(·)∇un → a(·)∇u em [D′(Ω)]3. Pela

imersão [L2(Ω)]
3
↪→ [D′(Ω)]3 e pela unicidade do limite em [D′(Ω)]3, resulta que√

a(·)v = a(·)∇u ∈ [L2(Ω)]
3. Em particular, a(·)∇u =

√
a(·)v em [L2(Ω\A)]

3, o

que implica em
√
a(·)

(√
a(·)∇u− v

)
= 0, q.s. em Ω\A, isto é,

√
a(·)∇u− v = 0,

q.s. em Ω\A, e ainda,
√
a(·)∇u = v q.s. em Ω\A. Além disso,

∫
ω′
|∇un −∇u|2 dx ≤ 1

M

∫
ω′
a(x) |∇un −∇u|2 dx→ 0,

em que concluímos que un → u em H1(ω′). Pela continuidade de γ0, obtemos

γ0(u) = lim
n→+∞

γ0(un) = 0 q.s. em ∂Ω. Portanto, u ∈ H1
a e un → u em H1

a .

De�nimos também o espaço L2 com peso g

L2
g(R+;H1

a) =

{
η : R+ → H1

a

/∫ ∞
0

g(s)||η(s)||2H1
a

ds <∞
}

(3.9)
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munido com o produto interno e norma dados, respectivamente, por

(η, ζ)L2
g(R+;H1

a) =

∫ ∞
0

g(s)(η(s), ζ(s))H1
a

ds e ||η||2L2
g(R+;H1

a) =

∫ ∞
0

g(s)||η(s)||2H1
a

ds .

Sob as notações acima, de�nimos o seguinte espaço de fase com o intuito de obter

os resultados de existência e unicidade de solução local para o modelo (3.5), além de sua

extensão global e decaimento uniforme,

H = H1
0 (Ω)× L2(Ω)× L2

g(R+;H1
a),

munido com a norma ‖(u, v, η)‖2
H = ‖u‖2

H1
0 (Ω) + ‖v‖2

L2(Ω) + ‖η‖2
L2
g(R+;H1

a).

Denotando por U a função vetorial U = (u, v, η), em que v = ∂tu, podemos formular

o seguinte problema de Cauchy em H
d
dt
U(t) + BU(t) = AU(t), t > 0,

U(0) = U0,

(3.10)

em que U0 := (u0, u1, η0), A : D(A) ⊂ H → H é o operador linear

AU =


v

div[κ(x)∇u] +

∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇η(s)] ds−b(x)v

−∂sη + v


com domínio

D(A) =

{
(u, v, η) ∈ H

/
v ∈ H1

0 (Ω), ∂sη ∈ L2
g(R+;H1

a), η(0) = 0,

div[κ(x)∇u] +

∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇η(s)] ds ∈ L2(Ω)

}

e B : H → H é o operador não linear B(u, v, η) = (0, f(u), 0).

Estamos em condições de estabelecer o nosso resultado de boa colocação para o pro-

blema de Cauchy (3.10), o que garantirá que o modelo (3.5) é localmente bem posto. Para

obter este fato, empregaremos o Teorema 1.59 e, com esta �nalidade, precisamos provar
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que os operadores A e B são maximal monótono e localmente Lipschitz, respectivamente.

Teorema 3.7 (Local no tempo). Assumindo as Suposições 3.1, 3.3 e 3.4, temos que o

modelo (3.5) gera um semigrupo não linear sobre H. Além disso,

i) Se U0 ∈ H, existe uma única solução generalizada

u ∈ C([0, Tmax) ;H1
0 (Ω)) ∩ C1([0, Tmax) ;L2(Ω)), η ∈ C([0, Tmax) ;L2

g(R+;H1
a)).

ii) Se U0 ∈ D(A), existe uma única solução forte

(u, ∂tu, η) ∈ W 1,∞([0, Tmax) ;H).

Demonstração. Primeiramente, provaremos que A é um operador maximal monótono.

Seja U = (u, v, η) ∈ D(A) e considere ν > 0 tal que ν > max

{
g0

2
,
1

2

}
, então

((A− νI)U,U)H

=

∫
Ω

(1− g0a(x))∇v∇u dx−ν
∫

Ω

(1− g0a(x))|∇u|2 dx

+

∫
Ω

{
div[κ(x)∇u] +

∫ ∞
0

g(s)div [a(x)∇η] ds

}
v dx−

∫
Ω

b(x)|v|2 dx−ν
∫

Ω

|v|2 dx

−
∫ ∞

0

∫
Ω

g(s)(∂sη)η dx ds−
∫ ∞

0

∫
Ω

g(s)a(x)∇(∂sη)∇η dx ds +

∫ ∞
0

∫
Ω

g(s)vη dx ds

+

∫ ∞
0

∫
Ω

g(s)a(x)∇v∇η dx ds−ν
∫ ∞

0

∫
Ω

g(s)|η|2 dx ds−ν
∫ ∞

0

∫
Ω

g(s)a(x)|∇η|2 dx ds.

Integrando por partes, note que

−
∫ ∞

0

g(s)

∫
Ω

[(∂sη)η + a(x)∇(∂sη)∇η] dx ds = −
∫ ∞

0

g(s) (∂sη, η)H1
a

ds

= −1

2

∫ ∞
0

g(s)
d
ds
‖η(s)‖2

H1
a

ds

=
1

2

∫ ∞
0

g′(s)‖η(s)‖2
H1
a

ds ≤ 0,

pois g′(s) ≤ 0, para todo s ∈ (0,∞), g(s)→ 0, quando s→∞ e η(0) = 0. Ainda, usando
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as Desigualdades de Hölder e Young, obtemos

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

vη dx ds ≤
∫ ∞

0

(∫
Ω

g(s) |v|2 dx

)1/2(∫
Ω

g(s) |η|2 dx

)1/2

ds

≤ 1

2

∫ ∞
0

∫
Ω

g(s) |v|2 dx ds +
1

2

∫ ∞
0

∫
Ω

g(s) |η|2 dx ds

=
g0

2
‖v‖2

L2(Ω) +
1

2

∫ ∞
0

g(s)‖η(s)‖2
L2(Ω) ds,

que implica em

((A− νI)U,U)H ≤ −
∫

Ω

b(x)|v|2 dx−(ν − g0

2
)‖v‖2

L2(Ω)

− (ν − 1

2
)

∫ ∞
0

g(s)‖η(s)‖2
L2(Ω) ds +

1

2

∫ ∞
0

g′(s)‖η(s)‖2
H1
a

ds

≤ 0.

Da escolha de ν e da Suposição 3.4, a desigualdade acima mostra a dissipatividade do

operador A− νI.

Agora, vamos mostrar que R(I− (A− νI)) = H, ou seja, R((1 + ν)I−A) = H. Com

efeito, dados (f1, f2, f3) ∈ H, vamos mostrar que existe (u, v, η) ∈ D(A) tal que
(1 + ν)u− v = f1,

(1 + ν)v − {div[κ(x)∇u] +
∫∞

0
g(s)div[a(x)∇η] ds}+ b(x)v = f2,

(1 + ν)η + ∂sη − v = f3.

(3.11)

No que segue, procedemos formalmente. Seja s > 0. Multiplicando (3.11)3 por

e(1+ν)τ , temos

(1 + ν)η(τ) e(1+ν)τ + ∂τη(τ) e(1+ν)τ − v e(1+ν)τ = f3(τ) e(1+ν)τ ,

ou ainda,
d

dτ

[
η(τ) e(1+ν)τ

]
= f3(τ) e(1+ν)τ + v e(1+ν)τ , ∀ τ > 0.

Integrando em (0, s), temos

η(s) =

∫ s

0

f3(τ) e(1+ν)(τ−s) dτ +
v

1 + ν
(1− e−(1+ν)s). (3.12)
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Substituindo a expressão de u dada por (3.11)1 e (3.12) em (3.11)2, obtemos

[(1 + ν) + b(x)]v − 1

1 + ν
div[κ(x)∇v]− 1

1 + ν

∫ ∞
0

g(s)(1− e−(1+ν)s) div[a(x)∇v] ds

= f2 +
1

1 + ν
div[κ(x)∇f1] +

∫ ∞
0

g(s)

∫ s

0

e(1+ν)(τ−s)div[a(x)∇f3(τ)] dτ ds .

(3.13)

A identidade acima nos inspira a de�nir a seguinte forma bilinear, a qual será contínua

e coerciva em H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω).

B(z, w) =

∫
Ω

[(1 + ν) + b(x)]zw dx +
1

1 + ν

∫
Ω

κ(x)∇z · ∇w dx

+
1

1 + ν

∫ ∞
0

g(s)(1− e−(1+ν)s) ds

∫
Ω

a(x)∇z · ∇w dx,
(3.14)

para cada z, w ∈ H1
0 (Ω). Além disso, fazendo

f ∗1 :=
1

1 + ν
div[κ(x)∇f1],

f ∗2 := f2,

f ∗3 :=

∫ ∞
0

g(s)

∫ s

0

e(1+ν)(τ−s)div[a(x)∇f3(τ)] dτ ds,

e identi�cando L2(Ω) com o seu dual topológico [L2(Ω)]
′, podemos concluir que

f ∗1 , f
∗
2 , f

∗
3 ∈ H−1(Ω). De fato, isso é óbvio para f ∗1 and f ∗2 , uma vez que f1 ∈ H1

0 (Ω)

e f2 ∈ L2(Ω). Agora, como g é não-crescente, temos

∫ ∞
0

∫ s

0

g(s) e(1+ν)(τ−s) ‖a(·)∇f3(τ)‖L2(Ω) dτ ds

≤‖
√
a(·)‖L∞(Ω)

∫ ∞
0

∫ ∞
τ

g(s) e(1+ν)(τ−s)‖
√
a(·)∇f3(τ)‖L2(Ω) ds dτ

≤‖
√
a(·)‖L∞(Ω)

∫ ∞
0

g(τ)‖
√
a(·)∇f3(τ)‖L2(Ω) dτ

∫ ∞
τ

e(1+ν)(τ−s) ds dτ

≤
‖
√
a(·)‖L∞(Ω)

1 + ν

∫ ∞
0

g(τ)‖
√
a(·)∇f3(τ)‖L2(Ω) dτ

≤
‖
√
a(·)‖L∞(Ω)

1 + ν

√
g0

(∫ ∞
0

g(τ)‖f3(τ)‖2
H1
a

dτ

)1/2

<∞,
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visto que f3 ∈ L2
g(R+;H1

a). Assim, se ϕ ∈ H1
0 (Ω), segue que

〈f ∗3 , ϕ〉 = −
∫ ∞

0

g(s)

∫ s

0

e(1+ν)(τ−s)
∫

Ω

a(x)∇f3(τ) · ∇ϕ dx dτ ds,

e consequentemente,

|〈f ∗3 , ϕ〉| ≤
‖
√
a(·)‖L∞(Ω)

1 + ν

√
g0

(∫ ∞
0

g(τ)‖f3(τ)‖2
H1
a

dτ

)1/2

||∇ϕ||L2(Ω),

o que implica que f ∗3 ∈ H−1(Ω). Do Teorema de Lax-Milgram, existe um único v̂ ∈ H1
0 (Ω)

tal que

B(v̂, w) = 〈f ∗1 + f ∗2 + f ∗3 , w〉H−1(Ω),H1
0 (Ω), ∀ w ∈ H1

0 (Ω).

Tomando û =
1

1 + ν
(f1 + v̂), então

û, v̂ ∈ H1
0 (Ω) e (1 + ν)û− v̂ = f1. (3.15)

Além disso, de (3.12) temos

η̂(s) =

∫ s

0

f3(τ) e(1+ν)(τ−s) dτ +
v̂

1 + ν
(1− e−(1+ν)s), s > 0, (3.16)

que implica que η̂ ∈ L2
g(R+;H1

a), uma vez que temos f3 ∈ L2
g(R+;H1

a) e v̂ ∈ H1
0 (Ω).

Tomando sua derivada com respeito à s, também obtemos

∂sη̂(s) = −(1 + ν)

[
η̂(s)− v̂

1 + ν

]
+ f3(s),

que estabelece que

η̂, ∂sη̂ ∈ L2
g(R+;H1

a), η̂(0) = 0 e (1 + ν)η̂(s) + ∂sη̂(s)− v̂ = f3(s).

Por �m, voltando à identidade (3.13) e substituindo as identidades para û e η̂ dadas em

(3.15) e (3.16), concluímos que

div[κ(x)∇û] +

∫ ∞
0

g(s)div [a(x)∇η̂] ds = [(1 + ν) + b(x)]v̂ − f2,
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e uma vez que o lado direito da expressão acima está em L2(Ω), obtemos

div[κ(x)∇û] +

∫ ∞
0

g(s)div [a(x)∇η̂] ds ∈ L2(Ω). (3.17)

Portanto, de (3.15)�(3.17) obtemos que (û, v̂, η̂) ∈ D(A) e satisfaz (3.11), como desejado.

Assim, o operador A é maximal monótono.

A prova de que B é localmente Lipschitz, segue de forma análoga àquela já feita antes

do Teorema 2.9.

Dos fatos provados acima, empregando o Teorema 1.59, concluímos a prova. �

3.1.1 Sequência de modelos truncados com termos fonte truncados

O Princípio de Continuação Única (Suposição 3.6) que utilizaremos neste modelo, tal

como nos do Capítulo 2, é válido para termos de fonte Lipschitz contínuos, propriedade não

garantida para f nas condições da Suposição 2.1. Neste sentido, tal como anteriormente,

não apenas mostraremos a existência e unicidade de uma solução global (u, η), como

também construiremos uma sequência de soluções fortes (uk, ηk)k∈N, associadas a modelos

truncados, cujos termos fonte fk são Lipschitz contínuos.

Tendo isso em vista e utilizando novamente as ideias presentes em [44], consideramos

a seguinte sequência de modelos aproximados com termos fonte truncados:

∂2
t uk − div[κ(x)∇uk]−

∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇ηtk(·, s)] ds

+ b(x)∂tuk + fk(uk) = 0 em Ω× (0,∞),

∂tη
t
k + ∂sη

t
k = ∂tuk em Ω× (0,∞)× (0,∞),

uk = 0 sobre ∂Ω× (0,∞), ηtk = 0 sobre ∂Ω× (0,∞)× (0,∞),

uk(x, 0) = u0k(x), ∂tuk(x, 0) = u1k(x), η0
k(x, s) = η0k(x, s), x ∈ Ω, s ∈ (0,∞),

ηtk(x, 0) = 0, x ∈ Ω, t ∈ [0,∞),

(3.18)

em que (u0k, u1k, η0k) é uma sequência a ser de�nida através da convergência (3.22) abaixo,

a história passada do novo modelo é de�nida por

uk(x,−s) = u0
k(x,−s) := u0

k(x, 0)− η0
k(x, s), para todo (x, s) ∈ Ω× (0,∞), (3.19)
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a função auxiliar ηtk é dada por

ηtk(x, s) = uk(x, t) = uk(x, t− s), para todo (x, t, s) ∈ Ω× [0,∞)× (0,∞) (3.20)

e para cada k ∈ N, fk é de�nida como em (2.19). Além disso, ressaltamos que fk é

globalmente Lipschitz, graças ao Lema 2.12.

Façamos agora Wk(t) = (uk(t), ∂tuk(t), η
t
k). Assim o modelo (3.18) pode ser reformu-

lado como o seguinte problema de Cauchy em H:

∂tWk(t) + BkWk(t) = AWk(t),

Wk(0) = (u0k, u1k, η0k),
(3.21)

em que Bk : H → H é o operador não linear dado por Bk(u, v, η) = (0, fk(u), 0) o

qual é, para cada k ∈ N, globalmente Lipschitz, uma vez que fk o é. Assim, de forma

análoga ao que foi feito para o Teorema 3.7, para cada k ∈ N, existe uma solução

(uk, ηk) para o problema (3.21), com uk ∈ C
([

0, T kmax

)
;H1

0 (Ω)
)
∩C1

([
0, T kmax

)
;L2(Ω)

)
e

ηk ∈ C
([

0, T kmax

)
;L2

g(R+;H1
a)
)
.

Consideramos (u0, u1, η0) ∈ H. Uma vez que D(A) é denso emH, existe uma sequêcia

(u0k, u1k, η0k)k∈N ⊂ D(A) tal que

(u0k, u1k, η0k) −→ (u0, u1, η0) em H. (3.22)

Multiplicando (3.18)1 por ∂tuk e empregando a Fórmula de Green, segue que

1

2

d
dt

[
‖∂tuk(t)‖2

L2(Ω) +
∥∥∥√κ(x)∇uk(t)

∥∥∥2

L2(Ω)

]
+

d
dt

∫
Ω

Fk(uk(t)) dx

+
1

2

d
dt

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

a(x)|∇ηtk|2 dx ds +

∫
Ω

b(x)∂tuk(t)
2 dx

+

∫ ∞
0

(−g′(s))
∫

Ω

a(x)|∇ηtk|2 dx ds = 0, ∀t ∈
[
0, T kmax

)
,

(3.23)

em que Fk é como em (2.23). Assim, de (3.23), obtemos a identidade de energia para o
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modelo truncado (3.18), i.e.,

Euk,ηk(t2)− Euk,ηk(t1)

= −
∫ t2

t1

∫
Ω

b(x)∂tu
2
k(x, t) dx dt +

∫ t2

t1

∫ ∞
0

∫
Ω

g′(s)a(x)|∇ηtk|2 dx ds dt,

para todo 0 ≤ t1 < t2 < T kmax, em que

Euk,ηk(t) =
1

2

[
‖∂tuk(x, t)‖2

L2(Ω) +
∥∥∥√κ(x)∇uk(x, t)

∥∥∥2

L2(Ω)

]
+

∫
Ω

Fk(uk(x, t)) dx +
1

2

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

a(x)|∇ηtk|2 dx ds

é o funcional de energia associado ao modelo truncado.

Como podemos obter a estimativa (2.25) novamente, utilizamo-a juntamente com as

Suposições 3.3 e 3.4 e a convergência (3.22) para obtermos a estimativa

Euk,ηk(t) +

∫ t

0

∫
Ω

b(x)∂tu
2
k(x, t) dx dt +

∫ t

0

∫ ∞
0

∫
Ω

−g′(s)a(x)|∇ηtk(x, s)|2 dx ds dt

≤ 1

2

[
‖u1k‖2

L2(Ω) +
∥∥∥√κ(x)∇u0k

∥∥∥2

L2(Ω)

]
+

∫
Ω

Fk(u0k) dx +
1

2

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

a(x)|∇η0k|2 dx ds

= CR, ∀t ∈
[
0, T kmax

)
,

(3.24)

com CR > 0 sendo uma constante dependente de R (responsável pela limitação dos dados

iniciais do modelo truncado), mas independente de t e k. Neste sentido, para cada k ∈ N,

a solução (uk, ηk) do modelo (3.18) não sofre blow-up em tempo �nito, ou seja, T kmax =∞.

Disso, segue que

(uk, ∂tuk, ηk) ∈ W 1,∞(R+;H).

Da limitação uniforme dada em (3.24), obtemos uma subsequência de (uk, ηk), que

denotaremos da mesma forma, tal que

uk
∗
⇀ u em L∞

(
0,∞;H1

0 (Ω)
)
, (3.25)

∂tuk
∗
⇀ ∂tu em L∞

(
0,∞;L2(Ω)

)
, (3.26)

a(x)∂tuk ⇀ a(x)∂tu em L2
(
0, T ;L2(Ω)

)
, ∀T > 0. (3.27)
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√
a(·)∇ηtk ⇀

√
a(·)∇η em L2

g(R+;L2(Ω)). (3.28)

Neste sentido, do Teorema de Compacidade de Aubin�Lions�Simon, temos

uk −→ u em L∞ (0, T ;Lr(Ω)) , ∀r ≥ 2, ∀T > 0.

Além disso, temos que as convergências (2.34), (2.35), (2.37) e (2.38) acontecem.

Nosso objetivo agora, é passar o limite no termo

−
∫ ∞

0

g(s)div
[
a(x)∇ηtk(x, s)

]
ds,

seguindo os mesmos argumentos presentes em [21], a saber, para cada i = 1, 2 e cada

ϕ ∈ D(Ω), obtemos

−
〈∫ ∞

0

g(s)∂xi
[
a(·)∂xiηtk(·, s)

]
ds, ϕ

〉
D′(Ω)×D(Ω)

=

∫ ∞
0

g(s)
〈
a(·)∂xiηtk(·, s), ∂xiϕ

〉
D′(Ω)×D(Ω)

ds

=

∫ ∞
0

g(s) 〈a(·) [∂xiuk(·, t)− ∂xiuk(·, t− s)] , ∂xiϕ〉D′(Ω)×D(Ω) ds

= 〈g0a(·)∂xiuk(·, t), ∂xiϕ〉D′(Ω)×D(Ω)

−
∫ ∞

0

g(s) 〈a(·)∂xiuk(·, t− s), ∂xiϕ〉D′(Ω)×D(Ω) ds .

(3.29)

De (3.25) e uma vez que a(·) ∈ C∞(Ω), temos

〈g0∂xi [a(·)∂xiuk(·, t)] , ϕ〉D′(Ω)×D(Ω) → 〈g0∂xi [a(·)∂xiu(·, t)] , ϕ〉D′(Ω)×D(Ω) ,

para cada i = 1, 2. Disto, somando de 1 até 2, obtemos

g0div[a(x)∇uk(x, t)] → g0div[a(x)∇u(x, t)] em D′(Ω), (3.30)

para todo t ≥ 0.
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Por outro lado, se t < 0, então de (3.19), (3.20) e (3.22), obtemos

〈∂xiuk(·, t), ∂xiϕ〉D′(Ω)×D(Ω) =
〈
∂xiu

0
k(·, t), ∂xiϕ

〉
D′(Ω)×D(Ω)

→
〈
∂xiu

0(·, t), ∂xiϕ
〉
D′(Ω)×D(Ω)

,

(3.31)

para cada i = 1, 2. Consequentemente, de (3.25) e (3.31), independente de t − s ≥ 0 ou

t− s < 0, temos

〈∂xiuk(·, t− s), ∂xiϕ〉D′(Ω)×D(Ω) → 〈∂xiu(·, t− s), ∂xiϕ〉D′(Ω)×D(Ω) ,

para cada i = 1, 2. Uma vez que a(·) ∈ C∞ e g é uma função constante na variável x,

concluímos

∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇uk(x, t− s)] ds →
∫ ∞

0

g(s)div[a(x)∇u(x, t− s)] ds em D′(Ω),

(3.32)

para todo t ≥ 0. Portanto, (3.29), (3.30) e (3.32) implicam na seguinte convergência

∫ ∞
0

g(s)div
[
a(x)∇ηtk(x, s)

]
ds →

∫ ∞
0

g(s)div
[
a(x)∇ηt(x, s)

]
ds em D′(Ω), (3.33)

para cada t ≥ 0.

Passagem ao limite em (3.18)1:

Tomando ϕ ∈ C∞0 (Ω) e θ ∈ C∞0 (0, T ), multiplicando (3.18)1 por ϕθ, integrando sobre

Ω× (0, T ) e utilizando a Fórmula de Green, obtemos

−
∫ T

0

θ′
∫

Ω

∂tuk · ϕ dx dt +

∫ T

0

θ

∫
Ω

κ(x)∇uk · ∇ϕ dx dt +

∫ T

0

θ

∫
Ω

fk(uk)ϕ dx dt

+

∫ T

0

θ

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

a(x)∇ηtk(x, s) · ∇ϕ dx ds dt +

∫ T

0

θ

∫
Ω

b(x)∂tuk · ϕ dx dt = 0.

(3.34)

Levando (2.37), (3.25), (3.26), (3.27), (3.28) e (3.33) em consideração, passando

o limite em (3.34), existe uma solução u ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), η ∈ L2

g(R+;H1
a) com
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∂tu ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) tal que

−
∫ T

0

θ′
∫

Ω

∂tu · ϕ dx dt +

∫ T

0

θ

∫
Ω

κ(x)∇u∇ϕ dx dt +

∫ T

0

θ

∫
Ω

f(u)ϕ dx dt

+

∫ T

0

θ

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

a(x)∇ηt(x, s) · ∇ϕ dx ds dt +

∫ T

0

θ

∫
Ω

b(x)∂tu · ϕ dx dt = 0,

para todo ϕ ∈ C∞0 (Ω) e θ ∈ C∞0 (0, T ), no qual concluímos que

∂2
t u−div[κ(x)∇u]−

∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇ηt(x, s)] ds +f(u)+b(x)∂tu = 0 em D′(Ω×(0, T )).

(3.35)

Observamos que∫
Ω

∣∣∇ηtk(x, s)∣∣2 dx ≤ 2

∫
Ω

|∇uk(x, t)|2 dx +2

∫
Ω

|∇uk(x, t− s)|2 dx

= 2

∫
Ω

|∇uk(x, t)|2 dx

+ 2

∫
Ω

t−s>0

|∇uk(x, t− s)|2 dx +2

∫
Ω

t−s≤0

|∇uk(x, t− s)|2 dx .

(3.36)

Da limitação de Euk,ηk(τ), com τ ≥ 0, as duas primeiras integrais do lado direito de

(3.36) são limitadas. A terceira integral também é limitada. De fato, é su�ciente observar

que de (3.19), para s ∈ (0,∞), obtemos

uk(·,−s) = u0
k(·,−s) = u0

k(·, 0)− η0
k(·, s) ∈ H1(Ω).

Logo, para cada t ∈ [0,∞), concluímos que

ηtk(·, s) ⇀ ηt(·, s) em H1(Ω).

Portanto, para cada t ∈ [0,∞), segue que

∫ ∞
0

g(s)div
[
a(·)∇ηt(·, s)

]
ds ∈ H−1(Ω). (3.37)

Combinando (3.35) com as convergências (2.38) e (3.37), uma vez que

b(x)∂tu ∈ L∞ (0, T ;L2(Ω)), div[κ(x)∇u] ∈ L∞ (0, T ;H−1(Ω)) e f(u) ∈ L∞ (0, T ;Lr(Ω)),
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aplicando o Lema 1.46 (Lions�Magenes) e a Proposição 1.47 (Lions), deduzimos que

∂2
t u− div[κ(x)∇u]−

∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇ηt(x, s)] ds + f(u) + b(x)∂tu = 0 (3.38)

em Cw(0, T ;Lr(Ω) +H−1(Ω)). Com isso, uma vez que a regularidade obtida em (3.38) é

satisfeita, podemos avaliar u, ∂tu e ηt em t = 0, garantindo que (u(0), ∂tu(0), η0) ∈ H.

Neste sentido, iremos recuperar a regularidade temporal, ou seja, devemos mostrar

que a solução do modelo (3.5) está na classe

u ∈ C([0, T ] ;H1
0 (Ω)), ∂tu ∈ C([0, T ] ;L2(Ω)), ∀T > 0,

e, além disso

(uk, ∂tuk) −→ (u, ∂tu) em C
(
[0, T ] ;H1

0 (Ω)
)
× C

(
[0, T ] ;L2(Ω)

)
, ∀T > 0.

De�nindo zm,n = um − un, ηtm,n = ηtm − ηtn, m,n ∈ N, de (3.18), temos que

1

2

d
dt

[
‖∂tzm,n(t)‖2

L2(Ω) +
∥∥∥√κ(·)∇zm,n(t)

∥∥∥2

L2(Ω)

]
+

1

2

d
dt

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

a(x)|∇ηtm,n|2 dx ds

+

∫
Ω

b(x)∂tz
2
m,n dx +

1

2

∫ ∞
0

(−g′(s))
∫

Ω

a(x)|∇ηtm,n|2 dx ds

= −
∫

Ω

[ fm(um(t))− fn(un(t)) ] [∂tum(t)− ∂tun(t)] dx .

Integrando a identidade acima de 0 até t ∈ (0, T ], obtemos

1

2

[
‖∂tzm,n(t)‖2

L2(Ω) +
∥∥∥√κ(·)∇zm,n(t)

∥∥∥2

L2(Ω)

]
+

1

2

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

a(x)|∇ηtm,n|2 dx ds +

∫ t

0

∫
Ω

b(x)∂tz
2
m,n(s) dx ds

≤ 1

2

[
‖u1m − u1n‖2

L2(Ω) +
∥∥∥√κ(·) [∇u0m −∇u0n]

∥∥∥2

L2(Ω)

]
+

1

2

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

a(x)|∇(η0m − η0n)|2 dx ds

+

∣∣∣∣∫ t

0

∫
Ω

[fm(um(s))− fn(un(s))] [∂tzm,n(s)] dx ds

∣∣∣∣
≤ 1

2

[
‖u1m − u1n‖2

L2(Ω) +
∥∥∥√κ(·) [∇u0m −∇u0n]

∥∥∥2

L2(Ω)

]
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+
1

2

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

a(x)|∇(η0m − η0n)|2 dx ds

+

∣∣∣∣∫ t

0

‖fm(um(s))− fn(un(s))‖L2(Ω) ‖∂tzm,n(s)‖L2(Ω) ds

∣∣∣∣ . (3.39)

Assim, levando em consideração as convergências (2.38), (3.22) e (3.26), ob-

temos a convergência à zero quando m,n → ∞ dos termos do lado direito de

(3.39), i.e., (uk, ∂tuk) ∈ C ([0, T ] ;H1
0 (Ω)× L2(Ω)) é uma sequência de Cauchy e então

(u, ∂tu) ∈ C ([0, T ] ;H1
0 (Ω)× L2(Ω)), ou em outras palavras,

uk −→ u em C0
(
[0, T ] ;H1

0 (Ω)
)
∩ C1

(
[0, T ] ;L2(Ω)

)
,∀T > 0.√

a(·)∇ηtk −→
√
a(·)∇ηt em L2

g(R+;L2(Ω)).
(3.40)

Além disso, uma vez que b(·) é uma função não-negativa, de (3.39) deduzimos que

√
b(·)∂tuk −→

√
b(·)∂tu em L2(0, T ;L2(Ω)), ∀T > 0.

A obtenção dos dados iniciais, isto é, (u(0), ∂tu(0), η0) = (u0, u1, η0) emH, segue como

no Capítulo 2, mas levando em conta a identidade (3.20). Já a prova da unicidade de

solução para o modelo (3.5) segue essencialmente as mesmas ideias da prova de unicidade

para o problema (2.1).

Por �m, como a convergência (2.57) acontece, podemos passar o limite no funcional

de energia associado ao modelo truncado (3.18), obtendo o funcional de energia para o

modelo original (3.5), dado por

Eu,η(t) =
1

2

[
‖∂tu(x, t)‖2

L2(Ω) +
∥∥∥√κ(·)∇u(x, t)

∥∥∥2

L2(Ω)

]
+

∫
Ω

F (u(x, t)) dx +
1

2

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

a(x)|∇ηt(x, s)|2 dx ds,

e ainda, obtemos também a identidade de energia dada por

Eu,η(t2)− Eu,η(t1)

= −
∫ t2

t1

∫
Ω

b(x)∂tu
2(x, t) dx dt +

1

2

∫ t2

t1

∫ ∞
0

g′(s)

∫
Ω

a(x)|∇ηt(x, s)|2 dx ds dt,

para cada 0 ≤ t1 ≤ t2 < Tmax.
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Assim, de Eu,η(t) ≤ Eu,η(0) < ∞, para cada t ∈ [0, Tmax), uma vez que Eu,η(0) é

independente de t, segue que a solução não sofre blow-up em tempo �nito, ou seja, no

Teorema 3.7, temos que Tmax = ∞. Nesta perspectiva, podemos enunciar o seguinte

resultado:

Teorema 3.8 (Global no tempo). Assumindo as Suposições 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4, então

dados (u0, u1, η0) ∈ H, o modelo (3.5) possui uma única solução global na classe

u ∈ C([0, T ] ;H1
0 (Ω)), ∂tu ∈ C([0, T ] ;L2(Ω)), η ∈ L2

g(R+;H1
a), ∀T > 0.

Além disso, a identidade de energia é veri�cada

Eu,η(t2)− Eu,η(t1)

= −
∫ t2

t1

∫
Ω

b(x)∂tu
2(x, t) dx dt +

1

2

∫ t2

t1

∫ ∞
0

g′(s)

∫
Ω

a(x)|∇ηt(x, s)|2 dx ds dt,

(3.41)

com

Eu,η(t) =
1

2

[
‖∂tu(x, t)‖2

L2(Ω) +
∥∥∥√κ(·)∇u(x, t)

∥∥∥2

L2(Ω)

]
+

∫
Ω

F (u(x, t)) dx +
1

2

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

a(x)|∇ηt(x, s)|2 dx ds .

Observação 3.9. É importante ressaltar que o resultado de boa colocação para o modelo

(3.5) pode ser obtido mesmo na ausência do termo de amortecimento friccional b(x)∂tu.

3.2 Equivalência entre modelos

Assumindo a Suposição 3.4 e realizando a mudança de variável (3.2), se u é solução

de (3.1), é fácil ver que o par (u, η) veri�ca (3.5). Em seguida, vamos mostrar que se

o par (u, η) é uma solução de (3.5) (ao menos no sentido clássico � ver o Teorema 3.7),

então u é uma solução de (3.1). De fato, suponha que (u, η) é solução de (3.5). Assim,

em particular, η satisfaz (3.5)2 com ∂tu dado em um espaço conhecido (ver Teorema 3.7).

Portanto, seguindo [37, Grasselli e Pata, Seções 3 e 4], temos que η pode ser explicitamente
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dado por

ηt(·, s) =


u(·, t)− u0(·, t− s), s ≥ t,

u(·, t)− u(·, t− s), s < t.

(3.42)

Consequentemente, voltando à (3.5)1 e substituindo (3.42), veri�camos que u satisfaz

o modelo (3.1).

3.3 Decaimento Uniforme da Energia

O objetivo desta seção é estabelecer um resultado de estabilidade assintótica para o

modelo (3.5).

Denotando por U = (u, ∂tu, η) a única solução do problema de Cauchy (3.10), como

feito no Teorema 3.8, então o par (u, η) é a correspondente solução para o modelo equi-

valente (3.5). Nesta perspectiva, apresentamos o seguinte resultado de estabilidade para

o modelo (3.5), o qual pode ser demonstrado de forma similar ao Teorema 2.19 (rea-

lizando as devidas substituições), se estivermos munidos da identidade de energia e da

Desigualdade de Observabilidade para o modelo (3.5).

Teorema 3.10 (Estabilidade Uniforme). Seja T0 > 0 dado como nos Lemas 3.11 e

3.12. Considere h0 e q de�nidas em (2.111) e (2.113) (com as devidas substituições),

respectivamente, e (u, η) a solução generalizada do problema (2.1) com (u0, u1, η0) ∈ H e

r < Eu,η(0) < R. Então,

Eu,η(t) ≤ S

(
t

T0

− 1

)
, ∀t ≥ T0 (3.43)

e lim
t→+∞

S(t) = 0, em que S(t) é a solução da equação diferencial ordinária não linear


d
dt
S(t) + q (S(t)) = 0,

S(0) = Eu,η(0).

(3.44)
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3.3.1 Desigualdade de Observabilidade para o modelo truncado

O objetivo desta subseção é apresentar a Desigualdade de Observabilidade para o

modelo truncado (3.18), para cada k ∈ N �xado e su�cientemente grande e T ≥ T0, em

que T0 > 0 é uma constante de observabilidade a qual independe de k.

Primeiramente, observamos que o dado inicial (u0, u1, η0) ∈ H do modelo equivalente

(3.5) pode ser nulo ou não nulo.

No primeiro caso, quando (u0, u1, η0) = (0, 0, 0), uma vez que (3.22) acontece, pode-

mos considerar (u0k, u1k, η0k) = (0, 0, 0), para todo k ∈ N, e a correspondente solução do

modelo truncado (3.18) deve ser (uk, ηk) ≡ (0, 0). Então, a Desigualdade de Observabili-

dade dada em (3.46) abaixo, é trivialmente satisfeita.

No segundo caso, existem constantes r, R > 0 tais que r < Eu,η(0) < R. Além disso,

da convergência dos dados iniciais dado em (3.22), existe k0 ∈ N tal que, para todo k ≥ k0,

a sequência (u0k, u1k, η0k) satisfaz

r < Euk,ηk(0) < R. (3.45)

Nosso objetivo aqui, é provar a Desigualdade de Observabilidade para o modelo trun-

cado e tal como no Capítulo 2, se (3.22) e (3.45) forem satisfeitas, então a constante da

Desigualdade de Observabilidade para as soluções aproximadas pode ser tomada indepen-

dente de k.

Lema 3.11 (Desigualdade de Observabilidade - Truncado). Sejam r, R > 0, T ≥ T0

e k ≥ 1. Sob as hipóteses do Teorema 3.8 e admitindo a Suposição 3.6,

existe C = C(k, r, R, T ) > 0 tal que a correspondente solução (uk, ηk) de (3.18) com

(u0k, u1k, η0k) ∈ D(A) distante da origem (i.e., veri�cando (3.45)) satisfaz a Desigual-

dade de Observabilidade

Euk,ηk(0) ≤ C

[∫ T

0

∫ ∞
0

−g′(s)
∫

Ω

a(x)|∇ηtk(s)|2 dx ds dt +

∫ T

0

∫
Ω

b(x)|∂tuk(t)|2 dx dt

]
.

(3.46)

Ainda, se (u0k, u1k, η0k) → (u0, u1, η0) em H tal que (u0, u1, η0) ∈ H e r < Eu,η(0) < R,

então existe T ∗ ≥ T0 tal que C pode ser escolhido independente de k, sempre que T ≥ T ∗.
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Demonstração. Realizaremos a prova deste lema através de um argumento de con-

tradição. Se o Lema 3.11 é falso, para toda constante C > 0, existem dados iniciais

(uC0k, u
C
1k, η

C
0k) ∈ D(A) veri�cando (3.45) cuja correspondente solução (uCk , η

C
k ) viola (3.46).

Em particular, para cada m ∈ N �xado arbitrariamente, obtemos a existência de da-

dos iniciais (um0k, u
m
1k, η

m
0k) veri�cando (3.45) e cuja correspondente solução (umk , η

m
k ) satisfaz

a Desigualdade de Observabilidade Inversa

lim
m→+∞

Eumk ,ηmk (0)∫ T

0

∫ ∞
0

−g′(s)
∫

Ω

a(x)|∇ηmk (x, s)|2 dx ds dt +

∫ T

0

∫
Ω

b(x)|∂tumk (x, t)|2 dx dt

= +∞,

(3.47)

De (3.47), temos

lim
m→+∞

∫ T

0

∫ ∞
0

−g′(s)
∫

Ω

a(x)|∇ηmk (x, s)|2 dx ds dt +

∫ T

0

∫
Ω

b(x)|∂tumk (x, t)|2 dx dt

Eumk ,ηmk (0)
= 0.

(3.48)

Utilizando a de�nição do funcional de energia associado à solução (umk , η
m
k ), a estima-

tiva (3.45) e argumentos similares aos necessários para a obtenção de (2.25), concluímos

que Eumk ,ηmk (0) . R, para todo m ∈ N. Assim, de(3.48) temos

lim
m→+∞

[∫ T

0

∫ ∞
0

−g′(s)
∫

Ω

a(x)|∇ηmk (x, s)|2 dx ds dt +

∫ T

0

∫
Ω

b(x)|∂tumk (x, t)|2 dx dt

]
= 0.

(3.49)

Além disso, de (3.6) segue que

lim
m→+∞

[∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

a(x)|∇ηmk (x, s)|2 dx ds dt +

∫ T

0

∫
Ω

b(x)|∂tumk (x, t)|2 dx dt

]
= 0.

(3.50)

Por outro lado, como Eumk ,ηmk (t) ≤ Eumk ,ηmk (0) . R, para todo t > 0, existe uma

subsequência de (umk , η
m
k ), que permanecerá com a mesma notação, tal que

umk
∗
⇀ uk em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)), (3.51)

∂tu
m
k
∗
⇀ ∂tuk em L∞(0, T ;L2(Ω)), (3.52)

umk → uk em L∞(0, T ;Lq(Ω)), ∀q ≥ 2, (3.53)
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em que (3.53) é obtida utilizando o Teorema de Compacidade de Aubin�Lions�Simon.

Para obter o resultado desejado, temos dois casos a considerar, a saber: uk 6= 0 ou

uk = 0.

Caso 1: uk 6= 0

Para cada m ∈ N, (umk , η
m
k ) é a solução do problema


∂2
t u

m
k − div[κ(x)∇umk ]−

∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇ηmk (s)] ds

+ b(x)∂tu
m
k + fk(u

m
k ) = 0 em Ω× (0,∞),

∂tη
m
k + ∂sη

m
k = ∂tu

m
k em Ω× (0,∞)× (0,∞),

(3.54)

com condições iniciais e de fronteiras dadas por
umk = 0 sobre ∂Ω× (0,∞), ηmk = 0 sobre ∂Ω× (0,∞)× (0,∞),

umk (x, 0) = um0k(x), ∂tu
m
k (x, 0) = um1k(x), η0m

k (x, s) = ηm0k(x, s), x ∈ Ω, s ∈ (0,∞),

ηmk (x, 0) = 0, x ∈ Ω, t ∈ [0,∞).

Considerando (3.54)1 e utilizando as convergências (3.50)�(3.53) na passagem do li-

mite, quando m→∞, obtemos

∂2
t uk − div[κ(x)∇uk] + fk(uk) = 0 em L2(0, T ;H−1(Ω)). (3.55)

De�nimos a seguinte função auxiliar

zmk = κ(x)umk + a(x)

∫ ∞
0

g(s)ηmk (s) ds, k ∈ N. (3.56)

Utilizando (3.54)2, integrando por partes e observando que ηmk (0) = 0 em Ω × [0,∞),

temos para quase todo t > 0, que

∂tz
m
k (t) = κ(x)∂tu

m
k (t) + a(x)

∫ ∞
0

g(s)∂t[η
m
k (s)] ds

= κ(x)∂tu
m
k (t) + a(x)

∫ ∞
0

g(s)[−∂sηmk (s) + ∂tu
m
k (t)] ds
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= ∂tu
m
k (t) + a(x)

∫ ∞
0

g′(s)ηmk (s) ds .

Seja ω∗ um subconjunto fechado de Ω tal que A ⊂⊂ ω∗. Assim, a seguinte Desigual-

dade do tipo Poincaré é válida:

∫
Ω\ω∗
|ηmk (x, s)|2 dx ≤ 1

a0λ1

∫
Ω\ω∗

a(x)|∇ηmk (x, s)|2 dx, (3.57)

em que a(x) ≥ a0 > 0, para todo x ∈ Ω\ω∗. Observamos que a constante positiva a0

depende de ω∗ . Então, de (3.49), (3.52) e (3.57), concluímos que

∂tz
m
k ⇀ ∂tuk em L2(0, T ;L2(Ω\ω∗)). (3.58)

Por outro lado, procedendo de forma análoga ao que foi feito anteriormente e passando

o limite em (3.56), quando m→∞. obtemos de (3.50), (3.53) e (3.57) que

zmk → κ(·)uk em L2(0, T ;L2(Ω\ω∗)) ↪→ D′(0, T ;L2(Ω\ω∗)),

e, consequentemente,

∂tz
m
k → κ(·)∂tuk em D′(0, T ;L2(Ω\ω∗)). (3.59)

Das convergências (3.58) e (3.59), segue que κ(·)∂tuk = ∂tuk em L2(0, T ;L2(Ω\ω∗)).

Contudo, uma vez que κ(x) − 1 = −g0a(x) ≤ g0a0 < 0 em Ω\ω∗, para todo ω∗ ⊃⊃ A,

temos

∂tuk ≡ 0 q.s. em (Ω\ω∗)× (0, T ) para todo ω∗ ⊃⊃ A,

o que implica em

∂tuk ≡ 0 q.s. em ω′ × (0, T ). (3.60)

Observando a convergência (3.50) e lembrando que b(x) ≥ b0 > 0 em ω′′, em que ω′′

é uma vizinhança de ∂A, concluímos que

∂tuk ≡ 0 q.s. em ω′′ × (0, T ). (3.61)
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Retornando à (3.55), tomando wk = ∂tuk, obtemos

∂2
twk − div[κ(x)∇wk] + f ′k(uk)wk = 0 em L2(0, T ;H−1(Ω)). (3.62)

De (3.60), (3.61) e (3.62) e considerando o Princípio de Continuação Única (Suposição

3.6), concluímos que

wk ≡ 0 q.s. em Ω× (0, T ). (3.63)

Disto e de (3.55), deduzimos que uk ≡ 0 e a contradição desejada é obtida.

Caso 2: uk = 0

Para cada m ∈ N, de�nimos

αmk =
[
Eumk ,ηmk (0)

]1/2
, vmk =

1

αmk
umk e ζmk =

1

αmk
ηmk . (3.64)

Assim, (vmk , ζ
m
k ) é a solução do seguinte modelo


∂2
t v

m
k − div[κ(x)∇vmk ]−

∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇ζmk (s)] ds

+ b(x)∂tv
m
k +

1

αmk
fk(u

m
k ) = 0 em Ω× (0,∞),

∂tζ
m
k + ∂sζ

m
k = ∂tv

m
k em Ω× (0,∞)× (0,∞).

(3.65)

Observamos que

1

αmk

∫
Ω

fk(u
m
k )∂tv

m
k dx =

1

(αmk )2

∫
Ω

fk(α
m
k v

m
k )∂t(α

m
k v

m
k ) dx

=
1

(αmk )2

d
dt

∫
Ω

Fk(α
m
k v

m
k ) dx

=
1

(αmk )2

d
dt

∫
Ω

Fk(u
m
k ) dx .

Assim, o funcional de energia associado à (3.65) é dado por

Evmk ,ζmk (t) =
1

2

∫
Ω

|∂tvmk (t)|2 dx +
1

2

∫
Ω

κ(x)|∇vmk (t)|2 dx

+
1

2

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

a(x)|∇ζmk (x, s)|2 dx ds +
1

(αmk )2

∫
Ω

Fk(u
m
k ) dx .

(3.66)

146



De (3.64) e (3.66), segue que

Evmk ,ζmk (t) =
1

(αmk )2
Eumk ,ηmk (t) =

1

Eumk ,ηmk (0)
Eumk ,ηmk (t), t ≥ 0,

e, consequentemente,

Evmk ,ζmk (0) = 1, ∀ m ∈ N. (3.67)

Por outro lado, de (3.48) e da de�nição de αmk , temos

lim
m→+∞

[∫ T

0

∫ ∞
0

(−g′(s))
∫

Ω

a(x)|∇ζmk (s)|2 dx ds dt +

∫ T

0

∫
Ω

b(x)|∂tvmk (x, t)|2 dx dt

]
= 0,

(3.68)

e a Suposição 3.3 implica que

lim
m→+∞

[∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

a(x)|∇ζmk (s)|2 dx ds dt +

∫ T

0

∫
Ω

b(x)|∂tvmk (x, t)|2 dx dt

]
= 0.

(3.69)

Repetindo os passos necessários para a obtenção de (3.41), temos que a energia

Evmk ,ζmk (t) satisfaz a identidade

d
dt
Evmk ,ζmk (t) =

1

2

∫ ∞
0

g′(s)

∫
Ω

a(x)|∇ζmk (s)|2 dx ds−
∫

Ω

b(x)|∂tvmk (t)|2 dx, t > 0,

e Evmk ,ζmk (t) é uma função não-crescente com

Evmk ,ζmk (T )− Evmk ,ζmk (0)

=
1

2

∫ T

0

∫ ∞
0

g′(s)

∫
Ω

a(x)|∇ζmk (s)|2 dx ds dt−
∫ T

0

∫
Ω

b(x)|∂tvmk (t)|2 dx dt, t > 0.

Passando o limite quando m→ +∞ e observando (3.67) e (3.68), concluímos que

1 = lim
m→+∞

Evmk ,ζmk (0) = lim
m→+∞

Evmk ,ζmk (T ).

Para �nalizar a prova, vamos mostrar que a energia Evmk ,ζmk (T ) vai uniformemente à

zero, isto é,

lim
m→+∞

Evmk ,ζmk (T ) = 0, (3.70)
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e assim, a contradição desejada será obtida para esse caso.

No que segue, nosso objetivo é obter (3.70). Com efeito, uma vez que temos

Evmk ,ζmk (t) ≤ Evmk ,ζmk (0) = 1, existe uma subsequência de (vmk , ζ
m
k ), que ainda será deno-

tada por (vmk , ζ
m
k ), tal que

vmk
∗
⇀ vk em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)), (3.71)

∂tv
m
k
∗
⇀ ∂tvk em L∞(0, T ;L2(Ω)), (3.72)

vmk → vk em L∞(0, T ;Lq(Ω)), ∀q ≥ 2, (3.73)

em que, na última convergência, utilizamos o Teorema de Compacidade de Aubin-Lions-

Simon. Passando o limite em (3.65)1, quando m→∞, utilizando (3.69), de�nindo

z̃mk = κ(x)vmk + a(x)

∫ ∞
0

g(s)ζmk (s) ds, ∀m ∈ N,

e procedendo de forma análoga à (3.63), obtemos

∂tvk ≡ 0 q.s. em ω′′ × (0, T ), o que implica em vk ≡ 0 q.s. em Ω× (0, T ). (3.74)

Combinando (3.71)-(3.74), temos

vmk
∗
⇀ 0 em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)), (3.75)

∂tv
m
k
∗
⇀ 0 em L∞(0, T ;L2(Ω)), (3.76)

vmk → 0 em L∞(0, T ;Lq(Ω)), ∀q ≥ 2. (3.77)

Uma vez que αmk =
[
Eumk ,ηmk (0)

]1/2
e Eumk ,ηmk (0) . R, existe αk ≥ 0 tal que αmk → αk,

quando m → ∞ (em verdade, existe uma subsequência que manteremos com a mesma

notação de (αmk )).

Neste ponto da prova, faz-se necessário dividi-la em dois subcasos, a saber: αk > 0 e

αk = 0.

Subcaso I: αk > 0

148



De αmk → αk, temos

αmk v
m
k −→ αkvk em Lq (Ω× (0, T )) , ∀q ≥ 2.

Por outro lado, temos também que

αmk v
m
k = umk −→ uk em Lq (Ω× (0, T )) , ∀q ≥ 2.

Assim, vk ≡ 0 q.s. em Ω× (0, T ). Além disso, Evmk ,ζmk (0)→ 0, quando m→∞.

Subcaso II: αk = 0

Utilizando os mesmos argumentos apresentados para a obtenção da convergência

(2.91), temos
1

αmk
fk(α

m
k v

m
k ) −→ 0 em Lq (Ω× (0, T )) , ∀q ≥ 2. (3.78)

Consideramos θ ∈ C∞0 (0, T ) e ϕ ∈ C∞0 (Ω) tais que suppϕ ⊂ Ω\A de acordo com a

Figura 3.2.

Fig. 3.2: A função cut-o� ϕ.

Observamos que, uma vez que, a(x) positiva e limitada inferiormente em suppϕ,
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deduzimos que∫
Ω

(ϕ(x) + |∇ϕ(x)|)|ζmk |2 dx =

∫
suppϕ

(ϕ(x) + |∇ϕ(x)|)|ζmk |2 dx

≤ max
x∈suppϕ

(ϕ(x) + |∇ϕ(x)|)
∫

suppϕ

|ζmk |2 dx

≤ C(ϕ, λ1)

∫
suppϕ

|∇ζmk |2 dx

≤ C(ϕ, λ1, a)

∫
Ω

a(x)|∇ζmk |2 dx .

(3.79)

A estimativa dada em (3.79) irá desempenhar um papel essencial na obtenção

da convergência da expressão abaixo. Se multiplicarmos (3.65)1 por θϕφmk , em que

φmk (x) :=

∫ ∞
0

g(s)ζmk (x, s) ds, e integrarmos por partes sobre Ω× (0, T ), obtemos

−
∫ T

0

∫
Ω

∂tv
m
k ∂tφ

m
k ϕθ dx dt−

∫ T

0

∫
Ω

∂tv
m
k φ

m
k ϕθ

′ dx dt

+

∫ T

0

∫
Ω

κ(x)∇vmk · ∇φmk ϕθ dx dt +

∫ T

0

∫
Ω

κ(x)∇vmk · ∇ϕφmk θ dx dt

+

∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

a(x)∇ζmk (s) · ∇ϕφmk θ dx ds dt (3.80)

+

∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

a(x)∇ζmk · ∇φmk ϕθ dx ds dt

+

∫ T

0

∫
Ω

b(x)∂tv
m
k φ

m
k ϕθ dx dt +

1

αmk

∫ T

0

∫
Ω

fk(α
m
k v

m
k )φmk ϕθ dx dt

=: J1m + J2m + · · ·+ J7m + J8m = 0.

Das convergências (3.69), (3.73)-(3.75) e (3.77) e considerando a estimativa (3.79),

concluimos que os termos J2m, J3m, J4m, J5m, J6m e J8m vão à zero quando m vai para

in�nito. De fato, começamos com J2m := −
∫ T

0

∫
Ω

∂tv
m
k φ

m
k ϕθ

′ dx dt. Como ∂tvmk ⇀ 0 em

L2(0, T ;L2(Ω)), é su�ciente mostrar que

lim
m→+∞

∫ T

0

∫
Ω

φmk ϕθ
′ dx dt = 0.
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Utilizando as propriedades das funções a, ϕ e g, temos

∣∣∣∣∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

ζmk (x, s)ϕθ′ dx ds dt

∣∣∣∣
≤ C(a, θ, ϕ, λ1)

∫ T

0

∫
Ω\A

[∫ ∞
0

g(s) ds

] ∫ ∞
0

g(s)a(x)|∇ζmk (x, s)|2 ds dx dt,

em que, juntamente com a convergência (3.69), implica no limite desejado. Utilizando

ideias similares e levando em consideração (2.94), concluímos que

lim
m→+∞

J3m = · · · lim
m→+∞

J6m = lim
m→+∞

J8m = 0.

Com o intuito de obtermos lim
m→+∞

J7m = 0, utilizamos a convergência(3.69) e observa-

mos que∣∣∣∣∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

b(x)∂tv
m
k ζ

m
k (x, s)ϕθ dx ds dt

∣∣∣∣
≤ C(θ, ϕ, b)

∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)

[∫
Ω

b(x)|∂tvmk |2 dx

]1/2 [∫
Ω

|ϕ||ζmk (x, s)|2 dx

]1/2

ds dt

≤ Ĉ(a, θ, ϕ, b, g, λ1)

∫ T

0

∫
Ω

b(x)|∂tvmk |2 dx dt

+ Ĉ(a, θ, ϕ, b, g, λ1)

∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

a(x)|∇ζmk (x, s)|2 dx ds dt .

Assim, lim
m→+∞

J1m = 0. Contudo, uma vez que ∂tζmk + ∂sζ
m
k = ∂tv

m
k , temos

J1m =− g0

∫ T

0

θ

∫
Ω

ϕ|∂tvmk |2 dx dt−
∫ T

0

θ

∫ ∞
0

g′(s)

∫
Ω

ϕζmk (s)∂tv
m
k dx ds dt

:=L1m + L2m,

e observando que lim
m→+∞

L2m = 0, obtemos

lim
m→+∞

∫ T

0

∫
Ω

θϕ|∂tvmk |2 dx dt = 0. (3.81)

Podemos considerar ε > 0 arbitrariamente pequeno tal que 0 ≤ θ ≤ 1, θ = 1 em
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[ε, T − ε] e supp θ ⊂ (0, T ). Então, de (3.80) e (3.81), concluímos

lim
m→+∞

∫ T−ε

ε

∫
ω′
|∂tvmk |2 dx dt = 0. (3.82)

Da convergência (3.69), obtemos ainda que

lim
m→+∞

∫ T−ε

ε

∫
ω′′
|∂tvmk |2 dx dt = 0. (3.83)

Das duas convergências acima e tomando ω = ω′ ∪ ω′′, temos

lim
m→+∞

∫ T−ε

ε

∫
ω

|∂tvmk |2 dx dt = 0. (3.84)

Como ∂tvmk ⇀ 0 em L2(Ω × (0, T )), consideramos µ a medida de defeito microlocal

associada à sequência (∂tv
m
k ) em L2

loc(Ω× (0, T )) (garantida pelo Teorema 1.66 conforme

a Observação 1.68). Da convergência (3.84), temos que µ = 0 em ω × (0, T ), isto é,

suppµ ⊂ (Ω\ω)× (0, T ).

Por outro lado, das convergências acima, juntamente com o fato de que a(x) = 0 em

A (logo, de (3.4), κ(x) ≡ 1 em A), concluímos

∂2
t v

m
k −∆vmk = −b(x)∂tv

m
k −

1

αmk
fk(α

m
k v

m
k ) em A, para todo m ∈ N.

Com isso, se � é o operador de D'Alembert em A, dado por � = ∂2
t −∆, obtemos

�vmk = −b(x)∂tv
m
k −

1

αmk
fk(α

m
k v

m
k ) −→ 0 em L2(A× (0, T )),

em que a última convergência vem de (3.69) e (3.78). Então, procedendo como na obtenção

de (2.98), temos

�∂tv
m
k −→ 0 em H−1

loc (A× (0, T )). (3.85)

Da convergência (3.85), concluímos dois fatos:

i) O suppµ está contido no conjunto característico do operador de ondas

{(t, x, τ, ξ) ∈ R× A× R× R2
/
σ2(�) = τ 2 − |ξ|2 = 0}, em que σ2(�) denota o sím-
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bolo principal do operador de D'Alembert em A (este fato é garantido pelo Teorema

1.69).

ii) O suppµ é uma união de curvas do tipo

t ∈ I ∩ (0,∞) 7→ m±(t) =

(
t, x(t),± 1√

1 + |ẋ|2
,∓ ẋ√

1 + |ẋ|2

)
,

em que t ∈ I 7→ x(t) ∈ intA é uma geodésica associada à métrica G = K−1 (este

fato é garantido pelo Teorema 1.74 e pela Proposição 1.75).

Uma vez que a(x) = 0 no conjunto A, então κ(x) = 1 − g0a(x) = 1 em A e todas

as geodésicas da métrica G = K−1, em que K denota a matriz K = (Kij) tal que

Kij = κ(x)δij e δij é a função delta de Kronecker, são linhas retas no conjunto A, i.e.,

toda geodésica da métrica G = K−1 que passa por A não permanece dentro de A. Além

disso, todas as geodésicas da métrica G tocam a fronteira ∂Ω de Ω. Uma vez que a(x) > 0

em ω′ = Ω\ [ω′′ ∪ A] e b(x) > 0 em ω′′, o conjunto ω = ω′ ∪ ω′′ controla geometricamente

Ω, ou seja, ele satisfaz a Condição Geométrica de Controle. Em outras palavras, toda

geodésica de Ω viajando com velocidade constante igual a 1 e partindo de t = 0, encontra

ω em um tempo t < T0, para um certo T0 > 0.

Assim, se T > T0, todo raio bicaracterístico entra na região ω antes do tempo T , então

obtemos que µ = 0 em Ω\ω, em especial, em A. Com isso, concluímos que suppµ = ∅,

ou seja, µ = 0 em Ω× (0, T ). Assim, da Observação 1.68, deduzimos que

∂tv
m
k −→ 0 em L2

loc(Ω× (0, T )).

Retornando à (3.65), multiplicando por θvmk e utilizando a integração por partes,

obtemos

−
∫ T−ε

ε

∫
Ω

|∂tvmk (t)|2 dx dt −
∫ T−ε

ε

∫
Ω

∂tv
m
k (t)vmk (t) dx dt

+

∫ T−ε

ε

∫
Ω

κ(x)|∇vmk (t)|2 dx dt +

∫ T−ε

ε

∫
Ω

[∫ ∞
0

g(s)a(x)∇ζmk (s) ds

]
∇vmk (t) dx dt

+

∫ T−ε

ε

∫
Ω

b(x)∂tv
m
k (t)vmk (t) dx dt +

1

(αmk )2

∫ T−ε

ε

∫
Ω

f(αmk v
m
k )αmk v

m
k dx dt = 0.
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Procedendo como no caso anterior, temos

lim
m→+∞

∫ T−ε

ε

∫
Ω

κ(x)|∇vmk (t)|2 dx dt +
1

(αmk )2

∫ T−ε

ε

∫
Ω

fk(α
m
k v

m
k )αmk v

m
k dx dt = 0

e

lim
m→+∞

∫ T−ε

ε

∫
Ω

Fk(α
m
k v

m
k ) dx dt = 0.

Os limites acima, juntamente com (3.69), implicam, quando ε→ 0, em

lim
m→+∞

∫ T

0

Evmk ,ζmk (t) dt = 0. (3.86)

Uma vez que a energia é não-crescente, concluímos que

∫ T

0

Evmk ,ζmk (t) dt ≥ TEvmk ,ζmk (T ). (3.87)

Por �m, combinando (3.86) e (3.87), obtemos o limite em (3.70).

A prova de que a constante C pode ser obtida independente de k, sempre que T ≥ T ∗,

é essencialmente a mesma da prova feita para o Lema 2.15 e por isso, não será feita aqui.

3.3.2 Desigualdade de Observabilidade para o modelo original

Nesta subseção, iremos obter a Desigualdade de Observabilidade para o modelo equi-

valente (3.5), utilizando a Desigualdade de Observabilidade para o modelo truncado obtido

na subseção anterior

Lema 3.12 (Desigualdade de Observabilidade). Sejam T ≥ T0 e r, R > 0. Sob as

hipóteses do Teorema 3.8 e a Suposição 3.6, existe uma constante C = C(r, R, T ) > 0 tal

que, toda solução (u, η) do modelo (3.5) satisfaz

Eu,η(0) ≤ C

[∫ T

0

∫ ∞
0

−g′(s)
∫

Ω

a(x)|∇ηt(x, s)|2 dx ds dt +

∫ T

0

∫
Ω

b(x)|∂tu(t)|2 dx dt

]
,

sempre que r < Eu,η(0) < R.

Demonstração. Segue de (3.46), para todo k ≥ k0 ∈ N e toda solução do modelo
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truncado (3.18), a seguinte desigualdade

Euk,ηk(0) ≤ C

[∫ T

0

∫ ∞
0

−g′(s)
∫

Ω

a(x)|∇ηtk(s)|2 dx ds dt +

∫ T

0

∫
Ω

b(x)|∂tuk(t)|2 dx dt

]
,

(3.88)

sempre que r < Euk,ηk(0) < R, em que C > 0 é uma constante independente de k.

De (3.40), deduzimos que

∫ T

0

∫
Ω

b(x)|∂tuk(x, t)|2 dx dt
k→∞−→

∫ T

0

∫
Ω

b(x)|∂tu(x, t)|2 dx dt . (3.89)

Assim, de (2.57), (3.88) e (3.89), obtemos a Desigualdade de Observabilidade para o

modelo equivalente (3.5).

3.4 Caso Focusing

Esta seção é destinada à prova da boa colocação do modelo da onda com amorteci-

mento viscoelástico localmente distribuído com memória passada dado em (3.90). Prova-

remos também a extensão global de solução e o decaimento uniforme da energia no caso

em que os dados iniciais pertencem ao espaço H1 = V1 ×H1 × L2
g(R+;H1

a) a ser de�nido

com detalhes posteriormente.

3.4.1 Teorema do Passo da Montanha e Variedade de Nehari para o modelo

da onda com memória localizada

Nesta subseção, como na subseção 2.2.1, enfatizamos a forte conexão entre a boa

colocação do modelo (3.90) e o bem conhecido nível do passo da montanha. Mais preci-

samente, de�nindo o funcional J : H1
0 (Ω)→ R por

J(u) :=
1

2

∫
Ω

κ(x) |∇u|2 dx−
∫

Ω

F (u) dx,

em que F (t) =

∫ t

0

f(s) ds, os pontos críticos do funcional J são as soluções fracas do

problema elíptico −div [κ(x)∇u] = f(u) em Ω

u = 0 sobre ∂Ω.
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Relacionado ao funcional J , temos (em relação àquela apresentada na Seção 2.2.1)

uma nova variedade de Nehari

N =

{
u ∈ H1

0 (Ω)\{0}
/∫

Ω

κ(x) |∇u|2 dx =

∫
Ω

f(u)u dx

}
.

Se f satisfaz a Suposição 3.1, é possível provar que o funcional J satisfaz as hipóteses

do Teorema do Passo da Montanha (ver [7]) e o nível

d = inf
v∈H1

0 (Ω)
v 6=0

max
t≥0

J(tv) > 0,

chamado de nível do passo da montanha é o nível crítico de J . É possível obter como

na Subseção 2.2.1, a caracterização (2.119) e a a�rmação dada em (2.120). Além disso,

denotamos por W , W1 e W2 os seguintes conjuntos

W :=
{
u ∈ H1

0 (Ω)
/
J(u) < d

}
,

W1 :=

{
u ∈ W

/∫
Ω

κ(x) |∇u|2 dx >

∫
Ω

f(u)u dx

}
∪ {0},

W2 :=

{
u ∈ W

/∫
Ω

κ(x) |∇u|2 dx <

∫
Ω

f(u)u dx

}
.

É possível mostrar que V1 = Span [D(Ω) ∩W1]
H1

0 (Ω)
e V2 = Span [D(Ω) ∩W2]

H1
0 (Ω)

são

conjuntos estáveis relacionados ao modelo (3.90) (em verdade, provaremos um resultado

similar ao Lema 3.1 de [5], o que provará a a�rmação).

3.4.2 Boa Colocação

Estudaremos o seguinte problema de valor inicial e de fronteira


∂2
t u−∆u+

∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇u(·, t− s)] ds +b(x)∂tu = f(u) em Ω× (0,∞),

u = 0 sobre ∂Ω× R,

u(x, s) = u0(x, s), ∂tu(x, s) = ∂tu
0(x, s), (x, s) ∈ Ω× (−∞, 0],

(3.90)

em que todas as suposições para este modelo, são as mesmas das feitas para o modelo

(3.1).
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De�nimos a nova variável η como em (3.2) e, utilizando (3.3) e (3.4), reescrevemos o

modelo (3.90) como o modelo autônomo



∂2
t u− div[κ(x)∇u]−

∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇ηt(·, s)] ds +b(x)∂tu = f(u) em Ω× (0,∞),

∂tη + ∂sη = ∂tu em Ω× (0,∞)× (0,∞),

u = 0 sobre ∂Ω× (0,∞), η = 0 sobre ∂Ω× (0,∞)× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), ∂tu(x, 0) = u1(x), η0(x, s) = η0(x, s), x ∈ Ω, s ∈ (0,∞),

ηt(x, 0) = 0, x ∈ Ω, t ∈ [0,∞),

(3.91)

em que 
u0(x) = u0(x, 0), x ∈ Ω,

u1(x) = ∂tu
0(x, t)|t=0, x ∈ Ω,

η0(x, s) = u0(x, 0)− u0(x,−s), (x, s) ∈ Ω× (0,∞).

Seja V1 := D(Ω) ∩W1, o qual é um simples conjunto que não é um espaço vetorial.

De�nimos os seguintes espaços vetoriais

V∗1 := SpanV1, V1 := V∗1
H1

0 (Ω)
e H1 := V∗1

L2(Ω)
.

Observamos que V1 ⊂ V∗1 ⊂ V1 ⊂ H1, o que implica em V1
L2(Ω)

= H1. Além disso, é

fácil mostrar que V1
c
↪→ H1.

Considerando os espaços de�nidos em (3.8) e (3.9), podemos de�nir o espaço de fase

H1 = V1 ×H1 × L2
g(R+;H1

a), munido com a norma dada por

||(u, v, η)||2H1
= ||u||21 + ||v||22 + ||η||2L2

g(R+;H1
a).

Consideramos

D(A) =

{
(u, v, η) ∈ H1

/
v ∈ V1, ∂sη ∈ L2

g(R+;H1
a), η(0) = 0,

div[κ(x)∇u] +

∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇η(s)] ds ∈ H1

}
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e os operadores não lineares A : D(A) ⊂ H1 → H1 dado por

AU =


−v

−div[κ(x)∇u]−
∫ ∞

0

g(s)div[a(x)∇η(s)] ds +b(x)v

∂sη − v


e B : H1 → H1, dado por B(u, v, η) = (0,−f(u), 0). Nesse sentido, estamos aptos a

reformular o modelo (3.91) no seguinte problema de Cauchy em H1
d
dt
U(t) +AU(t) + BU(t) = 0, t > 0,

U(0) = (u0, u1, η0) =: U0,

em que U(t) = (u(t), ∂tu(t), η(t)).

O operador A é maximal monótono e o operador B está bem de�nido e é localmente

Lipschitz ao fazermos as devidas substituições como na Seção 3.1.

Nesta perspectiva, utilizando o Teorema 1.59, nosso resultado de existência de solução

local no tempo é dada pelo seguinte teorema:

Teorema 3.13 (Local no tempo). Assumindo as Suposições 3.1, 3.3 e 3.4, temos que o

modelo (3.91) gera um semigrupo não linear sobre H1. Além disso,

i) Se (u0, u1, η0) ∈ H1, existe uma única solução generalizada

u ∈ C ([0, Tmax) ;V1) ∩ C1 ([0, Tmax) ;H1) , η ∈ C
(
[0, Tmax) ;L2

g(R+;H1
a)
)
.

ii) Se (u0, u1, η0) ∈ D(A), existe uma única solução forte

(u, ∂tu, η) ∈ W 1,∞ ([0, Tmax) , ;H1) .

Para obter a extensão global de solução do modelo (3.91), tomamos (u0, u1, η0) ∈ H1

�xo, porém arbitrário, então existe (u0k, u1k, η0k)k∈N ⊂ V∗1 × V∗1 ×D(R+;H1
a) tal que

(u0k, u1k, η0k)
k→∞−→ (u0, u1, η0) em H1.
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Assim, consideramos a seguinte sequência de modelos aproximados:

∂2
t uk − div[κ(x)∇uk]−

∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇ηtk(·, s)] ds

+ b(x)∂tuk = f(uk) em Ω× (0,∞),

∂tηk + ∂sηk = ∂tuk em Ω× (0,∞)× (0,∞),

uk = 0 sobre ∂Ω× (0,∞), ηk = 0 sobre ∂Ω× (0,∞)× (0,∞),

uk(x, 0) = u0k(x), ∂tuk(x, 0) = u1k(x), η0
k(x, s) = η0k(x, s), x ∈ Ω, s ∈ (0,∞),

ηtk(x, 0) = 0, x ∈ Ω, t ∈ [0,∞),

(3.92)

em que, para cada k ∈ N, o modelo(3.92) possui uma única solução na classe

(uk, ∂tuk, ηk) ∈ W 1,∞(0, T kmax;H1).

Procedendo como na Seção 3.1, obtemos o funcional de energia associado ao modelo

aproximado dado por

Euk,ηk(t) =
1

2

[
‖∂tuk(t)‖2

L2(Ω) +
∥∥∥√κ(x)∇uk(t)

∥∥∥2

L2(Ω)

]
−
∫

Ω

F (uk(t)) dx +
1

2

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

a(x)|∇ηtk|2 dx ds

=
1

2
‖∂tuk(t)‖2

L2(Ω) +
1

2

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

a(x)|∇ηtk|2 dx ds +J(uk(t))

e a identidade de energia para o modelo aproximado é

Euk,ηk(t2)− Euk,ηk(t1) =

∫ t2

t1

∫ ∞
0

∫
Ω

g′(s)a(x)|∇ηtk|2 dx ds dt−
∫ t2

t1

∫
Ω

b(x)∂tu
2
k(t) dx dt,

para todo 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ T kmax.

Uma importante ferramenta para a obtenção da extensão global de solução para o

modelo (3.91) é dado pelo seguinte lema:

Lema 3.14. Nas hipóteses do Teorema 3.13 e admitindo a Condição de Ambrosetti�

Rabinowitz (Suposição 3.2), se (u0k, u1k, η0k)k∈N ⊂ V∗1 × V∗1 ×D(R+;H1
a) e Euk,ηk(0) < d,
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para cada k ∈ N, obtemos

uk(t) ∈ V∗1 , ∀t ∈
[
0, T kmax

)
, (3.93)∥∥∥√κ(·)∇uk(t)

∥∥∥2

L2(Ω)
<

2θd

θ − 2
, ∀t ∈

[
0, T kmax

)
. (3.94)

Observação 3.15. A demonstração do Lema 3.14 é essencialmente a mesma da prova do

Lema 2.26, por isso, será omitida aqui.

Agora, tendo em mente as hipóteses do Lema 3.14 e que uk(t) ∈ V∗1 , para todo

t ∈
[
0, T kmax

)
, g(s)s > 0, para s 6= 0 e a(·) é não negativa, da identidade de energia, temos

1

2

[
‖∂tuk(t)‖2

L2(Ω) +
∥∥∥√a(·)∇ηtk

∥∥∥2

L2
g(R+;L2(Ω))

]
≤ Euk(0)

+
1

2

∥∥∥√κ(·)∇uk(t)
∥∥∥2

L2(Ω)
+

∫
Ω

F (uk(t)) dx

(2.131)

≤ d+
θd

θ − 2
+

2d

θ − 2
=

2θd

θ − 2
,

para todo t ∈
[
0, T kmax

)
.

Neste sentido, para cada k ∈ N, a solução (uk, ηk) do modelo aproximado (3.92) não

sofre blow-up em tempo �nito, i.e., Tmax = ∞. Assim, podemos estender as soluções à

todo o intervalo [0,∞). Munido dessa propriedade, é possível obter a extensão para o

modelo original (3.91) com (u0, u1, η0) ∈ H1, o que nos permite obter o seguinte teorema:

Teorema 3.16 (Global no tempo). Assumindo as hipóteses do Teorema 3.13, a Suposição

3.2, (u0, u1, η0) ∈ H1 e Eu,η(0) < d, então a solução (u, η) do modelo (3.91), dada pelo

Teorema 3.13, pode ser estendida à [0,∞). Além disso, u(t) ∈ V1, para todo t ≥ 0.

Com o intuito de obtermos a Desigualdade de Observabilidade para o modelo (3.91)

(via modelo equivalente (3.92)), consideramos a seguinte sequência de modelos aproxima-
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dos com termos fonte truncados:

∂2
t uk − div[κ(x)∇uk]−

∫ ∞
0

g(s)div[a(x)∇ηtk(·, s)] ds

+ b(x)∂tuk = fk(uk) em Ω× (0,∞),

∂tηk + ∂sηk = ∂tuk em Ω× (0,∞)× (0,∞),

uk = 0 sobre ∂Ω× (0,∞), ηk = 0 sobre ∂Ω× (0,∞)× (0,∞),

uk(x, 0) = u0k(x), ∂tuk(x, 0) = u1k(x), η0
k(x, s) = η0k(x, s), x ∈ Ω, s ∈ (0,∞),

ηtk(x, 0) = 0, x ∈ Ω, t ∈ [0,∞),

(3.95)

em que (u0k, u1k, η0k) é tomado em V∗1 ×V∗1 ×D(R+;H1
a) convergindo para (u0, u1, η0) em

H1 e, para cada k ∈ N, fk é de�nido como em (2.19) o qual é globalmente Lipschitz.

Seguindo os mesmos passos utilizados anteriormente e procedendo como na obtenção

do Teorema 3.16, podemos obter o mesmo resultado para o modelo truncado (3.95), seu

funcional de energia é dado por

Euk,ηk(t) =
1

2

[
‖∂tuk(t)‖2

L2(Ω) +
∥∥∥√κ(x)∇uk(t)

∥∥∥2

L2(Ω)

]
−
∫

Ω

Fk(uk(t)) dx +
1

2

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

a(x)|∇ηtk|2 dx ds

e satisfaz a identidade de energia dada por

Euk,ηk(t2)− Euk,ηk(t1) =

∫ t2

t1

∫ ∞
0

∫
Ω

g′(s)a(x)|∇ηtk|2 dx ds dt−
∫ t2

t1

∫
Ω

b(x)∂tu
2
k(t) dx dt,

para todo 0 ≤ t1 ≤ t2 <∞.

3.4.3 Estabilidade assintótica

Para obtermos a estabilidade assintótica para o modelo (3.91), podemos repetir os

mesmos passos utilizados na Subsesção 3.3.1. No entando, algumas particularidades deste

caso requerem alguns apontamentos na prova do seguinte lema.

Lema 3.17 (Desigualdade de Observabilidade - Truncado). Sejam r, R > 0 (como da-

dos em (3.45)), T ≥ T0, k ≥ 1 e R̃ = max{R, d}. Sob as hipóteses do Teorema 3.16 e

admitindo a Suposição 3.6, existe C = C(k, r, R̃, T ) > 0 tal que a correspondente solu-
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ção (uk, ηk) de (3.95) com (u0k, u1k, η0k) ∈ V∗1 × V∗1 × D(R+;H1
a) longe da origem (i.e.,

veri�cando (3.45)) satisfaz a Desigualdade de Observabilidade

Euk,ηk(0) ≤ C

[∫ T

0

∫ ∞
0

−g′(s)
∫

Ω

a(x)|∇ηtk(s)|2 dx ds dt +

∫ T

0

∫
Ω

b(x)|∂tuk(t)|2 dx dt

]
.

(3.96)

Ainda, se (u0k, u1k, η0k) → (u0, u1, η0) em H1, com (u0, u1, η0) ∈ H1 e r < Eu,η(0) < R̂,

então existe T ∗ ≥ T0 tal que C pode ser escolhido independente de k, sempre que T ≥ T ∗.

Esboço da demonstração. O índice k0 ∈ N é estabelecido como para o Lema 3.11.(acima

das desigualdades (2.63)). Supondo que (3.96) seja falso, existe T > T0 e uma sequência

(umk , η
m
k ) de soluções de (3.95) tal que

lim
m→+∞

∫ T

0

∫ ∞
0

−g′(s)
∫

Ω

a(x)|∇ηmk (x, s)|2 dx ds dt +

∫ T

0

∫
Ω

b(x)|∂tumk (x, t)|2 dx dt

Eumk ,ηmk (0)
= 0.

(3.97)

Utilizando a Condição de Ambrosetti�Rabinowitz, obtemos −F (t) < 0, logo

Eumk ,ηmk (0) =
1

2

∫
Ω

|um1k|
2 + κ(x) |∇um0k|

2 dx

−
∫

Ω

Fk(u
m
0k) dx +

1

2

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

a(x) |∇η0k|m dx ds

.
1

2

[
‖um1k‖

2
L2(Ω) + ‖∇um0k‖

2
L2(Ω) + ‖ηm0k‖

2
L2
g(R+;H1

a)

]
. ‖(um0k, um1k, ηm0k)‖H1

(3.45)

≤ R̃, ∀m ∈ N.

(3.98)

Além disso, utilizando a Condição de Ambrosetti�Rabinowitz e lembrando que θ > 2 e

um0k ∈ V∗1 , segue que

Eumk ,ηmk (0) >
1

2

∫
Ω

|um1k|
2 + κ(x) |∇um0k|

2 dx

− 1

θ

∫
Ω

fk(u
m
0k)u

m
0k dx +

1

2

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

a(x) |∇η0k|m dx ds

&
1

2
‖um1k‖

2
L2(Ω) +

1

2

[
‖∇um0k‖

2
L2(Ω) −

∫
Ω

fk(u
m
0k)u

m
0k dx

]
>

1

2
‖um1k‖

2
L2(Ω) > 0.

(3.99)
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Assim, de (3.6), (3.97) e (3.98), deduzimos

lim
m→+∞

[∫ T

0

∫ ∞
0

g(s)

∫
Ω

a(x)|∇ηmk (x, s)|2 dx ds dt +

∫ T

0

∫
Ω

b(x)|∂tumk (x, t)|2 dx dt

]
= 0.

Além disso, do funcional de energia do modelo truncado e de (3.98), existe uma

subsequência de (umk , η
m
k )m∈N (a qual continuaremos denotando por (umk , η

m
k )m∈N) tal que

umk
∗
⇀ uk em L∞ (0, T ;V1) , m→∞

∂tu
m
k

∗
⇀ ∂tuk em L∞ (0, T ;H1) , m→∞

umk → uk em L∞ (0, T ;Lq(Ω)) , m→∞, ∀q ≥ 2.

Neste ponto, dividimos o esboço da nossa demonstração em dois casos. A saber:

uk 6= 0 e uk = 0.

Caso 1: uk 6= 0

Todos os passos desde caso são similares aos análogos do Lema 3.11, fazendo algumas

substituições necessárias. Em particular, obtemos uma equação similar à (3.55), a saber,

∂2
t uk − div[κ(x)∇uk] = fk(uk) em L2(0, T ;V ′1)

e ∂tuk ≡ 0, para todo k ∈ N. Além disso, deduzimos que

−div[κ(x)∇uk(t)] = fk(uk(t)) em V ′1 q.s. em (0, T ).

Assim, uma vez que uk(t) ∈ V1 q.s. em (0, T ), temos

∫
Ω

κ(x) |∇uk(t)|2 dx =

∫
Ω

fk(uk(t))uk(t) dx,

que implica em uk(t) ∈ N (variedade de Nehari), mas do Lema 3.14, uk(t) ∈ V∗1 e da

suposição deste caso, uk(t) 6= 0, para todo t ≥ 0, então obtemos uma contradição.

Caso 2: uk = 0

Neste caso, notamos que αm =
[
Eumk ,ηmk (0)

]1/2
está bem de�nido, uma vez que (3.99)
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é válido.

Apresentamos aqui, um argumento que difere do análogo ao presente no Lema 3.11,

a saber,

lim
m→+∞

∫ T−ε

ε

∫
Ω

κ(x)|∇vmk |2−
1

αm
fk(u

m
k )vmk dx dt = 0

⇒ lim
m→+∞

∫ T−ε

ε

∫
Ω

κ(x)|∇vmk |2 = lim
m→+∞

∫ T−ε

ε

∫
Ω

1

αm
fk(u

m
k )vmk dx dt = 0, (3.100)

em que a convergência ocorre, uma vez que (3.77) e (3.78) são válidos.

Por outro lado, da Condição de Ambrosetti�Rabinowitz, deduzimos

0 <
1

α2
m

∫ T−ε

ε

∫
Ω

Fk(u
m
k ) dx dt <

1

θαm

∫ T−ε

ε

∫
Ω

fk(u
m
k )vmk dx dt,

então,

0 ≤ lim
m→+∞

1

α2
m

∫ T−ε

ε

∫
Ω

Fk(u
m
k ) dx dt ≤ lim

m→+∞

1

θαm

∫ T−ε

ε

∫
Ω

fk(u
m
k )vmk dx dt = 0.

Utilizando (3.100), obtemos

lim
m→+∞

1

α2
m

∫ T−ε

ε

∫
Ω

Fk(u
m
k ) dx dt = 0.

Com isso, a demonstração segue similar à do Lema 3.11. �
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