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Resumo

Nessa tese estudamos a estabilidade orbital para trés modelos dispersivos: dois do
tipo Klein-Gordon e uma do tipo Schrédinger. Em um primeiro momento, usando uma
adaptacao da teoria de Grillakis, Shatah e Strauss, estabelecemos que as solucoes do tipo
onda viajante com perfil cnoidal para a equagao ctibica de Klein-Gordon (nao-linear) sao
orbitalmente instéveis no espago de Sobolev das fungoes periddicas com a propriedade de
média zero. Posteriormente, determinamos que as solugoes do tipo onda estacionéria com
perfil cnoidal associadas & equagao nao-linear quintica de Klein-Gordon sao orbitalmente
instaveis no espago de Sobolev peridédico das fungoes pares e isso foi feito por meio do uso
de um resultado de estabilidade linear devido a Shatah e Strauss.

Por fim, fizemos um estudo completo de estabilidade orbital de ondas periédicas para
a equagao fracionéria de Schrédinger. De modo que em um primeiro momento mostramos
a existéncia de ondas periédicas com perfil single-lobe via um problema de minimizacao e
mostramos ainda que tais minimizadores sao tnicos. Adicionalmente, mostramos a exis-
téncia de solugdes (explicitas) de ondas de pequena amplitude de modo que tais solugoes
também solucionam o problema de minimizagao. Ainda, realizando experimentos numeéri-
cos com o uso do Método de Iteracao de Petviashvili fomos capazes de determinar o nosso
resultado de estabilidade/instabilidade fazendo uso da teoria classica de Grillakis, Shatah
e Strauss e de uma ligeira adaptagao (ao contexto peridédico) de um resultado que consiste

na construgao de um funcional da Lyapunov adequado.

Palavras-Chave: Estabilidade orbital, ondas estacionérias, ondas viajantes, equagoes

dispersivas, equacao de Klein-Gordon, equacao de Schrédinger.



Abstract

In this thesis we study the orbital stability for three dispersive models: two Klein-
Gordon type equation and one of Schrédinger type equation. In a first moment, using an
adaptation of the theory of Grillakis, Shatah and Strauss, we establish that the travelling
wave type solutions with a cnoidal profile for to the (nonlinear) cubic Klein-Gordon equa-
tion are orbitally unstable in the periodic Sobolev space of functions with the property
of zero mean. Next, we determine that the standing wave solutions with a cnoidal profile
associated with the nonlinear quintic Klein-Gordon equation are orbitally unstable in the
periodic Sobolev space of even functions and this was done by using a linear stability result
due to Shatah and Strauss.

Finally, we perform a complete study of the orbital stability of periodic waves for the
fractional Schrodinger equation. First we show the existence of periodic waves with single-
lobe profile via a minimization problem and we show that such minimizers are unique.
Additionally, we show the existence of (explicit) solutions of small amplitude waves and
such solutions solve the minimization problem. Also, performing numerical experiments by
using the Petviashvili Iteration Method we were able to determine our stability /instability
result by using the classical theory of Grillakis, Shatah and Strauss and a slight adaptation
(to the periodic context) of a result consisting of the construction of a suitable Lyapunov

functional.

Palavras-Chave: Orbital stability, standing waves, travelling waves, dispersive equations,

Klein-Gordon equation, Schrodinger equation.
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Introducao

O estudo da estabilidade orbital de ondas viajantes e ondas estacionérias para modelos
do tipo dispersivo nao-linear vem sendo bastante explorado nas tultimas décadas. Podemos
dizer que um dos principais motivos para esse aumento de interesse é sua aplicabilidade fi-
sica, comumente encontrada na modelagem de varios fenémenos, como por exemplo, fluxos
de a4gua (em um canal ou aguas rasas na superficie ocednica), fons, ondas eletromagnéti-
cas e comportamento de particulas. Dessa forma, o estudo de existéncia de solugoes bem
como um estudo qualitativo da dindmica das solugoes, como, por exemplo, a estabilidade
orbital envolvendo esses tipos de modelos mostram-se bastante importantes. Equacoes
dispersivas podem ser encaradas como equacoes diferenciais parciais as quais as suas solu-
¢Oes se dispersam no espago conforme o tempo evolui. Uma propriedade interessante desse
tipo de modelo é a presenca de simetrias, que ajudam a entender melhor como se da o
comportamento de suas solugoes no espaco.

O estudo de estabilidade é uma 6tima ferramenta para entender melhor os fenémenos
descritos por cada equagao dada. Aqui, estabilidade orbital é no sentido de estabilidade da
uma orbita gerada por simetrias, a saber, rota¢ao e/ou translagoes, que sem grande rigor,
nada mais é do que responder a seguinte pergunta:

se ¢ € X & uma onda periddica, em que X é um espago de Hilbert (adequado), e
ue C([0,T],X) é solugao (da equagdo) com dado dado inicial ug € X, isto é, u(0) = uo,
de modo que ug esta “proximo” de ¢, entdo a solu¢do u(t) permanece “perto” (modulo
simetrias) de ¢ para todo tempo ¢t > 07

Em caso de afirmativo, dizemos que a onda ¢ é orbitalmente estavel em X. Nosso interesse
é em ondas periddicas do tipo viajante e estacionéria, que sao tipos particulares de solugoes
periddicas de certas equacgoes, e que voltaremos comentar mais sobre elas posteriormente.
O estudo de tais tipo de solucao, da perspectiva matematica, nao é so relevante pelo fato de
serem um tipo particular de solugoes de uma equagao diferencial (no nosso contexto, nao-
linear), mas porque em muitas situagdes uma anélise de algumas quantidades conservadas
associadas & equacao ajudam determinar (ou até mesmo determinam) como se da o com-
portamento do fluxo gerado pelas solugoes perto da solu¢ao de onda estacionaria/viajante
em um espaco de Sobolev peridédico adequado.

Destacamos ainda que nossa abordagem é totalmente voltada ao contexto peridédico
e uma das motivagoes para esse estudo é dar uma contribuicao importante e relevante
nesse ramo de pesquisa que, ao contrario do estudo de estabilidade de ondas solitarias,

nao recebe tanta atencdo. Adicionalmente, fendémenos de natureza periddica, oscilatoria
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ou vibratoéria, sao abundantes no universo: movimento de planetas, som, corrente elétrica
alternada, circulagdo do sangue, batimentos cardiacos e etc. Dessa forma, podemos dizer
ainda que a modelagem de muitos problemas fisicos no contexto peridédico se apresenta
muitas vezes mais satisfatéria, de modo que o estudo de estabilidade de ondas periodi-
cas se mostra bastante importante em varios campos da fisica. Nesse sentido, podemos
mencionar, por exemplo, que algumas equagcoes dispersivas nao lineares admitem solugoes
periodicas que mantém a sua forma e viajam com velocidade constante (chamadas de on-
das periddicas viajantes) ou que possuem um padrao oscilatorio estacionério (conhecidas
como ondas periodicas estacionarias), as quais tem varias aplicagoes em dinadmica de flui-
dos, 6ptica nao-linear e hidrodinamica. Inclusive, convém enfatizar que esses dois tipos de
solugoes comentadas anteriormente sao nossos objetos de estudo no que se refere solugoes
no contexto periodico. E a principal diferenca entre esses dois tipos de solugoes é que as
ondas viajantes transportam energia de uma regiao do espago que as contém para outra,
enquanto que as ondas estacionarias nao possuem essa caracteristica, de modo ainda que
as ondas estacionarias podem ser formadas pela superposi¢do de duas ondas viajantes de
mesma frequéncia viajando em dire¢Ges opostas.

Nessa presente tese, abordamos a existéncia de solugdo e a estabilidade/instabilidade

de trés modelos do tipo dispersivo, a saber,

e a equagao cubica de Klein-Gordon:

Upt — Uge +u —u® =0, (x,1) e R x Ry; (1)

e a equacao quintica de Klein-Gordon:

Ut — Ugg + U — ]u\4u =0, (z,t) e R x Ry; (2)

e a equagao fracionaria de Schrodinger com nao-linearidade cubica:
iug — (—A)u + |ul?u =0, (z,t) e R x Ry, (3)

em que s € (0,1) e (—A)*® é o laplaciano fracionario (consulte Capitulo 1 para mais
detalhes).

Em (1) consideramos v : R x Ry — R e em (2) e (3) consideramos u : R x Ry — C.
As trés equagbes acima descritas podem ser interpretadas como um sistema Hamiltoniano
abstrato da forma

ur = JE'(u)

em que J : X — X é um operador anti-simétrico definido em um espago de Hilbert
X = (X, (+,-)x) conveniente, enquanto £ : X — R é o funcional energia associado a res-
pectiva equacao e E' : X — X' denota a sua derivada de Fréchet. O espaco X é comumente

chamado de espaco energia por se tratar do espaco de definicao do funcional energia F.
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Na sequéncia, vamos detalhar brevemente a nossa abordagem para cada um dos modelos
nao-lineares especificados anteriormente, assim com as literaturas & eles associados.

O Capitulo 2 é devotado ao estudo relacionado a existéncia e estabilidade orbital da
equacao cubica de Klein-Gordon no caso real dada em (1). Tal equagao inicialmente foi
proposta como uma generalizagao relativistica da equagdo de Schrodinger classica, descre-
vendo particulas livres, no entanto também possui varias aplicagoes em fisica e engenharia,
incluindo teoria quantica de campos, fendmenos de ondas dispersivas e sistemas vibratorios
em mecanica classica (veja, por exemplo, [54]). Podemos mencionar ainda as aplica¢oes em
transigoes ferroelétricas, crescimentos de cristais, deslocamentos, fisica de plasmas, mecé-
nica dos fluidos e outras relacionadas. Especificamente, a nao linearidade ctbica tem sido
usada como uma equagao modelo na teoria de campos (ver [38]).

Bronski, Johnson e Kapitula em [29], provaram estabilidade espectral para uma classe
geral de equagoes diferenciais parciais usando a técnica de lapis quadratico com o obje-
tivo de obter uma maneira precisa de contar o Indice Hamiltoniano de Krein Kiam. Se
Kyam = 0, a onda periodica ¢é dita ser espectralmente estavel e resultados de estabilidade
orbital podem ser determinados se o problema de Cauchy associado tem boa colocagao
global no tempo para dados iniciais arbitrarios no espago energia. Até onde sabemos,
embora nossa onda periddica cnoidal em (6) possa ser espectralmente estavel de acordo
com Bronski, Johnson e Kapitula em [29], ndo podemos concluir um resultado de esta-
bilidade orbital no espago energia, pois o modelo (1) nao tem boa colocagao global no
uma vez que a evolugdo correspon-

tempo para dados arbitrarios (ug,vg) € Hl[l)er X Lger

dente (u(t),v(t)) € Hl,, x L2, pode ter blow-up em tempo finito (veja [79]). Contudo,
mesmo com as dificudades comentadas anteriormente, nos propomos a estudar esse pro-
blema de estabilidade/instabilidade orbital referente a equagao (1), de modo ainda que sob
X L%e

conseguimos estabelecer, por

T

condicoes adequadas no dado inicial (ug,vg) € ng .

meio da Teoria do Pogo Potencial e do Método de Galerkin, um resultado de boa colocagao
global associado a (1) (veja Teorema 2.21).

Descrevemos agora em linhas gerais os pontos principais do Capitulo 2. Um aspecto
importante no que se refere a equagao (1) ¢ a existéncia de ondas periddicas viajantes da
forma

u(z,t) = oz —ct), (z,t)e R xRy (4)

em que c € R representa a velocidade da onda e ¢ = @, : R — R é uma func¢ao L-periodica
suave. Primeiro mostramos a existéncia de ondas viajantes como em (4), aqui estamos
interessados no caso em que a onda periédica ¢ : R — R é uma fungao que muda de sinal.

Substituido (4) em (1), temos que ¢ satisfaz a seguinte equagao differencial ordinéria

—(1=A)" +p—¢* =0. (5)

Para 1—c? > 0, uma solucdo explicita de (5), dependendo de uma funcao eliptica de Jacobi
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do tipo cnoidal, se expressa como

() V2k Cn<4K(/~z)

e 7 x,k:), z € R, (6)

em que k € (%, 1) ¢ o modulo da fungao eliptica e K: (0,1) c R — R é a integral eliptica
completa de primeira espécie. O parametro w := 1 — ¢? > 0 entdo depende suavemente de
1

ke (ﬁ, 1) e pode ser escrito como

1 L?
YT I6K(k)2(2k2 — 1) (7)
A onda cnoidal em (6) é uma tipica onda peridédica com a propriedade de média zero (veja
Observagao 2.5). Estudos recentes para a existéncia e estabilidade de ondas periodicas com
a condigdo de média zero foram determinados, por exemplo, em [6], [8], [96] e [97]. En-
tretanto, convém destacar que nenhum dos trabalhos supracitados abordam uma equagao
de Klein-Gordon, indicando assim que nossa abordagem no que corresponde estabilidade
orbital da equagao (1) por meio de solugoes periodicas com média zero se mostra bastante
relevante e expressiva.
Antes de continuar, vejamos que sendo (1) invariante por translagoes, vamos relembrar
o critério geral de estabilidade/instabilidade para sistemas Hamiltonianos estabelecidos
em [56] devido a Grillakis, Shatah e Strauss. E bem sabido que (1) admite as seguintes
quantidades conservadas F,F : X := H!  x L?  — R dadas por

per per
1 (L 2
E(u,u) = j [ui +ug? + u? (1 - u)] dz
2 Jo 2
e
L
F(u,u) = f Uz dT.
0

Definindo G := E — ¢F vemos que qualquer solugao de (5) satisfaz G'(p, cy’) = 0, isto é,
(p, c’) € um ponto critico do funcional G. Levando em conta que paracadace I := (—1,1)
a solucdo ¢, determinada em (6) tem média zero (isto é, a integral de ¢ sobre o intervalo

[0, L] é igual a zero) e a fim de aplicarmos a teoria de [56], vamos focar nossa atencao

2
per

ao subespaco le)er N Lf)er’m X Lger’m. Aqui, L%er’m indica o subespago fechado de L
constituido de funcées com média zero.
Nesse contexto, as condigoes de estabilidade/instabilidade descritas em [56] sao dadas

como: se

(1) existe uma curva suave de solugoes para (5), da forma ce I — ¢, € ngr N Lger’m,

em que para cada c € I, a fungdo ¢ := . tem periodo L > 0;

(ii) o operador linearizado restrito ao espago de média zero, definido como

Ln <£>—£<§>+ igéffdw , (f,9) € D(Ln)
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em que £ & dado por!

—02 =302 +1 oy
L=G"(p,cp) = : (8)
—COy 1
tem apenas um autovalor negativo, que é simples e o zero é um autovalor simples

associado com a autofuncao (¢', c¢”);

(iii) a funcgao d : I € R — R definida por d(c¢) = G(p, c¢’), ¢ € I, é nao-degenerada, ou
seja, d”(c) # 0, para todo c € I.

Entéo, de acordo com [56], se d”(c) < 0 temos instabilidade orbital e se d”(¢) > 0, c € I,
temos estabilidade orbital (veja Defini¢ao 2.16 para uma defini¢ao precisa de estabilidade).
Em outras palavras, determinar a convexidade da funcao d desempenha um importante
papel em nossa analise. Uma vez que, G'(p,cy’) = 0, imediatamente deduzimos que

d'(c) = —=F(p,c¢’), c€ I, o que implica

L L
&0 =~ [ (@) do+ 21 - w1 | (@) de, (9)

0 w Jo

em que foi usado que w = 1 — 2.
Como ja determinamos a ocorréncia de (i), via a dedugao da solugao explicita em (6),
na sequéncia descrevemos brevemente como obtemos (ii) e (iii) em nosso caso. Associado

ao operador em (8) estd o operador auxiliar (veja Secao 3.2)
L1 = —wd?—3¢% + 1, (10)

que tem exatamente dois autovalores negativos simples e o zero é um autovalor simples
com autofuncao ¢’. Tal operador surge no momento que calculamos a forma quadratica
associado ao operador L. Esses fatos até nos permitem decidir a simplicidade do autovalor
zero e calcular a quantidade de autovalores negativos de £, que é na verdade dois. No
entanto, ainda assim, em um primeiro momento, nao somos capazes de obter estabilidade
ou instabilidade da solugao ¢, pois nesse caso nao conseguimos determinar o item (ii) para
o operador L. Para contornar essa dificuldade, ao invés de £1 consideramos o operador de
restricio L1117 : D(L111) = H2,, 0 L? c L? — L2 definido por

per per,m per,m per,m
3 (F,
Linf=Lif+— p°f dx.
L Jo
Associado a L1 estd o espaco de restricio Sy := [1] < Ker(£1)* = [¢']* e o ntimero
Dy = (El_ll, I)Lﬁer' Convém destacarmos que o operador Ly serd util no que tange

obtermos propriedades espectrais do operador restrito ao espago de média zero Ly. A

partir desse ponto estamos em posicao de aplicar o Teorema do Indice para operadores

'Aqui D(Ln) ¢ a intersecdo do dominio de £ com o espago de média zero. De modo que qualquer
imagem de Ly continua pertencendo a um espaco de média zero.



Introducao 6

auto-adjuntos (veja |67, Teorema 5.3.2|) que nos da informagoes espectrais precisas e con-
venientes relativo a £17 em termos de propriedades espectrais associados a £1. Sendo mais

preciso, em virtude de Ker(£;) = [¢'], temos

n(ﬁm) = n(ﬁl) —nNog — 20 (11)

Z(ﬁln) = Z(ﬁl) + 2o, (12)

em que n(A) € N e z(A) € N indicam o namero de autovalores negativos e a dimensao do
nucleo, respectivamente, de um operador linear A. Além disso, os nimeros ng € Ne zg € N

sao definidos, respectivamente, como

1,se D; <0 1,se D; =0
ng = e zp:=
0,se Dy =0 0, se D; # 0.

Seja L > 0 fixo. Em nossa abordagem, consideremos a velocidade da onda c € (—1,1)
apenas no intervalo [0,1). O restante dos casos podem ser analisados similarmente. Prova-
mos que se ¢ € [0,1), entdo existe um unico ¢* > 0 tal que para qualquer c € [0, ¢*) temos
Dy < 0. Tendo em vista (11) e (12) deduzimos que L£;17 tem apenas um autovalor negativo
que é simples e 0 zero é um autovalor simples cuja autofungiao ¢’. Como mencionado an-
teriormente, o operador L1171 esta fortemente relacionado com o operador L. Sendo mais
preciso, alguns fatos estabelecidos na anélise espectral de £i17 implicam por meio do uso da
formula do indice em (11) para Ly ao invés de Lq17, que o niamero de autovalores negativos
do operador restricao L1 € igual a 1 e o zero é um autovalor esimples com autofungao
associada (¢, c¢”), ou seja, obtemos assim a condi¢ao (ii). Um fato importante que nos
permite aplicar a teoria [56] no que se refere o item (ii) é que estamos usando fortemente o
fato que as formas quadraticas do operador £ e L1 coincidem sob o espaco de média zero
L2oem X L2

Também, usando a expressao explicita da onda cnoidal em (6) e alguns calculos algé-
bricos mostramos que d”(¢) < 0, ¢ € [0,c¢*). Por conseguinte, podemos aplicar a teoria
abstrata [56], como descrito acima, para concluir a instabilidade orbital, no espaco energia
X, da onda cnoidal para c € [0, c¢(k1)) < [0,c*), em que k1 ~ 0, 802.

O Capitulo 3 é dedicado a apresentarmos resultados no que se refere & existéncia e
estabilidade orbital de ondas estacionarias periddicas associados & equagao Quintica de
Klein-Gordon em (2).

A estabilidade orbital de equagdes de Klein-Gordon no caso complexo tem sido exten-
sivamente estudado nas tultimas décadas. Em [121], Shatah deu condigoes suficientes de

estabilidade orbital para a n-dimensional equacao de Klein-Gordon
uy — Au+u + f(|ul)arg(u) = 0.

Em [55], Grillakis determinou condicoes suficientes para a estabilidade orbital de ondas

estacionarias da forma wu(z,t) = e**p(x), (z,t) € R® x Ry, relacionadas com a seguinte
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equacao

ugy — Au +u — f(Ju)?)u = 0.

Esse resultado foi generalizado por Jeanjean e Le Coz em [64] e eles usaram o Teorema
do Passo da Montanha para mostrar a existéncia de minimizadores para um funcional
adequado sob certas restrigoes.
Consideremos a equacao de Klein-Gordon nao-linearidade do tipo poténcia p € N colo-
cada em R"™:
ug — Au+u — |uPlu = 0. (13)

Para o caso p € N e n > 3, Shatah em [121] provou um resultado de estabilidade orbital
para ondas estacionarias quando 1 <p <1+ %. Um resultado interessante dado em [122]
por Shatah e Strauss provou que solugoes do tipo ondas estacionérias sao orbitalmente
instaveis quando p > 1+ 2 e |c| < 1. Wu em [132] provou instabilidade orbital para
ondas estacionarias quandon =1, 1 <p <5, ce (—1,1) e || = 271y/p — 1. O principais
argumentos usados foram um argumento de modulagdo combinado com uma identidade
virial de acordo com os trabalhos pioneiros [17] e [89].

Ainda no caso n = 1, contexto periodico, e levando em conta ondas estacionarias, a
existéncia e estabilidade foram estabelecidas por Natali e Pastor em [102]| para a equagao
ctibica de Klein-Gordon (complexa), isto é, com p = 3 em (13). Nesse trabalho, os auto-
res mostraram resultados de estabilidade orbital de ondas estacionarias periédicas do tipo
dnoidal e instabilidade orbital de ondas estacionarias do tipo cnoidal. A principal ferra-
menta utilizada pelos autores foi a teoria classica de Grillakis, Shatah e Strauss, contida em
[56] e [57] adaptada ao contexto periddico. Em [95], Natali e Cardoso consideraram o caso
p = b para mostrar a instabilidade orbital de solugoes de ondas estacionarias dnoidais no
espago de Sobolev H;er X le)er restrito as funcoes periddicas pares. A principal ferramenta
foi uma abordagem computacional baseada em [103| por Neves, que ¢ 1til para decidir o
comportamento do espectro nao-positivo do operador linearizado associado. Depois disso,
a instabilidade orbital foi determinada usando os argumentos em [56]. Em [11], Angulo
e Natali também mostraram o mesmo resultado para o caso p = 5 usando uma aborda-
gem diferente para decidir a quantidade e multiplicidade de autovalores nao positivos do
operador linearizado associado.

O estudo da estabilidade espectral de ondas peridédicas tem contribuigoes importantes
para as equagoes do tipo Klein-Gordon no caso complexo, com nao linearidades gerais do
tipo poténcia como (13). De fato, Demirkaya et al. em [40] obteve a estabilidade espectral
de ondas periddicas associadas a equacao de Klein-Gordon (13) paran = 1, p = 3 e
p = 5. Estudo similar, para p = 1 e p = 2, também foi feito em [59] por Hakkaev.
Em ambos os casos, solugoes positivas explicitas do tipo dnoidal foram determinadas e
provaram a estabilidade espectral dessas ondas. Nos dois casos p = 3 e p = 5, sabe-se que

um perfil cnoidal também é uma solucao periddica, mas questoes relativas a estabilidade
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espectral /orbital nunca foram tratadas na literatura atual até o momento. Nossa intengao
é dar uma resposta positiva quanto & estabilidade orbital para o caso p = 5.

Agora, descrevemos nossa abordagem contida no Capitulo 3. Quanto a existéncia de
solugoes, um aspecto matematico importante sobre a equagao (2) ¢ a existéncia de solugoes

periodicas de ondas estacionarias da forma
u(@,t) = o), (a,t) e R x Ry (14)

em que ¢ € R representa a frequéncia da onda e ¢ = ¢, : R — R é uma funcao suave
periodica de periodo L > 0 fixado. De fato, substituindo (14) em (2), temos que ¢ satisfaz

a seguinte equagao diferencial ordinéria de segunda ordem
—¢" twp—¢° =0, (15)

em que w:=1—¢c%>0.
No contexto periddico e para um L > 27 fixo, podemos encontrar uma solucao explicita

para a equagao (15) que depende da funcao eliptica de Jacobi do tipo cnoidal como

acn (bz, k)

ple) = V1 —qsn2(bx, k)’

em que k € (0,1) é chamado de modulo da funcdo eliptica e (a,b,c,q) € R* dependem

VeelR

suavemente do parametro k € (0,1). Especificamos a dependéncia de ¢ € (—1,1) em termos
de k € (0,1) para um L > 27 fixo. De fato, para c € (—1,1), vemos que 1 —c? = w € (0,1].

O parametro w € (0, 1] ¢é entao dado por

16K (R) (R + ) VE K2+ 1+ k — k2 + 1)
Y (k2 —1— VK K21 1) L2 '

Desta forma, conseguimos construir uma curva suave de solugoes

cel=(-1,1)—> pe H?

per,e’

todas com o mesmo periodo L > 27. Aqui, ngr’e indica o espago ngr constituido por fun-
goes pares. Agora, é bem conhecido que a equacao (2) admite as quantidades conservadas
E,F:X:=H! xL? — R dadas por

per per

1t 2 2 2 |U‘6
E(u,u) = 5 [ua]” + Juel™ + |uf” — == | do
0

L L
F(u,u) = Imf au do = j (Rew Imu; — Imu Rew) de,
0 0

em que (u, u¢) = (Re(u), Im(u¢), Im(u), Re(u)). Ademais, definimos para ¢ € I, o funcional
de Lyapunov G := FE — c¢F. De (15), obtemos G'(¢, cp,0,0) = 0, ou seja, (¢, cp,0,0) é um

ponto critico de G. Assim, o segundo passo é estudar a quantidade e multiplicidade dos
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autovalores nao-positivos associados ao operador linearizado £ := G (¢, cp, 0,0) dado por
£y 0

E - g 5 16

@ o) “

. _72 _ 4 . -] 4
£1:< 0z +1—>5p 1c> o £2:< 0z+1—o c>’ (17)

—C

em que

restrito ao espago periddico par. Para isso e devido ao formato diagonal do operador £ em

(16) basta estudar o espectro nao-positivo dos seguintes operadores de Hill
L1=-0+w—-5p" ¢ Lo=—-02+w—yh (18)

De acordo com os argumentos contidos em [103] por Neves, podemos provar que o
operador L9 tem um dnico autovalor negativo que é simples. Com relagao ao operador L1,
determinamos que o nimero de autovalores negativos é dois. Para obter o mesmo cenario
para os operadores L;, ¢ = 1,2 restritos as fungbes periddicas pares, precisamos usar
alguns argumentos adicionais da teoria geral para operadores diferenciais com potenciais
periodicos em Brown e Eastham [27]. Assim, denotando por L. a restricdo de £ em (16)
as funcoes periddicas pares, obtemos que o niicleo de L, é unidimensional e o nimero de
autovalores negativos, indicados por n(L.), também ¢é trés. Agora, consideremos a fungao
d:I:=(-1,1) € R — R dada por d(c) = G(p, cp,0,0). Uma vez que G'(¢, cp,0,0) = 0,

prontamente inferimos que

L L
d’(c) = —fo (o(x))dx + QCQdCiL (p(x))?dz, cel. (19)

Denotando por p(d”) € N como o nimero de autovalores positivos associados a segunda
derivada da fungao d e visando deteminar a quantidade n(£.)—p(d”) € N vemos novamente,
como no caso da Klein-Gordon cubica, que a convexidade da fun¢ao d se mostra como
sendo um dos pilares fundamentais da nossa anéalise. De fato, usando a forma explicita
da solugao ¢ e (19) fomos capazes de determinar a existéncia de um c¢* € (0,1) e Ly >
27 tais que d”(¢) < 0, para todo ¢ € (—1,¢*] U (¢*,1) e L > 27w e d”(¢) < 0, para
todo ¢ € (—1,1) e L € (2m,Lg). Esses fatos e as propriedades espectrais do operador
L. mencionadas anteriormente nos permitem concluir que n(£L.) — p(d”) é um namero
impar. Consequentemente, a onda periddica ¢ é linearmente instével para perturbacoes
restritas as fungoes periédicas pares. A instabilidade linear da onda ¢ juntamente com
o principal resultado em [123] por Shatah e Strauss (veja também [100, Teorema 3.2 de
Natali e Pastor) nos permitem concluir o nosso resultado de instabilidade orbital (nao-
linear) restrito ao espago das fungdes periddicas pares.

O Capitulo 4 tem por objetivo apresentarmos resultados relativos a existéncia e esta-
bilidade orbital de ondas estacionarias periédicas para a equagao fracionaria nao-linear de

Schrodinger no caso de focusing dada em (3).
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A equagao fracionéria nao-linear de Schrodinger foi introduzida por Laskin em [76] e
[77] e aparece em diversas aplicagoes fisicas como dinamica de fluidos, mecénica quéntica,
na descri¢ao de estrelas de Boson e dindmica de ondas de agua ([63] , [68] e [113]). Quando
s = 1, obtemos que (—A)®* = —A é o conhecido operador laplaciano e (3) se reduz a equagao
cubica nao-linear de Schrodinger no caso focusing. Até onde sabemos, existem muitas
aplicagoes para esta equacao especifica, como 6ptica, mecanica quantica, condensados de
Bose-Einstein, propagacao de feixe de laser e modelagem de DNA. Do ponto de vista
matematico, a equagao cubica de Schrédinger descreve ondas nao-lineares e fenémenos
dispersivos ondulatoérios.

Uma solugao de onda periddica estacionéria para a equagao (3) tem a forma
U({L’,t) = eiUJtSO(‘T)? (.CC,t) eR x R-i' (2())

em que ¢ : T = [—-m,7] — R é uma fungdo suave 2r-peridédica e w € R representa
a frequéncia de onda que ¢ considerada positiva. Substituindo (20) em (3), obtemos a

seguinte equagao diferencial com derivada fracionéria

(—A) ' +wp—¢° =0. (21)
A equagdo (3) admite as quantidades conservadas F, F' : Hy.,(T) — R que sao dadas
como
1 (" s 1,
E(w) =5 |(=A)2u]” = ul” dz
2 ). 2
e
F(u) = 3 |u|* de.

E para w > 0, vamos considerar o funcional padrao de Lyapunov definido como sendo
G := E +wF. Por (21), obtemos G’'(p,0) = 0, ou seja, (¢,0) é um ponto critico de G.

Além disso, o operador linearizado em torno do par (¢, 0) é dado por

L:=G"(,0) = (501 £02> (22)

em que
L1 =(—A) +w— 30 e Lo = (—A)* +w— > (23)

Para o caso s = 1, temos o trabalho pioneiro de Angulo [5] no qual o autor estabeleceu
resultados de estabilidade orbital para ondas estacionarias positivas e peridédicas com perfil
dnoidal. Para isso, o autor combinou a teoria classica de Floquet para os operadores de
Hill £1 e L2 em (23) com as abordagens de estabilidade de Grillakis Shatah e Strauss em
[56] e de Weinstein em [131]. No interessante trabalho de Gustafson et al. em [58], os
autores obtiveram solugoes de ondas periddicas cnoidais usando um método variacional
para provar resultados de estabilidade em relacao a perturbagoes com o mesmo periodo

L > 0 e resultados de estabilidade orbital no espago constituido por fungoes antiperiodicas
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com periodo % Referéncias adicionais sobre a estabilidade orbital/espectral de ondas
periodicas podem ser encontradas em [52], [53], [78] e [98].

Quando s € (0, 1), a estabilidade orbital de solugdes de ondas estaciondrias reais, pares
e anti-periodicas ¢ : R — C de (3) foi estudada por Claassen e Johnson em [34]. Os autores
determinaram a existéncia de solugoes reais através de um problema de minimizagao no
contexto de fungdes antiperiodicas (denotadas por L2(0, L)) e estabeleceram que o operador
linearizado associado atuando em L2 (0, L) ndo ¢ degenerado. Fazendo a suposigao adicional
de que % Sé Y?dz > 0 (a conhecida condi¢io de Vakhitov-Kolokolov), os autores foram
capazes de mostrar que 1 é orbitalmente estével em relagao a perturbacoes anti-periddicas
em um subespaco adequado de H*(0, L) n L2(0, L).

Nosso objetivo neste trabalho é mostrar que a solu¢do de onda estacionaria em (20),
em que p = ¢, : R - R é uma onda periddica positiva e single-lobe (ver Defini¢ao 4.2),
¢ orbitalmente estavel /instavel. Além dos resultados de estabilidade/instabilidade orbital,
nossa intencao é apresentar uma afirmacgdo precisa sobre a desigualdade de Gagliardo-

Nirenberg no contexto peridédico dada por

s 1 q-1 <
g o) < CU=D)EFlis_ oy 17105 iy + Ol Hha iy ¥ F € D). (20

Apresentamos agora os pontos principais do Capitulo 4. Primeiro, mostramos a exis-
téncia de uma solugao single-lobe periodica ¢ para a equagao (21). No entanto, uma vez
que nao é possivel determinar solugoes explicitas associadas a (21) a abordagem feita nesse
caso é um diferente da feita para as equagoes (5) e (15), a saber, a abordagem empregada
para (21) é baseada em um método variacional via um problema de minimizagao. Sendo
mais preciso, dado 7 > 0 fixado e seguindo argumentos semelhantes como em [96] e [97],

precisamos resolver o seguinte problema de minimizacao restrito

inf {Bw(u) = f [(=A)2ul? + wlu)® dz ; ue Hper o) f lul* dz = 7'} , (25)

U —T

em que w,7 > 0 e s € (1,1]. Diferente das abordagens [60], [96] e [97], vemos que

u € Hy,, . em (25) é complexo, entdo uma eventual solugao ® para o problema mencionado

¢ uma fungao de valor complexo. Aqui, Hp,, . representa o subespago de Hp

per,e composto

er
de funcoes pares. Para todo 6 € R, vemos que e ® também é um minimizador para
6o

(25), entdao podemos assumir ® = "0, em que 0y € R é um niumero real fixo e ¢ é uma

fungao 2m-periodica com valor real (consulte Observagoes 4.4, 4.5 e 4.6 na Segao 4.1.1 para
detalhes adicionais). Essa suposigao permite considerar uma solugao de valor real ¢ € Hy,,
para o problema (25) que é par. Além disso, podemos considerar que ¢ tem um perfil
single-lobe para todos w > % (ver Proposigao 4.7).

Outra maneira de construir solugdes periodicas reais para a equagao (21) pode ser

determinada usando a teoria da bifurcagao local e global em [30]. Primeiro, construimos

solugoes periodicas de pequena amplitude de forma similar a [28] de Bruel e Dhara (veja

1

também [97] por Natali, Le e Pelinovsky) para w > % e proximo ao ponto de bifurcagao 3.
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Usando o fato de que ¢ minimiza o problema (25), vemos que n(£) = 1. Como £ em

(22) & um operador diagonal, é possivel obter pelo fato (L1p, )2

per

= —2lelly <0 aque
n(£y1) = 1 en(Ly) = 0. Isto significa pelo fato de Lap = 0 que 0 é o primeiro autovalor
para Lo. Uma simples aplicacdo do Teorema da Oscilagao (em [62]) nos da ¢ > 0, de
modo que a solugao é positiva. Em seguida, usando alguns fatos relativos a teoria dos
operadores positivos como em Albert [1], o Teorema da Oscila¢ao e fato de ¢ ser uma
solugao single-lobe positiva, obtemos z(L£1) = 1, ou seja, Ker(L1) = [¢']. Todos os fatos
relativos a andlise espectral para os operadores £ e Lo em (23) nos permitem concluir
que n(L£) =1ez(L) =2, ja que L em (22) é um operador diagonal. Em particular, como

z(L1) = 1, podemos usar o Teorema da Funcao Implicita para construir uma curva suave
w e (%, +OO) — 0 =, € ngr (26)

de ondas periodicas pares e positivas com periodo fixo que resolve (21). Esse fato nos

1

permite considerar a fungdo d : (5,00) — R por

d(w) = E(p,0) + wF(p,0)

e, consequentemente,
d”( ) 1 d L
w)=-—

2 dw 0

que nos possibilita estudar a convexidade da funcao d apenas analisando o sinal da quan-

tidade
= i JW 2 dx
q:= 7o _ng .

A estratégia para provar a estabilidade orbital é baseada em uma adaptacao dos argu-

O’ dr, we (3,90).

mentos em [56] por Grillakis, Shatah e Strauss e [101] por Natali e Pastor (veja também
[98]), no contexto periddico. Observemos que n(£) = 1 e z(£) = 2 sdo Tteis para con-
siderar a soluc@o de onda estacionaria em (20) contendo apenas uma simetria (rotagao),
mas a estabilidade orbital pode ser considerada com a 6rbita gerada pela onda ¢ contendo
duas simetrias (a saber, rotacao e translagao). Para isso, precisamos empregar o resultado
de estabilidade em [101]| e a existéncia de solugdes globais no tempo sao fundamentais
para nossa anélise. Como podemos obter um resultado global de boa colocagao para o
caso s € (3, 1) de acordo com a desigualdade (24), a estabilidade orbital da onda pode ser
estabelecido desde que a condigao de Vakhitov-Kolokolov q > 0 seja satisfeita.

Com relagao a instabilidade orbital, podemos aplicar o teorema de instabilidade em [56]

2
per,e*

e o fato de que n(L) = z(L£) = 1 sobre o espago L Observemos que a instabilidade

orbital no espago H,, . serd considerada na orbita gerada por uma tnica simetria. Mesmo
considerando um subespago menor, a instabilidade orbital pode ser considerada em todo o
espago de energia HJ,, e a Orbita gerada pelas duas simetrias. Para isso, o unico requisito
é que q < 0.

Para obter o sinal da quantidade q € R usamos uma abordagem numérica, que foi

realizada em parceria com H. Borluk e G. Muslu (veja [12] e [21] para mais detalhes
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adicionais). Para isso e sendo mais preciso, primeiro usamos o método de iteragao de
Petviashvili para gerar as solugoes periddicas de ondas estacionarias da equacao fracionaria
de Schrodinger. Entao verificamos se S:r ©? dx estd aumentando ou diminuindo em relacao
aw > % para determinar o sinal de q € R. De modo que verificamos numericamente que
q <0 para s € (0,%) ew > %,existe s* ~ 0.6 tal que q > 0 para s € [s*,1) e w > % e para
s € (%,s*) existe w, > % que cumpre q < 0, caso w € (%,wc) eq >0, caso w € (wc,oo).
Tais conclusoes, pelo descrito anteriormente, sdo fundamentais para a obtencdo dos nossos
resultados de estabilidade e instabilidade orbital.

Com isso, finalizamos a nossa breve abordagem a respeito dos topicos acima comenta-
dos. Nos capitulos seguintes, temos a descricao completa e detalhada do que nos propomos
a fazer. O Capitulo 1 é dedicado a uma sucinta descrigao de alguns fatos basicos e notagoes
que usaremos ao longo do trabalho, o Capitulo 2 é voltado ao estudo da equagao cubica de

Klein-Gordon, o Capitulo 3 tem como tema central a equagao quintica de Klein-Gordon e,

concluindo, no Capitulo 4 lidamos com a equacgao cubica fracionéaria de Schrédinger.
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Capitulo 1

Fatos Basicos e Notacoes

Seja L > 0 um numero real fixado. Para um nimero real s > 0, o espago de Sobolev

periodico real/complexo H.. ([0, L]) pode ser definido como

H; ([0, L]) = {feLz ([0,L]) 5 f =] faOn, Z|n|28|fn|2<oo}, (1.1)

nez nez
em que, para f € L?([0,L]) := {f — C; f é mensuravel e |f|? ¢ integravel},
2minx 27'rznz
On(x)=e T Jf dr, neZ,xeR

sao os coeficientes de Fourier de f. Quando nao houver perigo de confusao, omitiremos
o intervalo [0, L] do espago H;([0, L]) e denotaremos simplesmente por Hj... O espago

Hj, € um espago de Hilbert com produto interno e norma denotados, respectivamente, por

(-, )ms : Hy x HSy — Cee || |gs - Hi,, — R. Em especial, se s = 0, entao HJ ([0, L])

é isometrlcamente isomorfo ao espago L2([0, L]) e nesse caso escrevemos a identificacio
H?. ([0,L]) = L?..([0, L]). Também, introduzimos

per per
Hyerl ﬂ per(

Mais detalhes acerca das estruturas dos espagos mencionados anteriormente podem ser
encontramos em [117, Segao 5.10] e [106, Secao 3.6]. As vezes para simplicar a escrita para
nos referirmos que uma fungao f : R — C é periddica de perfiodo L > 0 escrevemos apenas
que f é L-periodica.

Complementamos que, para p = 1, consideramos o espago
L ([0,L]) = {f : R — C; fé L-periodica e oy € LP([0,L])} !

equipado com a norma natural

I 1
£z, = \pr=(f0 \f(x)\pd:c> v fe 12,([0.1).

'Uma descricio mais formal por ser encontrada em [51, Paginas 238 e 239]

15
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E no caso particular p = 2 o produto interno em Lper([(), L)) é dado explicitamente por

(F.9)mo = (f.9)12 = f f(2)g(@) dx, ¥ f,g € L2.([0, L]).

E importante salientar ainda que, por [106, Proposicdo 3.193| e [3, Teorema 5.1|, &

valida a seguinte cadeia de imersoes continuas, densas e compactas

H'\ o~ HS, > L%, V7,5>0 r>s. (1.2)

per per per»

Ainda, pelo Lema de Sobolev ([106, Teorema 3.195|) ocorre a imersao continua

H5 > Coer([0,L],C), Vs > 1. (1.3)

per

Também, de [117, Teorema A.1] e |2, Corolario 13.3], temos as imersoes continuas

H I Li, Yp,qe([l,o], p=>q. (1.4)

per per

De modo particular, quando s = m € N, de acordo com [106, Proposicao 3.194],
f € Hp, se, e somente se, @) e Lger, j€{0,1,--- ,m}, sendo @) a derivada de ordem

j€{0,1,--- ,m} vista no sentido distribucional (veja [106, Definigao 3.29]) e a norma em

H7e, pode ser escrita como

| £l rm = (Z Hf‘”!l%z) YV fe . (1.5)
j=0

Notemos que se f € H, per, com s =1, entdo em virtude de (1.3) e [106, Proposicao 3.32],
temos que derivada f(!) coincide com a derivada classica f’ de f.

E quando s € (0,1], de acordo com [13], a norma em H;, pode ser escrita como

Il = (1A £+ 1F12:)7 ¥ f € 22 (1.6)

em que
( A) Hggr([ovL]) = le)er([()? L]) - le)er([()? L])
¢ o laplaciano fracionario definido via série de Fourier, para todo f € H25.([0, L]), por

~ 2min
AV IE) = 3 () Fn)e ™, v e R (L7)
nez
Aqui, F : Lper([O L)) — (%(Z) definida como F(f) = . para todo f € Lper([O,L]), éa
transformada de Fourier agindo em L2 ([0, L]), de modo que podemos escrever f f(n) = fn,

para n € Z e com

1
2
(2) = a = (an)nez < C; |ape = (Z ]an]2> <o

neZ

2Para evitar confusdes, convém enfatizarmos que em virtude de [106, Corolario 2.54 ¢ Corolério 2.56],
que as normas dadas em (1.5) e (1.6) coincidem no caso s = m = 1.
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conhecido como espaco das sequéncias de Hilbert. Para detalhes acerca da transformada
Ser (consulte [106, Segdes 2.2 e 2.3]).

Outro modo ainda (por vezes mais conveniente) de se definir o laplaciano fracionério é

de Fourier agindo em L2

via multiplicador de Fourier, para todo f € Hggr([O, L]), como

(A f(n) = |20 F(n), nez. (1.8)

Detalhes adicionais acerca do laplaciano fracionario (no contexto periédico) podem ser
encontrados em [118].

Para s € [0, 0] denotamos por

pere : {fE per7 f épar}, Hperm = {fe pera (fa 1)L2 :O}
peroz {fEL o 3 f éimpar} e pe”n: {feLpelH (f,1)2 = 0}.

Para s > 0 no que se refere o espago de fungoes de média zero Hp, ,, convém ressaltar

que tal espago ¢ um subespago fechado de Hp,,. E isso se da pelo fato que definindo

K : H5,, — R por K(f) = (f,1)r2, entao K é um operador fechado, pois é continuo

per

(veja [22, Observagao 6, Capitulo 2|), e o nticleo de K coincide com H

per,ms O que mostra

que H? c Hj,, & fechado. Ainda, se s € (0,1], entdao em H, ¢ valida a Desigualdade

per,m per,m

de Poincaré dada por

L2s
HfHL2 = ( 7_‘_)28 H( ) fHL27 er perm? (19)
De fato, dado qualquer f € Hy,, ,, © Hy, ([0, L]), por (1.8) e pela Identidade de Parseval

([106, Corolario 2.54]), vemos que

M\Cn

(L) )(=A)3 f|2,

REDN[ESE

nez

) H%nl?(n)lz

nez
LY )| f(n)?

neZ

Disso e pela Identidade de Parseval, obtemos

£ = L[ f1% = LY 1) < L3 17 n))? = (L)% 1(=A)% f]122.

neZ neZ

como afirmado.

Usando (1.9) nao ¢ dificil verificar que

(fa ) Hierm = ((_A)gfa(_A)% )L2 Vfage perm

3 S
define um produto interno em Hp,, ... E, consequentemente,

11 g o= 1(=2)2 fll20 ¥ f € Hiyern (1.10)
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s . . . s
define uma norma em HJ,, ,, equivalente ao induzido de Hp,.

Quando necessario e como podemos identificar C = R? e as notacdes acima também

podem ser no caso vetorial/complexo na seguinte maneira: para cada f € Hj, x Hp,

escrevemos f = f1 +ifa = (f1, f2), em que f; € Hj,, j = 1,2. Ocasionalmente por

conveniéncia usamos as seguintes notacoes

H =H: xH° H° =HS_ xHS IL* =1I?> xI[?> e L*>. _=1L2__xIL?

per per pers> “+per,e per,e per,e’ “~per per per per,e per,e per,e*

De maneira geral, || : M — R denota a norma do espago normado M = (M, |- | ar)-
E dados my,meo,--- ,m, € M, para n € N fixo, escrevemos
[m1,ma, -+ ,my] = {aami + agma + -+ apmpy € M 5 aq, 0, -+, ap € K},

com K =R ou K = C. E dizemos que um subconjunto A € M é limitado longe do zero se
inf{|z|a € Ry ; € A} # 0. Dessa forma, uma sequéncia (zp)ney € M ¢é limitada longe
do zero se, e somente se, inf{|z,|rr € Ry ; ne N} # 0 (veja [72, pagina 273]).
Adicionalmente, dado um outro espago normado N = (N,| - |n) e um um operador
linear A : D(A) € M — N, em que D(A) representa o dominio do operador A, denotamos
por R(A) c N e Ker(A) c M aimagem e o nucleo de A, respectivamente. Adicionalmente,
dado um subespaco P — D(A) denotamos por Ajp como sendo o operador A restrito
ao subespaco P, em outras palavras, Ap := A: P € D(A) € M — N. Também,
indicamos por n(A),p(A) € N e z(A) € N o nimero de autovalores negativos, nimero
de autovalores positivos e a dimensdo do nicleo do operador A, respectivamente. Ainda,
se H = (H,(-,-)g) é um espago de Hilbert e H = M = N, entdo representamos por
p(A),0(A),04isc(A) © C e ges(A) = C o conjunto resolvente, o espectro, o espectro
discreto e o espectro essencial de A, respectivamente, (veja a definigdo mais detalhada em

[73, Definigao 7.2-1| e [15, Definigao B.44|) de modo que vale a decomposigao
0(A) = dgisc(A) U Tess(A). (1.11)
No que concerne um operador linear A : D(A) < L2, — L2, escrevemos A, para

per per»

indicar o operador A restrito ao espago D(A) n L2 . . e A, para representar o operador A

restrito ao espago D(A) n L2, . Notagdo andloga para L2, x L2_ ao invés de L2,

Além disso, se H = (H, (+,-)gr) ¢ um espago de Hilbert e M — H, ent@o escrevemos
Mt ={veH; (vym)g =0, ¥Vme M}

denominado complemento ortogonal de M.

Agora, estabelecemos algumas propriedades bésicas referentes a integrais elipticas e

™

fungoes elipticas de Jacobi. Para ke (0,1) e € [O, 5], as integrais

0 dd 0
F(0,k) = Jo o)) e E(6,k)= Jo 1 — k2sen(d) dv (1.12)
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sao as integrais elipticas completas de primeira e segunda espécie, respectivamente, e de-

notamos por K(k) = F (5,k) e E(k) = E(%,k), de modo que K,E: (0,1) c R — R.

Fundamentados nas integrais elipticas, acima apresentadas, definimos as funcoes elip-

ticas de Jacobi. Para k € (0,1) fixo e y € [0, 1] consideremos

v dt 0 v B
ulysk) = L VAo _re L () oK)

em que 0 € [0,%] satisfaz y = sen(f). Sendo k € (0,1) fixo, a fun¢do u é estrita-
mente crescente na variavel y e a inversa de u define a funcao snoidal que é descrita por
sn(u; k) = sen(f) e § = am(u; k) é designada como a fungdo amplitude de u. As outras
duas funcgoes elipticas béasicas, as func¢oes cnoidal e dnoidal, sao definidas, respectivamente,

em termos da snoidal da seguinte maneira:

en(u; k) = A/1 —sn?(u;k) e dn(u;k) =+/1 — k2sn2(u; k). (1.13)

Desse modo, para k € (0,1), os simbolos sn(-;k),dn(-; k) e cn(-; k) representam as fun-
¢oes elipticas de Jacobi do tipo snoidal, dnoidal e cnoidal, respectivamente. Também,

ressaltamos que as fungoes elipticas de Jacobi sao estendidas periodicamente de forma

sn(u; k) = sn(u + 4K (k); k), cn(u; k) = en(u + 4K(k); k) e dn(u; k) = dn(u + 2K(k); k).

(1.14)

As fungoes dn(-; k) e en(-; k) sdo pares, enquanto que sn(-; k) ¢ uma fungao impar. Quando

o contexto nos permitir, omitimos o parametro k € (0,1) e escrevemos apenas sn, dn e cn

para denotar as fungoes snoidal, dnoidal e cnoidal, respectivamente. Para uma defini¢ao

precisa e propriedades adicionais de integrais elipticas e fungoes elipticas de Jacobi consulte
[23] ou também [31, Segao 2.3|.

Por fim, dado z = a + ib € C, para alguns a,b € R, escrevemos Re(z) = a, Im(2) = b

e |z| = Va2 + b2 € R, para representar a parte real, a parte imaginaria e o modulo,

respectivamente, do nimero z € C.



Capitulo 2

Instabilidade Orbital de Solucoes do
tipo Onda Viajante para a Equacao
Cubica de Klein-Gordon

Neste capitulo, mostraremos a existéncia e estabilidade orbital de solugdes do tipo

ondas periddicas viajante para a Equagao Cubica de Klein-Gordon
Ugt — Uy +u — u® = 0, (z,t) e R x Ry, (2.1)

em que u : R x Ry — R é uma funcao periédica na varidvel espacial e com periodo L > 0
fixado. Antes de comecar necessitamos dar sentido formal ao conceito de ondas do tipo

viajantes.

Definigao 2.1 (Onda Viajante). Uma fungao u : R x Ry — R é dita solug¢ao do tipo onda
viajante periodica, com periodo L > 0, de (2.1) se existem c€ R e ¢ : R — R uma funcao

suave e periddica de periodo L > 0 de modo que
u(z,t) = p(x —ct), (z,t)eR xRy (2.2)
solucionando (2.1) no sentido usual.

E bem sabido que (2.1) pode ser visto como um sistema Hamiltoniano abstrato. Mais

J:=<_01 é) (2.3)

vemos que (2.1) pode ser escrita como

precisamente, definindo

%U(t) = JE'(U(t)), teRy (2.4)

em que U = (u,u;) =: (u,v) € X, com X := H ([0,L]) x L2, ([0,L]) e B’ : X — X'

per per

indicando a derivada de Fréchet da quantidade conservada E : X — R dada por

E(u,v) = ;LL [ui +v? +u? <1 — “;)} dz. (2.5)

20
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Nesse caso, E’ é dada explicitamente por

E'(u,v) = (“ —ut - “m> . (2.6)

Ug
Além disso, (2.1) também admite a quantidade conservada F' : X — R definida por
L
F(u,v) = f uzpv de. (2.7)
0
de modo que F’ : X — X'’ é também dada explicitamente por

F'(u,v) = <_”x> . (2.8)

Uy

Suponhamos que (2.1) admita solugoes do tipo onda viajante da forma (2.2), como dada
na Defini¢ao 2.1. Substituindo o perfil (2.2) em (2.1) temos a seguinte equagao diferencial
ordinaria

—we" +o—¢* =0, (2.9)
com w:=1—c? € (0,1], ou seja, ce (—1,1).

Dessa forma, na secdo subsequente nosso objetivo é estabelecer existéncia de solugao
para a equacao diferencial dada em (2.9). E, consequentemente, estabelecer também a

existéncia de solugoes ondas viajantes de (2.1), no sentido da Definigao 2.1.

2.1 Existéncia de Ondas Viajantes do Tipo Cnoidal

Nosso proposito nessa segdo é apresentar alguns fatos no que tange a existéncia de
solugoes periddicas ¢, := ¢ : R — R para a equagao diferencial ordinaria nao-linear escrita
como

—wp” +o— ¢ =0, (2.10)
em que w:=1—c?ece(—1,1),isto &, we (0,1].

Para tanto, multipliquemos ambos os lados da equagao por ¢’ e integrando o resultado
sobre o intervalo [a, (), com a,( € R arbitrarios, obtemos a equagao diferencial ordinaria
(2.10) na forma de quadratura como

1
(¢) = o (2" — ¢ +44), (2.11)

em que A = A, € R é uma constante de integragio arbitraria. Notemos que se definirmos
P(\) := =M +2)\2 444, V A eR, (2.12)

entao
1
(¢ = 5-P(pe). (213)
Suponhamos que o polinémio P tem 2 raizes complexas da forma +if3; € C e duas

raizes reais + € R. Nesse caso, por (2.12), podemos escrever

P(A) = (N +8D)(B3 — A?), VAeR.
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Sem perda de generalidade, suponhamos que 82 > 0. Disso e a partir de (2.13) resulta que
o(x) € [—p2,B2] para todo € R. Assim, ondas periodicas que mudam de sinal, com

propriedade de média zero, fazem sentido em nosso contexto (veja Figura 2.1) .

Figura 2.1: Comportamento do polinémio P. A existéncia do intervalo pontilhado
[—f2, B2] possibilita considerarmos solugoes que mudam de sinal.

Posteriormente, devemos notar que, para todo A € R,
P(A) = (N +87) (A = B3) = X = 8302 + BTA? — 8785 = X + (BT — B3)A° — B3,
o que, por igualdade de polindémios e (2.12), implica

B3—pt=2 e pIB3=4A.

Definamos,
W(@) = —p(z), ¥z e R, (2.14)
65
Substituindo (2.14) em (2.13), vemos que
ne_ B3 (o B 2
W) =-5; (w + ﬁ%) (v*—1). (2.15)

Na sequéncia, definamos implicitamente 7 : R — R por

V?(z) = cos?(n(x)) (2.16)

de modo que n(0) = 0. Notemos que diferenciando a rela¢ao acima, pela Regra da Cadeia,

2

temos que 2y7)’ = —2cos(n)sen(n), o que gera (1')? = sen?(n)(n')%. Substituindo essa

tltima igualdade em (2.15), segue que

o - -2 cost(n) + 21 ) (cost )~ 1),

2w sen?(n) B2

e usando a Identidade Trigonométrica Fundamental, determinamos que
2 2
()2 = PP (2 sen? (), (27)
2w

com ) )

P2 B (0,1), (2.18)

BB 283 -2
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2 2
uma vez que Sy > /2, pois B3 — 32 = 2. Denotemos por b? := % Assim, de (2.17)

resulta que
/

n
Vb2,/1 — k2 sen?(n)

1= (2.19)

e donde decorre

R R 7(s) .
fo bds = mf VIl

com z € (0,L). Uma mudanga de variavel nos permite escrever

n(z) dt
N JO Niererroie F(n(z), k) (2.20)

em que a ultima igualdade ocorre devido a definicao da integral eliptica de primeira espécie
dada em (1.12) ou também [23, Férmula 110.02]. Como F(n(x), k) = sn~!(sen(n(x)); k) a
partir de (2.20) deduzimos que

sen(n(z)) =sn(Vb2-z:k) = sen’(n(x)) = sn?(ba; k).

Disso, de (2.16), da Identidade Trigonométrica Fundamental e de [23, Formula 121.00],

podemos concluir, para todo x € R, que
V3 (z) = 1 —sen®(n(z)) = 1 —sn?(bx; k) = cn®(bx; k).
E por consequéncia de (2.14), temos
o(x) = ayp(z) = Pacn(bx; k), ¥V x € R.
Por fim, estabelecemos que uma solucao explicita da equagao (2.10) é dada por
o(r) = p(x) = Baen(bx; k), Ve eR

em que ce (—1,1),

k2 = /283 e bQZ@,
2085 — 2 w

Sabemos que a funcao cnoidal tem periodo 4K (ver (1.14) ou |23, Pagina 19]) e, dessa

forma, se L. > 0 denota o periodo miniminal de ¢., entao

L= ARK) WY e ke (01)

NS

> 0, vemos que a priori o periodo de ¢, depende de ¢ € (—1,1).

e como w = 1 — ¢?

Provemos agora que dado L > 0 existe uma familia de ondas viajantes com diferentes
velocidades e de mesmo periodo L > 0.

De fato, inicialmente devemos salientar que

1
k — —, quando By — e k —> 1, quando B2 — V2

V2
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e, como consequéncia,
L. — 0, quando B2 — o e L. —> o, quando By — /2

o que nos permite concluir 0 < L. < oo, para todo ¢ € (—1,1).
Definamos Q := {(ﬂg,c) eR?; ce(-1,1),5 > \/5} Claramente, = R? é aberto e

definamos também a aplicacao
r'QcRkR?*—R

(B2, ¢) —>

Seja L > 0 arbitrariamente fixado. Devido ao fato que 0 < L. < o0 e L, ser uma funcao
estritamente decrescente (isso sera mostrado depois), para ¢ € (—1,1), existe cg € (—1,1)

tal que L., = L. Afirmamos que, para qualquer (82,c¢) € Q,

d d
Lo = gz e <0 (2.21)

Com efeito, a partir de (2.18), temos que

Vek 1
Ba  NBE-1

Nesses termos,

d 4w 424wk k: <\f k)
el = K(k = —k +4vwK(k
44/2 k
= d [kk’ K'(k) + K K(k) — — K(/{:)}
165 B2

em que, com certo abuso de notacao, k' := Lk(ﬁg). Com intuito de provarmos (2.21),
tendo em vista que 4\/% > 0, temos que provar que

/ / / k

kk'K'(k) + k' K(k) — ﬁ—K(k‘) < 0.
2
Para tanto primeiro lembremos que, por [23, Féormula (710.00)],
E(k) — (1 —k*)K(k)
A
e, além disso, p
1

—k —_—.

a5\ =~ -1y
Dessa forma,

k kk'E(k) k
kK K'(k) + K K(k) — —K(k) = ——=- K(k
() + KK (K) = 5K () = o = 5K
= — E(k) _k K(k).

V2B -1 -k) B
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. 3
Desse fato e em virtude de E(k) > 0,K(k) >0, (82 —1)2(1 —k?) > 0e ,3% > 0 para todo
k€ (0,1), segue que
k
kk' K' (k) + K K(k) — — K(k) < 0,
2

como querfamos. Dessa maneira,

d d
%LC = %F(BQ,C) < O, V (52,6) € Q

Portanto, pelo Teorema da Fungao Implicita ([125, Teorema 2-12]), existe um intervalo
J(cp) < (—1,1), sendo uma vizinhanga do valor ¢y € (—1,1), e uma unica funcao
A J(co) = (v/2,0) de modo que

I'(A(e),c) = L, Y ce J(cp).

Como ¢ € (—1,1) =: I foi escolhido arbitrariamente, segue da unicidade da fungao A, que
podemos estender o seu dominio de defini¢do em todo invervalo I = (—1,1). Colecionando

todas as informagoes acima, podemos estabelecer os seguinte resultado.

Proposigao 2.2 (Curva Suave de Ondas Cnoidais). Seja L > 0 arbitrariamente fixado. Se

ce (—1,1), entdo existe um tinico B2 € (v/2,0) tal que a onda cnoidal, dada por

ve(z) = Paen(bas k), xeR (2.22)
em que
s B B-1_ B
203 —2 w 1—¢2’

¢ uma solugao periodica para (2.10) com periodo minimal L > 0. Adicionalmente, a curva
de solugoes

CGI:(_Ll)'—’@c:(PGHQ ([O,L])

per

é suave.

(a) Solugéo ¢ com k =09 e L = 2. (b) Solugao ¢ com k = 0.8 ¢ L = 10.

Figura 2.2: Comportamento de ¢.
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Observagao 2.3. Seja L > 0 fixo. Para ¢ € (—1,1) a solucao dada em (2.22) pode ser

escrita em termos do médulo k e (%, 1) como

De fato, uma vez que

obtemos

Por outro lado,

implicando que

Além disso, a velocidade da onda ¢ € (—1,1) e w = 1 — ¢? € (0,1] dependem de

ke (\%, 1) € Sa0 expressos por

1+/(—(2k2 — 1)(—32K(k)2k2 + L2 + 16 K(k)?2))
€= (2k2 — 1) K(k) (2.23)
’ 1 L?
YT 6Kk — 1) (2:24)
O

«««««

Figura 2.3: Comportamento de w > 0, com k € (%, 1) e L =10.
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Observagao 2.4. Se considerarmos c € (0, 1), como dado em (2.23), entao vemos que

c <1

C1/(—(2K2 — 1)(—32K(k)2k2 + L% + 16 K(k)?))
! (2k2 — 1) K(k)
(—(2k% — 1)(—32K(k)*k* + L* + 16 K(k)?)) < 16(2k* — 1)2 K(k)?

—(—32K(k)*k* + L? + 16 K(k)?) < 16(2k* — 1) K(k)?
16(2k* — 1) K(k)? — L* < 16(2k* — 1) K(k)?
—L? <.

¢ ¢ ¢ 0

O que implica que o periodo L > 0 pode ser escolhido em (0,00) c R, quando k € ( L 1).
O

©

Observagao 2.5. Devemos ressaltar que a solugao ¢ com perfil cnoidal determinada na
Proposigao 2.2 tem e propriedade de média zero, ou seja, (¢,1)r2 = 0 e isso é um con-
sequéncia imediata de [23, Formula (312.01)]. U

2.2 Anailise Espectral

Seja L > 0 fixado. Para c € (—1,1), consideremos ¢ = ¢ € H3, ([0, L]) a solucio
periodica com perfil cnoidal de (2.10) dada na Proposigao 2.2. O nosso objetivo nessa
subsecao é estudar o espectro nao-positivo do operador linearizado

L: H?

per

([0, L]) x Hpe, ([0, L]) & Lie, ([0, L]) — L3 ([0, L])

per per per

dado por
—02 —-3¢% +1 Oy
L= . (2.25)
—COy 1
O operador £ em (2.25) é obtido considerando as quantidades conservada E e F' de-
finidas em (2.5) e (2.7), respectivamente. Sendo mais preciso, definindo o funcional de

Lyapunov G = E — ¢F, temos G' = E' — cF’ e, em razao de (2.6), (2.8) e (2.10), inferimos

3 /" " 2\, M 3
/ no_ (=9 ="\ [\ (A=) o=\ _ (0
G'(p,cp’) = < ! ) C( v >_< cp! — ey )_<O )

ou seja, (¢, cy’) ¢ um ponto critico do funcional G. Ademais,

que

L~G"(p,cp) (2.26)

em que ~ significa que estamos identificando o operador £ com G”(p,cy’) por meio de
um isomorfismo de Riesz conveniente (detalhes em [124, Lema 3.3|) e ainda, por (2.10),
vemos que (¢', cp”) € Ker(L). Vemos também que como decorréncia de (2.26) e do exposto

em [15, Pagina 92| que o operador £ ¢ um operador auto-adjunto, logo o(£) < R . De

Veja [73, Teorema 10.4-2]
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forma complementar, o espectro de £ é um conjunto discreto em R. Com efeito, primeiro
lembremos que, por (1.11), vale (L) = 04gisc(L£) U 0ess(L). Agora, dado ¢ € p(L) pela
defini¢ao do conjunto p(L), temos que o operador

RO = (£~ (L) s By — iy x i < L

¢ bem definido e ¢é limitado. Como as imersoes ngr — Lger e ngr — L%er sao com-
pactas (veja (1.2)) dada (fn)neny © D(R(C)) limitada podemos extrair uma subsequéncia
convergente de ((£ — (1) (fu))nen © L3, ou seja, R(¢) ¢ um operador compacto.
Equivalentemente, £ tem resolvente compacto. E por consequéncia de |65, Teorema 6.29,
Capitulo 3], inferimos que oess(L) = & e 0(L) = 0qisc (L) consistindo de autovalores isola-
dos, com multiplicidade finita. Em outras palavras, o espectro de £ é um conjunto discreto
(e donde enumeravel, veja [85, Corolario 2, Capitulo V, Secao 3|), como afirmado.

Na proxima subsecao vamos explorar mais algumas propriedades espectrais tuteis rela-

cionadas ao operador £ em (2.25).

2.2.1 Propriedades Espectrais

As informacoes espectrais do operador £ estdo intimamente relacionadas com as do

operador L;: ngr([(), L)) c L%er([(), L)) — L%er([(), L)) definido como
L1 =—wd—3p%+1, (2.27)

com w = 1—c? e (0,1]. Com efeito, a forma quadratica associado ao operador £ ¢ dada

explicitamente por

Q(u,v) := (E(u, v), (u,v))Lng2

—u" - 3¢2u+u —I—cv’,u)L2 + (— cu’ +v,v)L2

—u" = + Au — S@Qu +u + cv', u)L2 + ( —cu + v, U)L2

1— A" — u’ — 30%u+u + v, u)L2 + ( —cu' + v, U)L2 (2.28)

1-— 02)u” — 3902u + u, u)L2 + ( — "+ cv', u)L2 + ( —cu + v, ’U)L2

L
= f (wu'2 +u? — 3g02u2) dz + ch' — vHiQ

= Q) e ol () e D)

em que

L
Q1(u) := f (wu'2 +u? — 3(,02u2) dr, YV ue ngr([(), L])
0

representa a forma quadratica associada ao operador L£1. Desse modo, a ideia inicial é
estudar o espectro nao-negativo do operador £;. E na sequéncia procederemos a fim de
contar o nimero de autovalores negativos do operador L e provar que seu nucleo é simples,

com Ker(L) = [(¢/, c”)].
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Para comegar observermos que derivando (2.10), obtemos

n

L1(p)) = —wp” + ¢ — 3902@/ =0 (2.29)

isto &, A = 0 é autovalor de £; com autofuncao associada ¢’. Na sequéncia, temos por
[15, Teorema 11.21] que £; é auto-adjunto e sendo um operador de Hill, o Teorema de
Oscilagao ([90, Teorema 2.1|) nos garante que o espectro de £; é formado por uma sequéncia

(An)nen < R de autovalores que satisfaz
AN <A< A<AaSg< s <A1 <Ao< 00, (2.30)

em que a igualdade A\o,—1 = Aop, para algum n € N, significa que o autovalor é duplo?.
Agora, de (2.29) é facilmente visto que ¢’ € Ker(£y). Adicionalmente, a sequéncia dada
em (2.30) forma um conjunto discreto. Com efeito, é sabido, de (1.11), que ocorre a
decomposigao espectral dada por o(L1) = 0qisc(L1) U 0ess(L£1). E, como anteriormente,
usando a imersao compacta ngr — L%er, ¢ possivel provar que £; tem resolvente com-
pacto. E por consequéncia de [65, Teorema 6.29, Capitulo 3|, inferimos que cess(L1) = &
e 0(L1) = oaisc(£1) consistindo de autovalores isolados (com multiplicidade finita) e, logo,
o(L1) & um conjunto discreto como afirmado. Por outro lado, como A = 0 € Ker(£;)

podemos concluir em razao de [75, Teorema 4.4], que R(L1) < L2, é um conjunto fechado.

Consequentemente, por |15, Observagao B.29], é valido
Ker(£1) = R(£1)* e Ker(£1)" = R(Ly). (2.31)

Além disso, uma vez que ¢’ tem exatamente dois zeros no intervalo semi-aberto [0, L)3e
em virtude de [90, Teorema 2.14] (ou [48, Teorema 3.1.2|) temos que o zero é o segundo ou
terceiro autovalor de £1. O préximo resultado nos diz que o zero é na verdade o terceiro

autovalor.

Lema 2.6. Seja L > 0 fixado. Se c € [0,1) e ¢ = . € Hp, é a solucdo cnoidal obtida
na Proposigao 2.2, entdo o operador £1 em (2.27) tem exatamente 2 autovalores negativos
que sao simples. O zero ¢ um autovalor simples com autofun¢ao associada ¢’. Ademais, o
restante o espectro é constituido por um conjunto discreto de autovalores e limitado longe

do zero.

Demonstracao. Inicialmente, consideremos o seguinte problema de fronteira associado ao

operador Lq:

{ﬁl(f) =\f (2.32)

fO)=f(L) e [f(0)=f(L),
comAeRe fe Hgor. Conforme a Proposigao 2.2, a solugao ¢ € Hpg, pode ser escrita como

o(x) = Baen(bx;k),comz e Rek e (\%, 1). Tendo em vista, para x € R, a transformacao

2Mais informagdes acerca de £ pode ser encontrado, por exemplo, em [103].
L

*Toda fungdo fmpar e L-periédica tem dois zeros no intervalo [0, L), a saber z =0 e z = .
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U(z) = f(b~'2) temos que V" (x) = b=2f"(b~'z). Assim,
Li(f) =M = —wf' =3¢+ f=\f
= —wf’(b7lz) = 3B3cn?(z; k) + f(b1x) = \f(blz), zeR
= —wf’ —365(1—sn?) - f+f=\f

~ _(5?2)2_ Dy (32— 14 ) + 383502 f = 0
(382 -1+ 368 o, _
- & 7 f_ﬂg_lsn =0

Desse fato e como, de acordo com a Observagao 2.3, temos

52:ﬂ’ k:e(i 1)

262 — 1 V2’
obtemos
W 2.2 1
Li(f)y =X = @—&-(p—Gk sn”) ¥ = 0, ke<ﬁ,1>
em que
A+382—1
= ———=—cR. 2.33
-1 © (233)

Nesses termos, determinamos o seguinte problema equivalente a (2.32):

(2.34)

"+ (p—6k*sn?) U =0
(0) = ¥(4K) e V'(0) = ¥'(4K)

que é uma equacgao chamada Forma Jacobiana da Equacao de Lamé, a qual é em um certo
sentido mais vantajoso de se lidar, pois tem autovalores p € R bem conhecidos, a saber,
(2.34) tem os 5 primeiros autovalores p € R conhecidos (veja, por exemplo [5] ou [66]) que,

para k € (0,1), sao dados por

po = 201+ k =1k + kY (2.35)
pr = 14Kk (2.36)
pr = 1+4k? (2.37)
ps = 44k (2.38)
e pi o= 204+ +1—k2+ kY (2.39)

que sao todos simples e com autofuncoes dadas, respectivamente, como

1
= Klsn®(z;k) — —(1+ k% + /1 — k2 + k%)

po(z) 3
¢1(z) = (sn(zk))
¢2(z) = (cn(z;k))
¢3(x) = (dn(a;k))
e ¢u(z) = KE’sn?(z;k) — %(1 + k% —A/1—k2+k%),VzeR.
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Por outro lado, de (2.33), temos
AN=pB3p—3683—p+1. (2.40)

Disso e dos valores p; € R, i € {0,1,2,3,4}, em (2.35)-(2.39) determinamos que os 5

primeiros autovalores de £; sao dados por

1—2k2—2v/1— k2 + k2

‘= 2.41
Ao 2k2 — 1 ’ (241)
3k2
SR Tom
Ay = 0,
—3k%+3
Ay = —0 2
3 2%k2 — 1
1—2k% +2v1 — k2 + k4
e Ay = k —;kz—l Wk , (2.42)

para k € (\%, 1), de modo que também sao todos simples. Adicionalmente, as autofungoes

associadas sao dadas, respectivamente, como

Jo

1

1
) = k%sn?(bx;k) — S+ K2 4+ /1 — k2 4+ k%), (2.43)
= (sn(bz; k),

()
()
(x) = (en(ba;k)),
()
()

X

o=

= (dn(bz; k),
= k%sn%(bx; k) —%(1+k‘2—\/1—k‘2~|—k’4), VzeR. (2.44)

Do

X

e fa

xT

também para k € (%, 1).

De modo particular, vemos que os dois primeiros autovalores de L, a saber Ag € R
e A1 € R sao negativos e simples. Bem como o autovalor Ay = 0 também é simples com
autofuncao ¢’. Além disso, do fato ja estabelecido que o(L1) = 0gisc(£1), determinamos
que o restante do espectro é constituido por um conjunto discreto de autovalores e limitado

longe do zero. Dessa forma, concluimos o resultado. |

Observagao 2.7. A partir do Lema 2.6, se h € H2. ([0, L]) ¢ uma autofungao associada

a um autovalor negativo —x2 < 0 de L1, entdo por (2.28) vemos que
Q(hych') = Qi(h) = (L1h, h)p2 = —k*|h[7. <.

Mas, denotando por oy € R o menor (a saber, o primeiro) autovalor de £, pelo Teorema

Min-Max ([115, Teorema XIII.2|), temos que

(ﬁ(fag)’(fa g))szLQ (E(h,ch’), (h, Ch/))L2><L2

oy = min 3 < N

(9PN} [[(f,9)[ 72,12 [(hych) |72y 12
Q1(h)

= < 0,
[(hy ch!) 72, 12

o que implica g9 < 0 e que o nimero de autovalores negativos de £ é pelo menos 1, isto é,
n(l) > 1. O
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Notemos que, dado f € ngr’m([(), L]), ndo necessariamente ocorre que £1 f € L2, . ([0, L]).

per,m

Mas, se definirmos

L

LinfimLaf + 5 | @f do ¥ f e Hin(0.L) (245
0
entao
Lan s B2y ([0, 1) © L20r ([0, 21) — Eer ([0, ) (2.46)

esta bem definido. De fato, para qualquer f € Hg ([0, L]), temos que

er,m

LLﬁlfdym— (LL<p2fd:n> : (LLidx>

L L L L
—wf f”da:—3f gprdx+f fdx—l—Sf O’ f dr =0 (2.47)
0 0 0 0

L
j Lin f da
0

2

ou em outros termos, L1171 f € Lyey 1y

([0, L]) mostrando que L1y estd bem definido sobre
espagos de média zero da forma em (2.46). Adicionalmente, seguindo o descrito em [67,
Secao 5.3| nao é dificil verificar que L1117 é um operador de restrigio de L1, com espago
admissivel Ay = Lger’m([O,L]), espago de restricio Si := [1] < Ker(£1)' e matriz de

restrigao
Dy = (L£7M,1) 2. (2.48)

A partir desse ponto, estamos em posicao de aplicar o Teorema do Indice (|67, Teorema
5.3.2]) que nos da uma forma precisa de obter algumas propriedades espectrais tteis do
operador £y por meio do operador £;. Mais precisamente, pelo Teorema do Indice, temos
que

n(Lin) = n(£1) — no — 20 (2.49)

z(Lan) = z(L1) + 20 (2.50)

em que ng :=n(Dy) e zp := z(D7). Ou equivalentemente,

1, se D1 <0, 1, se D1 =0,
ng = (§ zZ0 = (2.51)
0,seD; =0, 0, se D; # 0.

Observagao 2.8. E conveniente observarmos que pelo fato de ¢? ser par e de ¢’ ser impar
temos que essas fungoes sao ortogonais em Lger = Lger,e ® Lger’o, isto &, (92,0 )2 =0e

como consequéncia ¢’ € Ker(Lqyy). Também, para todo f, g € ngm([o, L)),

(£1H fag)L2 = (El f’g)LZ + %(9027f)L2 'MO = (‘Cl f?g)LQ'

Em particular, as formas quadraticas de L1 e £ coincidem sob o espago Hz. ([0, L]).
O

O proximo resultado nos d4 uma informacgao espectral precisa do operador L em
(2.45)-(2.46). Aqui e no que se segue, vamos apenas considerar o caso ¢ € [0,1). O caso

restante pode ser analisado, por simetria, de forma similar.
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Lema 2.9. Seja L > 0 fixado. Se ¢ € H;?%r é a solugao cnoidal obtida na Proposigao 2.2,

entdo existe ¢* € (0,1) tal que:

(i) para todo c € [0,c*), o operador Li11 tem exatamente um autovalor negativo que é

simples. O zero é um autovalor simples com autofungao ¢;

(ii) Para todo c € (¢*,1), o operador L;11 tem exatamente dois autovalores negativos que

sao simples. O zero é um autovalor simples com autofungao ¢’;

(iii) Se ¢ = ¢*, o operador Li11 tem exatemente um autovalor negativo que é simples e o

zero é um autovalor duplo.

Demonstracao. Inicialmente, notemos que uma vez que a funcao

1 1 L?
ke <\/§,1> HC:\/1_16K(I<:)2(21<:2—1)E[0’1)

é crescente (veja (2.23) e Figura 2.3), é suficiente trabalharmos com o parametro

ke (%, 1) em vez de c € [0, 1). Consideremos o primeiro e o quinto autovalores Ag < 0 e

A4 > 0 de £1 dados em (2.41) e (2.42) com respectivas autofungoes fy, f4 € HYS. dadas em

per
(2.43) e (2.44), respectivamente.
Assim,
2
fo(z) = fa(z) = —5\/1 —k2+ k%t zeR
e, consequentemente,
Li(Aafo—Xofe) = MLi(fo) — XoL1(fa)
= MAofo — AoAafa
= AoM(fo— fa)
= _M4/1_k2+k4’
3
ou seja,
3 Aafo — )\0f4>
— L =1. 2.52
21 — k2 + k4 ! ( AoAg (2.52)
Entao,

(L7, 1) 2 = ( (2.53)

VT — K24 EE Aoy 2 V1—k2+ kN

Em contrapartida, por [23, Formula (310.02)], determinamos que

3(Aafo = Aofa) 1> _3Mlfo. D)z — Aolfa, Dr2
L2

L
1
(fo, g2 = Jk25n2(bx;k)—3(l+k2+ 1—k2+k4> da

0
4k% (KEB) L N
— . _ _ 1.2 4
p ), k) du 3(1+k+ 1 k+l<:)

(K(k) — B(k)) — g (1 Iy Ny k4)

S o
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L
1
(fe, g2 = J E%sn?(bx; k) — 3 (1 + k%1 —k2+ k;4) da
0
- sn2(u;k:)du——<1+k2—\/1—k2+k4)
b Jo 3

S oA~

(K(k) — E(R)) - & (1 PR A1 K2+ k4)

3

o que implica

)‘4<f07 1)L2 - A0(f4a 1)L2

= 22 (k) - i) - ”’“23_1)@4 o)~ MR LT R
. 2 _
- W(Mk) ~ () — 00 - TR
= L()\é(;)/\o)(K(k) — E(k)) _ L(ki;_l)()% — )\0) — M —;; )\OLm
_ 2LV1 — K2 + E4(K(k) — 2E(k))
- (2k2 — 1)K (k) ’ 250
pois
41— k2 + EF —4k% 42 4K (k
M= PR de = g e 0= TR
Disso de (2.53), (2.54) e como
-3
AoNg = m

temos bem definida (ver Observagao 2.10) a quantidade

~ —3-20Vk* — k2 + 1(K(k) — 2E(k))  (2k2 —1)2
Di= (£ L0 = — s 1>K<k)¢(m ).¢ S e
L2k —1)

K(k)

2QE(k) — K(k)).

Entretanto,
L(2k? —1)

kg <" Vke(i 1)

\/57

e, ainda,

E(k) — 1, K(k) — o0, quando k —1

d
- (KE(K)) = 2B(k) — K (k) =: T (k).

o (1= ) (E(k) — K(k) — K2 E(k)

(k) = k(1 — k2)

<0,

para todo k € (%, 1), isto &, T : (0,1) € R — R ¢é estritamente decrescente e continua

(veja Figura 2.4).
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Desses fatos, garantimos a existéncia de um k* € (%, 1) tal que k* ~ 0,908 que
cumpre 2E(k*) —K(k*) =0¢

2E(k) —K(k) >0, se ke (0,k*)
2E(k) —K(k) <0, se ke (k*1).

Portanto,

{Dl =(£7'1,1)2 <0, se ke (%k*> (2.56)

Dy = (L711,1)2 >0, se ke (k*1).

Figura 2.4: Comportamento de 7, com k € (0,1).

Para k € (%, k*), a partir de (2.49), (2.50), e do Lema 2.6 inferimos que
n(ﬁm):2—1—0:1 [§] Z(ﬁlH):l—i-O:l

ou seja, L1171 tem apenas um autovalor negativo e o zero é um autovalor simples. Esse fato

estabelece o item (i). Por outro lado, para k € (k*,1), obtemos
n(Lin) =2-0-0=2 e z(Lin) =1+0=1,
o que nos permite concluir (ii). Finalmente, em k = k*,
n(Lig)=2-0—-1=1 e 2(Lin) =1+ 1=2,

o que implica (iii). Para completar a prova, observemos que usando o valor explicito de
ce[0,1), em (2.23), resulta que o valor k* ~ 0,908 define (veja Observagao 2.4) unicamente

um valor

c* ~0, 16\/36, 16 — 0,64L2 € (0,1) (2.57)
como enunciado. [ |

Observagao 2.10. Devemos aqui salientar que a quantidade (El_l 1,1)72 € R que aparece
na Proposi¢ao 2.9 e em (2.48) é bem definida. De fato, primeiro lembremos que pelo

Lema 2.6, Ker(£1) = [¢'], com ¢’ impar. Por outro lado, de (2.31), temos que o operador
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Ly satistaz Ker(£1)* = R(L;). Ainda, é evidente que (o', 1);2 = 0. Consequentemente,
1 e [¢']F = Ker(£1)* = R(£Ly). O operador £; : D(£;) < L2, — R(Ly) é sobrejetor.
Mas, tal operador nao ¢é injetor, ja que Ker(Ly) # {0}. Dessa forma, temos que um
elemento f € D(Ly) tal que L£1(f) = 1, isto &, L’l_ll = f nao é a priori unicamente
determinado. No entanto, uma vez que que £ é invariante, ou seja, leva funcdo par em
funcao par, vemos que f mencionada anteriormente é necessariamente uma funcao par.

Dessa forma, a fim de encontrarmos solugoes f € D(£1) da equacao L£1(f) = 1 é suficiente

considerarmos o operador restrito L, : H2,. . < L? — R(L1) n L?

per,e per,e per,es € 1€SS€ Caso,

Ker(L1.) = {0} e assim L1, ¢ um operador bijetor. Nesses termos, dada f € D(Lq.) tal
que Li.(f) = 1, temos que tal fungdo é unicamente determinada e, consequentente, a
quantidade (£7'1,1)p2 = (£711,1)2 € R fica (unicamente) bem definida. o

Voltemos nossa atencao ao operador £ definido em (2.25). Primeiramente, provemos o

seguinte resultado.

Lema 2.11. Seja L > 0 fixado. Se ce€ [0,1) e ¢ = ¢, € H, é a solugdo cnoidal obtida

na Proposigao 2.2, entdo o nicleo de £ é simples, com Ker(L) = [(¢/, c¢”)].

Demonstra¢ao. Notemos que (f, g) € Ker(L) se, e somente se,
—f"+ =302 f +¢cgd =0 (2.58)
—cf +g=0 (2.59)

A partir de (2.59), temos que
g:Cf/ = g/:cf//'
Substituindo a relagao acima em (2.58), vemos que deve ocorrer que

Oz—f//+f—3g02f+02f”=—(1—02)f//—3(,02+f=£1(f),

ou seja, f € Ker(Ly). Pelo Lema 2.6, temos Ker(£1) = [¢']. Logo, o par (f,g) € Ker(£) é
unicamente determinado por f = app’ e g = ap - ¢f’ = agp - ¢p”, para algum ag € R. E o

resultado segue. |
Referente ao operador £ temos também a seguinte proposicao.

Proposicao 2.12. Seja L > 0 fixado. Se c € [0,1) e p € Hy, é a solugdo cnoidal obtida
na Proposigao 2.2, entdo o operador £, em (2.25), tem dois autovalores negativos que sao
simples e o zero ¢é o terceiro autovalor com autofuncao (', c¢”). Além disso, o restante do

espectro é constituido por um conjunto discreto de autovalores e limitado longe do zero.

Demonstracio. Para ¢ = 0, em virtude de (2.25), vemos que w =1 —c?> =1e

-2 -30%2+1 0 L1 0
L= = : (2.60)
0 1 0 1
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Uma vez que o operador £, em (2.60), é diagonal e em razio do Lema 2.6, inferimos que*

n(L) = 2. Agora, segue pelo Lema 2.11, da finitude da quantidade de autovalores negativos
de £ e da continuidade dos autovalores (veja [65, Capitulo 4, Segao 3.5]), em termos de
c € [0,1), que n(£) = 2 para todo c € [0,1). Esse fato juntamente com o Lema 2.11 e o

fato ja estabelecido que o(£) < R é um conjunto discreto provam o desejado. |

Em resumo, partir do Lema 2.11 e Proposicao 2.12 estabelecemos algumas propriedades

espectrais tteis no que diz respeito o operador L, a saber,
n(L)=2 e z(L£)=1, com Ker(L)=[(¢,c")].

Em posse dessas informacoes, na sequéncia nosso objetivo é aplicar o Teorema do Indice
no operador auto-adjunto £, dado em (2.25). Para esse fim, primeiramente, com a mesma

motivacao da defini¢ao do operador L1 em (2.45)-(2.46), definamos

f f %(902a f)L2 ) L
LH <g> =L (g) + ) v (fa g) € Hper,m x Hper,m? (261)
0
entdo, analogamente ao feito em (2.47), é possivel mostrar que
ﬁH : ngr,m X H;er,m = L]?)er,m X Lf)er,m - L?)er,rn X le)er,m (262>

estd bem definido. E mais ainda, seguindo o explanado em [67, Segao 5.3|, afirmamos
que Ly é um operador de restri¢cao associado ao operador L. Para mostrarmos tal fato,
inicialmente com a intengdo de simplificarmos a notagao denotemos por X := Lger X L%er.

Fixemos o espaco admissivel

A= Lger,m x L%)er,m = {(f: g) € L?)er x L%er ) (fv 1)L2 = (gv 1)L2 = 0} = [(170)7 (Oa 1)]L'

Notemos que A < X. Dessa forma, se Il : X — R(II) ¢ X é a proje¢ao ortogonal

agindo em X, entao II(X) = A, pois em decorréncia de [16, Propriedade 1, Pagina 284 o

subespaco A X ¢ fechado, de modo que X = A@® A (veja também [15, Exemplo B.3]).
Além disso, definamos S := AL = X. Por [73, Lema 3.3-6], vemos que

8§ = A+ = ([(1,0), (0,)1*) " = [(1,0), (0, 1)].

Afirmagao. Temos que S < Ker(£)*.
De fato, primeiro lembremos que pelo Lema 2.11, Ker(£)* = [(¢/, c”)]*, ce (—1,1).
Agora, seja (p,q) € S = [(0,1), (1,0)] arbitrario. Assim, existem «, 5 € R tais que

(p,q) = B(0,1) + (1,0) = (a, B).

2

per,m Obtemos, para todo v € R,

Observemos que pelo fato de que ¢, " € L

((pu Q)v 7(90/5 CSOII))X = ((a’ 6)’ 7(@/7 CQD/,))X =ary - (90/7 1)L2 + B - (80”’ 1)L2 =0

*Veja Lei da Inércia de Sylvester em [112, Teorema, 4.3].
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o que implica que (p, q) € Ker(£)*. Por conseguinte, S < Ker(L£)*

, como afirmado, e de
modo que S = AL ¢ o espaco restricio de A.

Assim, uma vez que II(X) = L2, x L2 eD(L)nA=HZ, . xH. . podemos
escrever L1 : D(Lyy) = D(L) n A < TI(X) — TI(X), isto é, Ly é um operador restri¢ao
associado com A, como afirmado. Nesses termos, a matriz restri¢io associada a Ly toma

a forma
(E_l(].,O),(l,O) )]L2 (5_1(170)7(071) )ZLQ
D= . (2.63)
(£_1(170>7(07 1) )]L2 (E_l(oa 1)7(071) )ZL2
Além disso, da mesma forma que em (2.49) e (2.50), o Teorema do Indice (|67, Teorema

5.3.2]) nos permite estabelecer que

n(Lyr) = n(L) — No — Zo (2.64)

2(Lr1) = 2(L) + Zo, (2.65)

em que Ny :=n(D) e Zy := z(D), dependem do sinal do determinante da matriz D, pois
como consequéncia do contido em [83, pagina 270| temos det(D) = p1pu2, sendo u, s € R

os autovalores da matriz D e dessa forma,

No = { 1, se det(D) <0 o Zy - {1, se det(D)

~0
(2.66)
0, se det(D) >0 0, se det(D) # 0.

Observagao 2.13. Convém observarmos que como ja justificado na Observagao 2.8, temos
que (02, ¢') 2 = 0 e como consequéncia (¢, cp”) € Ker(Lr1). E de modo analogo ao feito
na Observagao 2.8, é possivel mostrar que as formas quadraticas dos operadores Ly e £
coincidem sob o espaco ngr’m X Hrl,er’m, bem como sob o espago ngr,m X Héer. Informacao
a qual é crucial no nosso contexto, a saber, o de estudarmos estabilidade orbital sobre
um espago periodico de Sobolev composto de fungdes com média zero (conveniente) e de

podermos aplicarmos a teoria de estabilidade/instabilidade de [56]. o

De modo a contar o ntmero de autovalores negativos do operador Ly, em (2.61)-(2.62),

precisamos usar o Lema 2.9.

Proposigao 2.14. Seja L > 0 fixado. Se ¢ € Hy, ¢ a solugao cnoidal obtida na Proposicao

2.2, entao existe ¢* € (0, 1) tal que:

(i) para todo ¢ € [0,c*), o operador Ly tem exatamente 1 autovalor negativo que é

simples. Zero é um autovalor simples com autofunc¢ao (¢, cp”);

(ii) Para todo c € (¢*,1), o operador Ly tem exatamente 2 autovalores negativos que sao

simples. Zero é um autovalor simples com autofuncgao (¢, cp”);

(iii) Se ¢ = ¢*, o operador Ly tem um autovalor negativo que é simples e o zero é um

autovalor duplo.
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Demonstra¢ao. Em primeiro lugar, dado ¢ € [0,1), definamos

Foo 3 <>\4f0—>\0f4>
B 2V ey TRy ¥ AoAg

Em razao de (2.52) vemos que El_ll = f Por outro lado, associado ao operador Ly

Gi=1+cf"

temos a matriz de restrigdo D definida em (2.63). Observemos que (f, g) € D(£) é tal que
L(f,g9) = (1,1) se, e somente se,

<—f” -3¢’ f+ f+ cg’) _ (1) - { —f" =30 f + [ +cg (2.67)
—cf'+yg 1 —ef +g=1 (2.68)
De (2.68), temos

"

—cf”+g'=0 - —C2f”-i-cg,=0 < cg/=C2f
e substituindo em (2.67), vemos que
(@ =1f" =3 +f=1
—wf" =3+ f =1
Lif=1

f:f e gzl—l—cf':g.

_f”_3§02f+f+02f”:1

R A

Em outras palavras, £(f,§) = (1,1). Assim, em virtude dos fatos que
(1,1) = 1(1,0) + 1(0,1), £7%1,0)=L£7*(1,1) —£710,1) e £71(0,1) = (0,1)
deduzimos que as entradas da matriz D, em (2.63), sdo dadas explicitamente por

ay1 = (£71(1,0),(1,0) )2 =

—_
—_

) - ‘C_l(oa 1)7 (07 1) )lL2
1, 1)7 (07 1) )JL2 - (571(07 1)7 (07 1) )ZL2
(2.70)

=}
N~—
—
p
—_
SN—
SN—
=
[ %)
|
—~
—
p
—_
N~—
—
p
—_
SN—
SN—
=
[ %)

age := (L71(0,1),(0,1) ) g2 = ((0,1),(0,1) )2 = (1,1) 2 = L. (2.71)
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De (2.69), (2.70), (2.71) e (2.55), obtemos

det(D) = Qail] * agy = L - (f, 1)L2 =L (ﬁ;l(l), 1)L2 =L Dl,
em que a quantidade D; € R é dada em (2.48) e tem o seu comportamento descrito em
(2.56). Desse modo, o resultado segue por uma aplicagao direta do Lema 2.11, Proposi¢ao
2.12, de (2.64), (2.65) e (2.66). Desse modo, vale destacar que o ¢* € (0, 1) enunciado é o
mesmo dado em (2.57). [

Observacao 2.15. A respeito das quantidades (£71(1,0), (1,0))z2, (£71(1,0),(0,1))2 €
R e (£71(0,1),(0,1))r2 € R que aparecem no Teorema 2.14, comentarios anilogos aos

desenvolvidos na Observagao 2.10 sao vélidos. a

2.3 Instabilidade Orbital das Ondas Cnoidais

A finalidade dessa secao é determinar um resultado de estabilidade orbital baseado na
classica teoria de Grillakis-Shatah-Strauss contida em [56] para as ondas periodicas com
perfil cnoidal € H; dadas em (2.22) para a equagdo de Klein-Gordon (2.1). Seja L >0

fixo e consideremos o espago energia restrito Xy, := Hl, ([0, L]) x L2, ([0, L]) < X.
E bem sabido que a equagdo (2.1) é invariante por translagdes. Assim, podemos definir,

para z,7 € R e U = (u,v) € X, a simetria de translagao explicitamente como
T,U(x) = (u(z +7),v(z +1)).

No que segue, para c € (—1, 1), definimos ® := (p, cp’).
Na sequéncia, precisamos formalizar o conceito de estabilidade orbital em nosso con-

texto.

Definigao 2.16 (Estabilidade Orbital). A onda periddica ® € X, é dita orbitalmente
estavel se, dado € > 0, existe 0 > 0 com a seguinte propriedade: se (ugp,vg) € X, satisfaz
| (uo, vo) — (p,c’)|x < 0 e = (u,uy) é uma solugdo de (2.1) no intervalo [0,%g), para
algum tg > 0, com @(0) = (ugp, vp), entao @ pode ser continuada em 0 <t < 0 e

ti%? 712]12 |a(t) - T, |, <e.

Caso contrario, ® é dita orbitalmente instdvel. Em particular, isso aconteceria no caso de

solucoes que nao podem ser continuadas.

Antes de prosseguirmos no estudo da estabilidade orbital, precisamos dar atencao a

boa colocagao da equagao (2.1).

2.3.1 Boa Colocagao

Como podemos ver na Defini¢ao 2.16, para conseguirmos determinar um resultado de

estabilidade orbital precisamos antes estabelecer um resultado de boa colocagao associado
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com a equagao de Klein-Gordon (2.1), isto é, um resultado de boa colocagao associado ao

problema de Cauchy

Ut — Ugg +u — ud =0
u(z,0) = up(z) (2.72)
Ut(IL‘,O) =U0(l'), (xat)ERXRJm

com (up,vp) € Y e Y < X apropriado. E isso sera feito fazendo uso da bem conhecida
Teoria do Pogo de Potencial (para detalhes adicionais veja [32], [86, Capitulo 1] e [128]).
Primeiramente, para L > 0 e w = 1 — ¢ € (0,1] fixados, consideremos o funcional P,, :

H!.. ..([0,L]) — R dado por

per,m

L L
1 w 1 1

Aqui, em virtude de (1.10),

= HVUHL2 = HUmHL2, Vue H;er,m'

e (2.74)

per,m

Para um L > 0 fixado, uma fungao ¢ € solucao equacao diferencial ordinéria associada
a equagio de Klein-Gordon se, e somente se, ¢ € HJ., ,\{0} e P,(p) = 0, isto ¢, ¢ ¢ um
ponto critico (ndo-trivial) de B,, (ver [81, pagina 7]). Logo, como tais pontos criticos P,, em
H;er’m s&o unicos, vemos que sao dados em termos das solugoes cnoidais como em (2.22).

Relacionado com o funcional P, em (2.73), temos a Variedade de Nehari

L L
N = {u € ngr’m\{O}; J wu? + uldr = J u d:v} .
0 0

De modo analogo a [81, Teorema 3.5, Lema 3.6 e Coroléario 3.7| é possivel provar que
o funcional P, satisfaz as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha ([105, Teorema

1.15]). Além disso, a quantidade

dy = inf  max P, (tv) (2.75)
veH e 1 \{0} tER+

¢ um nivel critico do functional P,,.

Na sequéncia provaremos um resultado relacionado a quantidade definida em (2.75).

Lema 2.17. Seja w € (0,1] e d,, € R a quantidade definida em (2.75). Existe ¢/ € (0,1)

tal que se ce (0,¢') ew =1—¢c%€(0,1], entdo d,, < © e d, > 0.

Demonstragao. Inicialmente, observemos que usando resultado cléassicos contidos em [105,

Capitulo 4| (veja também [81, Proposigao 3.12]), temos que
dy, = min P, (v) = P,(py)-
veN

Em contrapartida, notemos que ¢ = ¢, € Héer,m e

w L L L
P,(py) = QJ;) ((p/(x))2 dx + ;JO @2($) dx — 4f g04(x) dx. (2.76)
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1
No que segue k € (ﬁ’ 1).
Agora, fazendo uma mudanga de variavel, usando as expressoes explicitas da Observa-

¢ao 2.3 e as formulas (731.02) e (361.02) de [23], obtemos que

L 2 4K (k)
Li(k) := Jo (¢ (x) dz = kak_ 1 4KL(k)JO sn?(u; k)dn? (u; k) du
2 K(k)
_ kak_ 1 16 Iz(k) fo sn?(u: k)dn®(us k) du (2.77)
_ m (282 ~ ) EG) + (1 - B K(R)).

Na sequéncia, observemos que uma mudanca de variavel, a Observagao 2.3 e a féormula

(312.02) de |23] nos permitem escrever

L 2 4K (k)
Iy(k) := J (p(x))? de = 2k:22k—14KL(k:)L en?(u; k) du

0
2 K(k)
- 2k_ : Kf ) f cn?(u; k) du (2.78)
2k2 L 1
- IR P — (B(k) — (1 = K)K(k)) .

De modo anélogo, por [23, Formula (312.04)], temos que

L 44 I [AK®)
I = 4 = . 4 .
)= | @t i = ot s | et (k) du
= (2]<32—1)2J;) CIl4 (u; /-C) du (279)
4L

3(2k2 —1)2 [(2 = 3k%)(1 — KK (k) + 2(2k — 1)E(k)].

e (2.76)-(2.79) e da forma explicita de w € (0,1] em (2.24), segue que

Palps) = STlR) + 5h(k) = 1s(0)
LMD FR DKM O ER-3)
K@
= Vw: Pi(p1).

Além disso, por (2.80), vemos que P, (¢,) = 0 se, e somente se,

)
LK (k) -2 (K 3R+ KK +ER) (3K -3)
3(2k2 —1)%2

Pi(p1) = -
isto é, se, e somente se, K (k) — 2 = 0, o que ocorre se, e somente se,
K=k ~0.802¢ (% k;*) . (2.81)

Usando a expressao explicita para c € [0,1) em (2.23), obtemos que o valor kT ~ 0.802,

m (2.81), define (veja Observagao 2.4) unicamente um valor ¢/ > 0 dado por

¢l ~0.43+/5.24 — 0.28 L2 (2.82)
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e de modo que ¢/ < ¢*, em que ¢* > 0 ¢ dado em (2.57).

Como

lim P,(p,) = o0,
1+

k——=

V2
vemos, para um c € (0, CT) ew =1—¢? fixados, que d, = P,(p,) > 0 (veja Figura 2.5).

Figura 2.5: Comportamento de P, (), com k € (%, 1).

Consequentemente, por (2.75), temos P, (¢,) < Pi(p1) de forma que
dy = wdy <dy <0 Vke (%M)

ou, equivalentemente, d,, < o0 para todo w =1 —c? € (0,1], com c e [0, cT).

[
Tendo em vista do Lema 2.17, para ce (0,c') e w = 1 — ¢® € (0,1], podemos definir
W, = {u € Hl\yns 0< Pu(hu) <dy, ¥ A€ 0, 1]}. (2.83)

Aqui, o conjunto W, < ngr’m é denominado Po¢o de Potencial. Observemos que, uma
vez que A0 € [0,1], para todos A, 0 € [0, 1], temos que se u € W,,, entao u € W,, também.
Ainda, convém lembrarmos que sao validas as imersoes Héer’m — H;er — L%er — L;2)er

(veja (1.4) e (2.74)) e, em particular, existem cg,c; > 0 de modo que

ullza < collul i, o ¥ € Hig (2.84)
e
ulzz < erllulm, o V€ Hig (2.85)

Lema 2.18. Sejam ce (0,cl) e w =1 —c% € (0,1] fixos. Se p > 0 & tal que

2y/w
P<—a

1

2 2

2

w cy
— —p“ <d

€ 2P+2/? w

e se definirmos B := {u € Héer’m ; HuHHéer,m

< p}, entao B < W,,,.
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Demonstragao. Seja u € B qualquer. Afirmamos que para todo A € [0, 1],
P,(A\u) < d. (2.86)

Com efeito, consideremos

2w A2 Mw
Po) =l + Sl = = el

Notemos que em virtude de (2.84), podemos escrever

AQ )\2 )\4
P,(0u) = H 13 EHUHLQ - ZcﬁllHuHé}féerﬁm

per,m

)\2 )\4 4 5 )\2 5
- Sl (o= Feliuity, )+l

Desse modo, P,(Au) = 0 desde que

4

A
w— Zci‘“u“%[%erm = 0. (2.87)

Contudo, uma vez que A € [0, 1], em particular A < 1, inferimos
A 4

1
W= HUHHPer m < W= 4 ClHuHHI%er m

Assim, para que (2.87) ocorra é suficiente que

c‘ll ci 4w
v by, >0 = by, > -w =y, <

Mas, u € B e, donde,
2y/w 4w

<p< C% < HUHHper m < g

ull s

per,m

e, consequentemente,
P,(Au) = 0. (2.88)
Por outro lado, como em particular A < 1, obtemos em razao de (2.85) que

AQ 2 2
Paw) < 22l + 5 Wl < Slulay,,,, + gl < Sluldy+ Dhul,

per,m per,m

e ja que u € B, isto &, |u| g

per,m

< p, com ¥p* + 3 p2 < d,,, segue que
P,(w) < do. (2.89)
De (2.88) e (2.89), segue portanto (2.86) e, por conseguinte, B ¢ W,,,. [ ]

Lema 2.19. Sejam ce (0,c') e w =1 — 2 € (0,1] fixos. Se
L L
W, = {ue ngrm ; J wu? +u? dz > f utdr e Py(u) < dw}
0 0

entdo W, = W, u B, em que B ¢ H! ¢é a bola definida no Lema 2.18.

per,m
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Demonstrag¢ao. Analogo a [86, Lemma 2.4], em que prova-se que W, = W, u {0} e nesse

caso, pelo Lema 2.18, W, = W, u B =W, u {0} u B =W, u B, pois 0 € B. |

Uma consequéncia importante do Lema 2.19 é o seguinte corolério.

Corolario 2.20. Sejam c € (0,c/) e w = 1 — ¢ € (0,1] fixos. O conjunto W,, = H!

per,m
definido em (2.83) é aberto e limitado.

Demonstracao. Comecemos provando que W, é aberto. Para tanto, consideremos os fun-

cionais L, J : H! — R dados por

per,m

L(w) = wluldy  + el - Julis

D) Lo Lo
T(w) = Shuly,, .+l — 7l
Claramente, os funcionais L e J sdo continuos e

Wy ={ueH, L(u) > 0} = L71(0,0)

er,m )

Wy ={ueH), i J(u) <dy} =J ' (—0,dy)

er,m -’

donde W, W; < Hé

continuas (|73, Teorema 1.3-4]). Notemos ainda que W, = W nW; e, assim, W, < Hl,

¢ aberto. Por outro lado, pela Lema 2.19, W, = W,uB, com B ¢ H! aberto. Portanto,

per,m
W, c H! é aberto.

per,m

erm Sa0 abertos, pois sao imagens inversas de abertos por fungoes

Provemos agora que o pogo de potencial W, é limitado, ou seja, que existe r > 0 tal que
W, < B(0,r) :={u € H;er’m ; ”u”H}:l)erm < r}. Para tanto, seja u € W, qualquer. Pelo
Lema 2.19, u € W, = W, u B. Dessa forma, se u € B entao o resultado segue para

r=p>0. Agora, se u € W,, entdo em particular

2 2 4 4 2 2
Wluly,  + Tl = lulte >0 = —fult > — (wlully -+ ).
Logo,
w 1 1
Palw) = Slully,, +luld - lelds
w 1 1
> Slully, + 5 lulte = 1 (Wl + e, )
w w
= Z”“”%féer,m + ZHUH%Q
Wi 12
= Z”U“Hg)em
e, donde,

4 4 d
fulyy, < SPu(w) < —dy = Mmmfﬂjs

e nesse caso o resultado segue para r = 2—1/%” > 0.

Em todo caso, o resultado segue para r = max {2%, p} > 0. Portanto, W,, é limitado
em H! [

per,m-
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O exposto acima nos coloca em condi¢oes de enunciar o nosso resultado de boa colo-

cagao.

Teorema 2.21 (Boa Colocagao). O problema de Cauchy associado com (2.1), é global-

mente bem colocado em X, = ngr’m X Lger’m. Mais precisamente, existe ¢/ € (0,1) tal
2

que se ¢ € [0,¢') e 1 — ¢ = w e (0,1] entao para cada dado inicial ug € W, e vg € Loy m

em (2.72) satisfazendo

1

§||Uo||%2 + Pi(uo) < dw, (2.90)
com d, > 0 dado em (2.75) e W,, © H}.. , é o conjunto em (2.83), existe uma tnica
solugao fraca u € C'(Ry, ngr’m) para o problema (2.72) tal que u; € C(R, L%er,m). Além

disso, para cada T' > 0, existe uma vizinhanga V < X, de (up,vp) tal que a aplicagao
dado-solucao
(ﬂo,f/o) eV c Xm L (u,ut) € C([O,T],Xm)

é continua.

Demonstragio. Consideremos ¢! € (0,1) dado em (2.82) e w = 1 — ¢ € (0,1], para
em (2.83). A

demonstracdo segue do Método de Galerkin® juntamente com o Método do Poco de Po-

c € [0,c), o que torna bem definido o poco de potencial W,, HI%

er,m

tencial. De fato, primeiramente lembremos que ngr é separavel®, logo por [22, Proposicio

3.25] o subespago ngr’m também o é. Como consequéncia, existe (w;);jen C ngr’m tal que

[(w))jen] = Hper - Com tal sequéncia é possivel construir uma outra (a qual continuare-

mos denotando por (w;);jen) de modo que existem (uo,m)men © W € (U1 m)men © Héenm
tais que

Ugm — U em Héer’m
Ul m — U1 em Lger’m
U0,m, Ulm € Vip 1= [w1, w2, ,wp], meN

%Hul’mHLz —+ Pl(U(),m) < dw, m € N.
Dessa forma, para cada m € N fixado, existe u,,(t) € V,,, com t € (0,T},,) e T;,, > 0, tal
que soluciona o problema aproximado
(i (8), w5) L2 + (Vi (t), Vo) 2 + (um (8), wy) 2 — (uy (8),w;) 2 = 0

m
Um(o) = Uom = Z AimWj, Qjm = (u07wj)L2
o1 (2.91)

m
u/m,(o) =Uim = Z Bjmwjﬂ 5]771 = (ulawj)L27 .] € {1727 T 7m}'
j=1

Assim, o Teorema de Carathéodory (|37, Capitulo 2, Teorema 1.1|) pode ser usado para
garantir que (2.91) tem uma solu¢ao absolutamente continua dada por wu,,, para cada
m € N, definida em [0,7},), para algum T,, > 0. Precisamos mostrar as estimativas a

priori para concluir que, para todo 7' > 0 e m € N, podemos considerar T' = T,,.

Para mais detalhes [47, Se¢do 7.1.2] e [70, Secdo 3.4].
Segue do teorema da Segio 4.9.3 de [107].
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Recordemo-nos que estamos no contexto em que w € (0,1]. No caso w = 1 o restante
da prova segue de maneira idéntica a [86, Capitulo 1, pagina 32| de modo a podermos esta-
belecer a existéncia de uma solugao fraca u € L*(0,T; H}, ), com u, € L*(0,T5 L2, ),
para todo T' > 0. Para o caso w € (0,1) precisamos fazer algumas ligeiras modifica-
¢oes. A estimativa a priori para obter a existéncia global de solugées no tempo pode
ser obtida de maneira usual. Com efeito, como para todo m € N e t € [0,7,,], é valido

E(um(t),u,(t)) = E(upm,u1m), entdo temos

m
1 2 1 2 1 / 2 1 4
IV = Blutom,urm) = 5 lum@I3: = Sl (B2 + ¢ lum(@)lEs
1 1
< B(uom t1m) + ¢ lum(®l4 — Slum®)l3:. (292)

Lembremos que g, € Wy, logo” um,(t) € W, = W, U {0} (veja Lema 2.19) para todo
t € [0,Ty,], isto &,

wJL(Vum(t))Q dz + f

u (t) do > f ul (t) do
0 0

o que implica
4 2 2 1 4 w 2 1 2
m L4 m L2 m L2 n m L4 - m L2 n m L2
lum@)Ls < wIVum@lze + lum@lz: = Zlum®)]zs < Z[1Vum@)lze + 7 lum(@)]
Disso e de (2.92), vem que
1 2 w 2 1 2 1 2
SV @12 < Bluom, wim) + 2 IVum(O): + Flun(@ 22 = Slun @)
w 1
— B(uomu1m) + 2 |Vum ()32 — 5 lum ()3
w
< Bluognuim) + 5 [Vum(O)3s,

em que E(ugm,ut,m) > 0, pois ugm € W,,. Assim, da tltima desigualdade, obtemos

1

w0 2E(u0,mau1,m)7
vi=3

¢ dada pela norma do gradiente (veja (2.74))

[Vum (8|2 <

: 1
e tendo em vista que a norma de Hy,,

inferimos que
1

lum O, . < —F—=
per, /1 — %

para algum cg > 0. Consequentemente, (U, )men ¢ limitada em L*(0,T; Hl.. ), para

per,m
todo T > 0.

2E(uo,m, ui,m) < cp, YVmeN (2.93)

Na sequéncia, de (2.92), vemos que

1

1 1 1 1
SOl < 51U Ol + Sl < Blom,urm) + 7lum@ls = 5 lum(®)2

1
< E(uom,uim) + ZHUm(t)H%AL-

"Ver (2.28) de [86, Capitulo 1]. Em que usa-se forte o fato de Wi ., ser aberto e que 4o m € W,.
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Desse fato, da imersdo H!, . < L%, (veja (2.84)) e de (2.93), obtemos

per,m per
1
[ (D72 < 2B(uom,um) + Serlum®lp,, | <2 YmeN

2

para certos ci,c2 > 0. Donde, segue que (uy,)men ¢ limitada em L*(0,T; Ly, 1,

todo T > 0.

A passagem ao limite prova-se de maneira padrao fazendo uso do Método de Compaci-

) para

dade de Aubin-Lions (ver [86]). Também de modo padrao mostra-se as condigoes iniciais.
E por fim a unicidade pode ser obtida de maneira usual fazendo uso de uma Desigualdade
do Tipo Gronwall (que podem ser encontradas, por exemplo, em [4, Capitulo 1]). Esses

fatos no permitem concluir que existe u € L*(0,T; H,, .,) solucdo (fraca) da equagao (2.1)

per,m
satisfazendo u, € L*(0,T; L2, ,,) para todo T' > 0. E ainda, E(u(t),v/(t)) = E(ug,vo) e
F(u(t),u'(t)) = F(uo,vo), t € [0,T], de modo que u € C(Ry, Hl, ) e ug € C(Ry, L2, )
como requerido.

|

2

Observagao 2.22. Dadas as condigoes iniciais ug € Wy, e vo € Ljgy

conseguimos obter

nosso resultado de boa colocagao no Teorema 2.21 sob a condigao:
1
5“’00“%2 + Pl(UO) <dy,, we (O, 1] (2.94)

Devemos enfatizar que a rigor deverfamos impor que §||vg||2, + P.,(ug) < d.,. No entanto,
como em particular 0 < w < 1, entao é facil ver que

1 2 1 2 1t 2 Lt 2
—w|Vug|72 < =|[Vwli2 = 5| w(Vuy)*de << | (Vug)® do
2 2 2 J, 2 J,

o que mostra que a condi¢ao (2.94) nao altera nossa anélise e tampouco as conclusoes. U

Observacao 2.23. E importante ressaltar que o Teorema 2.21 pode ser considerado em um
espago mais suave. De fato, de acordo com [86, Observagao 2.3, pagina 34| (ou [32, Teorema
2])® ¢ possivel considerar ug € Ha,, "Wy, € vo € H},, , satisfazendo (2.90) com o proposito

de obter (usando o Método de Galerkin) que a solugao u : R x (0,7') — R do problema de

Cauchy para a equagdo (2.1) satisfaz u € L®(0,T; H2.. o Hpo ), ue € L*(0,T5 HY oy )
e uy € L*(0,T; L%er’m). Assim, solugoes fortes em ngr N ngr’m X ngr’m podem ser
consideradas nesse caso. a

Observagao 2.24. Tendo em vista as consideragoes feitas na Observagao 2.23 (referen-
tes a boa colocagdo da equagao no espago de média zero ngr’m X H}%enm), o Hamilto-
niano dado em (2.4) e o descrito em [67, Segao 5.2|, faz sentido vermos a equagao (2.1)
restrita ao espaco constituido por solucdes de média zero. De fato, nesse contexto de

solu¢oes podemos considerar o funcional energia £ : X — R, em (2.5), definido em

8Nas referéncias aqui citadas, a equacéo por elas consideradas nio contém uma néo-linearidade cubica.
No entanto, os argumentos e as estimativas sdo feitas de modo analogo no nosso contexto, sem maiores
problemas.
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Yy, = H? x H! c X, de modo a termos o Hamiltoniano (2.4) bem definido sob o

per,m per,m

Al 2 1 -
espago de média zero Hp,, ,, X Hye, . Portanto, estamos aptos a considerar o problema

de determinar estabilidade orbital de ondas peridédicas com a propriedade de média zero

usando a abordagem abstrata de Grillakis, Shatah e Strauss em [56] no contexto periédico,

condicionada ao espago Yy, < L%er’m X L%er’m. Dessa maneira, nossa abordagem relativa a
estabilidade orbital para a equagao (2.1) segue nesse sentido. O

2.3.2 Convexidade da Fungao d

Seja L > 0 fixado. Para c € (—1,1), consideremos ¢ = ¢. € H% ([0, L]) a onda com

per

perfil cnoidal dada em (2.22). A existéncia da curva suave

cel = (—171) ’—’SOCEH2 ([OaL])

per

determinada na Proposicao 2.2 nos permite definir a funcao real d : I/ €« R — R como

d(c) = E(p,cy’) — cF(p, cg'). (2.95)

Ja vimos que E(p, cp’) — cF(p,c¢’) = G' (¢, cy’) = 0, o que implica

d'(c) = E(so,cw’)%(%ap)—cF’(% cw)%(% cp) — F(p, cp)
= —F(p,c¢)
L
= —cfo (¢ (x))? dx, Vcel.

Logo,

Il
|
S —
h
ﬁ\
s
=
(3]
jo9
IS
|
o
&
h
—~
‘G\
—

]
S—
e

QL

8

(2.96)

Il
|
=
ﬁ\
a5
=
[\
IS8
8
|
o
7 O
)
S
N———
.
£~
° =
‘G\
—~
8
e
o8
g

I
|
S
h
‘G\
&
e
jo
=
|
o
|
Do
)
N—
S
h
~G\
5
=
no
QL
&

0 dw Jo
Lo d [t
= _L (¢ (x))? d$+2(1—W)dwa (¢ (x))*dx, Y cel,

em que foi usado o fato que w = 1 — 2 € (0,1]. No que se refere o resultado de instabili-
dade/estabilidade orbital que queremos determinar, baseado nos preceitos de [56], o sinal
de d”.? isto é, a convexidade de d possui uma fundamental importancia. Por isso, no que

segue faremos um estudo do sinal de d” utilizando (2.96).

90 sinal de d” determina a convexidade de d, pois uma funcéo f : I ¢ R — R duas vezes diferenciavel,
com I ¢ R um intervalo aberto, ¢ convexa se, se somente se, f” > 0 em I (veja [85, Teorema 11, Capitulo
VIII]). Aqui, d” é comumente chamada de matriz Hessiana associada a fungdo d em (2.95).



Instabilidade Orbital para a Equacao Cibica de Klein-Gordon 50

Usando as expressoes explicitas da Observagao 2.3 e as formulas (731.02) e (361.02) de
[23], obtemos que

L 2 4K (k)
fo (¢ (2))?de = Q;f_ 14KL(k)J0 sn(u, k)dn?(u, k) du
= ?M((%? ~DE(K) + (1= k) K(k)) = Re(k), ke (51).

Além disso, uma vez que w € (0, 1], em (2.24), ¢ uma funcado de k € (%, 1), de (2.96)

e pela Regra da Cadeia ([125, Teorema 2-2|), inferimos, para todo ¢ € I, que

oy —1
PO = —Rolk) + 21— ) RL(E) (%) (2.97)
Notemos que
L

~Ru(h) = = | (@) do ==l <0, ke (1) (299)

de modo que R’ (k) < 0, para todo k € (%, 1) . Também,

Q(k) _ (dw\™' i
=53] <o ke <ﬁ1> (2.99)

para alguma funcao Q : (0,1) € R — R. Por outro lado, voltando a nossa atencao a

expressao em (2.97), vemos que

d'(c) = —Ru(k)+ 2R, (k) (fl‘;)_l R, (k) (Cl‘]:>_1
1

=2mw%?mwmmm(§>

Na sequéncia, definamos
= ay (k) = 2R, (k)Q(k .= Br(k) = Ry, (k 2R’k:dw_1k: L g
o= ap(k) = 2RL(K)QR) e fBri= Bulk) = Ro(k)+2RE () (52 ) 1 ke (G501

E necessério destacar que oz, 31, > 0 de modo que, para c € [0,1),

d(c) = O‘LL(;“) —Brlk), ke (% 1)

e, assim, ¢ facil ver que a positividade de d” depende da escolha de L > 0. Entretanto,

usando forma explicita de d”(c), para c € [0,1), a saber,

0 = [ i -0 [ e (2)

0 0

W((zﬁ —1)E(k) + (1 - k) K(k) ) +

+64(;L_ ) % <(2,§(k)1) (k2 = D)B®) + (1 - 1) K(k))) (3‘;) o
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e apo6s alguns calculos numéricos conseguimos determinar a existéncia (veja Figura 2.6) de
um Ly ~ 5 tal que
d’(¢) <0,Vce[0,1) e L > Lo.

0.7 0.8 0.9, 1.0

-10+

~204

-204

~304

(b) L =5.1

0.75 0.80 0.85 8 1.00
k

~504

(c) L =20 (d) L = 100
Figura 2.6: Grafico de d” em fungao de k € (%, 1) para diferentes valores de L > 0.

2.3.3 O Resultado de Instabilidade

A anélise feita ao longo da Segdo 2.3 nos da o seguinte resultado de instabilidade orbital

no que diz respeito a equagao cubica de Klein-Gordon em (2.1).

Teorema 2.25 (Instabilidade Orbital das Ondas Cnoidais). Seja L > Ly ~ 5 fixado. Se
c e [0,ch), em que ¢ > 0 & dado em (2.82), e ¢ € H, & solugao do tipo cnoidal dada
na Proposicao 2.2, entdo a onda peridédica ® é orbitalmente instavel X, no sentido da

Defini¢ao 2.16.

Demonstracao. Pela Proposicao 2.12, existe um tinico autovalor negativo do operador Ly, o
qual é simples. Além disso, A = 0 é um autovalor simples associado a autofun¢ao (¢, c”).
O resultado entao segue de a partir de [56, Teorema 3 e 4.7| e do fato que d”(¢) < 0 para
todo ce [0,c) = [0,¢*) e L > Lg, em que c¢* > 0 é dado em (2.57). [ |

Observagao 2.26. Convém observarmos que a instabilidade orbital em um subespago
implica instabilidade no espacgo “maior”. Além do mais, salientamos ainda que estamos
usando fortemente esse fato no Teorema 2.25, pois a priori concluimos instabilidade da
onda em um subespaco de Xy, = Héenm X Lger,m (veja Observagao 2.24). Logo, a onda é

instéavel em X, também. d



Capitulo 3

Instabilidade Orbital de Solucoes do
tipo Onda Estacionaria para a
Equacao Quintica de Klein-Gordon

Neste capitulo, mostraremos a existéncia e instabilidade orbital de solucoes do tipo

ondas periddicas estacionérias para a Equacao Quintica de Klein-Gordon
Ugt — Ugp +u — [ul'u =0, (z,t) e R x Ry, (3.1)

em que u: R x Ry — C é uma fungao periddica na variavel espacial e com periodo L > 0
fixado. Antes de comecar necessitamos dar sentido formal ao conceito de ondas do tipo

estacionarias.

Definigao 3.1 (Onda Estacionaria). Uma fungdo u : R x Ry — C é dita solugao do tipo
onda estacionaria periodica, com periodo L > 0, de (3.1) se existem ce Re ¢ : R - R

uma funcao suave e periddica de periodo L > 0 de modo que
u(z,t) = e“p(x), (z,t)e R xRy (3.2)
solucionando (3.1) no sentido usual.

E facil ver que (3.1) pode ser visto como um sistema Hamiltoniano abstrato. Sendo

mais preciso, definindo

0 0 0 1
0 0 -1 0
T=1o 1 0 o (3.3)
-1 0 0 O
vemos que (3.1) pode ser escrita como
d /
ZUW) = JE(U(1), teR. (3.4)

em que U = (u,v) := (u,ur) = (Re(uw), Im(us), Im(u), Re(uz)) € X, com

X :=H. ([0,L]) x L2..([0,L]) x H...([0,L]) x L2..([0,L])

per per per per

92
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e B/ : X — X' indicando a derivada de Fréchet da quantidade conservada F : X — R
dada por

B 1 L 2 2 2_@ d 3
(u,v)—2 . lug | + |v|* + |ul 3 x. (3.5)

Assim sendo, a derivada E’ é dada explicitamente por
—Re(uzz) + Re(u) — Re (Jul*u)
Im(v)

U

Im (uge) + Im(u) — Im(|ul*u) |’
Re(v)

E'(u,v) = (u,v) € X. (3.6)

Além disso, (3.1) possui uma outra quantidade conservada F': X — R definida por

L L
F(u,v) = Imjo v dr = L (Re(u) Im(v) — Im(u) Re(v)) dz. (3.7)

Nesse caso a derivada de Fréchet F’ : X — X', de F, é dada por
(u,v) € X. (3.8)

Suponhamos que (3.1) admita solugdes do tipo onda viajante da forma (3.2), como dada
na Defini¢ao 3.1. Substituindo o perfil (3.2) em (3.1) temos a seguinte equagao diferencial
ordinéria

— " +wp—¢° =0, (3.9)
com w:=1—c? e (0,1], ou seja, ce (—1,1).

Dessa forma, na se¢ao posterior temos por objetivo estabelecer a existéncia de solugao
para a equacao diferencial dada em (3.9). E, consequentemente, estabelecer também a

existéncia de solugoes ondas estacionarias de (3.1), no sentido da Defini¢ao 3.1.

3.1 Existéncia de Ondas Estacionarias do Tipo Cnoidal

Nosso intuito nessa secao é apresentar alguns fatos no que concerce a existéncia de
solugbes periddicas ¢, := ¢ : R — R, de periodo fixado L > 0, para a equagao diferencial

ordinéria nao-linear escrita como
— " +wp— @5 =0, (3.10)

em que w:=1—c?ece(—1,1),isto ¢, we (0,1].
Em [95] (veja também [10]) os autores mostraram que a equagao (3.10) admite solugoes

periodicas com perfil dnoidal da forma

zeR

2 = adn (ox; k)
o) V1 —nsn?(or;k)’
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em que k € (0,1) e a, 0,m € R dependem suavemente de k € (0,1). Motivado por esses

trabalhos, podemos considerar o ansatz

acn (%(k)x; k)

\/1 — gsn? (%(k)x;ko

em (3.10) para obter que ¢ é uma solugao periodica cnoidal, com periodo L > 0, de (3.10).

p(x) = , zeR (3.11)

Os parametros a, q € R sao dados por

L 2AKR (R 1 — R R 2)(—1<;2 11— VET SR+ 1)) (312)

q=k*—1 -kt — k2 +1. (3.13)

Adicionalmente, w € (0, 1] pode ser expresso como

L%a? — 16¢°k* K(k)? + 16qk> K(k)?
w = L2 (3.14)
~16 (K (k) (=2 + ) VE = k2 + 1+ k' — k2 + 1)
(k2 —1—Vk*— k2 +1) L2 '

Figura 3.1: Comportamento de w > 0, com k€ (0,1) e L = 8.

Para um L > 0 fixo, ¢ claro que os parametros a,q € R and w € (0, 1] em (3.12)-(3.14)
dependem suavemente do parametro k € (0,1). Uma vez que a dependéncia de w € (0, 1]
em termos de k € (0,1) é estritamente monotonica (veja Figura 3.1), vemos que a € R e
g € R também dependem suavemente de w € (0,1]. Dessa forma, para cada ¢ € (—1,1),

podemos determinar uma curva suave
cE (—1 1) > QP = € H
) c 4 per

de solugoes periddicas para a equagao (3.10). Entretanto, devemos notar que por (3.14)
temos w 6(4[—22,1] e devido ao fato que w = 1 — % € (0, 1], devemos assumir L > 27. Nesses

termos, podemos estabelecer o seguinte resultado.
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Proposicao 3.2 (Curva Suave de Ondas Cnoidais). Seja L > 27 fixado. A equagao (3.10)
tem solugdes L-periddicas com perfil cnoidal dadas por (3.11), em que os parametros
a€ <¥,+o®>, ge(—2,—-1)ewel:= (%,1) dependem suavemente de k € (0,1) e s@o
dados explicitamente em (3.12), (3.13) e (3.14), respectivamente. Além disso, uma vez que

w=1-—¢c?eI temos que

ce(-1,1)cR— o=y, e H2, .([0,L])

per,e

¢ uma curva suave de solucoes periddicas de (3.10).

A A of
0

5 10 =30 -20 -10 0|
02

(a) Solugao ¢ com k=09 e L = 8. (b) Solugao ¢ com k = 0.3 ¢ L = 20.

Figura 3.2: Comportamento de ¢.

3.2 Analise Espectral

Seja L > 2r fixado. Consideremos c € (—1,1), 1 —c2 = we (0,1] e p = ¢, € Hey
como a solu¢ao de (3.10) dada na Proposi¢ao 3.2. Nessa se¢@o, vamos estudar propriedades

espectrais dos operadores matriciais £1, La : ngr X L12)er c Lger — ]L%er definidos por

R _n2 _ 4 . A2 4
£ = < 0+ 1—>5p c) o £y = < 0z+1—o c>' (3.15)
—c 1 c 1

Os operadores L1 e Lysd0a parte real e a parte imaginéria do operador linear completo
L:H? xL? xH2 xIL?, cI?, xI2?, 6 — L2, xI2.  dado por

per per per per per per per per
—07+1-5p" —c 0 0
—c 1 0 0

L= 0 0 —d+1-¢* ¢ (3.16)
0 0 c 1

Aqui também o operador £, em (3.16), é obtido a partir das quantidades conservadas E
e F definidas em (3.5) e (3.7), respectivamente. Mais precisamente, definindo o funcional
de Lyapunov G = E — c¢F, temos G' = E' — c¢F’ e, em virtude de (3.6), (3.8) e (3.10),
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obtemos que

—@" +p—p° cp —¢" + (1= c*)p—¢° 0
G'(p,cp,0,0) = 680 —c g = “r 6 “r = 8 ,
0 0 0 0
ou seja, (i, cp,0,0) é um ponto critico do funcional G. Ademais,
L~ G"(p,cp,0,0) (3.17)

em que ~ significa que estamos identificando o operador £ com G”(¢p, cp,0,0) por meio de

um isomorfismo de Riesz conveniente (detalhes em [124, Lema 3.3]). E ainda, por (3.10),

vemos que
0 0 0 S0/ —90/” + wap’ _ 5()04()0/ 0
0o | 0 o co' | 0 o
£ o |l +wp—p | |0 e L 0| 0 0]’
—cp 0 0 0 0 0
isto é,
(0,0, 0, —c), (¢, ¢, 0,0) € Ker(L). (3.18)

Em outras palavras, A = 0 é um autovalor do operador £ com autofungoes associadas
(0,0, 0, —cp) e (¢, c¢’,0,0). Vemos também que como decorréncia de (3.17) e do exposto
em [15, Pagina 92| que o operador £ é um operador auto-adjunto, logo o(£) < R . De

modo que, em virtude do formato diagonal do operador £ temos que’
o(L) = o(L£1) U o(Ly). (3.19)
Dessa forma, a fim de conseguirmos analisar o espectro do operador £ precisamos obter
algumas propriedades espectrais no que diz respeito aos operadores L e /32 e para tanto

necessitamos apresentar alguns resultados preliminares.

Lema 3.3. Seja L > 27 fixo. Consideremos ce (—1,1),1—-c? =we (0,1]ep = ¢, € HG,
a solucao com perfil cnoidal dado pela Proposicao 3.2. Consideremos o operador auto-

adjuntoz, Ly: ngr([oa L]) < L?)er([07 L]) - L?)er([07 L]) dado por
Ly:=—0%+w— 50" (3.20)

Um ntimero A < 0 é um autovalor do operador £, dado em (3.15) se, e somente se, o

2
= 1-— <
vy /\< )\_1> 0

é um autovalor do operador £1. Além disso, existe uma relagdo biunivoca entre as auto-

namero

fungoes do operador L, associadas ao autovalor A < 0 e as autofungoes do operador £

associadas ao autovalor v < 0.

"Veja [91, Pagina 110] ou [111, Pagina 666])
2Veja [15, Teorema 11.21] para justificativa desse fato.
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Demonstrag¢ao. A prova parcial pode ser encontrada em |95, Proposigao 3.1|. Mas aqui
incluimos os detalhes.

=) Primeiramente, suponhamos que A < 0 seja um autovalor do operador L. Assim,
existe (g,h) € D(£1)\{(0,0)} tal que L£1(f,g) = A(f,g), isto &,

(-5% +1- 5o —lc> (Z) _ (i@ (3.21)

Notemos que (3.21) é equivalente a

—q" —5ptg—ch =X\
g +g Yg—c g (3.22)
—cg + h = Ah.
Da segunda igualdade em (3.22), vem que
Mi—h=-cg & h=-—-9_ (3.23)

A—1

Agora, se v := A (1 — /\C_21> e A < 0, entdo v < 0. Ainda, como a funcao g satisfaz a

primeira igualdade de (3.22) e h cumpre (3.23), segue que g # 0 e

Li(g) = —¢g"+(1-cP)g—5p'y
" 4 2 029
= —g +g—5g0g—ch—cg—)\_1 (3.24)
2 2
— g—Pg—-I (1= = ~g.
9=¢9= 5 1)9=9

De (3.24) garantimos que v < 0 é autovalor do operador £, com autofungao associada
ge ngr.

<) Reciprocamente suponhamos que v < 0 seja um autovalor do operador £;. Logo, existe

uma fungao g € D(£1)\{0} tal que £1(g) = vg. Definamos uma fungdo y : R — R por
yz) =22 — 1+ +7y)z+7.

Evidentemente, y é uma fun¢ao quadratica de modo que seu discriminante A = (1 + ¢ +
7)? — 4 satisfaz A > 0, pois —4y > 0 e (1 +c? +7)? = 0. Assim, a funcio y admite duas
raizes reais (distintas). Ademais, o produto das raizes de y ¢ dado por § = v < 0. Logo,

existe um tinico A < 0 que cumpre y(A\) = 0, ou seja, A2 — (1 +¢c? +79)A +~ = 0. Ou ainda,

7:/\<1— ¢ > (3.25)

A—1
Definamos, h := —y%; € ngr — Lger. Observemos que
—g"+g-5p'g—ch = —g"+(1—c*)g—5pg+c*g—ch
= + g+ ¢
= 1+egt 9
g g
= Ag— + = A
Iox—1 a1 M
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0 que por sua vez implica em (3.21), ou seja, El(g,h) = Mg, h). Assim, A < 0 é um
autovalor do operador L.

Se v = 0, entdo notemos que o unico nimero A < 0 que satisfaz (3.25) é A = 0. Desse
modo, para concluir essa implicacao do resultado, basta aplicar o mesmo procedimento
anterior para A = 0.

Por fim, podemos concluir que existe uma relacao biunivoca entre os autovalores estri-
tamente negativos do operador £; com os autovalores estritamente negativos do operador

—

L1. O mesmo pode ser dito com respeito as autofuncgoes associadas a esses autovalores. W

E de maneira similar ao Lema 3.3 temos o seguinte resultado:

Lema 3.4. Seja L > 27 fixo. Consideremos ce (—1,1), 1-c? =we (0,1]ep = p. € H,
a solugdo com perfil cnoidal dado pela Proposicao 3.2. Consideremos o operador auto-
adjunto3, Ly : ngrqoa L]) - Lger([o’ L]) - Lger([o’ L]) dado por

Lo = —532: +w— g04. (3.26)

Um ntimero A < 0 é um autovalor do operador L5 dado em (3.15) se, e somente se, o

2
= 1-— <
vy /\< )\_1) 0

é um autovalor do operador L£o. Além disso, existe uma relagdo biunivoca entre as auto-

numero

fungoes do operador L5 associadas ao autovalor A < 0 e as autofungoes do operador Lo

associadas ao autovalor v < 0.

Observagao 3.5. Pelos Lemas 3.3 e 3.4 | temos que a dimensao de Ker(L;) é igual a

—

dimensao de Ker(L;), i = 1, 2. O

Observacao 3.6. Notemos que os operadores £ e L2, dados em (3.20) e (3.26), respec-
tivamente, sdo indexados pelo parametro w € (0, 1], o que nos permite as vezes de modo

conveniente escrever £1 = L1, e Lo = Lo, para cada w € (0, 1] fixo. u

Antes de apresentar a teoria espectral no que concerne o operador £ dado em (3.16)
precisamos relembrar alguns fatos bésicos sobre e Teoria de Floquet. Nosso breve resumo
apresentado na sequéncia é baseado em resultados contidos, por exemplo, em [48], [90] e

[103]. Uma breve descrigdo também pode ser encontrada em [31, Secao 2.4].

3.2.1 Repasse a Teoria de Floquet
Consideremos ¢ € HZ ([0, L]) a solugio obtida na Proposicio 3.2 e
. 72 2 2
P ="Ps: Hper([ovL]) = Lper([ovL]) - Lper([ovL])
o operador de Hill, dado por

P=—0;+9(s,9), seV, (3.27)

3Veja [15, Teorema 11.21] para justificativa desse fato.
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emque Vc Reg:Vx L2, ([0,L]) — L?..([0,L]) é um potencial suave e L := Lg > 0,

per per

para s € V. Aqui, g é chamado de potencial e é importante ressaltar que consideramos g

um potencial par, ou seja, para cada s € V, a aplicagao

g(x) =g(s,0)(x), Ve eR

satifaz a propriedade g(—x) = g(x), para todo x € R. Equivalentemente, podemos escrever
g:VxIL: . (0,L]) - L2, .([0,L]). Ainda, o operador P & auto-adjunto. De fato,

per,e per,e

primeiramente escrevamos P = R+ A, em que R := —(92 +1e A:=g—1, e notemos que

D(R) = D(P) = H2,, e D(A) = L2,.. A partir do Lema de Lax-Milgram (|22, Corolério

per per*

5.8]), inferimos que R : D(R) < L2, — L2

operador simétrico, temos por [16, Teorema 20.5] que R é um operador auto-adjunto. Em

. € sobrejetor. Além disso, sendo R um
contrapartida, A é um operador simétrico e em virtude do comportamento do potencial g,
obtemos que A é um operador limitado. Nesses termos, segue de |15, Teorema B.41] que
P = A+ R é auto-adjunto e donde o(P)  R.

De acordo com o Teorema da Oscilagao (|90, Teorema 2.1]), o espectro de P ¢ formado

por uma sequéncia de autovalores (\,)nen < R tal que
M<AM< <Az < <A1 < Aoy o0, (328)

em que a igualdade Ao, 1 = Aoy, para algum n € N, significa que o autovalor é duplo.
Afirmamos que oess(P) = . De fato, consideremos o operador auxiliar 7' : P — R :
ngr c L%er — L}2)er' Assim, ¢é valido que T'(u) = gu — u, para qualquer que seja u € ngr.
A partir do exposto na demonstracao de [15, Teorema 11.21] temos que cess(R) = .
Dessa forma, usando a imersao compacta ngr — Lger (veja (1.2)) e a limitacdo de g
inferimos que 7' é um operador compacto. Esses fatos e o Teorema do Espectro Essencial?,
nos permitem concluir que oegs(P) = 0ess(R) = &, como afirmado. Consequentemente,
odisc(P) = o(P) forma um conjunto discreto de autovalores. Além disso, o espectro de
P ¢é caracterizado pelo nimero de zeros das autofungoes, mais precisamente, se p € D(P)
¢ uma autofuncgao associada ao autovalor As,_1 ou Ag,, para algum n € N, entao p tem
exatamente 2n zeros no intervalo [0, L). Em particular, a autofungao associada ao primeiro
autovalor A\g € R nao tem zeros em [0, L] e pode ser assumida par.
Pela teoria classica de Floquet existe p € C;°([0, L]) uma solugao periodica nao-trivial
da equacao
—f"+g(s,0)f =0, (3.29)

em que f e CF([0,L]). Aqui, C;°([0,L]) := {f : R — R ; fé limitada e suave}. Também
pela teoria de Floquet, obtemos a existéncia de uma solucao y € C;°([0, L]) de (3.29) que
¢ linearmente independente com p de modo que {p, y} é uma base fundamental de soluges
da equacao de Hill (3.29). Vale destacar que sendo p periddica, entdo y é um fungao

par ou impar. E como é bem sabido que as duas solugoes de (3.29) sdo univocamente

4([15, Teoremas B.46 e B.48].
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determinadas por uma funcao par e uma impar, segue que se p é impar, entdo y é par
e vice-versa. Ainda, como uma consequéncia da Formula de Abel (|43, Teorema 4.10]),

temos que o Wronskiano W(p,y) de p e y satisfaz
Wi(p,y)(x) = W(p,y)(0) =1, zeR, (3.30)

em que W(p,y) = py’ —yp'.
Adicionalmente, existe # € R (dependendo de y e p) tal que

y(x + L) = y(z) + Op(x), xzeR. (3.31)

A constante 0 € R “mede o quanto” a fung@o y é peridédica. Para ser mais preciso, § = 0
se, e somente se, y é periddica. Esse critério é bastante ttil para estabelecer se o niicleo de
P é 1-dimensional desde que provemos que € # 0. No que tange tal fato, temos o seguinte

resultado.

Proposicao 3.7. Se A = 0 é um autovalor de P, com autofungao associada p € D(P),
e 0 € R é a constante dada por (3.31), entdo A = 0 é simples se, e somente se,  # 0.

Ademais, se p tem 2 zeros sobre [0, L), entdo A\ = 0se § <0, e Ay =0se > 0.
Demonstragao. Consulte [99, Teorema 3.2| e [103, Teorema 3.1]. |
Precisamos também da nog¢ao de familia isonercial de operadores auto-adjuntos.

Definigao 3.8 (Indice de Inércia). Seja s € V. O indice de inércia do operador auto-
adjunto P = P, em (3.27), é o par in(Ps) := (n(Ps),z(Ps)) € N2.

Definigao 3.9 (Familia Isonercial de Operadores). Sejam s € V e Ps o operador dado em
(3.27). A familia de operadores lineares {Ps : HZ,, < L2, — L3, ; s € V} ¢ dita ser

isoinercial se in(Ps) é constante para qualquer s € V, isto é, in(Ps) = in(P,), para todo

r,se V.

O proximo resultado é bastante 1til para determinar o comportamento do espectro
nao-positivo do operador linear P = Py, para s € V, em (3.27) apenas o conhecendo para

um valor fixo sg € V.

Teorema 3.10. Seja s € V. Se A = 0 é um autovalor de Ps e g é continuamente diferencié-
vel em todas as variaveis, entao a familia de operadores {P; : ngr c Lger — Lger ; seV}

é isonercial.
Demonstragao. Veja [99, Teorema 3.1]. |

Observagao 3.11. Convém observamos que os operador £1 e Lo dados em (3.20) e (3.26),

sao casos particulares do operador P em (3.27). U

Em posse das informacoes acima, na proxima subsecao vamos estabelecer mais algumas

propriedades espectrais tteis relacionadas ao operador £ em (3.16).
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3.2.2 Propriedades Espectrais

Seja L > 27 fixo e consideremos ¢ € (=1,1), 1 = =w e (0,1] e ¢ = ¢, € HE, a
solucao com perfil cnoidal dada na Proposigao 3.2.
Consideremos também, agora, o operador linear £1 dado em (3.20). Observermos que

derivando (3.10), vemos que
L1(¢) = —¢" +w’ — 50"’ =0, (3.32)

isto é, A\ = 0 é um autovalor com autofungao associada sendo p = ¢’. Entdao, pelo apre-
sentado na Subsegao 3.2.1, existe uma fungao y € Cy°([0, L]) que satisfaz a equagao de
Hill

— " +wy — 5oty =0, (3.33)
de modo que {¢',y} é o conjunto fundamental de solugdes. Ademais, uma vez que ¢’
é fmpar (pois ¢ é par), temos que y é par, o que implica que 3’'(0) = 0. Ainda, como

decorréncia de (3.30), vemos que

L= W )(0) = YOO =30 =~y 0) =1 = 4(0) = S
Aqui, é possivel verificar que
gy - K (k)2 /=k2 + s(k) + L/K2 + s(k) + 1 (—k? + s(k) + 2) ke

L3
em que s(k) := Vk% — k2 4 1, de modo que o numerador de ¢”(0) é estritamente negativo
em (0, 1), pois o fato que 3(1 — k?) > 0 implica —k? + s(k) + 2 > 0, para todo k € (0,1).
Donde, ¢"(0) # 0.

Assim, estabelecemos que y satisfaz o seguinte problema de valor inicial
—y" +wy — 5y =0
y(0) = —— (3.34)

©”(0)
y'(0) = 0.

E derivando a relagao (3.31), determinamos que

y(x+ L) =y (z) +0o"(x), zeR.

Aplicando a identidade acima no ponto x = 0 e usando o fato que 3'(0) = 0, temos também

que a constante # € R, é dada por
y'(L)
0 = S(0)" (3.35)

Fixemos L = 8 e kg = 0.5. Por (3.14) e como 1 — ¢ = w € (0,1], obtemos valores

co € (—=1,1) e wp € (0,1] de modo que 1 — ¢ = wy ~ 0.6403 e que a solugio ¢, como dada

em (3.11)-(3.13), pode ser determinada por

1.2604 cn(0.8428 z; 0.5)

x) = )
#() v/1 + 1.65135n2(0.8428 x;0.5)

zeR. (3.36)
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Uma vez que, ¢”(0) ~ —2.3742, podemos resolver o problema de valor inicial em
(3.34). Na verdade, usando um programa computacional, vemos que y(8) ~ —32.7368.
Consequentemente, obtemos que a constante 6 € R dada em (3.35) satisfaz

_ —32.7368

> oaay = 13.7883 > 0.

A Proposigao 3.7 e o fato de ¢’ ter 2 zeros no intervalo [0, L) (veja Figura 3.2) nos permitem
concluir que A = 0 é um autovalor simples e £1 = Ly ,,, tem dois autovalores negativos, isto
é, in(L14,) = (2,1) para um valor fixado wy € (0,1]. Gracas ao Teorema 3.10, inferimos

que a familia de operadores {L1,, ; w € (0,1]} ¢é isoinercial e, assim, concluimos que
in(L1w) =(2,1), we(0,1].

A Tabela 3.1 ilustra alguns valores (aproximados) de 6 € R para valores diferentes de
L > 2m.

L=17 L=4r L =20 L =100

k 0 k 0 k 6 k 0
0.01 | 8.07 0.01 | 83.77 0.01 | 537.53 0.01 | 335953.53
0.1 | 8.07 0.1 | 83.77 0.1 | 537.53 0.1 | 335954.32
0.3 | 8.07 0.3 | 83.79 0.3 | 537.64 0.3 | 336023.83
0.5 | 8.08 0.5 | 83.94 0.5 | 538.61 0.5 | 336629.65
0.7 | 817 0.7 | 84.83 0.7 | 544.29 0.7 | 340184.46
0.9 | 8.98 0.9 | 93.24 0.9 | 598.25 0.9 | 373904.20
0.99 | 17.31 0.99 | 179.76 0.99 | 1153.37 0.99 | 720856.38

Tabela 3.1: Valores de 8 € R para valores diferentes de L > 27.

Resumindo o exposto acima, podemos estabelecer o seguinte resultado.

Lema 3.12. Seja L > 27 fixo e consideremos c € (—1,1). Se ¢ = ¢ € Hy, é a solugio
cnoidal dada na Proposic¢ao 3.2, entdo o operador £; dado em (3.20) tem exatamente 2
autovalores negativos, que sao simples, e o zero é o terceiro autovalor, que é simples, com
autofuncao ¢’. Além disso, o restante do espectro é constiuido por um conjunto discreto

de autovalores.

Na sequéncia, consideremos o operador Lo dado em (3.26). Notemos que de (3.10),

vemos que
Lo(p) = —¢" +wp — ¢° =0,

ou seja, A = 0 é um autovalor com autofungdo associada sendo p = . Entao, usando
argumentos contidos na Subsecdo 3.2.1, existe uma funcao y € C;°([0, L]) que satisfaz a
equacao de Hill

—y" +wy—ply =0, (3.37)

de modo que {¢,y} é o conjunto fundamental de solugoes. Ademais, uma vez que ¢ é par,

temos que y é impar, o que implica que y(0) = 0. Ainda, como decorréncia de (3.30),
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vemos que
1=W(p,)(0) = ¢(0)y'(0) —y(0)¢'(0) = ¥ (0)p(0)=1 = y'(0)= (p(lo)'
Aqui, é possivel verificar que
o(0) = 2 /K )V K2+ VE 2 + T+ IVR2 + VET — k2 + 1+ 1 ke (0.1)

VL ’
de modo que é facil ver que ¢(0) é estritamente positivo em (0,1). Donde, ¢(0) # 0.

Assim, estabelecemos que y satisfaz o seguinte problema de valor inicial

—y" +wy — @ty =0

y(0) =0 (3.38)
oy — 1

Yy (0) = 200

E aplicando = = 0 na relagao (3.31), vemos que y(L) = y(0) + 6¢(0) e usando o fato que

y(0) = 0, asseguramos que a constante 6 € R é dada por

_yd)
6 o0 (3.39)

Fixemos L = 8 e ko = 0.5. Novamente, por (3.14) e como 1 — ¢? = w € (0, 1], obtemos
valores ¢p € (—1,1) e wp € (0,1] de modo que 1—cZ = wp ~ 0.6403 e que a solugio ¢, como
dada em (3.11)-(3.13), é determinada, nesse caso também, por (3.36), com ¢(0) ~ 1.260.
Por outro lado, podemos resolver numericamente o problema de valor inicial em (3.38)

para obter y(8) ~ —13.1854. Por conseguinte, obtemos que 6 € R dado em (3.39) satisfaz

~13.1854

~ = —10.4602 .
0 1260 0.4602 < 0

Assim, a Proposicao 3.7 e o fato que ¢ tem dois zeros no intervalo [0, L) (veja Figura 3.2)
nos permitem concluir que A = 0 é um autovalor simples e L3 = Lg,,, tem um autovalor
negativo, isto é, in(La.,) = (1,1) para um valor fixado wp € (0,1). Por consequéncia do
Teorema 3.10, vemos que a familia de operadores {L2,, ; w € (0,1]} ¢ isoinercial. Dessa
forma, inferimos que

in(L20) = (1,1), we(0,1].

A Tabela 3.2 ilustra alguns valores (aproximados) de 6 € R para valores diferentes de
L > 2.

Resumindo o exposto acima, podemos estabelecer o seguinte resultado.

Lema 3.13. Seja L > 2 fixado e consideremos c € (—1,1). Se ¢ = ¢, € H_, & a solugio
com perfil cnoidal dada na Proposigao 3.2, entao o operador L2 em (3.26) tem exatamente
1 autovalor negativo, que é simples, e o zero é o segundo autovalor, que é simples, com
autofungao associada sendo ¢. Adicionalmente, o restante o espectro é constituido por um

conjunto discreto de autovalores.
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L=7 L =A4r L =20 L =100

k 0 k 0 k 0 k 0
0.01 | —7.80 0.01 | —25.13 0.01 | —63.66 0.01 | —1591.55
0.1 | —7.80 0.1 | —=25.13 0.1 | —63.66 0.1 | —1591.60
0.3 | —7.82 0.3 | —25.21 0.3 | —63.85 0.3 | —1596.19
0.5 | =8.01 0.5 | —25.81 0.5 | —65.38 0.5 | —1634.50
0.7 | —8.93 0.7 | —28.77 0.7 | —72.88 0.7 | —1821.97
0.9 | —14.52 0.9 | —46.79 0.9 | —118.53 0.9 | —2963.34
0.99 | —63.10 0.99 | —203.36 0.99 | —515.12 0.99 | —12878.20

Tabela 3.2: Valores de # € R para valores diferentes de L > 27.

Por decorréncia dos Lemas 3.3 e 3.4, Observacgao 3.5 e dos Lemas 3.12 e 3.13, temos:

Teorema 3.14. Seja L > 27 fixado e consideremos ¢ € (—1,1). Se ¢ = ¢. € Hz,
¢ a solugao com perfil cnoidal dada na Proposicao 3.2, entao as seguintes propriedades
espectrais ocorrem:

i) o operador £1 dado em (3.15) tem exatamente 2 autovalores negativos, que sdo simples, e
0 zero é o terceiro autovalor, que ¢é simples, com autofungao (¢, cp’). Além disso, o restante
do espectro é constituido por um conjunto discreto de autovalores e limitado longe do zero.
ii) o operador L5 dado em (3.15) tem exatamente 1 autovalor negativo, que ¢ simples, e o

zero é o segundo autovalor, que é simples, com autofuncao (¢, —cp). Além disso, o restante

do espectro é discreto e limitado longe do zero.

Agora, nossa intengao é analisar o operador linearizado completo £ definido em (3.16),
contando o seu nimero de autovalores negativos e provando que seu niicleo é bidimensional.
Para tanto, primeiro de tudo, ja vimos em (3.18) que (¢, ¢¢’, 0,0), (0,0, ¢, —cp) € Ker(L)

e, assim, pelo Teorema 3.14 e por (3.19), determinamos que

Ker(L) = [(¢,c¢’,0,0), (0,0, 0, —cp)]. (3.40)

Ademais, como resultado de (3.28) e das Observagcoes 3.3 e 3.4, estabelecemos que o restante
do espectro de L é constituido por um conjunto discreto de autovalores e limitado longe

do zero. Ainda, novamente pelo Teorema 3.14 e por (3.19), obtemos

— —

n(L) =n(Ly) +n(Le) =2+1=3. (3.41)

Voltemos nossa atengdo ao operador L restrito ao espago das fungoes pares. Mais

precisamente,

Lo:=L: (H% XL )X (H2y X L2 ) C L2 o X L2 o — L2, x L2 (3.42)

per,e per,e per,e per,e per,e per,e per,e per,e*

Antes de continuarmos nossa analise no que se refere o operador L., precisamos esta-

belecer o seguinte lema.
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Lema 3.15. Seja a > 0 fixo. Sejam %,q,w : R — R fungoes localmente integraveis,

a-periddicas, com p > 0 e w > 0, e o problema de autovalor com condigoes de fronteira:

{ —(py) + qy = \wy, AeR.
y(0) =y (5) =0.

Se p, q e w sao fungdes pares e se, para n € N, A\, € R é o n-ésimo autovalor de (3.43), com

(3.43)

autofuncao associada y, : R — R, entao x,_1 é impar, para n > 1.
Demonstragao. Veja |27, Teoremas 2.3.4 (a) e 2.8.1]. |
No que se refere o operador L., temos o seguinte resultado.

Teorema 3.16. Seja L > 27 fixado. E consideremos c€ (—1,1) e 1 —c¢?> = w e (0,1]. Se
Y =€ prer é a solugao com perfil cnoidal dada na Proposic¢ao 3.2, entao o operador L.
definido em (3.42) tem exatamente 3 autovalores negativos, que sdo simples, e o zero é um
autovalor simples, com autofuncao (0,0, ¢, —cyp). Adicionalmente, o restante do espectro

é constituido por um conjunto discreto de autovalores e limitado longe do zero.

Demonstracao. A fim de provarmos esse teorema, notemos que, é suficiente provarmos
que todas as autofungoes associadas com autovalores negativos dos operadores de L1 e Lo,
dados, respectivamente, em (3.20) e (3.26), sdo fungdes pares. De fato, se g; € H2, ([0, L])

¢ uma autofungao do operador L;, para i € {1, 2}, com autovalor ; < 0, entdo como vimos

nos Lemas 3.3 e 3.4
- c 2 2
gl = (.91/7 _l,L o 1gl> € Hpene X Lpene
T

¢ uma autofuncao do operador £;, dado em (3.15), com autovalor u; < 0 que é a solucao

negativa de v; = (1 — Mf:).

Agora, a partir do Lema 3.12, podemos considerar ag, a1 < 0 os autovalores negativos
do operador L1, com autofungoes associadas ¢g, ¢1 € ngr, respectivamente. Tais autova-
lores sao os dois primeiros autovalores de £1 que sdo simples e ag < a1 < 0. Além disso,
as = 0 é o terceiro autovalor, com autofungao ¢’. Também pelo Lema 3.13 podemos con-

siderar (p < 0 o tnico (e o primeiro) autovalor do operador L2 com autofungao associada

Xo € HE)er'
Do contido na Segao 3.2.1 (ou consulte também [90, Teorema 1.1|), vemos imediata-
mente que @g, Xo € ngne' Na sequéncia, provemos que ¢ € ngr,e. Para isso, no intervalo

[0, %] consideremos o problema de autovalor, para k€ R e y € D(L;),

{ Li(y) =y + (w—5p")y = Ky (3.44)
( .

y(0) =y

Notemos que se y € D(L1) é impar e tal que £1(y) = ky, para algum k € R, entao y
satisfaz (3.44). De fato, como y é L-periodica, entao y (%) =y (—%) e sendo y impar,
temos também que y (%) = — (—%) Donde, 2-y (%) =0ey (%) = 0. Ainda, novamente

pelo fato de y ser impar, vemos que y(0) = 0, mostrando o afirmado.
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Do mostrado anteriormente e em razao de (3.32), inferimos em particular que ¢’ satisfaz
(3.44), para k = ag = 0. Temos também que, L£1(¢1) = a1¢1, mas ¢; pode ser impar ou
par, pois ¢; ¢ a solu¢do de uma equagao de Hill (com potencial par). Por outro lado, é
importante ressaltarmos que pelo Lema 3.15 o menor autovalor do problema (3.44) tem uma
fungao fmpar associada. Agora, suponhamos, por um momento, que o menor autovalor de
(3.44) é aq < 0, isto &, ¢1 é uma fungao fmpar. Como, oy =0 > a7 e L1(¢') = 0 obtemos
por [27, Teorema 2.5.2] que ¢’ tem infinitos zeros o que é uma contradigao, pois ¢'(x) < 0,
para todo x € (O, %) .

Desse modo, a1 < 0 nao pode ser o menor autovalor, ¢1 nao é uma funcao impar e
entao ae = 0 é o menor autovalor do problema (3.44). Consequentemente, ¢; é uma fungao
periddica par, ou seja, ¢1 € ngr’e.

Do explicado acima, concluimos que L. tem 3 autovalores negativos, que sao todos
simples. Na sequéncia, como ja sabemos que Ker(L) = [(¢/, c¢’,0,0), (0,0, ¢, —cp)] e ¢ é
uma fungao impar, inferimos que Ker(£L.) = [(0,0, ¢, —cp)]. Em outras palavras, o zero é

um autovalor simples do operador L, e nucleo de L, é 1-dimensional. [

3.3 Instabilidade Orbital das Ondas Cnoidais

O objetivo dessa se¢ao é estabelecer um resultado de instabilidade orbital no que tange
a equagao quintica de Klein-Gordon dada em (3.1).
Consideremos L > 27 fixado e também o espago energia complexo dado por

X = Hpep ([0, L]) % L3 ([0, L])  Hyer ([0, L]) % Lger ([0, L]

E bem sabido que a equacdo (3.1) é invariante sobre duas simetrias basicas, a saber, a
translagao e a rotagdo. Em outras palavras, se u : R x R, — C é uma solugao de (3.1),

entao também o sao, as funcoes dadas por
e Ou(x,t) e wu(x+rt), (z,t)eR xRy

para todo 6,r € R.
No que segue, para c€ (—1,1), p. = p € H3., ¢ a solugao periddica com perfil cnoidal

dada na Proposicao 3.2. Definamos

P := (p,icp) = (p,cp,0,0) € X.

Nossa intencao é obter um resultado de instabilidade orbital associado a onda periddica
: — gl 2 1 2

par ¢ em (3.11) sobre o subespago restrito X 1= Hpo o X Lig o X Hpg o X Lo, o © X,

Para tanto, é necessério considerar o espaco X com apenas a simetria de rotagao, ja que a

translacao nao é invariante sobre o espaco X, isto é, dada uma funcao em X pode ocorrer

de sua translagao nao ser uma fungao par.
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Seja U = (u1,v1,u2,v2) € X e € R. A simetria de rotagao ¢ dada explicitamente por

cosf 0 —send 0 Ul

B 0 sen 0 0 cos U1

ROV = senf 0 cosf 0 U
0 cosf 0 —send V9

Podemos estabelecer a seguinte definigao.

Definigao 3.17 (Estabilidade Orbital). A onda perioédica ¢ € X, é dita orbitalmente
estavel se, dado € > 0, existe § > 0 com a seguinte propriedade: se Uy € X, satisfaz
Uy — @|x < 6, e U é uma solugao de (3.1) no intervalo [0,tp), para algum ¢y > 0, com
U(0) = Uy, entao U pode ser continuada em 0 < t < o0 e

ti%g érel]]f{ |U(t) — R(9)<I>HX <e.

Caso contrario, ® é dita orbitalmente instavel. Em particular, isso aconteceria no caso de

solugoes que nao podem ser continuadas.

Antes de darmos sequéncia no nosso estudo da estabilidade orbital, precisamos voltar

a atengao para a boa colocagao da equagao (3.1).

3.3.1 Boa Colocacgao

Como podemos ver na Definigdo 3.17, antes de podermos estabelecer nosso resultado
de estabilidade, precisamos apresentar um resultado de boa colocagdo (ao menos) local
associado com a equagao de Klein-Gordon (3.1), isto ¢, um resultado de boa colocagao

associado ao problema de Cauchy

Ugt — Uz +u — |ufu =0
u(x,0) = up(z) (3.45)
ut(x,0) = vo(x), (x,t) e R xRy,

com (ug,vg) € Xe. Nesse caso, temos bem estebelecido o seguinte resultado.

Teorema 3.18 (Boa Colocagao). O problema de Cauchy (3.45) é localmente bem colocado
em X,.. Mais precisamente, para cada Uy = (ug,v9) € X, existe um ntimero 7' > 0 e uma
tnica solugao U € C([0,T], X.) da equacao (3.45) com U(0) = Uy e para cada Ty € (0,T")
a aplicacao dado-solugao

Upe X — U e C([0,To], Xe)
é continua.

Demonstragao. Esse resultado segue usando a teoria classica de semigrupos (contida, por
exemplo, em [110] e [129]) e argumentos de densidade. Veja [95, Teorema 2.1] ou [31,
Teorema 3.7). ]
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3.3.2 Convexidade da Fungao d

Seja L > 27 fixado. Para ¢ € (—1,1), consideremos a solugdo com perfil cnoidal
Ye = E ngr dada na Proposigao 3.2. Vemos que a fungao real d : (—1,1) c R — R
definida por
d(c) = E(p,cp,0,0) — cF (o, cp,0,0)

é bem definida e suave, gragas a existéncia da curva suave de solugoes

cel=(-1,1) — ¢. € H2.([0, L])

per

determinada na Proposi¢ao 3.2. Ademais, o fato ja conhecido G'(¢, cp,0,0) = 0, implica

que

d d
d'(c) = E(so,cso,O,O)%(so,w,O,O)—cF’(%C%O,O)%(@,C%O,O)—F(cp,cso,O,O)

d
= G,(@v P, O? 0)%(807 cp, Oa 0) - F(Qpa cy, 0, 0) = 7F(Q07 cy, 0, 0),
isto é,
L
d'(c) = —F(p,cp,0,0) = —cf (p(x))*dz, ce(—1,1).
d

0
@ = -5 (e[ " (6@) i )
L
0

- L(so(m))? do—cit | L(so(w))i da
- [wwra—c(5) L [ et as

L L
= [ ) do—e(-20 - | ol da (3.16)

0 0

Assim,

L L
- | @) dov 2 L | (ol da

0

L L
ff (gp(gn))2 dr +2(1— w)di J (go(x))de, ce (—1,1).

0 w Jo
em que foi usado o fato que w =1 —c? € (0,1].
Um dos principais fatos para o estudo da convexidade da func¢do d por meio do estudo
do sinal de d” em (3.46) é obter uma expressao conveniente para a integral Sé; (o(z))?dz.

Com esse fim, primeiro observemos que a partir de (3.11) e para b := 4KL(k), temos

L L 2 02(h 27 K(k) 20,
9 a® cn®(bx; k) a*L J cn®(u; k)
© = - 7 = _ 1).
fo (ple))dz JO 1 — gsn?(bx; k) da K(k) Jo 1—gsn?(u;k) du, ke (0,1)
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No que segue, k € (0,1). Usando os valores explicitos em (3.12), (3.13) e |23, Formula
411.03], obtemos que

L N2 a’L (1 —q)(1 — Ao(B, k))
L(SO( )" de = g 2¢/q(1— q)(q — k?)

201 — o) VRO (a — 2 121 — Aof5, 1))
LK(k)v/q(1—q)(q— k?)
~ —2m(Ao(B,

k) — 1) .
- S T VE2 4 s(k) + 14/2 — k2 + s(k) =: R(k),

(3.47)

em que
s(k) ==k —k2+1

e Ap: (0,1) € R — R indica a fun¢do Lambda de Heumann (veja [23, Férmula 150.03])

definida por

Mo(B, k) = = (BR)F(5, ) + K(K)E(5,K) — K(K)F(8,K))
com
B := arcsen <V%> e k' :=+/1-k2
Por (3.46), (3.47) e pela Regra da Cadeia, vem que
-1
d"(c) — —R(k) + 22 R'(k) (fl‘;) . (3.48)

Primeiro, observemos que para todo k € (0, 1), temos

L
“R(k) = - L (p(x))? d = —[ 22 < 0. (3.49)

Por outro lado, podemos plotar o grafico da fungao R’ : (0,1) € R — R (veja Figura

3.3, pagina 70) para mostrar a existéncia de um namero k* ~ 0.593 tal que
R'(k) <0, ke(0,k%).

Usando o valor explicito de w = 1 — ¢% € (0,1] dado em (3.14), vemos que k* ~ 0.593

define unicamente um valor ¢* € (0,1) dado por®

«  0.654/-99.87 + 2.33L2
c* o~ >0

; (3.50)

Adicionalmente, temos que w € (0,1] é uma fungdo positiva e estritamente crescente

(Z:) - > 0. (3.51)

Logo, inferimos por (3.48), e pelo fato R’(k) < 0, para todo k € (0, k%), e (3.51) que

em termos de k € (0, 1), ou seja,

d’(c) <0, Vce (—1,—c*]u[c*1). (3.52)

®A fim de tornar o radicando em (3.50) bem definido seria necessario considerar o valor de L > 27
ligeiramente maior do que 2, a saber, L > 6.4 aproximadamente. Mas devido as aproximagdes numéricas
feitas e pela pequenez dessa diferenga, continuaremos considerando L > 2.
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0.1 . B 5 B 06 07 08 09 1
k

Figura 3.3: Comportamento da fungao R’.

Nesses termos, provamos a convexidade da funcao d sobre o intervalo (—1, —c*|u|[c*, 1).
Nossa proxima andlise é feita considerando k € (k*,1), ou seja, para ¢ € (—c*,c¢*). Em
verdade, para o caso (k*, 1), ndo temos uma resposta precisa para a convexidade da funcdo
d, pois nesse caso essa convexidade depende de uma eventual escolha do periodo L > 2.

De fato, voltemos para a expressao em (3.46), a qual nos possibilita escrever, para k € (0, 1),

d'(c) = —R(k)— 2R (k) (fl‘]:>_l+ IR (k) (fl‘;;)_l

dw\
= 2RxmcxmL2—R@0—2wam<dk> . ce(=1,1)  (3.53)

em que Q : (0,1) € R — R% é uma fungao definida como

<j°,;’)_l — Q) L2

Na sequéncia, definimos

dw

a=alk):=2R'(k)Q(k) e v=uv(k):=R(k)+2wR (k) (dk

>1,Vke(Q1)(35®

Convém enfatizarmos que @ > 0 e v > 0 dependem apenas do modulo k € (0, 1), uma vez
que R, Q e o produto de w € (0, 1] com (3—‘,;’)_1 depende apenas de k € (0,1). Em virtude

de (3.53) e (3.54), determinamos para todo c € (—c*, c*) que
d”(c) = a(k)L* — v(k). (3.55)

A relagao (3.55) mostra que a positividade de d” depende de uma eventual escolha
de L > 27m. Ja que (3.55) envolve fungées complicadas de se manipular, como a fungao
Lambda de Heumann, podemos determinar a convexidade de d usando calculos numéricos
(por meio do uso de um software). Desse modo, obtemos a existéncia de um Ly ~ 20.354

tal que se L € (27, L), entdo

d’(c) <0, Vce (—c*,c*).
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Para o caso L > Lg, lidamos com um cenério complicado para a convexidade de d. Na
verdade, de acordo com os plots na Figura 3.4, podemos ver que para alguns valores de
L > Ly, temos d’(¢) < 0 para alugns valores de k € (k*,1), mas quando L > 27 se
torna grande temos que d”’(¢) > 0, para k € (k*,1). Esse tultimo fato nos impede de
usar a teoria abstrata em [57, Teorema 5.1| para instabilidade linear, pois a diferenga
n(L.) —p(d’)=3—-1=2 ¢ par.

(a) L =20 (b) L =20.2

0.7 0.8 0.9 1.0
k

(c) L =204 (d) L = 400

Figura 3.4: Grafico de d” para alguns valores de L > 27 no intervalo (k*,1).

3.3.3 O Resultado de Instabilidade

Seja L > 2 fixado. Como anteriormente, consideremos ¢ = ¢ € Hy, a solugdo com
perfil cnoidal dada na Proposigao 3.2. Usando argumentos da Subsegao 3.3.2 juntamente
com o Teorema 3.16, estabelecemos que a diferenca n(L.) — p(d’(c)) =3 -0 = 3, é um
namero impar, para todo ¢ € (—1,—c*] u [¢*,1). Para o caso L € (2w, Ly), também
estabelecemos que a diferenca, n(L.) — p(d’(c)) = 3 — 0 = 3, isto &, a diferenca acima
também é um namero impar, para todo ¢ € (—c*, ¢*). Esses fatos nos colocam em posi¢ao
de concluir instabilidade linear de ondas periddicas de acordo com [57, Teorema 5.1] e

nossa inten¢ao é determinar a instabilidade (nao-linear) orbital . Para tanto, usamos o

principal resultado de [123], devido a Shatah e Strauss, dado a seguir.
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Teorema 3.19. Em um espago de Banach Y = (Y, - |y), consideremos a equagao de
evolucao

d

di: — A(u) + K(u), ueY, t>0 (3.56)

em que A: D(A) c Y — Y ¢é um operador linear e £ : Y — Y é uma nao-linearidade.

Se
(a) A gera um Cp-semigrupo (ou semigrupo fortemente continuo) em Y

(b) o espectro do operador A intersecta {A € C; Re(\) > 0}, ou equivalentemente,
g(A) n{XA e C; Re(N\) >0} # &;

(c) eK(0) =0,K:Y — Y econtinua, e existem p > 0 e a > 0 tais que |[K(u)|y < aul}

para todo |uly < p,
entao a solugao nula é nao-linearmente instavel.
Demonstragao. Veja [123, Teorema 1]. |

Lembremos que a solu¢ao nula de (3.56) ¢ dita ndo-linearmente estavel se para todo
e > 0, existe 6 > 0 tal que, dado ug € Y, se |ug|y < 9, entéo a solugao u(t) de (3.56), com

u(0) = uy, existe para todo t > 0 e satisfaz
sup |lu(t)[ly < e.
teR

Caso contrario, é dita nao-linearmente instéavel.
Tendo em mente o conceito de solugao nao-linearmente estéavel comentado acima, temos,
como consequéncia do Teorema 3.19, o seguinte resultado de instabilidade orbital no que

tange a equagao quintica de Klein-Gordon em (3.1).

Teorema 3.20 (Instabilidade Orbital das Ondas Cnoidais). Seja L > 27 fixo. Para
c € (=1,1), consideremos ¢, = ¢ € Hpg, a solugdo com perfil cnoidal estabelecida na
Proposigao 3.2.

i) Se ce (—1,—c*] U [c*, 1), em que ¢* € (0,1) é dado em (3.50), entdao a onda periodica
® = (p,cp,0,0) € X é orbitalmente instavel em X, no sentido da Definigao 3.17.

ii) Para L € (27, Lg), em que Lo ~ 20.354, a onda periodica ® é orbitalmente instavel

para todo c € (—1,1).

Demonstracao. Nossa intengao é aplicar o Teorema 3.19. Com esse fim, inicialmente dado
Uy € X, consideremos U € C([0,T],X.) a solu¢do de (3.1), para algum 7" > 0, com
U(0) = Uy (veja Teorema 3.18). Na sequéncia, consideremos a seguinte perturbagao da

onda ® = (¢, cp,0,0) sobre o espago Y = X, dada por

V(t) = R(—ct)U(t) — ®, te(0,T) (3.57)
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em que ¢ € (—1,1), de modo que Vp := V(0). Uma vez que J~! = —J, da mesma forma

que em |55, Equacao (0.3)] podemos ver pelas equagoes (3.1) e (3.10) que

%i=<MV+I%E@+V%JW@—E%@W
= JLV +J(E'(®)—E'(®+V)+ E"(®)V) (3.58)
= JLV + JNYV,
N(V) = [E'(®)—-FE(®+V)|+E"(®)V
Re(u)ze — Re(u) + Re(IsID +(U)I4(s0 +u)) — Re(|p|*0)
- In(u)es — Im(u) + (g + afio+a)) |7
—Re(v)
—Re(u)zs + Re(u) — [p]* Re(u) — 4[p[*¢* Re(u)
N Im(v)
—Im(w) e + Im(u) — |p|*Im(u)
Re(v)
Re(|o +u[*(p +u)) — Re(|o|*p) — [¢|*Re(u) — 4|p[*¢*Re(u)
0
- Im(le + ul*(¢ + u)) — || *Tm(u) ’
0

V = (Reu,Imv,Imu,Rev) € X,, para certas u,v : R x Ry — C, e J é a matriz definida
em (3.3). Por simplicidade, em (3.58), denotemos por A := JL e K := JN. Desse modo,

0
I 4 — ||
K(V) = m(|e + ul*(p +0u)) || *Tm (u)  (3.59)
Re(|p + u[*(v +u)) = Re(lp|*p) — |¢|'Re(u) — 4]p[*v*Re(u)
O procedimento ¢é similar ao determinado em [100, Teorema 3.2] e, assim, é suficiente
mostrarmos que (3.58) tem a solu¢do nula como uma solugdo nao-linearmente instavel.

Provemos, entao, que os itens (a)-(c) no Teorema 3.19 ocorre em nosso contexto.

(a) Provemos que A = JL é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo em X.. Para
tanto, primeiro observemos que podemos escrever A = A + P, em que os operadores
P:X,— X.e A:D(A) c X, — X, sao dados por

0 0 0 1 0 0 ¢ O
. 0 0 —(=2+1) 0 o 0 o —c
A= 0 1 0 ol ¢ F=l—co00 of
—(=02+1) 0 0 0 50 ¢ 0 0
com D(A) = ngr,e X ngr,e X ngr’e X ngr’e. J& que P é um operador limitado, vemos por

[110, Capitulo 3, Teorema 1.1] que é suficiente provarmos que A é o gerador infinitesimal

de um Cp-semigrupo em X,.. Notemos que, em consequéncia de (1.2), temos D(A) = X,.

Ainda, é facil ver, devido a periodicidade das fungoes do espaco ngr, que

(=240 f f) = (=1 Pz + (D = 172+ | fl72 >0,  feHz,
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isto &, o operador (—02 + 1) : ngr c Lger — L%er ¢ positivo. Como visto na Subsegao

3.2.1, o operador R = (=02 + 1) é auto-adjunto, de modo que B = (02 + 1)% estd bem

6

definido e ¢ auto-adjunto também®. Agora, definamos para todos F' = (uj,ug,v1,v2) €

G = (ﬂl,ag,ﬁl,ﬁg) € Xe,
(F.G) . = (B(u1), B(@)) » + (u2, 1) ;5 + (B(v1), B(01)) 2 + (v2,2) 1o (3.60)

E facil ver que (~, ) .+ Xe x Xe —> R define um produto interno em X, que é equivalente

ao produto interno natural de Xe.
0,q,w) € D(A) arbitrarios, vemos que
AWVY) = (w, (02 + 1)q,v,— (02 + 1)p) e A(Va) = (w0, —(02 + 1)¢, 0, —(02 + 1)p). Desses

fatos e em virtude de B ser auto-adjunto, obtemos

Por outro lado, dados Vi = (p,v,q,w), Vo = (p,

(A1), Va) 5.
= ((2+1)¢.p)) 2 + (Bw), B®)) 2 + (= (@2 +1)p, @) 1o + (= (62 + Do, )

(Vl,A(VQ))Xe
= (p, (2 +1)q) 2 + (B(), B(W)) 12 + (@, —(05 + 1)) 1o + (w,— (0% + 1)D)

donde inferimos que (A(V1), VQ)Xe + (Vl,A(VQ))Xe = 0. Disso, da arbitraridade dos ele-
mentos V1,Vo € D(A) e como m = X, vem que A é anti-simétrico, de modo que
vale A = —A* isto é, A é anti-adjunto ou ainda por [129, Lemma 1.6.2] o operador iA
¢ auto-adjunto’. Pelo Teorema de Stone ([129, Teorema 3.9.1]), segue que A é o gera-
dor infinitesimal de um Cp-semigrupo em X.. Dessa forma, pelo comentado inicialmente,

A = A+ P é o gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo em X, como querfamos provar.

(b) Afirmamos que o(A) N {\ € C; Re(\) > 0} # J. Com efeito, pelos argumentos conti-
dos na Subse¢ao 2.3.2 juntamente com o Teorema 3.16, obtemos que a diferenga dada por
n(L.) — p(d”’(¢)) = 3 —0 = 3 é um ntmero impar, para todo ¢ € (—1, —c*] U [¢*,1). Para
o caso, L € (2w, L) também obtemos que n(L.) — p(d”(¢)) = 3, que é um namero impar,
c*,

para todo ¢ € (—c*,¢*). Assim, pelo [57, Teorema 5.1| nossa afirmagao segue.

(c) O operador £ = JN : X, —> X, esta bem definido e, claramente, cumpre (0) = 0
Provemos agora que existem a > 0 e p > 0 tais que para todo V € X, satisfazendo
[Vlx, < p, temos

IKW)lx. < VX, (3.61)

em que || - [x, : X¢ — R é a norma natural em X, a saber, para F' = (uj,u2,v1,v2) € X,

|FI%, = lulzn + luzlZe + lorll 7 + o2z

5Veja [120, Proposigao 5.13]
"Consulte [134, Secio 19.8] para detalhes de operadores anti-simétricos e anti-adjuntos.
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Para provarmos (3.61), primeiro notemos que se V = (Re(u), Im(v), Im(u), Re(v)) € X, ¢

tal que ||V|x, < 1, entéo pela definigdo da norma | - ||x, deduzimos que
[Re(u) | + [Tm(v) |72 + [Tm(w) 7 + [Re(v)|72 = VI, <1
implicando que
[Re(w)[7, [Tm ()22, [Im(u) |1, [Re(v) |72 < 1 (3.62)

Também, pela imersio H,, — Li.. (veja (1.4)), temos

|(Re(u)?[72 = |Re(u)| 4 < ao|Re(w) [z e [(Im(w))?|Z2 = [Im(u)|7a < a1 [Im(u)) |3
(3.63)
para alguns g, a1 > 0. Em contrapartida, levando em conta (3.59), vemos, depois de

alguns célculos, que a segunda coordenada de (V') é dada explicitamente por

(| + ul* (¢ + ) — || Tm(u)
= 4¢*(Re(w))” Im(u) + 4¢° (Re(u))? Im(u) + (Re(w)) Im(u) + (Im(u))” +
+2(Re(u))? (Im(u))?® 4 2% (Re(u))? Im(u) + 20 (Im(u))? + (3.64)
+4¢ (Re(u))® Im(u) + 4 Re(u) (Im(u))?

enquanto a quarta coordenada de K(V') é dada por

Re(l +ul* (¢ + u)) — Re(|¢|*¢) — o'Re(u) — 4|p|*0°Re(u)
= 4¢°(Re(w))? + p(Re(u))* + ¢ (Im(u))* + 2 (Re(w))? (Im(u))? + 2¢° (Re(u))® +
+2¢% (Im(u))? + 492 (Re(u))? + 40 Re(u) (Im(u))? + 4% (Re(u))® + (3.65)
+4¢* (Re(u))? + (Re(w))” + Re(u) (Im(w))* + 2(Re(w))* (Im(u))? +
+2¢% (Re(u))® + 2p(Im(u))? Re(u) + 4p(Re(u))" + 4p(Re(u))?(Re(u))?.
Dessa forma, da Desigualdade Triangular, de (3.62), (3.63), do fato que todos os termos

nas expressoes em (3.64) e (3.65) terem uma poténcia pelo menos dois e do [106, Lema

3.197|, obtemos que existem constantes a; > 0, i € {2,3,---,9}, de modo que

(It (e + ul (e + ) = | " Tm(u)] 2 ) + JOF ° + O3 +

+(IRe(p + ul* (i + 1)) — Re(lp|*¢) — |¢|'Re(u) — 4|o*¢*Re(u)]| 2 )*

IV,

< (o2l(Re()?| 2 + s (Tm(w)?[ 2 ) + (cal (Re(w))?] 12 + as| (Tm(u))?] 2 )
< [os(I(Re(w))?] 12 + [(Tm(w))?]2)]* + [a7 (|(Re(w))?| L2 + | (Tm(w))?]2)]*
< as (|(Re(w))?]72 + [ (Im(w))?|7.)

< ag (JRe(w)[3n + [Tm(w)[7)

< ag (|Re(w) ] + [Tm(w)[7p + [Re(v)]72 + [Im(v)[72)

< Oég(HVHXe)
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Consequentemente, |[K(V)|x, < a|V|%,, com |[V]x, < p:=1ea:= /ag > 0. Nesses

termos, (3.61) segue, como desejado.

A partir de (a)-(c) e Teorema 3.19 concluimos que a solugao nula de (3.57) é nao-
linearmente instével, ou seja, existe um ¢ > 0 tal que para todo d > 0 que satisfaz
[V (0)|x., = |Vol|x. < ¢ obtemos que a solucao V' e C([0,T], X¢) em (3.57), com V (0) = Vp,
satisfaz

sup [U(t) — R(ct) P, = sup [V(#)[x. > e,
ER4

t€R+
em que se L > 27, entdo ce€ (—1,c*|u[c*,1) ese L € (0, Ly), entao ¢ € (—c*, c*). Portanto,
de acordo com a Definicao 3.17, temos que ® é orbitalmente instavel. E o teorema esté

assim provado.

Observagao 3.21. Notemos que no Teorema 3.20 a prior: concluimos instabilidade no
espago X, < X. Contudo, como instabilidade em um subespaco implica instabilidade no
espaco “maior”, temos que onda é instavel em X também. Além do mais, a existéncia
de um Ly > 0 tal que obtemos instabilidade para todo L € (2w, Lg), de certa forma,
vai de encontro com o determinado no Teorema 2.25 no se refere a equagao cibica de

Klein-Gordon, estudo o qual foi feito também levando em conta ondas com perfil cnoidal.
O

Observagao 3.22. Cabe aqui observarmos que apesar de também obtermos solugdes com
propriedade de média zero associadas & (3.1), ndo fizemos para a equagao quintica de Klein-
Gordon em (3.1), abordagem semelhante a feita para a equagdo cubica de Klein-Gordon,
sob espacos de média zero, como apresentada no Capitulo 2. Pretendemos fazer uma
abordagem e uma investigacao mais aprofundada nesse sentido, para a equacao quintica

de Klein-Gordon, em estudos futuros. (



Capitulo 4

Estabilidade Orbital de Solucoes do
tipo Onda Estacionaria para a
Equacao Cibica de Schrodinger
Fracionaria

Neste capitulo, apresentamos resultados no que diz respeito a existéncia, caracteri-
zacao variacional e estabilidade orbital de ondas estacionarias periédicas da equacao de

Schrédinger Fracionaria
iug — (=A)u + |ul®u =0, (z,t)eR xRy, (4.1)

em que u : T x Ry — C é uma fungao de valores complexos e 2w-periddica na variavel

espacial com T := [—7,7]. O laplaciano fracionario (—A)* : H2 (T) < L2,.(T) — L2_.(T)

per per per

é definido como um operador pseudo-diferencial

(ZA)g(n) = [n[*4(n), neZ, ge HZ%(T) (4.2)

per

em que s € (0,1]. Mais detalhes no que tange o laplaciano fracionario podem ser vistas
nas defini¢oes dadas em (1.7), (1.8), para L = 27, ou também em [118|.
Antes de comecarmos necessitamos dar sentido formal ao conceito de ondas do tipo

estacionaria.

Definigao 4.1 (Onda Estacionaria). Uma fungdo u : R x Ry — C é dita solugao do tipo
onda estacionaria periodica, com periodo 2, de (4.1) se existem w > 0 e ¢ : R — R uma

funcao suave e periddica de periodo 27 de modo que
u(z,t) = e“to(x), (x,t)eR xRy (4.3)
solucionando (4.1) no sentido usual.
A equagao de Schrodinger fracionaria em (4.1) admite as seguintes quantidades con-

servadas E, F : H5_.(T) — R dadas por

per

B(w = 5 [ I8k - St da (1.4)

—T

7
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Flu) — & fﬂ (2 da. (4.5)

—Tr
De modo que se v : T x Ry — C é uma solu¢ao de (4.1) e a escrevendo da forma
u=p+iq=(p,q), para alguns p,q : T x Ry — R vemos que (4.1) pode ser visto como

um sistema Hamiltoniano abstrato da forma

(t) = JE'(u(t)), teR,

7=(500)

e B': H:, (T) — (H5,.,.(T))" denota a derivada de Fréchet da quantidade conservada E em

per per

%u

em que

(4.4). Nesse caso, E’ é explicitamente dada por

= (P Y
Blw) = < Im((—A)Su) - |u|21m(u)> ’ € Hper(T)- (4.6)

Também, a derivada de Fréchet F’ : HS, (T) — (HZ.,.(T))" de F' é dada por

per per

Fl(u) <Re(“))7 we H(T). (4.7)

Im(u) per

Suponhamos que (4.1) admita solugoes do tipo onda estacionaria da forma (4.3), como
dada na Definigao 3.1. Substituindo o perfil (4.3) em (4.1) obtemos a seguinte equagao

diferencial com derivada fracionéaria
(A0 + wp — * = 0. (4.8)

Dessa forma, na se¢do subsequente nosso objetivo é estabelecer (via caracterizagao
variacional) a existéncia de solugao para a equagao diferencial fracionaria dada em (4.8)
e, consequentemente, estabelecer também a existéncia de solugoes ondas estacionérias da

equagao (4.1), no sentido da Definigao 4.1.

4.1 Existéncia de Ondas Periodicas Positivas

Nesta segao, vamos provar a existéncia de ondas periddicas que resolvem (4.8) usando
trés abordagens. Primeiro, usamos caracterizacoes variacionais por meio de uma minimi-
zacao de dois funcionais sob uma restricdo adequada para obter ondas periddicas pares,
positivas e com perfil single-lobe. Posteriormente, apresentamos algumas ferramentas rela-
tivas & existéncia de ondas periddicas de pequena amplitude usando a teoria da bifurcagao.
Além disso, é possivel mostrar que tais ondas também é solugao para o problema de mini-

mizacao apresentado na proxima subsecao.
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4.1.1 Existéncia de Ondas Peri6édicas via Minimizadores

Problema Variacional I

Nessa subsec@o, provaremos a existéncia de solugoes periddicas pares para (4.8) por
meio de um problema variacional dado em (25), citado na Introdugao. Antes disso, defini-

mos o conceito de solugdo com perfil single-lobe.

Definigao 4.2 (Solugao Single-lobe). Dizemos que uma onda periddica satisfazendo a
equagao (4.8) tem perfil single-lobe se existe apenas um ponto de maximo e de minimo em
[—7, 7). Sem perda de generalidade, podemos assumir que o ponto de maximo ocorre em

z=0.
Para 7 > 0 fixado, consideremos o conjunto

Vo= {ue Hygos ulf =7} (19)

E para w > 0, definamos o funcional B, : Hg,, . — R dado por

B (u) = f (—A)3uf? +w[uf? da. (4.10)

Claro que o funcional B, é limitado por baixo, pois

Bo(u) >0, wueH: (4.11)

per,e*

Teorema 4.3 (Existéncia de Minimizador). Sejam s € (%,1] e T,w > 0 fixados. O

problema de minimizacao
Iy, := inf B, (u) (4.12)

ueYr

tem pelo menos uma solugao, ou seja, existe uma fungao de valores complexo ® € Y, tal

que B, (®) =T,. Além disso, @ satisfaz
(—A)P*D 4+ wd — |D2® = 0.

Demonstracdo. Primeiro afirmamos que o funcional B, induz uma norma equivalente em

HJere; que € a norma induzida de Hj,,. De fato, sendo a norma em HJ, dada como em

per, er: per
(1.6) e ja que o funcional B, pode ser escrito como
Bo(u) = [(=8)2ul 72 + wlul72
é facil ver que existem cg, ¢; > 0 de modo que
0 < colullps < A/ Bu(u) < ecrfulms, Yue Hy, (4.13)

e nossa afirmagao segue. Adicionalmente, I',, = 0.
A partir da suavidade do funcional B,,, em (4.10), podemos considerar uma sequéncia

(Un)nen < Yr de minimizadores tais que

B, (u,) — Ty, = inf B,(u), quando n — oo. (4.14)

ueYr
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Por (4.14), em particular, temos que a sequéncia (B, (u,))neny © R ¢ limitadal. Disso
e de (4.13) inferimos que (un)pen © Hpere € limitada. Em contrapartida, sendo Hy, .

um espaco de Hilbert, entdo H?, . é um espaco reflexivo?. Nesses termos, em virtude da

reflexividade de Hj,, ., da limir‘)c:’geéo de (up)nen © Hper o € de [22, Teorema 3.18| existe
¢ € H, . de modo que, a menos de subsequéncia,
uy, — ® fraco em Hp,, ., quando n — oo. (4.15)
Agora, uma vez que s € (%, 1], a imersao
Hporo = Lpere (4.16)

é compacta (veja [19, Teorema 2.8| ou [3, Teorema 5.1]). Consequentemente, por (4.15) e
[73, Teorema 8.1-7],
Uy — ® em L2 (4.17)

per,e*

Ademais, pela Desigualdade Triangular e de Holder Generalizada (|22, Observagao 2, Segao
4.2]), vale a estimativa

2
J (ut — @) dz

2m
< J lut — @ dz
0 0

27
JO |u? + @ - |u? — ®?| dx

27
f \u% + @2] Ny — @) (uy, + )| dx
0

21
= J lud + u2® + ®2u, + D3| - ju, — B| dx
0

2T 4 % 27 i
< (J [ud + u2d + d%u, + O[3 dm) : (f |y, — ®* dx)
0 0
= |ud +u2® + D%u, + (I)3HL% Nun — @ pa
< (Il g + 2@l 4+ 19%unl g + 1], 4 ) - Jun — s
< (lunla + Junl 2o 1@] e + @124 fnl e + [@134) - Jun — @] 1a

o que por (4.17) implica |<I>H‘i4 = 7. Devemos notar que da imersao em (4.16), existe uma
constante co > 0 tal que
|ulle < cofullms, Vue H,.

Desse fato e de (4.13), vem que I',, > 0. Além disso, em virtude de B,, ser semicontinua

inferiormente (pois B, é continua e por |2, pagina 43|), temos

B,(®) < liminf B, (uy),

n—o0
isto é,

B, (®) < T,. (4.18)

Weja [73, Lema 1.4-2)
*Vide [22, Proposicio 5.1].
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Por outro lado, em razao de ® satisfazer @[, = 7, obtemos
B.(®) =T, (4.19)
De (4.18) e (4.19), concluimos

B,(®) =T, = inf B, (u).

ueYr

Em outras palavras, a fungio ® € Y, < Hj, . ¢ um minimizador do problema (4.12).
Notemos que @ ¢ uma funcao de valores complexos tal que ® # 0 (ja que 7 > 0).

Pelo Teorema dos Multiplicadores Lagrange (|14, Teorema 2.6]), existe uma constante
c3 € R satisfazendo (—A)*® +w® = c3|®|>®. Um argumento padrao de escala nos permite

escolher c3 = 1. De fato, para todo r > 0 vemos que

rsz((b) = B,y(r®) = inf {Bw(ru) eER,;ue ngr’e, HUH%AI = T}
inf {B,(v) e Ry ; ve H} |v]|7a = 7“47'} . (4.20)

per,e’

Em outras palavras, se ® soluciona (4.12), entao T = r® é uma solugdo do problema de
minimizag¢ao (4.20). Da mesma forma que antes, pelo Teorema dos Multiplicadores de

Lagrange existe ¢4 > 0 tal que

(=AY +wrY = ca| TPY = (—A)5r®+wrd = 473 |2 D = (—A)* P +wd—cyr?|®|?P = 0.

Escolhendo convenientemente r = ﬁ > 0, determinamos que podemos escolher c3 = 1,

como afirmado.
Em resumo, temos que ® é uma fungdo complexa que é um minimizador periédico de
(4.12) e que satisfaz
(—A)PD 4+ wd — |D?® = 0. (4.21)

Observagao 4.4 (Minimizador Real). Seja ® € H,, , o minimizador obtido pela Propo-
sicio 4.3. E facil verificar que para todo ¥ € R, a funcio e W& satisfaz B, (e " ®) = T,
e, consequentemente, (4.21). Para garantir a existéncia de solugoes reais para a equagao
(4.21), vamos assumir que o minimizador ® pode ser expresso como ¢ = e, para al-
guma fungao real par e 2m-periddica ¢ € HS. . e algum Yy € R adequado. Desse modo, a

per,e

fungao ¢ € Hy, . satisfaz o problema de minimizagao

B.(p) = B,(e7™0®) =T, (4.22)

e a equagao
(Ao +wp — > =0. (4.23)
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Observagao 4.5. No caso particular que s = 1, a existéncia de Jg € R e p € Hp,,
na Observagao 4.4 pode ser estabelecida. Com efeito, se & = ¢1 + i¢o, para alguns

¢1, ¢2 € Hyg, o, soluciona (4.21), vemos que ¢1 e ¢z solucionam as equagoes

— ¢ +wor — (¢F + ¢3)p1 = 0 (4.24)

— 0+ wep — (67 + ¢3)¢2 = 0. (4.25)
Multiplicando (4.24) por ¢g, (4.25) por ¢; e subtraindo ambos os resultados obtemos a
equagao —@ pa+¢Pp1 = 0, de modo que ap6s uma integragao vemos que — @ pa+dhp1 = C,
em que C € R é uma constante de integragdo. Uma vez que ¢1 e ¢o s@o pares, temos que
| e ¢, sdo impares e, por conseguinte, —¢)p2 + dh¢1 ¢ uma fungdo impar. Dessa forma,
em particular, (—¢|d2 + ¢5$1)(0) = 0 0 que implica C = 0 e —¢/ p2 + Php1 = 0, isto é, o
Wronskiano W(¢1, ¢2) de ¢1 e ¢ é tal que W(¢y, ¢2) = 0, o que por consequéncia de [36,
Teorema 6, Capitulo 3| as fungoes ¢1 e ¢2 sao linearmente dependentes, ou seja, ¢1 = oo
para algum r € R, de modo ® = (r 4 i)¢o = €0y/1 +r2¢y, em que Jg € (—m, 7] &€ 0
argumento principal do nimero r + i € C. Portanto, para a funcao real o := v/1 + 12¢s,
inferimos que

Poy/1 + 1r2¢9 = €0

0 que nos permite determinar o resultado desejado.
O

Observacgao 4.6. Seja s € (0,1) fixado. Devemos mencionar que se o problema (4.12) esta
colocado no cenario de comprimento de onda infinito, isto é, R ao invés de T = [—m, 7] e

® € H*(R) é um minimizador do problema de minimizagao

1nf{ J |(— %u|2 + w]u|2 dzx ; ue H*(R), ”u”%‘l(R) — 7—}

para w,T > 0 fixos, entdo |®| é também um minimizador. Esse fato pode ser provado,
pois se u € H*(R) entao H(—A)%UHLZ(R), que aparece em B, (u), pode ser caracterizada em

termos da bem conhecida seminorma de Gagliardo, a saber,

uU\xr) —u 2 %
[(=A)3ul| 2 (r) = Cs (JR i W dx dy) . ue H*(R) (4.26)

em que Cs > 0 é uma constante dependendo apenas de s € (0, 1), consulte |20, Corolario
1.15] e [42, Segao 2| para detalhes. Usando essa caracterizagao, é facil provar que se ® €
H?(R) ¢ minimizador, entao |®| também o é (veja [42, Teorema 2.1]), e assim uma solugao
real ¢ := |®| para (4.8) pode ser considerada sem mais problemas. Até onde sabemos, nao
temos uma caracterizagdo como em (4.26) no caso periodico. Com efeito, nesse caso, como
apresentado em [20, Segao 1.2], até é possivel definir (no contexto periddico) a seminorma

de Gagliardo como

" b))l : :
uls = B |x— |1+28 drdy) , we H:.,(T).
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Entretanto, usando a identidade de Parseval e alguns célculos adicionais (veja [18, Propo-

si¢ao 1.4]) obtemos a existéncia de constantes c¢g > ¢5 > 0 tais que

osll(=A)2ul Lz 1) < [uls < c6l(—=A)2u 12, (), ¥ u e Hie,(T). (4.27)

per

A desigualdade em (4.27) nao pode ser usada para assegurar que |®| resolve (4.12) se ®
¢ um minimizador obtido na Proposicao 4.3. Em nosso contexto, a suposicio ® = ™0y
na Observagao 4.4 parece adequada a fim de obter uma solugao peridédica real ¢ = ¢ + 0
para o problema (4.12).

O

Como consequéncia da Observagao 4.4, temos a existéncia de uma fungao real p € Hy,
satisfazendo a equagao (4.23). Contudo, ¢ pode ser a solugdo constante, isto é, ¢ = y/w.
Nesse caso, o operador L : Hgg’r c Lf)er — L12)er dado por £1 = (—A)* +wp — 3 se escreve
como

L1=(—A)° — 2w, (4.28)

De acordo com [62, Exemplo 4.4], o nicleo do operador £1, em (4.28), é bidimensional,

ou seja, z(L£1) = 2, de modo que Ker(L;) = [f1, f2], em que
fi(x) = ajcos(biz) e folx) = agsen(byz), ¥V x € R,

para alguns a;,b; € R,i = 1,2. Ainda, novamente de acordo com [62, Exemplo 4.4] os

autovalores do operador H = (—A)® sao dados por
0<l=1<2=2<3=3<"--,

isto &, se n € N* e \,, € R denota o n-ésimo autovalor de H, entdao Ag, = A9,41 para todo

n € N*. Logo, os autovalores de L, em (4.28), sdo da forma
2w < 2wHl<2w+2<2w+H3<
Notemos que —2w < 0, para qualquer que seja w > 0. Também,

w<§ < —2w+1=0.

Assim, inferimos que
n(f)=1 < we(0,3]. (4.29)
Por outro lado, de maneira geral, para ¢ nao-constante é facil constatar por (4.23) que
L1(¢") = 0 de forma que sempre ocorre n(£1) < 1. Na verdade, n(£y) < 1 é valido
independentemente de ¢ ser constante ou nao, mas sim depende apenas do fato de ¢ ser
um minimizador (veja Segao 4.2). Nesses termos, se w > %, entao £1 nao é um operador
positivo e como consequéncia de (4.29) vemos que n(£1) > 1, o que gera uma contradigao.
Desses fatos e do estabelecido em (4.29), concluimos que a solugao constante ¢ = y/w é

um minimizador de (4.12), para w € (O, %] e para w € (%,

oo) a solugao ¢ é um minimizador
de (4.12) nao-constante.

O exposto anteriormente nos permite enunciar o seguinte:
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Proposicao 4.7 (Existéncia de Solugoes Pares Single-lobe). Sejam s € (i, 1] eT,w>0

fixados. Seja p € Hy,, . 0 minimizador perioédico dado no Teorema 4.3 e Observagao 4.4. Se

wE (0, %], entao p é a solugao constante e se w € (%, oo), entao € uma solugao periodica

par, suave e tem perfil single-lobe no sentido da Definigao 4.2.

Demonstracdo. Primeiramente, por um argumento de bootstrapping inferimos que

pe HS, .n HZ. ou seja, p ésuave (veja |35, Proposigao 3.1] ou [97, Proposigao 2.4]).

per,e per’

Ja estabelecemos que a solugdo constante ¢ = y/w é um minimizador de (4.12) para

we (0, %] eparaw € (%, oo) a solugao ¢ é um minimizador ndo-constante. Adicionalmente,

nesse ultimo caso, podemos considerar os rearranjos simétricos® p* associados com ¢ de
modo que ¢* € Y;. Com efeito, o rearranjo ¢* é invariante a restricao de Y, uma vez
que por [34, Apéndice Al, |¢|r = |¢*|Lr, para todo p € N. Ademais, em virtude da
Desigualdade Fracionaria de Polya-Szegd, em [34, Lemma A.1] (veja também [109, Teorema

1.1]), temos
2m

2 2 s 2
f ((=A)2¢%) dx<f ((—A)2p)” da.

0 0

(SIS

Logo, por (4.22), obtemos B, (¢*) = Ty, com ¢* sendo simetricamente descrescente
longe do ponto de méaximo em x = 0. Para simplificar a notagdo, assumimos que ¢ = ©*,

de forma que ¢ tem um perfil par single-lobe, como de acordo com a Defini¢ao 4.2. |

Problema Variacional II

Nessa subsec¢ao, vamos mostrar a existéncia de minimizadores associados a um problema
de minimizacado diferente ao do apresentado na subsecao precendente. A solucao obtida
por meio dessa minimizagao nao tem muita importancia dentro do que nos propomos fazer
(veja Observacao 4.10 para mais detalhes), porém a passo de completude tal minimizacao
tem sua relevancia.

Seja 7 > 0 fixado e definamos o conjunto

X, 1= {ue iy : [ul22 = 7). (4.30)

e consideremos o functional energia F dado em (2.5). Assim, estabelecemos o seguinte

resultado de existéncia.

Teorema 4.8. Sejam s € (%, 1] e 7 > 0 fixados. O problema de minimizagao

A = inf E(u), (4.31)

ueX

tem pelo menos uma solugao, isto €, existe uma solugao de valores complexos ¥ € X, tal

que E(¥) = A. Além disso, para certo w € R, a fungao ¥ satisfaz

(AT + Wl — [T2T = 0.
3Detalhes em [82, Secdo 3.3] ou [34, Apéndice Al.
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Demonstracao. Como s € (%, 1], entdao em consequéncia da Desigualdade de Gagliardo-

Niremberg, dada no Teorema 4.38, temos, para todo u € HS . e algum C > 0, que

per
s 1
[(=8)2ulfz = 2B(w) + 5 fulz
c s 1 -1

< 2B+ SR it + Sl @)

De (4.32) e da Desigualdade de Young([47, Apéndice B.2]), vem que

1 —2
212 1 52 LA 552 A A

[(=2)2]72 < 2B(u) + SI(=A)2ulz + C - ful + Clulgs, (4.33)

para algum C > 0. Segue de (4.33) que
I(=A)Z|2, < 4E(uw) + C(1), Yu e X,
em que C; > 0 é uma constante dependendo de 7 > 0 (fixo). Dessa forma, inferimos que
0 < [ul3s < 4E(u) + Cr, (4.34)

para certa C, > 0. Logo,
1 -~
E(u) = _ZCT’ Yue X,

ou seja, Ej, ¢ limitado por baixo. Adicionalmente, uma vez que ' ¢ um functional suave
T

em ngr, podemos considerar uma sequéncia (v,)neny © X constituida de minimizadores

satisfazendo

E(v,) — inf E(u) = A, quando n — o0.

ueX
Donde, (E(vy))neny © R é uma sequéncia limitada*. Disso e por (4.34) obtemos que
(Vn)nen € uma sequeéncia limitada em Hj.. Usando os mesmos argumentos da prova do
Teorema 4.3, obtemos a existéncia de uma fungao complexa ¥V € X, < HJ,, tal que ¥ ¢
um minimizador do problema (4.31). Notemos que sendo 7 > 0, entao ¥ = 0.
Na sequéncia, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, existe uma constante

c3 € R de modo que

(=A)PT — |U2T = 30, (4.35)

Definindo w := —c3 € R, concluimos que ¥ satisfaz
(=AY + w¥ — U2 = 0. (4.36)
|

Observagao 4.9. Similarmente a Observagao 4.4 e Proposi¢ao 4.7, podemos considerar

uma solugao, para a equagao (4.36), de valores reais 1 € H,,, . satisfazendo

(=AY + wip —9p* = 0. (4.37)

Além do mais, usando argumentos anélogos da Proposigao 4.7 podemos estabelecer que

a fungao ¥ é uma solucao suave, periddica e par de (4.37) e tem um perfil single-lobe no

sentido da Definicao 4.2. o
4Veja [73, Lema 1.4-2]
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Observacgao 4.10. E importante salientarmos as principais diferencas entre o Problema
Variacional I e o Problema Variacional II. A primeira é que no I concluimos que: dado
w > 0 obtemos uma solugao ¢ € H,, que solucionam (4.23), para s € (+,1]. Por sua vez no
II estabelecemos que: existem w € R e ¢ € Hy,,. que solucionam (4.37), para s € (%, 1] de
modo que nao conseguimos determinar o sinal da constante w € R. A segunda, diz respeito
ao fato de que no I determinamos uma solucao para valores de s € (i, 1], enquanto no II
apenas para valores s € (%, 1]. Dessa forma, como nosso intuito mais adiante é estipularmos
a existéncia de uma curva de solugdes de (4.23), para s € (i, 1], em termos da velocidade
da onda w > % vamos trabalhar apenas com as solugoes dadas pelo Problema Variacional

I determinadas em Proprosicao 4.7. o

4.1.2 Existéncia de Ondas de Pequena Amplitude

A existéncia e formulas convenientes para as ondas periddicas de pequena amplitude
associadas & equacao (4.8) serdo mostradas nesta subsegdo. Mostramos que a teoria da
bifurcacao local usada para determinar a existéncia de ondas de pequena amplitude pode
ser estendida e as solucoes locais podem ser consideradas globais para um w > % fixo.
Este fato é uma caracteristica muito importante em nosso contexto, uma vez que pode ser
usado como uma forma alternativa para provar a existéncia de solugoes pares periodicas
(ndo necessariamente tendo um perfil single-lobe) para a equagao (4.8) quando s € (0,1).
Para isso, usamos a teoria contida em [30, Capitulos 8 e 9].

Em primeiro lugar, vamos provar a existéncia de ondas periédicas de pequena ampli-

tude. Para, s e (i, 1] definamos a aplicacao® F : Hg:r?e X (%, w0) — Lger’e por

Flg,w) = (=A)%g + wg — ¢°. (4.38)

Temos que F é suave em ambas as variaveis. Além disso, F(g,w) = 0 se, e somente se,

ge Hggr o soluciona

(—A)’g+wg—g° =0, (4.39)
com frequéncia da onda correspondente w € (3, 20).

Dado um par (g,w) € D(F), a derivada de Fréchet DyF(g,w) : H2S, . < L3, . — L3

per,e per,e per,e

associada a F com respeito & primeira varidvel é entao dada por
DgF(g,w)(f) = (-A)" +w = 3¢°) . (4.40)
Consideremos wg > 0 fixado. No ponto (y/wo,wo) € D(F), obtemos que
DyF(y/wo,wo) = (=A)° + wo — 3(v/wo)® = (=A)° — 2wp.

Desse modo, o niicleo no trivial de DyF(4/wo,wo) € determinado pelas fungdes h € H2S,

que satisfazem (—A)*h — 2wph = 0, ou seja,

(ZA)sh(k) — 2woh(k) =0, ke Z\{0}

5Observemos que F fica bem definida pois, para s’ = é, vemos que s’ < % eseseE (%, 1], entdo 2s > s'.

E por consequéncia de [13, Teorema 4.2], (1.2) e (1.4), obtemos as imersdes H2S, < Hg;r — LS, — L2,
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ou equivalentemente, por (1.8),

h(k)(—2wo + |k|**) =0, ke Z\{0}.

. .., .. . k|28
Assim, DgF(1/w0,w0) possui niicleo unidimensional se, e somente se, wy = ‘2‘ , para

algum k € Z\{0}, e nesse caso DyF(,/wo,wo) = [Pk], em que @y (x) := cos(kx), para todo
xz € R. Como em |28, Teorema 5.1|, podemos aplicar o Teorema de Crandall-Rabionwitz
(|28, Teorema 8.3.1] ou [74, Teorema 5.1]) a fim de garantir a existéncia de um intervalo
I < (0,00), de modo que wy € I, uma bola B(0,7) < Hggm, para algum r > 0, e uma Unica

aplicagao suave

wel—s p:=¢,eB(0,r)c H®

per,e

tal que F(p,,w) = 0, para todo w € I, e também ¢ € B(0,r). Em outras palavras, toda

solucao (g,w) € D(F) de F(g,w) = 0 tem a forma (¢,,w), w € I.

Agora, para cada k € N\{0} o ponto (v/@g,wx) € HZ . x (0,00), em que @ := @,
¢ um ponto de bifurcagdo. Além disso, existe ag > 0 e uma curva local de bifurcacao da
forma

a€ (0,a0) — (PraWra) € HYo o x (0,00) (4.41)

passando por (1/@g, @) constituida por solugoes 2f—peric')dicas pares da equacao (4.39).
Em particular, wgo = @k, Dapro = Pk, com @p(z) = cos(kx), para todo z € R. E
todas as solugdes (g,w) € D(F) de F(g,w) = 0 em uma vizinhanga do ponto de bifurcacao
(v/@k, Wk ) pertencem a curva dada em (4.41).

Na sequéncia, nosso objetivo é mostrar que a curva local de bifurcagdo em (4.41) se

estende a uma curva global suave. Para tanto, inicialmente, definamos o conjunto
S ={(¢,w) e U; F(¢,w) = 0}, (4.42)

em que U := D(F). E também, X = H2S e ) = L>

per,e per,e*

Seja (x,w) € X x (%, oo) uma solugao de F(x,w) = 0. Assim, a equagao

L1, () = DR (x,0)(¥) = (A)* = 3x* ) +wip =0, ek

tem duas solugoes linearmente independentes de modo que no maximo uma delas pertence a
X (veja [34, Teorema 3.12]). Se nao hé solugoes em X'\{0}, ent@o quer dizer que o operador
Ly, : & €Y — Y tem nicleo trivial, ou seja, Ker(Ly),) = {0}. Dessa forma, sendo
Ly, fechado e possuindo imagem fechada®, concluimos de [22, Teorema 2.20] que

R(Ly),) = Ker(£1|){)L = Y. Nesse caso, o problema

(AP +w=3x") = f (4.43)

tem uma solugao 1 € X, para todo f e ).

5Veja justificativas desses fatos na Secao 4.2.
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Se, por outro lado, tem uma solucdo © € X, entao pela Alternativa de Fredholm
Generalizada (|133, Apéndice, Teorema 39a) e 39b)|) a equacao (4.43) tem uma solugao

se, e somente se
s

(®7f)L2 = @(l’)f($) dr =0,V fe).

-7
Portanto, para (g,w) € D(F), a derivada DF4(g,w) em (4.40) ¢ um operador de
Fredholm de indice zero (para detalhes e propriedades desse tipo de operador veja [46,
Capitulo I, Definigao 3.1 e Teorema 3.1|).
Em seguida, vamos provar que todo limitado e fechado de S, definido em (4.42), é

compacto em HZS . x (§,+0). Para tanto, definamos F : HZ, . x (3,+00) — L2_._ por

Flg,w) = ((-=4)" +w)~'g".

Como s € (%, 1], vemos que F estd bem definida uma vez que Hggr,e é uma Algebra de

Banach (veja [106, Teorema 3.200]), também (g,w) € S se, e somente se, F(g,w) = g e

; ; E 2s 1 4s 7 ; 5 4s 2s
mais precisamente F leva Hyg, o x (5, +00) em Hg, *. A imersdao compacta Hyg,. . — HZ3, o

1

(veja (1.2)) nos mostra ainda que F leva conjunto fechados e limitados de HZ5, % (3,%0) em

Hggne. Dessa forma, dado qualquer R = S ¢ Hggne X (%, o0) fechado e limitado, da defini-
S

¢do de operador compacto, obtemos®que o conjunto imagem F(R) = {g € Hl i (g,w) €

R} é relativamente compacto em Hggr,e, isto é, IE(R) c Hggr é compacto. Agora, como

R & fechado e F continuo, entdo F(R) = F(R) < F(R) (veja [93, Teorema 18.1]). Assim,
dada uma sequéncia (gn,wn)ney © R arbitraria, obtemos que (Iz(gn,wn))neN = (gn)nen
possui subsequéncia convergente. Por outro lado, (wy)neny também possui subsequéncia
convergente, pois é uma sequéncia de nimeros reais limitada. Logo, (gn,wn)neny € R pos-
sui subsequéncia convergente e, desse modo, R é compacto. Da arbitrariedade de R < &
segue que todo limitado e fechado de & é compacto, como requerido.

As informagoes acima e [30, Teorema 9.1.1|, como em [28, Teorema 5.4], nos permitem

estender globalmente a curva local de bifurcagao em (4.41). Sendo mais preciso, existe uma

aplicacao continua

2s
we ( 14 ,oo) > (s Whw) € HZ, . x (0,0), (4.44)

per,e

para cada k € N\{0}, de solugdes de

Flg,w) = (-A)*g+wg—g> =0, (g,w)e HZE, , x (0,00).

per,e

A seguir, usaremos o Método de Redugao de Lyapunov-Schmidt (veja, por exemplo
[69, Teorema 1.2.3]) com o objetivo de obtermos a expansao de Stokes explicita para w > %

suficientemente pequeno e o caso simples k = 1.

"Basta notarmos que T := (A 4+ w: Hggr c Lf,el. — Lger é um operador invertivel de modo que para
g € D(T) satisfazer T(g) € Hz:, devemos tomar g € Hps, < D(T).
8Visto que operador continuo mapeia limitado em limitado (veja [88, Teorema 4.4])
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Seja k € N\{0} fixado e consideremos a decomposicio H2S . = K @ L, em que

per,e
K := Ker(Dy4F(y/wo,w)) = [Pk] e L:=[g;1eN, [ #E], (4.45)
com @; := cos(lz) para todo x € R e [ € N. Tal decomposigao ocorre pois, assumindo (sem

perda de generalidade) que |@k |2 = 1, é possivel mostrar que o operador Ik : Hgir,e - K
dado por g (f) = ¢r(f, @r)r2, ¢ idempotente, isto &, 113 = Ik e, logo, Il é a projegio
no espago K de modo que R(Ilx) = K e Ker(Ilx) = L (mais detalhes veja [65, Capitulo
I, Secao 3.4)).

O exposto nos permite estabelecer a seguinte proposigao.

Proposicao 4.11 (Existéncia de Onda de Pequena Amplitude). Para todo s € (0, 1] existe

ap > 0 tal que para todo a € (0,ap) existe uma solugdo ¢ € H25 _ para a equacao (4.8)
dadas pelas seguintes expansoes de Stokes:

o(z) = \f + ap1(z) + a®pa(z) + O(a®), zeR (4.46)

em que

32 3v2

p1(x) = cos(z), pa(x) = 5 + 222 — 1) cos(2x)
e a frequéncia da onda é determinada por
1 9, 1 A
=—-— = 1+ ——— . 4.4
W= 2a(+2(223_1)>+(9(a) (4.47)

Além disso, o par (¢,w) € Hg‘gr X (%,oo) é global em termos do parametro w > % e

solucionam a equagao (4.8).

Demonstragao. A primeira parte da proposi¢ao ja foi determinada em (4.41) considerando
k = 1. Para obter a expressao em (4.46) procederemos de forma similiar a [28, Teorema
5.4]. Seja k € N fixado e consiremos a decomposi¢ao dada (4.45). O Método de Redugao
de Lyapunov-Schmidt reduz o problema F'(g,w) = 0 para (g,w) € U; x V] em um problema

unidimensional equivalente dado por

T(ay,w) := Mg F(\/@r + agr + ¢(ady, w),w) = 0, (4.48)

em que Uy x V] C Hgir,e X (%, +00) é uma vizinhanga do ponto de bifurcagao (@i, wk) €

¢: U xVi < K x(0,+0) — L éuma fungao suave, em que K, L Hggne sao definidos em

(4.45). Além disso, a partir de [30, Teorema 8.2.1], temos que ¢(0, @) = Dy (0, @) = 0.
Assim, resolvendo o problema (4.48) obtemos uma solu¢ao g = /@, + a@r + ¢(aP,w)

para o problema F(g,w) = 0. Entao, vemos que
Phya = Wk + aPr + ¢(aPr, Wk,a),
¢ tal que pp0 = V@ and ¢ (0) = Pk, em que - 1= %. Dessa forma,

ko = Pk + Dgd(a@p, wi.a) Pk + Duwd(aPr, Wia)Whk,a- (4.49)
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Tomando a derivada em (4.49) no ponto a = 0, vemos que

Bro = Dioyd(0,@5) [@rr Br]+2D75, (0, @) [P, Wi,0]+ Dy (0, @1) [Wh,0, W,0]+ Do (0, g )i 0-

Podemos obter wy o por meio das formulas de bifurcacao contidas em [69, Secao 16|, de
modo que ¢ possivel explicitarmos wy, o como
1 (D3gF(0,0k) [Pk, Prls k) 12

WEo = — 5 —
2 (DZwF(O>wk’)§0ka SDk:)Lz

Porém, conseguimos obter que DggF(O, @K) [Pk, o] =0e DEMF(O, Wr)@r = 1, 0 que implica
em wio = 0. Logo,

. 2 ~ ~ o~

(Pk,o - Dgg(b(()? wk) [SOIW Sok]

Derivando (com respeito a g) a igualdade (1 —IIx)F(v/@r + g+ ¢(g,w),w) = 0 obtemos

(1 — Ig)DyF (/@ + g + (g9, w), w)[@k + Dyo(g, w)@x] = 0.

Derivando a relagdo acima (novamente com respeito a g) e aplicando no ponto (0,&),

segue que

(1 — g ) D2, F(\/ @k, n) [k, @1] + (1 — i) DgF (\/ @k, 1) D2,(0, &1,) [Pk, $1) = 0.

Agora, levando em conta que DyF(0,+/@y) : L — R(DgF(O, \/d)k)) define um isomor-

fimo em L (veja [69, Se¢do 16]) e como (1 — k) : L2, — K* implica

(1 - HK)DgF(\/‘:Tka ‘Dk:) = DgF(\/‘ITk, (Z)k‘)a

determinamos que

D360, k) [@r, Pr] = — (DgF(\/GTk, ‘L’k)) (1 = Tg) D} F(/@r, Ox) [Br, Pr]-

Notemos que sendo D? F(g,w) = —6g, inferimos que D3 F(+/@x, k) [Pk, Pr] = —6+/@r(Pr)?

e donde
-1

D2,6(0,0)[@rs 1] = 6v/@n (DoF (V@) (1 -1k ().
Procedendo de modo analogo a 28, Equagao (5.8)], estabelecemos que

-1

D2,6(0,1) (@1, 1] = 3v/x (DoF (V@) (1+ v,

em que voi(x) = cos(2kx), para todo x € R. E, consequentemente,

~ ~ ~ — 1 v

2y, —2a + |2k

~ k|2s .
Uma vez que Wi = |2| , deduzimos que

. 3vV2|k|* 1 Vg
S R.
Prole) > <|k|2s R R ) T C
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Consequentemente, determinamos a seguinte expansao

V2|k[® a? 3V2|klF (1 cos(2kx) 3
- k B R.
Ok alT) 5 + acos(kzx) + 5 < 5 <|k‘|23 + o — |2k|25>> +O0(a”), z €
(4.50)

Considerando, em particular, & = 1 em (4.50) e ¢ := @1 4, estabelecemos a expressao

para ¢ € H2 . como dada em (4.46). Adicionalmente, substituindo (4.46) em (4.8),

per,e
1

2

obtemos a expressao para w € ( oo) como em (4.47).

Finalmente, a frequéncia da onda dada em (4.47) é ndo constante, entdo usando a
estensao global de curvas de bifurcagdo dada em (4.44) podemos estabelecer a existéncia
de uma aplicacao continua

we (3,+0) — ¢, € H2 (4.51)

per,e

em que @, € Hggr’e resolve a equagao (4.8), para cada w € (3, 0).

Na sequéncia, nosso objetivo é mostrar que a onda de Stokes dada em (4.46) mininimiza
(4.12), para w > % suficientemente pequeno. Para tanto, primeiro precisamos do seguinte

lema.

Lema 4.12. Sejam s € (i, 1] ,w>0er7 >0 fixados. Se ¢ € Y; é um minimizador de

(4.12) dado no Teorema 4.3 e Observagao 4.4, ou seja, I'(w) = I'y, = B, (¢), entao I',, &

continua em w > 0 e I', — 7, quando w — %

Demonstracao. Seja u € Y, fixado. Para todo @ > w > 0, vemos que
Bi(u) = Bu(u) = (@ —w)|u|Z2 = 0
e, assim,
0 < By(u) = By(u) = (@ - w)ulfz < (@ - w)[(=A)2ul: + (@& — w)[ulF2 = (@ — w)|ulF:

Seja ¢ € Y, que cumpre By () = I'y. Logo,

>0

=

Iy —Tw=Bs(p) —Bule) = Bz(p) = Bu(p) + Bu(@) — Bu(p)
= B@(@) - Bw(@)

= @-w)-[gliz>0

<0
Iy =Ty = Bs(@) = Bule) = Bu(@) — Ba(e) +Bx(p) — Bu(p)
< Bs(p) — Bu(p)
< (@ —w)- lelFs,
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ou seja, 0 < 'y — Ty, < (@ — w)]¢|%s. Donde, pelo Teorema do Sanduiche’, I';, — T,
quando @ — w. Em outras palavras, I',, é continua para w > 0.
Para a segunda parte da demonstracao, primeiro notemos que em virtude de que para

wE (0, %] a solugao ¢ é constante, com ¢ = y/w, temos que
P(w) = Bu(e) = [(=2)2 ¢l + wlelF: — 0,

quando w — 0. Desse fato e como

¢ — Vw, quando w — % (4.52)
obtemos
. _ . l _ .
lim Mw) = Im T (3 +0) = lmB,,1)(p)
2
— 1im | D(0) + ol
= LA
= 0+ lim 2 [
- T el
B 1H 1P
20V2]2 27
ou seja, Fw—>g,quandow—>%. [ |

Observacao 4.13. Sendo ¢ € HZ . o minimizador de (4.12) dado no Teorema 4.3 ¢

per,e

Observagao 4.4, ou seja, I'y, = By, (¢), entdo sabemos pelo Lema 4.12 que T',, é continua

emw > 0ely, — 7, quando w — % Também, empregado os mesmo argumentos de

|97, Proposigao 2.6], para qualquer a € (0,ap) a expansao de Stokes dada em (4.46) é

localmente tnica, par e é uma solugao single-lobe de (4.8). ]
Esses fatos nos colocam em posicao de concluir o seguinte resultado.

Corolario 4.14. Se s € (i, 1], entao existe wg > % tal que a solugao de (4.8) para todo

w € (%,wo) com perfil single-lobe ¢ € Hg;r dada na Proposicao 4.7 é dada pela expansao

de Stokes em (4.46).

Demonstragao. Inicialmente, notemos que por (4.47), temos a — 0 quando w — % e,

consequentemente, por (4.46) obtemos |¢|7. — , quando w — 3.

Por outro lado, se ¢ € Hyg, . é o minimizador descrito no Lema 4.12 (e usando a mesma
k)

notagao da expansao de Stokes de (4.46)), entao

HSOH%Q — 7, quando w — %

De fato, pelo Lema 4.12,

27

2m R 2 1
B,(p) = Jo ((—A)igo) dr + wfo ©* dx — - 5 quando w — % (4.53)

°[85, Teorema 4, Capitulo V]
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Contudo, em razao de (4.52) é facil ver

21 R 2
L ((—A)§g0> dr — 0, quando w — 3.

Esse fato juntamente com (4.53), for¢osamente implicam
2w
lele = Jo ¢*dr — m, quando w — 3.

Ainda, como a expansao de Stokes em (4.46) é par, tem perfil single-lobe e é localmente
tnica (veja Observagao 4.13), tendo em vista (4.47) e que a € (0,ap), concluimos que a
familia de minimizadores {p = ¢, € Hpop 5 w > 3}, dadas no Teorema 4.3 e Observacdo

4.4, e a expansao de ondas de pequena amplitude coincidem, quando w € (%,wo) para

algum wgy > % suficientemente pequeno. |

Do Coroléario 4.14 segue que a onda de pequena amplitude dada pela expansao de Stokes
em (4.46) além de ser solugao de (4.8) também minimiza (4.12), para todo w € (0,wp). Em

outras palavras:

Corolario 4.15. Seja s € (,1] fixado. A onda de Stokes ¢ € HZ5, . dada em (4.46) é
uma solugao do problema de minimizagao (4.12), quando w € (%,wo), para algum wgy > %

suficientemente pequeno.

Observacao 4.16. Ha um outro modo de estabelecer um perfil explicito para ondas de
pequena amplitude. Na verdade, usando a mesma argumentagao teérica usada para esta-
belecer a existéncia local de solu¢bes dada na Proposicao 4.11, que podem ser estendidas
globalmente, e também usando argumentos similares aos contidos em [96, Se¢ao 5| podemos

enunciar a seguinte proposicao. o

Proposicao 4.17. Seja s € (0,1] fixado. Existe ap > 0 tal que para todo a € (0,ap)
existe uma tnica solugao local periddica e par ¢ € Hggr para o problema (4.8). As ondas

periddicas de pequena amplitude sao dadas pelas seguinte expansao:
o(x) = Vw +V2p(z), zeR (4.54)

emquew>%e

d(z) = api(z) + a’Po(x) + a®ps(x) + O(at), (4.55)

¢1(x) = cos(z), ¢a(x) = —g + 2(2253_1) cos(2x)

1 9
e ¢3(x) = 2335 = 1) [1 + 53— 1] cos(3z).
1

A frequéncia w > 5 € nesse caso dada explicitamente por

1
w=g+ a*y + O(a?), (4.56)
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sendo
5o 9
1Ty Ty
Para s € (1,1], o par (p,w) € HZs, . % (3, +00) ¢ global em termos do parametro w > 3 e

satisfaz a equagao (4.8).

4.2 Analise Espectral

1

i 1] e w > 0 fixados. Consideremos ¢ € HX o minimizador periédico

Sejam s € ( per

par da Proposicao 4.7. Nessa subsegao vamos estudar propriedades espectrais do operador

matricial £ : H2% x H? < I2 x L2 — L2 _x L2 definido como

per per per per per per
Ly 0
= 4-
e (5 2) (4.57
em que L£1,Ls: Hggr c Lger — L12)er sao dados por
L1 = (—A)° 4+ w—3p? e Lo=(—A) +w— 2 (4.58)

O operador L é chamado de operador linearizado em torno do par (¢,0) e os operadores
L1 e Lo sdo a parte real e a parte imaginaria do operador £, de modo que em virtude do

formato diagonal de £ temos!?

o(L)=0(Ly) uo(Le). (4.59)

Sendo mais preciso, o operador £ em (4.57) é obtido considerando as quantidades
conservadas E e F definidas em (4.4) e (4.5), respectivamente. De fato, para w > 0
definindo o funcional de Lyapunov padrao G = E + wF, temos G' = E' + wF’ e por
consequéncia de (4.6), (4.7) e (4.8), obtemos

o0 = (T e (7) = (TVETT) = (0):

ou seja, (¢, 0) é um ponto critico do funcional G. Ademais, £ ~ G”(¢,0), em que ~ significa
que estamos identificando o operador £ com G”(p,0) por meio de um isomorfismo de Riesz
conveniente (detalhes em [124, Lema 3.3]). Vemos também que o operadores £1 ¢ L sado
operadores auto-adjuntos (veja [15, Teorema 11.21]). Logo, o operador £ é auto-adjunto.
Como consequéncia, os espectros de L1, Lo e £ estdo contidos na retall.

De acordo com o Teorema da Oscilagao para Operadores Fracionarios (|62, Teorema
4.3]), para i € {1,2} o espectro de L; é constituido por uma sequéncia de autovalores

discretos ()\%Z ))neN < R tal que

9Veja [91, Pagina 110] ou [111, Pagina 666])
"Ver [73, Teorema 10.4-2)
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se acumulando apenas no infinito e com multiplicidade finita. Adicionalmente, por (4.23),
é facil ver que
L9 = (APY +we’ =3p% =0 e Lop=(-A)p+wp—¢’ =0,
ou seja,
¢ eKer(L1) e ¢eKer(Ls) (4.61)

e assim A = 0 ¢ um autovalor de £ e Lo com autofungoes associadas ¢’ e ¢, respectiva-
mente. Disso, de (4.60) formar um conjunto discreto e como decorréncia de |75, Teorema
4.4], temos que R(L;) < L2, ¢ um conjunto fechado, para i € {1,2}. Donde, em razio de

[15, Observacao B.29] sao validas as relagoes
Ker(£;) = R(L)F e Ker(L£)t =R(L), ie{1,2}.

Antes de apresentar a teoria espectral no que concerne o operador dado em (4.57) vamos

apresentar fatos importantes que sao encontramos em |1, Secao 2|, [9] e [94, Capitulo 3].

4.2.1 Fatos Basicos sobre Operadores Positivos

Seja w > 0 fixado representando a frequéncia de uma onda periddica ¢ € Hg‘;r que

resolve a equagao (4.8). Para 0 > 0, definamos o operador Sp : £2(Z) — ¢*(Z) por

1
0 we(n)jez ( ]) J

we(n) (K x an,
para todo o = (an)nez € (2(Z), em que wo(n) = B(n) + 6 + w, K(n) = 3¢(n), e
B = B(n),n € N, representa o simbolo do laplaciano fracionario dado em (4.2). Ja que

wg > 0, temos que

=

neZ

X =Xo={a=(an)ez € C(Z); |alx, := (Z !anIQwe(n)) <o

¢ um espago de Hilbert dotado com a norma || - |x, : X — R e com o produto interno
(,)xe : X x X — C dado por

(o1, 02)x, = D 1Bz nwe(n),
neZ

para todo a1 = (11)nez € @2 = (2.0 )nez € 2(Z).

Por |9, Proposigao 3.2, vemos que Sp : X —> X esta bem definido e define um operador
compacto e auto-adjunto em X. A partir do Teorema de Hilbert-Schmidt ([116, Teorema
VI.16]) existe uma base ortonormal completa (1); g)ieny < X formada por autofungoes do
operador Sp|, e com autovalores correspondentes (A;(0))ien = R cujo tnico ponto de

acumulacao é o ponto zero. Além disso, os autovalores podem ser enumerados na forma
[Ao(0)] = |A1(0)] = |A2(0)] = -+ . (4.62)

Temos o seguinte resultado importante.
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Proposigao 4.18. Se 6 > 0, entao 1 é um autovalor de Sy se, e somente se, —0 < 0 é
um autovalor do operador £y : H2 < L2, — L2, definido por £1 = (—A)* + w — 3¢?.

per per per

Ademais, ambos os autovalores tem a mesma multiplicidade.
Demonstragao. Consulte |9, Corolario 3.1]. [ ]

Na sequéncia, consideremos para 8 = 0 o operador Ty : Y — Y dado por
To(g) := ((A)° + 0 +w) ™" (3¢%9), (4.63)

em que

2 J_,

1
1 (" 2
Y = {g :R— C; gé 2m-periddica e ||g|y := (J lg|*p? dm) < oo} (4.64)

¢ um espago de Hilbert com norma | - ||y : ¥ — R e munido do produto interno (-,-)y :
Y x Y — C definido por

1 (" —

(g, h)y g(x)h(z)p?(x) da.

:%,ﬂ

Lema 4.19. Seja 0 > 0. No que diz respeito o operador T : ¥ — Y dado em (4.63),

temos:

(i) se g € Y é uma autofungao de Ty para algum autovalor nao-nulo, entao g € Lger;

(ii) Tp ¢ um operador compacto e auto-adjunto.

Demonstragao. (i) Consideremos A # 0 satisfazendo Tpg = Ag. Para todo n € Z, vemos

que
~ 1~ 1 1 —=

9(n) = 1 Tog(n) = N wo() (30%g)(n). (4.65)

2
per*

O fato g € Y implica que ¢%g € L Da definigdo de wg, obtemos por (4.65) e pela

Identidade de Parseval ([106, Corolario 2.54]) que g € L2, como desejado.

per»

(ii) A acd@o de Ty sobre o espago Y é dado por
1 s
Tog(z) = o | Golz —y)g(y)dv(y),

em que dv(y) = ¢*(y)dy determina uma medida positiva sobre o intervalo [—7, 7] e Gg é
definido como

~ 1
Ge(n) = m, n € 7.

Usando a Identidade de Parseval temos Gy € L2 ([—m, 7]), de modo que Go € L*([-m,7]?)
em que Gg(z,y) = Go(z — y), para todo (x,y) € [—m, 7]%, e, assim, Ty é um operador
de Hilbert-Schmidt. Logo, por [116, Teorema VI.22]!2, inferimos que Ty ¢ um operador

compacto.

120u ver também [65, pagina 264]



Estabilidade Orbital para a Equacao Cubica de Schrédinger Fracionaria 97

Por outro lado, sendo wg uma fungao par, temos que Gg é par e, como consequéncia,
Ty é um operador limitado e auto-adjunto, pois

s

(b Togy = 5 | W) Toglo)e?(2)da

—Tr

- % _: i) [217r E Golw - y)g(?/)902dy] o (x)dx (4.66)
B % _ﬂ,r [217r ﬂr Goly - x)h(ﬂc)wz(f@dw] 9(y)¢* (y)dy
= (Tehag)Y7

para todo g,h e Y. -

Usando o Lema 4.19 e novamente o Teorema de Hilbert-Schmidt, garantimos a exis-
téncia de um conjunto ortonormal completo (&;)eny € Y formado por autofungdes de Tp e
satisfazendo

To(&) = Xi(0)&, VieN. (4.67)

O proximo resultado nos da um relagao entre os autovalores de Ty e Sp.

Lema 4.20. Sejam 0 > 0 e (§;);eny um conjunto ortonormal completo de autofungoes de Ty
em Y tal que Tp(&;) = \i&; para todo i € N. Se Ker(Tp) = {0}, entdo (/ \)\i(e)\é)ieN forma

um conjunto ortonormal completo em X constituiida por autofuncoes de Sg de modo que
So&i = Xi(0)&;, VieN, (4.68)

Demonstracao. A condigao Ker(Tp) = {0} implica que os autovalores de Ty sao nao-nulos.
Adicionalmente, pelo Lema 4.19 temos que &; € L%er para todo i € N. Pela Identidade de

Parseval obtemos @ € (2(7Z) e, assim,

1

we(n)

So&i(n) =

Y K(n =)&) = Tebi(n) = Xi&i, YieN,
jeN
Entao, por [9, Proposi¢ao 3.2| concluimos que fAZ € X para todo i € N.
Provemos agora que (« / |)\l(9)|7> - é um conjunto ortonormal completo. Com efeito,
1€

consideremos & = (i, )nez € X. Usando a Identidade de Parseval, determinamos que

1 (7 C ("
|3(2)*? (2)de < o= | |a()[Pde = C ) Jom[* < +o0,
2T

7
T Jer - nez

para alguma constante C' > 0. Logo, a € X implica que & € Y. Usando argumentos
similares, é possivel mostrar que g € Y implica g € X.

Agora, seja a € X fixado. Pela Identidade de Parseval e pelos argumentos explanados
acima, podemos concluir que (a,@) Xo = )\i_l(é,ﬁi)y, para i € N. Considerando a =

(Ajg})jeN, estabelecemos a bésica e ttil igualdade dada por

~ ~ Aj .
(A&, &) xe = T{(fj,ﬁi)y, Vi, jeN.
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Suponhamos que a € X satisfaz (a,é\i)xe = 0 para todo i € N. Assim, (&,&;)y = 0 para

todo i € N. Desde que (&;);en € um conjunto ortonormal completo em Y, deduzimos que

2

Sers temos que & = 0 em

& =0em Y. Em contrapartida, uma vez que « € X e Y — L

L}%er, ou seja, @ = 0 em ¢%(Z) e, portanto, @ = 0 em X. |

Observagao 4.21. Convém notarmos que se 0 = 0 entdao Ty = T € injetora. Com efeito,
dado g € Y tal que Tp(g) = 0, entdo ((—A)* + w) ™' (3¢%g) = 0 0 que implica g = 0. Essa
informagao é muito 1til ja que temos que (§;)jen € Y é um conjunto ortonormal completo

em Y. O

Observagao 4.22. Os espacos X e Y sdo isomorfos por meio da aplicacao F : Y — X,
em que Ff = f , para qualquer f € Y, é a transformada de Fourier agindo em Lf)er. Mais
detalhes acerca da transformada de Fourier no contexto peridédico pode ser encontrado em

[106, Segoes 2.2 e 2.3 |. o

4.2.2 Propriedades Espectrais

Vamos usar a caracterizagao variacional determinada na Segao 4.1.1 assim como a teoria
apresentada na Segao 4.2.1 para obter propriedades espectrais tteis do operador linearizado
L, dado e (4.57), em torno da onda periddica ¢ € Hg‘ér obtida na Proposicao 4.7.

Comecemos notando que um fato importante é que devido a
T
G(u) = By(u) — T VueY;

e de ¢ ser um minimizador do funcional B, em (4.10), obtemos que ¢ também é um
minimizador do funcional de Lyapunov G : Hp,. . — R sujeito as restri¢oes dadas em

(4.9). Consequentemente, pelo Teste da Segunda Derivada para Extremos Restritos (|26,

Teorema 11.2]) inferimos que

Lo . =G , >0
el(e3,001L (@6'{@3,0)% =

e pelo Principio Min-Max ([115, Teorema XIII.2|), vem que n(£.) < 1. Por outro lado, em
consequéncia de (4.61) temos L1¢ = —2¢° e, assim,

TC

(L1902 = —2 f Sz <0

o que, novamente, pelo Principio Min-Max implica n(£; ) > 1. Devido ao fato do operador
L em (2.25) ser diagonal, de modo que pela Lei da Inércia de Sylvester ([112, Teorema
4.3]) temos n(Le) = n(Lie) + n(L2), também obtemos que

1 <n(Lie) <n(Lie) +n(L2e) =n(Le) <1

implicando que n(Ly.) = n(Le) = 1 en(Ly) = 0. Na sequéncia, por (4.61) vemos ainda que
Lo(p) = 0, com n(Ly) = 0. Segue do Teorema da Oscilagao para Operadores Fracionarios

(62, Teorema 4.3|) que ¢ > 0 e que o autovalor A = 0 para o operador Lg . ¢ simples. Em
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contrapartida, por [61, Lemma 3.3|, obtemos que A = 0 é o primeiro autovalor do operador

L1, com autofungao ¢’, donde n(Ly,) = 0 . Nesses termos, vemos que

(L) = n(L1)+n(Ls)
= n(Lie) + n(L1o) + n(Lae) + n(La) (4.69)
= 1+0+0+n(Ly)
= n(Ly) + 1.

Suponhamos, por um momento, que n(Ly) > 1. Assim, n(L2) = n(L2) + n(L2) = 1,
implicando que o autovalor A = 0 de Lo, com autofungao ¢, é tal que )\§.2) < A =0,
para algum j > 2. Disso e do Teorema da Oscilagao para Operadores Fracionéarios segue
que a fungdo ¢ muda de sinal em [—7,7) o que é contradigdo com o fato ¢ > 0. Logo,

n(L2) = n(Ls2) = 0 de modo que z(L2) = 1 e de (4.69) concluimos que
n(L) =n(Ly)+1=0+1=1.
Na verdade, acabamos de provar o seguinte resultado.

Lema 4.23. Sejam s € (%, 1] ew > % fixados. Se ¢ € Hgér,e é o minimizador periodico

dado na Proposicao 4.7, entao ¢ > 0, n(L2) = 0 e z(L2) = 1, com Ker(Ly) = [¢].
No que diz respeito ao operador £; em (4.58), temos o seguinte lema.

Lema 4.24. Sejam s € (%, 1] ew > % fixados. Se ¢ € H, . ¢ o minimizador peri6dico

dado na Proposi¢ao 4.7, entao n(£1) = 1 e z(£1) = 1, com Ker(£;) = [¢'].

Demonstragio. Primeiro, observemos que ¢’ € Ker(£1) = R(£1)*. Além disso, uma vez
que L1 ¢ = —2p3, obtemos

©® e R(Ly). (4.70)

Na sequéncia, afirmamos que ¢ € R(L;) e para provar tal fato, seguimos os argumentos

contidos em |1, Teorema 4.10|. De fato, comecemos definindo

ei = \N(0)[&, €N,

em que (A\(0))ieny < R é dada em (4.62), para 0 = 0, e (&)ien < Y é dada em (4.67).
A partir do Lema 4.20 e da Observagao 4.21, temos que (€;)ieny € X = X( forma um

sistema ortonormal completo em X, composto por autofuncées de Sy : X — X. Também,

Y | R

1eN\J

definamos

em que J := {i € N; \;(0) = 1}. Pela Proposigao 4.18 o conjunto J < N ¢ finito, pois

—5 €

z(L1) € {1,2}. Logo, podemos escrever

Z () 1),

2
<A

2

: (4.72)
X

~

¥

wWo

2
<AZ

ieN\J
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em que
2

eR,.

1— 2 (0)

Entretanto, pela Identidade de Parseval e como w > % gera wo(n) = f(n) + w > % para
todo n € N, vemos que

2

~

'

Wo

~

o(n)
wo(n)

2
wo(n) <2 ), 18(n)]* = 2|¢l72,

neN
o que implica por (4.72)

2 () (&),

Por conseguinte, a série para n; em (4.71) converge em X, ou seja, n1 € X = Xy. Disso

e da Observacao 4.22, para 0 = 0, podemos considerar ¢; € Y — Lf)er tal que 121 =n.

-3

X neN

2
< 24|12 < .

Notemos que em virtude de 1 € X = X, temos

2 m@)PBm)? + 28w +w?) = Y mn)* - (5(n) +w)?

neZ neZ

2, Im(n)Puwog(n)? = % < o0

ne’

o que em particular implica
DG @) nf* = DT @) - nf* = Y Im(n)? - B(n)? < 0.
neZ neZ neZ
Consequentemente, conforme a estrutura do espago H2S, definido em (1.1), concluimos que

per
Y1 € H2, = D(Ly). Assim, temos que

per

—

(Lign) = ((=A)°¢1 +win —3p%Pn)"
= (“A) Y1+ wibt — 39
= BUn +wihi — (3p%01) = (B + w1 — (3p%01) (4.73)
= (B+w)i - wo (((—A)° + W)_l 3% )"
= wotht — wo(To(¥1)) = womn — wo(To(M))

em que Tp ¢é definido em (4.63).

Em contrapartida,

wi = (Y (1) () @
1—1A(0)> <foa€i>X\/W& (4.74)

> (foj ei)x VIN(0)] To(&).

I I
M
=2
|
>/H
S
=
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E como consequéncia de (4.68),

So(ei) = So(v/ A (0)]&)

[Ai(0)[S0(&:)
12 (0)[ Ai(0) & (4.75)

)\Z-(O)ei, VieN.

A partir (4.67), (4.74) e (4.75), inferimos que

(To(m))~ =

X (0)] So(&) (4.76)

Agora, como em |1, Teorema 4.10], precisamos adotar a convencao de notacao'® 0 = %
para obter por (4.71), (4.73), (4.76) e [16, Teorema 9.12] que

—_ 1 N
(L) = ) (=3@) (), (- 20)e
%) wo ~
= —, € i =—p = 0. 4.77
wom%(wo,e))(e w?=? (4.77)

Aplicando a transformada de Fourier inversa em (4.77), segue que L1971 = ¢. Em
outras palavras,
¢ € R(L1), (4.78)

como afirmado.

Dessa forma, de (4.70) e (4.78), obtemos que ¢, ¢® € R(£;) = Ker(£1)* com ¢ sendo
uma soluc¢do par, suave, positiva e single-lobe de (4.23). Suponhamos, por um momento,
que z(£1) = 2. Uma vez que ¢’ € Ker(£1), com ¢ é fmpar, temos como consequéncia
de [61, Lema 3.3, (L1)] que ¢ corresponde ao menor autovalor de £ quando restrito ao

subespago Hggm, de modo que Ker(L;,) = [¢']. Além disso, é sabido que vale a seguinte

13Egsa convencgdo notacional pode ser encontrada também, por exemplo, [50]. E é discutida e dado
um sentido mais formal em [126, Pagina 167]. De modo mais geral, veja a discussdo sobre o Inverso
Generalizado de Moore-Penrose em [119, Secao 8.3.1]
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decomposigao L%er = L%)er,e@L%)er,o' E por [65, Teorema 6.17, Capitulo I1I], vemos também
que 0(L1) = 0 (L1e)vo (L1,) - Nesses termos e como z(L1) = 2, garantimos, em particular,
a existéncia de uma fungao periodica par h € Ker(£1) tal que h tem exatamente dois
zeros simétricos no intervalo [—m, ) (tal fato é consequéncia de n(£;) = 1 e do Teorema
da Oscilagao (|62, Teorema 4.3]). Por conseguinte, existe o € [—m, ) de modo que

h(£xzg) = 0. Sem perda de generalidade, podemos ainda supor que
h(z) >0, x € (—z9,x0) e h(z) <0, xe[—mxzo) U (xg,7). (4.79)
Adicionalmente, uma vez que h € Ker(£1) e ¢, 0% € R(£1) = Ker(£1)* temos
(h,¢*)r2 =0 e (h,@)p2 =0. (4.80)
Sendo ¢ > 0, obtemos, pelo fato que ¢ tem perfil single-lobe, que a fungao

p(x)(p(2)? = 9*(20)), ¥ 2 € [~ 7]

¢ positiva sobre (—xzg, zg) e negativa sobre [—m,zg) U (zg,7), de modo que tem o mesmo
comportamente que h em (4.79). Assim, (p(0? — ©%(z0)), k)2 # 0 que gera uma contra-
digao com (4.80). Portanto, z(£1) = 1, com Ker(£;) = [¢']. [ ]

Observagao 4.25. Os argumentos estabelecidos no final da demonstragao do Lema 4.23
sao validos apenas se ¢ > 0. Se ¢ muda seu sinal sobre T = [—, 7], uma forma alternativa
de provar que Ker(£1) = [¢'] pode ser determinado provando que 1 € R(£L1). No caso
afirmativo e como £11 = w — 3¢?, obtemos que a seguinte propriedade {1, p, p?} = R(£L1)
ocorre. Empregando os argumentos de [96, Proposi¢ao 2.5, obtemos que Ker(Ly) = [¢/]

como requerido. (W

Observacao 4.26. Outro modo de se obter a simplicidade do niicleo do operador L,
estabelecida no Lema 4.24, e sem fazer uso da Teoria de Operadores Positivos (da Segao
4.2.1), é por meio da suposigao padrao (veja, por exemplo, [34] e [97]) de que 0 minimizador

periodico ¢ € che‘r7e, obtido da Proposicao 4.7, depende suavemente da frequéncia da onda
1

WE(l 29

55 oo), isto é, a curva de solugoes w € ( oo) —  é suave, pois nesse caso podemos

diferenciar a equagao (4.8) com respeito ao parametro w € (1 oo) a fim de obtermos que

2
L1 (—d%np) = ¢, ou seja, p € R(L1), como obtido em (4.78), nos permitindo dai fazermos

a mesma argumentagao do final do Lema 4.24 para concluirmos que z(£q) = 1. u

Como uma consequéncia do Lema 4.24, obtemos a existéncia de uma curva suave de
solugoes periddica positivas ¢, dependendo da frequéncia da onda w > % todas com mesmo

periodo 2.

Proposigao 4.27. Sejam s € (i, 1] e wy > % fixos. Se wo € Hyg, . ¢ a solugdo obtida na
Proposicao 4.7 associada com o valor wg > %, entdo existe uma aplicacdo C' da forma

2s
wel,ycR+— ¢, € Hper,e



Estabilidade Orbital para a Equacao Cubica de Schrédinger Fracionaria 103

de solugoes (4.23) definida em uma vizinhanga I,, < R de wp > 0 tal que ¢, = ¥o.

Adicionalmente, o intervalo I,,, = R pode ser escolhido como I, = (%, oo).
Demonstracao. Comecemos definindo
Plw,f) = (AP f+wf—f> V¥ (w,f)eRy x HY, ..

E claro que P(wp, wo) = 0. Além disso, P é suave e sua derivada de Fréchet com respeito

a f e H? calculada em (wp, p) ¢ dada por

per
G := P(wo, p0) = (—A)° +wo — 3pf = L1

Considerando G : Hggne c L%er’e — L%er’e, tendo em vista o Teorema 4.24 e o fato

que ¢f, ¢ impar, temos que Ker(G) = {0}, isto ¢, G ¢ injetor. Provemos agora que

G & sobrejetor. Para tanto, primeiro observemos que G é auto-adjunto (pois L£; o é)
e por [15, Observagdo B.45| temos o(G) = 04isc(G) U 0ess(G). Afirmamos que G tem
resolvente compacto. De fato, seja u € p(G), por definicdo do conjunto resolvente o
operador (G — pulg)™" :+ L2, . — HZ25 . < L2, . existe e ¢ limitado. Uma vez que
s € (%, 1], a imersao Hgér,e — Lger’e é compacta (veja [13, Pagina 11]) e, dessa forma,
dada (fp)nen © D((G—pulyg)~!) limitada podemos extrair uma subsequéncia convergente de
(G — 1)~ (fn))nen < L%er’e, ou seja, (G — uly)~! é compacto. Equivalentemente, G tem
resolvente compacto (veja [65, Capitulo 3, Se¢ao 6.8]). Em razao de [65, Teorema 6.29, Ca-
pitulo 3|, o espectro o(G) consiste inteiramente de autovalores isolados com multiplicidade
finita. Logo, ess() = & € 0(G) = Taiee(9).

Agora, em virtude de G ser injetor, temos que o tnico elemento g € D(G) que satifaz
G(g) =0¢ég=0. Assim, A = 0 ndo é um autovalor de G e por consequéncia 0 ¢ ogis.(G) =
o(G). Nesses termos, A = 0 € p(G) e G é sobrejetor, como afirmado.

Do exposto, G~! existe e é um operador linear limitado. Assim, em razao do Teorema
da Inversa Limitada (|88, Teorema 4.8|), temos que G = Py é um operador linear limitado
e, logo, continuo. Nesses termos, P e Py sao continuos. Dessa forma, pelo Teorema da

Funcao Implicita ([133, Teorema 4.B]) existem > 0 e 79 > 0 e uma tnica correspondéncia

w € Ly, i= (wo — 1o, w +19) € R —> o, € HZS (4.81)

per,e

a qual, para todo w € I, satisfaz ¢, — wolg2s <7 e P(w,py) = 0, isto é,
(=A) oy, + wep, — @2 = 0.

De modo que, devido a suavidade de P, a correspondéncia em (4.81) é de classe C'. Além

do mais, da unicidade da correspondéncia em (4.81) e como wy € (1 oo) foi escolhido

2
arbitrariamente, segue que podemos considerar I, = (1 oo). Portanto, o resultado segue.

29
|

Observagao 4.28. Nao podemos garantir que para cada w € I,,, dada na Proposicao 4.27

que @, resolve o problema de minimizagao (4.12) exceto quando w = wy. (]
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Os resultados determinados nessa subsegao, a saber Lemas 4.23 e 4.24, juntamente com

(4.59) podem ser resumidos da seguinte proposicao.

Proposigao 4.29. Sejam s € (%,1] ew > % fixados. Se ¢ € H . ¢ o minimizador

periodico dado na Proposigao 4.7, entdo ¢ > 0, n(£) = 1 e z(£) = 2, de modo que
Ker(L) = [(¢',0), (0, 9)].

4.3 Unicidade do Minimizador Real

O objetivo central dessa subsecao é mostar um resultado de unicidade dos minimiza-
dores periddicas ¢ € HS%T obtidos no Teorema 4.3 e Observagao 4.4. Para tanto, proce-
deremos como em [12, Segao 3.2|. A principal diferenca em nossa abordagem é que nao
precisamos assumir que o nucleo do operador linearizado restrito ao espago das fungoes
de média zero é simples. Primeiro, o espaco das func¢oes de média zero nao é adequado
para nossos propositos, uma vez que estamos lidando com ondas perioédicas positivas, a

saber ¢. Uma condigao equivalente em nosso caso seria assumir que Ker(£;) = [¢'] para
1
29
4.24 e, desse modo, estamos em conformidade com os argumentos provados em [49, Segao

qualquer w € ( oo) ese (%, 1). Entretanto, ja determinamos essa propriedade no Lema
5], em que os autores estabeleceram a unicidade de ondas solitarias provenientes de um
problema similiar a (4.12). O caso s = 1 nao ¢ relevante em nossa analise, e por isso nao
sera abordado, uma vez que ondas periddicas dnoidais (veja Lema 4.32) sdo tnicas para
um w € (%, oo) fixado.

Nosso primeiro objetivo é construir um ramo local de solugoes de (4.8). Inicialmente,

definamos o espago complexo

V= {f = fl +2f2 = (f17f2> € L?)er x Léer ) f17f2 € Léer,e}7

equipado com a norma do espago (complexo) Lf;er.

4
per,e

Proposigao 4.30. Seja so € (1,1) fixado. Se (¢o+1i0,wp) € V x (0,0), em que ¢g € L
¢ uma solugao de (4.23), para s = sg € (%, 1] ew=uwy > %, entdo existe uma aplicacao de
classe O

sels < (0,00) —> (ps,ws) €V x (0,0),
definida sobre Iy := [sg, so + d), para algum ¢ > 0 pequeno o suficiente, tal que
(i) o par (ps,ws) € V x (0,00) resolve (4.23) com ¢ = ps e w = w, para todo s € Is;

(ii) Existe € > 0 de modo que (ps,ws) € V x (0,00) é a tunica solugao de (4.23), para

s € Is, em uma vizinhanca
{(p,w) €V x (0,0) 5 [ —golv + [w —wo| <e};

(iii) Para todo s € Iy,

leslza = lollzs-
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Demonstrag¢ao. A prova é similar a [12, Proposigao 3.2| e por isso daremos apenas as etapas

principais. Seja sg € (%, 1) fixado e consideremos (®g,wp) = (po + 7 - 0,wp) € V x (%, ),
em que pg € LY, , satisfaz (4.23). E facil ver que
(=A)*0 Dy + woPg + |Po|>Pg = 0. (4.82)
Também, definamos F : V X (%, oo) x Is — V x R por
_((_ s —1 2
F(®,w,5) = [‘b (=A)" +w)” |® ‘I)]. (4.83)
H(I)Hyl - H(I)0”L4

em que [5 := [sg, S0+ d) e 0 > 0 a ser escolhido. Notemos que F é uma aplicagao de classe
C'! bem definida (veja [49, Lema E.1]) e, por (4.82), F(®g,wo, so) = (0,0).
Em particular, vemos que a derivada de Fréchet de F com respeito a (®,w) em

(®o, wo, s0) ¢ dada por

Da o F (D, wo, 50) = {1 — ((=A)% +w) 1302 ((—A)% + wo)2¢>3} |

4((1)?]7 ')LQ 0
Uma vez que ¢} ¢ impar e, por Lema 4.24, Ker(£1) = [¢[] podemos mostrar que a
aplicagao Do, F (g, wo, o) € invertivel. Pelo Teorema de Fungao Implicita ([133, Teorema

4.B]), garantimos a existéncia de uma aplicagdo de classe C1 da forma

s€ly— (Bg,ws) €V x (3,00),

em que § > 0 é pequeno o suficiente. Aqui, o fato de que a familia {®s € V ; s € Is}
estd definida em uma vizinhanca de ®g = g + 0i € V nos permite definir, sem perda de
generalidade, @, := s+ 0i € V, com s € I5. Assim, podemos considerar um ramo local de

solugdes de (4.23) parametrizada por s € I da forma (¢s + 0i,ws) € V x (3, 1). [

No que segue, para sg € (%, 1) fixado, denotemos por

Fs: Is — V x (3, 0)

s ((I)87Ws)

o Cl-ramo de solugdes de (4.23) dado na Proposicio 4.30, em que § > 0 é pequeno o
suficiente.

Em seguida, consideremos a extensao maximal do ramo Fj, isto é,
Fi(s) := Fs(s), s € [so0,s"), (4.84)
em que
Sy 1= Sup {so <qg<1l; Fse Cl([so,q);V x (0, oo)) e Fs(s) satisfaz (4.23) para todo s € [so,q)}.

Agora, vamos provar que na verdade s, = 1.
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Proposicao 4.31. Seja (Sp)ney < Is © (%,s*) uma sequéncia tal que s, —> s4. Se
(ps, )Jneny © V s@o as correspondentes solugoes dadas na Proposi¢ao 4.30, com frequéncia

de onda wg, > %, para cada n € N, entdo a menos de subsequéncia

R p R
Psn Px €I chr(T) € Ws, Wiy

para todo p > 1, em que ¢, € LB (T) satisfaz (—A)** Py Wi —@S = 0, com wy > % sendo
a frequéncia da onda correspondente. Adicionalmente, o ramo maximal correspondente

Fy € CY([s0,54); V x (0,00)) dado em (4.84) se estende até s, = 1.

Demonstragao. Afirmamos que a sequéncia (ws, )nen € limitada. Com efeito, suponhamos,
por um momento, que (ws, Jnen € ilimitada, em outras palavras, dado M > 0 existe ng € N
de modo que

ws, > M, VneNn=ng.

Lembremos que, para cada n € N,
(—A)s"%n + Ws,, Ps, — @in = 0. (4.85)

Multiplicando a identidade acima por ¢s, , com n € N, e integrando sobre [0, 27| obtemos

27 sn 2
L ((—A)Tgosn) + wsngpgn — gpfgln dr=0,VneN. (4.86)
Por (4.86) e pelo item iii) da Proposigao 4.30, existe g € L;‘;er’e satisfazendo, para todo
neN,
27 on 2 27 on 2
| (evte,) e < [T (Ea1Fe,) o do
0 0
2m 2m
= j ps dr = j ©s dz. (4.87)
0 0

Como, sx € (s0,1] e s, < Sx, para n € N, podemos garantir que escolhendo M > 0

grande o suficiente, existe m € N tal que s,,, > s¢ e, consequentemente, temos que a imersao

HEm s H (4.88)

per,e per,e

é valida. Por outro lado, em virtude de

27 27
fo w;‘nd:c=f0 Ghdr = [pulb = oot YV eN (4.59)

. ~ 4 2 .
e da imersao Ly, <> Ly, existe ¢4 > 0 de modo que
[6s, L2 < s, YV eN.

Disso e de (4.87) vemos que, para algum c5 > 0

[@sullZron = los, iz + 1(=2)F @5, 72 < 5, ¥neN,
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ou seja, (s, )nen ¢ limitada em Hpz ., para cada n € N. Contudo, por (4.88), podemos

. e so . . ~

concluir que (s, )nen também é limitada em H.9, .. Em seguida, uma vez que a imersio
s0 4 ; : . tAne

H3% e = Lpere € compacta e a norma é continua, asseguramos a existéncia de um @1 € V

tal que a menos de subsequéncia

[osnllra = @] s (4.90)

anc : 5o T4 2
e, como consequéncia da imersao Ly, — Ly,

[fsnllrz = @1l (4.91)

Agora, observemos que (4.86) e a imersdo Lj., — L2, implicam que

27 27
(ws,, + l)f o2 dr = f 02 +ws, @t do
0 0

27 on 2
< J ()% 0,,) @2, +wo el + 92 do (492)

0
27 27
= L cpﬁfn d:r—i—fo cpgn dx
27 27
< 2 Y dr =2 1d
A 0 Ps, T 0 $1 ax.

Entao, devido a ws, > M para qualquer n = ng e (4.89), inferimos que

27 21

0<(M+1)f

2m
o2 dr < QJ ©g da. (4.93)
0 0

@?n dr < (ws, + 1)f
0

Tomando n — o em (4.93) obtemos uma contradi¢do. Assim, (ws,)nen = (3, 1) é limi-

tada, como afirmado. Por conseguinte, existe w, > % de modo que a menos de subsequéncia

Ws, — Ws. (4.94)

n

Por outro lado, como em (4.92), asseguramos que

2m on 2 21
((_A)T(Psn) + wsnspgn dx 2 wsn f C()gn d'r = wsn HSDSTL “%27 ne N’
0

B, (eu) = [

0

o que implica, em razao de (4.86),
0 < ws, [|0snll 72 < Buy, (950) = l¢sa |74 = [0l 74, ¥ € N. (4.95)

A convergéncia em (4.94) nos permite concluir que (s, Jnen € limitada em Hyp, o, para cada
4

n € N. De modo similar ao determinado acima, garantimos a existéncia de um ¢, € Ly, .
K

tal que
[osnlls = lexlza e lpsalinz = sl rz. (4.96)

No entanto, por (4.86) obtemos que

[(=8) % ¢, 72 < s, |74, YV nEN.
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Usando essa ultima desigualdade juntamente com as limitagoes decorrentes de (4.96), vem

que (¢s, )nen € limitada em Hpz,, para todo n € N. Como s, € (%, 1], para qualquer

n € N, segue de [106, Teorema 3.200] que H3z. é uma Algebra de Banach e, logo, (¢2 )nen

per

¢ também limitada em Hpg.. E mais ainda, da imersao Hpg, — L%er, vemos que tanto

(s, JneN quanto (gogn)neN sao limitadas em Lger. Nesses termos, (4.85) e (4.94) implicam
(=AYl e < |92 |12 + ws, |@s, |2 < c6, ¥neN

para algum cg > 0. Esse fato e a limitagao de (ps, Jnen em Lger nos permitem determinar

que (@s, Jnen € limitada em H25 — L2 paran e N.

Novamente por (4.85), temos
(=8)*" gy, = (=A)"9, —ws,(=A)"ps,, VN EN

Dessa igualdade e empregando argumento anélogo ao apresentado acima, podemos inferir

Sn

sn, paran € N. Seguindo indutivamente, existe 7 € N grande

que (s, )neN € limitada em Hé
o suficiente tal que rs, > 1, s, > sx € (s, )nen € limitada em HZer, para qualquer n € N.

Além disso, a imersao Hpgr — Hpk é compacta (veja (1.2)). Entao, pela unicidade do

limite e a menos de subsequéncia

Ps, —> px em H* (4.97)

per*

Mas, para cada n € N,

[(=2)*" @5, = (=A)* sl 2 < [(=A)** (s, —@x) L2+ [(=A)""0x = (=A)* P 2. (4.98)

Entao, agora em virtude de (4.97), (4.98) e da convergéncia s,, —> sy, obtemos

(=0)" s, — (~A)* gy em L. (4.99)
Ainda, como (@s, Jnen < Hl%r, para n € N, € limitada, entao a menos de subsequéncia
Ps, — P em Hpor. (4.100)

. ~ rs 1 =z : = 1 p
Por outro lado, a imersao Hpgr < H,, € compacta, com n € N, e a imersao Hp,, — Lper
p

¢ continual®, para qualquer p > 1. Logo, por [88, Teorema 5.18], a imersio HZSr < Lper

é compacta. Disso e de (4.100) obtemos, a menos de subsequéncia, para todo p = 1, que

lesalle = lloxze, (4.101)

isto é,
Ps, — Px em LD .

Por (4.94), da segunda convergéncia em (4.96), (4.99), (4.101) e de s,, —> s4 segue que

(—A)*px + watps — 03 = 0. (4.102)

MVeja (1.2) e (1.4).
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Uma vez que ¢, satisfaz (4.102), pela Proposi¢ao 4.30, podemos estender o ramo Fj
além de s, > 0, o que nao pode acontecer, em razao da maximalidade de s,. Portanto,
Sy — ].. .

Antes de estabelecermos no nosso resultado de unicidade do minimizador, precisamos

do seguinte lema, que nos da a solucdo explicita de (4.23) para o caso local s = 1.

Lema 4.32 (Solucao do Caso Local). Uma solugdo explicita e par para a equacao (4.23)

para quando s, = 1 é dada, para cada k € (0,1), por

or(z) = Qﬁqu) dn (2Kg€)x; k> , Ve eR, (4.103)

e com frequéncia da onda correspondente w, > 0 que pode ser expressa como

4K (k)2 (k* - 2)

5 L ke (0,1), (4.104)

Wy = —

com L = 2m.

Demonstragao. Veja |5, Teorema 2.1]. [

Figura 4.1: Comportamento de w, > 0, com k € (0, 1).

Posteriormente, tendo em mente os resultados ja estabelecidos, provamos o seguinte

resultado.

Teorema 4.33 (Unicidade do Minimizador Real). Se s € (i, 1) ew > % sao fixados, entao

o minimizador obtido na Proposicao 4.7 e Observacgao 4.4 é anico.

Demonstrac¢ao. Segue de maneira analoga a [12, Proposi¢ao 7|, mas incluimos aqui os
detalhes. Suponhamos que a Proposicao 4.7 nos fornega duas solugoes diferentes g, @ €

HOO

per,e> ambas com a mesma frequéncia de onda wo > 0. Ja que o problema de minimizagao
b

(4.12) é no espago Y; , em que 7 > 0, temos

leolzs = I@olza (4.105)
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Ademais, (¢ + 0i,wo), (o + 0i,@0) € V x (0,00) satisfaz (4.23), para algum sg € (1,1].

Dessa forma, pela Proposigao 4.31, existem dois ramos suaves de solugoes
Fs:Isc (0,0) > Vx(0,00) e F;:I;c(0,0)—Vx(0,00)
para certos 8,0 > 0, em que

Fs5(s) = (ps,ws) e FS(S) = (Ps, Ws)

satisfaz (4.23), para ws,0s > 0 e, em particular, Fs(so) = (y0,wo) e F5(s0) = ($o,@0).
Além disso, pela unicidade local dada na Proposigao 4.31, os ramos suaves Fs e F5 nao

tem ponto em comum. A partir da Proposi¢ao 4.30, temos que

Ps = px em Ve ws — Wy (4.106)

Ps > Pxem Ve W — Wy, (4.107)

quando s — s, = 1, para algum wy, Wy > 0 € @y, @« € V. Como mencionado em (4.102)
e do caso local (veja Lema 4.32), as fungoes ¢4 € @4 sdo as Unicas solugdes das seguintes

equagoes diferenciais ordinarias

— Py T Waps — ‘Pi =0 (4.108)

- (/BZ + Wy Py — 952 =0, (4'109)

respectivamente. Ainda, pelo item iii) da Proposi¢ao 4.31 e por (4.105), obtemos

27 2 27 27
J ot dr = J w0y dr = J @ dr = f ¢ da. (4.110)
0 0 0 0

Por outro lado, por (4.106), (4.107) e pela continuidade da norma, inferimos
21 21 21 21
J go‘sld:z—>f ordr e J gbﬁd:t—»f ¢t d.
0 0 0 0
Consequentemente, por (4.110),
2m 21
f of do = f ot du. (4.111)
0 0

Afirmamos que wy = &x. Com efeito, para s, = 1 (caso local) e k € (0,1) fixado,

consideremos a solugao ¢ = ¢, de
— ¢ twp—¢*=0 (4.112)

como em (4.103), em que w := w, > 0 é dado em (4.104). Derivando a equagao (4.112)

com respeito a w > 0, geramos

d d d
——cp"+w£+<p—3cp2—(’p =
dw

) 4.11
dw dw 0 ( 3)
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Multiplicando (4.113) por ¢, integrando sobre [0, L] e fazendo uma integracao por partes,

podemos escrever

2w

2m 21 21
dy dy f 1d
_ " d d 2d [ 4d = 0. 4.114

Jo 7 dw :c+wf0 7 o v 0 7T 0 o ( )

Por outro lado, multiplicando (4.112) por ¢ e integrando sobre [0, 27], obtemos

2m 2m 27
0 = —J go”gpdx—i—wf gpzdx—f ot dx
0 0 0
2m 2m 2m
= J (¢')? dx+wJ ©? dm—f ot da
0 0 0

e derivando em relagao a w > 0 (pela Regra de Leibniz e da Cadeia) resulta que

d 27 o d 27 5 27 ) d 27 A

— d — d der — — dr =0

i ) (©") x—i—wdwfo % x—l—L ©* dx de ©* dx

1d 27 o w d 27T 5 1 27 5 1d 27 A

—— d - d — de — —— dx =0
= gaw ), WAt gas) @ 33+2J090 YT oA )y T

21 2m 2m 21
dp dp 1f 1d
_ Y X de+ = 2dy — —— Ydx =0. (4.115
= L P x—i—wfo >y x—l—z . p* do — 5o . o dx ( )

A partir de (4.114) e (4.115) estabelecemos que

1 2m 1d 2m
j ©* dr + —— etdr =0

2 0 4 dw 0
ou equivalentemente
1d 2w 4 2w )
—— dr = — dx < 0. 4.116
2dw Jo voar Jo voar ( )

Da forma explicita de w > 0 dado em (4.104) é facil ver que w > 0 como uma fungao
de k € (0,1) é estritamente crescente (veja Figura 4.1) em (0, 1). Assim,

dw

T >0,V ke (0,1).
Por conseguinte, em virtude de (4.116) e pela Regra da Cadeia, deduzimos que
d 21 A dw d 2m A
— der = — — d 0,V ke (0,1).

Como ¢ = ¢y, k€ (0,1), vemos que a fun¢ao P : (0,1) € R — R definida como

27
P(k) := J ot dx
0

é injetora. Na sequéncia, se ks, ks € (0,1) sdo os modulos (unicamente determinado)
associados com as frequéncias wy,@x > 0, respectivamente, entdo em razao de (4.111),
P(ky) = P(l;:*) Assim, concluimos que ky = k.. Consequentemente, wy, = @4 €COMO
afirmado. Também, por (4.108) e (4.109), temos que @, = Px.

A partir da Proposicao 4.31, existe um ramo local Fs, : I5, < R — R, em que
Is, = (1 — 44, 1], para algum 6, > 0, tal que para todo s € I5, o par Fj, (s) = (ps,ws) €

dnica solucao de

*

_80;, + Wsps — ‘PZ) =0
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em uma vizinhanga {(p,w) € V x (0,0) ; |¢ — ¢«|lv + |w — ws«| < €}, para certo ¢ > 0.
Agora, as convergéncias em (4.106) e (4.107) nos permitem concluir que Fs(s1) = F5(s1),
para algum s; € [sg,1). Entretanto, isso ¢ uma contradi¢do com a unicidade local dos
ramos estabelecida no item ii) da Proposi¢ao 4.30. Portanto, a unicidade do minimizador

esta provada. |

4.4 Estabilidade/Instabilidade Orbital

Um resultado de estabilidade orbital serd mostrado nessa secio. E bem sabido que
(4.1) tem duas simetrias basicas, a saber, a translagao e a rota¢ao. Sendo mais preciso, se

u:RxRy - C, comse (i, 1], é solucao de (4.1) entdo também o sado
e Cu(z,t) e ulx—rt),V(r,t) e RxRy

para quaisquer que sejam (,r € R. Equivalentemente, considerando u = p + iq, com

p = Re(u) e ¢ = Im(u) e escrevendo u = (p,q) obtemos que (4.1) é invariante sob as

transformagoes

R(C)u(z, t) i= ( _C;);fg if)rslg )u(m,t), (2,8) e R x Ry (4.117)
€

T(r)u(z,t) == u(z + r,t) = <§E§ - : 3) . () eR xRy (4.118)

para todos (,r € R.

As agoes R e T definem grupos unitérios em Hy,, com gerador infinitesimal dados por

won (44

T/ (0)u := &, (Z) .

Como ja mencionado, a equagao (4.1) é invariante sob as agoes R e T. Dessa forma,

definamos a o6rbita gerada por
¢ = (907 0)
como

Qo = {R(QOT(r)®; ¢, reR} (4.119)

em que, explicitamente,

ROTORO - (08 e ) (H670 ). eer

—sen( cos(

para (,r € R.

Uma onda estacionéria v : R x Ry — C de (4.1) é dada por

w(w, t) = eo(z) = ( ZE;”; ggflggg > . (1) eR x R, (4.120)
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A pseudométrical® d : HS,, x Hj,

per — R, é definida por

d(f,g) = mf{[f —R(O)T(r)glms; r,CeR},  frg€ Hpe.

Assim, vemos que dados f, g € H},, a distancia dada por d entre f e g é a distancia entre
feQy={R(T(r)g; ¢,r € R} que é a orbita gerada por g sob a acdo da rotagao e da
translagao, nos permitindo escrever d(f,g) = d(f,€y). Em particular, d(f, ®) = d(f, Q).

Apresentamos entdo nossa definicdo de estabilidade orbital, no contexto da equacao

ctibica de Schrodinger fracionéaria.

Definicao 4.34 (Estabilidade Orbital). Dizemos que a onda estacionaria (4.120) de (4.1)
é orbitalmente estavel em Hj,, se, dado € > 0, existe 6 > 0 com a seguinte propriedade:

se ug € Hp, satisfaz [ug — ®||gs < J, entdo a solugao local u(t) definida no semi-intervalo
[0, +00) satisfaz d(u(t),Qs) < €, para todo t = 0. Caso contrario, dizemos que (4.120) ¢

orbitamente instavel em Hp,.

Antes de continuarmos nosso estudo da estabilidade orbital, precisamos voltar a atencao

para a boa colocagao da equagao (4.1).

4.4.1 Boa colocagao

Uma vez que a Defini¢ao 4.34 requer um resultado de boa colocacao, nossa intengao é
dar resultados precisos de boa colocagao global /local associado a equagao de Schrodinger

fracionaria dada em (4.1), ou seja, resultados de boa colocac¢ao para o problema de Cauchy

{ iug — (—A)Su + |ul*u =0 (4.121)

u(z,0) = ug(z), (x,t)eRxR4, se(0,1].

com ug € Hj.(T). E para tanto, na proxima segio vamos mostrar alguns resultados e

desigualdades auxiliares.

Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg Fracionaria no Contexto Periédico

A fim de mostrar nossos resultados de boa colocac¢ado inicialmente vamos mostrar a
Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg para operadores fracionarios no caso periédico.

Antes disso, precisamos do proximo lema e comecamos em um contexto geral, isto
é, inicialmente consideramos uma Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg para dominios
limitados 2 < R", n € N, do tipo cone (para mais detalhes desse tipo de dominio, veja
[107, Se¢ao 4.2.3, Equagao 7]). No restante dessa segao e para cada r € [0,1) e ¢ = 1 dados,
consideremos o espago de Sobolev fracionario Hy(2) = W™4((2), também conhecido como
Espago de Slobodeckij (para detalhes, veja [20, Secao 1.2], [107, Secao 2.3.3, Equagao 1] e
[107, Secao 4.2.1, Defini¢ao 1]). No que segue, vamos lidar com fungdes de valores reais.

Para fungoes com valores complexos, os argumentos sdo semelhantes.

15Para mais detalhes desse conceito consulte [84, Capitulo 1, Secao 6]



Estabilidade Orbital para a Equacao Cubica de Schrédinger Fracionaria 114

Lema 4.35 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg para Dominios do Tipo Cone). Seja
Q < R"™ um dominio limitado do tipo cone. Se pyp > 1,0 € (0,1), s€ (0,1),ep>1ler >0

sao tais que

1 1-6 0
r=0s e - = =,
P Po 2
entao existe C1 > 0 de modo que,
£z < CulF IR 1o ey, (4.122)

para todo f e LPO(Q2) n H*(Q2).

Demonstragao. Inicialmente notemos que de acordo com [107, Se¢ao 4.3.1, Teorema 2| a
relacdo de interpolagao
é valida, em que p1,po > 1, 0 € (0,1), sg,s =0,ep>1er >0 sdo tais que
1 1-6 40
= -

r=so(l—60)+0s e - —.
p 20 b1

Dessa forma, como consequéncia de [107, Se¢ao 1.3.3, Equagao 5], temos a seguinte

desigualdade multiplicativa:

I lgior < CollF 1Lt oy Ul s ¥ £ € H(@) R HL(@), (4123)

para alguma constante Cy > 0.

Tomando em particular, p; =2, so =0 e s € (0,1), vemos que

1_1-0 ¢
Do 2

r=0se (0,1 e -
(0,1) 5
Logo, por (4.123), obtemos que
F g0y < ColF Ikl 1 ey ¥ € IPO(Q) ~ HO(9),
para algum Cy > 0. |

Corolario 4.36. Seja Q < R™ um dominio limitado do tipo cone. Se py > 1, 6 € (0, 1),

s€(0,1) e p > 1 sao tais que

entao existe Co > 0 de modo que

1£lzo@) < CollF I 1 1o,

para todo f € LPO(Q2) n H*(Q).
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Demonstragdo. E claro que 7 = 0s € (0,1). Assim, a imersao'6 Hp(Q) — LP(2) e o Lema

4.35 implicam que

[£le() < Collflzmey £ 15> ¥ f € LP(Q) 0 H¥(Q),

para algum Cy > 0, desde que

Como um caso particular do Lema 4.35 no contexto periddico, estabelecemos o seguinte

teorema.

Teorema 4.37 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg Periddica). Seja T™ < R™ o toro

n-dimensional. Se 6 € (0,1), s€ (0,1) e r > 0 s@o tais que r = s, entdo existe C3 > 0 de

modo que

1 f s,y < C3HfH Tn) HfHHscr(qrn) (4.124)
para todo f € L2, (T") n H5.(T").
Demonstrag¢iao. Uma vez que o toro n-dimensional T" = [—m,7]" < R™ é um dominio

limitado do tipo cone (veja [107, Se¢ao 4.2.3, Observacao 5|), obtemos que o Lema 4.35 é
valido para Q@ = T", pp =2 er = 0s € (0,1). Além do mais, por [107, Se¢ao 4.6.1, Equagao
2] e [108, Secao 9.1.3, Observagao 1] as normas em H$, .(©2) e H(Q) sao equivalentes e uma

per

vez que L™(T") = Ly, (T™), para todo m > 1, segue por (4.122) a seguinte desigualdade

£ gy < Cl 15" iy LVl omys ¥ f € L2ar(T™) 0 ey (T7),
em que C3 > 0 é uma constante. |

Corolario 4.38 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg Periodica 1-dimensional). Se

s € (%, 1), entdo existe uma constante Cy > 0 tal que

s L 1
HfH‘iger(T)<C4H(—A)2inz HfHLzr + Cal Iz, vy, (4.125)

para todo f € Hy.,(T).

Demonstracdo. Primeiramente, tomando, em particular, n = 1 no Teorema 4.37, temos

que

1 £l 5.

per per

) < G110 mys ¥ € Der(T) 0 Hi(T),  (4.126)

em que C5 > 0 é uma constante. Aqui, estamos considerando r = s € (0,1), 8 € (0,1) e
e (0,1). Devemos notar que, por (1.2), a imersao H3,(T) < L?,,.(T) ocorre, implicando

per per
a igualdade L2 (T) n HS. (T) = H5.(T).

per per

15Veja [107, Segao 4.6.1, Equacao (4)]
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Usando a defini¢io da norma de H;,(T), dada em (1.6), obtemos a existéncia de uma

certa constante Cg > 0 que satisfaz

N

%wmrnﬂmﬂ
20
Coll 135 (11350
5 £112 2 2
Coll /15ty (N2 f 125 oy + 17 B my) ¥/ € Hiee(T).

If ||§1{;er(1r)

I

Na sequéncia, gragas a [106, Lemma 3.197], existe C7 > 0 tal que

El 26
(=202 1125 ry + 1B my) - < Cr (W22 AUy + 171 (1) ¥ f € Hgen(T).

Assim, existe Cs > 0 de modo que

4(1-6
1135, cwﬂéJ%w AV2FIE )+ Csllfl3a, my, V¥ f € (). (4127)
Tomando r = 7, temos a imersao H] (T) — Léer(']l') (veja [13, Teorema 4.2]). Por-

tanto, (4.127) imphca, para s € (Zv 1) e algum Cy > 0, que
4 : s
7135, ) < OB 715 gy 152y + Callflg my ¥ F € Hi(T).  (4128)
|

Observagao 4.39. Convém observarmos que (4.128) vale, pois
1
e 41—-6)=4—-.

r=6s e r=- = 40 =—
4 s s

Ademais, vemos ainda que nesse caso, devemos considerar 6 € (i,l), pois assim,
— 1 1 O
s=q¢€(11)-

Observagao 4.40. O resultado obtido no Corolério 4.38 é na verdade um pouco mais geral.
Com efeito, em um primeiro momento sejap > 1 er = fs, com 6, s € (0,1). Usando (4.126)
e repetindo alguns argumentos usados no Corolario 4.38, vemos que existem constantes

cg,c1 > 0 de modo que

0)
1By < ol FIe o 1158,

pé

- wwleowm )"

per

< alflfS o (a5 o + 171 ) (4.129)
= al (RIS 155y + allflfs ), ¥ f € Hyan(T).

Consideremos p > 2 er = l € (O, %) Desse modo, como consequéncia de |13, Teorema 4.2]

a imersao Hp,, (T) — Lger(’]l’) ocorre, para todo p € (2,4]. Disso e de (4.129), garantimos

a existéncia de um ¢y > 0 que cumpre

s .t _1
Hf”L’ier S CQH(_APJCHZEM(T) Hf“ig;('ﬂ-) + CQHfHZEgCY(T)

parautodope(Z,éL]esszie(1 1). d
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Resultados de Boa Colocagao

Vemos que Cho, Hwang, Kwon e Lee em [33] e, também, Demirbas, Erdogan e Tzirakis

em [41] estudaram a existéncia e unicidade para o problema de Cauchy (4.121) para o

caso s = g5 € (%, 1) e solucdes locais foram determinadas em H?. (T) para s > 272, Para

per 1
5> 56{;1, os autores determinaram solugoes globais. Em particular, vemos que o problema

de Cauchy é localmente bem colocado em H.(T), para s € (%, 1). Além disso, Thirouin
11

em [127] estudou o problema de Cauchy (4.121) para s = § € (3, 3). O autor provou que

(4.121) & localmente bem colocado em Hy..(T) quando s > «, em que v > 0 ¢ tal que
1

v > 5 — . Como consequéncia, temos o seguinte resultado.
Proposigao 4.41 (Boa Colocagao Local). Seja s € (%, %) U (%, 1]. O problema de Cauchy
associado a equagdo (4.1) é localmente bem colocado em H. Mais precisamente, para
qualquer ug € Hy,, existe 7' > 0 e uma tnica solugao u € C([0,T], Hy,,) tal que u(0) = ug
e satisfaz (4.1). Além disso, para cada Tj € (0,T') a aplicagao dado-solucao

ug € HSer — u € C([0,To], HJy,)

per
é continua.

Agora, vamos usar as quantidades conservadas E e F' dadas, respectivamente por (4.4)
e (4.5) combinadas com afirmac@o contida no Corolario 4.38 para obter a boa colocagao
global (no tempo) para o Problema de Cauchy (4.121). De fato, do exposto acima, em
particular para s € (4,1) existe uma solugdo local u € C([0,T7], H,) de (4.121), para
algum 7' > 0 e com dado inicial up € Hj.,. Da quantidade conservada F dada em (4.4) é

facil ver que
s 1
[(=A)2u(t)|7: = 2E(uo) + 5““@)“%47 te[0,7].

Pelo Corolario 4.38 obtemos a existéncia de uma constante C' > 0 tal que

o1 1
u®)|7e < 2B(uo) + Clu(®)] 2 *[(=A)2u(t) |2 + Clu(t)] 1
41 1
= 2B(uo) + Cluo] 2 *[(=A)2u(®)[ ;2 + Cluol7z, t € [0,T],

(][
][V

[(=4)

N|®

em que estamos usando o fato que a norma de L%er ¢ uma quantidade conservada (veja a
quantidade conversava F' em (4.5)).

Definamos

N|w

F(t) = [(=2)2u(t)| 7., ¥t e [0,T],
o que implica

g1

S

1
F(£) < 2B(uo) + Cluo|l 1 * £(t)25 + Clluo 7z

Mas, por outro lado, como s > %, isto é, % < 1, entao existe My > 0 tal que

f(t)21? < My, Y tel0,T].
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Logo,

1
4—=
u(t)|Z2 = () < 2E(uo) + colluo 2 * Mo + c1|uo|72, ¥ ¢ € [0,T].

]IV

[(=4)

Nesses termos,

s
sup [[(=A)2u(t)|72 < o
te[0,T]
e, consequentemente,
s
sup [u(t)[Fs = sup [(=A)2u(®)|72 + Ju(t)[72 < o. (4.130)
te[0,T7] t€[0,T]

Portanto, por consequéncia de (4.130), obtemos o seguinte cenério para solugoes globais
em H3  (T):

per

e Quando s € (%, 1), dada a existéncia de solugoes locais (Proposi¢ao 4.41), podemos

concluir a existéncia de solugoes globais no tempo.

e Quando s = %, usamos os resultados contidos em [24]| para concluir a existéncia de
solucdes globais no tempo para ||jug| 2 pequeno o suficiente. E esperado blow-up em

tempo finito para ||ug||z2 grande o suficiente.

e Quando s = 1 temos o caso local e o resultado de boa colocacao global é bem

conhecido e pode ser encontrado em |25, Teorema 2.2, Capitulo V].

Resumindo nossa anélise realizada acima, estabelecemos o seguinte resultado de boa
colocagao global para o problema de Cauchy (4.121) associado & equagao nao-linear de

Schrodinger Fracionaria dada em (4.1).

Teorema 4.42 (Boa Colocagao Global). Seja s € (%, 1]. O problema de Cauchy associado
a equacao (4.1) é globalmente bem colocado em H.,. Mais precisamente, para qualquer
ug € Hp,, existe uma tnica solugdo global u € C(Ry, H;,,) tal que u(0) = ug e satisfaz

(4.1). Além disso, para cada T' > 0 a aplicagdo dado-solugao
ug € Hyo, —> ue C([0,T], Hyey)
é continua.

Observagao 4.43. Em [24] os autores aplicam o método de Galerkin a fim de obter um
resultado de boa coloca¢ao do problema (4.121). Eles conseguem obter uma estimativa a
priori fazendo uso de uma Desigualdade de Gagliardo-Niremberg, porém sem referenciar ou
provar tal desigualdade. Contudo, fazendo uso da Desigualdade de Gagliardo-Niremberg
provada na Proposicao 4.38, os resultados por eles obtidos nao se alteram e se mostram
continuar validos. Também, de acordo com o nosso melhor conhecimento, outro modo de
ver que a problema de Cauchy admite apenas boa-colocacao global quando s € (%, 1) é

observarmos que seguindo o método de Galerkin, como feito em [24], devemos nos restringir
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afe (%, %), ou seja, s € (%, 1). Pois, em certo momento devemos aplicar a Desigualdade

de Young com ¢ > 0 ([47, Apéndice B.2|) para p = 55 € (1,2) e com ¢ > 1 satisfazendo

1,1 N | 11

5+6=1,lbtoe,q—m>2,96(1,5). O
Agora, dado ug € Héer, vamos tentar dar uma resposta mais precisa a seguinte afirma-

¢ao:

Quando s = %,

de solugoes globais no tempo para |ugl|z2 pequeno o suficiente.

usamos os resultados contidos em [24] para concluir a existéncia

(4.131)

Em outras palavras, nosso objetivo é precisar o “quao pequeno” deve ser ||ug|z2 € R4 para
que a asser¢ao em (4.131) seja verdadeira. Vale destacar que o caso s = % da equacgao de
Schrodinger fracionaria (4.1) é conhecido como o caso critico.

Vejamos, da quantidade conservada E, em (4.4), nao é dificil verificar que se u €
c([o,T7, Héer) ¢ uma solucao local com dado inicial ug € Héer e algum T > 0, entdo pela

Desigualdade de Gagliardo-Niremberg dada no Corolario 4.38, vemos que

)@z = 2B(o) + ()],

Cy

C 1
< 2B(uo) + 5 (=A)iu®)[F2 [z + 5 ()]
C4 1 C'4
= 2B(ug) + S |(=A)5u(®l2 fuolf + S uolfz, ¥ t € 0,7,

Logo,

C 1 C
(1 - ;\uoy@Q) [(=A)ru(®)Fe < 2E(u0) + - uolzz, ¥ ¢ € [0,T].

Dessa forma, teremos uma “boa” estimativa se, e somente se, (1 — %HUOH%Q) > (0 ou em

outras palavras |ugl 2 < C%, pois nesse caso

Cy

1
- Shalt)  <envrep.Tl

-8y < (280 + L) - (1

E, por conseguinte,

sup Hu(t)HH% <, VT >0,

te[0,T7]
desde que o dado inicial ug € Hp,, satisfaga |lug| > < Z.

Na verdade, com o explanado acima, provamos o seguinte resultado.

Proposicao 4.44 (Boa Colocacao Global do Caso Critico). Se u e C([0,T], Héer) é uma
solugao local do problema de Cauchy (4.121) com dado inicial ug € Héer e algum T > 0,

de modo que

2
Juollze <3/ & (4.132)

entao a solugao u pode ser estendida globalmente. Equivalentemente, o problema de Cau-

chy (4.121) ¢ globalmente bem colocado na bola B(0, \/504_%) c Héer.
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Observagao 4.45. Claro que a condigao dada em (4.132) para o dado inicial da solugao
nao é a melhor possivel, ou seja, a estimativa que fizemos é “grossa”, uma vez que nao
conseguimos garantir que a constante Cy > 0 que aparece na Desigualdade de Gagliardo-

Niremberg dada no Corolario 4.38 é a constante 6tima. Uma maneira de se obter uma

2

cer do dado inicial é considerar, para s € (0,1), o pro-

estimativa melhor para a norma L
blema de minimizacao

inf W(w)=2% 4.133
veHg,\{0} ) ( )

em que o funcional W : Hj,\{0} — R dado por

s L q4—1
[(=A)2ull o Jull 2 ® + ulz

W ==
@ [l

.V ue Hi,\{0}.

¢ o bem conhecido funcional de Weinstein'”, de modo que, nesse caso, a constante 6titma
da Desigualdade de Gagliardo-Niremberg ¢ Cy = £~!. Entretanto, diferente de quando a
equacao (4.1) esta colocando em R (veja [7] e [130]), ndo conseguimos garantir existéncia

de minimizador para o problema (4.133), no contexto periodico. (]

4.4.2 Convexidade da Fungao d

A Proposicao 4.27 nos permite considerar uma curva de classe C'*
we (3,0) — ¢ =0, € HY,
de solugdes de (4.23). Esse fato nos possibilita definir a funcdo d : (3,0) = R — R por

d(w) = E(p,0) + wF(p,0).

Lembrando que E’(p,0) + wF'(¢,0) = G'(¢,0) = 0, para cada w > %, temos

d(@) = E(.0)-L(,0) +wF (4,0)--(,0) + F(5,0)

dw dw
I
= F(e,0) =5 | #*(@)da
0
e, consequentemente,
d"(w) = Ld ' ©* dr, we (3, 00) (4.134)
2dw Jy ’ 2 '

O estudo de estabilidade/instabilidade, de modo geral, requer assegurar o sinal da

quantidade d”(w) € R, para valores w > %, ou seja, determinar a convexidade da funcao d.

Esse é o objetivo dessa secao, estabelecer (pelo menos numericamente) para quais valores

de s € (%, 1) tem-se d”(w) > 0 ou d”(w) < 0. De modo que, sob condigdes adequadas de
boa colocagao, se d”(w) > 0, entdo a onda periodica ® é orbitalmente estavel, em H,,,. E

se d’(w) < 0, entdao a onda periddica ® é orbitalmente instavel, em Hpe,.

"Veja por exemplo [92] e [130]
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Experimentos Numéricos - Trabalho Realizado em Parceria

Objetivando um melhor entendimento da convexidade da fungao d, acima mencionada,
nessa secao apresentamos experimentos numéricos que foram realizados em parceria com
H. Borluk, G.M. Muslu (veja [12] e [21] para detalhes) . Em verdade, nessa segdo geramos
solucoes de ondas periddicas estacionérias da equagao (4.23) usando o Método de Iteragao
de Petviashvili. O método é amplamente usado para gerar solugoes de ondas viajantes
([44, 45, 80, 104, 114]) e, especificamente no caso da Schrodinger fracionaria, alguns estudos
numéricos também foram determinados em [71]. Além de fornecer um método numérico
para apresentar o perfil single-lobe periddico da solugao ¢ € Hp:, dada na Proposigao 4.7,

nossa intencao é determinar o sinal da quantidade
d " 2 d 2
= — dr = — > 1 4.135
Ju dw f_ﬂ_%p €z dew HSOHL% w 2 ( )

que ¢ util a fim de determinar a convexidade da funcao d, devido a (4.134).

Seja s € (0, 1) ew > 1. Aplicando a transformada de Fourier na equacao (4.23) obtemos

(€% +w) 3(&) —p3(€) =0, EeZ. (4.136)

Um algoritmo iterativo para um célculo numérico de ¢ para a equagao (4.136) pode

ser proposta na forma

£3.(6)

Pra(6) = G

¢EeZ,neN

em que @, para cada n € N, é a transformada de Fourier de ¢,, que é a n-ésima iteracao

da solugao numérica. Nesse contexto, as solugoes sao construidas sobre a condigao
€)% +w # 0.

Uma vez que o algoritmo acima é usualmente divergente, apresentamos finalmente o Mé-

dodo de Petviashvilli como

UL 3.  €eZ neN veRr

Ont1(§) = €7 +w?n

introduzindo o fator estabilizador

(((_A)s + W), SDH)L2

M, =
" (90%7(7071)1/2

, neN, ¢,eHZE(T)

chamado de quociente de Petviashvili. Aqui, o pardmetro livre v € R é escolhido como
v = 1.5 para uma convergéncia mais rapida. O processo iterativo é controlado pelo erro

entre duas iteragoes consecutivas dada por

Error(n) = ||en — ¢n—1|z neN

o)
per

e o erro do fator de estabilizagao dado por |1 — M, |, para cada n € N. O residuo do processo

de interagdo ¢ determinado por RES(n) = |T¢n|re , n €N, com Ty = (—=A) p+wp—p>.

o0
per’
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A solugao onda estacionaria periddica da equagao de Schrodinger fracionaria s = 1 é
dada no Lema 4.32.

Para testar a precisao do nosso esquema, comparamos a solugao exata (4.103) com

<

(@)

solu¢ado numérica obtida usando (4.54) como estimativa inicial. O intervalo do espago
[~7, 7] e o niimero de pontos de grade é escolhido como N = 2!°. No primeiro painel da
Figura 4.2, apresentamos as solugoes exatas e numéricas para a frequéncia w = 1. Como
vemos na figura, as solugoes exata e numérica coincidem. Nos demais painéis da Figura
4.2, sao apresentadas as variacoes de trés erros diferentes com o ntimero de iteracao. Esses

resultados mostram que nosso esquema numeérico captura a solugao notavelmente bem.

1.5

057

-2 0 2 0 5 10 15 20
ndmero de iteracdes

Figura 4.2: A solugao exata e a solu¢ao numeérica para a equagao de Schrodinger Fracionaria
com frequéncia da onda w = 1 e a variagao de Error(n), |1 — M,| e RES com o nimero
de iteragoes em escala semi-log.

As solugoes exatas da equagdo Schrodinger fracionéria ndo sdo conhecidas para
s € (0,1). Na Figura 4.3 ilustramos os perfis de ondas periddicas para varios valores
de s € (0,1), com w = 1. O termo nao linear torna-se dominante com valores decrescentes

de s € (0,1). Portanto, a onda se inclina como esperado.

2.5

Figura 4.3: Perfis numéricos das ondas para varios valores de s € (0,1), com w = 1.
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No restante dos experimentos numéricos, o sinal de q, em (4.135), para diferentes
valores de s € (0,1), ¢ determinado investigando quando o valor de [p||7, ¢ crescente ou
decrescente com respeito a w > % O intervalo w € (%, 50] é discretizado em subintervalos
1000. Para cada valor de w € (%, 50], geramos o perfil de onda peridédica usando o método
de iteragdo de Petviashvili no intervalo [—m, 7] escolhendo N = 2!4. Entdo, avaliamos o
valor de [p||2,.

Na Figura 4.4 ilustramos a variagdo de |¢[2, com w > § para s = 0.35, s = 0.45 e
s = 0.5. Como podemos ver na figura |¢]|7, ¢ descrescente de modo que q,, ¢ negativo.

Resultados numéricos indicam que a onda periédica ¢ orbitalmente instével para s € (1, 3].

2
x10° x10°
4 ‘ ‘ 450 : 1 4
300 3
s° 52
1,
0 : 0
05 10 20 30 40 50 05 10 20 30 40 50
W W
3 3
45730 : : : 42710
35 1 3220
E §3.7
25}
15 : : : : 3.2 : : : :
05 10 20 30 40 50 05 10 20 30 40 50
W w

Figura 4.4: A variacdo de |¢|%, com w para s = 0,35 (canto superior esquerdo), s = 0,4
(canto superior direito), s = 0,45 (canto inferior esquerdo), s = 0, 5 (canto inferior direito).

A variacdo de [¢|%, com w > § para s = 0.6 e s = 0.8 ¢ retratado na Figura 4.5
(pagina 124). Uma vez que [p||7, ¢ crescente, q,, ¢ positivo. Logo, os resultados numéricos
mostram estabilidade orbital da onda periddica para s € (0.6,1).

Realizamos experimentos numeéricos para varios valores de s € (0.5,0.6). Os resultados
numéricos indicam que existe uma frequéncia de onda critica w. > % tal que q,, é negativo
para w < w, e positivo para w > w, para valores s € (0.5,0.6). Na Figura 4.6 (pagina 124),
a variacao de Hgo||%2 com w > % ¢ apresentada para s = 0.52,0.55,0.57 e s = 0.59. Como

podemos ver na Figura 4.6, HQOH%Q é crescente até a frequéncia de onda critica w, > %, e

posteriormente é decrescente.
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3 4
8 x10° ‘ ‘ : 2.5 x10*
. 15¢
CLQ
E
0.5
L L L L O L L L L
0.5 10 20 30 40 50 0.5 10 20 30 40 50
w w

Figura 4.5: A variagio de @2, com w > % para s = 0.6 (painel esquerdo) e s = 0.8
(painel direito).
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Figura 4.6: A variacdo de |¢|?, com w > % para s = 0.52 (canto superior esquerdo),

s = 0.55 (canto superior direito), s = 0.57 (canto inferior esquerdo), s = 0.59 (canto
inferior direito).
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4.4.3 O Resultado de Estabilidade/Instabilidade

A partir de nossos experimentos numéricos feitos na Segao 4.4.2 estamos em condigao
de estabelecer o seguinte resultado de estabilidade/instabilidade orbital no que concerne a

equagao fracionaria de Schrodinger em (4.1).

Teorema 4.46. Sejam ¢ = ¢, € Hy, a solugdo positiva, periédica e com perfil single-lobe

obtida no Proposicao 4.7, para todo w > %, e s* ~0.6.
i) Se s € (%, %), entao a onda ¢ é orbitalmente instavel em Hj,, para todo w > %;

ii) se s € [s%,1) c (%, 1), entao a onda ® é orbitalmente estavel em Hp,,, para todo
1.
w > 55
iii) se s € (%, s*) (%, 1), entao existe w, > % tal que

w<w, = Qqu<0

w>w. = (qu>0,

ou seja, se w < w, entao a onda ¢ ¢ orbitalmente instavel em Hj,, e se w > we, entao

a onda é orbitalmente estavel em Hp,, .

Demonstragao. Pela Proposicao 4.29, vemos que n(£) = 1 e Ker(£) = [(¢’,0), (0,¢)] e es-
ses dois fatos béasicos sao cruciais para determinar resultados de estabilidade/instabilidade
orbital para ondas periédicas. Uma vez que as propriedades espectrais sao validas, a prova
de estabilidade orbital segue similarmente como em [101, Teorema 4.17] (veja também [98,
Teorema 6.11]), mas, uma vez que, tal procedimento é baseado na constru¢ao de uma
funcao de Lyapunov adequada, precisamos levar em consideracao um resultado de boa
colocagao global, como o do Teorema 4.42, para provar estabilidade em termos de duas
simetrias definidas para a orbita g, dada em (4.119).

Para estabilidade orbital, precisamos considerar a condigao de Vakhitov-Kolokolov q,, >
0, com w > %, que é equivalente a considerar (£1W¥, ¥);2 < 0, em que

d /
U = e LV =p e (L17T,9)2=0.

Nesse caso, pela abordagem numérica apresentada acima e pelo resultado de boa colocagao
global dado no Teorema 4.42 para s € (%, 1), podemos concluir estabilidade orbital em H?

per

quando s € [s%,1) e w > % e também quando s € (1 s*) e w > w.. Estabelecendo assim,

2
totalmente o item ii) e parcialmente o item iii).

Para instabilidade orbital em H,, ., primeiro usamos a abordagem em [56] devido a
Grillakis, Shatah e Strauss. Nesse contexto, um resultado de boa colocagao também é
necessario, contudo jéa foi estabelecido na Proposicao 4.41 e Teorema 4.42 que temos boa

colocacao local para s € (%, %) e boa colocagao global/local para s € (%, 1). Esses fatos,
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juntamente com os fatos obtidos na abordagem numérica nos permitem concluir concluir
11 1 1
372 27 27
w < we, considerando a orbita Q¢ tendo apenas uma simetria bésica (a saber a orbita

instabilidade orbital em H? para s € ( ), com w > e para s € ( s*), com

per,e
gerada apenas pela simetria de rota¢ao). E isso ocorre pois, como é sabido, a teoria em
[56] apenas requer que o nicleo do operador linearizado seja simples e que tal operador
tenha apenas um autovalor negativo quando visto sob o espago das funcoes pares, de modo
que devemos remover uma das simetrias na Definigdo 4.34. Mais precisamente, o espago
Hp,, o ndo é invariante sob translagoes e ¢’ ¢ impar, e dessa forma o par (¢',0) nao pode
ser considerado como um elemento do subespago Ker(L£) e assim, sob essa restri¢ao temos
em virtude da Proposicao 4.29 que Ker(L.) = [(0,¢)] e n(Lc) = 1, como requerido. Esses
fatos, o determinado na experimentagao numérica, a saber, q,, < 0,comw > L1 ese (%, %)
ecomw < w,ese (%, s*) e o resultado de instabilidade em [56] nos permitem estabelecer
o item i) e o restante do item iii). E claro que se a onda estacionaria é orbitalmente instével

no subespaco H?,. . de H?

~ A i s
per,e per» €Ntao a mesma também ¢ instével em todo o espago Hy,. E

o teorema esta provado. [



Estudos futuros

As abordagens realizadas ao longo dos Capitulos 2 a 4 no estudo de estabilidade or-
bital de cada uma das equacgoes, a saber, a Equagao ctubica de Klein-Gordon, a Equagao
Quintica de Klein-Gordon e a Equagao Fracionéria de Schrédinger, podem abrir caminhos e
estratégias para resolvermos problemas similares, porém ainda em aberto. Listamos abaixo
alguns problemas em aberto que pretendemos e esperamos futuramente sermos capazes de

resolver fazendo uso de uma adapatacao das teorias e técnicas aplicadas ao longo dessa tese.

Instabilidade Orbital de Solugoes do tipo Onda Estacionaria para a Equacao

Cubica de Klein-Gordon Fracionaria

No que diz respeito a equacao equagao cibica de Klein-Gordon fracionaria
ugg + (—A)%u +u — |u|2u =0, (z,t)e RxRy

em que 1 : T xR — C é 2m-periddica, pretendemos fazer um estudo acerca de estabilidade
orbital de ondas estacionarias para tal equacgao. Acreditamos que até podemos fazer uma
abordagem similar a feita para a Schrédinger Fracionaria na Segao 4.1.1 para determinar
a existéncia de solugbes do tipo ondas estacionaria. No entanto, algumas dificuldades que
podem surgir é no sentido que nao conseguirmos determinar se tais solu¢des — estabelecidas
via as quantidades conservadas da equacgao fracionéria de Schrédinger — determinam todas
as solugbes positivas associadas & equagao cubica de Klein-Gordon fracionaria, uma vez
que ainda nao somos capazes de obter solugdes por meio de um funcional definido usando
apenas as quantidades conservadas da equagao, a saber E, F' : HJ, X Lger — R dadas
como - -

E(u,v) = ;J [(=A)2uf? + |u? + [v]? - %]uﬁ dr e F(u,v)=Im| 7w dz.

Sanada essa questao da determinagédo das solugoes de ondas estacionarias com perfil posi-

—n -
tivo associadas a (4.4.3), julgamos que poderiamos proceder como nas Segoes 4.2.2 e 4.4.2
com o intuito de estabelecermos um resultado de instabilidade orbital (j& que nesse caso é
esperado que a onda seja orbitalmente instével) no sentido mais amplo possivel, ou seja,
abrangendo todas as solugbes com perfil positivo. Objetivamos também fazer um estudo
analogo com a equagao cibica de Klein-Gordon fracionéria no contexto real, isto é, quando

u: T x R — R e com solucgoes do tipo ondas viajante.
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Estabilidade Orbital para uma Classe de Sistemas Acoplados de Equagoes de
Klein-Gordon

Primeiro, seguindo preceitos contidos em [87] e o estudo feito nos Capitulos 2 e 3
pretendemos estudar a existéncia e estabilidade orbital de solugoes periddicas do sistema

acoplado nao-linear de Klein-Gordon-Schrédinger dado como

Ugt — Ugg +u — V]2 =0
Wy + Vg + uv = 0, (x,t) e R x R4

Nesse caso, procuramos solugdes da forma (u(z,t),v(z,t)) = (¢(z — ct), ¢(x)e), em que

ceRe p,¢: R — R sao esperadas terem os perfis

©(&) = ag + ardn®(&; k) e ¢(€) = by + bydn?(£; k)

para certos a;,b; € R, ,j € {0,1} a serem determinados adequadamente.
Segundo, com ideias analogas as descritas acima esperamos também conseguirmos fazer
um estudo acerca de existéncia de solucoes e de estabilidade orbital para o sistema acoplado

nao-linear de Klein-Gordon dado por

3 2

Ut — Ugy + U — u —uv? =0
Vgt — VUgz + 0 — 0° —uv =0, (r,t) e R x Ry

com solugdes da forma u(z,t) = (p(x — ct), p(x — ct)), (x,t) € R x Ry, em que nesse caso

as fungoes ¢, ¢ : R — R sao esperadas terem os perfis

©(&) = az +azsn(§k) e d(§) = by + bgsn(&; k)

para certos a;,b; € R, i,j € {2,3} a serem obtidos.

Melhoramentos Referentes a Abordagem Feita na Equagao Cibica de Schro-

dinger Fracionaria

Nesse sentido, pretendemos melhorar o seguinte: primeiro é a obtencao de solugoes
de valores reais positivas sem a necessidade de fazer uma hipétese como a feita na Ob-
servagao 4.4. Para tanto, temos por objetivo obter propriedades anélogas as descritas na
Observagao 4.5 no contexto fracionario. Segundo é determinarmos o nosso resultado de

estabilidade/instabilidade orbital sem precisarmos recorrer a métodos numéricos.



Consideracoes finais

No que se refere a equagéao cibica de Klein-Gordon, podemos dizer que conseguimos um
resultado bastante satisfatério e relevante, a saber o resultado de instabilidade orbital dado
no Teorema 2.25. A estabilidade orbital de solugoes com perfil cnoidal se tratava de uma
questao héd um bom tempo estava em aberto, como inicialmente relatado no trabalho de
Angulo em [5] submetido em 2003. Entretanto, aqui tivemos a felicidade de contornarmos
os problemas descritos em [5], por meio de uma abordagem sob o espago de média zero, o
que nos permitiu ainda assim usar a classica teoria de Grillakis, Shatah e Strauss em [56].
Acreditamos que nao ha grandes melhoramentos que possam ser feitos no nosso resultado
de instabilidade, talvez apenas encontrar um intervalo de instabilidade para a velocidade
¢ € [0,1) maior do que [0,c¢f) < [0,1) e para todo periodo L > 0 ao invés de apenas
L > Lg. De todo modo, esses melhoramentos sao apenas tecnicalidades que nao tiram
a importancia de nosso resultado. Outro ponto alto dessa parte do trabalho foi o nosso
resultado de boa colocacao que obtivemos no Teorema 2.21, usando a Teoria do Pogo de
Potencial, o qual se mostrou bastante interessante para a obtencao de resultados de boa
colocacgao de problemas de valor inicial também colocados no contexto peridédico e que
podem talvez futuramente ser aplicado a outros problemas.

Em contrapartida, referente a equagao quintica de Klein-Gordon também foi obtido
um resultado bastante satisfatério de instabilidade orbital, como dado no Teorema 3.20,
uma vez que esse tipo de estudo nunca havia sido feito com solugoes que mudam de sinal,
a saber as solugoes com perfil cnoidal. Um ponto chave da nossa abordagem foi a andlise
espectral, pois como obtivemos que o operador linearizado possui 3 autovalores negativos e
o nicleo duplo, em um primeiro momento pareceu que nao podiamos aplicar uma adaptagao
dos resultados da teoria de Grillakis, Shatah e Straus em [56], entretanto fomos capazes de
mostrar que todas as autofungoes associadas a esses autovalores sdo fungoes pares (algo nao
muito esperado) e de modo que o nucleo do operador restrito ao espago das fungoes pares é
simples nesse caso (Teorema 3.16), o que nos permitiu fazer nossa anélise inteiramente sob
os espaco das funcoes pares e obter o nosso resultado de instabilidade usando o resultado
de instabilidade linear devido a Shatah e Strauss em [122]. O tnico melhoramento que
acreditamos que seja possivel fazermos em nosso resultado de instabilidade, e que até o
momento nao conseguimos fazer, é o de obtermos um intervalo de instabilidade para a

velocidade ¢ € [0, 1) maior do que [0, ¢*) < [0,1) no caso que o periodo L > 0 é qualquer e
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para todo periodo L > 0 (invés de L > L) no caso que conseguimos considerar ¢ € (—1,1),
isto é, em todo intervalo possivel.

Por fim, no que concerne a equagao fracionaria de Schrodinger, o resultado central dessa
parte (o de estabilidade/instabilidade) se mostrou um tanto surpreendente pelo fato de
que obtemos estabilidade ou instabilidade conforme o valor de s € (0,1) varia no intervalo
(0,1). Nesse sentido ainda, apesar de nao ser um método inédito e ja ter sido utilizado
em outros trabalhos ([96, 97]) o Método de Iteragao de Petviashvili se mostrou mais uma
vez uma ferramenta poderosa a fim de estudarmos o comportamento da convexidade da
funcdo d no caso fracionério. Referente a construcao de solugoes, também conseguimos
obter solugoes de pequena amplitude usando a teoria da bifurcagdo, o que fomos capazes
de fazer de modo bastante construtivo e satisfatério, e por esse motivo podemos dizer que é
um ponto bastante relevante do trabalho. A anéalise espectral também se mostrou altamente
satisfatoria uma vez que fomos capazes de utilizar a Teoria de Operadores Positivos a fim de
obter propriedades espectrais convenientes, algo que até entao (no contexto periodico, pelo
menos) nao tinhamos visto ser empregada para esse fim. Nao podemos deixar de mencionar
também que provamos a Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg Fracionédria no Contexto
Periodico, desigualdade a qual muitos autores ja usavam (de forma equivocada, inclusive),
porém sem qualquer referéncia ou esbogo de prova, nesse sentido conseguimos dar uma
demonstragao convincente e plenamente categorica para tal questdao. Um melhoramento
que ainda pode ser feito em nosso resultado de instabilidade/estabilidade é o de garantir a
existéncia de solucOes reais para a equacgao sem a necessidade de fazer uma hipotese acerca
disso, como descrito na Observacao 4.4. Contudo, com todas as dificuldades comentadas
nas Observacgoes 4.6 e 4.5, ainda nao somos habilitados de contornar esse problema e de
nao fazer nenhuma hipotese referente a isso.

Em resumo, acreditamos que essa tese, como um todo, tem bastante relevancia e trés
consigo diversos resultados expressivos. Cada um dos objetos estudados trouxe suas di-
ficuldades, as quais felizmente, na medida do possivel, conseguimos contornar de modo
a encontrar resultados interessantes e, por vezes, inesperados. Procuramos escrever esse
trabalho de modo autocontido, explicativo e com bastante referéncias de resultados e abor-
dagens, com o objetivo principalmente de se tornar um bom material de consulta para inte-
ressados nos topicos tratados. E esperamos que tenhamos alcangado esses objetivos, assim
como almejamos termos dado uma boa contribuicao para o desenvolvimento da teoria de

equagoes diferenciais, de estabilidade orbital e, mais amplamente, da ciéncia.
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