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Resumo

Nessa tese estudamos a estabilidade orbital para três modelos dispersivos: dois do

tipo Klein-Gordon e uma do tipo Schrödinger. Em um primeiro momento, usando uma

adaptação da teoria de Grillakis, Shatah e Strauss, estabelecemos que as soluções do tipo

onda viajante com perfil cnoidal para a equação cúbica de Klein-Gordon (não-linear) são

orbitalmente instáveis no espaço de Sobolev das funções periódicas com a propriedade de

média zero. Posteriormente, determinamos que as soluções do tipo onda estacionária com

perfil cnoidal associadas à equação não-linear quíntica de Klein-Gordon são orbitalmente

instáveis no espaço de Sobolev periódico das funções pares e isso foi feito por meio do uso

de um resultado de estabilidade linear devido a Shatah e Strauss.

Por fim, fizemos um estudo completo de estabilidade orbital de ondas periódicas para

a equação fracionária de Schrödinger. De modo que em um primeiro momento mostramos

a existência de ondas periódicas com perfil single-lobe via um problema de minimização e

mostramos ainda que tais minimizadores são únicos. Adicionalmente, mostramos a exis-

tência de soluções (explícitas) de ondas de pequena amplitude de modo que tais soluções

também solucionam o problema de minimização. Ainda, realizando experimentos numéri-

cos com o uso do Método de Iteração de Petviashvili fomos capazes de determinar o nosso

resultado de estabilidade/instabilidade fazendo uso da teoria clássica de Grillakis, Shatah

e Strauss e de uma ligeira adaptação (ao contexto periódico) de um resultado que consiste

na construção de um funcional da Lyapunov adequado.

Palavras-Chave: Estabilidade orbital, ondas estacionárias, ondas viajantes, equações

dispersivas, equação de Klein-Gordon, equação de Schrödinger.



Abstract

In this thesis we study the orbital stability for three dispersive models: two Klein-

Gordon type equation and one of Schrödinger type equation. In a first moment, using an

adaptation of the theory of Grillakis, Shatah and Strauss, we establish that the travelling

wave type solutions with a cnoidal profile for to the (nonlinear) cubic Klein-Gordon equa-

tion are orbitally unstable in the periodic Sobolev space of functions with the property

of zero mean. Next, we determine that the standing wave solutions with a cnoidal profile

associated with the nonlinear quintic Klein-Gordon equation are orbitally unstable in the

periodic Sobolev space of even functions and this was done by using a linear stability result

due to Shatah and Strauss.

Finally, we perform a complete study of the orbital stability of periodic waves for the

fractional Schrödinger equation. First we show the existence of periodic waves with single-

lobe profile via a minimization problem and we show that such minimizers are unique.

Additionally, we show the existence of (explicit) solutions of small amplitude waves and

such solutions solve the minimization problem. Also, performing numerical experiments by

using the Petviashvili Iteration Method we were able to determine our stability/instability

result by using the classical theory of Grillakis, Shatah and Strauss and a slight adaptation

(to the periodic context) of a result consisting of the construction of a suitable Lyapunov

functional.

Palavras-Chave: Orbital stability, standing waves, travelling waves, dispersive equations,

Klein-Gordon equation, Schrödinger equation.
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Introdução

O estudo da estabilidade orbital de ondas viajantes e ondas estacionárias para modelos

do tipo dispersivo não-linear vem sendo bastante explorado nas últimas décadas. Podemos

dizer que um dos principais motivos para esse aumento de interesse é sua aplicabilidade fí-

sica, comumente encontrada na modelagem de vários fenômenos, como por exemplo, fluxos

de água (em um canal ou águas rasas na superfície oceânica), íons, ondas eletromagnéti-

cas e comportamento de partículas. Dessa forma, o estudo de existência de soluções bem

como um estudo qualitativo da dinâmica das soluções, como, por exemplo, a estabilidade

orbital envolvendo esses tipos de modelos mostram-se bastante importantes. Equações

dispersivas podem ser encaradas como equações diferenciais parciais as quais as suas solu-

ções se dispersam no espaço conforme o tempo evolui. Uma propriedade interessante desse

tipo de modelo é a presença de simetrias, que ajudam a entender melhor como se dá o

comportamento de suas soluções no espaço.

O estudo de estabilidade é uma ótima ferramenta para entender melhor os fenômenos

descritos por cada equação dada. Aqui, estabilidade orbital é no sentido de estabilidade da

uma órbita gerada por simetrias, a saber, rotação e/ou translações, que sem grande rigor,

nada mais é do que responder a seguinte pergunta:
se φ P X é uma onda periódica, em que X é um espaço de Hilbert (adequado), e
u P Cpr0, T s, Xq é solução (da equação) com dado dado inicial u0 P X, isto é, up0q “ u0,
de modo que u0 está “próximo” de φ, então a solução uptq permanece “perto” (módulo
simetrias) de φ para todo tempo t ą 0?

Em caso de afirmativo, dizemos que a onda φ é orbitalmente estável em X. Nosso interesse

é em ondas periódicas do tipo viajante e estacionária, que são tipos particulares de soluções

periódicas de certas equações, e que voltaremos comentar mais sobre elas posteriormente.

O estudo de tais tipo de solução, da perspectiva matemática, não é só relevante pelo fato de

serem um tipo particular de soluções de uma equação diferencial (no nosso contexto, não-

linear), mas porque em muitas situações uma análise de algumas quantidades conservadas

associadas à equação ajudam determinar (ou até mesmo determinam) como se dá o com-

portamento do fluxo gerado pelas soluções perto da solução de onda estacionária/viajante

em um espaço de Sobolev periódico adequado.

Destacamos ainda que nossa abordagem é totalmente voltada ao contexto periódico

e uma das motivações para esse estudo é dar uma contribuição importante e relevante

nesse ramo de pesquisa que, ao contrário do estudo de estabilidade de ondas solitárias,

não recebe tanta atenção. Adicionalmente, fenômenos de natureza periódica, oscilatória

1



Introdução 2

ou vibratória, são abundantes no universo: movimento de planetas, som, corrente elétrica

alternada, circulação do sangue, batimentos cardíacos e etc. Dessa forma, podemos dizer

ainda que a modelagem de muitos problemas físicos no contexto periódico se apresenta

muitas vezes mais satisfatória, de modo que o estudo de estabilidade de ondas periódi-

cas se mostra bastante importante em vários campos da física. Nesse sentido, podemos

mencionar, por exemplo, que algumas equações dispersivas não lineares admitem soluções

periódicas que mantêm a sua forma e viajam com velocidade constante (chamadas de on-

das periódicas viajantes) ou que possuem um padrão oscilatório estacionário (conhecidas

como ondas periódicas estacionárias), as quais tem várias aplicações em dinâmica de fluí-

dos, óptica não-linear e hidrodinâmica. Inclusive, convém enfatizar que esses dois tipos de

soluções comentadas anteriormente são nossos objetos de estudo no que se refere soluções

no contexto periódico. E a principal diferença entre esses dois tipos de soluções é que as

ondas viajantes transportam energia de uma região do espaço que as contém para outra,

enquanto que as ondas estacionárias não possuem essa característica, de modo ainda que

as ondas estacionárias podem ser formadas pela superposição de duas ondas viajantes de

mesma frequência viajando em direções opostas.

Nessa presente tese, abordamos a existência de solução e a estabilidade/instabilidade

de três modelos do tipo dispersivo, a saber,

‚ a equação cúbica de Klein-Gordon:

utt ´ uxx ` u´ u
3 “ 0, px, tq P Rˆ R`; (1)

‚ a equação quíntica de Klein-Gordon:

utt ´ uxx ` u´ |u|
4u “ 0, px, tq P Rˆ R`; (2)

‚ a equação fracionária de Schrödinger com não-linearidade cúbica:

iut ´ p´∆qsu` |u|2u “ 0, px, tq P Rˆ R`, (3)

em que s P p0, 1q e p´∆qs é o laplaciano fracionário (consulte Capítulo 1 para mais

detalhes).

Em (1) consideramos u : R ˆ R` Ñ R e em (2) e (3) consideramos u : R ˆ R` Ñ C.
As três equações acima descritas podem ser interpretadas como um sistema Hamiltoniano

abstrato da forma

ut “ JE1puq

em que J : X Ñ X é um operador anti-simétrico definido em um espaço de Hilbert

X “ pX, p¨, ¨qXq conveniente, enquanto E : X Ñ R é o funcional energia associado a res-

pectiva equação e E1 : X Ñ X 1 denota a sua derivada de Fréchet. O espaçoX é comumente

chamado de espaço energia por se tratar do espaço de definição do funcional energia E.
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Na sequência, vamos detalhar brevemente a nossa abordagem para cada um dos modelos

não-lineares especificados anteriormente, assim com as literaturas à eles associados.

O Capítulo 2 é devotado ao estudo relacionado a existência e estabilidade orbital da

equação cúbica de Klein-Gordon no caso real dada em (1). Tal equação inicialmente foi

proposta como uma generalização relativística da equação de Schrödinger clássica, descre-

vendo partículas livres, no entanto também possui várias aplicações em física e engenharia,

incluindo teoria quântica de campos, fenômenos de ondas dispersivas e sistemas vibratórios

em mecânica clássica (veja, por exemplo, [54]). Podemos mencionar ainda as aplicações em

transições ferroelétricas, crescimentos de cristais, deslocamentos, física de plasmas, mecâ-

nica dos fluidos e outras relacionadas. Especificamente, a não linearidade cúbica tem sido

usada como uma equação modelo na teoria de campos (ver [38]).

Bronski, Johnson e Kapitula em [29], provaram estabilidade espectral para uma classe

geral de equações diferenciais parciais usando a técnica de lápis quadrático com o obje-

tivo de obter uma maneira precisa de contar o Índice Hamiltoniano de Krein KHam. Se

KHam “ 0, a onda periódica é dita ser espectralmente estável e resultados de estabilidade

orbital podem ser determinados se o problema de Cauchy associado tem boa colocação

global no tempo para dados iniciais arbitrários no espaço energia. Até onde sabemos,

embora nossa onda periódica cnoidal em p6q possa ser espectralmente estável de acordo

com Bronski, Johnson e Kapitula em [29], não podemos concluir um resultado de esta-

bilidade orbital no espaço energia, pois o modelo p1q não tem boa colocação global no

tempo para dados arbitrários pu0, v0q P H
1
per ˆ L2

per uma vez que a evolução correspon-

dente puptq, vptqq P H1
per ˆ L2

per pode ter blow-up em tempo finito (veja [79]). Contudo,

mesmo com as dificudades comentadas anteriormente, nos propomos a estudar esse pro-

blema de estabilidade/instabilidade orbital referente à equação (1), de modo ainda que sob

condições adequadas no dado inicial pu0, v0q P H
1
per ˆ L2

per conseguimos estabelecer, por

meio da Teoria do Poço Potencial e do Método de Galerkin, um resultado de boa colocação

global associado a (1) (veja Teorema 2.21).

Descrevemos agora em linhas gerais os pontos principais do Capítulo 2. Um aspecto

importante no que se refere a equação (1) é a existência de ondas periódicas viajantes da

forma

upx, tq “ ϕpx´ ctq, px, tq P Rˆ R` (4)

em que c P R representa a velocidade da onda e ϕ “ ϕc : RÑ R é uma função L-periódica

suave. Primeiro mostramos a existência de ondas viajantes como em (4), aqui estamos

interessados no caso em que a onda periódica ϕ : RÑ R é uma função que muda de sinal.

Substituido (4) em (1), temos que ϕ satisfaz a seguinte equação differencial ordinária

´ p1´ c2qϕ2 ` ϕ´ ϕ3 “ 0. (5)

Para 1´c2 ą 0, uma solução explícita de (5), dependendo de uma função elíptica de Jacobi
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do tipo cnoidal, se expressa como

ϕpxq “

?
2k

?
2k2 ´ 1

cn

ˆ

4 Kpkq

L
x, k

˙

, x P R, (6)

em que k P
`

1?
2
, 1
˘

é o módulo da função elíptica e K : p0, 1q Ă RÑ R é a integral elíptica

completa de primeira espécie. O parâmetro ω :“ 1´ c2 ą 0 então depende suavemente de

k P
`

1?
2
, 1
˘

e pode ser escrito como

ω “
1

16

L2

Kpkq2p2k2 ´ 1q
. (7)

A onda cnoidal em p6q é uma típica onda periódica com a propriedade de média zero (veja

Observação 2.5). Estudos recentes para a existência e estabilidade de ondas periódicas com

a condição de média zero foram determinados, por exemplo, em [6], [8], [96] e [97]. En-

tretanto, convém destacar que nenhum dos trabalhos supracitados abordam uma equação

de Klein-Gordon, indicando assim que nossa abordagem no que corresponde estabilidade

orbital da equação (1) por meio de soluções periódicas com média zero se mostra bastante

relevante e expressiva.

Antes de continuar, vejamos que sendo (1) invariante por translações, vamos relembrar

o critério geral de estabilidade/instabilidade para sistemas Hamiltonianos estabelecidos

em [56] devido a Grillakis, Shatah e Strauss. É bem sabido que (1) admite as seguintes

quantidades conservadas E,F : X :“ H1
per ˆ L

2
per Ñ R dadas por

Epu, utq “
1

2

ż L

0

„

u2
x ` ut

2 ` u2

ˆ

1´
u2

2

˙

dx

e

F pu, utq “

ż L

0
uxut dx.

Definindo G :“ E ´ cF vemos que qualquer solução de (5) satisfaz G1pϕ, cϕ1q “ 0, isto é,

pϕ, cϕ1q é um ponto crítico do funcionalG. Levando em conta que para cada c P I :“ p´1, 1q

a solução ϕc determinada em (6) tem média zero (isto é, a integral de ϕ sobre o intervalo

r0, Ls é igual a zero) e a fim de aplicarmos a teoria de [56], vamos focar nossa atenção

ao subespaço H1
per X L2

per,m ˆ L2
per,m. Aqui, L2

per,m indica o subespaço fechado de L2
per

constituído de funções com média zero.

Nesse contexto, as condições de estabilidade/instabilidade descritas em [56] são dadas

como: se

(i) existe uma curva suave de soluções para (5), da forma c P I ÞÑ ϕc P H
2
per X L2

per,m,

em que para cada c P I, a função ϕ :“ ϕc tem período L ą 0;

(ii) o operador linearizado restrito ao espaço de média zero, definido como

LΠ

ˆ

f
g

˙

“ L
ˆ

f
g

˙

`

¨

˝

3
L

şL
0 ϕ

2f dx

0

˛

‚, pf, gq P DpLΠq
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em que L é dado por1

L ” G2pϕ, cϕ1q “

¨

˝

´B2
x ´ 3ϕ2 ` 1 cBx

´cBx 1

˛

‚, (8)

tem apenas um autovalor negativo, que é simples e o zero é um autovalor simples

associado com a autofunção pϕ1, cϕ2q;

(iii) a função d : I Ă R Ñ R definida por dpcq “ Gpϕ, cϕ1q, c P I, é não-degenerada, ou

seja, d2pcq ‰ 0, para todo c P I.

Então, de acordo com [56], se d2pcq ă 0 temos instabilidade orbital e se d2pcq ą 0, c P I,

temos estabilidade orbital (veja Definição 2.16 para uma definição precisa de estabilidade).

Em outras palavras, determinar a convexidade da função d desempenha um importante

papel em nossa análise. Uma vez que, G1pϕ, cϕ1q “ 0, imediatamente deduzimos que

d1pcq “ ´F pϕ, cϕ1q, c P I, o que implica

d2pcq “ ´

ż L

0
pϕ1pxqq2 dx` 2p1´ ωq

d

dω

ż L

0
pϕ1pxqq2 dx, (9)

em que foi usado que ω “ 1´ c2.

Como já determinamos a ocorrência de (i), via a dedução da solução explícita em (6),

na sequência descrevemos brevemente como obtemos (ii) e (iii) em nosso caso. Associado

ao operador em p8q está o operador auxiliar (veja Seção 3.2)

L1 “ ´ωB
2
x ´ 3ϕ2 ` 1, (10)

que tem exatamente dois autovalores negativos simples e o zero é um autovalor simples

com autofunção ϕ1. Tal operador surge no momento que calculamos a forma quadrática

associado ao operador L. Esses fatos até nos permitem decidir a simplicidade do autovalor

zero e calcular a quantidade de autovalores negativos de L, que é na verdade dois. No

entanto, ainda assim, em um primeiro momento, não somos capazes de obter estabilidade

ou instabilidade da solução ϕ, pois nesse caso não conseguimos determinar o item (ii) para

o operador L. Para contornar essa dificuldade, ao invés de L1 consideramos o operador de

restrição L1Π : DpL1Πq “ H2
per X L

2
per,m Ă L2

per,m Ñ L2
per,m definido por

L1Π f :“ L1f `
3

L

ż L

0
ϕ2f dx.

Associado a L1Π está o espaço de restrição S1 :“ r1s Ă KerpL1q
K “ rϕ1sK e o número

D1 :“ pL´1
1 1, 1qL2

per
. Convém destacarmos que o operador L1Π será útil no que tange

obtermos propriedades espectrais do operador restrito ao espaço de média zero LΠ. A

partir desse ponto estamos em posição de aplicar o Teorema do Índice para operadores
1Aqui DpLΠq é a interseção do domínio de L com o espaço de média zero. De modo que qualquer

imagem de LΠ continua pertencendo a um espaço de média zero.
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auto-adjuntos (veja [67, Teorema 5.3.2]) que nos dá informações espectrais precisas e con-

venientes relativo a L1Π em termos de propriedades espectrais associados a L1. Sendo mais

preciso, em virtude de KerpL1q “ rϕ
1s, temos

npL1Πq “ npL1q ´ n0 ´ z0 (11)

e

zpL1Πq “ zpL1q ` z0, (12)

em que npAq P N e zpAq P N indicam o número de autovalores negativos e a dimensão do

núcleo, respectivamente, de um operador linear A. Além disso, os números n0 P N e z0 P N
são definidos, respectivamente, como

n0 :“

#

1, seD1 ă 0

0, seD1 ě 0
e z0 :“

#

1, seD1 “ 0

0, seD1 ‰ 0.

Seja L ą 0 fixo. Em nossa abordagem, consideremos a velocidade da onda c P p´1, 1q

apenas no intervalo r0, 1q. O restante dos casos podem ser analisados similarmente. Prova-

mos que se c P r0, 1q, então existe um único c˚ ą 0 tal que para qualquer c P r0, c˚q temos

D1 ă 0. Tendo em vista p11q e (12) deduzimos que L1Π tem apenas um autovalor negativo

que é simples e o zero é um autovalor simples cuja autofunção ϕ1. Como mencionado an-

teriormente, o operador L1Π está fortemente relacionado com o operador LΠ. Sendo mais

preciso, alguns fatos estabelecidos na análise espectral de L1Π implicam por meio do uso da

fórmula do índice em p11q para LΠ ao invés de L1Π, que o número de autovalores negativos

do operador restrição LΠ é igual a 1 e o zero é um autovalor esimples com autofunção

associada pϕ1, cϕ2q, ou seja, obtemos assim a condição (ii). Um fato importante que nos

permite aplicar a teoria [56] no que se refere o item (ii) é que estamos usando fortemente o

fato que as formas quadráticas do operador L e LΠ coincidem sob o espaço de média zero

L2
per,m ˆ L

2
per,m.

Também, usando a expressão explícita da onda cnoidal em p6q e alguns cálculos algé-

bricos mostramos que d2pcq ă 0, c P r0, c˚q. Por conseguinte, podemos aplicar a teoria

abstrata [56], como descrito acima, para concluir a instabilidade orbital, no espaço energia

X, da onda cnoidal para c P r0, cpk1qq Ă r0, c
˚q, em que k1 » 0, 802.

O Capítulo 3 é dedicado a apresentarmos resultados no que se refere à existência e

estabilidade orbital de ondas estacionárias periódicas associados à equação Quíntica de

Klein-Gordon em (2).

A estabilidade orbital de equações de Klein-Gordon no caso complexo tem sido exten-

sivamente estudado nas últimas décadas. Em [121], Shatah deu condições suficientes de

estabilidade orbital para a n-dimensional equação de Klein-Gordon

utt ´∆u` u` fp|u|qargpuq “ 0.

Em [55], Grillakis determinou condições suficientes para a estabilidade orbital de ondas

estacionárias da forma upx, tq “ eictϕpxq, px, tq P Rn ˆ R`, relacionadas com a seguinte
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equação

utt ´∆u` u´ fp|u|2qu “ 0.

Esse resultado foi generalizado por Jeanjean e Le Coz em [64] e eles usaram o Teorema

do Passo da Montanha para mostrar a existência de minimizadores para um funcional

adequado sob certas restrições.

Consideremos a equação de Klein-Gordon não-linearidade do tipo potência p P N colo-

cada em Rn:
utt ´∆u` u´ |u|p´1u “ 0. (13)

Para o caso p P N e n ě 3, Shatah em [121] provou um resultado de estabilidade orbital

para ondas estacionárias quando 1 ă p ă 1` 4
n . Um resultado interessante dado em [122]

por Shatah e Strauss provou que soluções do tipo ondas estacionárias são orbitalmente

instáveis quando p ě 1 ` 4
n e |c| ă 1. Wu em [132] provou instabilidade orbital para

ondas estacionárias quando n “ 1, 1 ă p ă 5, c P p´1, 1q e |c| “ 2´1
?
p´ 1. O principais

argumentos usados foram um argumento de modulação combinado com uma identidade

virial de acordo com os trabalhos pioneiros [17] e [89].

Ainda no caso n “ 1, contexto periódico, e levando em conta ondas estacionárias, a

existência e estabilidade foram estabelecidas por Natali e Pastor em [102] para a equação

cúbica de Klein-Gordon (complexa), isto é, com p “ 3 em (13). Nesse trabalho, os auto-

res mostraram resultados de estabilidade orbital de ondas estacionárias periódicas do tipo

dnoidal e instabilidade orbital de ondas estacionárias do tipo cnoidal. A principal ferra-

menta utilizada pelos autores foi a teoria clássica de Grillakis, Shatah e Strauss, contida em

[56] e [57] adaptada ao contexto periódico. Em [95], Natali e Cardoso consideraram o caso

p “ 5 para mostrar a instabilidade orbital de soluções de ondas estacionárias dnoidais no

espaço de Sobolev H1
perˆL

2
per restrito as funções periódicas pares. A principal ferramenta

foi uma abordagem computacional baseada em [103] por Neves, que é útil para decidir o

comportamento do espectro não-positivo do operador linearizado associado. Depois disso,

a instabilidade orbital foi determinada usando os argumentos em [56]. Em [11], Angulo

e Natali também mostraram o mesmo resultado para o caso p “ 5 usando uma aborda-

gem diferente para decidir a quantidade e multiplicidade de autovalores não positivos do

operador linearizado associado.

O estudo da estabilidade espectral de ondas periódicas tem contribuições importantes

para as equações do tipo Klein-Gordon no caso complexo, com não linearidades gerais do

tipo potência como (13). De fato, Demirkaya et al. em [40] obteve a estabilidade espectral

de ondas periódicas associadas à equação de Klein-Gordon p13q para n “ 1, p “ 3 e

p “ 5. Estudo similar, para p “ 1 e p “ 2, também foi feito em [59] por Hakkaev.

Em ambos os casos, soluções positivas explícitas do tipo dnoidal foram determinadas e

provaram a estabilidade espectral dessas ondas. Nos dois casos p “ 3 e p “ 5, sabe-se que

um perfil cnoidal também é uma solução periódica, mas questões relativas à estabilidade
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espectral/orbital nunca foram tratadas na literatura atual até o momento. Nossa intenção

é dar uma resposta positiva quanto à estabilidade orbital para o caso p “ 5.

Agora, descrevemos nossa abordagem contida no Capítulo 3. Quanto a existência de

soluções, um aspecto matemático importante sobre a equação (2) é a existência de soluções

periódicas de ondas estacionárias da forma

upx, tq “ eictϕcpxq, px, tq P Rˆ R` (14)

em que c P R representa a frequência da onda e ϕ “ ϕc : R ÝÑ R é uma função suave

periódica de período L ą 0 fixado. De fato, substituindo (14) em (2), temos que ϕ satisfaz

a seguinte equação diferencial ordinária de segunda ordem

´ ϕ2 ` ωϕ´ ϕ5 “ 0, (15)

em que ω :“ 1´ c2 ą 0.

No contexto periódico e para um L ą 2π fixo, podemos encontrar uma solução explícita

para a equação (15) que depende da função elíptica de Jacobi do tipo cnoidal como

ϕpxq “
a cn pbx, kq

a

1´ q sn2pbx, kq
, @ x P R

em que k P p0, 1q é chamado de módulo da função elíptica e pa, b, c, qq P R4 dependem

suavemente do parâmetro k P p0, 1q. Especificamos a dependência de c P p´1, 1q em termos

de k P p0, 1q para um L ą 2π fixo. De fato, para c P p´1, 1q, vemos que 1´ c2 “ ω P p0, 1s.

O parâmetro ω P p0, 1s é então dado por

ω “
´16 pK pkqq2

``

´k2 ` 1
˘?

k4 ´ k2 ` 1` k4 ´ k2 ` 1
˘

`

k2 ´ 1´
?
k4 ´ k2 ` 1

˘

L2
.

Desta forma, conseguimos construir uma curva suave de soluções

c P I “ p´1, 1q ÞÝÑ ϕ P H2
per,e,

todas com o mesmo período L ą 2π. Aqui, H2
per,e indica o espaço H2

per constituído por fun-

ções pares. Agora, é bem conhecido que a equação (2) admite as quantidades conservadas

E,F : X :“ H1
per ˆ L

2
per Ñ R dadas por

Epu, utq “
1

2

ż L

0

ˆ

|ux|
2 ` |ut|

2 ` |u|2 ´
|u|6

3

˙

dx

e

F pu, utq “ Im
ż L

0
ūut dx “

ż L

0
pReu Imut ´ Imu Reutq dx,

em que pu, utq “
`

Repuq, Imputq, Impuq,Reputq
˘

. Ademais, definimos para c P I, o funcional

de Lyapunov G :“ E´ cF . De (15), obtemos G1pϕ, cϕ, 0, 0q “ 0, ou seja, pϕ, cϕ, 0, 0q é um

ponto crítico de G. Assim, o segundo passo é estudar a quantidade e multiplicidade dos
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autovalores não-positivos associados ao operador linearizado L :“ G2pϕ, cϕ, 0, 0q dado por

L “

˜

~L1 0

0 ~L2

¸

, (16)

em que

~L1 “

ˆ

´B2
x ` 1´ 5ϕ4 ´c
´c 1

˙

e ~L2 “

ˆ

´B2
x ` 1´ ϕ4 c

c 1

˙

, (17)

restrito ao espaço periódico par. Para isso e devido ao formato diagonal do operador L em

(16) basta estudar o espectro não-positivo dos seguintes operadores de Hill

L1 “ ´B
2
x ` ω ´ 5ϕ4 e L2 “ ´B

2
x ` ω ´ ϕ

4. (18)

De acordo com os argumentos contidos em [103] por Neves, podemos provar que o

operador L2 tem um único autovalor negativo que é simples. Com relação ao operador L1,

determinamos que o número de autovalores negativos é dois. Para obter o mesmo cenário

para os operadores Li, i “ 1, 2 restritos às funções periódicas pares, precisamos usar

alguns argumentos adicionais da teoria geral para operadores diferenciais com potenciais

periódicos em Brown e Eastham [27]. Assim, denotando por Le a restrição de L em p16q

às funções periódicas pares, obtemos que o núcleo de Le é unidimensional e o número de

autovalores negativos, indicados por npLeq, também é três. Agora, consideremos a função

d : I :“ p´1, 1q Ă RÑ R dada por dpcq “ Gpϕ, cϕ, 0, 0q. Uma vez que G1pϕ, cϕ, 0, 0q “ 0,

prontamente inferimos que

d2pcq “ ´

ż L

0
pϕpxqq2dx` 2c2 d

dω

ż L

0
pϕpxqq2dx, c P I. (19)

Denotando por ppd2q P N como o número de autovalores positivos associados à segunda

derivada da função d e visando deteminar a quantidade npLeq´ppd2q P N vemos novamente,

como no caso da Klein-Gordon cúbica, que a convexidade da função d se mostra como

sendo um dos pilares fundamentais da nossa análise. De fato, usando a forma explícita

da solução ϕ e (19) fomos capazes de determinar a existência de um c˚ P p0, 1q e L0 ą

2π tais que d2pcq ă 0, para todo c P p´1, c˚s Y pc˚, 1q e L ą 2π e d2pcq ă 0, para

todo c P p´1, 1q e L P p2π, L0q. Esses fatos e as propriedades espectrais do operador

Le mencionadas anteriormente nos permitem concluir que npLeq ´ ppd2q é um número

ímpar. Consequentemente, a onda periódica ϕ é linearmente instável para perturbações

restritas às funções periódicas pares. A instabilidade linear da onda ϕ juntamente com

o principal resultado em [123] por Shatah e Strauss (veja também [100, Teorema 3.2] de

Natali e Pastor) nos permitem concluir o nosso resultado de instabilidade orbital (não-

linear) restrito ao espaço das funções periódicas pares.

O Capítulo 4 tem por objetivo apresentarmos resultados relativos à existência e esta-

bilidade orbital de ondas estacionárias periódicas para a equação fracionária não-linear de

Schrödinger no caso de focusing dada em (3).
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A equação fracionária não-linear de Schrödinger foi introduzida por Laskin em [76] e

[77] e aparece em diversas aplicações físicas como dinâmica de fluidos, mecânica quântica,

na descrição de estrelas de Boson e dinâmica de ondas de água ([63] , [68] e [113]). Quando

s “ 1, obtemos que p´∆qs “ ´∆ é o conhecido operador laplaciano e (3) se reduz à equação

cúbica não-linear de Schrödinger no caso focusing. Até onde sabemos, existem muitas

aplicações para esta equação específica, como óptica, mecânica quântica, condensados de

Bose-Einstein, propagação de feixe de laser e modelagem de DNA. Do ponto de vista

matemático, a equação cúbica de Schrödinger descreve ondas não-lineares e fenômenos

dispersivos ondulatórios.

Uma solução de onda periódica estacionária para a equação (3) tem a forma

upx, tq “ eiωtϕpxq, px, tq P Rˆ R` (20)

em que ϕ : T “ r´π, πs Ñ R é uma função suave 2π-periódica e ω P R representa

a frequência de onda que é considerada positiva. Substituindo (20) em (3), obtemos a

seguinte equação diferencial com derivada fracionária

p´∆qsϕ` ωϕ´ ϕ3 “ 0. (21)

A equação (3) admite as quantidades conservadas E,F : Hs
perpTq Ñ R que são dadas

como

Epuq “
1

2

ż π

´π
|p´∆q

s
2u|2 ´

1

2
|u|4 dx

e

F puq “
1

2

ż π

´π
|u|2 dx.

E para ω ą 0, vamos considerar o funcional padrão de Lyapunov definido como sendo

G :“ E ` ωF . Por (21), obtemos G1pϕ, 0q “ 0, ou seja, pϕ, 0q é um ponto crítico de G.

Além disso, o operador linearizado em torno do par pϕ, 0q é dado por

L :“ G2pϕ, 0q “

ˆ

L1 0
0 L2

˙

, (22)

em que

L1 “ p´∆qs ` ω ´ 3ϕ2 e L2 “ p´∆qs ` ω ´ ϕ2. (23)

Para o caso s “ 1, temos o trabalho pioneiro de Angulo [5] no qual o autor estabeleceu

resultados de estabilidade orbital para ondas estacionárias positivas e periódicas com perfil

dnoidal. Para isso, o autor combinou a teoria clássica de Floquet para os operadores de

Hill L1 e L2 em p23q com as abordagens de estabilidade de Grillakis Shatah e Strauss em

[56] e de Weinstein em [131]. No interessante trabalho de Gustafson et al. em [58], os

autores obtiveram soluções de ondas periódicas cnoidais usando um método variacional

para provar resultados de estabilidade em relação a perturbações com o mesmo período

L ą 0 e resultados de estabilidade orbital no espaço constituído por funções antiperiódicas
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com período L
2 . Referências adicionais sobre a estabilidade orbital/espectral de ondas

periódicas podem ser encontradas em [52], [53], [78] e [98].

Quando s P p0, 1q, a estabilidade orbital de soluções de ondas estacionárias reais, pares

e anti-periódicas ψ : RÑ C de (3) foi estudada por Claassen e Johnson em [34]. Os autores

determinaram a existência de soluções reais através de um problema de minimização no

contexto de funções antiperiódicas (denotadas por L2
ap0, Lq) e estabeleceram que o operador

linearizado associado atuando em L2
ap0, Lq não é degenerado. Fazendo a suposição adicional

de que d
dω

şL
0 ψ

2dx ą 0 (a conhecida condição de Vakhitov-Kolokolov), os autores foram

capazes de mostrar que ψ é orbitalmente estável em relação a perturbações anti-periódicas

em um subespaço adequado de Hsp0, Lq X L2
ap0, Lq.

Nosso objetivo neste trabalho é mostrar que a solução de onda estacionária em (20),

em que ϕ “ ϕω : R Ñ R é uma onda periódica positiva e single-lobe (ver Definição 4.2),

é orbitalmente estável/instável. Além dos resultados de estabilidade/instabilidade orbital,

nossa intenção é apresentar uma afirmação precisa sobre a desigualdade de Gagliardo-

Nirenberg no contexto periódico dada por

}f}4L4
perpTq

ď C}p´∆q
s
2 f}

1
s

L2
perpTq

}f}
4´ 1

s

L2
perpTq

` C}f}4L2
perpTq

, @ f P Hs
perpTq. (24)

Apresentamos agora os pontos principais do Capítulo 4. Primeiro, mostramos a exis-

tência de uma solução single-lobe periódica ϕ para a equação (21). No entanto, uma vez

que não é possível determinar soluções explícitas associadas à (21) a abordagem feita nesse

caso é um diferente da feita para as equações (5) e (15), a saber, a abordagem empregada

para (21) é baseada em um método variacional via um problema de minimização. Sendo

mais preciso, dado τ ą 0 fixado e seguindo argumentos semelhantes como em [96] e [97],

precisamos resolver o seguinte problema de minimização restrito

inf

"

Bωpuq :“

ż π

´π
|p´∆q

s
2u|2 ` ω|u|2 dx ; u P Hs

per,e,

ż π

´π
|u|4 dx “ τ

*

, (25)

em que ω, τ ą 0 e s P
`

1
4 , 1

‰

. Diferente das abordagens [60], [96] e [97], vemos que

u P Hs
per,e em p25q é complexo, então uma eventual solução Φ para o problema mencionado

é uma função de valor complexo. Aqui, Hs
per,e representa o subespaço de Hs

per composto

de funções pares. Para todo θ P R, vemos que e´iθΦ também é um minimizador para

p25q, então podemos assumir Φ “ eiθ0ϕ, em que θ0 P R é um número real fixo e ϕ é uma

função 2π-periódica com valor real (consulte Observações 4.4, 4.5 e 4.6 na Seção 4.1.1 para

detalhes adicionais). Essa suposição permite considerar uma solução de valor real ϕ P Hs
per

para o problema p25q que é par. Além disso, podemos considerar que ϕ tem um perfil

single-lobe para todos ω ą 1
2 (ver Proposição 4.7).

Outra maneira de construir soluções periódicas reais para a equação (21) pode ser

determinada usando a teoria da bifurcação local e global em [30]. Primeiro, construímos

soluções periódicas de pequena amplitude de forma similar a [28] de Bruel e Dhara (veja

também [97] por Natali, Le e Pelinovsky) para ω ą 1
2 e próximo ao ponto de bifurcação 1

2 .
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Usando o fato de que ϕ minimiza o problema p25q, vemos que npLq “ 1. Como L em

(22) é um operador diagonal, é possível obter pelo fato pL1ϕ,ϕqL2
per
“ ´2}ϕ}4L4

per
ă 0 que

npL1q “ 1 e npL2q “ 0. Isto significa pelo fato de L2ϕ “ 0 que 0 é o primeiro autovalor

para L2. Uma simples aplicação do Teorema da Oscilação (em [62]) nos dá ϕ ą 0, de

modo que a solução é positiva. Em seguida, usando alguns fatos relativos à teoria dos

operadores positivos como em Albert [1], o Teorema da Oscilação e fato de ϕ ser uma

solução single-lobe positiva, obtemos zpL1q “ 1, ou seja, KerpL1q “ rϕ
1s. Todos os fatos

relativos à análise espectral para os operadores L1 e L2 em p23q nos permitem concluir

que npLq “ 1 e zpLq “ 2, já que L em (22) é um operador diagonal. Em particular, como

zpL1q “ 1, podemos usar o Teorema da Função Implícita para construir uma curva suave

ω P
`

1
2 ,`8

˘

ÞÝÑ ϕ “ ϕω P H
s
per (26)

de ondas periódicas pares e positivas com período fixo que resolve (21). Esse fato nos

permite considerar a função d : p1
2 ,8q ÝÑ R por

dpωq “ Epϕ, 0q ` ωF pϕ, 0q

e, consequentemente,

d2pωq “
1

2

d

dω

ż L

0
ϕ2 dx, ω P p1

2 ,8q.

que nos possibilita estudar a convexidade da função d apenas analisando o sinal da quan-

tidade

q :“
d

dω

ż π

´π
ϕ2 dx.

A estratégia para provar a estabilidade orbital é baseada em uma adaptação dos argu-

mentos em [56] por Grillakis, Shatah e Strauss e [101] por Natali e Pastor (veja também

[98]), no contexto periódico. Observemos que npLq “ 1 e zpLq “ 2 são úteis para con-

siderar a solução de onda estacionária em (20) contendo apenas uma simetria (rotação),

mas a estabilidade orbital pode ser considerada com a órbita gerada pela onda ϕ contendo

duas simetrias (a saber, rotação e translação). Para isso, precisamos empregar o resultado

de estabilidade em [101] e a existência de soluções globais no tempo são fundamentais

para nossa análise. Como podemos obter um resultado global de boa colocação para o

caso s P p1
2 , 1q de acordo com a desigualdade (24), a estabilidade orbital da onda pode ser

estabelecido desde que a condição de Vakhitov-Kolokolov q ą 0 seja satisfeita.

Com relação à instabilidade orbital, podemos aplicar o teorema de instabilidade em [56]

e o fato de que npLq “ zpLq “ 1 sobre o espaço L2
per,e. Observemos que a instabilidade

orbital no espaço Hs
per,e será considerada na órbita gerada por uma única simetria. Mesmo

considerando um subespaço menor, a instabilidade orbital pode ser considerada em todo o

espaço de energia Hs
per e a órbita gerada pelas duas simetrias. Para isso, o único requisito

é que q ă 0.

Para obter o sinal da quantidade q P R usamos uma abordagem numérica, que foi

realizada em parceria com H. Borluk e G. Muslu (veja [12] e [21] para mais detalhes
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adicionais). Para isso e sendo mais preciso, primeiro usamos o método de iteração de

Petviashvili para gerar as soluções periódicas de ondas estacionárias da equação fracionária

de Schrödinger. Então verificamos se
şπ
´π ϕ

2 dx está aumentando ou diminuindo em relação

a ω ą 1
2 para determinar o sinal de q P R. De modo que verificamos numericamente que

q ă 0 para s P
`

0, 1
2

˘

e ω ą 1
2 , existe s

˚ » 0.6 tal que q ą 0 para s P rs˚, 1q e ω ą 1
2 e para

s P
`

1
2 , s

˚
˘

existe ωc ą 1
2 que cumpre q ă 0, caso ω P

`

1
2 , ωc

˘

e q ą 0, caso ω P
`

ωc,8q.

Tais conclusões, pelo descrito anteriormente, são fundamentais para a obtenção dos nossos

resultados de estabilidade e instabilidade orbital.

Com isso, finalizamos a nossa breve abordagem a respeito dos tópicos acima comenta-

dos. Nos capítulos seguintes, temos a descrição completa e detalhada do que nos propomos

a fazer. O Capítulo 1 é dedicado a uma sucinta descrição de alguns fatos básicos e notações

que usaremos ao longo do trabalho, o Capítulo 2 é voltado ao estudo da equação cúbica de

Klein-Gordon, o Capítulo 3 tem como tema central a equação quíntica de Klein-Gordon e,

concluindo, no Capítulo 4 lidamos com a equação cúbica fracionária de Schrödinger.
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Capítulo 1

Fatos Básicos e Notações

Seja L ą 0 um número real fixado. Para um número real s ě 0, o espaço de Sobolev

periódico real/complexo Hs
perpr0, Lsq pode ser definido como

Hs
perpr0, Lsq “

#

f P L2pr0, Lsq ; f “
ÿ

nPZ
fnΘn,

ÿ

nPZ
|n|2s|fn|

2 ă 8

+

, (1.1)

em que, para f P L2pr0, Lsq :“
 

f : r0, Ls Ñ C ; f é mensurável e |f |2 é integrável
(

,

Θnpxq “ e
2πinx
L e fn “

1

L

ż L

0
fpxqe´

2πinx
L dx, n P Z, x P R

são os coeficientes de Fourier de f . Quando não houver perigo de confusão, omitiremos

o intervalo r0, Ls do espaço Hs
perpr0, Lsq e denotaremos simplesmente por Hs

per. O espaço

Hs
per é um espaço de Hilbert com produto interno e norma denotados, respectivamente, por

p¨, ¨qHs : Hs
perˆH

s
per ÝÑ C e } ¨ }Hs : Hs

per ÝÑ R. Em especial, se s “ 0, então H0
perpr0, Lsq

é isometricamente isomorfo ao espaço L2pr0, Lsq e nesse caso escrevemos a identificação

H0
perpr0, Lsq ” L2

perpr0, Lsq. Também, introduzimos

H8perpr0, Lsq “
8
č

s“1

Hs
perpr0, Lsq.

Mais detalhes acerca das estruturas dos espaços mencionados anteriormente podem ser

encontramos em [117, Seção 5.10] e [106, Seção 3.6]. As vezes para simplicar a escrita para

nos referirmos que uma função f : RÑ C é periódica de período L ą 0 escrevemos apenas

que f é L-periódica.

Complementamos que, para p ě 1, consideramos o espaço

Lpperpr0, Lsq “
 

f : RÑ C ; f é L-periódica e f|r0,Ls P Lppr0, Lsq
( 1

equipado com a norma natural

}f}Lpper
” }f}Lp “

ˆ
ż L

0
|fpxq|p dx

˙

1
p

, @ f P Lpperpr0, Lsq.

1Uma descrição mais formal por ser encontrada em [51, Páginas 238 e 239]
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E no caso particular p “ 2 o produto interno em L2
perpr0, Lsq é dado explicitamente por

pf, gqH0 ” pf, gqL2 “

ż L

0
fpxqgpxq dx, @ f, g P L2

perpr0, Lsq.

É importante salientar ainda que, por [106, Proposição 3.193] e [3, Teorema 5.1], é

válida a seguinte cadeia de imersões contínuas, densas e compactas

Hr
per ãÝÑ Hs

per ãÝÑ L2
per, @ r, s ą 0, r ą s. (1.2)

Ainda, pelo Lema de Sobolev ([106, Teorema 3.195]) ocorre a imersão contínua

Hs
per ãÝÑ Cperpr0, Ls,Cq, @ s ą 1

2 . (1.3)

Também, de [117, Teorema A.1] e [2, Corolário 13.3], temos as imersões contínuas

H1
per ãÝÑ Lpper ãÝÑ Lqper, @ p, q P r1,8s, p ě q. (1.4)

De modo particular, quando s “ m P N, de acordo com [106, Proposição 3.194],

f P Hm
per se, e somente se, f pjq P L2

per, j P t0, 1, ¨ ¨ ¨ ,mu, sendo f pjq a derivada de ordem

j P t0, 1, ¨ ¨ ¨ ,mu vista no sentido distribucional (veja [106, Definição 3.29]) e a norma em

Hm
per pode ser escrita como

}f}Hm “

˜

m
ÿ

j“0

}f pjq}2L2

¸
1
2

, @ f P Hm
per. (1.5)

Notemos que se f P Hs
per, com s ě 1 , então em virtude de (1.3) e [106, Proposição 3.32],

temos que derivada f p1q coincide com a derivada clássica f 1 de f .

E quando s P p0, 1s, de acordo com [13], a norma em Hs
per pode ser escrita como

}f}Hs “

´

}p´∆q
s
2 f}2L2 ` }f}

2
L2

¯
1
2
, @ f P Hs

per,
2 (1.6)

em que

p´∆qs : H2s
perpr0, Lsq Ă L2

perpr0, Lsq ÝÑ L2
perpr0, Lsq

é o laplaciano fracionário definido via série de Fourier, para todo f P H2s
perpr0, Lsq, por

p´∆qsfpxq “
ÿ

nPZ

`

2π
L |n|

˘2s
pfpnqe

2πinx
L , x P R. (1.7)

Aqui, F : L2
perpr0, Lsq Ñ `2pZq definida como Fpfq “ pf , para todo f P L2

perpr0, Lsq, é a

transformada de Fourier agindo em L2
perpr0, Lsq, de modo que podemos escrever pfpnq “ fn,

para n P Z e com

`2pZq “

$

&

%

α “ pαnqnPZ Ă C ; }α}`2 :“

˜

ÿ

nPZ
|αn|

2

¸
1
2

ă 8

,

.

-

2Para evitar confusões, convém enfatizarmos que em virtude de [106, Corolário 2.54 e Corolário 2.56],
que as normas dadas em (1.5) e (1.6) coincidem no caso s “ m “ 1.
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conhecido como espaço das sequências de Hilbert. Para detalhes acerca da transformada

de Fourier agindo em L2
per (consulte [106, Seções 2.2 e 2.3]).

Outro modo ainda (por vezes mais conveniente) de se definir o laplaciano fracionário é

via multiplicador de Fourier, para todo f P H2s
perpr0, Lsq, como

{p´∆qsfpnq “
ˇ

ˇ

2π
L n

ˇ

ˇ

2s
pfpnq, n P Z. (1.8)

Detalhes adicionais acerca do laplaciano fracionário (no contexto periódico) podem ser

encontrados em [118].

Para s P r0,8s denotamos por

Hs
per,e :“ tf P Hs

per ; f é paru, Hs
per,m :“ tf P Hs

per ; pf, 1qL2 “ 0u

L2
per,o :“ tf P L2

per ; f é ímparu e L2
per,m :“ tf P L2

per ; pf, 1qL2 “ 0u.

Para s ě 0 no que se refere o espaço de funções de média zero Hs
per,m convém ressaltar

que tal espaço é um subespaço fechado de Hs
per. E isso se dá pelo fato que definindo

K : Hs
per ÝÑ R por Kpfq “ pf, 1qL2 , então K é um operador fechado, pois é contínuo

(veja [22, Observação 6, Capítulo 2]), e o núcleo de K coincide com Hs
per,m, o que mostra

que Hs
per,m Ă Hs

per é fechado. Ainda, se s P p0, 1s, então em Hs
per,m é válida a Desigualdade

de Poincaré dada por

}f}2L2 ď
L2s

p2πq2s
¨ }p´∆q

s
2 f}2L2 , @ f P H

s
per,m, (1.9)

De fato, dado qualquer f P Hs
per,m Ă Hs

perpr0, Lsq, por (1.8) e pela Identidade de Parseval

([106, Corolário 2.54]), vemos que

`

L
2π

˘2s
}p´∆q

s
2 f}2L2 “ L

`

L
2π

˘2s
¨
ÿ

nPZ
|
{

p´∆q
s
2 fpnq|2

“ L
`

L
2π

˘2s
¨
ÿ

nPZ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2π
L n

ˇ

ˇ

s
pfpnq

ˇ

ˇ

ˇ

2

“ L ¨
ÿ

nPZ
|n|2s| pfpnq|2.

Disso e pela Identidade de Parseval, obtemos

}f}2L2 “ L ¨ } pf}2`2 “ L
ÿ

nPZ
| pfpnq|2 ď L ¨

ÿ

nPZ
|n|2s| pfpnq|2 “

`

L
2π

˘2s
}p´∆q

s
2 f}2L2 ,

como afirmado.

Usando (1.9) não é difícil verificar que

pf, gqHs
per,m

:“ pp´∆q
s
2 f, p´∆q

s
2 gqL2 , @ f, g P Hs

per,m

define um produto interno em Hs
per,m. E, consequentemente,

}f}Hs
per,m

:“ }p´∆q
s
2 f}L2 , @ f P Hs

per,m (1.10)



Fatos Básicos e Notações 18

define uma norma em Hs
per,m equivalente ao induzido de Hs

per.

Quando necessário e como podemos identificar C ” R2 e as notações acima também

podem ser no caso vetorial/complexo na seguinte maneira: para cada f P Hs
per ˆ Hs

per

escrevemos f “ f1 ` if2 ” pf1, f2q, em que fj P Hs
per, j “ 1, 2. Ocasionalmente por

conveniência usamos as seguintes notações

H
s
per “ Hs

perˆH
s
per,H

s
per,e “ Hs

per,eˆH
s
per,e, L

2
per “ L2

perˆL
2
per e L

2
per,e “ L2

per,eˆL
2
per,e.

De maneira geral, } ¨ }M : M Ñ R denota a norma do espaço normadoM “ pM, } ¨ }M q.

E dados m1,m2, ¨ ¨ ¨ ,mn PM , para n P N fixo, escrevemos

rm1,m2, ¨ ¨ ¨ ,mns :“ tα1m1 ` α2m2 ` ¨ ¨ ¨ ` αnmn PM ; α1, α2, ¨ ¨ ¨ , αn P Ku,

com K “ R ou K “ C. E dizemos que um subconjunto A ĂM é limitado longe do zero se

inft}x}M P R` ; x P Au ‰ 0. Dessa forma, uma sequência pxnqnPN Ă M é limitada longe

do zero se, e somente se, inft}xn}M P R` ; n P Nu ‰ 0 (veja [72, página 273]).

Adicionalmente, dado um outro espaço normado N “ pN, } ¨ }N q e um um operador

linear A : DpAq ĂM Ñ N , em que DpAq representa o domínio do operador A, denotamos

por RpAq Ă N e KerpAq ĂM a imagem e o núcleo de A, respectivamente. Adicionalmente,

dado um subespaço P Ă DpAq denotamos por A|P como sendo o operador A restrito

ao subespaço P , em outras palavras, A|P :“ A : P Ă DpAq Ă M Ñ N . Também,

indicamos por npAq, ppAq P N e zpAq P N o número de autovalores negativos, número

de autovalores positivos e a dimensão do núcleo do operador A, respectivamente. Ainda,

se H “ pH, p¨, ¨qHq é um espaço de Hilbert e H “ M “ N , então representamos por

ρpAq, σpAq, σdiscpAq Ă C e σesspAq Ă C o conjunto resolvente, o espectro, o espectro

discreto e o espectro essencial de A, respectivamente, (veja a definição mais detalhada em

[73, Definição 7.2-1] e [15, Definição B.44]) de modo que vale a decomposição

σpAq “ σdiscpAq Y σesspAq. (1.11)

No que concerne um operador linear A : DpAq Ă L2
per Ñ L2

per, escrevemos Ae para

indicar o operador A restrito ao espaço DpAq XL2
per,e e Ao para representar o operador A

restrito ao espaço DpAq X L2
per,o. Notação análoga para L2

per ˆ L
2
per ao invés de L2

per.

Além disso, se H “ pH, p¨, ¨qHq é um espaço de Hilbert e M Ă H, então escrevemos

MK “ tv P H ; pv,mqH “ 0, @ m PMu.

denominado complemento ortogonal de M .

Agora, estabelecemos algumas propriedades básicas referentes a integrais elípticas e

funções elípticas de Jacobi. Para k P p0, 1q e θ P
“

0, π2
‰

, as integrais

Fpθ, kq “

ż θ

0

dϑ
a

1´ k2 senpϑq
e Epθ, kq “

ż θ

0

a

1´ k2 senpϑq dϑ (1.12)
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são as integrais elípticas completas de primeira e segunda espécie, respectivamente, e de-

notamos por Kpkq “ F
`

π
2 , k

˘

e Epkq “ E
`

π
2 , k

˘

, de modo que K,E : p0, 1q Ă RÑ R.
Fundamentados nas integrais elípticas, acima apresentadas, definimos as funções elíp-

ticas de Jacobi. Para k P p0, 1q fixo e y P r0, 1s consideremos

upy; kq “

ż y

0

dt
a

p1´ t2qp1´ k2t2
“

ż θ

0

dϑ
a

1´ k2 senpϑq
” Fpθ, kq

em que θ P
“

0, π2
‰

satisfaz y “ senpθq. Sendo k P p0, 1q fixo, a função u é estrita-

mente crescente na variável y e a inversa de u define a função snoidal que é descrita por

snpu; kq ” senpθq e θ “ ampu; kq é designada como a função amplitude de u. As outras

duas funções elípticas básicas, as funções cnoidal e dnoidal, são definidas, respectivamente,

em termos da snoidal da seguinte maneira:

cnpu; kq “
a

1´ sn2pu; kq e dnpu; kq “
a

1´ k2sn2pu; kq. (1.13)

Desse modo, para k P p0, 1q, os símbolos snp¨ ; kq,dnp¨ ; kq e cnp¨ ; kq representam as fun-

ções elípticas de Jacobi do tipo snoidal, dnoidal e cnoidal, respectivamente. Também,

ressaltamos que as funções elípticas de Jacobi são estendidas periodicamente de forma

snpu; kq “ snpu` 4Kpkq; kq, cnpu; kq “ cnpu` 4Kpkq; kq e dnpu; kq “ dnpu` 2Kpkq; kq.

(1.14)

As funções dnp¨ ; kq e cnp¨ ; kq são pares, enquanto que snp¨ ; kq é uma função ímpar. Quando

o contexto nos permitir, omitimos o parâmetro k P p0, 1q e escrevemos apenas sn, dn e cn

para denotar as funções snoidal, dnoidal e cnoidal, respectivamente. Para uma definição

precisa e propriedades adicionais de integrais eliptícas e funções elípticas de Jacobi consulte

[23] ou também [31, Seção 2.3].

Por fim, dado z “ a ` ib P C, para alguns a, b P R, escrevemos Repzq “ a, Impzq “ b

e |z| “
?
a2 ` b2 P R`, para representar a parte real, a parte imaginária e o módulo,

respectivamente, do número z P C.



Capítulo 2

Instabilidade Orbital de Soluções do
tipo Onda Viajante para a Equação
Cúbica de Klein-Gordon

Neste capítulo, mostraremos a existência e estabilidade orbital de soluções do tipo

ondas periódicas viajante para a Equação Cúbica de Klein-Gordon

utt ´ uxx ` u´ u
3 “ 0, px, tq P Rˆ R`, (2.1)

em que u : Rˆ R` Ñ R é uma função periódica na variável espacial e com período L ą 0

fixado. Antes de começar necessitamos dar sentido formal ao conceito de ondas do tipo

viajantes.

Definição 2.1 (Onda Viajante). Uma função u : RˆR` Ñ R é dita solução do tipo onda

viajante periódica, com período L ą 0, de (2.1) se existem c P R e ϕ : RÑ R uma função

suave e periódica de período L ą 0 de modo que

upx, tq “ ϕpx´ ctq, px, tq P Rˆ R` (2.2)

solucionando (2.1) no sentido usual.

É bem sabido que (2.1) pode ser visto como um sistema Hamiltoniano abstrato. Mais

precisamente, definindo

J :“

ˆ

0 1
´1 0

˙

, (2.3)

vemos que (2.1) pode ser escrita como

d

dt
Uptq “ JE1pUptqq, t P R` (2.4)

em que U “ pu, utq “: pu, vq P X, com X :“ H1
perpr0, Lsq ˆ L2

perpr0, Lsq e E1 : X ÝÑ X 1

indicando a derivada de Fréchet da quantidade conservada E : X ÝÑ R dada por

Epu, vq “
1

2

ż L

0

„

u2
x ` v

2 ` u2

ˆ

1´
u2

2

˙

dx. (2.5)

20
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Nesse caso, E1 é dada explicitamente por

E1pu, vq “

ˆ

u´ u3 ´ uxx
ut

˙

. (2.6)

Além disso, (2.1) também admite a quantidade conservada F : X Ñ R definida por

F pu, vq “

ż L

0
uxv dx. (2.7)

de modo que F 1 : X ÝÑ X 1 é também dada explicitamente por

F 1pu, vq “

ˆ

´vx
ux

˙

. (2.8)

Suponhamos que (2.1) admita soluções do tipo onda viajante da forma (2.2), como dada

na Definição 2.1. Substituindo o perfil (2.2) em (2.1) temos a seguinte equação diferencial

ordinária

´ ωϕ2 ` ϕ´ ϕ3 “ 0, (2.9)

com ω :“ 1´ c2 P p0, 1s, ou seja, c P p´1, 1q.

Dessa forma, na seção subsequente nosso objetivo é estabelecer existência de solução

para a equação diferencial dada em (2.9). E, consequentemente, estabelecer também a

existência de soluções ondas viajantes de (2.1), no sentido da Definição 2.1.

2.1 Existência de Ondas Viajantes do Tipo Cnoidal

Nosso propósito nessa seção é apresentar alguns fatos no que tange a existência de

soluções periódicas ϕc :“ ϕ : RÑ R para a equação diferencial ordinária não-linear escrita

como

´ ωϕ2 ` ϕ´ ϕ3 “ 0, (2.10)

em que ω :“ 1´ c2 e c P p´1, 1q, isto é, ω P p0, 1s.

Para tanto, multipliquemos ambos os lados da equação por ϕ1 e integrando o resultado

sobre o intervalo ra, ζq, com a, ζ P R arbitrários, obtemos a equação diferencial ordinária

(2.10) na forma de quadratura como

pϕ1q2 “
1

2ω

`

2ϕ2 ´ ϕ4 ` 4A
˘

, (2.11)

em que A “ Ac P R é uma constante de integração arbitrária. Notemos que se definirmos

P pλq :“ ´λ4 ` 2λ2 ` 4A, @ λ P R, (2.12)

então

pϕ1cq
2 “

1

2ω
P pϕcq. (2.13)

Suponhamos que o polinômio P tem 2 raízes complexas da forma ˘iβ1 P C e duas

raízes reais ˘β2 P R. Nesse caso, por (2.12), podemos escrever

P pλq “ pλ2 ` β2
1qpβ

2
2 ´ λ

2q, @ λ P R.
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Sem perda de generalidade, suponhamos que β2 ą 0. Disso e a partir de (2.13) resulta que

ϕpxq P r´β2, β2s para todo x P R. Assim, ondas periódicas que mudam de sinal, com

propriedade de média zero, fazem sentido em nosso contexto (veja Figura 2.1) .

Figura 2.1: Comportamento do polinômio P . A existência do intervalo pontilhado
r´β2, β2s possibilita considerarmos soluções que mudam de sinal.

Posteriormente, devemos notar que, para todo λ P R,

P pλq “ pλ2 ` β2
1q pλ

2 ´ β2
2q “ λ4 ´ β2

2λ
2 ` β2

1λ
2 ´ β2

1β
2
2 “ λ4 ` pβ2

1 ´ β
2
2qλ

2 ´ β2
1β

2
2 ,

o que, por igualdade de polinômios e (2.12), implica

β2
2 ´ β

2
1 “ 2 e β2

1β
2
2 “ 4A.

Definamos,

ψpxq :“
1

β2
ϕpxq, @ x P R. (2.14)

Substituindo (2.14) em (2.13), vemos que

pψ1q2 “ ´
β2

2

2ω

ˆ

ψ2 `
β2

1

β2
2

˙

`

ψ2 ´ 1
˘

. (2.15)

Na sequência, definamos implicitamente η : RÑ R por

ψ2pxq “ cos2pηpxqq (2.16)

de modo que ηp0q “ 0. Notemos que diferenciando a relação acima, pela Regra da Cadeia,

temos que 2ψψ1 “ ´2 cospηq senpηq, o que gera pψ1q2 “ sen2pηqpη1q2. Substituindo essa

última igualdade em (2.15), segue que

pη1q2 “ ´
β2

2

2ω

1

sen2pηq

ˆ

cos2pηq `
β2

1

β2
2

˙

pcos2pηq ´ 1q,

e usando a Identidade Trigonométrica Fundamental, determinamos que

pη1q2 “
β2

1 ` β
2
2

2ω
p1´ k2 sen2pηqq, (2.17)

com

k2 :“
β2

2

β2
1 ` β

2
2

“
β2

2

2β2
2 ´ 2

P p0, 1q, (2.18)
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uma vez que β2 ą
?

2, pois β2
2 ´ β2

1 “ 2. Denotemos por b2 :“
β2

1`β
2
2

2ω . Assim, de (2.17)

resulta que

1 “
η1

?
b2
a

1´ k2 sen2pηq
(2.19)

e donde decorre
ż x

0
1 ds “

1
?
b2

ż x

0

η1psq
a

1´ k2 sen2pηpsqq
ds,

com x P p0, Lq. Uma mudança de variável nos permite escrever

?
b2 ¨ x “

ż ηpxq

0

dt
a

1´ k2 sen2ptq
“ Fpηpxq, kq (2.20)

em que a última igualdade ocorre devido a definição da integral elíptica de primeira espécie

dada em (1.12) ou também [23, Fórmula 110.02]. Como Fpηpxq, kq “ sn´1psenpηpxqq; kq a

partir de (2.20) deduzimos que

senpηpxqq “ snp
?
b2 ¨ x; kq ñ sen2pηpxqq “ sn2pbx; kq.

Disso, de (2.16), da Identidade Trigonométrica Fundamental e de [23, Formula 121.00],

podemos concluir, para todo x P R, que

ψ2pxq “ 1´ sen2pηpxqq “ 1´ sn2pbx; kq “ cn2pbx; kq.

E por consequência de (2.14), temos

ϕpxq “ β2ψpxq “ β2 cnpbx; kq, @ x P R.

Por fim, estabelecemos que uma solução explícita da equação (2.10) é dada por

ϕpxq “ ϕcpxq “ β2 cnpbx; kq, @ x P R

em que c P p´1, 1q,

k2 “
β2

2

2β2
2 ´ 2

e b2 “
β2

2 ´ 1

ω
.

Sabemos que a função cnoidal tem período 4K
`

ver (1.14) ou [23, Página 19]
˘

e, dessa

forma, se Lc ą 0 denota o período miniminal de ϕc, então

Lc “
4 Kpkq

b
“

4
?
ω

a

β2
2 ´ 1

Kpkq, k P p0, 1q

e como ω “ 1 ´ c2 ą 0, vemos que a priori o período de ϕc depende de c P p´1, 1q.

Provemos agora que dado L ą 0 existe uma família de ondas viajantes com diferentes

velocidades e de mesmo período L ą 0.

De fato, inicialmente devemos salientar que

k ÝÑ
1
?

2
, quando β2 Ñ8 e k ÝÑ 1, quando β2 Ñ

?
2
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e, como consequência,

Lc ÝÑ 0, quando β2 Ñ8 e Lc ÝÑ 8, quando β2 Ñ
?

2

o que nos permite concluir 0 ă Lc ă 8, para todo c P p´1, 1q.

Definamos Ω :“
!

pβ2, cq P R2 ; c P p´1, 1q, β2 ą
?

2
)

. Claramente, Ω Ă R2 é aberto e

definamos também a aplicação

Γ: Ω Ă R2 ÝÑ R

pβ2, cq ÞÝÑ
4
?
ω

a

β2
2 ´ 1

Kpkq “ Lc.

Seja L ą 0 arbitrariamente fixado. Devido ao fato que 0 ă Lc ă 8 e Lc ser uma função

estritamente decrescente (isso será mostrado depois), para c P p´1, 1q, existe c0 P p´1, 1q

tal que Lc0 “ L. Afirmamos que, para qualquer pβ2, cq P Ω,

d

dβ2
Lc “

d

dβ2
Γpβ2, cq ă 0. (2.21)

Com efeito, a partir de (2.18), temos que
?

2k

β2
“

1
a

β2
2 ´ 1

.

Nesses termos,

d

dβ2

˜

4
?
ω

a

β2
2 ´ 1

Kpkpβ2qq

¸

“
4
?

2
?
ωk

β2
K1pkq

d

dβ2
kpβ2q ` 4

?
ωKpkq

d

dβ2

ˆ

?
2k

β2

˙

“
4
?

2ω

β2

„

kk1K1pkq ` k1Kpkq ´
k

β2
Kpkq



,

em que, com certo abuso de notação, k1 :“ d
dβ2

kpβ2q. Com intuito de provarmos (2.21),

tendo em vista que 4
?

2ω
β2

ą 0, temos que provar que

kk1K1pkq ` k1Kpkq ´
k

β2
Kpkq ă 0.

Para tanto primeiro lembremos que, por [23, Fórmula p710.00q],

K1pkq “
Epkq ´ p1´ k2qKpkq

kp1´ k2q
, k P p0, 1q

e, além disso,
d

dβ2
kpβ2q “ ´

1
?

2pβ2
2 ´ 1q3{2

.

Dessa forma,

kk1K1pkq ` k1Kpkq ´
k

β2
Kpkq “

kk1 Epkq

kp1´ k2q
´

k

β2
Kpkq

“ ´
Epkq

?
2pβ2

2 ´ 1q3{2p1´ k2q
´

k

β2
Kpkq.
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Desse fato e em virtude de Epkq ą 0,Kpkq ą 0, pβ2
2 ´ 1q

3
2 p1´ k2q ą 0 e k

β2
ą 0 para todo

k P p0, 1q, segue que

kk1K1pkq ` k1Kpkq ´
k

β2
Kpkq ă 0,

como queríamos. Dessa maneira,

d

dβ2
Lc “

d

dβ2
Γpβ2, cq ă 0, @ pβ2, cq P Ω.

Portanto, pelo Teorema da Função Implícita ([125, Teorema 2-12]), existe um intervalo

Jpc0q Ă p´1, 1q, sendo uma vizinhança do valor c0 P p´1, 1q, e uma única função

Λ : Jpc0q Ñ p
?

2,8q de modo que

ΓpΛpcq, cq “ L, @ c P Jpc0q.

Como c0 P p´1, 1q “: I foi escolhido arbitrariamente, segue da unicidade da função Λ, que

podemos estender o seu domínio de definição em todo invervalo I “ p´1, 1q. Colecionando

todas as informações acima, podemos estabelecer os seguinte resultado.

Proposição 2.2 (Curva Suave de Ondas Cnoidais). Seja L ą 0 arbitrariamente fixado. Se

c P p´1, 1q, então existe um único β2 P p
?

2,8q tal que a onda cnoidal, dada por

ϕcpxq “ β2 cnpb x; kq, x P R (2.22)

em que

k2 “
β2

2

2β2
2 ´ 2

e b2 “
β2

2 ´ 1

ω
“
β2

2 ´ 1

1´ c2
,

é uma solução periódica para (2.10) com período minimal L ą 0. Adicionalmente, a curva

de soluções

c P I “ p´1, 1q ÞÝÑ ϕc “ ϕ P H2
perpr0, Lsq

é suave.

(a) Solução ϕ com k “ 0.9 e L “ 2π. (b) Solução ϕ com k “ 0.8 e L “ 10.

Figura 2.2: Comportamento de ϕ.
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Observação 2.3. Seja L ą 0 fixo. Para c P p´1, 1q a solução dada em (2.22) pode ser

escrita em termos do módulo k P
´

1?
2
, 1
¯

como

ϕcpxq “

?
2k

?
2k2 ´ 1

cn

ˆ

4 Kpkq

L
x; k

˙

.

De fato, uma vez que

k2 “
β2

2

2β2
2 ´ 2

P p0, 1q,

obtemos

β2 “

?
2k

?
2k2 ´ 1

, k P
´

1?
2
, 1
¯

.

Por outro lado,

L “
4
?
ω

a

β2
2 ´ 1

Kpkq “ 4 Kpkq
a

ωp2k2 ´ 1q “
4 Kpkq

b
,

implicando que

b “
4 Kpkq

L
, k P

´

1?
2
, 1
¯

.

Além disso, a velocidade da onda c P p´1, 1q e ω “ 1 ´ c2 P p0, 1s dependem de

k P
´

1?
2
, 1
¯

e são expressos por

c “ ˘
1

4

a

p´p2k2 ´ 1qp´32 Kpkq2k2 ` L2 ` 16 Kpkq2qq

p2k2 ´ 1qKpkq
(2.23)

e

ω “
1

16

L2

Kpkq2p2k2 ´ 1q
. (2.24)

˝

Figura 2.3: Comportamento de ω ą 0, com k P
´

1?
2
, 1
¯

e L “ 10.
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Observação 2.4. Se considerarmos c P p0, 1q, como dado em (2.23), então vemos que

c “
1

4

a

p´p2k2 ´ 1qp´32 Kpkq2k2 ` L2 ` 16 Kpkq2qq

p2k2 ´ 1qKpkq
ă 1

ô p´p2k2 ´ 1qp´32 Kpkq2k2 ` L2 ` 16 Kpkq2qq ă 16p2k2 ´ 1q2 Kpkq2

ô ´p´32 Kpkq2k2 ` L2 ` 16 Kpkq2q ă 16p2k2 ´ 1qKpkq2

ô 16p2k2 ´ 1qKpkq2 ´ L2 ă 16p2k2 ´ 1qKpkq2

ô ´L2 ă 0.

O que implica que o período L ą 0 pode ser escolhido em p0,8q Ă R, quando k P
`

1?
2
, 1
˘

.

˝

Observação 2.5. Devemos ressaltar que a solução ϕ com perfil cnoidal determinada na

Proposição 2.2 tem e propriedade de média zero, ou seja, pϕ, 1qL2 “ 0 e isso é um con-

sequência imediata de [23, Fórmula (312.01)]. ˝

2.2 Análise Espectral

Seja L ą 0 fixado. Para c P p´1, 1q, consideremos ϕ “ ϕc P H
8
perpr0, Lsq a solução

periódica com perfil cnoidal de (2.10) dada na Proposição 2.2. O nosso objetivo nessa

subseção é estudar o espectro não-positivo do operador linearizado

L : H2
perpr0, Lsq ˆH

1
perpr0, Lsq Ă L

2
perpr0, Lsq ÝÑ L

2
perpr0, Lsq

dado por

L “

¨

˝

´B2
x ´ 3ϕ2 ` 1 cBx

´cBx 1

˛

‚. (2.25)

O operador L em (2.25) é obtido considerando as quantidades conservada E e F de-

finidas em p2.5q e p2.7q, respectivamente. Sendo mais preciso, definindo o funcional de

Lyapunov G “ E´ cF , temos G1 “ E1´ cF 1 e, em razão de (2.6), (2.8) e (2.10), inferimos

que

G1pϕ, cϕ1q “

ˆ

ϕ´ ϕ3 ´ ϕ2

cϕ1

˙

´ c

ˆ

´cϕ2

ϕ1

˙

“

ˆ

´p1´ c2qϕ2 ` ϕ´ ϕ3

cϕ1 ´ cϕ1

˙

“

ˆ

0
0

˙

,

ou seja, pϕ, cϕ1q é um ponto crítico do funcional G. Ademais,

L » G2pϕ, cϕ1q (2.26)

em que » significa que estamos identificando o operador L com G2pϕ, cϕ1q por meio de

um isomorfismo de Riesz conveniente (detalhes em [124, Lema 3.3]) e ainda, por (2.10),

vemos que pϕ1, cϕ2q P KerpLq. Vemos também que como decorrência de (2.26) e do exposto

em [15, Página 92] que o operador L é um operador auto-adjunto, logo σpLq Ă R 1. De
1Veja [73, Teorema 10.4-2]
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forma complementar, o espectro de L é um conjunto discreto em R. Com efeito, primeiro

lembremos que, por (1.11), vale σpLq “ σdiscpLq Y σesspLq. Agora, dado ζ P ρpLq pela
definição do conjunto ρpLq, temos que o operador

Rpζq ” pL´ ζIdq´1 : L2
per Ñ H2

per ˆH
1
per Ă L

2
per

é bem definido e é limitado. Como as imersões H2
per ãÑ L2

per e H1
per ãÑ L2

per são com-

pactas (veja (1.2)) dada pfnqnPN Ă DpRpζqq limitada podemos extrair uma subsequência

convergente de ppL ´ ζIdq
´1pfnqqnPN Ă L

2
per, ou seja, Rpζq é um operador compacto.

Equivalentemente, L tem resolvente compacto. E por consequência de [65, Teorema 6.29,

Capítulo 3], inferimos que σesspLq “ H e σpLq “ σdiscpLq consistindo de autovalores isola-

dos, com multiplicidade finita. Em outras palavras, o espectro de L é um conjunto discreto

(e donde enumerável, veja [85, Corolário 2, Capítulo V, Seção 3]), como afirmado.

Na próxima subseção vamos explorar mais algumas propriedades espectrais úteis rela-

cionadas ao operador L em (2.25).

2.2.1 Propriedades Espectrais

As informações espectrais do operador L estão intimamente relacionadas com as do

operador L1 : H2
perpr0, Lsq Ă L2

perpr0, Lsq ÝÑ L2
perpr0, Lsq definido como

L1 “ ´ωB
2
x ´ 3ϕ2 ` 1, (2.27)

com ω “ 1 ´ c2 P p0, 1s. Com efeito, a forma quadrática associado ao operador L é dada

explicitamente por

Qpu, vq :“
`

Lpu, vq, pu, vq
˘

L2ˆL2

“
`

´ u2 ´ 3ϕ2u` u` cv1, u
˘

L2 `
`

´ cu1 ` v, v
˘

L2

“
`

´ u2 ´ c2u2 ` c2u2 ´ 3ϕ2u` u` cv1, u
˘

L2 `
`

´ cu1 ` v, v
˘

L2

“
`

´ p1´ c2qu2 ´ c2u2 ´ 3ϕ2u` u` cv1, u
˘

L2 `
`

´ cu1 ` v, v
˘

L2 (2.28)

“
`

´ p1´ c2qu2 ´ 3ϕ2u` u, u
˘

L2 `
`

´ c2u2 ` cv1, u
˘

L2 `
`

´ cu1 ` v, v
˘

L2

“

ż L

0

`

ωu12 ` u2 ´ 3ϕ2u2
˘

dx`
›

›cu1 ´ v
›

›

2

L2

“ Q1puq `
›

›cu1 ´ v
›

›

2

L2 , pu, vq P DpLq

em que

Q1puq :“

ż L

0

`

ωu12 ` u2 ´ 3ϕ2u2
˘

dx, @ u P H1
perpr0, Lsq

representa a forma quadrática associada ao operador L1. Desse modo, a ideia inicial é

estudar o espectro não-negativo do operador L1. E na sequência procederemos a fim de

contar o número de autovalores negativos do operador L e provar que seu núcleo é simples,

com KerpLq “ rpϕ1, cϕ2qs.
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Para começar observermos que derivando (2.10), obtemos

L1pϕ
1q “ ´ωϕ3 ` ϕ1 ´ 3ϕ2ϕ1 “ 0 (2.29)

isto é, λ “ 0 é autovalor de L1 com autofunção associada ϕ1. Na sequência, temos por

[15, Teorema 11.21] que L1 é auto-adjunto e sendo um operador de Hill, o Teorema de

Oscilação ([90, Teorema 2.1]) nos garante que o espectro de L1 é formado por uma sequência

pλnqnPN Ă R de autovalores que satisfaz

λ0 ă λ1 ď λ2 ă λ3 ď λ4 ă ¨ ¨ ¨ ă λ2n´1 ď λ2n ă ¨ ¨ ¨ , (2.30)

em que a igualdade λ2n´1 “ λ2n, para algum n P N, significa que o autovalor é duplo2.

Agora, de (2.29) é facilmente visto que ϕ1 P KerpL1q. Adicionalmente, a sequência dada

em (2.30) forma um conjunto discreto. Com efeito, é sabido, de (1.11), que ocorre a

decomposição espectral dada por σpL1q “ σdiscpL1q Y σesspL1q. E, como anteriormente,

usando a imersão compacta H2
per ãÑ L2

per, é possível provar que L1 tem resolvente com-

pacto. E por consequência de [65, Teorema 6.29, Capítulo 3], inferimos que σesspL1q “ H

e σpL1q “ σdiscpL1q consistindo de autovalores isolados (com multiplicidade finita) e, logo,

σpL1q é um conjunto discreto como afirmado. Por outro lado, como λ “ 0 P KerpL1q

podemos concluir em razão de [75, Teorema 4.4], que RpL1q Ă L2
per é um conjunto fechado.

Consequentemente, por [15, Observação B.29], é válido

KerpL1q “ RpL1q
K e KerpL1q

K “ RpL1q. (2.31)

Além disso, uma vez que ϕ1 tem exatamente dois zeros no intervalo semi-aberto r0, Lq3e

em virtude de [90, Teorema 2.14] (ou [48, Teorema 3.1.2]) temos que o zero é o segundo ou

terceiro autovalor de L1. O próximo resultado nos diz que o zero é na verdade o terceiro

autovalor.

Lema 2.6. Seja L ą 0 fixado. Se c P r0, 1q e ϕ “ ϕc P H
8
per é a solução cnoidal obtida

na Proposição 2.2, então o operador L1 em (2.27) tem exatamente 2 autovalores negativos

que são simples. O zero é um autovalor simples com autofunção associada ϕ1. Ademais, o

restante o espectro é constituído por um conjunto discreto de autovalores e limitado longe

do zero.

Demonstração. Inicialmente, consideremos o seguinte problema de fronteira associado ao

operador L1:
#

L1pfq “ λf

fp0q “ fpLq e f 1p0q “ f 1pLq,
(2.32)

com λ P R e f P H2
per. Conforme a Proposição 2.2, a solução ϕ P H8per pode ser escrita como

ϕpxq “ β2 cnpb x; kq, com x P R e k P
´

1?
2
, 1
¯

. Tendo em vista, para x P R, a transformação

2Mais informações acerca de L1 pode ser encontrado, por exemplo, em [103].
3Toda função ímpar e L-periódica tem dois zeros no intervalo r0, Lq, a saber x “ 0 e x “ L

2
.
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Ψpxq “ fpb´1xq temos que Ψ2pxq “ b´2f2pb´1xq. Assim,

L1pfq “ λf ñ ´ωf2 ´ 3ϕ2 ` f “ λf

ñ ´ωf2pb´1xq ´ 3β2
2cn2px; kq ` fpb´1xq “ λfpb´1xq, x P R

ñ ´ωf2 ´ 3β2
2p1´ sn2q ¨ f ` f “ λf

ñ
´pβ2

2 ´ 1q

b2
f2 ´ p3β2

2 ´ 1` λqf ` 3β2
2 sn2 f “ 0

ñ
f2

b2
`
p3β2

2 ´ 1` λq

β2
2 ´ 1

f ´
3β2

2

β2
2 ´ 1

sn2 f “ 0

Desse fato e como, de acordo com a Observação 2.3, temos

β2 “

?
2k

?
2k2 ´ 1

, k P
´

1?
2
, 1
¯

obtemos

L1pfq “ λf ñ
d2Ψ

dx2
`
`

ρ´ 6k2 sn2
˘

Ψ “ 0, k P
´

1?
2
, 1
¯

em que

ρ :“
λ` 3β2

2 ´ 1

β2
2 ´ 1

P R. (2.33)

Nesses termos, determinamos o seguinte problema equivalente a (2.32):
#

Ψ2 `
`

ρ´ 6k2 sn2
˘

Ψ “ 0

Ψp0q “ Ψp4Kq e Ψ1p0q “ Ψ1p4Kq
(2.34)

que é uma equação chamada Forma Jacobiana da Equação de Lamé, a qual é em um certo

sentido mais vantajoso de se lidar, pois tem autovalores ρ P R bem conhecidos, a saber,

(2.34) tem os 5 primeiros autovalores ρ P R conhecidos (veja, por exemplo [5] ou [66]) que,

para k P p0, 1q, são dados por

ρ0 “ 2p1` k2 ´
a

1´ k2 ` k4q (2.35)

ρ1 “ 1` k2 (2.36)

ρ2 “ 1` 4k2 (2.37)

ρ4 “ 4` k2 (2.38)

e ρ4 “ 2p1` k2 `
a

1´ k2 ` k4q (2.39)

que são todos simples e com autofunções dadas, respectivamente, como

φ0pxq “ k2sn2px; kq ´
1

3
p1` k2 `

a

1´ k2 ` k4q

φ1pxq “ psnpx; kqq1

φ2pxq “ pcnpx; kqq1

φ3pxq “ pdnpx; kqq1

e φ4pxq “ k2sn2px; kq ´
1

3
p1` k2 ´

a

1´ k2 ` k4q, @ x P R.
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Por outro lado, de (2.33), temos

λ “ β2
2ρ´ 3β2

2 ´ ρ` 1. (2.40)

Disso e dos valores ρi P R, i P t0, 1, 2, 3, 4u, em (2.35)-(2.39) determinamos que os 5

primeiros autovalores de L1 são dados por

λ0 :“
1´ 2k2 ´ 2

?
1´ k2 ` k4

2k2 ´ 1
, (2.41)

λ1 :“ ´
3k2

2k2 ´ 1
,

λ2 :“ 0,

λ3 :“
´3k2 ` 3

2k2 ´ 1
,

e λ4 :“
1´ 2k2 ` 2

?
1´ k2 ` k4

2k2 ´ 1
, (2.42)

para k P
´

1?
2
, 1
¯

, de modo que também são todos simples. Adicionalmente, as autofunções

associadas são dadas, respectivamente, como

f0pxq “ k2sn2pbx; kq ´
1

3
p1` k2 `

a

1´ k2 ` k4q, (2.43)

f1pxq “ psnpbx; kqq1,

f2pxq “ pcnpbx; kqq1,

f3pxq “ pdnpbx; kqq1,

e f4pxq “ k2sn2pbx; kq ´
1

3
p1` k2 ´

a

1´ k2 ` k4q, @ x P R. (2.44)

também para k P
´

1?
2
, 1
¯

.

De modo particular, vemos que os dois primeiros autovalores de L1, a saber λ0 P R
e λ1 P R são negativos e simples. Bem como o autovalor λ2 “ 0 também é simples com

autofunção ϕ1. Além disso, do fato já estabelecido que σpL1q “ σdiscpL1q, determinamos

que o restante do espectro é constituído por um conjunto discreto de autovalores e limitado

longe do zero. Dessa forma, concluímos o resultado. �

Observação 2.7. A partir do Lema 2.6, se h P H2
perpr0, Lsq é uma autofunção associada

a um autovalor negativo ´κ2 ă 0 de L1, então por (2.28) vemos que

Qph, ch1q “ Q1phq “ pL1h, hqL2 “ ´κ2
›

›h
›

›

2

L2 ă 0.

Mas, denotando por σ0 P R o menor (a saber, o primeiro) autovalor de L, pelo Teorema

Min-Max ([115, Teorema XIII.2]), temos que

σ0 “ min
pf,gqPDpLqzt0u

`

Lpf, gq, pf, gq
˘

L2ˆL2

}pf, gq|2
L2ˆL2

ď

`

Lph, ch1q, ph, ch1q
˘

L2ˆL2

}ph, ch1q}2
L2ˆL2

“
Q1phq

}ph, ch1q}2
L2ˆL2

ă 0,

o que implica σ0 ă 0 e que o número de autovalores negativos de L é pelo menos 1, isto é,

npLq ě 1. ˝
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Notemos que, dado f P H2
per,mpr0, Lsq, não necessariamente ocorre que L1 f P L

2
per,mpr0, Lsq.

Mas, se definirmos

L1Π f :“ L1f `
3

L

ż L

0
ϕ2f dx, @ f P H2

per,mpr0, Lsq (2.45)

então

L1Π : H2
per,mpr0, Lsq Ă L2

per,mpr0, Lsq Ñ L2
per,mpr0, Lsq (2.46)

está bem definido. De fato, para qualquer f P H2
per,mpr0, Lsq, temos que

ż L

0
L1Π f dx “

ż L

0
L1f dx`

ˆ
ż L

0
ϕ2f dx

˙

¨

ˆ
ż L

0

3

L
dx

˙

“ ´ω

ż L

0
f2 dx´ 3

ż L

0
ϕ2f dx`

ż L

0
f dx` 3

ż L

0
ϕ2f dx “ 0 (2.47)

ou em outros termos, L1Π f P L
2
per,mpr0, Lsq mostrando que L1Π está bem definido sobre

espaços de média zero da forma em (2.46). Adicionalmente, seguindo o descrito em [67,

Seção 5.3] não é difícil verificar que L1Π é um operador de restrição de L1, com espaço

admissível A1 :“ L2
per,mpr0, Lsq, espaço de restrição S1 :“ r1s Ă KerpL1q

K e matriz de

restrição

D1 :“ pL´1
1 1, 1qL2 . (2.48)

A partir desse ponto, estamos em posição de aplicar o Teorema do Índice ([67, Teorema

5.3.2]) que nos dá uma forma precisa de obter algumas propriedades espectrais úteis do

operador L1Π por meio do operador L1. Mais precisamente, pelo Teorema do Índice, temos

que

npL1Πq “ npL1q ´ n0 ´ z0 (2.49)

e

zpL1Πq “ zpL1q ` z0 (2.50)

em que n0 :“ npD1q e z0 :“ zpD1q. Ou equivalentemente,

n0 “

#

1, seD1 ă 0,

0, seD1 ě 0,
e z0 “

#

1, seD1 “ 0,

0, seD1 ‰ 0.
(2.51)

Observação 2.8. É conveniente observarmos que pelo fato de ϕ2 ser par e de ϕ1 ser ímpar

temos que essas funções são ortogonais em L2
per “ L2

per,e ‘ L2
per,o, isto é, pϕ2, ϕ1qL2 “ 0 e

como consequência ϕ1 P KerpL1Πq. Também, para todo f, g P H2
per,mpr0, Lsq,

pL1Π f, gqL2 “ pL1 f, gqL2 ` 3
Lpϕ

2, fqL2 ¨����pg, 1qL2
0 “ pL1 f, gqL2 .

Em particular, as formas quadráticas de L1Π e L1 coincidem sob o espaço H2
per,mpr0, Lsq.

˝

O próximo resultado nos dá uma informação espectral precisa do operador L1Π em

(2.45)-(2.46). Aqui e no que se segue, vamos apenas considerar o caso c P r0, 1q. O caso

restante pode ser analisado, por simetria, de forma similar.
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Lema 2.9. Seja L ą 0 fixado. Se ϕ P H8per é a solução cnoidal obtida na Proposição 2.2,

então existe c˚ P p0, 1q tal que:

(i) para todo c P r0, c˚q, o operador L1Π tem exatamente um autovalor negativo que é

simples. O zero é um autovalor simples com autofunção ϕ1;

(ii) Para todo c P pc˚, 1q, o operador L1Π tem exatamente dois autovalores negativos que

são simples. O zero é um autovalor simples com autofunção ϕ1;

(iii) Se c “ c˚, o operador L1Π tem exatemente um autovalor negativo que é simples e o

zero é um autovalor duplo.

Demonstração. Inicialmente, notemos que uma vez que a função

k P

ˆ

1
?

2
, 1

˙

ÞÑ c “

d

1´
1

16

L2

Kpkq2p2k2 ´ 1q
P r0, 1q

é crescente (veja (2.23) e Figura 2.3), é suficiente trabalharmos com o parâmetro

k P
´

1?
2
, 1
¯

em vez de c P r0, 1q. Consideremos o primeiro e o quinto autovalores λ0 ă 0 e

λ4 ą 0 de L1 dados em (2.41) e (2.42) com respectivas autofunções f0, f4 P H
8
per dadas em

(2.43) e (2.44), respectivamente.

Assim,

f0pxq ´ f4pxq “ ´
2

3

a

1´ k2 ` k4, x P R

e, consequentemente,

L1pλ4f0 ´ λ0f4q “ λ4L1pf0q ´ λ0L1pf4q

“ λ4λ0f0 ´ λ0λ4f4

“ λ0λ4pf0 ´ f4q

“ ´
2λ0λ4

3

a

1´ k2 ` k4,

ou seja,

´
3

2
?

1´ k2 ` k4
L1

ˆ

λ4f0 ´ λ0f4

λ0λ4

˙

“ 1. (2.52)

Então,

pL´1
1 1, 1qL2 “

ˆ

´
3pλ4f0 ´ λ0f4q

2
?

1´ k2 ` k4 λ0λ4

, 1

˙

L2

“ ´
3

2

λ4pf0, 1qL2 ´ λ0pf4, 1qL2
?

1´ k2 ` k4λ0λ4

. (2.53)

Em contrapartida, por [23, Fórmula (310.02)], determinamos que

pf0, 1qL2 “

ż L

0
k2sn2pbx; kq ´

1

3

´

1` k2 `
a

1´ k2 ` k4
¯

dx

“
4k2

b

ż Kpkq

0
sn2pu; kq du´

L

3

´

1` k2 `
a

1´ k2 ` k4
¯

“
4

b

`

Kpkq ´ Epkq
˘

´
L

3

´

1` k2 `
a

1´ k2 ` k4
¯
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e

pf4, 1qL2 “

ż L

0
k2sn2pbx; kq ´

1

3

´

1` k2 ´
a

1´ k2 ` k4
¯

dx

“
4k2

b

ż Kpkq

0
sn2pu; kq du´

L

3

´

1` k2 ´
a

1´ k2 ` k4
¯

“
4

b

`

Kpkq ´ Epkq
˘

´
L

3

´

1` k2 ´
a

1´ k2 ` k4
¯

o que implica

λ4pf0, 1qL2 ´ λ0pf4, 1qL2

“
4pλ4 ´ λ0q

b

`

Kpkq ´ Epkq
˘

´
Lpk2 ´ 1q

3
pλ4 ´ λ0q ´

λ4 ´ λ0

3
L
a

1´ k2 ` k4

“
4Lpλ4 ´ λ0q

4Kpkq

`

Kpkq ´ Epkq
˘

´
Lpk2 ´ 1q

3
pλ4 ´ λ0q ´

λ4 ´ λ0

3
L
a

1´ k2 ` k4

“
Lpλ4 ´ λ0q

Kpkq

`

Kpkq ´ Epkq
˘

´
Lpk2 ` 1q

3
pλ4 ´ λ0q ´

λ4 ` λ0

3
L
a

1´ k2 ` k4

“
2L
?

1´ k2 ` k4
`

Kpkq ´ 2Epkq
˘

p2k2 ´ 1qKpkq
, (2.54)

pois

λ4 ´ λ0 “
4
?

1´ k2 ` k4

2k2 ´ 1
, λ4 ` λ0 “

´4k2 ` 2

2k2 ´ 1
e b “

4Kpkq

L
.

Disso de (2.53), (2.54) e como

λ0λ4 “
´3

p2k2 ´ 1q2

temos bem definida (ver Observação 2.10) a quantidade

D1 “ pL´1
1 1, 1qL2 “

´3 ¨ 2L
?
k4 ´ k2 ` 1

`

Kpkq ´ 2Epkq
˘

2 ¨ p2k2 ´ 1qKpkq
?

1´ k2 ` k4
¨
p2k2 ´ 1q2

´3
(2.55)

“ ´
Lp2k2 ´ 1q

Kpkq
p2 Epkq ´Kpkqq .

Entretanto,

´
Lp2k2 ´ 1q

Kpkq
ă 0, @ k P

´

1?
2
, 1
¯

e, ainda,

Ep0q “ Kp0q “
π

2
,

Epkq ÝÑ 1, Kpkq ÝÑ 8, quando k Ñ 1

e
d

dk
pkEpkqq “ 2 Epkq ´Kpkq “: T pkq,

com

T 1pkq “ p1´ k
2qpEpkq ´Kpkqq ´ k2 Epkq

kp1´ k2q
ă 0,

para todo k P
´

1?
2
, 1
¯

, isto é, T : p0, 1q Ă R Ñ R é estritamente decrescente e contínua

(veja Figura 2.4).
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Desses fatos, garantimos a existência de um k˚ P
´

1?
2
, 1
¯

tal que k˚ » 0, 908 que

cumpre 2 Epk˚q ´Kpk˚q “ 0 e
#

2 Epkq ´Kpkq ą 0, se k P p0, k˚q

2 Epkq ´Kpkq ă 0, se k P pk˚, 1q .

Portanto,
#

D1 “ pL´1
1 1, 1qL2 ă 0, se k P

´

1?
2
, k˚

¯

D1 “ pL´1
1 1, 1qL2 ą 0, se k P pk˚, 1q .

(2.56)

Figura 2.4: Comportamento de T , com k P p0, 1q.

Para k P
´

1?
2
, k˚

¯

, a partir de (2.49), (2.50), e do Lema 2.6 inferimos que

npL1Πq “ 2´ 1´ 0 “ 1 e zpL1Πq “ 1` 0 “ 1

ou seja, L1Π tem apenas um autovalor negativo e o zero é um autovalor simples. Esse fato

estabelece o item (i). Por outro lado, para k P pk˚, 1q, obtemos

npL1Πq “ 2´ 0´ 0 “ 2 e zpL1Πq “ 1` 0 “ 1,

o que nos permite concluir (ii). Finalmente, em k “ k˚,

npL1Πq “ 2´ 0´ 1 “ 1 e zpL1Πq “ 1` 1 “ 2,

o que implica (iii). Para completar a prova, observemos que usando o valor explícito de

c P r0, 1q, em (2.23), resulta que o valor k˚ » 0, 908 define (veja Observação 2.4) unicamente

um valor

c˚ » 0, 16
a

36, 16´ 0, 64L2 P p0, 1q (2.57)

como enunciado. �

Observação 2.10. Devemos aqui salientar que a quantidade pL´1
1 1, 1qL2 P R que aparece

na Proposição 2.9 e em (2.48) é bem definida. De fato, primeiro lembremos que pelo

Lema 2.6, KerpL1q “ rϕ
1s, com ϕ1 ímpar. Por outro lado, de (2.31), temos que o operador
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L1 satistaz KerpL1q
K “ RpL1q. Ainda, é evidente que pϕ1, 1qL2 “ 0. Consequentemente,

1 P rϕ1sK “ KerpL1q
K “ RpL1q. O operador L1 : DpL1q Ă L2

per Ñ RpL1q é sobrejetor.

Mas, tal operador não é injetor, já que KerpL1q ‰ t0u. Dessa forma, temos que um

elemento f P DpL1q tal que L1pfq “ 1, isto é, L´1
1 1 “ f não é a priori unicamente

determinado. No entanto, uma vez que que L1 é invariante, ou seja, leva função par em

função par, vemos que f mencionada anteriormente é necessariamente uma função par.

Dessa forma, a fim de encontrarmos soluções f P DpL1q da equação L1pfq “ 1 é suficiente

considerarmos o operador restrito L1e : H2
per,e Ă L2

per,e Ñ RpL1q X L2
per,e, e nesse caso,

KerpL1eq “ t0u e assim L1e é um operador bijetor. Nesses termos, dada f P DpL1eq tal

que L1epfq “ 1, temos que tal função é unicamente determinada e, consequentente, a

quantidade pL´1
1e 1, 1qL2 “ pL´1

1 1, 1qL2 P R fica (unicamente) bem definida. ˝

Voltemos nossa atenção ao operador L definido em (2.25). Primeiramente, provemos o

seguinte resultado.

Lema 2.11. Seja L ą 0 fixado. Se c P r0, 1q e ϕ “ ϕc P H
8
per é a solução cnoidal obtida

na Proposição 2.2, então o núcleo de L é simples, com KerpLq “ rpϕ1, cϕ2qs.

Demonstração. Notemos que pf, gq P KerpLq se, e somente se,
#

´f2 ` f ´ 3ϕ2f ` cg1 “ 0 (2.58)

´cf 1 ` g “ 0 (2.59)

A partir de (2.59), temos que

g “ cf 1 ñ g1 “ cf2.

Substituindo a relação acima em (2.58), vemos que deve ocorrer que

0 “ ´f2 ` f ´ 3ϕ2f ` c2f2 “ ´p1´ c2qf2 ´ 3ϕ2 ` f “ L1pfq,

ou seja, f P KerpL1q. Pelo Lema 2.6, temos KerpL1q “ rϕ
1s. Logo, o par pf, gq P KerpLq é

unicamente determinado por f “ α0ϕ
1 e g “ α0 ¨ cf

1 “ α0 ¨ cϕ
2, para algum α0 P R. E o

resultado segue. �

Referente ao operador L temos também a seguinte proposição.

Proposição 2.12. Seja L ą 0 fixado. Se c P r0, 1q e ϕ P H8per é a solução cnoidal obtida

na Proposição 2.2, então o operador L, em (2.25), tem dois autovalores negativos que são

simples e o zero é o terceiro autovalor com autofunção pϕ1, cϕ2q. Além disso, o restante do

espectro é constituído por um conjunto discreto de autovalores e limitado longe do zero.

Demonstração. Para c “ 0, em virtude de (2.25), vemos que ω “ 1´ c2 “ 1 e

L “

¨

˝

´B2
x ´ 3ϕ2 ` 1 0

0 1

˛

‚“

¨

˝

L1 0

0 1

˛

‚. (2.60)
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Uma vez que o operador L, em (2.60), é diagonal e em razão do Lema 2.6, inferimos que4

npLq “ 2. Agora, segue pelo Lema 2.11, da finitude da quantidade de autovalores negativos

de L e da continuidade dos autovalores (veja [65, Capítulo 4, Seção 3.5]), em termos de

c P r0, 1q, que npLq “ 2 para todo c P r0, 1q. Esse fato juntamente com o Lema 2.11 e o

fato já estabelecido que σpLq Ă R é um conjunto discreto provam o desejado. �

Em resumo, partir do Lema 2.11 e Proposição 2.12 estabelecemos algumas propriedades

espectrais úteis no que diz respeito o operador L, a saber,

npLq “ 2 e zpLq “ 1, com KerpLq “ rpϕ1, cϕ2qs.

Em posse dessas informações, na sequência nosso objetivo é aplicar o Teorema do Índice

no operador auto-adjunto L, dado em (2.25). Para esse fim, primeiramente, com a mesma

motivação da definição do operador L1Π em (2.45)-(2.46), definamos

LΠ

ˆ

f
g

˙

“ L
ˆ

f
g

˙

`

¨

˝

3
Lpϕ

2, fqL2

0

˛

‚, @ pf, gq P H2
per,m ˆH

1
per,m, (2.61)

então, analogamente ao feito em (2.47), é possível mostrar que

LΠ : H2
per,m ˆH

1
per,m Ă L2

per,m ˆ L
2
per,m Ñ L2

per,m ˆ L
2
per,m (2.62)

está bem definido. E mais ainda, seguindo o explanado em [67, Seção 5.3], afirmamos

que LΠ é um operador de restrição associado ao operador L. Para mostrarmos tal fato,

inicialmente com a intenção de simplificarmos a notação denotemos por X :“ L2
per ˆL

2
per.

Fixemos o espaço admissível

A :“ L2
per,m ˆ L

2
per,m “

 

pf, gq P L2
per ˆ L

2
per ; pf, 1qL2 “ pg, 1qL2 “ 0

(

“ rp1, 0q, p0, 1qsK.

Notemos que A Ă X . Dessa forma, se Π : X ÝÑ RpΠq Ă X é a projeção ortogonal

agindo em X , então ΠpX q “ A, pois em decorrência de [16, Propriedade 1, Página 284] o

subespaço A Ă X é fechado, de modo que X “ A‘AK (veja também [15, Exemplo B.3]).

Além disso, definamos S :“ AK Ă X . Por [73, Lema 3.3-6], vemos que

S “ AK “
`

rp1, 0q, p0, 1qsK
˘K
“ rp1, 0q, p0, 1qs.

Afirmação. Temos que S Ă KerpLqK.
De fato, primeiro lembremos que pelo Lema 2.11, KerpLqK “ rpϕ1, cϕ2qsK, c P p´1, 1q.

Agora, seja pp, qq P S “ rp0, 1q, p1, 0qs arbitrário. Assim, existem α, β P R tais que

pp, qq “ βp0, 1q ` αp1, 0q “ pα, βq.

Observemos que pelo fato de que ϕ1, ϕ2 P L2
per,m obtemos, para todo γ P R,

`

pp, qq, γpϕ1, cϕ2q
˘

X “
`

pα, βq, γpϕ1, cϕ2q
˘

X “ αγ ¨ pϕ1, 1qL2 ` βγ ¨ pϕ2, 1qL2 “ 0

4Veja Lei da Inércia de Sylvester em [112, Teorema 4.3].
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o que implica que pp, qq P KerpLqK. Por conseguinte, S Ă KerpLqK, como afirmado, e de

modo que S “ AK é o espaço restrição de A.

Assim, uma vez que ΠpX q “ L2
per,m ˆ L2

per,m e DpLq XA “ H2
per,m ˆH1

per,m podemos

escrever LΠ : DpLΠq “ DpLq X A Ă ΠpX q ÝÑ ΠpX q, isto é, LΠ é um operador restrição

associado com A, como afirmado. Nesses termos, a matriz restrição associada a LΠ toma

a forma

D “

»

–

pL´1p1, 0q, p1, 0q qL2 pL´1p1, 0q, p0, 1q qL2

pL´1p1, 0q, p0, 1q qL2 pL´1p0, 1q, p0, 1q qL2

fi

fl . (2.63)

Além disso, da mesma forma que em (2.49) e (2.50), o Teorema do Índice ([67, Teorema

5.3.2]) nos permite estabelecer que

npLΠq “ npLq ´N0 ´ Z0 (2.64)

e

zpLΠq “ zpLq ` Z0, (2.65)

em que N0 :“ npDq e Z0 :“ zpDq, dependem do sinal do determinante da matriz D, pois

como consequência do contido em [83, página 270] temos detpDq “ µ1µ2, sendo µ1, µ2 P R
os autovalores da matriz D e dessa forma,

N0 “

#

1, se detpDq ă 0

0, se detpDq ě 0
e Z0 “

#

1, se detpDq “ 0

0, se detpDq ‰ 0.
(2.66)

Observação 2.13. Convém observarmos que como já justificado na Observação 2.8, temos

que pϕ2, ϕ1qL2 “ 0 e como consequência pϕ1, cϕ2q P KerpLΠq. E de modo análogo ao feito

na Observação 2.8, é possível mostrar que as formas quadráticas dos operadores LΠ e L
coincidem sob o espaço H2

per,mˆH
1
per,m, bem como sob o espaço H2

per,mˆH
1
per. Informação

a qual é crucial no nosso contexto, a saber, o de estudarmos estabilidade orbital sobre

um espaço periódico de Sobolev composto de funções com média zero (conveniente) e de

podermos aplicarmos a teoria de estabilidade/instabilidade de [56]. ˝

De modo a contar o número de autovalores negativos do operador LΠ, em (2.61)-(2.62),

precisamos usar o Lema 2.9.

Proposição 2.14. Seja L ą 0 fixado. Se ϕ P H8per é a solução cnoidal obtida na Proposição

2.2, então existe c˚ P p0, 1q tal que:

(i) para todo c P r0, c˚q, o operador LΠ tem exatamente 1 autovalor negativo que é

simples. Zero é um autovalor simples com autofunção pϕ1, cϕ2q;

(ii) Para todo c P pc˚, 1q, o operador LΠ tem exatamente 2 autovalores negativos que são

simples. Zero é um autovalor simples com autofunção pϕ1, cϕ2q;

(iii) Se c “ c˚, o operador LΠ tem um autovalor negativo que é simples e o zero é um

autovalor duplo.
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Demonstração. Em primeiro lugar, dado c P r0, 1q, definamos

f̃ :“ ´
3

2
?

1´ k2 ` k4

ˆ

λ4f0 ´ λ0f4

λ0λ4

˙

e g̃ :“ 1` cf̃ 1.

Em razão de (2.52) vemos que L´1
1 1 “ f̃ . Por outro lado, associado ao operador LΠ

temos a matriz de restrição D definida em (2.63). Observemos que pf, gq P DpLq é tal que

Lpf, gq “ p1, 1q se, e somente se,

ˆ

´f2 ´ 3ϕ2f ` f ` cg1

´cf 1 ` g

˙

“

ˆ

1
1

˙

ô

#

´f2 ´ 3ϕ2f ` f ` cg1 (2.67)

´cf 1 ` g “ 1 (2.68)

De (2.68), temos

´cf2 ` g1 “ 0 ô ´c2f2 ` cg1 “ 0 ô cg1 “ c2f2

e substituindo em (2.67), vemos que

´f2 ´ 3ϕ2f ` f ` c2f2 “ 1 ô pc2 ´ 1qf2 ´ 3ϕ2f ` f “ 1

ô ´ωf2 ´ 3ϕ2f ` f “ 1

ô L1 f “ 1

ô f “ f̃ e g “ 1` cf̃ 1 “ g̃.

Em outras palavras, Lpf̃ , g̃q “ p1, 1q. Assim, em virtude dos fatos que

p1, 1q “ 1p1, 0q ` 1p0, 1q, L´1p1, 0q “ L´1p1, 1q ´ L´1p0, 1q e L´1p0, 1q “ p0, 1q

deduzimos que as entradas da matriz D, em (2.63), são dadas explicitamente por

a11 :“ pL´1p1, 0q, p1, 0q qL2 “ pL´1p1, 1q ´ L´1p0, 1q, p1, 0q qL2

“ pL´1p1, 1q, p1, 0q qL2 ´ pL´1p0, 1q, p1, 0q qL2 (2.69)

“ p pf̃ , g̃q, p1, 0q qL2 ´ p p0, 1q, p1, 0q qL2

“ pf̃ , 1qL2 ,

a12 “ a21 :“ pL´1p1, 0q, p0, 1q qL2 “ pL´1p1, 1q ´ L´1p0, 1q, p0, 1q qL2

“ pL´1p1, 1q, p0, 1q qL2 ´ pL´1p0, 1q, p0, 1q qL2

“ p pf̃ , g̃q, p0, 1q qL2 ´ p p0, 1q, p0, 1q qL2 (2.70)

“ pg̃, 1qL2 ´ p1, 1qL2

“ p1, 1qL2 ´ p1, 1qL2 “ 0

e

a22 :“ pL´1p0, 1q, p0, 1q qL2 “ p p0, 1q, p0, 1q qL2 “ p1, 1qL2 “ L. (2.71)
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De (2.69), (2.70), (2.71) e (2.55), obtemos

detpDq “ a11 ¨ a22 “ L ¨ pf̃ , 1qL2 “ L ¨ pL´1
1 p1q, 1qL2 “ L ¨D1,

em que a quantidade D1 P R é dada em (2.48) e tem o seu comportamento descrito em

(2.56). Desse modo, o resultado segue por uma aplicação direta do Lema 2.11, Proposição

2.12, de (2.64), (2.65) e (2.66). Desse modo, vale destacar que o c˚ P p0, 1q enunciado é o

mesmo dado em (2.57). �

Observação 2.15. A respeito das quantidades pL´1p1, 0q, p1, 0qqL2 , pL´1p1, 0q, p0, 1qqL2 P

R e pL´1p0, 1q, p0, 1qqL2 P R que aparecem no Teorema 2.14, comentários análogos aos

desenvolvidos na Observação 2.10 são válidos. ˝

2.3 Instabilidade Orbital das Ondas Cnoidais

A finalidade dessa seção é determinar um resultado de estabilidade orbital baseado na

clássica teoria de Grillakis-Shatah-Strauss contida em [56] para as ondas periódicas com

perfil cnoidal ϕ P H8per dadas em p2.22q para a equação de Klein-Gordon (2.1). Seja L ą 0

fixo e consideremos o espaço energia restrito Xm :“ H1
per,mpr0, Lsq ˆ L2

per,mpr0, Lsq Ă X.

É bem sabido que a equação (2.1) é invariante por translações. Assim, podemos definir,

para x, r P R e U “ pu, vq P Xm a simetria de translação explicitamente como

TrUpxq “ pupx` rq, vpx` rqq.

No que segue, para c P p´1, 1q, definimos Φ :“ pϕ, cϕ1q.

Na sequência, precisamos formalizar o conceito de estabilidade orbital em nosso con-

texto.

Definição 2.16 (Estabilidade Orbital). A onda periódica Φ P Xm é dita orbitalmente

estável se, dado ε ą 0, existe δ ą 0 com a seguinte propriedade: se pu0, v0q P Xm satisfaz
›

›pu0, v0q ´ pϕ, cϕ
1q
›

›

X
ă δ e ~u “ pu, utq é uma solução de (2.1) no intervalo r0, t0q, para

algum t0 ą 0, com ~up0q “ pu0, v0q, então ~u pode ser continuada em 0 ď t ă 8 e

sup
tPR`

inf
rPR

›

›~uptq ´TrΦ
›

›

X
ă ε.

Caso contrário, Φ é dita orbitalmente instável. Em particular, isso aconteceria no caso de

soluções que não podem ser continuadas.

Antes de prosseguirmos no estudo da estabilidade orbital, precisamos dar atenção a

boa colocação da equação (2.1).

2.3.1 Boa Colocação

Como podemos ver na Definição 2.16, para conseguirmos determinar um resultado de

estabilidade orbital precisamos antes estabelecer um resultado de boa colocação associado
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com a equação de Klein-Gordon (2.1), isto é, um resultado de boa colocação associado ao

problema de Cauchy
$

’

&

’

%

utt ´ uxx ` u´ u
3 “ 0

upx, 0q “ u0pxq

utpx, 0q “ v0pxq, px, tq P Rˆ R`,
(2.72)

com pu0, v0q P Y e Y Ă X apropriado. E isso será feito fazendo uso da bem conhecida

Teoria do Poço de Potencial (para detalhes adicionais veja [32], [86, Capítulo 1] e [128]).

Primeiramente, para L ą 0 e ω “ 1 ´ c2 P p0, 1s fixados, consideremos o funcional Pω :

H1
per,mpr0, Lsq ÝÑ R dado por

Pωpuq “
1

2

ż L

0
ωu2

x ` u
2dx´

1

4

ż L

0
u4 dx “

ω

2
}u}2H1

per,m
`

1

2
}u}2L2 ´

1

4
}u}4L4 . (2.73)

Aqui, em virtude de (1.10),

}u}H1
per,m

“ }∇u}L2 “ }ux}L2 , @ u P H1
per,m. (2.74)

Para um L ą 0 fixado, uma função ϕ é solução equação diferencial ordinária associada

à equação de Klein-Gordon se, e somente se, ϕ P H1
per,mzt0u e P 1ωpϕq “ 0, isto é, ϕ é um

ponto crítico (não-trivial) de Pω (ver [81, página 7]). Logo, como tais pontos críticos Pω em

H1
per,m são únicos, vemos que são dados em termos das soluções cnoidais como em (2.22).

Relacionado com o funcional Pω em p2.73q, temos a Variedade de Nehari

N “

"

u P H1
per,mzt0u;

ż L

0
ωu2

x ` u
2dx “

ż L

0
u4 dx

*

.

De modo análogo a [81, Teorema 3.5, Lema 3.6 e Corolário 3.7] é possível provar que

o funcional Pω satisfaz as hipóteses do Teorema do Passo da Montanha ([105, Teorema

1.15]). Além disso, a quantidade

dω :“ inf
vPH1

per,mzt0u
max
tPR`

Pωptvq (2.75)

é um nível crítico do functional Pω.

Na sequência provaremos um resultado relacionado a quantidade definida em (2.75).

Lema 2.17. Seja ω P p0, 1s e dω P R a quantidade definida em (2.75). Existe c: P p0, 1q

tal que se c P p0, c:q e ω “ 1´ c2 P p0, 1s, então dω ă 8 e dω ą 0.

Demonstração. Inicialmente, observemos que usando resultado clássicos contidos em [105,

Capítulo 4] (veja também [81, Proposição 3.12]), temos que

dω “ min
vPN

Pωpvq “ Pωpϕωq.

Em contrapartida, notemos que ϕ “ ϕω P H
1
per,m e

Pωpϕωq “
ω

2

ż L

0
pϕ1pxqq2 dx`

1

2

ż L

0
ϕ2pxq dx´

1

4

ż L

0
ϕ4pxq dx. (2.76)
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No que segue k P
´

1?
2
, 1
¯

.

Agora, fazendo uma mudança de variável, usando as expressões explícitas da Observa-

ção 2.3 e as fórmulas p731.02q e p361.02q de [23], obtemos que

I1pkq :“

ż L

0
pϕ1pxqq2 dx “

2k2

2k2 ´ 1

4 Kpkq

L

ż 4 Kpkq

0
sn2pu; kqdn2pu; kq du

“
2k2

2k2 ´ 1

16 Kpkq

L

ż Kpkq

0
sn2pu; kqdn2pu; kq du (2.77)

“
32 Kpkq

3p2k2 ´ 1qL

´

p2k2 ´ 1qEpkq ` p1´ k2qKpkq
¯

.

Na sequência, observemos que uma mudança de variável, a Observação 2.3 e a fórmula

p312.02q de [23] nos permitem escrever

I2pkq :“

ż L

0
pϕpxqq2 dx “

2k2

2k2 ´ 1

L

4Kpkq

ż 4Kpkq

0
cn2pu; kq du

“
2k2

2k2 ´ 1

L

Kpkq

ż Kpkq

0
cn2pu; kq du (2.78)

“
2k2

2k2 ´ 1

L

Kpkq

1

k2

`

Epkq ´ p1´ k2qKpkq
˘

.

De modo análogo, por [23, Fórmula p312.04q], temos que

I3pkq :“

ż L

0
pϕpxqq4 dx “

4k4

p2k2 ´ 1q2
¨

L

4Kpkq

ż 4Kpkq

0
cn4 pu; kq du

“
4Lk4

p2k2 ´ 1q2

ż Kpkq

0
cn4 pu; kq du (2.79)

“
4L

3p2k2 ´ 1q2

”

p2´ 3k2qp1´ k2qKpkq ` 2p2k2 ´ 1qEpkq
ı

.

De (2.76)-(2.79) e da forma explícita de ω P p0, 1s em (2.24), segue que

Pωpϕωq “
ω

2
I1pkq `

1

2
I2pkq ´

1

4
I3pkq

“ ´
L pK pkq ´ 2q

``

k4 ´ 5
3 k

2 ` 2
3

˘

K pkq ` E pkq
`

4
3 k

2 ´ 2
3

˘˘

K pkq p2 k2 ´ 1q2
(2.80)

“
?
ω ¨ P1pϕ1q.

Além disso, por (2.80), vemos que Pωpϕωq “ 0 se, e somente se,

P1pϕ1q “ ´
4 pK pkq ´ 2q

``

k4 ´ 5
3 k

2 ` 2
3

˘

K pkq ` E pkq
`

4
3 k

2 ´ 2
3

˘˘

3 p2 k2 ´ 1q3{2
“ 0

isto é, se, e somente se, K pkq ´ 2 “ 0, o que ocorre se, e somente se,

k: :“ k » 0.802 P
´

1?
2
, k˚

¯

. (2.81)

Usando a expressão explícita para c P r0, 1q em (2.23), obtemos que o valor k: » 0.802,

em (2.81), define (veja Observação 2.4) unicamente um valor c: ą 0 dado por

c: » 0.43
a

5.24´ 0.28L2 (2.82)
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e de modo que c: ă c˚, em que c˚ ą 0 é dado em (2.57).

Como

lim
kÑ 1?

2

`
Pωpϕωq “ 8,

vemos, para um c P
`

0, c:
˘

e ω “ 1´ c2 fixados, que dω “ Pωpϕωq ą 0 (veja Figura 2.5).

Figura 2.5: Comportamento de Pωpϕωq, com k P
´

1?
2
, 1
¯

.

Consequentemente, por p2.75q, temos Pωpϕωq ď P1pϕ1q de forma que

dω “
?
ωd1 ď d1 ă 8 @ k P

´

1?
2
, k:

¯

.

ou, equivalentemente, dω ă 8 para todo ω “ 1´ c2 P p0, 1s, com c P
“

0, c:
˘

.

�

Tendo em vista do Lema 2.17, para c P p0, c:q e ω “ 1´ c2 P p0, 1s, podemos definir

Wω “

!

u P H1
per,m ; 0 ď Pωpλuq ă dω, @ λ P r0, 1s

)

. (2.83)

Aqui, o conjunto Wω Ă H1
per,m é denominado Poço de Potencial. Observemos que, uma

vez que λθ P r0, 1s, para todos λ, θ P r0, 1s, temos que se u PWω, então θu PWω também.

Ainda, convém lembrarmos que são válidas as imersões H1
per,m ãÑ H1

per ãÑ L4
per ãÑ L2

per

(veja (1.4) e (2.74)) e, em particular, existem c0, c1 ą 0 de modo que

}u}L4 ď c0}u}H1
per,m

, @ u P H1
per,m (2.84)

e

}u}L2 ď c1}u}H1
per,m

, @ u P H1
per,m. (2.85)

Lema 2.18. Sejam c P p0, c:q e ω “ 1´ c2 P p0, 1s fixos. Se ρ ą 0 é tal que

ρ ă
2
?
ω

c2
1

e
ω

2
ρ2 `

c2
1

2
ρ2 ă dω

e se definirmos B :“
 

u P H1
per,m ; }u}H1

per,m
ă ρ

(

, então B ĂWω.
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Demonstração. Seja u P B qualquer. Afirmamos que para todo λ P r0, 1s,

0 ď Pωpλuq ă dω. (2.86)

Com efeito, consideremos

Pωpλuq “
λ2ω

2
}u}2H1

per,m
`
λ2

2
}u}L2 ´

λ4ω

4
}u}L4 .

Notemos que em virtude de (2.84), podemos escrever

Pωpλuq ě
λ2ω

2
}u}2H1

per,m
`
λ2

2
}u}L2 ´

λ4

4
c4

1}u}
4
H1

per,m

“
λ2

2
}u}2H1

per,m

ˆ

ω ´
λ4

4
c4

1}u}
2
H1

per,m

˙

`
λ2

2
}u}2L2 .

Desse modo, Pωpλuq ě 0 desde que

ω ´
λ4

4
c4

1}u}
2
H1

per,m
ě 0. (2.87)

Contudo, uma vez que λ P r0, 1s, em particular λ ď 1, inferimos

ω ´
c4

1

4
}u}2H1

per,m
ď ω ´

λ4

4
c4

1}u}
2
H1

per,m
.

Assim, para que (2.87) ocorra é suficiente que

ω ´
c4

1

4
}u}2H1

per,m
ě 0 ô ´

c4
1

4
}u}2H1

per,m
ě ´ω ô }u}2H1

per,m
ď

4ω

c4
1

.

Mas, u P B e, donde,

}u}H1
per,m

ă ρ ă
2
?
ω

c2
1

ô }u}2H1
per,m

ă
4ω

c4
1

e, consequentemente,

Pωpλuq ě 0. (2.88)

Por outro lado, como em particular λ ď 1, obtemos em razão de (2.85) que

Pωpλuq ď
λ2ω

2
}u}H1

per,m
`
λ2

2
}u}2L2 ď

ω

2
}u}H1

per,m
`

1

2
}u}2L2 ď

ω

2
}u}2H1

per,m
`
c2

1

2
}u}2H1

per,m

e já que u P B, isto é, }u}H1
per,m

ă ρ, com ω
2 ρ

2 `
c21
2 ρ

2 ă dω, segue que

Pωpλuq ă dω. (2.89)

De (2.88) e (2.89), segue portanto (2.86) e, por conseguinte, B ĂWω. �

Lema 2.19. Sejam c P p0, c:q e ω “ 1´ c2 P p0, 1s fixos. Se

W‹ :“

"

u P H1
per,m ;

ż L

0
ωu2

x ` u
2 dx ą

ż L

0
u4 dx e Pωpuq ă dω

*

então Wω “W‹ YB, em que B Ă H1
per,m é a bola definida no Lema 2.18.
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Demonstração. Análogo a [86, Lemma 2.4], em que prova-se que Wω “ W‹ Y t0u e nesse

caso, pelo Lema 2.18, Wω “Wω YB “W‹ Y t0u YB “W‹ YB, pois 0 P B. �

Uma consequência importante do Lema 2.19 é o seguinte corolário.

Corolário 2.20. Sejam c P p0, c:q e ω “ 1 ´ c2 P p0, 1s fixos. O conjunto Wω Ă H1
per,m

definido em (2.83) é aberto e limitado.

Demonstração. Comecemos provando que Wω é aberto. Para tanto, consideremos os fun-

cionais L, J : H1
per,m ÝÑ R dados por

Lpuq “ ω}u}2H1
per,m

` }u}2L2 ´ }u}
4
L4

e

Jpuq “
ω

2
}u}2H1

per,m
`

1

2
}u}2L2 ´

1

4
}u}4L4 .

Claramente, os funcionais L e J são contínuos e

WL “
 

u P H1
per,m ; Lpuq ą 0

(

“ L´1p0,8q

e

WJ “
 

u P H1
per,m ; Jpuq ă dω

(

“ J´1p´8, dωq

donde WL,WJ Ă H1
per,m são abertos, pois são imagens inversas de abertos por funções

contínuas ([73, Teorema 1.3-4]). Notemos ainda queW‹ “WLXWJ e, assim,W‹ Ă H1
per,m

é aberto. Por outro lado, pela Lema 2.19,Wω “W‹YB, com B Ă H1
per,m aberto. Portanto,

Wω Ă H1
per,m é aberto.

Provemos agora que o poço de potencialWω é limitado, ou seja, que existe r ą 0 tal que

Wω Ă Bp0, rq :“ tu P H1
per,m ; }u}H1

per,m
ă ru. Para tanto, seja u P Wω qualquer. Pelo

Lema 2.19, u P Wω “ W‹ Y B. Dessa forma, se u P B então o resultado segue para

r “ ρ ą 0. Agora, se u PW‹, então em particular

ω}u}2H1
per,m

` }u}2L2 ´ }u}
4
L4 ą 0 ñ ´}u}4L4 ą ´

´

ω}u}2H1
per,m

` }u}2L2

¯

.

Logo,

Pωpuq “
ω

2
}u}2H1

per,m
`

1

2
}u}2L2 ´

1

4
}u}4L4

ą
ω

2
}u}2H1

per,m
`

1

2
}u}2L2 ´

1

4

´

ω}u}2H1
per,m

` }u}2L2
per

¯

“
ω

4
}u}2H1

per,m
`
ω

4
}u}2L2

ě
ω

4
}u}2H1

per,m

e, donde,

}u}2H1
per,m

ă
4

ω
Pωpuq ă

4

ω
dω ñ }u}H1

per,m
ă 2

?
dω
?
ω

e nesse caso o resultado segue para r “ 2
?
dω?
ω
ą 0.

Em todo caso, o resultado segue para r “ max
!

2
?
dω?
ω
, ρ
)

ą 0. Portanto,Wω é limitado

em H1
per,m. �
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O exposto acima nos coloca em condições de enunciar o nosso resultado de boa colo-

cação.

Teorema 2.21 (Boa Colocação). O problema de Cauchy associado com (2.1), é global-

mente bem colocado em Xm “ H1
per,m ˆ L2

per,m. Mais precisamente, existe c: P p0, 1q tal

que se c P r0, c:q e 1 ´ c2 “ ω P p0, 1s então para cada dado inicial u0 P Wω e v0 P L
2
per,m

em (2.72) satisfazendo
1

2
||v0||

2
L2 ` P1pu0q ă dω, (2.90)

com dω ą 0 dado em (2.75) e Wω Ă H1
per,m é o conjunto em (2.83), existe uma única

solução fraca u P CpR`, H1
per,mq para o problema (2.72) tal que ut P CpR`, L2

per,mq. Além

disso, para cada T ą 0, existe uma vizinhança V Ă Xm de pu0, v0q tal que a aplicação

dado-solução

pũ0, ṽ0q P V Ă Xm ÞÝÑ pu, utq P Cpr0, T s, Xmq

é contínua.

Demonstração. Consideremos c: P p0, 1q dado em (2.82) e ω “ 1 ´ c2 P p0, 1s, para

c P r0, c:q, o que torna bem definido o poço de potencial Wω Ă H1
per,m em (2.83). A

demonstração segue do Método de Galerkin5 juntamente com o Método do Poço de Po-

tencial. De fato, primeiramente lembremos que H1
per é separável6, logo por [22, Proposição

3.25] o subespaço H1
per,m também o é. Como consequência, existe pwjqjPN Ă H1

per,m tal que

rpwjqjPNs “ H1
per,m. Com tal sequência é possível construir uma outra (a qual continuare-

mos denotando por pwjqjPN) de modo que existem pu0,mqmPN ĂWω e pu1,mqmPN Ă H1
per,m

tais que
$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

u0,m ÝÑ u0 em H1
per,m

u1,m ÝÑ u1 em L2
per,m

u0,m, u1,m P Vm :“ rw1, w2, ¨ ¨ ¨ , wms, m P N
1
2}u1,m}L2 ` P1pu0,mq ă dω, m P N.

Dessa forma, para cada m P N fixado, existe umptq P Vm, com t P p0, Tmq e Tm ą 0, tal

que soluciona o problema aproximado
$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

pu2mptq, wjqL2 ` p∇umptq,∇wjqL2 ` pumptq, wjqL2 ´ pu3
mptq, wjqL2 “ 0

ump0q “ u0,m “

m
ÿ

j“1

αjmwj , αjm “ pu0, wjqL2

u1mp0q “ u1,m “

m
ÿ

j“1

βjmwj , βjm “ pu1, wjqL2 , j P t1, 2, ¨ ¨ ¨ ,mu.

(2.91)

Assim, o Teorema de Carathéodory ([37, Capítulo 2, Teorema 1.1]) pode ser usado para

garantir que (2.91) tem uma solução absolutamente contínua dada por um, para cada

m P N, definida em r0, Tmq, para algum Tm ą 0. Precisamos mostrar as estimativas a

priori para concluir que, para todo T ą 0 e m P N, podemos considerar T “ Tm.
5Para mais detalhes [47, Seção 7.1.2] e [70, Seção 3.4].
6Segue do teorema da Seção 4.9.3 de [107].
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Recordemo-nos que estamos no contexto em que ω P p0, 1s. No caso ω “ 1 o restante

da prova segue de maneira idêntica a [86, Capítulo 1, página 32] de modo a podermos esta-

belecer a existência de uma solução fraca u P L8p0, T ;H1
per,mq, com ut P L

8p0, T ;L2
per,mq,

para todo T ą 0. Para o caso ω P p0, 1q precisamos fazer algumas ligeiras modifica-

ções. A estimativa a priori para obter a existência global de soluções no tempo pode

ser obtida de maneira usual. Com efeito, como para todo m P N e t P r0, Tms, é valido

Epumptq, u
1
mptqq “ Epu0,m, u1,mq, então temos

1

2
}∇umptq}2L2 “ Epu0,m, u1,mq ´

1

2
}umptq}

2
L2 ´

1

2
}u1mptq}

2
L2 `

1

4
}umptq}

4
L4

ď Epu0,m, u1,mq `
1

4
}umptq}

4
L4 ´

1

2
}umptq}

2
L2 . (2.92)

Lembremos que u0,m P Wω, logo7 umptq P Wω “ W‹ Y t0u (veja Lema 2.19) para todo

t P r0, Tms, isto é,

ω

ż L

0
p∇umptqq2 dx`

ż L

0
u2
mptq dx ą

ż L

0
u4
mptq dx

o que implica

}umptq}
4
L4 ă ω}∇umptq}2L2 ` }umptq}

2
L2 ñ

1

4
}umptq}

4
L4 ă

ω

4
}∇umptq}2L2 `

1

4
}umptq}

2
L2 .

Disso e de (2.92), vem que

1

2
}∇umptq}2L2 ă Epu0,m, u1,mq `

ω

4
}∇umptq}2L2 `

1

4
}umptq}

2
L2 ´

1

2
}umptq}

2
L2

“ Epu0,m, u1,mq `
ω

4
}∇umptq}2L2 ´

1

4
}umptq}

2
L2

ď Epu0,m, u1,mq `
ω

4
}∇umptq}2L2 ,

em que Epu0,m, u1,mq ą 0, pois u0,m PWω. Assim, da última desigualdade, obtemos

}∇umptq}L2 ă
1

a

1´ ω
2

b

2Epu0,m, u1,mq,

e tendo em vista que a norma de H1
per,m é dada pela norma do gradiente (veja (2.74))

inferimos que

}umptq}H1
per,m

ă
1

a

1´ ω
2

b

2Epu0,m, u1,mq ď c0, @ m P N (2.93)

para algum c0 ą 0. Consequentemente, pumqmPN é limitada em L8p0, T ;H1
per,mq, para

todo T ą 0.

Na sequência, de (2.92), vemos que

1

2
}u1mptq}

2
L2 ď

1

2
}∇umptq}2L2 `

1

2
}u1mptq}

2
L2 ď Epu0,m, u1,mq `

1

4
}umptq}

4
L4 ´

1

2
}umptq}

2
L2

ď Epu0,m, u1,mq `
1

4
}umptq}

4
L4 .

7Ver (2.28) de [86, Capítulo 1]. Em que usa-se forte o fato de W1,w ser aberto e que u0,m PWω.
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Desse fato, da imersão H1
per,m ãÑ L4

per (veja (2.84)) e de (2.93), obtemos

}u1mptq}
2
L2 ď 2Epu0,m, u1,mq `

1

2
c1}umptq}

4
H1

per,m
ď c2, @ m P N

para certos c1, c2 ą 0. Donde, segue que pu1mqmPN é limitada em L8p0, T ;L2
per,mq para

todo T ą 0.

A passagem ao limite prova-se de maneira padrão fazendo uso do Método de Compaci-

dade de Aubin-Lions (ver [86]). Também de modo padrão mostra-se as condições iniciais.

E por fim a unicidade pode ser obtida de maneira usual fazendo uso de uma Desigualdade

do Tipo Gronwall (que podem ser encontradas, por exemplo, em [4, Capítulo 1]). Esses

fatos no permitem concluir que existe u P L8p0, T ;H1
per,mq solução (fraca) da equação (2.1)

satisfazendo ut P L8p0, T ;L2
per,mq para todo T ą 0. E ainda, Epuptq, u1ptqq “ Epu0, v0q e

F puptq, u1ptqq “ F pu0, v0q, t P r0, T s, de modo que u P CpR`, H1
per,mq e ut P CpR`, L2

per,mq

como requerido.

�

Observação 2.22. Dadas as condições iniciais u0 P Wω e v0 P L
2
per,m, conseguimos obter

nosso resultado de boa colocação no Teorema 2.21 sob a condição:

1

2
||v0||

2
L2 ` P1pu0q ă dω, ω P p0, 1s (2.94)

Devemos enfatizar que a rigor deveríamos impor que 1
2 ||v0||

2
L2 ` Pωpu0q ă dω. No entanto,

como em particular 0 ă ω ď 1, então é fácil ver que

1

2
ω}∇u0}

2
L2 ď

1

2
}∇u0}

2
L2 ñ

1

2

ż L

0
ωp∇u0q

2 dx ď
1

2

ż L

0
p∇u0q

2 dx

o que mostra que a condição (2.94) não altera nossa análise e tampouco as conclusões. ˝

Observação 2.23. É importante ressaltar que o Teorema 2.21 pode ser considerado em um

espaço mais suave. De fato, de acordo com [86, Observação 2.3, página 34] (ou [32, Teorema

2])8 é possível considerar u0 P H
2
perXWω e v0 P H

1
per,m satisfazendo p2.90q com o propósito

de obter (usando o Método de Galerkin) que a solução u : Rˆ p0, T q Ñ R do problema de

Cauchy para a equação (2.1) satisfaz u P L8p0, T ;H2
per X H1

per,mq, ut P L8p0, T ;H1
per,mq

e utt P L8p0, T ;L2
per,mq. Assim, soluções fortes em H2

per X H1
per,m ˆ H1

per,m podem ser

consideradas nesse caso. ˝

Observação 2.24. Tendo em vista as considerações feitas na Observação 2.23 (referen-

tes a boa colocação da equação no espaço de média zero H2
per,m ˆ H1

per,m), o Hamilto-

niano dado em (2.4) e o descrito em [67, Seção 5.2], faz sentido vermos a equação (2.1)

restrita ao espaço constituído por soluções de média zero. De fato, nesse contexto de

soluções podemos considerar o funcional energia E : X Ñ R, em (2.5), definido em
8Nas referências aqui citadas, a equação por elas consideradas não contém uma não-linearidade cúbica.

No entanto, os argumentos e as estimativas são feitas de modo análogo no nosso contexto, sem maiores
problemas.
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Ym :“ H2
per,m ˆH1

per,m Ă X, de modo a termos o Hamiltoniano (2.4) bem definido sob o

espaço de média zero H2
per,m ˆH1

per,m. Portanto, estamos aptos a considerar o problema

de determinar estabilidade orbital de ondas periódicas com a propriedade de média zero

usando a abordagem abstrata de Grillakis, Shatah e Strauss em [56] no contexto periódico,

condicionada ao espaço Ym Ă L2
per,m ˆL

2
per,m. Dessa maneira, nossa abordagem relativa a

estabilidade orbital para a equação (2.1) segue nesse sentido. ˝

2.3.2 Convexidade da Função d

Seja L ą 0 fixado. Para c P p´1, 1q, consideremos ϕ “ ϕc P H
8
perpr0, Lsq a onda com

perfil cnoidal dada em (2.22). A existência da curva suave

c P I “ p´1, 1q ÞÝÑ ϕc P H
2
perpr0, Lsq

determinada na Proposição 2.2 nos permite definir a função real d : I Ă R ÝÑ R como

dpcq “ Epϕ, cϕ1q ´ cF pϕ, cϕ1q. (2.95)

Já vimos que Epϕ, cϕ1q ´ cF pϕ, cϕ1q “ G1pϕ, cϕ1q “ 0, o que implica

d1pcq “ Epϕ, cϕ1q
d

dc
pϕ, cϕq ´ cF 1pϕ, cϕq

d

dc
pϕ, cϕq ´ F pϕ, cϕq

“ ´F pϕ, cϕ1q

“ ´c

ż L

0
pϕ1pxqq2 dx, @ c P I.

Logo,

d2pcq “ ´
d

dc

ˆ

c

ż L

0
pϕ1pxqq2 dx

˙

“ ´

ż L

0
pϕ1pxqq2 dx´ c

d

dc

ż L

0
pϕ1pxqq2 dx

“ ´

ż L

0
pϕ1pxqq2 dx´ c

ˆ

dω

dc

˙

d

dω

ż L

0
pϕ1pxqq2 dx (2.96)

“ ´

ż L

0
pϕ1pxqq2 dx´ c p´2cq

d

dω

ż L

0
pϕ1pxqq2 dx

“ ´

ż L

0
pϕ1pxqq2 dx` 2p1´ ωq

d

dω

ż L

0
pϕ1pxqq2 dx, @ c P I,

em que foi usado o fato que ω “ 1 ´ c2 P p0, 1s. No que se refere o resultado de instabili-

dade/estabilidade orbital que queremos determinar, baseado nos preceitos de [56], o sinal

de d2,9 isto é, a convexidade de d possui uma fundamental importância. Por isso, no que

segue faremos um estudo do sinal de d2 utilizando (2.96).
9O sinal de d2 determina a convexidade de d, pois uma função f : I Ă RÑ R duas vezes diferenciável,

com I Ă R um intervalo aberto, é convexa se, se somente se, f2 ě 0 em I (veja [85, Teorema 11, Capítulo
VIII]). Aqui, d2 é comumente chamada de matriz Hessiana associada a função d em (2.95).
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Usando as expressões explícitas da Observação 2.3 e as fórmulas p731.02q e p361.02q de

[23], obtemos que
ż L

0
pϕ1pxqq2dx “

2k2

2k2 ´ 1

4 Kpkq

L

ż 4 Kpkq

0
sn2pu, kqdn2pu, kq du

“
32 Kpkq

3p2k2 ´ 1qL

´

p2k2 ´ 1qEpkq ` p1´ k2qKpkq
¯

“: RLpkq, k P
´

1?
2
, 1
¯

.

Além disso, uma vez que ω P p0, 1s, em (2.24), é uma função de k P
´

1?
2
, 1
¯

, de (2.96)

e pela Regra da Cadeia ([125, Teorema 2-2]), inferimos, para todo c P I, que

d2pcq “ ´RLpkq ` 2p1´ ωqR1Lpkq
`

dω
dk

˘´1

(2.97)

Notemos que

´ RLpkq “ ´

ż L

0
pϕ1pxqq2 dx “ ´}ϕ1}L2 ă 0, k P

´

1?
2
, 1
¯

(2.98)

de modo que R1Lpkq ă 0, para todo k P
´

1?
2
, 1
¯

. Também,

Qpkq

L2
“

ˆ

dω

dk

˙´1

ă 0, k P
´

1?
2
, 1
¯

, (2.99)

para alguma função Q : p0, 1q Ă R Ñ R. Por outro lado, voltando a nossa atenção a

expressão em (2.97), vemos que

d2pcq “ ´RLpkq ` 2ωR1Lpkq

ˆ

dω

dk

˙´1

` 2R1Lpkq

ˆ

dω

dk

˙´1

“ 2R1Lpkq
Qpkq

L2
´ RLpkq ´ 2ωR1Lpkq

ˆ

dω

dk

˙´1

Na sequência, definamos

α :“ αLpkq “ 2R1LpkqQpkq e βL :“ βLpkq “ RLpkq`2ωR1Lpkq

ˆ

dω

dk

˙´1

, k P
´

1?
2
, 1
¯

.

É necessário destacar que αL, βL ą 0 de modo que, para c P r0, 1q,

d2pcq “
αLpkq

L2
´ βLpkq, k P

´

1?
2
, 1
¯

e, assim, é fácil ver que a positividade de d2 depende da escolha de L ą 0. Entretanto,

usando forma explícita de d2pcq, para c P r0, 1q, a saber,

d2pcq “ ´

ż L

0
pϕ1pxqq2dx` 2p1´ ωq

d

dk

ż L

0
pϕ1pxqq2dx

ˆ

dω

dk

˙´1

“
´32 Kpkq

3p2k2 ´ 1qL

´

p2k2 ´ 1qEpkq ` p1´ k2qKpkq
¯

`

`
64p1´ ωq

3L

d

dk

ˆ

Kpkq

p2k2 ´ 1q

´

p2k2 ´ 1qEpkq ` p1´ k2qKpkq
¯

˙ˆ

dω

dk

˙´1

.
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e após alguns cálculos numéricos conseguimos determinar a existência (veja Figura 2.6) de

um L0 » 5 tal que

d2pcq ă 0, @ c P r0, 1q e L ą L0.

(a) L “ 4.8 (b) L “ 5.1

(c) L “ 20 (d) L “ 100

Figura 2.6: Gráfico de d2 em função de k P
´

1?
2
, 1
¯

para diferentes valores de L ą 0.

2.3.3 O Resultado de Instabilidade

A análise feita ao longo da Seção 2.3 nos dá o seguinte resultado de instabilidade orbital

no que diz respeito a equação cúbica de Klein-Gordon em (2.1).

Teorema 2.25 (Instabilidade Orbital das Ondas Cnoidais). Seja L ą L0 » 5 fixado. Se

c P r0, c:q, em que c: ą 0 é dado em (2.82), e ϕ P H8per é solução do tipo cnoidal dada

na Proposição 2.2, então a onda periódica Φ é orbitalmente instável Xm no sentido da

Definição 2.16.

Demonstração. Pela Proposição 2.12, existe um único autovalor negativo do operador LΠ, o

qual é simples. Além disso, λ “ 0 é um autovalor simples associado a autofunção pϕ1, cϕ2q.

O resultado então segue de a partir de [56, Teorema 3 e 4.7] e do fato que d2pcq ă 0 para

todo c P r0, c:q Ă r0, c˚q e L ą L0, em que c˚ ą 0 é dado em (2.57). �

Observação 2.26. Convém observarmos que a instabilidade orbital em um subespaço

implica instabilidade no espaço “maior”. Além do mais, salientamos ainda que estamos

usando fortemente esse fato no Teorema 2.25, pois a priori concluímos instabilidade da

onda em um subespaço de Xm “ H1
per,m ˆ L2

per,m (veja Observação 2.24). Logo, a onda é

instável em Xm também. ˝



Capítulo 3

Instabilidade Orbital de Soluções do
tipo Onda Estacionária para a
Equação Quíntica de Klein-Gordon

Neste capítulo, mostraremos a existência e instabilidade orbital de soluções do tipo

ondas periódicas estacionárias para a Equação Quíntica de Klein-Gordon

utt ´ uxx ` u´ |u|
4u “ 0, px, tq P Rˆ R`, (3.1)

em que u : Rˆ R` Ñ C é uma função periódica na variável espacial e com período L ą 0

fixado. Antes de começar necessitamos dar sentido formal ao conceito de ondas do tipo

estacionárias.

Definição 3.1 (Onda Estacionária). Uma função u : Rˆ R` Ñ C é dita solução do tipo

onda estacionária periódica, com período L ą 0, de (3.1) se existem c P R e ϕ : R Ñ R
uma função suave e periódica de período L ą 0 de modo que

upx, tq “ eictϕpxq, px, tq P Rˆ R` (3.2)

solucionando (3.1) no sentido usual.

É fácil ver que (3.1) pode ser visto como um sistema Hamiltoniano abstrato. Sendo

mais preciso, definindo

J “

¨

˚

˚

˝

0 0 0 1
0 0 ´1 0
0 1 0 0
´1 0 0 0

˛

‹

‹

‚

, (3.3)

vemos que (3.1) pode ser escrita como

d

dt
Uptq “ JE1pUptqq, t P R` (3.4)

em que U “ pu, vq :“ pu, utq “ pRepuq, Imputq, Impuq,Reputqq P X, com

X :“ H1
perpr0, Lsq ˆ L

2
perpr0, Lsq ˆH

1
perpr0, Lsq ˆ L

2
perpr0, Lsq

52
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e E1 : X Ñ X 1 indicando a derivada de Fréchet da quantidade conservada E : X ÝÑ R
dada por

Epu, vq “
1

2

ż L

0

„

|ux|
2 ` |v|2 ` |u|2 ´

|u|6

3



dx. (3.5)

Assim sendo, a derivada E1 é dada explicitamente por

E1pu, vq “

¨

˚

˚

˝

´Repuxxq ` Repuq ´ Re p|u|4uq
Impvq

Impuxxq ` Impuq ´ Imp|u|4uq
Repvq

˛

‹

‹

‚

, pu, vq P X. (3.6)

Além disso, (3.1) possui uma outra quantidade conservada F : X ÝÑ R definida por

F pu, vq “ Im
ż L

0
ūv dx “

ż L

0

`

Repuq Impvq ´ Impuq Repvq
˘

dx. (3.7)

Nesse caso a derivada de Fréchet F 1 : X Ñ X 1, de F , é dada por

F 1pu, vq “

¨

˚

˚

˝

Impvq
Repuq
´Repvq
´Impuq

˛

‹

‹

‚

, pu, vq P X. (3.8)

Suponhamos que (3.1) admita soluções do tipo onda viajante da forma (3.2), como dada

na Definição 3.1. Substituindo o perfil (3.2) em (3.1) temos a seguinte equação diferencial

ordinária

´ ϕ2 ` ωϕ´ ϕ5 “ 0, (3.9)

com ω :“ 1´ c2 P p0, 1s, ou seja, c P p´1, 1q.

Dessa forma, na seção posterior temos por objetivo estabelecer a existência de solução

para a equação diferencial dada em (3.9). E, consequentemente, estabelecer também a

existência de soluções ondas estacionárias de (3.1), no sentido da Definição 3.1.

3.1 Existência de Ondas Estacionárias do Tipo Cnoidal

Nosso intuito nessa seção é apresentar alguns fatos no que concerce a existência de

soluções periódicas ϕc :“ ϕ : R Ñ R, de período fixado L ą 0, para a equação diferencial

ordinária não-linear escrita como

´ ϕ2 ` ωϕ´ ϕ5 “ 0, (3.10)

em que ω :“ 1´ c2 e c P p´1, 1q, isto é, ω P p0, 1s.

Em [95] (veja também [10]) os autores mostraram que a equação (3.10) admite soluções

periódicas com perfil dnoidal da forma

φpxq “
α dn p%x; kq

a

1´ η sn2p%x; kq
, x P R
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em que k P p0, 1q e α, %, η P R dependem suavemente de k P p0, 1q. Motivado por esses

trabalhos, podemos considerar o ansatz

ϕpxq “
a cn

´

4 Kpkq
L x; k

¯

c

1´ q sn2
´

4 Kpkq
L x; k

¯

, x P R (3.11)

em (3.10) para obter que ϕ é uma solução periódica cnoidal, com período L ą 0, de (3.10).

Os parâmetros a, q P R são dados por

a “
2pKpkq2pk2 ´ 1´

a

pk4 ´ k2 ` 1qp´k2 ´ 1´
?
k4 ´ k2 ` 1qL2q

1
4

L
(3.12)

e

q “ k2 ´ 1´
a

k4 ´ k2 ` 1. (3.13)

Adicionalmente, ω P p0, 1s pode ser expresso como

ω “
L2a2 ´ 16q2k2 Kpkq2 ` 16qk2 Kpkq2

L2q2
(3.14)

“
´16 pK pkqq2

``

´k2 ` 1
˘?

k4 ´ k2 ` 1` k4 ´ k2 ` 1
˘

`

k2 ´ 1´
?
k4 ´ k2 ` 1

˘

L2
.

Figura 3.1: Comportamento de ω ą 0, com k P p0, 1q e L “ 8.

Para um L ą 0 fixo, é claro que os parâmetros a, q P R and ω P p0, 1s em (3.12)-(3.14)

dependem suavemente do parâmetro k P p0, 1q. Uma vez que a dependência de ω P p0, 1s

em termos de k P p0, 1q é estritamente monotônica (veja Figura 3.1), vemos que a P R e

q P R também dependem suavemente de ω P p0, 1s. Dessa forma, para cada c P p´1, 1q,

podemos determinar uma curva suave

c P p´1, 1q ÞÝÑ ϕc “ ϕ P H8per

de soluções periódicas para a equação (3.10). Entretanto, devemos notar que por (3.14)

temos ω P
´

4π2

L2 ,1
ı

e devido ao fato que ω “ 1´ c2 P p0, 1s, devemos assumir L ą 2π. Nesses

termos, podemos estabelecer o seguinte resultado.
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Proposição 3.2 (Curva Suave de Ondas Cnoidais). Seja L ą 2π fixado. A equação (3.10)

tem soluções L-periódicas com perfil cnoidal dadas por (3.11), em que os parâmetros

a P
ˆ

2
?
π

?
L
,`8

˙

, q P p´2,´1q e ω P I :“
ˆ

4π2

L2 ,1

˙

dependem suavemente de k P p0, 1q e são

dados explicitamente em (3.12), (3.13) e (3.14), respectivamente. Além disso, uma vez que

ω “ 1´ c2 P I temos que

c P p´1, 1q Ă R ÞÝÑ ϕ “ ϕc P H
2
per,epr0, Lsq

é uma curva suave de soluções periódicas de (3.10).

(a) Solução ϕ com k “ 0.9 e L “ 8. (b) Solução ϕ com k “ 0.3 e L “ 20.

Figura 3.2: Comportamento de ϕ.

3.2 Análise Espectral

Seja L ą 2π fixado. Consideremos c P p´1, 1q, 1 ´ c2 “ ω P p0, 1s e ϕ “ ϕc P H
8
per

como a solução de (3.10) dada na Proposição 3.2. Nessa seção, vamos estudar propriedades

espectrais dos operadores matriciais ~L1, ~L2 : H2
per ˆ L

2
per Ă L

2
per ÝÑ L

2
per definidos por

~L1 “

ˆ

´B2
x ` 1´ 5ϕ4 ´c
´c 1

˙

e ~L2 “

ˆ

´B2
x ` 1´ ϕ4 c

c 1

˙

. (3.15)

Os operadores ~L1 e ~L2 são a parte real e a parte imaginária do operador linear completo

L : H2
perˆL

2
perˆH

2
perˆL

2
per Ă L

2
per ˆ L

2
per ÝÑ L

2
per ˆ L

2
per dado por

L “

¨

˚

˚

˝

´B2
x ` 1´ 5ϕ4 ´c 0 0
´c 1 0 0
0 0 ´B2

x ` 1´ ϕ4 c
0 0 c 1

˛

‹

‹

‚

. (3.16)

Aqui também o operador L, em (3.16), é obtido a partir das quantidades conservadas E

e F definidas em (3.5) e (3.7), respectivamente. Mais precisamente, definindo o funcional

de Lyapunov G “ E ´ cF , temos G1 “ E1 ´ cF 1 e, em virtude de (3.6), (3.8) e (3.10),
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obtemos que

G1pϕ, cϕ, 0, 0q “

¨

˚

˚

˝

´ϕ2 ` ϕ´ ϕ5

cϕ
0
0

˛

‹

‹

‚

´ c

¨

˚

˚

˝

cϕ
ϕ
0
0

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

´ϕ2 ` p1´ c2qϕ´ ϕ5

cϕ´ cϕ
0
0

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

0
0
0
0

˛

‹

‹

‚

,

ou seja, pϕ, cϕ, 0, 0q é um ponto crítico do funcional G. Ademais,

L » G2pϕ, cϕ, 0, 0q (3.17)

em que » significa que estamos identificando o operador L com G2pϕ, cϕ, 0, 0q por meio de

um isomorfismo de Riesz conveniente (detalhes em [124, Lema 3.3]). E ainda, por (3.10),

vemos que

L

¨

˚

˚

˝

0
0
ϕ
´cϕ

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

0
0

´ϕ2 ` ωϕ´ ϕ5

0

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

0
0
0
0

˛

‹

‹

‚

e L

¨

˚

˚

˝

ϕ1

cϕ1

0
0

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

´ϕ3 ` ωϕ1 ´ 5ϕ4ϕ1

0
0
0

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

0
0
0
0

˛

‹

‹

‚

,

isto é,

p0, 0, ϕ,´cϕq, pϕ1, cϕ1, 0, 0q P KerpLq. (3.18)

Em outras palavras, λ “ 0 é um autovalor do operador L com autofunções associadas

p0, 0, ϕ,´cϕq e pϕ1, cϕ1, 0, 0q. Vemos também que como decorrência de (3.17) e do exposto

em [15, Página 92] que o operador L é um operador auto-adjunto, logo σpLq Ă R . De

modo que, em virtude do formato diagonal do operador L temos que1

σpLq “ σp ~L1q Y σp ~L2q. (3.19)

Dessa forma, a fim de conseguirmos analisar o espectro do operador L precisamos obter

algumas propriedades espectrais no que diz respeito aos operadores ~L1 e ~L2 e para tanto

necessitamos apresentar alguns resultados preliminares.

Lema 3.3. Seja L ą 2π fixo. Consideremos c P p´1, 1q, 1´c2 “ ω P p0, 1s e ϕ “ ϕc P H
8
per

a solução com perfil cnoidal dado pela Proposição 3.2. Consideremos o operador auto-

adjunto2, L1 : H2
perpr0, Lsq Ă L2

perpr0, Lsq ÝÑ L2
perpr0, Lsq dado por

L1 :“ ´B2
x ` ω ´ 5ϕ4. (3.20)

Um número λ ď 0 é um autovalor do operador ~L1 dado em (3.15) se, e somente se, o

número

γ :“ λ

ˆ

1´
c2

λ´ 1

˙

ď 0

é um autovalor do operador L1. Além disso, existe uma relação biunívoca entre as auto-

funções do operador ~L1 associadas ao autovalor λ ď 0 e as autofunções do operador L1

associadas ao autovalor γ ď 0.
1Veja [91, Página 110] ou [111, Página 666])
2Veja [15, Teorema 11.21] para justificativa desse fato.
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Demonstração. A prova parcial pode ser encontrada em [95, Proposição 3.1]. Mas aqui

incluímos os detalhes.

ñq Primeiramente, suponhamos que λ ď 0 seja um autovalor do operador ~L1. Assim,

existe pg, hq P Dp ~L1qztp0, 0qu tal que ~L1pf, gq “ λpf, gq, isto é,
ˆ

´B2
x ` 1´ 5ϕ4 ´c
´c 1

˙ˆ

g
h

˙

“

ˆ

λg
λh

˙

. (3.21)

Notemos que (3.21) é equivalente a
#

´g2 ` g ´ 5ϕ4g ´ ch “ λg

´cg ` h “ λh.
(3.22)

Da segunda igualdade em (3.22), vem que

λh´ h “ ´cg ô h “ ´
cg

λ´ 1
. (3.23)

Agora, se γ :“ λ
´

1´ c2

λ´1

¯

e λ ď 0, então γ ď 0. Ainda, como a função g satisfaz a

primeira igualdade de (3.22) e h cumpre (3.23), segue que g ı 0 e

L1pgq “ ´g2 ` p1´ c2qg ´ 5ϕ4g

“ ´g2 ` g ´ 5ϕ4g ´ ch´ c2g ´
c2g

λ´ 1
(3.24)

“ λg ´ c2g ´
c2g

λ´ 1
“ λ

ˆ

1´
c2

λ´ 1

˙

g “ γg.

De (3.24) garantimos que γ ď 0 é autovalor do operador L1, com autofunção associada

g P H2
per.

ðq Reciprocamente suponhamos que γ ă 0 seja um autovalor do operador L1. Logo, existe

uma função g P DpL1qzt0u tal que L1pgq “ γg. Definamos uma função y : RÑ R por

ypxq “ x2 ´ p1` c2 ` γqx` γ.

Evidentemente, y é uma função quadrática de modo que seu discriminante ∆ “ p1` c2 `

γq2 ´ 4γ satisfaz ∆ ą 0, pois ´4γ ą 0 e p1` c2 ` γq2 ě 0. Assim, a função y admite duas

raízes reais (distintas). Ademais, o produto das raízes de y é dado por γ
1 “ γ ă 0. Logo,

existe um único λ ă 0 que cumpre ypλq “ 0, ou seja, λ2´p1` c2` γqλ` γ “ 0. Ou ainda,

γ “ λ

ˆ

1´
c2

λ´ 1

˙

. (3.25)

Definamos, h :“ ´ cg
λ´1 P H

2
per ãÑ L2

per. Observemos que

´g2 ` g ´ 5ϕ4g ´ ch “ ´g2 ` p1´ c2qg ´ 5ϕ4g ` c2g ´ ch

“ γg ` c2g `
c2

λ´ 1
g

“ λg ´
λc2g

λ´ 1
`
λc2g

λ´ 1
“ λg
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o que por sua vez implica em (3.21), ou seja, ~L1pg, hq “ λpg, hq. Assim, λ ă 0 é um

autovalor do operador ~L1.

Se γ “ 0, então notemos que o único número λ ď 0 que satisfaz (3.25) é λ “ 0. Desse

modo, para concluir essa implicação do resultado, basta aplicar o mesmo procedimento

anterior para λ “ 0.

Por fim, podemos concluir que existe uma relação biunívoca entre os autovalores estri-

tamente negativos do operador L1 com os autovalores estritamente negativos do operador
~L1. O mesmo pode ser dito com respeito às autofunções associadas a esses autovalores. �

E de maneira similar ao Lema 3.3 temos o seguinte resultado:

Lema 3.4. Seja L ą 2π fixo. Consideremos c P p´1, 1q, 1´c2 “ ω P p0, 1s e ϕ “ ϕc P H
8
per

a solução com perfil cnoidal dado pela Proposição 3.2. Consideremos o operador auto-

adjunto3, L2 : H2
perpr0, Lsq Ă L2

perpr0, Lsq ÝÑ L2
perpr0, Lsq dado por

L2 :“ ´B2
x ` ω ´ ϕ

4. (3.26)

Um número λ ď 0 é um autovalor do operador ~L2 dado em (3.15) se, e somente se, o

número

γ :“ λ

ˆ

1´
c2

λ´ 1

˙

ď 0

é um autovalor do operador L2. Além disso, existe uma relação biunívoca entre as auto-

funções do operador ~L2 associadas ao autovalor λ ď 0 e as autofunções do operador L2

associadas ao autovalor γ ď 0.

Observação 3.5. Pelos Lemas 3.3 e 3.4 , temos que a dimensão de KerpLiq é igual a

dimensão de Kerp ~Liq, i “ 1, 2. ˝

Observação 3.6. Notemos que os operadores L1 e L2, dados em (3.20) e (3.26), respec-

tivamente, são indexados pelo parâmetro ω P p0, 1s, o que nos permite às vezes de modo

conveniente escrever L1 ” L1,ω e L2 ” L2,ω, para cada ω P p0, 1s fixo. ˝

Antes de apresentar a teoria espectral no que concerne o operador L dado em (3.16)

precisamos relembrar alguns fatos básicos sobre e Teoria de Floquet. Nosso breve resumo

apresentado na sequência é baseado em resultados contidos, por exemplo, em [48], [90] e

[103]. Uma breve descrição também pode ser encontrada em [31, Seção 2.4].

3.2.1 Repasse à Teoria de Floquet

Consideremos ϕ P H8perpr0, Lsq a solução obtida na Proposição 3.2 e

P “ Ps : H2
perpr0, Lsq Ă L2

perpr0, Lsq ÝÑ L2
perpr0, Lsq

o operador de Hill, dado por

P “ ´B2
x ` gps, ϕq, s P V, (3.27)

3Veja [15, Teorema 11.21] para justificativa desse fato.
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em que V Ă R e g : V ˆ L2
perpr0, Lsq Ñ L2

perpr0, Lsq é um potencial suave e L :“ Ls ą 0,

para s P V. Aqui, g é chamado de potencial e é importante ressaltar que consideramos g

um potencial par, ou seja, para cada s P V, a aplicação

gpxq ” gps, ϕqpxq, @ x P R

satifaz a propriedade gp´xq “ gpxq, para todo x P R. Equivalentemente, podemos escrever

g : V ˆ L2
per,epr0, Lsq Ñ L2

per,epr0, Lsq. Ainda, o operador P é auto-adjunto. De fato,

primeiramente escrevamos P “ R`A, em que R :“ ´B2
x ` 1 e A :“ g ´ 1, e notemos que

DpRq “ DpPq “ H2
per e DpAq “ L2

per. A partir do Lema de Lax-Milgram ([22, Corolário

5.8]), inferimos que R : DpRq Ă L2
per Ñ L2

per é sobrejetor. Além disso, sendo R um

operador simétrico, temos por [16, Teorema 20.5] que R é um operador auto-adjunto. Em

contrapartida, A é um operador simétrico e em virtude do comportamento do potencial g,

obtemos que A é um operador limitado. Nesses termos, segue de [15, Teorema B.41] que

P “ A`R é auto-adjunto e donde σpPq Ă R.
De acordo com o Teorema da Oscilação ([90, Teorema 2.1]), o espectro de P é formado

por uma sequência de autovalores pλnqnPN Ă R tal que

λ0 ă λ1 ď λ2 ă λ3 ď λ4 ă ¨ ¨ ¨ ă λ2n´1 ď λ2n ¨ ¨ ¨ , (3.28)

em que a igualdade λ2n´1 “ λ2n, para algum n P N, significa que o autovalor é duplo.

Afirmamos que σesspPq “ H. De fato, consideremos o operador auxiliar T : P ´ R :

H2
per Ă L2

per Ñ L2
per. Assim, é válido que T puq “ gu´ u, para qualquer que seja u P H2

per.

A partir do exposto na demonstração de [15, Teorema 11.21] temos que σesspRq “ H.

Dessa forma, usando a imersão compacta H2
per ãÑ L2

per (veja (1.2)) e a limitação de g

inferimos que T é um operador compacto. Esses fatos e o Teorema do Espectro Essencial4,

nos permitem concluir que σesspPq “ σesspRq “ H, como afirmado. Consequentemente,

σdiscpPq “ σpPq forma um conjunto discreto de autovalores. Além disso, o espectro de

P é caracterizado pelo número de zeros das autofunções, mais precisamente, se p P DpPq
é uma autofunção associada ao autovalor λ2n´1 ou λ2n, para algum n P N, então p tem

exatamente 2n zeros no intervalo r0, Lq. Em particular, a autofunção associada ao primeiro

autovalor λ0 P R não tem zeros em r0, Ls e pode ser assumida par.

Pela teoria clássica de Floquet existe p P C8b pr0, Lsq uma solução periódica não-trivial

da equação

´ f2 ` gps, ϕqf “ 0, (3.29)

em que f P C8b pr0, Lsq. Aqui, C
8
b pr0, Lsq :“ tf : RÑ R ; f é limitada e suaveu. Também

pela teoria de Floquet, obtemos a existência de uma solução y P C8b pr0, Lsq de (3.29) que

é linearmente independente com p de modo que tp, yu é uma base fundamental de soluções

da equação de Hill (3.29). Vale destacar que sendo p periódica, então y é um função

par ou ímpar. E como é bem sabido que as duas soluções de (3.29) são univocamente
4([15, Teoremas B.46 e B.48].



Instabilidade Orbital para a Equação Quíntica de Klein-Gordon 60

determinadas por uma função par e uma ímpar, segue que se p é ímpar, então y é par

e vice-versa. Ainda, como uma consequência da Fórmula de Abel ([43, Teorema 4.10]),

temos que o Wronskiano Wpp, yq de p e y satisfaz

Wpp, yqpxq “ Wpp, yqp0q “ 1, x P R, (3.30)

em que Wpp, yq “ py1 ´ yp1.

Adicionalmente, existe θ P R (dependendo de y e p) tal que

ypx` Lq “ ypxq ` θppxq, x P R. (3.31)

A constante θ P R “mede o quanto” a função y é periódica. Para ser mais preciso, θ “ 0

se, e somente se, y é periódica. Esse critério é bastante útil para estabelecer se o núcleo de

P é 1-dimensional desde que provemos que θ ‰ 0. No que tange tal fato, temos o seguinte

resultado.

Proposição 3.7. Se λ “ 0 é um autovalor de P, com autofunção associada p P DpPq,
e θ P R é a constante dada por (3.31), então λ “ 0 é simples se, e somente se, θ ‰ 0.

Ademais, se p tem 2 zeros sobre r0, Lq, então λ1 “ 0 se θ ă 0, e λ2 “ 0 se θ ą 0.

Demonstração. Consulte [99, Teorema 3.2] e [103, Teorema 3.1]. �

Precisamos também da noção de família isonercial de operadores auto-adjuntos.

Definição 3.8 (Índice de Inércia). Seja s P V. O índice de inércia do operador auto-

adjunto P “ Ps, em (3.27), é o par inpPsq :“ pnpPsq, zpPsqq P N2.

Definição 3.9 (Família Isonercial de Operadores). Sejam s P V e Ps o operador dado em

(3.27). A família de operadores lineares tPs : H2
per Ă L2

per Ñ L2
per ; s P Vu é dita ser

isoinercial se inpPsq é constante para qualquer s P V, isto é, inpPsq “ inpPrq, para todo

r, s P V.

O próximo resultado é bastante útil para determinar o comportamento do espectro

não-positivo do operador linear P “ Ps, para s P V, em (3.27) apenas o conhecendo para

um valor fixo s0 P V.

Teorema 3.10. Seja s P V. Se λ “ 0 é um autovalor de Ps e g é continuamente diferenciá-

vel em todas as variáveis, então a família de operadores tPs : H2
per Ă L2

per Ñ L2
per ; s P Vu

é isonercial.

Demonstração. Veja [99, Teorema 3.1]. �

Observação 3.11. Convém observamos que os operador L1 e L2 dados em (3.20) e (3.26),

são casos particulares do operador P em (3.27). ˝

Em posse das informações acima, na próxima subseção vamos estabelecer mais algumas

propriedades espectrais úteis relacionadas ao operador L em (3.16).
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3.2.2 Propriedades Espectrais

Seja L ą 2π fixo e consideremos c P p´1, 1q, 1 ´ c2 “ ω P p0, 1s e ϕ “ ϕc P H
8
per a

solução com perfil cnoidal dada na Proposição 3.2.

Consideremos também, agora, o operador linear L1 dado em (3.20). Observermos que

derivando (3.10), vemos que

L1pϕ
1q “ ´ϕ3 ` ωϕ1 ´ 5ϕ4ϕ1 “ 0, (3.32)

isto é, λ “ 0 é um autovalor com autofunção associada sendo p “ ϕ1. Então, pelo apre-

sentado na Subseção 3.2.1, existe uma função y P C8b pr0, Lsq que satisfaz a equação de

Hill

´ y2 ` ωy ´ 5ϕ4y “ 0, (3.33)

de modo que tϕ1, yu é o conjunto fundamental de soluções. Ademais, uma vez que ϕ1

é ímpar (pois ϕ é par), temos que y é par, o que implica que y1p0q “ 0. Ainda, como

decorrência de (3.30), vemos que

1 “ Wpϕ1, yqp0q “ ϕ1p0qy1p0q ´ yp0qϕ2p0q ñ ´yp0qϕ2p0q “ 1 ñ yp0q “
´1

ϕ2p0q
.

Aqui, é possível verificar que

ϕ2p0q “
´32K pkq

5
2 4
a

´k2 ` spkq ` 1 4
a

k2 ` spkq ` 1
`

´k2 ` spkq ` 2
˘

L
5
2

, k P p0, 1q

em que spkq :“
?
k4 ´ k2 ` 1, de modo que o numerador de ϕ2p0q é estritamente negativo

em p0, 1q, pois o fato que 3p1 ´ k2q ą 0 implica ´k2 ` spkq ` 2 ą 0, para todo k P p0, 1q.

Donde, ϕ2p0q ‰ 0.

Assim, estabelecemos que y satisfaz o seguinte problema de valor inicial
$

’

&

’

%

´y2 ` ωy ´ 5ϕ4y “ 0

yp0q “ ´ 1
ϕ2p0q

y1p0q “ 0.

(3.34)

E derivando a relação (3.31), determinamos que

y1px` Lq “ y1pxq ` θϕ2pxq, x P R.

Aplicando a identidade acima no ponto x “ 0 e usando o fato que y1p0q “ 0, temos também

que a constante θ P R, é dada por

θ “
y1pLq

ϕ2p0q
. (3.35)

Fixemos L “ 8 e k0 “ 0.5. Por (3.14) e como 1 ´ c2 “ ω P p0, 1s, obtemos valores

c0 P p´1, 1q e ω0 P p0, 1s de modo que 1´ c2
0 “ ω0 » 0.6403 e que a solução ϕ, como dada

em (3.11)-(3.13), pode ser determinada por

ϕpxq “
1.2604 cnp0.8428x; 0.5q

a

1` 1.6513 sn2p0.8428x; 0.5q
, x P R. (3.36)
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Uma vez que, ϕ2p0q » ´2.3742, podemos resolver o problema de valor inicial em

(3.34). Na verdade, usando um programa computacional, vemos que yp8q » ´32.7368.

Consequentemente, obtemos que a constante θ P R dada em (3.35) satisfaz

θ »
´32.7368

´2.3742
“ 13.7883 ą 0.

A Proposição 3.7 e o fato de ϕ1 ter 2 zeros no intervalo r0, Lq (veja Figura 3.2) nos permitem

concluir que λ “ 0 é um autovalor simples e L1 “ L1,ω0 tem dois autovalores negativos, isto

é, inpL1,ω0q “ p2, 1q para um valor fixado ω0 P p0, 1s. Graças ao Teorema 3.10, inferimos

que a família de operadores tL1,ω ; ω P p0, 1su é isoinercial e, assim, concluímos que

inpL1,ωq “ p2, 1q, ω P p0, 1s.

A Tabela 3.1 ilustra alguns valores (aproximados) de θ P R para valores diferentes de

L ą 2π.

L “ 7

k θ

0.01 8.07

0.1 8.07

0.3 8.07

0.5 8.08

0.7 8.17

0.9 8.98

0.99 17.31

L “ 4π

k θ

0.01 83.77

0.1 83.77

0.3 83.79

0.5 83.94

0.7 84.83

0.9 93.24

0.99 179.76

L “ 20

k θ

0.01 537.53

0.1 537.53

0.3 537.64

0.5 538.61

0.7 544.29

0.9 598.25

0.99 1153.37

L “ 100

k θ

0.01 335953.53

0.1 335954.32

0.3 336023.83

0.5 336629.65

0.7 340184.46

0.9 373904.20

0.99 720856.38

Tabela 3.1: Valores de θ P R para valores diferentes de L ą 2π.

Resumindo o exposto acima, podemos estabelecer o seguinte resultado.

Lema 3.12. Seja L ą 2π fixo e consideremos c P p´1, 1q. Se ϕ “ ϕc P H
8
per é a solução

cnoidal dada na Proposição 3.2, então o operador L1 dado em (3.20) tem exatamente 2

autovalores negativos, que são simples, e o zero é o terceiro autovalor, que é simples, com

autofunção ϕ1. Além disso, o restante do espectro é constiuído por um conjunto discreto

de autovalores.

Na sequência, consideremos o operador L2 dado em (3.26). Notemos que de (3.10),

vemos que

L2pϕq “ ´ϕ
2 ` ωϕ´ ϕ5 “ 0,

ou seja, λ “ 0 é um autovalor com autofunção associada sendo p “ ϕ. Então, usando

argumentos contidos na Subseção 3.2.1, existe uma função y P C8b pr0, Lsq que satisfaz a

equação de Hill

´ y2 ` ωy ´ ϕ4y “ 0, (3.37)

de modo que tϕ, yu é o conjunto fundamental de soluções. Ademais, uma vez que ϕ é par,

temos que y é ímpar, o que implica que yp0q “ 0. Ainda, como decorrência de (3.30),
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vemos que

1 “ Wpϕ, yqp0q “ ϕp0qy1p0q ´ yp0qϕ1p0q ñ y1p0qϕp0q “ 1 ñ y1p0q “
1

ϕp0q
.

Aqui, é possível verificar que

ϕp0q “
2
a

K pkq
4
a

´k2 `
?
k4 ´ k2 ` 1` 1

4
a

k2 `
?
k4 ´ k2 ` 1` 1

?
L

, k P p0, 1q

de modo que é fácil ver que ϕp0q é estritamente positivo em p0, 1q. Donde, ϕp0q ‰ 0.

Assim, estabelecemos que y satisfaz o seguinte problema de valor inicial
$

’

&

’

%

´y2 ` ωy ´ ϕ4y “ 0

yp0q “ 0

y1p0q “ 1
ϕp0q .

(3.38)

E aplicando x “ 0 na relação (3.31), vemos que ypLq “ yp0q ` θϕp0q e usando o fato que

yp0q “ 0, asseguramos que a constante θ P R é dada por

θ “
ypLq

ϕp0q
. (3.39)

Fixemos L “ 8 e k0 “ 0.5. Novamente, por (3.14) e como 1´ c2 “ ω P p0, 1s, obtemos

valores c0 P p´1, 1q e ω0 P p0, 1s de modo que 1´c2
0 “ ω0 » 0.6403 e que a solução ϕ, como

dada em (3.11)-(3.13), é determinada, nesse caso também, por (3.36), com ϕp0q » 1.260.

Por outro lado, podemos resolver numericamente o problema de valor inicial em (3.38)

para obter yp8q » ´13.1854. Por conseguinte, obtemos que θ P R dado em (3.39) satisfaz

θ »
´13.1854

1.260
“ ´10.4602 ă 0.

Assim, a Proposição 3.7 e o fato que ϕ tem dois zeros no intervalo r0, Lq (veja Figura 3.2)

nos permitem concluir que λ “ 0 é um autovalor simples e L2 “ L2,ω0 tem um autovalor

negativo, isto é, inpL2,ω0q “ p1, 1q para um valor fixado ω0 P p0, 1q. Por consequência do

Teorema 3.10, vemos que a família de operadores tL2,ω ; ω P p0, 1su é isoinercial. Dessa

forma, inferimos que

inpL2,ωq “ p1, 1q, ω P p0, 1s.

A Tabela 3.2 ilustra alguns valores (aproximados) de θ P R para valores diferentes de

L ą 2π.

Resumindo o exposto acima, podemos estabelecer o seguinte resultado.

Lema 3.13. Seja L ą 2π fixado e consideremos c P p´1, 1q. Se ϕ “ ϕc P H
8
per é a solução

com perfil cnoidal dada na Proposição 3.2, então o operador L2 em (3.26) tem exatamente

1 autovalor negativo, que é simples, e o zero é o segundo autovalor, que é simples, com

autofunção associada sendo ϕ. Adicionalmente, o restante o espectro é constituído por um

conjunto discreto de autovalores.
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L “ 7

k θ

0.01 ´7.80

0.1 ´7.80

0.3 ´7.82

0.5 ´8.01

0.7 ´8.93

0.9 ´14.52

0.99 ´63.10

L “ 4π

k θ

0.01 ´25.13

0.1 ´25.13

0.3 ´25.21

0.5 ´25.81

0.7 ´28.77

0.9 ´46.79

0.99 ´203.36

L “ 20

k θ

0.01 ´63.66

0.1 ´63.66

0.3 ´63.85

0.5 ´65.38

0.7 ´72.88

0.9 ´118.53

0.99 ´515.12

L “ 100

k θ

0.01 ´1591.55

0.1 ´1591.60

0.3 ´1596.19

0.5 ´1634.50

0.7 ´1821.97

0.9 ´2963.34

0.99 ´12878.20

Tabela 3.2: Valores de θ P R para valores diferentes de L ą 2π.

Por decorrência dos Lemas 3.3 e 3.4, Observação 3.5 e dos Lemas 3.12 e 3.13, temos:

Teorema 3.14. Seja L ą 2π fixado e consideremos c P p´1, 1q. Se ϕ “ ϕc P H8per

é a solução com perfil cnoidal dada na Proposição 3.2, então as seguintes propriedades

espectrais ocorrem:

i) o operador ~L1 dado em (3.15) tem exatamente 2 autovalores negativos, que são simples, e

o zero é o terceiro autovalor, que é simples, com autofunção pϕ1, cϕ1q. Além disso, o restante

do espectro é constituído por um conjunto discreto de autovalores e limitado longe do zero.

ii) o operador ~L2 dado em (3.15) tem exatamente 1 autovalor negativo, que é simples, e o

zero é o segundo autovalor, que é simples, com autofunção pϕ,´cϕq. Além disso, o restante

do espectro é discreto e limitado longe do zero.

Agora, nossa intenção é analisar o operador linearizado completo L definido em (3.16),

contando o seu número de autovalores negativos e provando que seu núcleo é bidimensional.

Para tanto, primeiro de tudo, já vimos em (3.18) que pϕ1, cϕ1, 0, 0q, p0, 0, ϕ,´cϕq P KerpLq
e, assim, pelo Teorema 3.14 e por (3.19), determinamos que

KerpLq “ rpϕ1, cϕ1, 0, 0q, p0, 0, ϕ,´cϕqs. (3.40)

Ademais, como resultado de (3.28) e das Observações 3.3 e 3.4, estabelecemos que o restante

do espectro de L é constituído por um conjunto discreto de autovalores e limitado longe

do zero. Ainda, novamente pelo Teorema 3.14 e por (3.19), obtemos

npLq “ np ~L1q ` np ~L2q “ 2` 1 “ 3. (3.41)

Voltemos nossa atenção ao operador L restrito ao espaço das funções pares. Mais

precisamente,

Le :“ L : pH2
per,eˆL

2
per,eqˆpH

2
per,eˆL

2
per,eq Ă L

2
per,e ˆ L

2
per,e ÝÑ L

2
per,e ˆ L

2
per,e. (3.42)

Antes de continuarmos nossa análise no que se refere o operador Le, precisamos esta-

belecer o seguinte lema.
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Lema 3.15. Seja a ą 0 fixo. Sejam 1
p , q, w : R Ñ R funções localmente integráveis,

a-periódicas, com p ą 0 e w ą 0, e o problema de autovalor com condições de fronteira:
#

´ppy1q1 ` qy “ λwy, λ P R.
yp0q “ y

`

a
2

˘

“ 0.
(3.43)

Se p, q e w são funções pares e se, para n P N, λn P R é o n-ésimo autovalor de (3.43), com

autofunção associada χn : RÑ R, então χn´1 é ímpar, para n ě 1.

Demonstração. Veja [27, Teoremas 2.3.4 (a) e 2.8.1]. �

No que se refere o operador Le, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.16. Seja L ą 2π fixado. E consideremos c P p´1, 1q e 1´ c2 “ ω P p0, 1s. Se

ϕ “ ϕc P H
8
per é a solução com perfil cnoidal dada na Proposição 3.2, então o operador Le

definido em (3.42) tem exatamente 3 autovalores negativos, que são simples, e o zero é um

autovalor simples, com autofunção p0, 0, ϕ,´cϕq. Adicionalmente, o restante do espectro

é constituído por um conjunto discreto de autovalores e limitado longe do zero.

Demonstração. A fim de provarmos esse teorema, notemos que, é suficiente provarmos

que todas as autofunções associadas com autovalores negativos dos operadores de L1 e L2,

dados, respectivamente, em (3.20) e (3.26), são funções pares. De fato, se gi P H2
per,epr0, Lsq

é uma autofunção do operador Li, para i P t1, 2u, com autovalor γi ă 0, então como vimos

nos Lemas 3.3 e 3.4

~gi “

ˆ

gi,´
c

µi ´ 1
gi

˙

P H2
per,e ˆ L

2
per,e

é uma autofunção do operador ~Li, dado em (3.15), com autovalor µi ă 0 que é a solução

negativa de γi “ µi

´

1´ c2

µi´1

¯

.

Agora, a partir do Lema 3.12, podemos considerar α0, α1 ă 0 os autovalores negativos

do operador L1, com autofunções associadas φ0, φ1 P H
2
per, respectivamente. Tais autova-

lores são os dois primeiros autovalores de L1 que são simples e α0 ă α1 ă 0. Além disso,

α2 :“ 0 é o terceiro autovalor, com autofunção ϕ1. Também pelo Lema 3.13 podemos con-

siderar ζ0 ă 0 o único (e o primeiro) autovalor do operador L2 com autofunção associada

χ0 P H
2
per.

Do contido na Seção 3.2.1 (ou consulte também [90, Teorema 1.1]), vemos imediata-

mente que φ0, χ0 P H
2
per,e. Na sequência, provemos que φ1 P H

2
per,e. Para isso, no intervalo

“

0, L2
‰

consideremos o problema de autovalor, para κ P R e y P DpL1q,
#

L1pyq ” y2 ` pω ´ 5ϕ4qy “ κy

yp0q “ y
`

L
2

˘

“ 0.
(3.44)

Notemos que se y P DpL1q é ímpar e tal que L1pyq “ κy, para algum κ P R, então y
satisfaz (3.44). De fato, como y é L-periódica, então y

`

L
2

˘

“ y
`

´L
2

˘

e sendo y ímpar,

temos também que y
`

L
2

˘

“ ´y
`

´L
2

˘

. Donde, 2 ¨y
`

L
2

˘

“ 0 e y
`

L
2

˘

“ 0. Ainda, novamente

pelo fato de y ser ímpar, vemos que yp0q “ 0, mostrando o afirmado.
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Do mostrado anteriormente e em razão de (3.32), inferimos em particular que ϕ1 satisfaz

(3.44), para κ “ α2 “ 0. Temos também que, L1pφ1q “ α1φ1, mas φ1 pode ser ímpar ou

par, pois φ1 é a solução de uma equação de Hill (com potencial par). Por outro lado, é

importante ressaltarmos que pelo Lema 3.15 o menor autovalor do problema (3.44) tem uma

função ímpar associada. Agora, suponhamos, por um momento, que o menor autovalor de

(3.44) é α1 ă 0, isto é, φ1 é uma função ímpar. Como, α2 “ 0 ą α1 e L1pϕ
1q “ 0 obtemos

por [27, Teorema 2.5.2] que ϕ1 tem infinitos zeros o que é uma contradição, pois ϕ1pxq ă 0,

para todo x P
`

0, L2
˘

.

Desse modo, α1 ă 0 não pode ser o menor autovalor, φ1 não é uma função ímpar e

então α2 “ 0 é o menor autovalor do problema (3.44). Consequentemente, φ1 é uma função

periódica par, ou seja, φ1 P H
2
per,e.

Do explicado acima, concluímos que Le tem 3 autovalores negativos, que são todos

simples. Na sequência, como já sabemos que KerpLq “ rpϕ1, cϕ1, 0, 0q, p0, 0, ϕ,´cϕqs e ϕ1 é
uma função ímpar, inferimos que KerpLeq “ rp0, 0, ϕ,´cϕqs. Em outras palavras, o zero é

um autovalor simples do operador Le e núcleo de Le é 1-dimensional. �

3.3 Instabilidade Orbital das Ondas Cnoidais

O objetivo dessa seção é estabelecer um resultado de instabilidade orbital no que tange

a equação quíntica de Klein-Gordon dada em (3.1).

Consideremos L ą 2π fixado e também o espaço energia complexo dado por

X “ H1
perpr0, Lsq ˆ L

2
perpr0, Lsq ˆH

1
perpr0, Lsq ˆ L

2
perpr0, Ls.

É bem sabido que a equação (3.1) é invariante sobre duas simetrias básicas, a saber, a

translação e a rotação. Em outras palavras, se u : R ˆ R` Ñ C é uma solução de (3.1),

então também o são, as funções dadas por

e´iθupx, tq e upx` r, tq, px, tq P Rˆ R`

para todo θ, r P R.
No que segue, para c P p´1, 1q, ϕc “ ϕ P H8per é a solução periódica com perfil cnoidal

dada na Proposição 3.2. Definamos

Φ :“ pϕ, icϕq “ pϕ, cϕ, 0, 0q P X.

Nossa intenção é obter um resultado de instabilidade orbital associado a onda periódica

par ϕ em p3.11q sobre o subespaço restrito Xe :“ H1
per,e ˆ L2

per,e ˆ H1
per,e ˆ L2

per,e Ă X.

Para tanto, é necessário considerar o espaço X com apenas a simetria de rotação, já que a

translação não é invariante sobre o espaço Xe, isto é, dada uma função em X pode ocorrer

de sua translação não ser uma função par.
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Seja U “ pu1, v1, u2, v2q P X e θ P R. A simetria de rotação é dada explicitamente por

RpθqU “

¨

˚

˚

˝

cos θ 0 ´ sen θ 0
0 sen θ 0 cos θ

sen θ 0 cos θ 0
0 cos θ 0 ´ sen θ

˛

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˝

u1

v1

u2

v2

˛

‹

‹

‚

.

Podemos estabelecer a seguinte definição.

Definição 3.17 (Estabilidade Orbital). A onda periódica Φ P Xe é dita orbitalmente

estável se, dado ε ą 0, existe δ ą 0 com a seguinte propriedade: se U0 P Xe satisfaz

}U0 ´ Φ}X ă δ, e U é uma solução de (3.1) no intervalo r0, t0q, para algum t0 ą 0, com

Up0q “ U0, então U pode ser continuada em 0 ď t ă 8 e

sup
tPR`

inf
θPR

›

›Uptq ´RpθqΦ
›

›

X
ă ε.

Caso contrário, Φ é dita orbitalmente instável. Em particular, isso aconteceria no caso de

soluções que não podem ser continuadas.

Antes de darmos sequência no nosso estudo da estabilidade orbital, precisamos voltar

à atenção para a boa colocação da equação (3.1).

3.3.1 Boa Colocação

Como podemos ver na Definição 3.17, antes de podermos estabelecer nosso resultado

de estabilidade, precisamos apresentar um resultado de boa colocação (ao menos) local

associado com a equação de Klein-Gordon (3.1), isto é, um resultado de boa colocação

associado ao problema de Cauchy
$

’

&

’

%

utt ´ uxx ` u´ |u|
4u “ 0

upx, 0q “ u0pxq

utpx, 0q “ v0pxq, px, tq P Rˆ R`,
(3.45)

com pu0, v0q P Xe. Nesse caso, temos bem estebelecido o seguinte resultado.

Teorema 3.18 (Boa Colocação). O problema de Cauchy (3.45) é localmente bem colocado

em Xe. Mais precisamente, para cada U0 “ pu0, v0q P Xe existe um número T ą 0 e uma

única solução U P Cpr0, T s, Xeq da equação (3.45) com Up0q “ U0 e para cada T0 P p0, T q

a aplicação dado-solução

U0 P Xe ÞÝÑ U P Cpr0, T0s, Xeq

é contínua.

Demonstração. Esse resultado segue usando a teoria clássica de semigrupos (contida, por

exemplo, em [110] e [129]) e argumentos de densidade. Veja [95, Teorema 2.1] ou [31,

Teorema 3.7]. �
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3.3.2 Convexidade da Função d

Seja L ą 2π fixado. Para c P p´1, 1q, consideremos a solução com perfil cnoidal

ϕc “ ϕ P H8per dada na Proposição 3.2. Vemos que a função real d : p´1, 1q Ă R ÝÑ R
definida por

dpcq “ Epϕ, cϕ, 0, 0q ´ cF pϕ, cϕ, 0, 0q

é bem definida e suave, graças a existência da curva suave de soluções

c P I “ p´1, 1q ÞÝÑ ϕc P H
2
perpr0, Lsq

determinada na Proposição 3.2. Ademais, o fato já conhecido G1pϕ, cϕ, 0, 0q “ 0, implica

que

d1pcq “ Epϕ, cϕ, 0, 0q
d

dc
pϕ, cϕ, 0, 0q ´ cF 1pϕ, cϕ, 0, 0q

d

dc
pϕ, cϕ, 0, 0q ´ F pϕ, cϕ, 0, 0q

“ G1pϕ, cϕ, 0, 0q
d

dc
pϕ, cϕ, 0, 0q ´ F pϕ, cϕ, 0, 0q “ ´F pϕ, cϕ, 0, 0q,

isto é,

d1pcq “ ´F pϕ, cϕ, 0, 0q “ ´c

ż L

0
pϕpxqq2 dx, c P p´1, 1q.

Assim,

d2pcq “ ´
d

dc

ˆ

c

ż L

0
pϕpxqq2 dx

˙

“ ´

ż L

0
pϕpxqq2 dx´ c

d

dc

ż L

0
pϕpxqq2 dx

“ ´

ż L

0
pϕpxqq2 dx´ c

ˆ

dω

dc

˙

d

dω

ż L

0
pϕpxqq2 dx

“ ´

ż L

0
pϕpxqq2 dx´ c p´2cq

d

dω

ż L

0
pϕpxqq2 dx (3.46)

“ ´

ż L

0
pϕpxqq2 dx` 2c2 d

dω

ż L

0
pϕpxqq2 dx

“ ´

ż L

0
pϕpxqq2 dx` 2p1´ ωq

d

dω

ż L

0
pϕpxqq2dx, c P p´1, 1q.

em que foi usado o fato que ω “ 1´ c2 P p0, 1s.

Um dos principais fatos para o estudo da convexidade da função d por meio do estudo

do sinal de d2 em (3.46) é obter uma expressão conveniente para a integral
şL
0 pϕpxqq

2dx.

Com esse fim, primeiro observemos que a partir de (3.11) e para b :“ 4 Kpkq
L , temos

ż L

0
pϕpxqq2dx “

ż L

0

a2 cn2pbx; kq

1´ q sn2pbx; kq
dx “

a2L

Kpkq

ż Kpkq

0

cn2pu; kq

1´ q sn2pu; kq
du, k P p0, 1q.
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No que segue, k P p0, 1q. Usando os valores explícitos em (3.12), (3.13) e [23, Fórmula

411.03], obtemos que
ż L

0
pϕpxqq2 dx “

a2L

Kpkq

πp1´ qqp1´ Λ0pβ, kqq

2
a

qp1´ qqpq ´ k2q

“
2πp1´ qq

a

Kpkq2 q pq ´ 2k2qL2p1´ Λ0pβ, kqq

LKpkq
a

qp1´ qqpq ´ k2q
(3.47)

“
´2πpΛ0pβ, kq ´ 1q

a

spkq ` 1

a

k2 ` spkq ` 1
a

2´ k2 ` spkq “: Rpkq,

em que

spkq :“
a

k4 ´ k2 ` 1

e Λ0 : p0, 1q Ă R Ñ R indica a função Lambda de Heumann (veja [23, Fórmula 150.03])

definida por

Λ0pβ, kq :“
2

π

`

EpkqFpβ, k1q `KpkqEpβ, k1q ´KpkqFpβ, k1q
˘

,

com

β :“ arcsen

ˆ

1
?

1´ q

˙

e k1 :“
a

1´ k2.

Por (3.46), (3.47) e pela Regra da Cadeia, vem que

d2pcq “ ´Rpkq ` 2 c2 R1pkq

ˆ

dω

dk

˙´1

. (3.48)

Primeiro, observemos que para todo k P p0, 1q, temos

´ Rpkq “ ´

ż L

0
pϕpxqq2 dx “ ´}ϕ}2L2 ă 0. (3.49)

Por outro lado, podemos plotar o gráfico da função R1 : p0, 1q Ă R Ñ R (veja Figura

3.3, página 70) para mostrar a existência de um número k˚ » 0.593 tal que

R1pkq ă 0, k P p0, k˚q.

Usando o valor explícito de ω “ 1´ c2 P p0, 1s dado em (3.14), vemos que k˚ » 0.593

define unicamente um valor c˚ P p0, 1q dado por5

c˚ »
0.65

?
´99.87` 2.33L2

L
ą 0. (3.50)

Adicionalmente, temos que ω P p0, 1s é uma função positiva e estritamente crescente

em termos de k P p0, 1q, ou seja,
ˆ

dω

dk

˙´1

ą 0. (3.51)

Logo, inferimos por (3.48), e pelo fato R1pkq ă 0, para todo k P p0, k˚q, e (3.51) que

d2pcq ă 0, @ c P p´1,´c˚s Y rc˚, 1q. (3.52)

5A fim de tornar o radicando em (3.50) bem definido seria necessário considerar o valor de L ą 2π
ligeiramente maior do que 2π, a saber, L ą 6.4 aproximadamente. Mas devido as aproximações numéricas
feitas e pela pequenez dessa diferença, continuaremos considerando L ą 2π.
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Figura 3.3: Comportamento da função R1.

Nesses termos, provamos a convexidade da função d sobre o intervalo p´1,´c˚sYrc˚, 1q.

Nossa próxima análise é feita considerando k P pk˚, 1q, ou seja, para c P p´c˚, c˚q. Em

verdade, para o caso pk˚, 1q, não temos uma resposta precisa para a convexidade da função

d, pois nesse caso essa convexidade depende de uma eventual escolha do período L ą 2π.

De fato, voltemos para a expressão em (3.46), a qual nos possibilita escrever, para k P p0, 1q,

d2pcq “ ´Rpkq ´ 2ωR1pkq

ˆ

dω

dk

˙´1

` 2 R1pkq

ˆ

dω

dk

˙´1

“ 2 R1pkqQpkqL2 ´ Rpkq ´ 2ωR1pkq

ˆ

dω

dk

˙´1

, c P p´1, 1q (3.53)

em que Q : p0, 1q Ă RÑ R˚` é uma função definida como

ˆ

dω

dk

˙´1

“ QpkqL2.

Na sequência, definimos

α “ αpkq :“ 2 R1pkqQpkq e υ “ υpkq :“ Rpkq` 2ωR1pkq

ˆ

dω

dk

˙´1

, @ k P p0, 1q. (3.54)

Convém enfatizarmos que α ą 0 e υ ą 0 dependem apenas do módulo k P p0, 1q, uma vez

que R, Q e o produto de ω P p0, 1s com
`

dω
dk

˘´1 depende apenas de k P p0, 1q. Em virtude

de (3.53) e (3.54), determinamos para todo c P p´c˚, c˚q que

d2pcq “ αpkqL2 ´ υpkq. (3.55)

A relação (3.55) mostra que a positividade de d2 depende de uma eventual escolha

de L ą 2π. Já que (3.55) envolve funções complicadas de se manipular, como a função

Lambda de Heumann, podemos determinar a convexidade de d usando cálculos numéricos

(por meio do uso de um software). Desse modo, obtemos a existência de um L0 » 20.354

tal que se L P p2π, L0q, então

d2pcq ă 0, @ c P p´c˚, c˚q.
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Para o caso L ą L0, lidamos com um cenário complicado para a convexidade de d. Na

verdade, de acordo com os plots na Figura 3.4, podemos ver que para alguns valores de

L ą L0, temos d2pcq ă 0 para alugns valores de k P pk˚, 1q, mas quando L ą 2π se

torna grande temos que d2pcq ą 0, para k P pk˚, 1q. Esse último fato nos impede de

usar a teoria abstrata em [57, Teorema 5.1] para instabilidade linear, pois a diferença

npLeq ´ ppd2q “ 3´ 1 “ 2 é par.

(a) L “ 20 (b) L “ 20.2

(c) L “ 20.4 (d) L “ 400

Figura 3.4: Gráfico de d2 para alguns valores de L ą 2π no intervalo pk˚, 1q.

3.3.3 O Resultado de Instabilidade

Seja L ą 2π fixado. Como anteriormente, consideremos ϕ “ ϕc P H
8
per a solução com

perfil cnoidal dada na Proposição 3.2. Usando argumentos da Subseção 3.3.2 juntamente

com o Teorema 3.16, estabelecemos que a diferença npLeq ´ ppd2pcqq “ 3 ´ 0 “ 3, é um

número ímpar, para todo c P p´1,´c˚s Y rc˚, 1q. Para o caso L P p2π, L0q, também

estabelecemos que a diferença, npLeq ´ ppd2pcqq “ 3 ´ 0 “ 3, isto é, a diferença acima

também é um número ímpar, para todo c P p´c˚, c˚q. Esses fatos nos colocam em posição

de concluir instabilidade linear de ondas periódicas de acordo com [57, Teorema 5.1] e

nossa intenção é determinar a instabilidade (não-linear) orbital . Para tanto, usamos o

principal resultado de [123], devido a Shatah e Strauss, dado a seguir.
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Teorema 3.19. Em um espaço de Banach Y “ pY, } ¨ }Y q, consideremos a equação de

evolução
du

dt
“ Apuq `Kpuq, u P Y, t ą 0 (3.56)

em que A : DpAq Ă Y ÝÑ Y é um operador linear e K : Y ÝÑ Y é uma não-linearidade.

Se

(a) A gera um C0-semigrupo (ou semigrupo fortemente contínuo) em Y ;

(b) o espectro do operador A intersecta tλ P C; Repλq ą 0u, ou equivalentemente,

σpAq X tλ P C; Repλq ą 0u ‰ H;

(c) e Kp0q “ 0, K : Y Ñ Y e contínua, e existem ρ ą 0 e α ą 0 tais que }Kpuq}Y ď α}u}2Y

para todo }u}Y ă ρ,

então a solução nula é não-linearmente instável.

Demonstração. Veja [123, Teorema 1]. �

Lembremos que a solução nula de (3.56) é dita não-linearmente estável se para todo

ε ą 0, existe δ ą 0 tal que, dado u0 P Y , se }u0}Y ă δ, então a solução uptq de (3.56), com

up0q “ u0, existe para todo t ě 0 e satisfaz

sup
tPR
}uptq}Y ă ε.

Caso contrário, é dita não-linearmente instável.

Tendo em mente o conceito de solução não-linearmente estável comentado acima, temos,

como consequência do Teorema 3.19, o seguinte resultado de instabilidade orbital no que

tange a equação quíntica de Klein-Gordon em (3.1).

Teorema 3.20 (Instabilidade Orbital das Ondas Cnoidais). Seja L ą 2π fixo. Para

c P p´1, 1q, consideremos ϕc “ ϕ P H8per a solução com perfil cnoidal estabelecida na

Proposição 3.2.

i) Se c P p´1,´c˚s Y rc˚, 1q, em que c˚ P p0, 1q é dado em (3.50), então a onda periódica

Φ “ pϕ, cϕ, 0, 0q P Xe é orbitalmente instável em Xe no sentido da Definição 3.17.

ii) Para L P p2π, L0q, em que L0 » 20.354, a onda periódica Φ é orbitalmente instável

para todo c P p´1, 1q.

Demonstração. Nossa intenção é aplicar o Teorema 3.19. Com esse fim, inicialmente dado

U0 P Xe consideremos U P Cpr0, T s, Xeq a solução de (3.1), para algum T ą 0, com

Up0q “ U0 (veja Teorema 3.18). Na sequência, consideremos a seguinte perturbação da

onda Φ “ pϕ, cϕ, 0, 0q sobre o espaço Y “ Xe dada por

V ptq “ Rp´ctqUptq ´ Φ, t P p0, T q (3.57)
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em que c P p´1, 1q, de modo que V0 :“ V p0q. Uma vez que J´1 “ ´J , da mesma forma

que em [55, Equação (0.3)] podemos ver pelas equações p3.1q e p3.10q que

dV

dt
“ JLV ` J´1pE1pΦ` V q ´ E1pΦq ´ E2pΦqV q

“ JLV ` JpE1pΦq ´ E1pΦ` V q ` E2pΦqV q (3.58)

“ JLV ` JNV,

com

NpV q “
“

E1pΦq ´ E1pΦ` V q
‰

` E2pΦqV

“

¨

˚

˚

˝

Repuqxx ´ Repuq ` Rep|ϕ` u|4pϕ` uqq ´ Rep|ϕ|4ϕq
´Impvq

Impuqxx ´ Impuq ` Imp|ϕ` u|4pϕ` uqq
´Repvq

˛

‹

‹

‚

`

`

¨

˚

˚

˝

´Repuqxx ` Repuq ´ |ϕ|4 Repuq ´ 4|ϕ|2ϕ2 Repuq
Impvq

´Impuqxx ` Impuq ´ |ϕ|4Impuq
Repvq

˛

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˝

Rep|ϕ` u|4pϕ` uqq ´ Rep|ϕ|4ϕq ´ |ϕ|4Repuq ´ 4|ϕ|2ϕ2Repuq
0

Imp|ϕ` u|4pϕ` uqq ´ |ϕ|4Impuq
0

˛

‹

‹

‚

,

V “ pReu, Im v, Imu,Re vq P Xe, para certas u, v : R ˆ R` Ñ C, e J é a matriz definida

em (3.3). Por simplicidade, em (3.58), denotemos por A :“ JL e K :“ JN . Desse modo,

KpV q “

¨

˚

˚

˝

0
Imp|ϕ` u|4pϕ` uqq ´ |ϕ|4Impuq

0
Rep|ϕ` u|4pϕ` uqq ´ Rep|ϕ|4ϕq ´ |ϕ|4Repuq ´ 4|ϕ|2ϕ2Repuq

˛

‹

‹

‚

. (3.59)

O procedimento é similar ao determinado em [100, Teorema 3.2] e, assim, é suficiente

mostrarmos que (3.58) tem a solução nula como uma solução não-linearmente instável.

Provemos, então, que os itens (a)-(c) no Teorema 3.19 ocorre em nosso contexto.

(a) Provemos que A “ JL é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo em Xe. Para

tanto, primeiro observemos que podemos escrever A “ A ` P, em que os operadores

P : Xe ÝÑ Xe e A : DpAq Ă Xe ÝÑ Xe são dados por

A :“

¨

˚

˚

˝

0 0 0 1
0 0 ´p´B2

x ` 1q 0
0 1 0 0

´p´B2
x ` 1q 0 0 0

˛

‹

‹

‚

e P :“

¨

˚

˚

˝

0 0 c 0
0 0 ϕ4 ´c
´c 0 0 0
5ϕ4 c 0 0

˛

‹

‹

‚

,

com DpAq “ H2
per,eˆH

1
per,eˆH

2
per,eˆH

1
per,e. Já que P é um operador limitado, vemos por

[110, Capítulo 3, Teorema 1.1] que é suficiente provarmos que A é o gerador infinitesimal

de um C0-semigrupo em Xe. Notemos que, em consequência de (1.2), temos DpAq “ Xe.

Ainda, é fácil ver, devido a periodicidade das funções do espaço H2
per, que

`

p´B2
x ` 1qf, f

˘

L2 “ p´f
2, fqL2 ` pf, fqL2 “ }f 1}2L2 ` }f}

2
L2 ě 0, f P H2

per
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isto é, o operador p´B2
x ` 1q : H2

per Ă L2
per Ñ L2

per é positivo. Como visto na Subseção

3.2.1, o operador R “ p´B2
x ` 1q é auto-adjunto, de modo que B “ pB2

x ` 1q
1
2 está bem

definido e é auto-adjunto também6. Agora, definamos para todos F “ pu1, u2, v1, v2q e

G “ pũ1, ũ2, ṽ1, ṽ2q P Xe,

`

F,G
˘

Xe
:“

`

Bpu1q, Bpũ1q
˘

L2 `
`

u2, ũ2

˘

L2 `
`

Bpv1q, Bpṽ1q
˘

L2 `
`

v2, ṽ2

˘

L2 . (3.60)

É fácil ver que
`

¨, ¨
˘

Xe
: XeˆXe ÝÑ R define um produto interno em Xe que é equivalente

ao produto interno natural de Xe.

Por outro lado, dados V1 “ pp, v, q, wq, V2 “ pp̃, ṽ, q̃, w̃q P DpAq arbitrários, vemos que

ApV1q “
`

w,´pB2
x ` 1qq, v,´pB2

x ` 1qp
˘

e ApV2q “
`

w̃,´pB2
x ` 1qq̃, ṽ,´pB2

x ` 1qp̃
˘

. Desses

fatos e em virtude de B ser auto-adjunto, obtemos

`

ApV1q, V2

˘

Xe

“
`

pB2
x ` 1qq, p̃q

˘

L2 `
`

Bpwq, Bpṽq
˘

L2 `
`

´ pB2
x ` 1qp, q̃

˘

L2 `
`

´ pB2
x ` 1qv, w̃

˘

L2

e

`

V1, ApV2q
˘

Xe

“
`

p, pB2
x ` 1qq̃

˘

L2 `
`

Bpvq, Bpw̃q
˘

L2 `
`

Q,´pB2
x ` 1qp̃

˘

L2 `
`

w,´pB2
x ` 1qṽ

˘

L2

donde inferimos que
`

ApV1q, V2

˘

Xe
`
`

V1, ApV2q
˘

Xe
“ 0. Disso, da arbitraridade dos ele-

mentos V1, V2 P DpAq e como DpAq “ Xe, vem que A é anti-simétrico, de modo que

vale A “ ´A˚, isto é, A é anti-adjunto ou ainda por [129, Lemma 1.6.2] o operador iA

é auto-adjunto7. Pelo Teorema de Stone ([129, Teorema 3.9.1]), segue que A é o gera-

dor infinitesimal de um C0-semigrupo em Xe. Dessa forma, pelo comentado inicialmente,

A “ A` P é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo em Xe, como queríamos provar.

(b) Afirmamos que σpAq X tλ P C; Repλq ą 0u ‰ H. Com efeito, pelos argumentos conti-

dos na Subseção 2.3.2 juntamente com o Teorema 3.16, obtemos que a diferença dada por

npLeq ´ ppd2pcqq “ 3´ 0 “ 3 é um número ímpar, para todo c P p´1,´c˚s Y rc˚, 1q. Para

o caso, L P p2π, L0q também obtemos que npLeq ´ ppd2pcqq “ 3, que é um número ímpar,

para todo c P p´c˚, c˚q. Assim, pelo [57, Teorema 5.1] nossa afirmação segue.

(c) O operador K “ JN : Xe ÝÑ Xe está bem definido e, claramente, cumpre Kp0q “ 0.

Provemos agora que existem α ą 0 e ρ ą 0 tais que para todo V P Xe satisfazendo

}V }Xe ď ρ, temos

}KpV q}Xe ď α}V }2Xe , (3.61)

em que } ¨ }Xe : Xe Ñ R é a norma natural em Xe, a saber, para F “ pu1, u2, v1, v2q P Xe,

}F }2Xe “ }u1}
2
H1 ` }u2}

2
L2 ` }v1}

2
H1 ` }v2}

2
L2 .

6Veja [120, Proposição 5.13]
7Consulte [134, Seção 19.8] para detalhes de operadores anti-simétricos e anti-adjuntos.
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Para provarmos (3.61), primeiro notemos que se V “ pRepuq, Impvq, Impuq,Repvqq P Xe é

tal que }V }Xe ď 1, então pela definição da norma } ¨ }Xe deduzimos que

}Repuq}2H1 ` }Impvq}2L2 ` }Impuq}2H1 ` }Repvq}2L2 “ }V }
2
Xe ď 1

implicando que

}Repuq}2H1 , }Impvq}2L2 , }Impuq}2H1 , }Repvq}2L2 ď 1 (3.62)

Também, pela imersão H1
per ãÑ L4

per (veja (1.4)), temos

}pRepuqq2}2L2 “ }Repuq}4L4 ď α0}Repuqq}4H1 e }pImpuqq2}2L2 “ }Impuq}4L4 ď α1}Impuqq}4H1

(3.63)

para alguns α0, α1 ą 0. Em contrapartida, levando em conta (3.59), vemos, depois de

alguns cálculos, que a segunda coordenada de KpV q é dada explicitamente por

Imp|ϕ` u|4pϕ` uqq ´ |ϕ|4Impuq

“ 4ϕ2pRepuqq2 Impuq ` 4ϕ3pRepuqq2 Impuq ` pRepuqq4Impuq ` pImpuqq5 `

`2pRepuqq2 pImpuqq3 ` 2ϕ2pRepuqq2 Impuq ` 2ϕ2pImpuqq3 ` (3.64)

`4ϕ pRepuqq3 Impuq ` 4ϕRepuq pImpuqq3

enquanto a quarta coordenada de KpV q é dada por

Rep|ϕ` u|4pϕ` uqq ´ Rep|ϕ|4ϕq ´ |ϕ|4Repuq ´ 4|ϕ|2ϕ2Repuq

“ 4ϕ3pRepuqq2 ` ϕpRepuqq4 ` ϕ pImpuqq4 ` 2ϕ pRepuqq2 pImpuqq2 ` 2ϕ3 pRepuqq3 `

`2ϕ3 pImpuqq2 ` 4ϕ2 pRepuqq3 ` 4ϕ2 Repuq pImpuqq2 ` 4ϕ2 pRepuqq3 ` (3.65)

`4ϕ3 pRepuqq2 ` pRepuqq5 ` Repuq pImpuqq4 ` 2pRepuqq3 pImpuqq2 `

`2ϕ2 pRepuqq3 ` 2ϕpImpuqq2 Repuq ` 4ϕpRepuqq4 ` 4ϕpRepuqq2pRepuqq2.

Dessa forma, da Desigualdade Triangular, de (3.62), (3.63), do fato que todos os termos

nas expressões em (3.64) e (3.65) terem uma potência pelo menos dois e do [106, Lema

3.197], obtemos que existem constantes αi ą 0, i P t2, 3, ¨ ¨ ¨ , 9u, de modo que

}KpV q}2Xe “
`

}Imp|ϕ` u|4pϕ` uqq ´ |ϕ|4Impuq}L2

˘2
`���
}0}2H1

0 `���
}0}2H1

0 `

`
`

}Rep|ϕ` u|4pϕ` uqq ´ Rep|ϕ|4ϕq ´ |ϕ|4Repuq ´ 4|ϕ|2ϕ2Repuq}L2

˘2

ď
`

α2}pRepuqq2}L2 ` α3}pImpuqq
2}L2

˘2
`
`

α4}pRepuqq2}L2 ` α5}pImpuqq
2}L2

˘2

ď
“

α6

`

}pRepuqq2}L2 ` }pImpuqq2}L2

˘‰2
`
“

α7

`

}pRepuqq2}L2 ` }pImpuqq2}L2

˘‰2

ď α8

`

}pRepuqq2}2L2 ` }pImpuqq
2}2L2

˘

ď α9

`

}Repuq}4H1 ` }Impuq}
4
H1

˘

ď α9

`

}Repuq}4H1 ` }Impuq}
4
H1 ` }Repvq}4L2 ` }Impvq}

4
L2

˘

ď α9

`

}V }Xe
˘4
.
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Consequentemente, }KpV q}Xe ď α}V }2Xe , com }V }Xe ď ρ :“ 1 e α :“
?
α9 ą 0. Nesses

termos, (3.61) segue, como desejado.

A partir de (a)-(c) e Teorema 3.19 concluímos que a solução nula de (3.57) é não-

linearmente instável, ou seja, existe um ε ą 0 tal que para todo δ ą 0 que satisfaz

}V p0q}Xe “ }V0}Xe ă δ obtemos que a solução V P Cpr0, T s, Xeq em (3.57), com V p0q “ V0,

satisfaz

sup
tPR`

}Uptq ´RpctqΦ}Xe “ sup
tPR`

}V ptq}Xe ě ε,

em que se L ą 2π, então c P p´1, c˚sYrc˚, 1q e se L P p0, L0q, então c P p´c˚, c˚q. Portanto,

de acordo com a Definição 3.17, temos que Φ é orbitalmente instável. E o teorema está

assim provado.

�

Observação 3.21. Notemos que no Teorema 3.20 a priori concluímos instabilidade no

espaço Xe Ă X. Contudo, como instabilidade em um subespaço implica instabilidade no

espaço “maior”, temos que onda é instável em X também. Além do mais, a existência

de um L0 ą 0 tal que obtemos instabilidade para todo L P p2π, L0q, de certa forma,

vai de encontro com o determinado no Teorema 2.25 no se refere a equação cúbica de

Klein-Gordon, estudo o qual foi feito também levando em conta ondas com perfil cnoidal.

˝

Observação 3.22. Cabe aqui observarmos que apesar de também obtermos soluções com

propriedade de média zero associadas à (3.1), não fizemos para a equação quíntica de Klein-

Gordon em (3.1), abordagem semelhante à feita para a equação cúbica de Klein-Gordon,

sob espaços de média zero, como apresentada no Capítulo 2. Pretendemos fazer uma

abordagem e uma investigação mais aprofundada nesse sentido, para a equação quíntica

de Klein-Gordon, em estudos futuros. ˝



Capítulo 4

Estabilidade Orbital de Soluções do
tipo Onda Estacionária para a
Equação Cúbica de Schrödinger
Fracionária

Neste capítulo, apresentamos resultados no que diz respeito a existência, caracteri-

zação variacional e estabilidade orbital de ondas estacionárias periódicas da equação de

Schrödinger Fracionária

iut ´ p´∆qsu` |u|2u “ 0, px, tq P Rˆ R`, (4.1)

em que u : T ˆ R` ÝÑ C é uma função de valores complexos e 2π-periódica na variável

espacial com T :“ r´π, πs. O laplaciano fracionário p´∆qs : H2s
perpTq Ă L2

perpTq Ñ L2
perpTq

é definido como um operador pseudo-diferencial

{p´∆qsgpnq “ |n|2spgpnq, n P Z, g P H2s
perpTq (4.2)

em que s P p0, 1s. Mais detalhes no que tange o laplaciano fracionário podem ser vistas

nas definições dadas em (1.7), (1.8), para L “ 2π, ou também em [118].

Antes de começarmos necessitamos dar sentido formal ao conceito de ondas do tipo

estacionária.

Definição 4.1 (Onda Estacionária). Uma função u : Rˆ R` Ñ C é dita solução do tipo

onda estacionária periódica, com período 2π, de (4.1) se existem ω ą 0 e ϕ : RÑ R uma

função suave e periódica de período 2π de modo que

upx, tq “ eiωtϕpxq, px, tq P Rˆ R` (4.3)

solucionando (4.1) no sentido usual.

A equação de Schrödinger fracionária em (4.1) admite as seguintes quantidades con-

servadas E,F : Hs
perpTq Ñ R dadas por

Epuq “
1

2

ż π

´π
|p´∆q

s
2u|2 ´

1

2
|u|4 dx (4.4)

77
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e

F puq “
1

2

ż π

´π
|u|2 dx. (4.5)

De modo que se u : T ˆ R` Ñ C é uma solução de (4.1) e a escrevendo da forma

u “ p ` iq ” pp, qq, para alguns p, q : T ˆ R` Ñ R vemos que (4.1) pode ser visto como

um sistema Hamiltoniano abstrato da forma

d

dt
uptq “ JE1puptqq, t P R`

em que

J :“

ˆ

0 1
´1 0

˙

e E1 : Hs
perpTq Ñ pHs

perpTqq1 denota a derivada de Fréchet da quantidade conservada E em

(4.4). Nesse caso, E1 é explicitamente dada por

E1puq “

ˆ

Re
`

p´∆qsu
˘

´ |u|2Repuq
Im

`

p´∆qsu
˘

´ |u|2Impuq

˙

, u P Hs
perpTq. (4.6)

Também, a derivada de Fréchet F 1 : Hs
perpTq Ñ pHs

perpTqq1 de F é dada por

F 1puq “

ˆ

Repuq
Impuq

˙

, u P Hs
perpTq. (4.7)

Suponhamos que (4.1) admita soluções do tipo onda estacionária da forma (4.3), como

dada na Definição 3.1. Substituindo o perfil (4.3) em (4.1) obtemos a seguinte equação

diferencial com derivada fracionária

p´∆qsϕ` ωϕ´ ϕ3 “ 0. (4.8)

Dessa forma, na seção subsequente nosso objetivo é estabelecer (via caracterização

variacional) a existência de solução para a equação diferencial fracionária dada em (4.8)

e, consequentemente, estabelecer também a existência de soluções ondas estacionárias da

equação (4.1), no sentido da Definição 4.1.

4.1 Existência de Ondas Periódicas Positivas

Nesta seção, vamos provar a existência de ondas periódicas que resolvem (4.8) usando

três abordagens. Primeiro, usamos caracterizações variacionais por meio de uma minimi-

zação de dois funcionais sob uma restrição adequada para obter ondas periódicas pares,

positivas e com perfil single-lobe. Posteriormente, apresentamos algumas ferramentas rela-

tivas à existência de ondas periódicas de pequena amplitude usando a teoria da bifurcação.

Além disso, é possível mostrar que tais ondas também é solução para o problema de mini-

mização apresentado na próxima subseção.
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4.1.1 Existência de Ondas Periódicas via Minimizadores

Problema Variacional I

Nessa subseção, provaremos a existência de soluções periódicas pares para (4.8) por

meio de um problema variacional dado em (25), citado na Introdução. Antes disso, defini-

mos o conceito de solução com perfil single-lobe.

Definição 4.2 (Solução Single-lobe). Dizemos que uma onda periódica satisfazendo a

equação (4.8) tem perfil single-lobe se existe apenas um ponto de máximo e de mínimo em

r´π, πq. Sem perda de generalidade, podemos assumir que o ponto de máximo ocorre em

x “ 0.

Para τ ą 0 fixado, consideremos o conjunto

Yτ :“
 

u P Hs
per,e ; }u}4L4 “ τ

(

. (4.9)

E para ω ą 0, definamos o funcional Bω : Hs
per,e ÝÑ R dado por

Bωpuq :“

ż π

´π
|p´∆q

s
2u|2 ` ω |u|2 dx. (4.10)

Claro que o funcional Bω é limitado por baixo, pois

Bωpuq ě 0, u P Hs
per,e. (4.11)

Teorema 4.3 (Existência de Minimizador). Sejam s P
`

1
4 , 1

‰

e τ, ω ą 0 fixados. O

problema de minimização

Γω :“ inf
uPYτ

Bωpuq (4.12)

tem pelo menos uma solução, ou seja, existe uma função de valores complexo Φ P Yτ tal

que BωpΦq “ Γω. Além disso, Φ satisfaz

p´∆qsΦ` ωΦ´ |Φ|2Φ “ 0.

Demonstração. Primeiro afirmamos que o funcional Bω induz uma norma equivalente em

Hs
per,e, que é a norma induzida de Hs

per. De fato, sendo a norma em Hs
per dada como em

(1.6) e já que o funcional Bω pode ser escrito como

Bωpuq “ }p´∆q
s
2u}2L2 ` ω}u}

2
L2

é fácil ver que existem c0, c1 ą 0 de modo que

0 ď c0}u}Hs ď
a

Bωpuq ď c1}u}Hs , @ u P Hs
per (4.13)

e nossa afirmação segue. Adicionalmente, Γω ě 0.

A partir da suavidade do funcional Bω, em (4.10), podemos considerar uma sequência

punqnPN Ă Yτ de minimizadores tais que

Bωpunq ÝÑ Γω “ inf
uPYτ

Bωpuq, quando nÑ8. (4.14)
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Por (4.14), em particular, temos que a sequência pBωpunqqnPN Ă R é limitada1. Disso

e de (4.13) inferimos que punqnPN Ă Hs
per,e é limitada. Em contrapartida, sendo Hs

per,e

um espaço de Hilbert, então Hs
per,e é um espaço reflexivo2. Nesses termos, em virtude da

reflexividade de Hs
per,e, da limitação de punqnPN Ă Hs

per,e e de [22, Teorema 3.18] existe

Φ P Hs
per,e de modo que, a menos de subsequência,

un ÝÝá Φ fraco em Hs
per,e, quando nÑ8. (4.15)

Agora, uma vez que s P
`

1
4 , 1

‰

, a imersão

Hs
per,e ãÝÝÑ L4

per,e (4.16)

é compacta (veja [19, Teorema 2.8] ou [3, Teorema 5.1]). Consequentemente, por (4.15) e

[73, Teorema 8.1-7],

un ÝÑ Φ em L4
per,e. (4.17)

Ademais, pela Desigualdade Triangular e de Hölder Generalizada ([22, Observação 2, Seção

4.2]), vale a estimativa
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż 2π

0
pu4
n ´ Φ4q dx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż 2π

0
|u4
n ´ Φ4| dx

“

ż 2π

0
|u2
n ` Φ2| ¨ |u2

n ´ Φ2| dx

“

ż 2π

0
|u2
n ` Φ2| ¨ |pun ´ Φqpun ` Φq| dx

“

ż 2π

0
|u3
n ` u

2
nΦ` Φ2un ` Φ3| ¨ |un ´ Φ| dx

ď

ˆ
ż 2π

0
|u3
n ` u

2
nΦ` Φ2un ` Φ3|

4
3 dx

˙

3
4

¨

ˆ
ż 2π

0
|un ´ Φ|4 dx

˙

1
4

“ }u3
n ` u

2
nΦ` Φ2un ` Φ3}

L
4
3
¨ }un ´ Φ}L4

ď

´

}u3
n}L

4
3
` }u2

nΦ}
L

4
3
` }Φ2un}

L
4
3
` }Φ3}

L
4
3

¯

¨ }un ´ Φ}L4

ď
`

}un}
3
L4 ` }un}

2
L4 }Φ}L4 ` }Φ}2L4}un}L4 ` }Φ}3L4

˘

¨ }un ´ Φ}L4

o que por (4.17) implica }Φ}4L4 “ τ . Devemos notar que da imersão em (4.16), existe uma

constante c2 ą 0 tal que

}u}L4 ď c2}u}Hs , @ u P Hs
per.

Desse fato e de (4.13), vem que Γω ą 0. Além disso, em virtude de Bω ser semicontínua

inferiormente (pois Bω é contínua e por [2, página 43]), temos

BωpΦq ď lim inf
nÑ8

Bωpunq,

isto é,

BωpΦq ď Γω. (4.18)
1Veja [73, Lema 1.4-2]
2Vide [22, Proposição 5.1].
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Por outro lado, em razão de Φ satisfazer }Φ}4L4 “ τ , obtemos

BωpΦq ě Γω. (4.19)

De (4.18) e (4.19), concluímos

BωpΦq “ Γω “ inf
uPYτ

Bωpuq.

Em outras palavras, a função Φ P Yτ Ă Hs
per,e é um minimizador do problema (4.12).

Notemos que Φ é uma função de valores complexos tal que Φ ı 0 (já que τ ą 0).

Pelo Teorema dos Multiplicadores Lagrange ([14, Teorema 2.6]), existe uma constante

c3 P R satisfazendo p´∆qsΦ`ωΦ “ c3|Φ|
2Φ. Um argumento padrão de escala nos permite

escolher c3 “ 1. De fato, para todo r ą 0 vemos que

r2BωpΦq “ BωprΦq “ inf
 

Bωpruq P R` ; u P Hs
per,e, }u}

4
L4 “ τ

(

“ inf
 

Bωpvq P R` ; v P Hs
per,e, }v}

4
L4 “ r4τ

(

. (4.20)

Em outras palavras, se Φ soluciona (4.12), então Υ “ rΦ é uma solução do problema de

minimização (4.20). Da mesma forma que antes, pelo Teorema dos Multiplicadores de

Lagrange existe c4 ą 0 tal que

p´∆qsΥ`ωrΥ “ c4|Υ|
2Υ ñ p´∆qsrΦ`ωrΦ “ c4r

3|Φ|2Φ ñ p´∆qsΦ`ωΦ´c4r
2|Φ|2Φ “ 0.

Escolhendo convenientemente r “ 1?
c4
ą 0, determinamos que podemos escolher c3 “ 1,

como afirmado.

Em resumo, temos que Φ é uma função complexa que é um minimizador periódico de

(4.12) e que satisfaz

p´∆qsΦ` ωΦ´ |Φ|2Φ “ 0. (4.21)

�

Observação 4.4 (Minimizador Real). Seja Φ P Hs
per,e o minimizador obtido pela Propo-

sição 4.3. É fácil verificar que para todo ϑ P R, a função e´iϑΦ satisfaz Bωpe´iϑΦq “ Γω

e, consequentemente, p4.21q. Para garantir a existência de soluções reais para a equação

p4.21q, vamos assumir que o minimizador Φ pode ser expresso como Φ “ eiϑ0ϕ, para al-

guma função real par e 2π-periódica ϕ P Hs
per,e e algum ϑ0 P R adequado. Desse modo, a

função ϕ P Hs
per,e satisfaz o problema de minimização

Bωpϕq “ Bωpe´iϑ0Φq “ Γω (4.22)

e a equação

p´∆qsϕ` ωϕ´ ϕ3 “ 0. (4.23)

˝
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Observação 4.5. No caso particular que s “ 1, a existência de ϑ0 P R e ϕ P Hs
per,e

na Observação 4.4 pode ser estabelecida. Com efeito, se Φ “ φ1 ` iφ2, para alguns

φ1, φ2 P H
s
per,e, soluciona p4.21q, vemos que φ1 e φ2 solucionam as equações

´ φ21 ` ωφ1 ´ pφ
2
1 ` φ

2
2qφ1 “ 0 (4.24)

e

´ φ22 ` ωφ2 ´ pφ
2
1 ` φ

2
2qφ2 “ 0. (4.25)

Multiplicando p4.24q por φ2, p4.25q por φ1 e subtraindo ambos os resultados obtemos a

equação´φ21φ2`φ
2
2φ1 “ 0, de modo que após uma integração vemos que´φ11φ2`φ

1
2φ1 “ C,

em que C P R é uma constante de integração. Uma vez que φ1 e φ2 são pares, temos que

φ11 e φ12 são ímpares e, por conseguinte, ´φ11φ2 ` φ
1
2φ1 é uma função ímpar. Dessa forma,

em particular, p´φ11φ2 ` φ
1
2φ1qp0q “ 0 o que implica C “ 0 e ´φ11φ2 ` φ

1
2φ1 “ 0, isto é, o

Wronskiano Wpφ1, φ2q de φ1 e φ2 é tal que Wpφ1, φ2q “ 0, o que por consequência de [36,

Teorema 6, Capítulo 3] as funções φ1 e φ2 são linearmente dependentes, ou seja, φ1 “ rφ2

para algum r P R, de modo Φ “ pr ` iqφ2 “ eiϑ0
?

1` r2φ2, em que ϑ0 P p´π, πs é o

argumento principal do número r ` i P C. Portanto, para a função real ϕ :“
?

1` r2φ2,

inferimos que

Φ “ eiϑ0

a

1` r2φ2 “ eiϑ0ϕ

o que nos permite determinar o resultado desejado.

˝

Observação 4.6. Seja s P p0, 1q fixado. Devemos mencionar que se o problema p4.12q está

colocado no cenário de comprimento de onda infinito, isto é, R ao invés de T “ r´π, πs e
Φ P HspRq é um minimizador do problema de minimização

inf

"

rBωpuq “
1

2

ż

R
|p´∆q

s
2u|2 ` ω|u|2 dx ; u P HspRq, }u}4L4pRq “ τ

*

para ω, τ ą 0 fixos, então |Φ| é também um minimizador. Esse fato pode ser provado,

pois se u P HspRq então }p´∆q
s
2u}L2pRq, que aparece em rBωpuq, pode ser caracterizada em

termos da bem conhecida seminorma de Gagliardo, a saber,

||p´∆q
s
2u||L2pRq “ Cs

ˆ
ż

R

ż

R

|upxq ´ upyq|2

|x´ y|1`2s
dx dy

˙

1
2

, u P HspRq (4.26)

em que Cs ą 0 é uma constante dependendo apenas de s P p0, 1q, consulte [20, Corolário

1.15] e [42, Seção 2] para detalhes. Usando essa caracterização, é fácil provar que se Φ P

HspRq é minimizador, então |Φ| também o é (veja [42, Teorema 2.1]), e assim uma solução

real ϕ :“ |Φ| para p4.8q pode ser considerada sem mais problemas. Até onde sabemos, não

temos uma caracterização como em p4.26q no caso periódico. Com efeito, nesse caso, como

apresentado em [20, Seção 1.2], até é possível definir (no contexto periódico) a seminorma

de Gagliardo como

russ :“

ˆ
ż π

´π

ż π

´π

|upxq ´ upyq|2

|x´ y|1`2s
dx dy

˙

1
2

, u P Hs
perpTq.
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Entretanto, usando a identidade de Parseval e alguns cálculos adicionais (veja [18, Propo-

sição 1.4]) obtemos a existência de constantes c6 ą c5 ą 0 tais que

c5}p´∆q
s
2u}L2

perpTq ď russ ď c6}p´∆q
s
2u}L2

perpTq, @ u P H
s
perpTq. (4.27)

A desigualdade em (4.27) não pode ser usada para assegurar que |Φ| resolve p4.12q se Φ

é um minimizador obtido na Proposição 4.3. Em nosso contexto, a suposição Φ “ eiϑ0ϕ

na Observação 4.4 parece adequada a fim de obter uma solução periódica real ϕ “ ϕ` i0

para o problema p4.12q.

˝

Como consequência da Observação 4.4, temos a existência de uma função real ϕ P Hs
per

satisfazendo a equação (4.23). Contudo, ϕ pode ser a solução constante, isto é, ϕ ”
?
ω.

Nesse caso, o operador L1 : H2s
per Ă L2

per Ñ L2
per dado por L1 “ p´∆qs`ωϕ´ϕ3 se escreve

como

L1 “ p´∆qs ´ 2ω. (4.28)

De acordo com [62, Exemplo 4.4], o núcleo do operador L1, em (4.28), é bidimensional,

ou seja, zpL1q “ 2, de modo que KerpL1q “ rf1, f2s, em que

f1pxq “ a1 cospb1xq e f2pxq “ a2 senpb2xq, @ x P R,

para alguns ai, bi P R, i “ 1, 2. Ainda, novamente de acordo com [62, Exemplo 4.4] os

autovalores do operador H “ p´∆qs são dados por

0 ă 1 “ 1 ă 2 “ 2 ă 3 “ 3 ă ¨ ¨ ¨ ,

isto é, se n P N˚ e λn P R denota o n-ésimo autovalor de H, então λ2n “ λ2n`1 para todo

n P N˚. Logo, os autovalores de L1, em (4.28), são da forma

´2ω ă ´2ω ` 1 ă ´2ω ` 2 ă ´2ω ` 3 ă ¨ ¨ ¨ .

Notemos que ´2ω ă 0, para qualquer que seja ω ą 0. Também,

ω ď
1

2
ô ´2ω ` 1 ě 0.

Assim, inferimos que

npL1q “ 1 ô ω P
`

0, 1
2

‰

. (4.29)

Por outro lado, de maneira geral, para ϕ não-constante é fácil constatar por (4.23) que

L1pϕ
1q “ 0 de forma que sempre ocorre npL1q ď 1. Na verdade, npL1q ď 1 é válido

independentemente de ϕ ser constante ou não, mas sim depende apenas do fato de ϕ ser

um minimizador (veja Seção 4.2). Nesses termos, se ω ą 1
2 , então L1 não é um operador

positivo e como consequência de (4.29) vemos que npL1q ą 1, o que gera uma contradição.

Desses fatos e do estabelecido em (4.29), concluímos que a solução constante ϕ “
?
ω é

um minimizador de (4.12), para ω P
`

0, 1
2

‰

e para ω P
`

1
2 ,8

˘

a solução ϕ é um minimizador

de (4.12) não-constante.

O exposto anteriormente nos permite enunciar o seguinte:
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Proposição 4.7 (Existência de Soluções Pares Single-lobe). Sejam s P
`

1
4 , 1

‰

e τ, ω ą 0

fixados. Seja ϕ P Hs
per,e o minimizador periódico dado no Teorema 4.3 e Observação 4.4. Se

ω P
`

0, 1
2

‰

, então ϕ é a solução constante e se ω P
`

1
2 ,8

˘

, então ϕ é uma solução periódica

par, suave e tem perfil single-lobe no sentido da Definição 4.2.

Demonstração. Primeiramente, por um argumento de bootstrapping inferimos que

ϕ P Hs
per,e XH

8
per, ou seja, ϕ é suave (veja [35, Proposição 3.1] ou [97, Proposição 2.4]).

Já estabelecemos que a solução constante ϕ “
?
ω é um minimizador de (4.12) para

ω P
`

0, 1
2

‰

e para ω P
`

1
2 ,8

˘

a solução ϕ é um minimizador não-constante. Adicionalmente,

nesse último caso, podemos considerar os rearranjos simétricos3 ϕ‹ associados com ϕ de

modo que ϕ‹ P Yτ . Com efeito, o rearranjo ϕ‹ é invariante a restrição de Yτ , uma vez

que por [34, Apêndice A], }ϕ}Lp “ }ϕ‹}Lp , para todo p P N. Ademais, em virtude da

Desigualdade Fracionária de Polya-Szegö, em [34, Lemma A.1] (veja também [109, Teorema

1.1]), temos
ż 2π

0

`

p´∆q
s
2ϕ‹

˘2
dx ď

ż 2π

0

`

p´∆q
s
2ϕ

˘2
dx.

Logo, por (4.22), obtemos Bωpϕ‹q “ Γω, com ϕ‹ sendo simetricamente descrescente

longe do ponto de máximo em x “ 0. Para simplificar a notação, assumimos que ϕ “ ϕ‹,

de forma que ϕ tem um perfil par single-lobe, como de acordo com a Definição 4.2. �

Problema Variacional II

Nessa subseção, vamos mostrar a existência de minimizadores associados a um problema

de minimização diferente ao do apresentado na subseção precendente. A solução obtida

por meio dessa minimização não tem muita importância dentro do que nos propomos fazer

(veja Observação 4.10 para mais detalhes), porém a passo de completude tal minimização

tem sua relevância.

Seja τ ą 0 fixado e definamos o conjunto

Xτ :“ tu P Hs
per : }u}2L2 “ τu. (4.30)

e consideremos o functional energia E dado em (2.5). Assim, estabelecemos o seguinte

resultado de existência.

Teorema 4.8. Sejam s P
`

1
2 , 1

‰

e τ ą 0 fixados. O problema de minimização

Λ “ inf
uPXτ

Epuq, (4.31)

tem pelo menos uma solução, isto é, existe uma solução de valores complexos Ψ P Xγ tal

que EpΨq “ Λ. Além disso, para certo ω P R, a função Ψ satisfaz

p´∆qsΨ` ωΨ´ |Ψ|2Ψ “ 0.

3Detalhes em [82, Seção 3.3] ou [34, Apêndice A].
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Demonstração. Como s P
`

1
2 , 1

‰

, então em consequência da Desigualdade de Gagliardo-

Niremberg, dada no Teorema 4.38, temos, para todo u P Hs
per e algum C ą 0, que

}p´∆q
s
2u}2L2 “ 2Epuq `

1

2
}u}4L4

ď 2Epuq `
C

2
}p´∆q

s
2u}

1
s
L2 }u}

4´
1
s

L2 `
C

2
}u}4L2 (4.32)

De (4.32) e da Desigualdade de Young([47, Apêndice B.2]), vem que

}p´∆q
s
2 }2L2 ď 2Epuq `

1

2
}p´∆q

s
2u}2L2 ` C̃ ¨ }u}

4´
1
s ¨
´2
s´2

L2 ` C̃}u}4L2 , (4.33)

para algum C̃ ą 0. Segue de (4.33) que

}p´∆q
s
2 }2L2 ď 4Epuq ` Cpτq, @ u P Xτ

em que Cτ ą 0 é uma constante dependendo de τ ą 0 (fixo). Dessa forma, inferimos que

0 ď }u}2Hs ď 4Epuq ` C̃τ , (4.34)

para certa C̃τ ą 0. Logo,

Epuq ě ´
1

4
C̃τ , @ u P Xτ ,

ou seja, E|Xτ é limitado por baixo. Adicionalmente, uma vez que E é um functional suave

em Hs
per, podemos considerar uma sequência pvnqnPN Ă Xτ constituída de minimizadores

satisfazendo

Epvnq ÝÑ inf
uPXτ

Epuq “ Λ, quando nÑ8.

Donde, pEpvnqqnPN Ă R é uma sequência limitada4. Disso e por (4.34) obtemos que

pvnqnPN é uma sequência limitada em Hs
per. Usando os mesmos argumentos da prova do

Teorema 4.3, obtemos a existência de uma função complexa Ψ P Xτ Ă Hs
per tal que Ψ é

um minimizador do problema (4.31). Notemos que sendo τ ą 0, então Ψ ı 0.

Na sequência, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, existe uma constante

c3 P R de modo que

p´∆qsΨ´ |Ψ|2Ψ “ c3Ψ. (4.35)

Definindo ω :“ ´c3 P R, concluímos que Ψ satisfaz

p´∆qsΨ` ωΨ´ |Ψ|2Ψ “ 0. (4.36)

�

Observação 4.9. Similarmente a Observação 4.4 e Proposição 4.7, podemos considerar

uma solução, para a equação (4.36), de valores reais ψ P Hs
per,e satisfazendo

p´∆qsψ ` ωψ ´ ψ3 “ 0. (4.37)

Além do mais, usando argumentos análogos da Proposição 4.7 podemos estabelecer que

a função ψ é uma solução suave, periódica e par de (4.37) e tem um perfil single-lobe no

sentido da Definição 4.2. ˝
4Veja [73, Lema 1.4-2]
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Observação 4.10. É importante salientarmos as principais diferenças entre o Problema

Variacional I e o Problema Variacional II. A primeira é que no I concluímos que: dado

ω ą 0 obtemos uma solução ϕ P Hs
per que solucionam (4.23), para s P

`

1
4 , 1

‰

. Por sua vez no

II estabelecemos que: existem ω P R e ψ P Hs
per que solucionam (4.37), para s P

`

1
2 , 1

‰

de

modo que não conseguimos determinar o sinal da constante ω P R. A segunda, diz respeito

ao fato de que no I determinamos uma solução para valores de s P
`

1
4 , 1

‰

, enquanto no II

apenas para valores s P
`

1
2 , 1

‰

. Dessa forma, como nosso intuito mais adiante é estipularmos

a existência de uma curva de soluções de (4.23), para s P
`

1
4 , 1

‰

, em termos da velocidade

da onda ω ą 1
2 vamos trabalhar apenas com as soluções dadas pelo Problema Variacional

I determinadas em Proprosição 4.7. ˝

4.1.2 Existência de Ondas de Pequena Amplitude

A existência e fórmulas convenientes para as ondas periódicas de pequena amplitude

associadas à equação (4.8) serão mostradas nesta subseção. Mostramos que a teoria da

bifurcação local usada para determinar a existência de ondas de pequena amplitude pode

ser estendida e as soluções locais podem ser consideradas globais para um ω ą 1
2 fixo.

Este fato é uma característica muito importante em nosso contexto, uma vez que pode ser

usado como uma forma alternativa para provar a existência de soluções pares periódicas

(não necessariamente tendo um perfil single-lobe) para a equação (4.8) quando s P p0, 1q.

Para isso, usamos a teoria contida em [30, Capítulos 8 e 9].

Em primeiro lugar, vamos provar a existência de ondas periódicas de pequena ampli-

tude. Para, s P
`

1
4 , 1s definamos a aplicação5 F : H2s

per,e ˆ
`

1
2 ,8q Ñ L2

per,e por

Fpg, ωq “ p´∆qsg ` ωg ´ g3. (4.38)

Temos que F é suave em ambas as variáveis. Além disso, Fpg, ωq “ 0 se, e somente se,

g P H2s
per,e soluciona

p´∆qsg ` ωg ´ g3 “ 0, (4.39)

com frequência da onda correspondente ω P p1
2 ,8q.

Dado um par pg, ωq P DpFq, a derivada de Fréchet DgFpg, ωq : H2s
per,e Ă L2

per,e Ñ L2
per,e

associada a F com respeito à primeira variável é então dada por

DgFpg, ωqpfq “ pp´∆qs ` ω ´ 3g2qf. (4.40)

Consideremos ω0 ą 0 fixado. No ponto p
?
ω0, ω0q P DpFq, obtemos que

DgFp
?
ω0, ω0q “ p´∆qs ` ω0 ´ 3p

?
ω0q

2 “ p´∆qs ´ 2ω0.

Desse modo, o núcleo não trivial de DgFp
?
ω0, ω0q é determinado pelas funções h P H2s

per,e

que satisfazem p´∆qsh´ 2ω0h “ 0, ou seja,

{p´∆qshpkq ´ 2ω0
phpkq “ 0, k P Zzt0u

5Observemos que F fica bem definida pois, para s1 “ 1
6
, vemos que s1 ă 1

2
e se s P

`

1
4
, 1s, então 2s ą s1.

E por consequência de [13, Teorema 4.2], (1.2) e (1.4), obtemos as imersões H2s
per ãÑ Hs1

per ãÑ L6
per ãÑ L2

per.
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ou equivalentemente, por (1.8),

phpkqp´2ω0 ` |k|
2sq “ 0, k P Zzt0u.

Assim, DgFp
?
ω0, ω0q possui núcleo unidimensional se, e somente se, ω0 “

|k|2s

2 , para

algum k P Zzt0u, e nesse caso DgFp
?
ω0, ω0q “ rϕ̃ks, em que ϕ̃kpxq :“ cospkxq, para todo

x P R. Como em [28, Teorema 5.1], podemos aplicar o Teorema de Crandall-Rabionwitz

([28, Teorema 8.3.1] ou [74, Teorema 5.1]) a fim de garantir a existência de um intervalo

I Ă p0,8q, de modo que ω0 P I, uma bola Bp0, rq Ă H2s
per,e, para algum r ą 0, e uma única

aplicação suave

ω P I ÞÝÑ ϕ :“ ϕω P Bp0, rq Ă H2s
per,e

tal que Fpϕω, ωq “ 0, para todo ω P I, e também ϕ P Bp0, rq. Em outras palavras, toda

solução pg, ωq P DpFq de Fpg, ωq “ 0 tem a forma pϕω, ωq, ω P I.

Agora, para cada k P Nzt0u o ponto p
?
ω̃k, ω̃kq P H

2s
per,e ˆ p0,8q, em que ω̃k :“ |k|2s

2 ,

é um ponto de bifurcação. Além disso, existe a0 ą 0 e uma curva local de bifurcação da

forma

a P p0, a0q ÞÝÑ pϕk,a, ωk,aq P H
2s
per,e ˆ p0,8q (4.41)

passando por p
?
ω̃k, ω̃kq constituída por soluções 2π

k -periódicas pares da equação (4.39).

Em particular, ωk,0 “ ω̃k, Daϕk,0 “ ϕ̃k, com ϕ̃kpxq “ cospkxq, para todo x P R. E

todas as soluções pg, ωq P DpFq de Fpg, ωq “ 0 em uma vizinhança do ponto de bifurcação

p
?
ω̃k, ω̃kq pertencem a curva dada em (4.41).

Na sequência, nosso objetivo é mostrar que a curva local de bifurcação em (4.41) se

estende a uma curva global suave. Para tanto, inicialmente, definamos o conjunto

S “ tpφ, ωq P U ; Fpφ, ωq “ 0u, (4.42)

em que U :“ DpFq. E também, X “ H2s
per,e e Y “ L2

per,e.

Seja pχ, ωq P X ˆ
`

1
2 ,8

˘

uma solução de F pχ, ωq “ 0. Assim, a equação

L1|X pψq ” DFχpχ, ωqpψq “ pp´∆qs ´ 3χ2qψ ` ωψ “ 0, ψ P X

tem duas soluções linearmente independentes de modo que no máximo uma delas pertence à

X (veja [34, Teorema 3.12]). Se não há soluções em X zt0u, então quer dizer que o operador

L1|X : X Ă Y Ñ Y tem núcleo trivial, ou seja, KerpL1|X q “ t0u. Dessa forma, sendo

L1|X fechado e possuindo imagem fechada6, concluímos de [22, Teorema 2.20] que

RpL1|X q “ KerpL1|X q
K “ Y. Nesse caso, o problema

pp´∆qs ` ω ´ 3χ2qψ “ f (4.43)

tem uma solução ψ P X , para todo f P Y.
6Veja justificativas desses fatos na Seção 4.2.
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Se, por outro lado, tem uma solução Θ P X , então pela Alternativa de Fredholm

Generalizada ([133, Apêndice, Teorema 39a) e 39b)]) a equação (4.43) tem uma solução

se, e somente se

pΘ, fqL2 “

ż π

´π
Θpxqfpxq dx “ 0, @ f P Y.

Portanto, para pg, ωq P DpFq, a derivada DFgpg, ωq em (4.40) é um operador de

Fredholm de índice zero (para detalhes e propriedades desse tipo de operador veja [46,

Capítulo I, Definição 3.1 e Teorema 3.1]).

Em seguida, vamos provar que todo limitado e fechado de S, definido em (4.42), é

compacto em H2s
per,e ˆ p

1
2 ,`8q. Para tanto, definamos F̃ : H2s

per,e ˆ p
1
2 ,`8q ÝÑ L2

per,e por

F̃pg, ωq “ pp´∆qs ` ωq´1g3.

Como s P p1
4 , 1s, vemos que F̃ está bem definida uma vez que H2s

per,e é uma Álgebra de

Banach (veja [106, Teorema 3.200]), também pg, ωq P S se, e somente se, F̃pg, ωq “ g e

mais precisamente F̃ leva H2s
per,eˆp

1
2 ,`8q em H4s

per,e
7. A imersão compacta H4s

per,e ãÑ H2s
per,e

(veja (1.2)) nos mostra ainda que F̃ leva conjunto fechados e limitados de H2s
per,eˆp

1
2 ,8q em

H2s
per,e. Dessa forma, dado qualquer R Ă S Ă H2s

per,eˆp
1
2 ,8q fechado e limitado, da defini-

ção de operador compacto, obtemos8que o conjunto imagem F̃pRq “ tg P H4s
per,e ; pg, ωq P

Ru é relativamente compacto em H2s
per,e, isto é, F̃pRq Ă H2s

per é compacto. Agora, como

R é fechado e F̃ contínuo, então F̃pRq “ F̃pRq Ă F̃pRq (veja [93, Teorema 18.1]). Assim,

dada uma sequência pgn, ωnqnPN Ă R arbitrária, obtemos que pF̃pgn, ωnqqnPN “ pgnqnPN

possui subsequência convergente. Por outro lado, pωnqnPN também possui subsequência

convergente, pois é uma sequência de números reais limitada. Logo, pgn, ωnqnPN Ă R pos-

sui subsequência convergente e, desse modo, R é compacto. Da arbitrariedade de R Ă S
segue que todo limitado e fechado de S é compacto, como requerido.

As informações acima e [30, Teorema 9.1.1], como em [28, Teorema 5.4], nos permitem

estender globalmente a curva local de bifurcação em (4.41). Sendo mais preciso, existe uma

aplicação contínua

ω P
´

|k|2s

2 ,8
¯

ÞÝÑ pϕk,ω, ωk,ωq P H
2s
per,e ˆ p0,8q, (4.44)

para cada k P Nzt0u, de soluções de

Fpg, ωq “ p´∆qsg ` ωg ´ g3 “ 0, pg, ωq P H2s
per,e ˆ p0,8q.

A seguir, usaremos o Método de Redução de Lyapunov-Schmidt (veja, por exemplo

[69, Teorema I.2.3]) com o objetivo de obtermos a expansão de Stokes explícita para ω ą 1
2

suficientemente pequeno e o caso simples k “ 1.
7Basta notarmos que T :“ p´∆qs`ω : H2s

per Ă L2
per Ñ L2

per é um operador invertível de modo que para
g P DpTq satisfazer Tpgq P H2s

per devemos tomar g P H4s
per Ă DpTq.

8Visto que operador contínuo mapeia limitado em limitado (veja [88, Teorema 4.4])
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Seja k P Nzt0u fixado e consideremos a decomposição H2s
per,e “ K ‘ L, em que

K :“ KerpDgFp
?
ω0, ωqq “ rϕ̃ks e L :“ rϕ̃l ; l P N, l ‰ ks, (4.45)

com ϕ̃l :“ cosplxq para todo x P R e l P N. Tal decomposição ocorre pois, assumindo (sem

perda de generalidade) que }ϕ̃k}L2 “ 1, é possível mostrar que o operador ΠK : H2s
per,e Ñ K

dado por ΠKpfq “ ϕ̃kpf, ϕ̃kqL2 , é idempotente, isto é, Π2
K “ ΠK e, logo, ΠK é a projeção

no espaço K de modo que RpΠKq “ K e KerpΠKq “ L (mais detalhes veja [65, Capítulo

I, Seção 3.4]).

O exposto nos permite estabelecer a seguinte proposição.

Proposição 4.11 (Existência de Onda de Pequena Amplitude). Para todo s P p0, 1s existe

a0 ą 0 tal que para todo a P p0, a0q existe uma solução ϕ P H2s
per,e para a equação (4.8)

dadas pelas seguintes expansões de Stokes:

ϕpxq “

?
2

2
` aϕ1pxq ` a

2ϕ2pxq `Opa3q, x P R (4.46)

em que

ϕ1pxq “ cospxq, ϕ2pxq “ ´
3
?

2

2
`

3
?

2

2p22s ´ 1q
cosp2xq

e a frequência da onda é determinada por

ω “
1

2
´

9

2
a2

ˆ

1`
1

2p22s ´ 1q

˙

`O
`

a4
˘

. (4.47)

Além disso, o par pϕ, ωq P H2s
per ˆ

`

1
2 ,8

˘

é global em termos do parâmetro ω ą 1
2 e

solucionam a equação (4.8).

Demonstração. A primeira parte da proposição já foi determinada em (4.41) considerando

k “ 1. Para obter a expressão em (4.46) procederemos de forma similiar a [28, Teorema

5.4]. Seja k P N fixado e consiremos a decomposição dada (4.45). O Método de Redução

de Lyapunov-Schmidt reduz o problema F pg, ωq “ 0 para pg, ωq P U1ˆV1 em um problema

unidimensional equivalente dado por

Υpaϕ̃k, ωq :“ ΠKFp
a

ω̃k ` aϕ̃k ` φpaϕ̃k, ωq, ωq “ 0, (4.48)

em que U1 ˆ V1 Ă H2s
per,e ˆ p

1
2 ,`8q é uma vizinhança do ponto de bifurcação p

?
ω̃k, ω̃kq e

φ : U1ˆV1 Ă Kˆp0,`8q Ñ L é uma função suave, em que K,L Ă H2s
per,e são definidos em

(4.45). Além disso, a partir de [30, Teorema 8.2.1], temos que φp0, ω̃kq “ Dgφp0, ω̃kq “ 0.

Assim, resolvendo o problema (4.48) obtemos uma solução g “
?
ω̃k ` aϕ̃k ` φpaϕ̃k, ωq

para o problema Fpg, ωq “ 0. Então, vemos que

ϕk,a :“
a

ω̃k ` aϕ̃k ` φpaϕ̃k, ωk,aq,

é tal que ϕk,0 “
?
ω̃k and 9ϕkp0q “ ϕ̃k, em que ¨ :“ d

da . Dessa forma,

9ϕk,a “ ϕ̃k `Dgφpaϕ̃k, ωk,aqϕ̃k `Dωφpaϕ̃k, ωk,aq 9ωk,a. (4.49)
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Tomando a derivada em (4.49) no ponto a “ 0, vemos que

:ϕk,0 “ D2
ggφp0, ω̃kqrϕ̃k, ϕ̃ks`2D2

gωφp0, ω̃kqrϕ̃k, 9ωk,0s`D
2
ωωφp0, ω̃kqr 9ωk,0, 9ωk,0s`Dωφp0, ω̃kq 9ωk,0.

Podemos obter 9ωk,0 por meio das fórmulas de bifurcação contidas em [69, Seção I6], de

modo que é possível explicitarmos 9ωk,0 como

9ωk,0 “ ´
1

2

`

D2
ggFp0, ω̃kqrϕ̃k, ϕ̃ks, ϕ̃k

˘

L2
`

D2
gωFp0, ω̃kqϕ̃k, ϕ̃k

˘

L2

.

Porém, conseguimos obter que D2
ggFp0, ω̃kqrϕ̃k, ϕ̃ks “ 0 e D2

gωFp0, ω̃kqϕ̃k “ 1, o que implica

em 9ωk,0 “ 0. Logo,

:ϕk,0 “ D2
ggφp0, ω̃kqrϕ̃k, ϕ̃ks.

Derivando (com respeito a g) a igualdade p1´ΠKqFp
?
ω̃k`g`φpg, ωq, ωq “ 0 obtemos

p1´ΠKqDgFp
a

ω̃k ` g ` φpg, ωq, ωqrϕ̃k `Dgφpg, ωqϕ̃ks “ 0.

Derivando a relação acima (novamente com respeito a g) e aplicando no ponto p0, ω̃kq,

segue que

p1´ΠKqD
2
ggFp

a

ω̃k, ω̃kqrϕ̃k, ϕ̃ks ` p1´ΠKqDgF p
a

ω̃k, ω̃kqD
2
ggφp0, ω̃kqrϕ̃k, ϕ̃ks “ 0.

Agora, levando em conta que DgFp0,
?
ω̃kq : L Ñ R

`

DgFp0,
?
ω̃kq

˘

define um isomor-

fimo em L (veja [69, Seção I6]) e como p1´ΠKq : L2
per Ñ KK implica

p1´ΠKqDgFp
a

ω̃k, ω̃kq “ DgFp
a

ω̃k, ω̃kq,

determinamos que

D2
ggφp0, ω̃kqrϕ̃k, ϕ̃ks “ ´

´

DgFp
a

ω̃k, ω̃kq
¯´1

p1´ΠKqD
2
ggFp

a

ω̃k, ω̃kqrϕ̃k, ϕ̃ks.

Notemos que sendoD2
ggFpg, ωq “ ´6g, inferimos queD2

ggFp
?
ω̃k, ω̃kqrϕ̃k, ϕ̃ks “ ´6

?
ϕ̃kpϕ̃kq

2

e donde

D2
ggφp0, ω̃kqrϕ̃k, ϕ̃ks “ 6

a

ω̃k

´

DgFp
a

ω̃k, ω̃kq
¯´1

p1´ΠKqpϕ̃kq
2.

Procedendo de módo análogo a [28, Equação (5.8)], estabelecemos que

D2
ggφp0, ω̃kqrϕ̃k, ϕ̃ks “ 3

a

ω̃k

´

DgFp
a

ω̃k, ω̃kq
¯´1

p1` υ2kq,

em que υ2kpxq “ cosp2kxq, para todo x P R. E, consequentemente,

D2
ggϕp0, ω̃kqrϕ̃k, ϕ̃ks “ 3

a

ω̃k

ˆ

1

´2ω̃k
`

υ2k

´2ω̃k ` |2k|2s

˙

.

Uma vez que ω̃k “
|k|2s

2 , deduzimos que

:ϕk,0pxq “ ´
3
?

2|k|s

2

ˆ

1

|k|2s
`

υ2k

|k|2s ´ |2k|2s

˙

, x P R.
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Consequentemente, determinamos a seguinte expansão

ϕk,apxq “

?
2|k|s

2
` a cospkxq `

a2

2

ˆ

´
3
?

2|k|s

2

ˆ

1

|k|2s
`

cosp2kxq

|k|2s ´ |2k|2s

˙˙

`Opa3q, x P R.

(4.50)

Considerando, em particular, k “ 1 em p4.50q e ϕ :“ ϕ1,a, estabelecemos a expressão

para ϕ P H2s
per,e como dada em (4.46). Adicionalmente, substituindo (4.46) em (4.8),

obtemos a expressão para ω P
`

1
2 ,8

˘

como em (4.47).

Finalmente, a frequência da onda dada em (4.47) é não constante, então usando a

estensão global de curvas de bifurcação dada em (4.44) podemos estabelecer a existência

de uma aplicação contínua

ω P
`

1
2 ,`8

˘

ÞÝÑ ϕω P H
2s
per,e (4.51)

em que ϕω P H2s
per,e resolve a equação (4.8), para cada ω P

`

1
2 ,8

˘

.

�

Na sequência, nosso objetivo é mostrar que a onda de Stokes dada em (4.46) mininimiza

(4.12), para ω ą 1
2 suficientemente pequeno. Para tanto, primeiro precisamos do seguinte

lema.

Lema 4.12. Sejam s P
`

1
4 , 1

‰

, ω ą 0 e τ ą 0 fixados. Se ϕ P Yτ é um minimizador de

(4.12) dado no Teorema 4.3 e Observação 4.4, ou seja, Γpωq ” Γω “ Bωpϕq, então Γω é

contínua em ω ą 0 e Γω ÝÑ
π
2 , quando ω Ñ

1
2 .

Demonstração. Seja u P Yτ fixado. Para todo ω̃ ą ω ą 0, vemos que

Bω̃puq ´ Bωpuq “ pω̃ ´ ωq}u}2L2 ě 0

e, assim,

0 ď Bω̃puq ´ Bωpuq “ pω̃ ´ ωq}u}2L2 ď pω̃ ´ ωq}p´∆q
s
2u}2L2 ` pω̃ ´ ωq}u}

2
L2 “ pω̃ ´ ωq}u}

2
Hs .

Seja ϕ̃ P Yτ que cumpre Bω̃pϕ̃q “ Γω̃. Logo,

Γω̃ ´ Γω “ Bω̃pϕ̃q ´ Bωpϕq “ Bω̃pϕ̃q ´ Bωpϕ̃q `
ě0

Bωpϕ̃q ´ Bωpϕq

ě Bω̃pϕ̃q ´ Bωpϕ̃q

“ pω̃ ´ ωq ¨ }ϕ̃}2L2 ě 0

e

Γω̃ ´ Γω “ Bω̃pϕ̃q ´ Bωpϕq “

ď0

Bω̃pϕ̃q ´ Bω̃pϕq`Bω̃pϕq ´ Bωpϕq

ď Bω̃pϕq ´ Bωpϕq

ď pω̃ ´ ωq ¨ }ϕ}2Hs ,
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ou seja, 0 ď Γω̃ ´ Γω ď pω̃ ´ ωq}ϕ}2Hs . Donde, pelo Teorema do Sanduíche9, Γω̃ ÝÑ Γω

quando ω̃ Ñ ω. Em outras palavras, Γω é contínua para ω ą 0.

Para a segunda parte da demonstração, primeiro notemos que em virtude de que para

ω P
`

0, 1
2

‰

a solução ϕ é constante, com ϕ ”
?
ω, temos que

Γpωq “ Bωpϕq “ }p´∆q
s
2ϕ}2L2 ` ω}ϕ}

2
L2 ÝÑ 0,

quando ω Ñ 0. Desse fato e como

ϕ ÝÑ
?
ω, quando ω Ñ 1

2 (4.52)

obtemos

lim
ωÑ 1

2

Γpωq “ lim
%Ñ0

Γ
`

1
2 ` %

˘

“ lim
%Ñ0

Bp%` 1
2q
pϕq

“ lim
%Ñ0

„

Γp%q `
1

2
}ϕ}2L2



“ 0` lim
%Ñ0

1

2
}ϕ}2L2

“
1

2

›

›

›

›

1
?

2

›

›

›

›

2

L2

“
π

2
,

ou seja, Γω ÝÑ
π
2 , quando ω Ñ

1
2 . �

Observação 4.13. Sendo ϕ P H8per,e o minimizador de (4.12) dado no Teorema 4.3 e

Observação 4.4, ou seja, Γω “ Bωpϕq, então sabemos pelo Lema 4.12 que Γω é contínua

em ω ą 0 e Γω ÝÑ
π
2 , quando ω Ñ

1
2 . Também, empregado os mesmo argumentos de

[97, Proposição 2.6], para qualquer a P p0, a0q a expansão de Stokes dada em (4.46) é

localmente única, par e é uma solução single-lobe de (4.8). ˝

Esses fatos nos colocam em posição de concluir o seguinte resultado.

Corolário 4.14. Se s P
`

1
4 , 1

‰

, então existe ω0 ą
1
2 tal que a solução de (4.8) para todo

ω P
`

1
2 , ω0

˘

com perfil single-lobe ϕ P H8per dada na Proposição 4.7 é dada pela expansão

de Stokes em (4.46).

Demonstração. Inicialmente, notemos que por (4.47), temos a ÝÑ 0 quando ω Ñ 1
2 e,

consequentemente, por (4.46) obtemos }ϕ}2L2 ÝÑ π, quando ω Ñ 1
2 .

Por outro lado, se ϕ P H8per,e é o minimizador descrito no Lema 4.12 (e usando a mesma

notação da expansão de Stokes de (4.46)), então

}ϕ}2L2 ÝÑ π, quando ω Ñ 1
2 .

De fato, pelo Lema 4.12,

Bωpϕq “
ż 2π

0

´

p´∆q
s
2ϕ

¯2
dx` ω

ż 2π

0
ϕ2 dx ÝÑ π ¨

1

2
, quando ω Ñ 1

2 . (4.53)

9[85, Teorema 4, Capítulo V]
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Contudo, em razão de (4.52) é fácil ver
ż 2π

0

´

p´∆q
s
2ϕ

¯2
dx ÝÑ 0, quando ω Ñ 1

2 .

Esse fato juntamente com (4.53), forçosamente implicam

}ϕ}2L2 “

ż 2π

0
ϕ2 dx ÝÑ π, quando ω Ñ 1

2 .

Ainda, como a expansão de Stokes em (4.46) é par, tem perfil single-lobe e é localmente

única (veja Observação 4.13), tendo em vista (4.47) e que a P p0, a0q, concluímos que a

família de minimizadores tϕ “ ϕω P H
8
per ; ω ą 1

2u, dadas no Teorema 4.3 e Observação

4.4, e a expansão de ondas de pequena amplitude coincidem, quando ω P
`

1
2 , ω0

˘

para

algum ω0 ą
1
2 suficientemente pequeno. �

Do Corolário 4.14 segue que a onda de pequena amplitude dada pela expansão de Stokes

em (4.46) além de ser solução de (4.8) também minimiza (4.12), para todo ω P p0, ω0q. Em

outras palavras:

Corolário 4.15. Seja s P
`

1
4 , 1

‰

fixado. A onda de Stokes ϕ P H2s
per,e dada em (4.46) é

uma solução do problema de minimização (4.12), quando ω P
`

1
2 , ω0

˘

, para algum ω0 ą
1
2

suficientemente pequeno.

Observação 4.16. Há um outro modo de estabelecer um perfil explícito para ondas de

pequena amplitude. Na verdade, usando a mesma argumentação teórica usada para esta-

belecer a existência local de soluções dada na Proposição 4.11, que podem ser estendidas

globalmente, e também usando argumentos similares aos contidos em [96, Seção 5] podemos

enunciar a seguinte proposição. ˝

Proposição 4.17. Seja s P p0, 1s fixado. Existe a0 ą 0 tal que para todo a P p0, a0q

existe uma única solução local periódica e par ϕ P H2s
per para o problema (4.8). As ondas

periódicas de pequena amplitude são dadas pelas seguinte expansão:

ϕpxq “
?
ω `

?
2φpxq, x P R (4.54)

em que ω ą 1
2 e

φpxq “ aφ1pxq ` a
2φ2pxq ` a

3φ3pxq `Opa4q, (4.55)

com

φ1pxq “ cospxq, φ2pxq “ ´
3

2
`

3

2p22s ´ 1q
cosp2xq

e φ3pxq “
1

2p32s ´ 1q

„

1`
9

22s ´ 1



cosp3xq.

A frequência ω ą 1
2 é nesse caso dada explicitamente por

ω “
1

2
` a2γ `Opa4q, (4.56)
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sendo

γ “
15

2
´

9

2p22s ´ 1q
.

Para s P p1
4 , 1s, o par pϕ, ωq P H2s

per,e ˆ p
1
2 ,`8q é global em termos do parâmetro ω ą 1

2 e

satisfaz a equação (4.8).

4.2 Análise Espectral

Sejam s P
`

1
4 , 1

‰

e ω ą 0 fixados. Consideremos ϕ P H8per o minimizador periódico

par da Proposição 4.7. Nessa subseção vamos estudar propriedades espectrais do operador

matricial L : H2s
per ˆH

2s
per Ă L2

per ˆ L
2
per Ñ L2

per ˆ L
2
per definido como

L “
ˆ

L1 0
0 L2

˙

, (4.57)

em que L1,L2 : H2s
per Ă L2

per Ñ L2
per são dados por

L1 “ p´∆qs ` ω ´ 3ϕ2 e L2 “ p´∆qs ` ω ´ ϕ2. (4.58)

O operador L é chamado de operador linearizado em torno do par pϕ, 0q e os operadores

L1 e L2 são a parte real e a parte imaginária do operador L, de modo que em virtude do

formato diagonal de L temos10

σpLq “ σpL1q Y σpL2q. (4.59)

Sendo mais preciso, o operador L em (4.57) é obtido considerando as quantidades

conservadas E e F definidas em (4.4) e (4.5), respectivamente. De fato, para ω ą 0

definindo o funcional de Lyapunov padrão G “ E ` ωF , temos G1 “ E1 ` ωF 1 e por

consequência de (4.6), (4.7) e (4.8), obtemos

G1pϕ, 0q “

ˆ

p´∆qsϕ´ ϕ3

0

˙

` ω

ˆ

ϕ
0

˙

“

ˆ

p´∆qsϕ´ ϕ3 ` ωϕ
0

˙

“

ˆ

0
0

˙

,

ou seja, pϕ, 0q é um ponto crítico do funcionalG. Ademais, L » G2pϕ, 0q, em que» significa

que estamos identificando o operador L com G2pϕ, 0q por meio de um isomorfismo de Riesz

conveniente (detalhes em [124, Lema 3.3]). Vemos também que o operadores L1 e L2 são

operadores auto-adjuntos (veja [15, Teorema 11.21]). Logo, o operador L é auto-adjunto.

Como consequência, os espectros de L1,L2 e L estão contidos na reta11.

De acordo com o Teorema da Oscilação para Operadores Fracionários ([62, Teorema

4.3]), para i P t1, 2u o espectro de Li é constituído por uma sequência de autovalores

discretos pλpiqn qnPN Ă R tal que

λ
piq
1 ă λ

piq
2 ď λ

piq
3 ď λ

piq
4 ď ¨ ¨ ¨ (4.60)

10Veja [91, Página 110] ou [111, Página 666])
11Ver [73, Teorema 10.4-2]
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se acumulando apenas no infinito e com multiplicidade finita. Adicionalmente, por (4.23),

é fácil ver que

L1 ϕ
1 “ p´∆qsϕ1 ` ωϕ1 ´ 3ϕ2ϕ1 “ 0 e L2 ϕ “ p´∆qsϕ` ωϕ´ ϕ3 “ 0,

ou seja,

ϕ1 P KerpL1q e ϕ P KerpL2q (4.61)

e assim λ “ 0 é um autovalor de L1 e L2 com autofunções associadas ϕ1 e ϕ, respectiva-

mente. Disso, de (4.60) formar um conjunto discreto e como decorrência de [75, Teorema

4.4], temos que RpLiq Ă L2
per é um conjunto fechado, para i P t1, 2u. Donde, em razão de

[15, Observação B.29] são válidas as relações

KerpLiq “ RpLiqK e KerpLiqK “ RpLiq, i P t1, 2u.

Antes de apresentar a teoria espectral no que concerne o operador dado em (4.57) vamos

apresentar fatos importantes que são encontramos em [1, Seção 2], [9] e [94, Capítulo 3].

4.2.1 Fatos Básicos sobre Operadores Positivos

Seja ω ą 0 fixado representando a frequência de uma onda periódica ϕ P H8per que

resolve a equação (4.8). Para θ ě 0, definamos o operador Sθ : `2pZq ÝÑ `2pZq por

Sθα “
1

wθpnq

ÿ

jPZ
Kpn´ jqαj “

1

wθpnq
pK ˚ αqn,

para todo α “ pαnqnPZ P `2pZq, em que wθpnq “ βpnq ` θ ` ω, Kpnq “ x3ϕpnq, e

β ” βpnq, n P N, representa o símbolo do laplaciano fracionário dado em (4.2). Já que

wθ ą 0, temos que

X ” Xθ “

$

&

%

α “ pαnqnPZ P `
2pZq; }α}Xθ

:“

˜

ÿ

nPZ
|αn|

2wθpnq

¸
1
2

ă 8

,

.

-

é um espaço de Hilbert dotado com a norma } ¨ }Xθ
: X ÝÑ R e com o produto interno

p¨, ¨qXθ
: X ˆX Ñ C dado por

pα1, α2qXθ
“

ÿ

nPZ
α1,nα2,nwθpnq,

para todo α1 “ pα1,nqnPZ e α2 “ pα2,nqnPZ P `
2pZq.

Por [9, Proposição 3.2], vemos que Sθ : X ÝÑ X está bem definido e define um operador

compacto e auto-adjunto em X. A partir do Teorema de Hilbert-Schmidt ([116, Teorema

VI.16]) existe uma base ortonormal completa pψi,θqiPN Ă X formada por autofunções do

operador Sθ|X e com autovalores correspondentes pλipθqqiPN Ă R cujo único ponto de

acumulação é o ponto zero. Além disso, os autovalores podem ser enumerados na forma

|λ0pθq| ě |λ1pθq| ě |λ2pθq| ě ¨ ¨ ¨ . (4.62)

Temos o seguinte resultado importante.
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Proposição 4.18. Se θ ě 0, então 1 é um autovalor de Sθ se, e somente se, ´θ ď 0 é

um autovalor do operador L1 : H2s
per Ă L2

per ÝÑ L2
per definido por L1 “ p´∆qs ` ω ´ 3ϕ2.

Ademais, ambos os autovalores tem a mesma multiplicidade.

Demonstração. Consulte [9, Corolário 3.1]. �

Na sequência, consideremos para θ ě 0 o operador Tθ : Y ÝÑ Y dado por

Tθpgq :“ pp´∆qs ` θ` ωq´1
p3ϕ2gq, (4.63)

em que

Y :“

#

g : R ÝÑ C ; g é 2π-periódica e }g}Y :“

ˆ

1

2π

ż π

´π
|g|2ϕ2 dx

˙
1
2

ă 8

+

(4.64)

é um espaço de Hilbert com norma } ¨ }Y : Y Ñ R e munido do produto interno p¨, ¨qY :

Y ˆ Y Ñ C definido por

pg, hqY “
1

2π

ż π

´π
gpxqhpxqϕ2pxq dx.

Lema 4.19. Seja θ ě 0. No que diz respeito o operador Tθ : Y Ñ Y dado em (4.63),

temos:

(i) se g P Y é uma autofunção de Tθ para algum autovalor não-nulo, então g P L2
per;

(ii) Tθ é um operador compacto e auto-adjunto.

Demonstração. (i) Consideremos λ ‰ 0 satisfazendo Tθg “ λg. Para todo n P Z, vemos

que

pgpnq “
1

λ
yTθgpnq “

1

λ

1

wθpnq
{p3ϕ2gqpnq. (4.65)

O fato g P Y implica que ϕ2g P L2
per. Da definição de ωθ, obtemos por p4.65q e pela

Identidade de Parseval ([106, Corolário 2.54]) que g P L2
per, como desejado.

(ii) A ação de Tθ sobre o espaço Y é dado por

Tθgpxq “
1

2π

ż π

´π
Gθpx´ yqgpyqdνpyq,

em que dνpyq “ ϕ2pyqdy determina uma medida positiva sobre o intervalo r´π, πs e Gθ é

definido como
xGθpnq “

1

wθpnq
, n P Z.

Usando a Identidade de Parseval temos Gθ P L
2
perpr´π, πsq, de modo que G̃θ P L

2pr´π, πs2q

em que G̃θpx, yq “ Gθpx ´ yq, para todo px, yq P r´π, πs2, e, assim, Tθ é um operador

de Hilbert-Schmidt. Logo, por [116, Teorema VI.22]12, inferimos que Tθ é um operador

compacto.
12Ou ver também [65, página 264]
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Por outro lado, sendo wθ uma função par, temos que Gθ é par e, como consequência,

Tθ é um operador limitado e auto-adjunto, pois

ph, TθgqY “
1

2π

ż π

´π
hpxqTθgpxqϕ

2pxqdx

“
1

2π

ż π

´π
hpxq

„

1

2π

ż π

´π
Gθpx´ yqgpyqϕ

2dy



ϕ2pxqdx (4.66)

“
1

2π

ż π

´π

„

1

2π

ż π

´π
Gθpy ´ xqhpxqϕ

2pxqdx



gpyqϕ2pyqdy

“ pTθh, gqY ,

para todo g, h P Y . �

Usando o Lema 4.19 e novamente o Teorema de Hilbert-Schmidt, garantimos a exis-

tência de um conjunto ortonormal completo pξiqiPN Ă Y formado por autofunções de Tθ e

satisfazendo

Tθpξiq “ λipθqξi, @ i P N. (4.67)

O próximo resultado nos dá um relação entre os autovalores de Tθ e Sθ.

Lema 4.20. Sejam θ ě 0 e pξiqiPN um conjunto ortonormal completo de autofunções de Tθ
em Y tal que Tθpξiq “ λiξi para todo i P N. Se KerpTθq “ t0u, então p

a

|λipθq|pξiqiPN forma

um conjunto ortonormal completo em X constituiída por autofunções de Sθ de modo que

Sθpξi “ λipθqpξi, @ i P N. (4.68)

Demonstração. A condição KerpTθq “ t0u implica que os autovalores de Tθ são não-nulos.

Adicionalmente, pelo Lema 4.19 temos que ξi P L2
per para todo i P N. Pela Identidade de

Parseval obtemos pξi P `
2pZq e, assim,

Sθpξipnq “
1

wθpnq

ÿ

jPN
Kpn´ jqpξipjq “ yTθξipnq “ λipξi, @ i P N.

Então, por [9, Proposição 3.2] concluímos que pξi P X para todo i P N.
Provemos agora que

´

a

|λipθq|pξi

¯

iPN
é um conjunto ortonormal completo. Com efeito,

consideremos α “ pαnqnPZ P X. Usando a Identidade de Parseval, determinamos que

1

2π

ż π

´π
|qαpxq|2ϕ2pxqdx ď

C

2π

ż π

´π
|qαpxq|2dx “ C

ÿ

nPZ
|αn|

2 ă `8,

para alguma constante C ą 0. Logo, α P X implica que qα P Y . Usando argumentos

similares, é possível mostrar que g P Y implica pg P X.

Agora, seja α P X fixado. Pela Identidade de Parseval e pelos argumentos explanados

acima, podemos concluir que pα, pξiqXθ
“ λ´1

i pqα, ξiqY , para i P N. Considerando α “

pλj pξjqjPN, estabelecemos a básica e útil igualdade dada por

pλj pξj , pξiqXθ
“
λj
λi
pξj , ξiqY , @ i, j P N.
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Suponhamos que α P X satisfaz pα, pξiqXθ
“ 0 para todo i P N. Assim, pqα, ξiqY “ 0 para

todo i P N. Desde que pξiqiPN é um conjunto ortonormal completo em Y , deduzimos que

qα “ 0 em Y . Em contrapartida, uma vez que α P X e Y ãÑ L2
per, temos que qα “ 0 em

L2
per, ou seja, α “ 0 em `2pZq e, portanto, α “ 0 em X. �

Observação 4.21. Convém notarmos que se θ “ 0 então Tθ “ T0 é injetora. Com efeito,

dado g P Y tal que T0pgq “ 0, então pp´∆qs ` ωq´1
p3ϕ2gq “ 0 o que implica g ” 0. Essa

informação é muito útil já que temos que pξiqiPN Ă Y é um conjunto ortonormal completo

em Y . ˝

Observação 4.22. Os espaços X e Y são isomorfos por meio da aplicação F : Y Ñ X,

em que Ff “ pf , para qualquer f P Y , é a transformada de Fourier agindo em L2
per. Mais

detalhes acerca da transformada de Fourier no contexto periódico pode ser encontrado em

[106, Seções 2.2 e 2.3 ]. ˝

4.2.2 Propriedades Espectrais

Vamos usar a caracterização variacional determinada na Seção 4.1.1 assim como a teoria

apresentada na Seção 4.2.1 para obter propriedades espectrais úteis do operador linearizado

L, dado e (4.57), em torno da onda periódica ϕ P H8per obtida na Proposição 4.7.

Comecemos notando que um fato importante é que devido a

Gpuq “ Bωpuq ´
τ

4
, @ u P Yτ

e de ϕ ser um minimizador do funcional Bω em (4.10), obtemos que ϕ também é um

minimizador do funcional de Lyapunov G : Hs
per,e Ñ R sujeito as restrições dadas em

(4.9). Consequentemente, pelo Teste da Segunda Derivada para Extremos Restritos ([26,

Teorema 11.2]) inferimos que

Le|
tpϕ3,0quK

“ G2pϕqe|
tpϕ3,0quK

ě 0

e pelo Princípio Min-Max ([115, Teorema XIII.2]), vem que npLeq ď 1. Por outro lado, em

consequência de (4.61) temos L1ϕ “ ´2ϕ3 e, assim,

pL1ϕ,ϕqL2 “ ´2

ż π

´π
ϕ4dx ă 0

o que, novamente, pelo Princípio Min-Max implica npL1,eq ě 1. Devido ao fato do operador

L em (2.25) ser diagonal, de modo que pela Lei da Inércia de Sylvester ([112, Teorema

4.3]) temos npLeq “ npL1eq ` npL2eq, também obtemos que

1 ď npL1eq ď npL1eq ` npL2,eq “ npLeq ď 1

implicando que npL1eq “ npLeq “ 1 e npL2eq “ 0. Na sequência, por (4.61) vemos ainda que

L2pϕq “ 0, com npL2eq “ 0. Segue do Teorema da Oscilação para Operadores Fracionários

([62, Teorema 4.3]) que ϕ ą 0 e que o autovalor λ “ 0 para o operador L2,e é simples. Em
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contrapartida, por [61, Lemma 3.3], obtemos que λ “ 0 é o primeiro autovalor do operador

L1o com autofunção ϕ1, donde npL1oq “ 0 . Nesses termos, vemos que

npLq “ npL1q ` npL2q

“ npL1eq ` npL1oq ` npL2eq ` npL2oq (4.69)

“ 1` 0` 0` npL2oq

“ npL2oq ` 1.

Suponhamos, por um momento, que npL2oq ě 1. Assim, npL2q “ npL2eq ` npL2oq ě 1,

implicando que o autovalor λ “ 0 de L2, com autofunção ϕ, é tal que λp2qj ď λ “ 0,

para algum j ě 2. Disso e do Teorema da Oscilação para Operadores Fracionários segue

que a função ϕ muda de sinal em r´π, πq o que é contradição com o fato ϕ ą 0. Logo,

npL2q “ npL2oq “ 0 de modo que zpL2q “ 1 e de (4.69) concluímos que

npLq “ npL2oq ` 1 “ 0` 1 “ 1.

Na verdade, acabamos de provar o seguinte resultado.

Lema 4.23. Sejam s P
`

1
4 , 1

‰

e ω ą 1
2 fixados. Se ϕ P H8per,e é o minimizador periódico

dado na Proposição 4.7, então ϕ ą 0, npL2q “ 0 e zpL2q “ 1, com KerpL2q “ rϕs.

No que diz respeito ao operador L1 em (4.58), temos o seguinte lema.

Lema 4.24. Sejam s P
`

1
4 , 1

‰

e ω ą 1
2 fixados. Se ϕ P H8per,e é o minimizador periódico

dado na Proposição 4.7, então npL1q “ 1 e zpL1q “ 1, com KerpL1q “ rϕ
1s.

Demonstração. Primeiro, observemos que ϕ1 P KerpL1q “ RpL1q
K. Além disso, uma vez

que L1 ϕ “ ´2ϕ3, obtemos

ϕ3 P RpL1q. (4.70)

Na sequência, afirmamos que ϕ P RpL1q e para provar tal fato, seguimos os argumentos

contidos em [1, Teorema 4.10]. De fato, comecemos definindo

ei :“
a

|λip0q| pξi, i P N,

em que pλip0qqiPN Ă R é dada em (4.62), para θ “ 0, e pξiqiPN Ă Y é dada em (4.67).

A partir do Lema 4.20 e da Observação 4.21, temos que peiqiPN Ă X “ X0 forma um

sistema ortonormal completo em X, composto por autofunções de S0 : X Ñ X. Também,

definamos

η1 :“
ÿ

iPNzJ

ˆ

1

1´ λip0q

˙ˆ

pϕ

w0
, ei

˙

X

ei, (4.71)

em que J :“ ti P N ; λip0q “ 1u. Pela Proposição 4.18 o conjunto J Ă N é finito, pois

zpL1q P t1, 2u. Logo, podemos escrever

ÿ

iPNzJ

ˆ

1

1´ λip0q

˙2 ˇ
ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

pϕ

w0
, ei

˙

X

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ď A
ÿ

iPNzJ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

pϕ

w0
, ei

˙

X

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ď A

›

›

›

›

pϕ

w0

›

›

›

›

2

X

, (4.72)
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em que

A :“ sup
iPNzJ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

1´ λip0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

P R`.

Entretanto, pela Identidade de Parseval e como ω ą 1
2 gera w0pnq “ βpnq ` ω ą 1

2 para

todo n P N, vemos que
›

›

›

›

pϕ

w0

›

›

›

›

2

X

“
ÿ

nPN

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

pϕpnq

w0pnq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

w0pnq ď 2
ÿ

nPN
|pϕpnq|2 “ 2}ϕ}2L2 ,

o que implica por (4.72)

ÿ

iPNzJ

ˆ

1

1´ λip0q

˙2 ˇ
ˇ

ˇ

ˇ

ˆ

pϕ

w0
, ei

˙

X

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2

ď 2A}ϕ}2L2 ă 8.

Por conseguinte, a série para η1 em (4.71) converge em X, ou seja, η1 P X “ X0. Disso

e da Observação 4.22, para θ “ 0, podemos considerar ψ1 P Y ãÑ L2
per tal que pψ1 “ η1.

Notemos que em virtude de η1 P X “ X0, temos

ÿ

nPZ
|η1pnq|

2pβpnq2 ` 2βpnqω ` ω2q “
ÿ

nPZ
|η1pnq|

2 ¨ pβpnq ` ωq2

“
ÿ

nPZ
|η1pnq|

2w0pnq
2 “ }η1}

2
X ă 8

o que em particular implica

ÿ

nPZ
| pψ1pnq|

2 ¨ |n|4s “
ÿ

nPZ
|η1pnq|

2 ¨ |n|4s “
ÿ

nPZ
|η1pnq|

2 ¨ βpnq2 ă 8.

Consequentemente, conforme a estrutura do espaço H2s
per definido em (1.1), concluímos que

ψ1 P H
2s
per “ DpL1q. Assim, temos que

{pL1 ψ1q “
`

p´∆qsψ1 ` ωψ1 ´ 3ϕ2ψ1

˘

p

“ {p´∆qsψ1 ` ωxψ1 ´
{3ϕ2ψ1

“ βxψ1 ` ωxψ1 ´
{p3ϕ2ψ1q “ pβ ` ωqxψ1 ´

{p3ϕ2ψ1q (4.73)

“ pβ ` ωqxψ1 ´ w0

``

p´∆qs ` ω
˘´1

3ϕ2ψ1

˘

p

“ w0
xψ1 ´ w0

{pT0pψ1qq “ w0η1 ´ w0pT0pqη1qqp,

em que T0 é definido em (4.63).

Em contrapartida,

T0pqη1q “ T0

¨

˝

ÿ

iPNzI

ˆ

1

1´ λip0q

˙ˆ

pϕ

w0
, ei

˙

X

qei

˛

‚

“ T0

¨

˝

ÿ

iPNzJ

ˆ

1

1´ λip0q

˙ˆ

pϕ

w0
, ei

˙

X

a

|λip0q|ξi

˛

‚ (4.74)

“
ÿ

iPNzJ

ˆ

1

1´ λip0q

˙ˆ

pϕ

w0
, ei

˙

X

a

|λip0q| T0pξiq.
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E como consequência de (4.68),

S0peiq “ S0

`

a

|λip0q|ξi
˘

“
a

|λip0q|S0pξiq

“
a

|λip0q|λip0q ξi (4.75)

“ λip0qei, @ i P N.

A partir (4.67), (4.74) e (4.75), inferimos que

`

T0pqη1q
˘

p “
ÿ

iPNzJ

ˆ

1

1´ λip0q

˙ˆ

pϕ

w0
, ei

˙

X

a

|λip0q|
`

T0pξiq
˘

p

“
ÿ

iPNzJ

ˆ

1

1´ λip0q

˙ˆ

pϕ

w0
, ei

˙

X

a

|λip0q|
`

λip0qξi
˘

p

“
ÿ

iPNzJ

ˆ

1

1´ λip0q

˙ˆ

pϕ

w0
, ei

˙

X

a

|λip0q| λip0qpξi

“
ÿ

iPNzJ

ˆ

1

1´ λip0q

˙ˆ

pϕ

w0
, ei

˙

X

a

|λip0q| S0ppξiq (4.76)

“
ÿ

iPNzJ

ˆ

1

1´ λip0q

˙ˆ

pϕ

w0
, ei

˙

X

S0

`

a

|λip0q|ξi
˘

“
ÿ

iPNzJ

ˆ

1

1´ λip0q

˙ˆ

pϕ

w0
, ei

˙

X

S0peiq

“
ÿ

iPNzJ

ˆ

1

1´ λip0q

˙ˆ

pϕ

w0
, ei

˙

X

λip0q ei

Agora, como em [1, Teorema 4.10], precisamos adotar a convenção de notação13 0 “ 0
0

para obter por (4.71), (4.73), (4.76) e [16, Teorema 9.12] que

{pL1ψ1q “ w0

ÿ

iPNzJ

ˆ

1

1´ λip0q

˙ˆ

pϕ

w0
, ei

˙

X

´

1´ λip0q
¯

ei

“ w0

ÿ

iPN

ˆ

pϕ

w0
, ei

˙

X

ei “
w0

w0
pϕ “ pϕ. (4.77)

Aplicando a transformada de Fourier inversa em (4.77), segue que L1ψ1 “ ϕ. Em

outras palavras,

ϕ P RpL1q, (4.78)

como afirmado.

Dessa forma, de (4.70) e (4.78), obtemos que ϕ,ϕ3 P RpL1q “ KerpL1q
K com ϕ sendo

uma solução par, suave, positiva e single-lobe de (4.23). Suponhamos, por um momento,

que zpL1q “ 2. Uma vez que ϕ1 P KerpL1q, com ϕ é ímpar, temos como consequência

de [61, Lema 3.3, (L1)] que ϕ1 corresponde ao menor autovalor de L1 quando restrito ao

subespaço H2s
per,o, de modo que KerpL1,oq “ rϕ

1s. Além disso, é sabido que vale a seguinte

13Essa convenção notacional pode ser encontrada também, por exemplo, [50]. E é discutida e dado
um sentido mais formal em [126, Página 167]. De modo mais geral, veja a discussão sobre o Inverso
Generalizado de Moore-Penrose em [119, Seção 8.3.1]
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decomposição L2
per “ L2

per,e‘L
2
per,o. E por [65, Teorema 6.17, Capítulo III], vemos também

que σpL1q “ σ pL1eqYσ pL1oq . Nesses termos e como zpL1q “ 2, garantimos, em particular,

a existência de uma função periódica par h P KerpL1q tal que h tem exatamente dois

zeros simétricos no intervalo r´π, πq (tal fato é consequência de npL1q “ 1 e do Teorema

da Oscilação ([62, Teorema 4.3]). Por conseguinte, existe x0 P r´π, πq de modo que

hp˘x0q “ 0. Sem perda de generalidade, podemos ainda supor que

hpxq ą 0, x P p´x0, x0q e hpxq ă 0, x P r´π, x0q Y px0, πq . (4.79)

Adicionalmente, uma vez que h P KerpL1q e ϕ,ϕ3 P RpL1q “ KerpL1q
K temos

ph, ϕ3qL2 “ 0 e ph, ϕqL2 “ 0. (4.80)

Sendo ϕ ą 0, obtemos, pelo fato que ϕ tem perfil single-lobe, que a função

ϕpxqpϕpxq2 ´ ϕ2px0qq, @ x P r´π, πs

é positiva sobre p´x0, x0q e negativa sobre r´π, x0q Y px0, πq, de modo que tem o mesmo

comportamente que h em (4.79). Assim, pϕpϕ2 ´ ϕ2px0qq, hqL2 ‰ 0 que gera uma contra-

dição com (4.80). Portanto, zpL1q “ 1, com KerpL1q “ rϕ
1s. �

Observação 4.25. Os argumentos estabelecidos no final da demonstração do Lema 4.23

são válidos apenas se ϕ ą 0. Se ϕ muda seu sinal sobre T “ r´π, πs, uma forma alternativa

de provar que KerpL1q “ rϕ1s pode ser determinado provando que 1 P RpL1q. No caso

afirmativo e como L11 “ ω ´ 3ϕ2, obtemos que a seguinte propriedade t1, ϕ, ϕ2u Ă RpL1q

ocorre. Empregando os argumentos de [96, Proposição 2.5], obtemos que KerpL1q “ rϕ
1s

como requerido. ˝

Observação 4.26. Outro modo de se obter a simplicidade do núcleo do operador L1,

estabelecida no Lema 4.24, e sem fazer uso da Teoria de Operadores Positivos (da Seção

4.2.1), é por meio da suposição padrão (veja, por exemplo, [34] e [97]) de que o minimizador

periódico ϕ P H8per,e, obtido da Proposição 4.7, depende suavemente da frequência da onda

ω P
`

1
2 ,8

˘

, isto é, a curva de soluções ω P
`

1
2 ,8

˘

ÞÝÑ ϕ é suave, pois nesse caso podemos

diferenciar a equação (4.8) com respeito ao parâmetro ω P
`

1
2 ,8

˘

a fim de obtermos que

L1

`

´ d
dωϕ

˘

“ ϕ, ou seja, ϕ P RpL1q, como obtido em (4.78), nos permitindo daí fazermos

a mesma argumentação do final do Lema 4.24 para concluirmos que zpL1q “ 1. ˝

Como uma consequência do Lema 4.24, obtemos a existência de uma curva suave de

soluções periódica positivas ϕω dependendo da frequência da onda ω ą 1
2 todas com mesmo

período 2π.

Proposição 4.27. Sejam s P
`

1
4 , 1

‰

e ω0 ą
1
2 fixos. Se ϕ0 P H

8
per,e é a solução obtida na

Proposição 4.7 associada com o valor ω0 ą
1
2 , então existe uma aplicação C1 da forma

ω P Iω0 Ă R ÞÝÑ ϕω P H
2s
per,e
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de soluções (4.23) definida em uma vizinhança Iω0 Ă R de ω0 ą 0 tal que ϕω0 “ ϕ0.

Adicionalmente, o intervalo Iω0 Ă R pode ser escolhido como Iω0 “
`

1
2 ,8

˘

.

Demonstração. Comecemos definindo

Ppω, fq “ p´∆qsf ` ωf ´ f3, @ pω, fq P R` ˆH2s
per,e.

É claro que Ppω0, ϕ0q “ 0. Além disso, P é suave e sua derivada de Fréchet com respeito

a f P H2s
per calculada em pω0, ϕ0q é dada por

G :“ Pf pω0, ϕ0q “ p´∆qs ` ω0 ´ 3ϕ2
0 “ L1

Considerando G : H2s
per,e Ă L2

per,e Ñ L2
per,e, tendo em vista o Teorema 4.24 e o fato

que ϕ10 é ímpar, temos que KerpGq “ t0u, isto é, G é injetor. Provemos agora que

G é sobrejetor. Para tanto, primeiro observemos que G é auto-adjunto (pois L1 o é)

e por [15, Observação B.45] temos σpGq “ σdiscpGq Y σesspGq. Afirmamos que G tem

resolvente compacto. De fato, seja µ P ρpGq, por definição do conjunto resolvente o

operador pG ´ µIdq
´1 : L2

per,e ÝÑ H2s
per,e Ă L2

per,e existe e é limitado. Uma vez que

s P
`

1
4 , 1

‰

, a imersão H2s
per,e ãÑ L2

per,e é compacta (veja [13, Página 11]) e, dessa forma,

dada pfnqnPN Ă DppG´µIdq´1q limitada podemos extrair uma subsequência convergente de

ppG ´ µIdq´1pfnqqnPN Ă L2
per,e, ou seja, pG ´ µIdq´1 é compacto. Equivalentemente, G tem

resolvente compacto (veja [65, Capítulo 3, Seção 6.8]). Em razão de [65, Teorema 6.29, Ca-

pítulo 3], o espectro σpGq consiste inteiramente de autovalores isolados com multiplicidade

finita. Logo, σesspGq “ H e σpGq “ σdiscpGq.
Agora, em virtude de G ser injetor, temos que o único elemento g P DpGq que satifaz

Gpgq “ 0 é g ” 0. Assim, λ “ 0 não é um autovalor de G e por consequência 0 R σdiscpGq “
σpGq. Nesses termos, λ “ 0 P ρpGq e G é sobrejetor, como afirmado.

Do exposto, G´1 existe e é um operador linear limitado. Assim, em razão do Teorema

da Inversa Limitada ([88, Teorema 4.8]), temos que G “ Pf é um operador linear limitado

e, logo, contínuo. Nesses termos, P e Pf são contínuos. Dessa forma, pelo Teorema da

Função Implícita ([133, Teorema 4.B]) existem r ą 0 e r0 ą 0 e uma única correspondência

ω P Iω0 :“ pω0 ´ r0, ω ` r0q Ă R ÞÝÑ ϕω P H
2s
per,e (4.81)

a qual, para todo ω P Iω0 , satisfaz }ϕω ´ ϕ0}H2s ď r e Ppω, ϕωq “ 0, isto é,

p´∆qsϕω ` ωϕω ´ ϕ
3
ω “ 0.

De modo que, devido a suavidade de P, a correspondência em (4.81) é de classe C1. Além

do mais, da unicidade da correspondência em (4.81) e como ω0 P
`

1
2 ,8

˘

foi escolhido

arbitrariamente, segue que podemos considerar Iω0 “
`

1
2 ,8

˘

. Portanto, o resultado segue.

�

Observação 4.28. Não podemos garantir que para cada ω P Iω0 dada na Proposição 4.27

que ϕω resolve o problema de minimização (4.12) exceto quando ω “ ω0. ˝
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Os resultados determinados nessa subseção, a saber Lemas 4.23 e 4.24, juntamente com

(4.59) podem ser resumidos da seguinte proposição.

Proposição 4.29. Sejam s P
`

1
4 , 1

‰

e ω ą 1
2 fixados. Se ϕ P H8per,e é o minimizador

periódico dado na Proposição 4.7, então ϕ ą 0, npLq “ 1 e zpLq “ 2, de modo que

KerpLq “ rpϕ1, 0q, p0, ϕqs.

4.3 Unicidade do Minimizador Real

O objetivo central dessa subseção é mostar um resultado de unicidade dos minimiza-

dores periódicas ϕ P H8per obtidos no Teorema 4.3 e Observação 4.4. Para tanto, proce-

deremos como em [12, Seção 3.2]. A principal diferença em nossa abordagem é que não

precisamos assumir que o núcleo do operador linearizado restrito ao espaço das funções

de média zero é simples. Primeiro, o espaço das funções de média zero não é adequado

para nossos propósitos, uma vez que estamos lidando com ondas periódicas positivas, a

saber ϕ. Uma condição equivalente em nosso caso seria assumir que KerpL1q “ rϕ
1s para

qualquer ω P
`

1
2 ,8

˘

e s P
`

1
4 , 1

˘

. Entretanto, já determinamos essa propriedade no Lema

4.24 e, desse modo, estamos em conformidade com os argumentos provados em [49, Seção

5], em que os autores estabeleceram a unicidade de ondas solitárias provenientes de um

problema similiar a (4.12). O caso s “ 1 não é relevante em nossa análise, e por isso não

será abordado, uma vez que ondas periódicas dnoidais (veja Lema 4.32) são únicas para

um ω P
`

1
2 ,8

˘

fixado.

Nosso primeiro objetivo é construir um ramo local de soluções de (4.8). Inicialmente,

definamos o espaço complexo

V :“ tf “ f1 ` if2 ” pf1, f2q P L
4
per ˆ L

4
per ; f1, f2 P L

4
per,eu,

equipado com a norma do espaço (complexo) L4
per.

Proposição 4.30. Seja s0 P
`

1
4 , 1

˘

fixado. Se pϕ0` i0, ω0q P Vˆp0,8q, em que ϕ0 P L
4
per,e

é uma solução de (4.23), para s “ s0 P
`

1
2 , 1

‰

e ω “ ω0 ą
1
2 , então existe uma aplicação de

classe C1

s P Iδ Ă p0,8q ÞÝÑ pϕs, ωsq P Vˆ p0,8q,

definida sobre Iδ :“ rs0, s0 ` δq, para algum δ ą 0 pequeno o suficiente, tal que

(i) o par pϕs, ωsq P Vˆ p0,8q resolve (4.23) com ϕ “ ϕs e ω “ ωs para todo s P Iδ;

(ii) Existe ε ą 0 de modo que pϕs, ωsq P V ˆ p0,8q é a única solução de (4.23), para

s P Iδ, em uma vizinhança

tpϕ, ωq P Vˆ p0,8q ; }ϕ´ ϕ0}V ` |ω ´ ω0| ă εu;

(iii) Para todo s P Iδ,

}ϕs}
4
L4 “ }ϕ0}

4
L4 .
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Demonstração. A prova é similar a [12, Proposição 3.2] e por isso daremos apenas as etapas

principais. Seja s0 P
`

1
4 , 1

˘

fixado e consideremos pΦ0, ω0q “ pϕ0 ` i ¨ 0, ω0q P V ˆ p1
2 ,8q,

em que ϕ0 P L
4
per,e satisfaz (4.23). É fácil ver que

p´∆qs0Φ0 ` ω0Φ0 ` |Φ0|
2Φ0 “ 0. (4.82)

Também, definamos F : Vˆ
`

1
2 ,8

˘

ˆ Iδ ÝÑ Vˆ R por

FpΦ, ω, sq “

„

Φ´ pp´∆qs ` ωq´1|Φ|2Φ
}Φ}4L4 ´ }Φ0}

4
L4



. (4.83)

em que Iδ :“ rs0, s0` δq e δ ą 0 a ser escolhido. Notemos que F é uma aplicação de classe

C1 bem definida (veja [49, Lema E.1]) e, por (4.82), FpΦ0, ω0, s0q “ p0, 0q.

Em particular, vemos que a derivada de Fréchet de F com respeito a pΦ, ωq em

pΦ0, ω0, s0q é dada por

DΦ,ωFpΦ0, ω0, s0q “

„

1´ pp´∆qs0 ` ω0q
´1 3Φ2

0 pp´∆qs0 ` ω0q
´2Φ2

0

4pΦ3
0, ¨qL2 0



.

Uma vez que ϕ10 é ímpar e, por Lema 4.24, KerpL1q “ rϕ10s podemos mostrar que a

aplicação DΦ,ωFpΦ0, ω0, s0q é invertível. Pelo Teorema de Função Implícita ([133, Teorema

4.B]), garantimos a existência de uma aplicação de classe C1 da forma

s P Iδ ÞÝÑ pΦs, ωsq P Vˆ p1
2 ,8q,

em que δ ą 0 é pequeno o suficiente. Aqui, o fato de que a família tΦs P V ; s P Iδu

está definida em uma vizinhança de Φ0 “ ϕ0 ` 0i P V nos permite definir, sem perda de

generalidade, Φs :“ ϕs` 0i P V, com s P Iδ. Assim, podemos considerar um ramo local de

soluções de (4.23) parametrizada por s P Iδ da forma pϕs ` 0i, ωsq P Vˆ p1
2 , 1q. �

No que segue, para s0 P
`

1
4 , 1

˘

fixado, denotemos por

Fδ : Iδ ÝÑ Vˆ
`

1
2 ,8

˘

s ÞÝÑ pΦs, ωsq

o C1-ramo de soluções de (4.23) dado na Proposição 4.30, em que δ ą 0 é pequeno o

suficiente.

Em seguida, consideremos a extensão maximal do ramo Fδ, isto é,

F˚psq :“ Fδpsq, s P rs0, s
˚q, (4.84)

em que

s˚ :“ sup
 

s0 ă q ă 1 ; Fδ P C
1
`

rs0, qq;Vˆ p0,8q
˘

e Fδpsq satisfaz (4.23) para todo s P rs0, qq
(

.

Agora, vamos provar que na verdade s˚ “ 1.
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Proposição 4.31. Seja psnqnPN Ă Iδ Ă
`

1
4 , s˚

˘

uma sequência tal que sn ÝÑ s˚. Se

pϕsnqnPN Ă V são as correspondentes soluções dadas na Proposição 4.30, com frequência

de onda ωsn ą
1
2 , para cada n P N, então a menos de subsequência

ϕsn ÝÑ ϕ˚ em LpperpTq e ωsn ÝÑ ω˚,

para todo p ě 1, em que ϕ˚ P L
p
perpTq satisfaz p´∆qs˚ϕ˚`ω˚ϕ˚´ϕ

3
˚ “ 0, com ω˚ ą

1
2 sendo

a frequência da onda correspondente. Adicionalmente, o ramo maximal correspondente

F˚ P C
1prs0, s˚q;Vˆ p0,8qq dado em (4.84) se estende até s˚ “ 1.

Demonstração. Afirmamos que a sequência pωsnqnPN é limitada. Com efeito, suponhamos,

por um momento, que pωsnqnPN é ilimitada, em outras palavras, dado M ą 0 existe n0 P N
de modo que

ωsn ąM, @ n P N, n ě n0.

Lembremos que, para cada n P N,

p´∆qsnϕsn ` ωsnϕsn ´ ϕ
3
sn “ 0. (4.85)

Multiplicando a identidade acima por ϕsn , com n P N, e integrando sobre r0, 2πs obtemos
ż 2π

0

´

p´∆q
sn
2 ϕsn

¯2
` ωsnϕ

2
sn ´ ϕ

4
sn dx “ 0, @ n P N. (4.86)

Por (4.86) e pelo item iii) da Proposição 4.30, existe ϕ0 P L
4
per,e satisfazendo, para todo

n P N,
ż 2π

0

´

p´∆q
sn
2 ϕsn

¯2
dx ď

ż 2π

0

´

p´∆q
sn
2 ϕsn

¯2
` ωsnϕ

2
sn dx

“

ż 2π

0
ϕ4
sn dx “

ż 2π

0
ϕ4

0 dx. (4.87)

Como, s˚ P ps0, 1s e sn ă s˚, para n P N, podemos garantir que escolhendo M ą 0

grande o suficiente, existem P N tal que sm ą s0 e, consequentemente, temos que a imersão

Hsm
per,e ãÑ Hs0

per,e (4.88)

é válida. Por outro lado, em virtude de
ż 2π

0
ϕ4
sn dx “

ż 2π

0
ϕ4

0 dx ô }ϕsn}
4
L4 “ }ϕ0}

4
L4 , @ n P N (4.89)

e da imersão L4
per ãÑ L2

per, existe c4 ą 0 de modo que

}ϕsn}L2 ď c4, @ n P N.

Disso e de (4.87) vemos que, para algum c5 ą 0

}ϕsn}
2
Hsn “ }ϕsn}

2
L2 ` }p´∆q

sn
2 ϕsn}

2
L2 ď c5, @ n P N,
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ou seja, pϕsnqnPN é limitada em Hsn
per,e, para cada n P N. Contudo, por (4.88), podemos

concluir que pϕsnqnPN também é limitada em Hs0
per,e. Em seguida, uma vez que a imersão

Hs0
per,e ãÑ L4

per,e é compacta e a norma é contínua, asseguramos a existência de um ϕ1 P V

tal que a menos de subsequência

}ϕsn}L4 Ñ }ϕ1}L4 (4.90)

e, como consequência da imersão L4
per ãÑ L2

per,

}ϕsn}L2 Ñ }ϕ1}L2 (4.91)

Agora, observemos que (4.86) e a imersão L4
per ãÑ L2

per implicam que

pωsn ` 1q

ż 2π

0
ϕ2
sn dx “

ż 2π

0
ϕ2
sn ` ωsnϕ

2
sn dx

ď

ż 2π

0

´

p´∆q
sn
2 ϕsn

¯2
ϕ2
sn ` ωsnϕ

2
sn ` ϕ

2
sn dx (4.92)

“

ż 2π

0
ϕ4
sn dx`

ż 2π

0
ϕ2
sn dx

ď 2

ż 2π

0
ϕ4
sn dx “ 2

ż 2π

0
ϕ4

1 dx.

Então, devido a ωsn ąM para qualquer n ě n0 e (4.89), inferimos que

0 ď pM ` 1q

ż 2π

0
ϕ2
sn dx ď pωsn ` 1q

ż 2π

0
ϕ2
sn dx ď 2

ż 2π

0
ϕ4

0 dx. (4.93)

Tomando n ÝÑ 8 em (4.93) obtemos uma contradição. Assim, pωsnqnPN Ă p
1
2 , 1q é limi-

tada, como afirmado. Por conseguinte, existe ω˚ ě 1
2 de modo que a menos de subsequência

ωsn ÝÑ ω˚. (4.94)

Por outro lado, como em (4.92), asseguramos que

Bωsn pϕsnq “
ż 2π

0

´

p´∆q
sn
2 ϕsn

¯2
` ωsnϕ

2
sn dx ě ωsn

ż 2π

0
ω2
sn dx “ ωsn}ϕsn}

2
L2 , n P N,

o que implica, em razão de (4.86),

0 ď ωsn}ϕsn}
2
L2 ď Bωsn pϕsnq “ }ϕsn}

4
L4 “ }ϕ0}

4
L4 , @ n P N. (4.95)

A convergência em (4.94) nos permite concluir que pϕsnqnPN é limitada emHsn
per,e, para cada

n P N. De modo similar ao determinado acima, garantimos a existência de um ϕ˚ P L
4
per,e

tal que

}ϕsn}L4 Ñ }ϕ˚}L4 e }ϕsn}L2 Ñ }ϕ˚}L2 . (4.96)

No entanto, por (4.86) obtemos que

}p´∆q
sn
2 ϕsn}

2
L2 ď }ϕsn}

4
L4 , @ n P N.
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Usando essa última desigualdade juntamente com as limitações decorrentes de (4.96), vem

que pϕsnqnPN é limitada em Hsn
per, para todo n P N. Como sn P

`

1
2 , 1

‰

, para qualquer

n P N, segue de [106, Teorema 3.200] que Hsn
per é uma Álgebra de Banach e, logo, pϕ3

snqnPN

é também limitada em Hsn
per. E mais ainda, da imersão Hsn

per ãÑ L2
per, vemos que tanto

pϕsnqnPN quanto pϕ3
snqnPN são limitadas em L2

per. Nesses termos, (4.85) e (4.94) implicam

}p´∆qsnϕsn}L2 ď }ϕ3
sn}L2 ` ωsn}ϕsn}L2 ď c6, @ n P N

para algum c6 ą 0. Esse fato e a limitação de pϕsnqnPN em L2
per nos permitem determinar

que pϕsnqnPN é limitada em H2sn
per ãÑ L2

per, para n P N.
Novamente por (4.85), temos

p´∆q2snϕsn “ p´∆qsnϕ3
sn ´ ωsnp´∆qsnϕsn , @ n P N

Dessa igualdade e empregando argumento análogo ao apresentado acima, podemos inferir

que pϕsnqnPN é limitada em H4sn
per , para n P N. Seguindo indutivamente, existe r P N grande

o suficiente tal que rsn ą 1, rsn ą s˚ e pϕsnqnPN é limitada em Hrsn
per , para qualquer n P N.

Além disso, a imersão Hrsn
per ãÑ Hs˚

per é compacta (veja (1.2)). Então, pela unicidade do

limite e a menos de subsequência

ϕsn ÝÑ ϕ˚ em Hs˚
per. (4.97)

Mas, para cada n P N,

}p´∆qsnϕsn´p´∆qs˚ϕ˚}L2 ď }p´∆qs˚pϕsn´ϕ˚q}L2`}p´∆qsnϕ˚´p´∆qs˚ϕ˚}L2 . (4.98)

Então, agora em virtude de (4.97), (4.98) e da convergência sn ÝÑ s˚, obtemos

p´∆qsnϕsn ÝÑ p´∆qs˚ϕ˚ em L2
per. (4.99)

Ainda, como pϕsnqnPN Ă Hrsn
per , para n P N, é limitada, então a menos de subsequência

ϕsn ÝÑ ϕ˚ em Hrsn
per . (4.100)

Por outro lado, a imersão Hrsn
per ãÑ H1

per é compacta, com n P N, e a imersão H1
per ãÑ Lpper

é contínua14, para qualquer p ě 1. Logo, por [88, Teorema 5.18], a imersão Hrsn
per ãÑ Lpper

é compacta. Disso e de (4.100) obtemos, a menos de subsequência, para todo p ě 1, que

}ϕsn}Lp Ñ }ϕ˚}Lp , (4.101)

isto é,

ϕsn ÝÑ ϕ˚ em Lpper.

Por (4.94), da segunda convergência em (4.96), (4.99), (4.101) e de sn ÝÑ s˚ segue que

p´∆qs˚ϕ˚ ` ω˚ϕ˚ ´ ϕ
3
˚ “ 0. (4.102)

14Veja (1.2) e (1.4).
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Uma vez que ϕ˚ satisfaz (4.102), pela Proposição 4.30, podemos estender o ramo F˚
além de s˚ ą 0, o que não pode acontecer, em razão da maximalidade de s˚. Portanto,

s˚ “ 1. �

Antes de estabelecermos no nosso resultado de unicidade do minimizador, precisamos

do seguinte lema, que nos dá a solução explícita de (4.23) para o caso local s “ 1.

Lema 4.32 (Solução do Caso Local). Uma solução explícita e par para a equação (4.23)

para quando s˚ “ 1 é dada, para cada k P p0, 1q, por

ϕkpxq “
2
?

2 Kpkq

L
dn

ˆ

2Kpkqx

L
; k

˙

, @ x P R, (4.103)

e com frequência da onda correspondente ω‹ ą 0 que pode ser expressa como

ω‹ “ ´
4Kpkq2pk2 ´ 2q

L2
, k P p0, 1q, (4.104)

com L “ 2π.

Demonstração. Veja [5, Teorema 2.1]. �

Figura 4.1: Comportamento de ω‹ ą 0, com k P p0, 1q.

Posteriormente, tendo em mente os resultados já estabelecidos, provamos o seguinte

resultado.

Teorema 4.33 (Unicidade do Minimizador Real). Se s P
`

1
4 , 1

˘

e ω ą 1
2 são fixados, então

o minimizador obtido na Proposição 4.7 e Observação 4.4 é único.

Demonstração. Segue de maneira análoga à [12, Proposição 7], mas incluímos aqui os

detalhes. Suponhamos que a Proposição 4.7 nos forneça duas soluções diferentes ϕ0, ϕ̃0 P

H8per,e, ambas com a mesma frequência de onda ω0 ą 0. Já que o problema de minimização

(4.12) é no espaço Yτ , em que τ ą 0, temos

}ϕ0}
4
L4 “ }ϕ̃0}

4
L4 (4.105)
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Ademais, pϕ` 0i, ω0q, pϕ̃0` 0i, ω̃0q P Vˆ p0,8q satisfaz (4.23), para algum s0 P
`

1
4 , 1

‰

.

Dessa forma, pela Proposição 4.31, existem dois ramos suaves de soluções

Fδ : Iδ Ă p0,8q Ñ Vˆ p0,8q e Fδ̃ : Iδ̃ Ă p0,8q Ñ Vˆ p0,8q

para certos δ, δ̃ ą 0, em que

Fδpsq “ pϕs, ωsq e Fδ̃psq “ pϕ̃s, ω̃sq

satisfaz (4.23), para ωs, ω̃s ą 0 e, em particular, Fδps0q “ pϕ0, ω0q e Fδ̃ps0q “ pϕ̃0, ω̃0q.

Além disso, pela unicidade local dada na Proposição 4.31, os ramos suaves Fδ e Fδ̃ não

tem ponto em comum. A partir da Proposição 4.30, temos que

ϕs Ñ ϕ˚ em V e ωs Ñ ω˚ (4.106)

e

ϕ̃s Ñ ϕ̃˚ em V e ω̃s Ñ ω̃˚, (4.107)

quando s ÝÑ s˚ “ 1, para algum ω˚, ω̃˚ ą 0 e ϕ˚, ϕ̃˚ P V. Como mencionado em (4.102)

e do caso local (veja Lema 4.32), as funções ϕ˚ e ϕ̃˚ são as únicas soluções das seguintes

equações diferenciais ordinárias

´ ϕ2˚ ` ω˚ϕ˚ ´ ϕ
3
˚ “ 0 (4.108)

e

´ ϕ̃2˚ ` ω̃˚ϕ̃˚ ´ ϕ̃
3
˚ “ 0, (4.109)

respectivamente. Ainda, pelo item iii) da Proposição 4.31 e por (4.105), obtemos
ż 2π

0
ϕ4
s dx “

ż 2π

0
ϕ4

0 dx “

ż 2π

0
ϕ̃4

0 dx “

ż 2π

0
ϕ̃4
s dx. (4.110)

Por outro lado, por (4.106), (4.107) e pela continuidade da norma, inferimos
ż 2π

0
ϕ4
s dx ÝÑ

ż 2π

0
ϕ4
˚ dx e

ż 2π

0
ϕ̃4
s dx ÝÑ

ż 2π

0
ϕ̃4
˚ dx.

Consequentemente, por (4.110),
ż 2π

0
ϕ4
˚ dx “

ż 2π

0
ϕ̃4
˚ dx. (4.111)

Afirmamos que ω˚ “ ω̃˚. Com efeito, para s˚ “ 1 (caso local) e k P p0, 1q fixado,

consideremos a solução ϕ “ ϕk de

´ ϕ2 ` ωϕ´ ϕ3 “ 0 (4.112)

como em (4.103), em que ω :“ ω‹ ą 0 é dado em (4.104). Derivando a equação (4.112)

com respeito a ω ą 0, geramos

´
d

dω
ϕ2 ` ω

dϕ

dω
` ϕ´ 3ϕ2 dϕ

dω
“ 0. (4.113)
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Multiplicando (4.113) por ϕ, integrando sobre r0, Ls e fazendo uma integração por partes,

podemos escrever

´

ż 2π

0
ϕ2
dϕ

dω
dx` ω

ż 2π

0
ϕ
dϕ

dω
dx`

ż 2π

0
ϕ2 dx´

1

4

d

dω

ż 2π

0
ϕ4 dx “ 0. (4.114)

Por outro lado, multiplicando (4.112) por ϕ e integrando sobre r0, 2πs, obtemos

0 “ ´

ż 2π

0
ϕ2ϕ dx` ω

ż 2π

0
ϕ2 dx´

ż 2π

0
ϕ4 dx

“

ż 2π

0
pϕ1q2 dx` ω

ż 2π

0
ϕ2 dx´

ż 2π

0
ϕ4 dx

e derivando em relação à ω ą 0 (pela Regra de Leibniz e da Cadeia) resulta que

d

dω

ż 2π

0
pϕ1q2 dx` ω

d

dω

ż 2π

0
ϕ2 dx`

ż 2π

0
ϕ2 dx´

d

dω

ż 2π

0
ϕ4 dx “ 0

ñ
1

2

d

dω

ż 2π

0
pϕ1q2 dx`

ω

2

d

dω

ż 2π

0
ϕ2 dx`

1

2

ż 2π

0
ϕ2 dx´

1

2

d

dω

ż 2π

0
ϕ4 dx “ 0

ñ ´

ż 2π

0
ϕ2
dϕ

dω
dx` ω

ż 2π

0
ϕ
dϕ

dω
dx`

1

2

ż 2π

0
ϕ2 dx´

1

2

d

dω

ż 2π

0
ϕ4 dx “ 0. (4.115)

A partir de (4.114) e (4.115) estabelecemos que

1

2

ż 2π

0
ϕ2 dx`

1

4

d

dω

ż 2π

0
ϕ4 dx “ 0

ou equivalentemente
1

2

d

dω

ż 2π

0
ϕ4 dx “ ´

ż 2π

0
ϕ2 dx ă 0. (4.116)

Da forma explícita de ω ą 0 dado em (4.104) é fácil ver que ω ą 0 como uma função

de k P p0, 1q é estritamente crescente (veja Figura 4.1) em p0, 1q. Assim,

dω

dk
ą 0, @ k P p0, 1q.

Por conseguinte, em virtude de (4.116) e pela Regra da Cadeia, deduzimos que

d

dk

ż 2π

0
ϕ4 dx “

dω

dk

d

dω

ż 2π

0
ϕ4 dx ă 0, @ k P p0, 1q.

Como ϕ “ ϕk, k P p0, 1q, vemos que a função P : p0, 1q Ă R ÝÑ R definida como

Ppkq :“

ż 2π

0
ϕ4 dx

é injetora. Na sequência, se k˚, k̃˚ P p0, 1q são os módulos (unicamente determinado)

associados com as frequências ω˚, ω̃˚ ą 0, respectivamente, então em razão de (4.111),

Ppk˚q “ Ppk̃˚q. Assim, concluímos que k˚ “ k̃˚. Consequentemente, ω˚ “ ω̃˚ como

afirmado. Também, por (4.108) e (4.109), temos que ϕ˚ “ ϕ̃˚.

A partir da Proposição 4.31, existe um ramo local Fδ˚ : Iδ˚ Ă R Ñ R, em que

Iδ˚ “ p1 ´ δ˚, 1s, para algum δ˚ ą 0, tal que para todo s P Iδ˚ o par Fδ˚psq “ pϕs, ωsq é

única solução de

´ϕ2s ` ωsϕs ´ ϕ
3
s “ 0
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em uma vizinhança tpϕ, ωq P V ˆ p0,8q ; }ϕ ´ ϕ˚}V ` |ω ´ ω˚| ă εu, para certo ε ą 0.

Agora, as convergências em (4.106) e (4.107) nos permitem concluir que Fδps1q “ Fδ̃ps1q,

para algum s1 P rs0, 1q. Entretanto, isso é uma contradição com a unicidade local dos

ramos estabelecida no item ii) da Proposição 4.30. Portanto, a unicidade do minimizador

está provada. �

4.4 Estabilidade/Instabilidade Orbital

Um resultado de estabilidade orbital será mostrado nessa seção. É bem sabido que

(4.1) tem duas simetrias básicas, a saber, a translação e a rotação. Sendo mais preciso, se

u : Rˆ R` Ñ C, com s P
`

1
4 , 1

‰

, é solução de (4.1) então também o são

e´iζupx, tq e upx´ r, tq, @ px, tq P Rˆ R`

para quaisquer que sejam ζ, r P R. Equivalentemente, considerando u “ p ` iq, com

p “ Repuq e q “ Impuq e escrevendo u “ pp, qq obtemos que (4.1) é invariante sob as

transformações

Rpζqupx, tq :“

ˆ

cos ζ sen ζ
´ sen ζ cos ζ

˙

upx, tq, px, tq P Rˆ R` (4.117)

e

Tprqupx, tq :“ upx` r, tq “
ˆ

ppx´ r, tq
qpx´ r, tq

˙

, px, tq P Rˆ R` (4.118)

para todos ζ, r P R.
As ações R e T definem grupos unitários em Hs

per com gerador infinitesimal dados por

R1p0qu :“

ˆ

0 1
´1 0

˙ˆ

p
q

˙

e

T1p0qu :“ Bx

ˆ

p
q

˙

.

Como já mencionado, a equação (4.1) é invariante sob as ações R e T. Dessa forma,

definamos a órbita gerada por

Φ “ pϕ, 0q

como

ΩΦ “
 

RpζqTprqΦ ; ζ, r P R
(

(4.119)

em que, explicitamente,

RpζqTprqΦpξq “

ˆ

cos ζ sen ζ
´ sen ζ cos ζ

˙ˆ

ϕpξ ´ rq
0

˙

, ξ P R

para ζ, r P R.
Uma onda estacionária u : Rˆ R` Ñ C de (4.1) é dada por

upx, tq “ eiωtϕpxq “

ˆ

ϕpxq cospωtq
ϕpxq senpωtq

˙

, px, tq P Rˆ R`. (4.120)
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A pseudométrica15 d : Hs
per ˆH

s
per ÝÑ R` é definida por

dpf, gq “ inft}f ´RpζqTprqg}Hs ; r, ζ P Ru, f, g P Hs
per.

Assim, vemos que dados f, g P Hs
per, a distância dada por d entre f e g é a distância entre

f e Ωg “
 

RpζqTprqg ; ζ, r P R
(

que é a órbita gerada por g sob a ação da rotação e da

translação, nos permitindo escrever dpf, gq “ dpf,Ωgq. Em particular, dpf,Φq “ dpf,ΩΦq.

Apresentamos então nossa definição de estabilidade orbital, no contexto da equação

cúbica de Schrödinger fracionária.

Definição 4.34 (Estabilidade Orbital). Dizemos que a onda estacionária (4.120) de (4.1)

é orbitalmente estável em Hs
per se, dado ε ą 0, existe δ ą 0 com a seguinte propriedade:

se u0 P H
s
per satisfaz }u0 ´ Φ}Hs ă δ, então a solução local uptq definida no semi-intervalo

r0,`8q satisfaz dpuptq,ΩΦq ă ε, para todo t ě 0. Caso contrário, dizemos que (4.120) é

orbitamente instável em Hs
per.

Antes de continuarmos nosso estudo da estabilidade orbital, precisamos voltar a atenção

para a boa colocação da equação (4.1).

4.4.1 Boa colocação

Uma vez que a Definição 4.34 requer um resultado de boa colocação, nossa intenção é

dar resultados precisos de boa colocação global/local associado a equação de Schrödinger

fracionária dada em (4.1), ou seja, resultados de boa colocação para o problema de Cauchy
#

iut ´ p´∆qsu` |u|2u “ 0

upx, 0q “ u0pxq, px, tq P Rˆ R`, s P p0, 1s.
(4.121)

com u0 P H
s
perpTq. E para tanto, na próxima seção vamos mostrar alguns resultados e

desigualdades auxiliares.

Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg Fracionária no Contexto Periódico

A fim de mostrar nossos resultados de boa colocação inicialmente vamos mostrar a

Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg para operadores fracionários no caso periódico.

Antes disso, precisamos do próximo lema e começamos em um contexto geral, isto

é, inicialmente consideramos uma Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg para domínios

limitados Ω Ă Rn, n P N, do tipo cone (para mais detalhes desse tipo de domínio, veja

[107, Seção 4.2.3, Equação 7]). No restante dessa seção e para cada r P r0, 1q e q ě 1 dados,

consideremos o espaço de Sobolev fracionário Hr
q pΩq “W r,qpΩq, também conhecido como

Espaço de Slobodeckij (para detalhes, veja [20, Seção 1.2], [107, Seção 2.3.3, Equação 1] e

[107, Seção 4.2.1, Definição 1]). No que segue, vamos lidar com funções de valores reais.

Para funções com valores complexos, os argumentos são semelhantes.
15Para mais detalhes desse conceito consulte [84, Capítulo 1, Seção 6]
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Lema 4.35 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg para Domínios do Tipo Cone). Seja

Ω Ă Rn um domínio limitado do tipo cone. Se p0 ą 1, θ P p0, 1q, s P p0, 1q, e p ą 1 e r ą 0

são tais que

r “ θs e
1

p
“

1´ θ

p0
`
θ

2
,

então existe C1 ą 0 de modo que,

}f}Hr
ppΩq

ď C1}f}
1´θ
Lp0 pΩq }f}

θ
HspΩq, (4.122)

para todo f P Lp0pΩq XHspΩq.

Demonstração. Inicialmente notemos que de acordo com [107, Seção 4.3.1, Teorema 2] a

relação de interpolação
`

Hs0
p0
pΩq, Hs

p1
pΩq

˘

θ
“ Hr

ppΩq,

é válida, em que p1, p0 ą 1, θ P p0, 1q, s0, s ě 0, e p ą 1 e r ą 0 são tais que

r “ s0p1´ θq ` θs e
1

p
“

1´ θ

p0
`

θ

p1
.

Dessa forma, como consequência de [107, Seção 1.3.3, Equação 5], temos a seguinte

desigualdade multiplicativa:

}f}Hr
ppΩq

ď C0}f}
1´θ
H
s0
p0
pΩq
}f}θHs

p1
pΩq, @ f P H

s0
p0
pΩq XHs

p1
pΩq, (4.123)

para alguma constante C0 ą 0.

Tomando em particular, p1 “ 2, s0 “ 0 e s P p0, 1q, vemos que

r “ θs P p0, 1q e
1

p
“

1´ θ

p0
`
θ

2
.

Logo, por (4.123), obtemos que

}f}Hr
ppΩq

ď C1}f}
1´θ
Lp0 pΩq }f}

θ
HspΩq, @ f P L

p0pΩq XHspΩq,

para algum C1 ą 0. �

Corolário 4.36. Seja Ω Ă Rn um domínio limitado do tipo cone. Se p0 ą 1, θ P p0, 1q,

s P p0, 1q e p ą 1 são tais que
1

p
“

1´ θ

p0
`
θ

2
,

então existe C2 ą 0 de modo que

}f}LppΩq ď C2}f}
1´θ
Lp0 pΩq }f}

θ
HspΩq,

para todo f P Lp0pΩq XHspΩq.
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Demonstração. É claro que r “ θs P p0, 1q. Assim, a imersão16 Hr
ppΩq ãÑ LppΩq e o Lema

4.35 implicam que

}f}LppΩq ď C2}f}
1´θ
Lp0 pΩq }f}

θ
HspΩq, @ f P L

p0pΩq XHspΩq,

para algum C2 ą 0, desde que
1

p
“

1´ θ

p0
`
θ

2
.

�

Como um caso particular do Lema 4.35 no contexto periódico, estabelecemos o seguinte

teorema.

Teorema 4.37 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg Periódica). Seja Tn Ă Rn o toro

n-dimensional. Se θ P p0, 1q, s P p0, 1q e r ą 0 são tais que r “ θs, então existe C3 ą 0 de

modo que

}f}Hr
perpTnq ď C3}f}

1´θ
L2

perpTnq
}f}θHs

perpTnq, (4.124)

para todo f P L2
perpTnq XHs

perpTnq.

Demonstração. Uma vez que o toro n-dimensional Tn ” r´π, πsn Ă Rn é um domínio

limitado do tipo cone (veja [107, Seção 4.2.3, Observação 5]), obtemos que o Lema 4.35 é

válido para Ω “ Tn, p0 “ 2 e r “ θs P p0, 1q. Além do mais, por [107, Seção 4.6.1, Equação

2] e [108, Seção 9.1.3, Observação 1] as normas em Hs
perpΩq e HspΩq são equivalentes e uma

vez que LmpTnq ” LmperpTnq, para todo m ě 1, segue por (4.122) a seguinte desigualdade

}f}Hr
perpTnq ď C3}f}

1´θ
L2

perpTnq
}f}θHs

perpTnq, @ f P L
2
perpTnq XHs

perpTnq,

em que C3 ą 0 é uma constante. �

Corolário 4.38 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg Periódica 1-dimensional). Se

s P
`

1
4 , 1

˘

, então existe uma constante C4 ą 0 tal que

}f}4L4
perpTq

ď C4}p´∆q
s
2 f}

1
s
L2

perpTq
}f}

4´
1
s

L2
perpTq

` C4}f}
4
L2

perpTq
, (4.125)

para todo f P Hs
perpTq.

Demonstração. Primeiramente, tomando, em particular, n “ 1 no Teorema 4.37, temos

que

}f}Hr
perpTq ď C5}f}

1´θ
L2

perpTq
}f}θHs

perpTq, @ f P L
2
perpTq XHs

perpTq, (4.126)

em que C5 ą 0 é uma constante. Aqui, estamos considerando r “ θs P p0, 1q, θ P p0, 1q e

s P p0, 1q. Devemos notar que, por (1.2), a imersão Hs
perpTq ãÑ L2

perpTq ocorre, implicando

a igualdade L2
perpTq XHs

perpTq “ Hs
perpTq.

16Veja [107, Seção 4.6.1, Equação (4)]
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Usando a definição da norma de Hs
perpTq, dada em (1.6), obtemos a existência de uma

certa constante C6 ą 0 que satisfaz

}f}4Hr
perpTq ď C6}f}

4p1´θq
L2

perpTq
}f}4θHs

perpTq

“ C6}f}
4p1´θq
L2

perpTq

´

}f}2Hs
perpTq

¯2θ

“ C6}f}
4p1´θq
L2

perpTq

´

}p´∆q
s
2 f}2L2

perTq
` }f}2L2

perpTq

¯2θ
, @ f P Hs

perpTq.

Na sequência, graças a [106, Lemma 3.197], existe C7 ą 0 tal que
´

}p´∆q
s
2 f}2L2

perpTq
` }f}2L2

perpTq

¯2θ
ď C7

´

}p´∆q
s
2 f}4θL2

perpTq
` }f}4θL2

perpTq

¯

, @ f P Hs
perpTq.

Assim, existe C8 ą 0 de modo que

}f}4Hr
perpTq ď C8}f}

4p1´θq
L2

perpTq
}p´∆q

s
2 f}4θL2

perpTq
` C8}f}

4
L2

perpTq
, @ f P Hs

perpTq. (4.127)

Tomando r “ 1
4 , temos a imersão Hr

perpTq ãÑ L4
perpTq (veja [13, Teorema 4.2]). Por-

tanto, (4.127) implica, para s P
`

1
4 , 1

˘

e algum C4 ą 0, que

}f}4L4
perpTq

ď C4}p´∆q
s
2 f}

1
s
L2

perpTq
}f}

4´
1
s

L2
perpTq

` C4}f}
4
L2

perpTq
, @ f P Hs

perpTq. (4.128)

�

Observação 4.39. Convém observarmos que (4.128) vale, pois

r “ θs e r “
1

4
ñ 4θ “

1

s
e 4p1´ θq “ 4´

1

s
.

Ademais, vemos ainda que nesse caso, devemos considerar θ P
`

1
4 , 1

˘

, pois assim,

s “ 1
4θ P

`

1
4 , 1

˘

. ˝

Observação 4.40. O resultado obtido no Corolário 4.38 é na verdade um pouco mais geral.

Com efeito, em um primeiro momento seja p ą 1 e r “ θs, com θ, s P p0, 1q. Usando (4.126)

e repetindo alguns argumentos usados no Corolário 4.38, vemos que existem constantes

c0, c1 ą 0 de modo que

}f}pHr
perpTq

ď c0}f}
pp1´θq
L2

perpTq
}f}pθHs

perpTq

“ c0}f}
pp1´θq
L2

perpTq

´

}f}2Hs
perpTq

¯

pθ
2

ď c1}f}
pp1´θq
L2

perpTq

´

}p´∆q
s
2 f}pθ

L2
perTq

` }f}pθ
L2

perpTq

¯

(4.129)

“ c1}p´∆q
s
2 f}pθ

L2
perpTq

}f}
pp1´θq
L2

perpTq
` c1}f}

p
L2

perpTq
, @ f P Hs

perpTq.

Consideremos p ą 2 e r “ 1
p P

`

0, 1
2

˘

. Desse modo, como consequência de [13, Teorema 4.2]

a imersão Hr
perpTq ãÑ LpperpTq ocorre, para todo p P p2, 4s. Disso e de (4.129), garantimos

a existência de um c2 ą 0 que cumpre

}f}p
LpperpTq

ď c2}p´∆q
s
2 f}

1
s

L2
perpTq

}f}
p´ 1

s

L2
perpTq

` c2}f}
p
L2

perpTq

para todo p P p2, 4s e s “ 1
pθ P

`

1
p , 1

˘

. ˝
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Resultados de Boa Colocação

Vemos que Cho, Hwang, Kwon e Lee em [33] e, também, Demirbas, Erdoğan e Tzirakis

em [41] estudaram a existência e unicidade para o problema de Cauchy (4.121) para o

caso s “ α
2 P p

1
2 , 1q e soluções locais foram determinadas em Hs

perpTq para s ą 2´α
4 . Para

s ą 5α`1
12 , os autores determinaram soluções globais. Em particular, vemos que o problema

de Cauchy é localmente bem colocado em Hs
perpTq, para s P

`

1
2 , 1

˘

. Além disso, Thirouin

em [127] estudou o problema de Cauchy (4.121) para s “ α
2 P

`

1
3 ,

1
2

˘

. O autor provou que

(4.121) é localmente bem colocado em Hs
perpTq quando s ą γ, em que γ ą 0 é tal que

γ ą 1
2 ´

α
4 . Como consequência, temos o seguinte resultado.

Proposição 4.41 (Boa Colocação Local). Seja s P
`

1
3 ,

1
2

˘

Y
`

1
2 , 1

‰

. O problema de Cauchy

associado à equação (4.1) é localmente bem colocado em Hs
per. Mais precisamente, para

qualquer u0 P H
s
per existe T ą 0 e uma única solução u P Cpr0, T s, Hs

perq tal que up0q “ u0

e satisfaz (4.1). Além disso, para cada T0 P p0, T q a aplicação dado-solução

u0 P H
s
per ÞÝÑ u P Cpr0, T0s, H

s
perq

é contínua.

Agora, vamos usar as quantidades conservadas E e F dadas, respectivamente por (4.4)

e (4.5) combinadas com afirmação contida no Corolário 4.38 para obter a boa colocação

global (no tempo) para o Problema de Cauchy (4.121). De fato, do exposto acima, em

particular para s P
`

1
2 , 1

˘

existe uma solução local u P Cpr0, T s, Hs
perq de (4.121), para

algum T ą 0 e com dado inicial u0 P H
s
per. Da quantidade conservada E dada em (4.4) é

fácil ver que

}p´∆q
s
2uptq}2L2 “ 2Epu0q `

1

2
}uptq}4L4 , t P r0, T s.

Pelo Corolário 4.38 obtemos a existência de uma constante C ą 0 tal que

}p´∆q
s
2uptq}2L2 ď 2Epu0q ` C}uptq}

4´
1
s

L2 }p´∆q
s
2uptq}

1
s
L2 ` C}uptq}

4
L2

“ 2Epu0q ` C}u0}
4´

1
s

L2 }p´∆q
s
2uptq}

1
s
L2 ` C}u0}

4
L2 , t P r0, T s,

em que estamos usando o fato que a norma de L2
per é uma quantidade conservada (veja a

quantidade conversava F em (4.5)).

Definamos

fptq :“ }p´∆q
s
2uptq}2L2 , @ t P r0, T s,

o que implica

fptq ď 2Epu0q ` C}u0}
4´

1
s

L2 fptq
1
2s ` C}u0}

4
L2 .

Mas, por outro lado, como s ą 1
2 , isto é, 1

2s ă 1, então existe M0 ą 0 tal que

fptq
1
2s ăM0, @ t P r0, T s.
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Logo,

}p´∆q
s
2uptq}2L2 “ fptq ď 2Epu0q ` c0}u0}

4´
1
s

L2 M0 ` c1}u0}
4
L2 , @ t P r0, T s.

Nesses termos,

sup
tPr0,T s

}p´∆q
s
2uptq}2L2 ă 8

e, consequentemente,

sup
tPr0,T s

}uptq}2Hs “ sup
tPr0,T s

}p´∆q
s
2uptq}2L2 ` }uptq}

2
L2 ă 8. (4.130)

Portanto, por consequência de (4.130), obtemos o seguinte cenário para soluções globais

em Hs
perpTq:

• Quando s P
`

1
2 , 1

˘

, dada a existência de soluções locais (Proposição 4.41), podemos

concluir a existência de soluções globais no tempo.

• Quando s “ 1
2 , usamos os resultados contidos em [24] para concluir a existência de

soluções globais no tempo para }u0}L2 pequeno o suficiente. É esperado blow-up em

tempo finito para ||u0||L2 grande o suficiente.

• Quando s “ 1 temos o caso local e o resultado de boa colocação global é bem

conhecido e pode ser encontrado em [25, Teorema 2.2, Capítulo V].

Resumindo nossa análise realizada acima, estabelecemos o seguinte resultado de boa

colocação global para o problema de Cauchy (4.121) associado à equação não-linear de

Schrödinger Fracionária dada em p4.1q.

Teorema 4.42 (Boa Colocação Global). Seja s P
`

1
2 , 1

‰

. O problema de Cauchy associado

à equação (4.1) é globalmente bem colocado em Hs
per. Mais precisamente, para qualquer

u0 P H
s
per existe uma única solução global u P CpR`, Hs

perq tal que up0q “ u0 e satisfaz

(4.1). Além disso, para cada T ą 0 a aplicação dado-solução

u0 P H
s
per ÞÝÑ u P Cpr0, T s, Hs

perq

é contínua.

Observação 4.43. Em [24] os autores aplicam o método de Galerkin a fim de obter um

resultado de boa colocação do problema (4.121). Eles conseguem obter uma estimativa a

priori fazendo uso de uma Desigualdade de Gagliardo-Niremberg, porém sem referenciar ou

provar tal desigualdade. Contudo, fazendo uso da Desigualdade de Gagliardo-Niremberg

provada na Proposição 4.38, os resultados por eles obtidos não se alteram e se mostram

continuar válidos. Também, de acordo com o nosso melhor conhecimento, outro modo de

ver que a problema de Cauchy admite apenas boa-colocação global quando s P
`

1
2 , 1

˘

é

observarmos que seguindo o método de Galerkin, como feito em [24], devemos nos restringir
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a θ P
`

1
4 ,

1
2

˘

, ou seja, s P
`

1
2 , 1

˘

. Pois, em certo momento devemos aplicar a Desigualdade

de Young com ε ą 0 ([47, Apêndice B.2]) para p “ 1
2θ P p1, 2q e com q ą 1 satisfazendo

1
p `

1
q “ 1, isto é, q “ 1

1´2θ ě 2, θ P
`

1
4 ,

1
2

˘

. ˝

Agora, dado u0 P H
1
2
per, vamos tentar dar uma resposta mais precisa a seguinte afirma-

ção:

Quando s “ 1
2 , usamos os resultados contidos em [24] para concluir a existência

de soluções globais no tempo para }u0}L2 pequeno o suficiente.
(4.131)

Em outras palavras, nosso objetivo é precisar o “quão pequeno” deve ser }u0}L2 P R` para

que a asserção em (4.131) seja verdadeira. Vale destacar que o caso s “ 1
2 da equação de

Schrödinger fracionária (4.1) é conhecido como o caso crítico.

Vejamos, da quantidade conservada E, em (4.4), não é difícil verificar que se u P

Cpr0, T s, H
1
2
perq é uma solução local com dado inicial u0 P H

1
2
per e algum T ą 0, então pela

Desigualdade de Gagliardo-Niremberg dada no Corolário 4.38, vemos que

}p´∆q
1
4uptq}2L2 “ 2Epu0q `

1

2
}uptq}4L4

ď 2Epu0q `
C4

2
}p´∆q

1
4uptq}2L2 }uptq}

2
L2 `

C4

2
}uptq}2L2

“ 2Epu0q `
C4

2
}p´∆q

1
4uptq}2L2 }u0}

2
L2 `

C4

2
}u0}

2
L2 , @ t P r0, T s.

Logo,
ˆ

1´
C4

2
}u0}

2
L2

˙

}p´∆q
1
4uptq}2L2 ď 2Epu0q `

C4

2
}u0}

2
L2 , @ t P r0, T s.

Dessa forma, teremos uma “boa” estimativa se, e somente se,
`

1´ C4
2 }u0}

2
L2

˘

ą 0 ou em

outras palavras }u0}L2 ă

b

2
C4
, pois nesse caso

}p´∆q
1
4uptq}2L2 ă

ˆ

2Epu0q `
C4

2
}u0}

2
L2

˙

¨

ˆ

1´
C4

2
}u0}

2
L2

˙´1

ă 8,@ t P r0, T s.

E, por conseguinte,

sup
tPr0,T s

}uptq}
H

1
2
ă 8, @ T ą 0,

desde que o dado inicial u0 P H
s
per satisfaça }u0}L2 ă

b

2
C4

.

Na verdade, com o explanado acima, provamos o seguinte resultado.

Proposição 4.44 (Boa Colocação Global do Caso Crítico). Se u P Cpr0, T s, H
1
2
perq é uma

solução local do problema de Cauchy (4.121) com dado inicial u0 P H
1
2
per e algum T ą 0,

de modo que

}u0}L2 ă

c

2

C4
(4.132)

então a solução u pode ser estendida globalmente. Equivalentemente, o problema de Cau-

chy (4.121) é globalmente bem colocado na bola Bp0,
?

2C
´ 1

2

4 q Ă H
1
2
per.
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Observação 4.45. Claro que a condição dada em (4.132) para o dado inicial da solução

não é a melhor possível, ou seja, a estimativa que fizemos é “grossa”, uma vez que não

conseguimos garantir que a constante C4 ą 0 que aparece na Desigualdade de Gagliardo-

Niremberg dada no Corolário 4.38 é a constante ótima. Uma maneira de se obter uma

estimativa melhor para a norma L2
per do dado inicial é considerar, para s P p0, 1q, o pro-

blema de minimização

inf
vPHs

perzt0u
Wpvq “ Σ (4.133)

em que o funcional W : Hs
perzt0u Ñ R dado por

Wpuq “
}p´∆q

s
2u}

1
s

L2 }u}
4´ 1

s

L2 ` }u}4L2

}u}4
L4

, @ u P Hs
perzt0u.

é o bem conhecido funcional de Weinstein17, de modo que, nesse caso, a constante ótitma

da Desigualdade de Gagliardo-Niremberg é C4 “ Σ´1. Entretanto, diferente de quando a

equação (4.1) está colocando em R (veja [7] e [130]), não conseguimos garantir existência

de minimizador para o problema (4.133), no contexto periódico. ˝

4.4.2 Convexidade da Função d

A Proposição 4.27 nos permite considerar uma curva de classe C1

ω P p1
2 ,8q ÞÝÑ ϕ “ ϕω P H

2s
per

de soluções de (4.23). Esse fato nos possibilita definir a função d : p1
2 ,8q Ă R ÝÑ R por

dpωq “ Epϕ, 0q ` ωF pϕ, 0q.

Lembrando que E1pϕ, 0q ` ωF 1pϕ, 0q “ G1pϕ, 0q “ 0, para cada ω ą 1
2 , temos

d1pωq “ E1pϕ, 0q
d

dω
pϕ, 0q ` ωF 1pϕ, 0q

d

dω
pϕ, 0q ` F pϕ, 0q

“ F pϕ, 0q “
1

2

ż L

0
ϕ2pxq dx

e, consequentemente,

d2pωq “
1

2

d

dω

ż L

0
ϕ2 dx, ω P p1

2 ,8q. (4.134)

O estudo de estabilidade/instabilidade, de modo geral, requer assegurar o sinal da

quantidade d2pωq P R, para valores ω ą 1
2 , ou seja, determinar a convexidade da função d.

Esse é o objetivo dessa seção, estabelecer (pelo menos numericamente) para quais valores

de s P
`

1
4 , 1

˘

tem-se d2pωq ą 0 ou d2pωq ă 0. De modo que, sob condições adequadas de

boa colocação, se d2pωq ą 0, então a onda periódica Φ é orbitalmente estável, em Hs
per. E

se d2pωq ă 0, então a onda periódica Φ é orbitalmente instável, em Hs
per.

17Veja por exemplo [92] e [130]
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Experimentos Numéricos - Trabalho Realizado em Parceria

Objetivando um melhor entendimento da convexidade da função d, acima mencionada,

nessa seção apresentamos experimentos numéricos que foram realizados em parceria com

H. Borluk, G.M. Muslu (veja [12] e [21] para detalhes) . Em verdade, nessa seção geramos

soluções de ondas periódicas estacionárias da equação (4.23) usando o Método de Iteração

de Petviashvili. O método é amplamente usado para gerar soluções de ondas viajantes

([44, 45, 80, 104, 114]) e, especificamente no caso da Schrödinger fracionária, alguns estudos

numéricos também foram determinados em [71]. Além de fornecer um método numérico

para apresentar o perfil single-lobe periódico da solução ϕ P H8per dada na Proposição 4.7,

nossa intenção é determinar o sinal da quantidade

qω :“
d

dω

ż π

´π
ϕ2 dx “

d

dω
}ϕ}2L2 , ω ą 1

2 . (4.135)

que é útil a fim de determinar a convexidade da função d, devido a (4.134).

Seja s P
`

0, 1
˘

e ω ą 1
2 . Aplicando a transformada de Fourier na equação (4.23) obtemos

`

|ξ|2s ` ω
˘

pϕpξq ´xϕ3pξq “ 0, ξ P Z. (4.136)

Um algoritmo iterativo para um cálculo numérico de pϕ para a equação (4.136) pode

ser proposta na forma

pϕn`1pξq “
xϕ3
npξq

|ξ|2s ` ω
, ξ P Z, n P N

em que pϕn, para cada n P N, é a transformada de Fourier de ϕn que é a n-ésima iteração

da solução numérica. Nesse contexto, as soluções são construídas sobre a condição

|ξ|2s ` ω ‰ 0.

Uma vez que o algoritmo acima é usualmente divergente, apresentamos finalmente o Mé-

dodo de Petviashvilli como

pϕn`1pξq “
pMnq

ν

|ξ|2s ` ω
xϕ3
npξq, ξ P Z, n P N, ν P R

introduzindo o fator estabilizador

Mn “

`

pp´∆qs ` ωqϕn, ϕn
˘

L2

pϕ3
n, ϕnqL2

, n P N, ϕn P H
2s
perpTq

chamado de quociente de Petviashvili. Aqui, o parâmetro livre ν P R é escolhido como

ν “ 1.5 para uma convergência mais rápida. O processo iterativo é controlado pelo erro

entre duas iterações consecutivas dada por

Errorpnq “ }ϕn ´ ϕn´1}L8per
, n P N

e o erro do fator de estabilização dado por |1´Mn|, para cada n P N. O resíduo do processo

de interação é determinado por RESpnq “ }T ϕn}L8per
, n P N, com T ϕ “ p´∆qsϕ`ωϕ´ϕ3.
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A solução onda estacionária periódica da equação de Schrödinger fracionária s “ 1 é

dada no Lema 4.32.

Para testar a precisão do nosso esquema, comparamos a solução exata (4.103) com a

solução numérica obtida usando (4.54) como estimativa inicial. O intervalo do espaço é

r´π, πs e o número de pontos de grade é escolhido como N “ 210. No primeiro painel da

Figura 4.2, apresentamos as soluções exatas e numéricas para a frequência ω “ 1. Como

vemos na figura, as soluções exata e numérica coincidem. Nos demais painéis da Figura

4.2, são apresentadas as variações de três erros diferentes com o número de iteração. Esses

resultados mostram que nosso esquema numérico captura a solução notavelmente bem.

-2 0 2
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0.5

1

1.5

0 5 10 15 20

10-14

10-10

10-6

10-2

102
|1-M

n
|

RES

Error

número de iterações

Figura 4.2: A solução exata e a solução numérica para a equação de Schrödinger Fracionária
com frequência da onda ω “ 1 e a variação de Errorpnq, |1 ´Mn| e RES com o número
de iterações em escala semi-log.

As soluções exatas da equação Schrödinger fracionária não são conhecidas para

s P p0, 1q. Na Figura 4.3 ilustramos os perfis de ondas periódicas para vários valores

de s P p0, 1q, com ω “ 1. O termo não linear torna-se dominante com valores decrescentes

de s P p0, 1q. Portanto, a onda se inclina como esperado.
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Figura 4.3: Perfis numéricos das ondas para vários valores de s P p0, 1q, com ω “ 1.
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No restante dos experimentos numéricos, o sinal de qω em p4.135q, para diferentes

valores de s P p0, 1q, é determinado investigando quando o valor de }ϕ}2L2 é crescente ou

decrescente com respeito a ω ą 1
2 . O intervalo ω P

`

1
2 , 50

‰

é discretizado em subintervalos

1000. Para cada valor de ω P
`

1
2 , 50

‰

, geramos o perfil de onda periódica usando o método

de iteração de Petviashvili no intervalo r´π, πs escolhendo N “ 214. Então, avaliamos o

valor de }ϕ}2L2 .

Na Figura 4.4 ilustramos a variação de }ϕ}2L2 com ω ą 1
2 para s “ 0.35, s “ 0.45 e

s “ 0.5. Como podemos ver na figura }ϕ}2L2 é descrescente de modo que qω é negativo.

Resultados numéricos indicam que a onda periódica é orbitalmente instável para s P p1
4 ,

1
2 s.
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Figura 4.4: A variação de }ϕ}2L2 com ω para s “ 0, 35 (canto superior esquerdo), s “ 0, 4
(canto superior direito), s “ 0, 45 (canto inferior esquerdo), s “ 0, 5 (canto inferior direito).

A variação de }ϕ}2L2 com ω ą 1
2 para s “ 0.6 e s “ 0.8 é retratado na Figura 4.5

(página 124). Uma vez que }ϕ}2L2 é crescente, qω é positivo. Logo, os resultados numéricos

mostram estabilidade orbital da onda periódica para s P p0.6, 1q.

Realizamos experimentos numéricos para vários valores de s P p0.5, 0.6q. Os resultados

numéricos indicam que existe uma frequência de onda crítica ωc ą 1
2 tal que qω é negativo

para ω ă ωc e positivo para ω ą ωc para valores s P p0.5, 0.6q. Na Figura 4.6 (página 124),

a variação de }ϕ}2L2 com ω ą 1
2 é apresentada para s “ 0.52, 0.55, 0.57 e s “ 0.59. Como

podemos ver na Figura 4.6, }ϕ}2L2 é crescente até a frequência de onda crítica ωc ą 1
2 , e

posteriormente é decrescente.
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Figura 4.5: A variação de }ϕ}2L2 com ω ą 1
2 para s “ 0.6 (painel esquerdo) e s “ 0.8

(painel direito).
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Figura 4.6: A variação de }ϕ}2L2 com ω ą 1
2 para s “ 0.52 (canto superior esquerdo),

s “ 0.55 (canto superior direito), s “ 0.57 (canto inferior esquerdo), s “ 0.59 (canto
inferior direito).
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4.4.3 O Resultado de Estabilidade/Instabilidade

A partir de nossos experimentos numéricos feitos na Seção 4.4.2 estamos em condição

de estabelecer o seguinte resultado de estabilidade/instabilidade orbital no que concerne a

equação fracionária de Schrödinger em (4.1).

Teorema 4.46. Sejam ϕ “ ϕω P H
8
per a solução positiva, periódica e com perfil single-lobe

obtida no Proposição 4.7, para todo ω ą 1
2 , e s

˚ » 0.6.

i) Se s P
`

1
3 ,

1
2

˘

, então a onda Φ é orbitalmente instável em Hs
per, para todo ω ą 1

2 ;

ii) se s P rs˚, 1q Ă
`

1
2 , 1

˘

, então a onda Φ é orbitalmente estável em Hs
per, para todo

ω ą 1
2 ;

iii) se s P
`

1
2 , s

˚q Ă
`

1
2 , 1

˘

, então existe ωc ą 1
2 tal que

ω ă ωc ñ qω ă 0

e

ω ą ωc ñ qω ą 0,

ou seja, se ω ă ωc então a onda Φ é orbitalmente instável em Hs
per e se ω ą ωc, então

a onda é orbitalmente estável em Hs
per.

Demonstração. Pela Proposição 4.29, vemos que npLq “ 1 e KerpLq “ rpϕ1, 0q, p0, ϕqs e es-
ses dois fatos básicos são cruciais para determinar resultados de estabilidade/instabilidade

orbital para ondas periódicas. Uma vez que as propriedades espectrais são válidas, a prova

de estabilidade orbital segue similarmente como em [101, Teorema 4.17] (veja também [98,

Teorema 6.11]), mas, uma vez que, tal procedimento é baseado na construção de uma

função de Lyapunov adequada, precisamos levar em consideração um resultado de boa

colocação global, como o do Teorema 4.42, para provar estabilidade em termos de duas

simetrias definidas para a órbita ΩΦ, dada em (4.119).

Para estabilidade orbital, precisamos considerar a condição de Vakhitov-Kolokolov qω ą

0, com ω ą 1
2 , que é equivalente a considerar pL1Ψ,ΨqL2 ă 0, em que

Ψ “ ´
d

dω
ϕ, L1Ψ “ ϕ e pL1Ψ, ϕ1qL2 “ 0.

Nesse caso, pela abordagem numérica apresentada acima e pelo resultado de boa colocação

global dado no Teorema 4.42 para s P p1
2 , 1q, podemos concluir estabilidade orbital em Hs

per

quando s P rs˚, 1q e ω ą 1
2 e também quando s P

`

1
2 , s

˚q e ω ą ωc. Estabelecendo assim,

totalmente o item ii) e parcialmente o item iii).

Para instabilidade orbital em Hs
per,e, primeiro usamos a abordagem em [56] devido a

Grillakis, Shatah e Strauss. Nesse contexto, um resultado de boa colocação também é

necessário, contudo já foi estabelecido na Proposiçao 4.41 e Teorema 4.42 que temos boa

colocação local para s P p1
3 ,

1
2q e boa colocação global/local para s P p1

2 , 1q. Esses fatos,
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juntamente com os fatos obtidos na abordagem numérica nos permitem concluir concluir

instabilidade orbital em Hs
per,e para s P

`

1
3 ,

1
2

˘

, com ω ą 1
2 , e para s P

`

1
2 , s

˚q, com

ω ă ωc, considerando a órbita ΩΦ tendo apenas uma simetria básica (a saber a órbita

gerada apenas pela simetria de rotação). E isso ocorre pois, como é sabido, a teoria em

[56] apenas requer que o núcleo do operador linearizado seja simples e que tal operador

tenha apenas um autovalor negativo quando visto sob o espaço das funções pares, de modo

que devemos remover uma das simetrias na Definição 4.34. Mais precisamente, o espaço

Hs
per,e não é invariante sob translações e ϕ1 é ímpar, e dessa forma o par pϕ1, 0q não pode

ser considerado como um elemento do subespaço KerpLq e assim, sob essa restrição temos

em virtude da Proposição 4.29 que Ker
`

Le
˘

“ rp0, ϕqs e npLeq “ 1, como requerido. Esses

fatos, o determinado na experimentação numérica, a saber, qω ă 0, com ω ą 1
2 e s P

`

1
3 ,

1
2

˘

e com ω ă ωc e s P
`

1
2 , s

˚q e o resultado de instabilidade em [56] nos permitem estabelecer

o item i) e o restante do item iii). É claro que se a onda estacionária é orbitalmente instável

no subespaço Hs
per,e de Hs

per, então a mesma também é instável em todo o espaço Hs
per. E

o teorema está provado. �



Estudos futuros

As abordagens realizadas ao longo dos Capítulos 2 a 4 no estudo de estabilidade or-

bital de cada uma das equações, a saber, a Equação cúbica de Klein-Gordon, a Equação

Quintíca de Klein-Gordon e a Equação Fracionária de Schrödinger, podem abrir caminhos e

estratégias para resolvermos problemas similares, porém ainda em aberto. Listamos abaixo

alguns problemas em aberto que pretendemos e esperamos futuramente sermos capazes de

resolver fazendo uso de uma adapatação das teorias e técnicas aplicadas ao longo dessa tese.

Instabilidade Orbital de Soluções do tipo Onda Estacionária para a Equação

Cúbica de Klein-Gordon Fracionária

No que diz respeito a equação equação cúbica de Klein-Gordon fracionária

utt ` p´∆qsu` u´ |u|2u “ 0, px, tq P Rˆ R`

em que u : TˆR ÝÑ C é 2π-periódica, pretendemos fazer um estudo acerca de estabilidade

orbital de ondas estacionárias para tal equação. Acreditamos que até podemos fazer uma

abordagem similar a feita para a Schrödinger Fracionária na Seção 4.1.1 para determinar

a existência de soluções do tipo ondas estacionária. No entanto, algumas dificuldades que

podem surgir é no sentido que não conseguirmos determinar se tais soluções—estabelecidas

via as quantidades conservadas da equação fracionária de Schrödinger—determinam todas

as soluções positivas associadas à equação cúbica de Klein-Gordon fracionária, uma vez

que ainda não somos capazes de obter soluções por meio de um funcional definido usando

apenas as quantidades conservadas da equação, a saber E,F : Hs
per ˆ L2

per Ñ R dadas

como
Epu, vq “

1

2

ż π

´π
|p´∆q

s
2u|2 ` |u|2 ` |v|2 ´

1

2
|u|4 dx e F pu, vq “ Im

ż π

´π
uv dx.

Sanada essa questão da determinação das soluções de ondas estacionárias com perfil posi-

tivo associadas à (4.4.3), julgamos que poderíamos proceder como nas Seções 4.2.2 e 4.4.2

com o intuito de estabelecermos um resultado de instabilidade orbital (já que nesse caso é

esperado que a onda seja orbitalmente instável) no sentido mais amplo possível, ou seja,

abrangendo todas as soluções com perfil positivo. Objetivamos também fazer um estudo

análogo com a equação cúbica de Klein-Gordon fracionária no contexto real, isto é, quando

u : Tˆ R ÝÑ R e com soluções do tipo ondas viajante.
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Estabilidade Orbital para uma Classe de Sistemas Acoplados de Equações de

Klein-Gordon

Primeiro, seguindo preceitos contidos em [87] e o estudo feito nos Capítulos 2 e 3

pretendemos estudar a existência e estabilidade orbital de soluções periódicas do sistema

acoplado não-linear de Klein-Gordon-Schrödinger dado como
#

utt ´ uxx ` u´ |v|
2 “ 0

ivt ` vxx ` uv “ 0, px, tq P Rˆ R`.

Nesse caso, procuramos soluções da forma pupx, tq, vpx, tqq “ pϕpx´ ctq, φpxqeictq, em que

c P R e ϕ, φ : RÑ R são esperadas terem os perfis

ϕpξq “ a0 ` a1dn2pξ; kq e φpξq “ b0 ` b1dn2pξ; kq

para certos ai, bj P R, i, j P t0, 1u a serem determinados adequadamente.

Segundo, com ideias análogas as descritas acima esperamos também conseguirmos fazer

um estudo acerca de existência de soluções e de estabilidade orbital para o sistema acoplado

não-linear de Klein-Gordon dado por
#

utt ´ uxx ` u´ u
3 ´ uv2 “ 0

vtt ´ vxx ` v ´ v
3 ´ u2v “ 0, px, tq P Rˆ R`.

com soluções da forma upx, tq “ pϕpx´ ctq, φpx´ ctqq, px, tq P RˆR`, em que nesse caso

as funções ϕ, φ : RÑ R` são esperadas terem os perfis

ϕpξq “ a2 ` a3snpξ; kq e φpξq “ b2 ` b3snpξ; kq

para certos ai, bj P R, i, j P t2, 3u a serem obtidos.

Melhoramentos Referentes a Abordagem Feita na Equação Cúbica de Schrö-

dinger Fracionária

Nesse sentido, pretendemos melhorar o seguinte: primeiro é a obtenção de soluções

de valores reais positivas sem a necessidade de fazer uma hipótese como a feita na Ob-

servação 4.4. Para tanto, temos por objetivo obter propriedades análogas as descritas na

Observação 4.5 no contexto fracionário. Segundo é determinarmos o nosso resultado de

estabilidade/instabilidade orbital sem precisarmos recorrer a métodos numéricos.



Considerações finais

No que se refere a equação cúbica de Klein-Gordon, podemos dizer que conseguimos um

resultado bastante satisfatório e relevante, a saber o resultado de instabilidade orbital dado

no Teorema 2.25. A estabilidade orbital de soluções com perfil cnoidal se tratava de uma

questão há um bom tempo estava em aberto, como inicialmente relatado no trabalho de

Angulo em [5] submetido em 2003. Entretanto, aqui tivemos a felicidade de contornarmos

os problemas descritos em [5], por meio de uma abordagem sob o espaço de média zero, o

que nos permitiu ainda assim usar a clássica teoria de Grillakis, Shatah e Strauss em [56].

Acreditamos que não há grandes melhoramentos que possam ser feitos no nosso resultado

de instabilidade, talvez apenas encontrar um intervalo de instabilidade para a velocidade

c P r0, 1q maior do que r0, c:q Ă r0, 1q e para todo período L ą 0 ao invés de apenas

L ą L0. De todo modo, esses melhoramentos são apenas tecnicalidades que não tiram

a importância de nosso resultado. Outro ponto alto dessa parte do trabalho foi o nosso

resultado de boa colocação que obtivemos no Teorema 2.21, usando a Teoria do Poço de

Potencial, o qual se mostrou bastante interessante para a obtenção de resultados de boa

colocação de problemas de valor inicial também colocados no contexto periódico e que

podem talvez futuramente ser aplicado a outros problemas.

Em contrapartida, referente à equação quíntica de Klein-Gordon também foi obtido

um resultado bastante satisfatório de instabilidade orbital, como dado no Teorema 3.20,

uma vez que esse tipo de estudo nunca havia sido feito com soluções que mudam de sinal,

a saber as soluções com perfil cnoidal. Um ponto chave da nossa abordagem foi a análise

espectral, pois como obtivemos que o operador linearizado possui 3 autovalores negativos e

o núcleo duplo, em um primeiro momento pareceu que não podíamos aplicar uma adaptação

dos resultados da teoria de Grillakis, Shatah e Straus em [56], entretanto fomos capazes de

mostrar que todas as autofunções associadas a esses autovalores são funções pares (algo não

muito esperado) e de modo que o núcleo do operador restrito ao espaço das funções pares é

simples nesse caso (Teorema 3.16), o que nos permitiu fazer nossa análise inteiramente sob

os espaço das funções pares e obter o nosso resultado de instabilidade usando o resultado

de instabilidade linear devido a Shatah e Strauss em [122]. O único melhoramento que

acreditamos que seja possível fazermos em nosso resultado de instabilidade, e que até o

momento não conseguimos fazer, é o de obtermos um intervalo de instabilidade para a

velocidade c P r0, 1q maior do que r0, c˚q Ă r0, 1q no caso que o período L ą 0 é qualquer e
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para todo período L ą 0 (invés de L ą L0) no caso que conseguimos considerar c P p´1, 1q,

isto é, em todo intervalo possível.

Por fim, no que concerne a equação fracionária de Schrödinger, o resultado central dessa

parte (o de estabilidade/instabilidade) se mostrou um tanto surpreendente pelo fato de

que obtemos estabilidade ou instabilidade conforme o valor de s P p0, 1q varia no intervalo

p0, 1q. Nesse sentido ainda, apesar de não ser um método inédito e já ter sido utilizado

em outros trabalhos ([96, 97]) o Método de Iteração de Petviashvili se mostrou mais uma

vez uma ferramenta poderosa a fim de estudarmos o comportamento da convexidade da

função d no caso fracionário. Referente a construção de soluções, também conseguimos

obter soluções de pequena amplitude usando a teoria da bifurcação, o que fomos capazes

de fazer de modo bastante construtivo e satisfatório, e por esse motivo podemos dizer que é

um ponto bastante relevante do trabalho. A análise espectral também se mostrou altamente

satisfatória uma vez que fomos capazes de utilizar a Teoria de Operadores Positivos a fim de

obter propriedades espectrais convenientes, algo que até então (no contexto periódico, pelo

menos) não tínhamos visto ser empregada para esse fim. Não podemos deixar de mencionar

também que provamos a Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg Fracionária no Contexto

Periódico, desigualdade a qual muitos autores já usavam (de forma equivocada, inclusive),

porém sem qualquer referência ou esboço de prova, nesse sentido conseguimos dar uma

demonstração convincente e plenamente categórica para tal questão. Um melhoramento

que ainda pode ser feito em nosso resultado de instabilidade/estabilidade é o de garantir a

existência de soluções reais para a equação sem a necessidade de fazer uma hipótese acerca

disso, como descrito na Observação 4.4. Contudo, com todas as dificuldades comentadas

nas Observações 4.6 e 4.5, ainda não somos habilitados de contornar esse problema e de

não fazer nenhuma hipótese referente a isso.

Em resumo, acreditamos que essa tese, como um todo, tem bastante relevância e trás

consigo diversos resultados expressivos. Cada um dos objetos estudados trouxe suas di-

ficuldades, as quais felizmente, na medida do possível, conseguimos contornar de modo

a encontrar resultados interessantes e, por vezes, inesperados. Procuramos escrever esse

trabalho de modo autocontido, explicativo e com bastante referências de resultados e abor-

dagens, com o objetivo principalmente de se tornar um bom material de consulta para inte-

ressados nos tópicos tratados. E esperamos que tenhamos alcançado esses objetivos, assim

como almejamos termos dado uma boa contribuição para o desenvolvimento da teoria de

equações diferenciais, de estabilidade orbital e, mais amplamente, da ciência.
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