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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia global, unicidade e decaimento uniforme de

solucdes do sistema de Klein-Gordon-Schrodinger

(i + AG+ |02 + iy = —dtb em © x (0, 00)
du— Dp+ [y gt = T)AS(T)dT + @)+ F (6, 61) = Bly[*
em () x (0, 00), (0.0-1)
Yv=¢=0 eml x (0,00),
| ¥(2,0) =4%(z), ¢(z,0)=¢%x), &u(z,0)=4¢'(x) emQ,

onde 2 é um dominio limitado de R", n < 3, sendo I' com fronteira C? e () o cilindro
infinito Q2 x (0, 00) com lateral limitada ¥ = I" x (0, 00). 7, 3, 6 sdo constantes tais que
v>B>0,1<20 < 2e grepresenta o ntcleo do termo de memoria que serd assumido

com decaimento exponencial.

Palavras-Chave: Equacdo de Klein-Gordon-Schrddinger, Aproximagao de Faedo-

Galerkin, métodos de Energia.



Abstract

In this work we study the global existence, uniqueness and uniform decay for the

solutions of the Klein-Gordon-Schrodinger system

(it + AG 4|02 + iy = —dtb em Q x (0, 00)
du— Dp+ [y gt = T)AS(T)dT + 1P)+ F (6, 60) = Bly[*
em ) x (0, 00), (0.0-2)
p=¢=0 emI x (0,00),
P(2,0) =9(z), ¢(2,0) =¢°(z), &(2,0)=¢'(z) emQ,

\

where Q is a bounded domain of R", n < 3, with C? boundary I" and let () be the infinite
cylinder €2 x (0, co) whose lateral boundary is ¥ = I' x (0, c0). 7, 3,  are constants such
thaty > 3 > 0,1 < 20 < 2 and g represents the kernel of the memory term which will

be assumed to decay exponentially.

Keywords: Klein-Gordon-Schrodinger equation, Faedo-Galerkin approximation,

Energy methods.



SUMARIO

Introdugao

1 Resultados preliminares

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6

Os Espagos LP(£2) . . . . o oot
Topologia Fraca e Topologia Fraca* . . ... ... .. ... ... .....
Espaco das Distribuigdes . . . . . .. ... .. ... ... ... .. ...
EspacosdeSobolev . . . . ... ... ... ... o
Espagos LP(a,b, X)) . . . .. ..
Resultados Auxiliares . . . . . . ... ... ... .. Lo oL

1.6.1 Teorema de Carathéodory . . . ... ... ..............

2 Existéncia

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6

2.7

Hiplteses . . . . . . . . . . . ..
Existéncia de Soluc¢doLocal . . ... ... ... ... ... ...
EstimativaaPrioril . . . . . .. . ... ... oo
Estimativa APriori IT . . . . . . . ... ...
EstimativaaPriori IIT . . . . . . . ... ... ...
Processo Limite . . . . . .. ... ... . ... ..
2.,6.1 DadosIniciais . . . . . . . ... ...
Unicidade . . ... .. . . . . .



SUMARIO 10

3 Decaimento Uniforme 99

Bibliografia 116



INTRODUCAO

Este trabalho foi baseado no artigo [16], no qual os autores provam a existéncia global

e decaimento uniforme de solugdes para o seguinte problema:

(i + A+ i+ iy = —¢ em Q x (0, 00)
bu— Dp+ [y g(t = T)AG(T)dr + i2¢ + F (6, 61) = Bl
em ) x (0, 00), (0.0-3)
v=¢=0 emT x (0,00),
| ¥(z,0) = PO>x),  o(x,0) = ¢%x), ¢i(x,0) =o' (x) emQQ,

onde €2 é um dominio limitado de R*, n < 3, sendo I' com fronteira C? e Q) o cilindro
infinito Q2 x (0, 00) com lateral limitada ¥ = I" x (0, 00). 7, 8, ¢ sdo constantes tais que
v>pB>0,1<20 < 2e grepresenta o ntcleo do termo de memoria que serd assumido

com decaimento exponencial.

Sistemas do tipo Klein-Gordon-Schrodinger vém sendo estudados ha muitos anos.
Para nosso conhecimento, parece que o primeiro problema desse tipo é o Sistema Yu-
kawa, que remonta a 1935. As equagdes acima descrevem uma generalizacdo do clas-
sico modelo de interagdo de Yukawa de campos de nticleos complexos conservativos
com campos de mesons reais neutros. A funcdo ¢ representa o campo complexo, en-
quanto a fungdo ¢ representa o campo real. A constante i representa a massa de um
meson. Para maiores detalhes fisicos ver H. Yukawa [14]. Outro trabalho pioneiro é

o artigo de [11], onde os autores estudam a existéncia, unicidade e regularidade de
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solugdes globais do sistema

% Ay = gou em Qx (0,00),
9’9 2 2 _
Sz ~ A0+ 12— gluf =0 em 0 x (0,00),

onde 2 é um dominio limitado de R?, ¢ é complexa e ¢ é real, i representa a massa de

um meson e g é uma constante.

Os sistemas de Klein-Gordon-Schrédinger tem sido estudados por muitos autores

em artigos recentes, entre os quais citamos [20], [21], [3], [5] e [6].

M. M. Cavalcanti e V. N. Domingos Cavalcanti, em [6] investigaram a existéncia glo-
bal, unicidade e decaimento uniforme das solu¢des de um sistema de Klein-Gordon-
Schrodinger ndo linear quando a dimenséo do espago é menor ou igual a 3. No entanto,
a presenca das nao linearidades em ambas as equagdes de (0.0 — 3) traz dificuldades
técnicas a serem superadas com o uso de novas estimativas. Motivados por [6], 0 ob-
jetivo deste trabalho é estudar na estabilizacdo para uma equagdo de Klein-Gordon-

Schrodinger mais geral com memoria.

Com relagdo a estabilidade assintética da energia, sdo consideradas estimativas in-
tegrais da energia juntamente com a técnica do multiplicador devido a V. Komornik
[12]. No entanto, o método do multiplicador, a principio, ndo é adequado ao lidar com
o termo de memoria fot g(t — 7)A¢(7)dr, 0 que leva ao uso do truque dado pelo resol-
vente de Volterra kernel para obter o termo [Ot g(t — 7)é(7)dr. Mas o termo nao linear
traz outros problemas, o que forga a tratar a equacdo em sua forma original. Entao,
assumindo que F' e g satisfazem algumas propriedades gerais, obtem-se as taxas de

decaimento.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: No Capitulo 1, introduzimos as
notagdes e apresentamos alguns resultados auxiliares que sao necessarios para o bom
entendimento do texto.

No Capitulo 2, provamos a existéncia de solucdo forte para o problema (0.0 — 3)
por meio do Método de Faedo-Galerkin e provamos a unicidade para o caso em que
¢ = 1. A motivagdo para definicdo de solucdo, que ndo estava claramente apresentada

em [16], encontramos no artigo de Fukuda e Tsutsumi [11].

Finalmente, no Capitulo 3, estabeleceremos o decaimento exponencial uniforme
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das solugdes do problema (0.0 — 3), fazendo uso do método da perturbacdo da energia.



CAPITULO 1

RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo serdo fixadas as notagdes e enunciadas as defini¢des e resultados bésicos

fundamentais ao desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Os Espacgos L(12)

Defini¢do 1.1.1. Seja Q2 um aberto de R™. Denotamos por LP(€2), 1 < p < oo, 0 espago de
Banach das (classes de) fungdes reais u : 2 — R mensurdveis tais que |u|P é integrdvel no

sentido de Lebesgue sobre €, onde sua norma é dada por

Jull, = [ / IU(I)|pd:UF_

Particularmente, o espago L*(£2) é também um espago de Hilbert, onde o produto

interno e norma neste espago sao definidos, respectivamente, por

() :/Qu(x)v(:c)da: e [lul: = {/Q\u(xﬂzd:vr.

Para p = oo, denotamos por L*(£2), o espago de Banach das (classes de) fungoes re-

ais u : 0 — R mensuréveis e essencialmente limitadas em 2, ou seja, existe uma
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constante C' > 0 tal que |u(x)| < C g.s. em (2. A normaem L*>((2) é dada por

|t|loo = sup ess |u(z)| = inf {C’; lu(z)] < C' q.s. em Q}

r€EN

Temos que LP(Q2) é reflexivo sempre que 1 < p < oo e é separdvel sempre que
1 < p < oco. Além disso, o resultado a seguir nos permite identificar o dual de L?(Q)

com L(Q),onde ; +; =1el <p < oo
Teorema 1.1.2. (Teorema de Representagiio de Riesz): Sejam 1 < p,q < oo tais que }—1) + % =1

e ¢ € (LP(Q)). Entdo existe uma vinica fungdo u € L4(Q) tal que

(9,v) = /QU(fE)v(l“)dL Vo e LP(Q) e lull, = [l¢]-

Sep=1e¢c (L)), entdo existe uma vinica fungdo v € L>®(Q) tal que

(9,v) = /QU(I)U(l“)dl“, Yo € L1 (Q) e [lufl = [1]-

Demonstragio. Ver Teorema 4.11 em [4]. O

Outro resultado a respeito dos espagos L”(2) que faz-se necessario é

Teorema 1.1.3. Seja (f,) uma sequéncia em LP(S2) e seja f € LP(S2) tal que || f, — fI|, — 0.
Entdo, existe uma subsequéncia ( f,, ) e uma fungdo h € LP tais que

(@) fo,(x) = f(x)qg.s. em )

(©) | fn,(x)| < h(x) VEk,g.s. em Q.

Demonstragio. Ver Teorema 4.9 em [4]. O

Defini¢do 1.1.4. Denotaremos por L (2),1 < p < oo, 0 espago vetorial das (classes de)

loc
fungdes u : Q@ — R tais que |u|P é integrdvel no sentido de Lebesgue sobre cada compacto
K C Q, em simbolos,

LZD

loc

() ={u: Q — R; (uxk) € LP(QY), para todo compacto K C Q},

onde x i : €2 — R denota a fungdo caracteristica do conjunto K.

Defini¢ao 1.1.5. Dizemos que uma sequéncia {u,} C L} () converge para u € L? (),

loc loc
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quando para qualquer compacto K C €, tivermos

P (U, —u) = {/K lu, (z) — u(x)|” dx : — 0.

Com esta nogdo de convergéncia, Lj () se torna um espago vetorial topolégico.

loc

Além disso, as seguintes inclusdes sdo vélidas:

LP(Q) c LY

loc

() C Lipo(2), Vp € [1,00).

1.2 Topologia Fraca e Topologia Fraca *

A partir de agora, I denota um espacgo de Banach, £’ o seu dual topolégico e £ seu

bidual, ou seja, o dual de £'.

Definicao 1.2.1. A topologia fraca sobre E, denotada por o (E., E'), é a topologia menos fina
sobre E que torna continuas todas as aplicacdes f € E'. Quando uma sequéncia {zy} em E

converge para x € E na topologia fraca escrevemos x, — xem k.

Teorema 1.2.2. Seja {x} uma sequéncia em E, entdo
(i) xj, — x em E se, e somente se, (f, ) — (f,x),Vf € E’;
(ii) Se x;, — x em E, entido x;, — x em E;
(iii) Se x), — x em E, entdo {||xy||} é limitada e ||z||p < lim inf ||y || 5

(iv) Sexp — zem Ee fi, — fem E', entdo (fr, vx) — (f, ).
Demonstragio. Ver Proposi¢do 3.5 em [4]. O

Definicao 1.2.3. A topologia fraca = sobre £, denotada por o (E', E), é a topologia menos fina
sobre E' que faz continuas todas as aplicagoes J,. Quando uma sequéncia { fi.} em E’ converge

para f € E' na topologia fraca  escrevemos fi, — f em E'.

Teorema 1.2.4. Seja { fi.} uma sequéncia em E', entio
(i) fr = f em E'se, e somente se, { i, x) — (f,x),Vr € E;
(ii) Se f,, — f em E’, entdo fr, = f em E';
(iii) Se f, — f em E', entdo {|| fu||z'} é limitada e || f||r < liminf || fi| 5/

(iv) Se f, = fem E' ez, — xem E, entdo {fr, x1) — (f, ).
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Demonstragio. Ver Proposi¢do 3.13 em [4]. O

Teorema 1.2.5. Seja E um espaco de Banach e separdvel e consideremos { fi.} uma sequéncia

limitada em E'. Entdo, existe uma subsequéncia { fy, } de {fv} e f € E' tais que
fr, = fem E'.

Demonstragio. Ver Teorema 21 em [22] O

1.3 Espaco das Distribuicdes

Vamos comecar nosso estudo fixando algumas notacdes basicas.
Entendemos por multi-indice qualquer n-upla a = («y,...,®,) € N" e definimos
sua norma por |o| = a; + ... + a,. Considerando =z = (z1,...,2,) € R", o operador

derivagao de ordem |«

é representado por

Hlal
pro Y .
0x'0x5? ... Oxon
No caso em que a = (0, ..., 0), definimos D® como o operador identidade.

Definicao 1.3.1. Sejam 2 um aberto doR" e f : QQ — R uma fungio continua. O suporte de
[, 0 qual denotamos por supp(f), é definido como sendo o fecho do conjunto {x € Q; f(x) # 0}
em Q. Em particular, se {x € Q; f(x) # 0} for compacto em R", dizemos que f possui suporte

compacto.

Uma consequéncia dessa defini¢do é o fato que supp(f) é o menor fechado em

fora do qual f se anula.

Definicao 1.3.2. Seja 2 um aberto do R™. C5°(€2) é o espago vetorial, com as operagdes usuais,

das fungoes ¢ : Q0 — R infinitamente diferencidveis em §) e que possuem suporte compacto.

Definicao 1.3.3. Considere o espagco C3°(§2) munido com a seguinte nogdo de convergéncia:
Dizemos que uma sequéncia {¢, } C C°(S2) converge para ¢ € C§°(Q), quando existir um
subconjunto compacto K de ) tal que
(i) supp(p) C K,supp (v,) C K,Vv € N;

(ii) D%y, — D¢ uniformemente sobre K,Va € N™.
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Entdo C§°(Q2) munido com esta nogdo de convergéncia é chamado de espago das fungoes

testes , denotado por D(X2).

Definicao 1.3.4. Uma distribuigdo sobre ) é uma aplicagdo T : D(Q2) — R linear e continua

no sentido da convergéncia em D(2). O valor de T em ¢ € D(2) é representado por (T, p).

Defini¢do 1.3.5. Definimos o espago das distribuigoes sobre €) e o representamos por D'(€2)
como sendo o espago vetorial que coleciona todas as distribuicdes sobre (), com as operagdes
usuais, munido com a seguinte nogdo de convergéncia: Dizemos que uma sequéncia {T,} C

D'(Q2) converge para 1" € D'(X2), quando
(T, 9) = (T,), Y € D(Q).

1
loc

As fungoes do espago L, (§2) geram distribui¢des sobre 2, como mostra o exemplo

abaixo.

Exemplo 1.3.6. Sejau € L},.(2). A aplicagio

T.:D(Q) — R,po+— (T, ) = /Qu(x)gp(a:)d:c

¢ uma distribuicdo sobre §).

Teorema 1.3.7. (Lema de Du Bois Raymond) Seja u € L}, (), entdo T,, = 0 se, e somente se,

u=0gqg.s. em
Demonstracio. Ver Proposi¢do 4, pagina 20, em [7]. O

Segue do exemplo acima que a aplicagdo

T:L,.(Q) — D(Q),

u+— 1,

estd bem definida. Mais ainda, 7" é linear e continua no sentido da convergéncia em

Ll

loc

(2) e, pelo Lema de Du Bois Raymond, é também injetora. Por essa razdo, iden-

1

loe(§2) com a distribuigdo 7, por ela unicamente definida

tificamos uma funcdo u € L

1
loc

e podemos concluir que o espaco L, .(€2) se identifica com uma parte do espago das
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distribui¢oes D'(2). Em simbolos,

Lioe(Q2) = {Tusu € L,o(Q)} € D'(Q)

1

e, pela continuidade de 7, resulta que L, .

(Q) — D'(Q2). De forma mais geral, para
1 < p < oo temos a seguinte cadeia de imersdes:

D(Q) — LY

loc

(Q) = D'(Q).

Todavia, existem distribui¢cdes ndo definidas por func¢des pertencentes ao espago

Ll

Loe(§2), ver [17]. Assim vemos que o conceito de distribui¢do generaliza o de fungdo

localmente integravel.
Agora, definimos a derivada fraca dada por Sobolev, e a derivada no sentido das

distribuicoes.

Definig¢ao 1.3.8. Uma fungio v € L}, () possui derivada fraca em €, se existir v € L;, ()

loc loc

tal que .
/Qu(x)g—Z(a:)da:: —/Qv(x)w(:c)d:c

para toda ¢ € D(Q). Nesta situagio, v é chamada derivada fraca de w em relagido a x; e é

ou
represen tada por 8_903 .

Embora a introdugdo da derivada fraca tenha sido um marco na evolugao das Equa-

¢oes Diferenciais Parciais, ainda apresentava um problema: nem toda fun¢ao de L;,.(2)

admitia derivada neste sentido. Com o intuito de resolver o problema, foi introduzido

a seguinte nogdo de derivada no sentido das distribui¢des sobre o aberto 2 :

Definicao 1.3.9. Sejam 1" € D'(2) e um multi-indice o« € N™. Definimos a derivada distribu-

cional de ordem o de T' por

DT : D(Q) — R,

@ — (DT, ) = (—1)*I(T, D%p) .

Com isso, conseguimos definir os Espagos de Sobolev.
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1.4 Espacos de Sobolev

Definicao 1.4.1. Sejamm € Nel < p < co. Representamos por WP (1) o espago vetorial de
todas as fungdes u pertencentes a LP(S2), tais que Yoo € N com || < m, temos D*u € LP(S2),

sendo D“u a derivada no sentido das distribuicdes sobre Q). Ou ainda,
WmP(Q) = {u € LP(Q); D*u € LP(?),Va € N" com || < m} .

Para cada w € W™P(Q), definimos a norma de w por

laj<m

1
lullwms = [ > / |D“u(m)|pdx> .
Q

O espago normado (W™P(Q), | - ||lwm») é um espaco de Banach, denominado espaco de

Sobolev.

Quando p = 2, 0 espago W™?((2) serd denotado por H™(£2) que munido do produto

interno

(u, v) gmo) = Z /Dau(m)D%(m)dm
Q

o] <m
e da norma induzida
1
oy = | 32 [ 1puta)do

laj<m

é um espago de Hilbert.

Definamos o espago W;"" () como sendo o fecho de C§°(Q) em W™P(Q), isto €,

—WmP(Q

ce Y —wrr ).

Em particular, denotamos o fecho de C§°(£2) em H™(2) por H*({2), ou seja,
————H™(Q)

C°(Q) = Hg"(Q).

O dual topolégico de H[*((2) serd representado por H ™((2).
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Quando m = 1, temos o espaco de Hilbert H*(Q2) munido do produto interno
(U, U)HI(Q) = (U, U) + (VU, VU),

e da norma induzida

1
ull @) = [[ul® +[Vul?]?.

Além disso,

@ = mo.
Consideramos o operador Laplaciano negativo —A com condic¢des de fronteira de Di-
richlet. Neste caso, é conhecido que —A é um operador auto-adjunto, positivo, com
dominio X' = Hg(Q2) N H*(Q2) e —(—A) é gerador infinitesimal de um semigrupo ana-
litico em X = L*(Q).

Para cada o > 0, seja X* = D((—A)®) o espago de poténcia fraciondria associado
ao operador —A, com norma ||u|| x« = ||(—A)%u||x. Consequentemente, como apresen-

tado em [2], temos X ~* = (X*)' para todo o > 0. Além disso, temos

M

X2 =H;(Q) and X* < H**(Q),

onde H*((2) denota o espago de Sobolev fracionario e H*({2) o seu dual. Com isso, as
normas consideradas em Xz = H}(Q) e em X' = H}(Q) N H%(Q) sdo dadas, respecti-

vamente, por
HUHH(%(Q) = [[Vul|z2(0) and ||UHH(}(Q)mH2(Q) = [[Aul|L2(0)-

Vejamos agora alguns resultados sobre esses espagos

Teorema 1.4.2. Seja u € W'P(Q). Entdo u € W, () se, e somente se u = 0 ent 9S).

Demonstragio. Ver Teorema 8.11 em [4]. O

Definicao 1.4.3. (Imersio continua) Sejam X e Y espagos de Banach com X C 'Y e considere-
mos o operador imersdo i : X — Y definido por i(u) = u para todo w € X. Entdo,
(i) A imersdo i é dita continua e escrevemos X — Y, quando existir uma constante C' > 0

tal que ||ully < C||lul|x,Vu € X.
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.. . - . c . .
(ii) A imersdo i é dita compacta e escrevemos X — Y, quando toda sequéncia limitada em

X admite uma subsequéncia convergente em Y.

Teorema 1.4.4. Seja Q2 um conjunto aberto do R", de classe C*, com fronteira limitada. Seja
1 < p < oo. Entdo, temos as seguintes imersdes continuas:

Se 1l < p < nentio W"(Q) — LP(Q), onde =

1 _ 1.
P n’
Sep=mn entdo W'P(Q) — LI(Q), para todo q € [p, +o0l;

Se p > n entdo W'P(Q) — L>(Q).
Demonstragio. Ver [17]. O

Teorema 1.4.5. Seja 2 um conjunto aberto do R™, de classe C*, com fronteira limitada. Sejam

m > 1 um inteiroe 1 < p < oco. Entdo, temos as seguintes imersoes continuas:

Se ; — " > Oentlio W™?(Q) — L(Q), onde = ; —
Se % — I = ( entdo W™P(Q) — L9(2), para todo q € [p, +-00[;
Se ; — ™ < Oentlio W™P(Q) — L>(Q).
Demonstragio. Ver Teorema 2.5.5 em [17]. O

Observagdo 1.4.6. Dos resultados acima podemos concluir as seguintes imersoes:
Paran < 3, temos H}(Q) < L4(Q), com q € [1,6];
Paran = 1, temos H}(Q) < L*>(Q);
H*(Q) < L>*(Q);
Seque também de [2] que, para o = 1, X' — H*(Q), ou seja, Hy(Q) N H*(Q) — H*(Q).

1.5 Espagos L’(a,b, X)

O estudo dos espagos LP(a,b, X) com —oco < a,b < oo pode ser encontrado em [1],

capitulo 7. Aqui, nos limitaremos a estudar os espagos L*(0,7; X),1 < p < oc.

Defini¢do 1.5.1. Denotamos por L*(0,7; X),1 < p < 00, 0 espaco de Banach das (classes de)
fungdes u : (0,T) — X mensurdveis, tais que a aplicagido t — ||u(t)||x pertence a L*(0,T),

onde sua norma é dada por

3 =

T
lll o oizix) = [ / Hu(t)ﬂ%;dt}
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Particularmente, se H é um espago de Hilbert entdo o espago L?*(0,7; H) é também
um espago de Hilbert, onde o produto interno e norma neste espago sdo definidos,

respectivamente, por

N=

T

(oo = [ @@t e ulsoran = | [ el

Defini¢do 1.5.2. O espago de Banach L>(0,T'; X) consiste das (classes de) fungdes mensurd-
veis tais que a fungdo t — ||u(t)|| x possui supremo essencial finito em (0,T"), onde sua norma
é definida por

[l 0,00 = sup ess [u(?)]|x.
te(0,7)

A proposicdo seguinte relaciona a convergéncia fraca * com a convergéncia fraca

nestes espagos.

Definicao 1.5.3. O espago de Banach C™([0,T]; X), m = 0,1, ..., coleciona todas as fungdes
continuas u : [0,T] — X que possuem derivadas continuas até a ordem m sobre [0, T, onde

sua norma é dada por

m

||U||cm([o,T];X) = L tgﬁ% ||U(i)(t)HX-

A respeito desses espagos temos 0s seguintes resultados

Teorema 1.5.4. Sejam X e Y dois espagos de Banach e 1 < p < oco. Entdo,
(i) O espago C°([0, T); X) é denso em LP(0,T; X) e C°([0,T]; X) — LP(0,T; X);
(ii) Se X é separdvel e 1 < p < oo, entdo LP(0,1"; X) é separdvel;
(iii) Se X é reflexivoe 1 < p < oo, entdo LP(0,T"; X) é reflexivo;
(iv) Se X — Y, entdo L"(0,7; X) — L%(0,1:Y),1 < g <r < oq;
(v) Se X é reflexivo e separdvel entdo [LP(0,T;X)]' = L1(0,T; X"), onde 1 < p < cc e

1 1 _
Lylon

Demonstragio. Ver Proposi¢des 23.2-23.7 e o Problema 23.12d em [22]. O
Para o caso em que p = 1, identifica-se [LP(0,T; X)]' = L= (0, T; X').

Teorema 1.5.5. (Teorema de Rellich Kondrachov) Seja €} um subconjunto aberto limitado do

R™, Qde classe C' e 1 < p < oo. Entio,

1

se p < n entdo W?(Q) < L1(Q),Vq € [1,p*], onde pi = % !

4
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se p = n entio WP(Q) < LI(Q),Vq € [1, +00];

sep > n entdo W'?(Q) < C(Q).
Demonstragio. Ver Teorema 2.5.4 em [17]. O

Observacgdo 1.5.6. Aplicando os resultados acima é possivel afirmarmos que:

L0, T, L*(Q) = L*(Q),

L=(0,T', Hy(2) N Hz(Q)) — L*(Q);

HE(Q) <= LX(Q);

Ce° C L*(Q);

L>®(0,T, Hy(Q)) <= L*®(0,T, L*(Q)).

Ainda dos teoremas acima, podemos afirmar que
 L=(0,T; Hy()) = (L1(0; T; H(9)))';

o L22(0, T Hy(2) M HA(Q)) = (LN(0; T (Ho () N H*(Q))')';
© L0, T; L*(Q)) = (LY(0; T; L*()))',

onde L'(0;T; H-Y(Q)), L*(0; T; (Hy () N H*(R2))" e L'(0;T; L*(Q2)) sdo espagos de

Banach separdveis.

Observacgao 1.5.7. Sejam X um subconjunto limitado de R", T > 0e 1 < p < oc. Entio,
LP(0,T;X) = LP(Q) onde @ = X x (0,7T).

Agora, estudamos o conceito de derivada generalizada sobre estes espagos.

Defini¢do 1.5.8. Seju u € L'(0,T;Y) e n € N. Dizemos que w € L*(0,T;Z) é a n-ésima

derivada generalizada de v em (0, T), e escrevemos w = u™, quando

/OT W (Du(t)dt = (—1)" /OT o(w(t)dt, Yo € D0,T)
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Definicao 1.5.9. Denotamos por D'(0,1; X) o espago das aplicagoes T : D(0,7) — X
que sdo lineares e continuas, ou seja, T € D'(0,T7;X), se T : D(0,T) — X ¢é linear e se
(T,0,) — (T,0) em X sempre que 0, — 0 em D(0,T). Dizemos que {1} C D'(0,T;X)
converge para T € D'(0,T; X) se (I, 0) — (T',0) em X, para todo § € D(0,T). O espago
D'(0,T; X) munido da convergéncia acima é chamado espago das distribuicdes vetoriais de

(0,7") com valores em X.

Observacao 1.5.10. Um conjunto A é dito total em X se o conjunto de todas as combinagies
lineares finitas de elementos de A sdo densas em X. Mostra-se que o conjunto {wb;w € D(Q)

et € D(0,T)} étotal em D(Q), onde Q = Q2 x (0,T) e 2 é aberto em R™.

A respeito da convergéncia fraca nesses espagos temos o seguinte resultado

Teorema 1.5.11. Sejam X, Y espagos de Hilbert tais que X — Y. Seu € LP(0,T; X) eu’ €
LP(0,T;Y) comp € [1,00], entdou € C°([0, T); V).

Demonstragio. Ver [18]. O

Defini¢ao 1.5.12. Representamos por Hj(0,1; X) o espago de Hilbert
Hy(0,7;X) ={ue L*(0,T; X);u € L*(0,T; X) ew(0) = u(T) = 0}
munido do produto interno
T T
(0o = [ (o). o)+ [ 0.0
0 0

onde X é um espago de Hilbert.

Entdo é valida a seguinte cadeia de imersdes continuas e densas:

D(0,T; X) = HY(0,T; X) — L*(0,T; X) = (L*(0,T; X))’

(L*(0,T; X))« HY(0,T; X) «— D'(0,T; X).
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1.6 Resultados Auxiliares

Nesta sec¢do, veremos alguns resultados e desigualdades que nos auxiliardo como fer-

ramentas para nosso objetivo.

Teorema 1.6.1. (Integracdo por Partes)

Seja U um aberto limitado de R™, com OU de classe C'* e sejam u,v € C*(U). Entdo

/ Uy, vdr = —/ UV, dx —I—/ wor'dS (i=1,...,n).
U U U

Em particular, pelo Teorema 1.4.2, se u,v € H} (), entdo

/umvdx: —/uvxidx
U U

Demonstracdo. Ver [10] O

Teorema 1.6.2. (Férmula de Gauss) Seja 2 um aberto limitado bem regular do R™. Se u,v €

H(Q), entdo para 1 < i < n temos que

c%d — _/ Ou 7)dm+/(%U) (0v) vdl,
o 0z; r

u )T
q 0x; T
onde v = (vy,vs,...,V,) e v denota o vetor normal unitdrio exterior a I

Demonstragio. Ver [8]. O

Teorema 1.6.3. (Formula de Green). Seja U um aberto limitado de R™, com OU de classe C' e

sejam u,v € C?(U). Entdo
(i) [, Aude = [, 22dS,
(ii) [, Dv- Dudx = — [, ulvdz + [, %udS,
(iii) fU ulv — vAudr = [, u% — Ug—gds.
Demonstracdo. Ver [10] O

Teorema 1.6.4. Sejam a,b,p > 0, entio

(a+b)P <2P(a? + V7).
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Demonstragdo. Se a < bentdo (a + b)P < (2b)F = 2Pb0P < 2P(IP + aP).
Se b < a, entdo (a + b)P < (2a)P = 2Pa? < 2P(aP + bP).

Portanto, para quaisquer a, b, p > 0, temos que (a + b)? = 2P (a” + bP). O

Teorema 1.6.5. (Aubin-Lions) Sejam By, B, B, trés espagos de Banach, tais que By, By sdo

. Cc .
reflexivos e By — B — By. Definamos

d
W = {U;U e LP (0,T; By) ,v' = d_qu e L™ (0,T; Bl)}7

onde 1 < py,p1 < coeT < oco. Munido da norma
HUHLPO(QT;BO) + ||U/||Lp1(0,T;B1) )

W é um espago de Banach. Entdo, a imersio de W em L*(0,T'; B) é compacta. Em particular,

toda sequéncia limitada em W admite subsequéncia que converge em L*°(0,T'; B).

Demonstragio. Ver Teorema 5.1 em [15]. O
Teorema 1.6.6. (Lema de Lions) Seja {uy}, .y C LP(Q), ondel <p <occe@Q = x (0,7T).
Se

(i) up(z) = u(x) g.5. em Q;

(i) ||ug|l 1oy < C,Vn EN,

entdo u, — uem LP(Q).
Demonstragio. Ver Lema 1.3 em [15]. O

Teorema 1.6.7. (Teorema de Lebesgue) Seja (), o uma sequéncia de fungoes integrdveis num
aberto Q0 C R", convergente quase sempre para a fungdo u. Se existir uma fungdo uy tal que

|uy| < ug quase sempre, Vv € N, entdo u é integrdvel e tem-se

w= lim Uy
9 V—>00 Q

Demonstragio. Ver [17]. O

Teorema 1.6.8. (Teorema de Leibniz para integracio) Seja f(x,t) uma fungio de x e t tal que
f(x,t) e sua derivada parcial % sdo continuas em t e x em alguma regido do plano (x,t),

incluindo a(z) < t < b(x), e xg < x < 1. Suponha também que as fungoes a(x) e b(x)
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sejam ambas continuas e ambas tenham derivadas continuas para xy < x < . Entdo, para

To L T < 11, temos

d (" ) db da
3;<M@f@ﬁﬁ>ziw;%ﬂ%®ﬁ+ﬂawwm;—ﬂaﬂwm;

Em particular

d [* Lo
— t)dx = = t)d t,1).
5 [ e = [ S dn+ e
Demonstragio. Ver exercicio 5, capitulo 7 em [13]. O

Lema 1.6.9. (Lema de Gronwall) Sejam f € L>(0,T) ez € L*(0,T), tais que z(t) > 0, f(t) >

0 e ¢ > 0 uma constante. Se

ft) <c+ /Otz(s)f(s)ds, vt € (0,77,

entdo temos

F(t) < celo=@ds e (0, 7).
Demonstragio. Ver [17]. O

As desigualdades seguintes e suas respectivas demonstra¢des podem ser encontra-

das em [10].

Teorema 1.6.10. (Desigualdade Cauchy comn) Sejam a,b,n > 0, entdo

2

b
ab < na® + —.
4n

Teorema 1.6.11. (Desigualdade Cauchy-Schwarz) Sejam x,y € R", entdo

|z - y| < ||[yl.

Teorema 1.6.12. (Desiqualdade de Holder) Assuma 1 < p,q < oo,% + é = 1. Entdo se
ue LP(U),v € L1(U), temos

/U jwoldz < [[ull 1o oo,
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Teorema 1.6.13. (Desigualdade genelarizada de Holder) Seja p, q tais que 1 < py,...,py <

00, COM - 4 oo+ + - =1, eassuma wy € L (U) para k = 1,...,m. Entdo

m
/ [ug « -+ Uy | d < H il oo -
U k=1

Teorema 1.6.14. (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que ) seja um aberto limitado do
R", entdo para todo 1 < p < oo existe uma constante C (dependendo da medida de () e de p),
tal que

ull vy < ClIVullo), Yu € Wy (Q),
Teorema 1.6.15. (Desigualdade de Young) Sejam 1 < p,q < 00, 1 + & = 1, entdo

pp
ab< L+ 2 (a,b > 0).
p q

Teorema 1.6.16. (Desigualdade de Young com €) Sejam a,b > 0 e € > 0 entdo
ab < ea” 4+ C(e)b?,

onde C(e) = (ep) " rq~", com Il? + é = 1.

Teorema 1.6.17. (Reqularidade para o problema eliptico) Seja Q um aberto de classe C* com

fronteira T limitada. Sejam f € L*(Q) e w € H} (), verificando

/Vchp—l—/ung:/fcp Vi € Hy(S2).
Q Q Q

Entio v € H*(Q) e ||ullp2) < || fllz2), onde ¢ é uma constante que sé depende de Q.
Além disso, se Q) é de classe C™? e [ € H™(Q), entdo u € H™2(Q) com ||u|ym+2q) <
cl| fllzrm(q). Em particular, se m > n/2 entdo u € C?*(Q). Ainda, se Q é de classe C* e

f e C>(Q), entdou € C(1).

Demonstragio. ver Teorema 9.25 em [4] O

1.6.1 Teorema de Carathéodory

Nesta se¢do estudaremos o Teorema de Carathéodory, resultado este que sera necessa-

rio para demonstracdo de existéncia de uma solugéo local para (0.0 — 3). Os resultados
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a seguir podem ser encontrados no segundo capitulo de [9)].

Seja 2 C R"™ um conjunto aberto cujos elementos sao denotados por (¢,z),t € R,

r € R" eseja f : ) — R" uma fungao. Consideremos o problema de valor inicial

2'(t) = f(t, x(t))

x (f/o) = Xy.

(1.6-1)

Dizemos que f : 0 — R" satisfaz as condigdes de Carathéodory sobre (2 se:

(i) f(t,z) é mensurdvel em ¢ para cada x fixado;
(ii) f(t,x) é continua em z para quase todo ¢ fixado;

(iif) para cada compacto K C €2, 3 uma fungao real mg (t) integravel, tal que

|f(t,2)|gn < mgt), V (t,z)€K.

Teorema 1.6.18. (Teorema de Carathéodory) - Seja f : 2 — R™ satisfazendo as condigdes
de Carathéodory sobre ). Entdo existe uma solugido x(t) de (1.6 — 1) sobre algum intervalo

Corolario 1.6.19. Sejam Q = [0,7' [xB comT > 0e B = {x € R";|z| <b},b > 0. Seja
f: Q — R" nas condigdes de Carathéodory sobre ). Suponhamos que x(t) é uma solugio
de (1.6 — 1), tal que |zo| < b e que em qualquer intervalo I onde x(t) estd definida, se tenha
|z(t)] < M,Vt € I; M independente de I e M < b. Entdo, x(t) possui um prolongamento em
[0,77].

Observacdo 1.6.20. O Teorema de Carathéodory pode ser facilmente estendido para o caso

complexo, isto é, quando [ : Q — C".



CAPITULO 2

EXISTENCIA

Neste capitulo enunciaremos e provaremos a existéncia e unicidade de solugao para o

sistema (0.0 — 3).

2.1 Hipoteses

(H.1) Hipétese sobre o Kernel g.

Consideremos a funcdo g : R™ — R™ de classe C?, limitada, isto é,
0<yg(t)<a

tal que
lzl—/ g(r)dr >0
Jo

e para algum namero positivo m;,i = 0,1, 2

— mog(t) < g'(t) < —mug(t), Wt =0,

0 <g"(t) <mag(t), Vt=>0.

Exemplo: Para funcoes da forma g,.(t) = (chr1) e ,com ¢ > 0, temos que I ge(t)dt =
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=55 < L. Em particular para g(t) = 1e7 , temos que [, g(t)dt = 2 < 1. Além disso,
1 - 1
g'(t) = —5¢7 ¢ g'(t) = I

Ainda, existem mg, m;, my > 0 tais que

—mog(t) < g'(t) < —mag(t), Vt>0,

0 < g"(t) < mag(t), Vt=>0.

Basta tomarmos my = %, m; = =, my = 1. Com efeito,

1
3

1 —t < 1 —t < 1 —t Vi 0
——e ——e ——ez, ,
6 - 06 - 9 ’ -
()<_1 %t<1;2t Vi > 0

e Ze .
— 12 -3 ’ -

Portanto g satisfaz (H.1).
(H.2) Hipdtese sobre F.
Seja F' : R* — R uma fungdo de classe C' (R?) tal que F'(0,0) = 0.

Assumimos que existam constantes M;,7 = 1,2,...,7, tais que My, My, Ms, Mg, M7 >

0, My, M3 > 0eq,p € [1, 3] satisfazendo

F(u,v)¢ > Myv¢ + Ms|v|" 'o¢ + Ms|uP~'u¢  para todo u,v,( € R
[F(u,0) = F (i, 0)][¢ = (]

> — Mo = 0I¢ = ¢ = Ms (Juf”™* + [al"™") |u— all¢ — (|

+ M (Jo]" o — [8]9710) (¢ — {) para todo u, 4, v, 9, ¢,CeR,

|F (u1,01) = F (u2, v2)]|

< My (1+ (|, 00) 77" 4 [ (w2 v2) [P71) 1w, v1) = (w2, 02|

para todo (uy,v;), (ug, v9) € R?,

e para algum Mg > 0 e p € [1, 2], assumimos que

F,(u,v) >0 paratodo (u,v) € R*; F,(0,0) =0,
|Fy (uy,v1) — Fy (ug,v9)| < Mg (1 + |ul|p_1 + |U2|p_1) luy — usl,

para todo (uq,vy), (ug, v2) € R2
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Nos definimos a energia do sistema (0.0 — 3) por

2Ms,
p+1

E(t) = % {Ilw(t)H% + 1O + VoI5 + #2l$®)]3 + ||<D(t)||§§ii} :

2.2 Existéncia de Soluc¢ao Local

Defini¢do 2.2.1. Um par [¢., ¢] é chamado de solugdo no sentido forte de (0.0—3) em [0, 00) x

se as sequintes condigdes sdo satisfeitas para todo T > 0 :

(s1)
b€ L*(0,T: Hy(Q)NH*Q)), € L>(0,T: Hy(Q)).
9 L®(0,T: Hy'(Q NH*(Q)), ¢ €L>(0,T:H'(Q))
e
¢y € L (0,7 : L*(Q)).
(s2)

T
/ (ithe + A + il P + iy — g, ) dt = 0
0
para alguma fungdo complexa uw € C° (0, T : L*(Q)).

(s3)

T ¢
/0 (%ﬁ — A¢p + /0 gt — T)AG(T)dT + 12 + F (¢, ¢y) — ﬁ|¢|29,v) dt =0

para alguma fungdo real v € C° (0, T : L*(2)).

Teorema 2.2.2. Dados ¢°, ¢°, ¢' € {HL(Q) N H2(Q)}* x {HL(Q)} e assumindo as hipdteses
(H.1)-(H.2), afirmamos que o problema (0.0 — 3) possui pelo menos uma solugio no sentido

forte verificando

¥ € L (0,00, HY(Q) N H?(Q)), o € L (0,00, LX(Q)),
¢ € L (0,00 HY () NH(Q)), & € L™ (0,00; H}(2),
¢ € L= (0,00, L3()).

Para demonstrarmos o Teorema 2.2.2, utilizaremos o método de Galerkin, que de-

senvolve uma formulagédo variacional do problema (0.0—3) em um espago de dimensao
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finita m, o qual, pelo teorema de Carathéodory, possui solugdo local em [0,%,,). A ex-
tensdo da solugdo para o intervalo [0, 7], para todo 7" > 0, é consequéncia da primeira
estimativa, a qual veremos mais adiante.

Motivacao para solucao
Veja que podemos reescrever as equagdes de (0.0 — 3) de modo a encontrar um sistema
equivalente. Para tal, considere v, w € {). Multiplicando a primeira equagdo por v e a

segunda por w e integrando em (2 com relagdo a x temos

(i + AP + i[9 P + iveh,v) = (=g, 0)
(en= 20+ [ a0~ 180017 +120 + F (0,6 0) = (¥ 0).
0

Pelas propriedades do poduto interno

i (W) + (A, 0) +i (|92 0, v) +iv (¥, v) = (—,v),

(") = (36,0) = ([ ot 1180(0)trw) +42 (v + (P 608) ) = 5 (0P ).
2.2-1)

Pelo Teorema 1.6.3-(ii) temos

/Vw(t)VT(t)dt: —/@Az/;(t)dwr/raa( )(_

Por hipétese i € Hj(Q), logo pelo Teorema 1.4.2, temos que a tltima integral é equi-

valentemente nula, portanto

(Adp,v) = / A (t) / VoVo(t)dt = — (Vib, Vo)

Pela mesma justificativa, temos que (A¢,v) = — (V¢, V).

Multiplicando a primeira equagdo de (2.2 — 1) por —i obtemos

4

(#'(5),0) +1 (T0(t), Vo) + ([0 (O] (1), v) +7 (1), v)

= i ($(E)(0), 0).

(0.0 + (9600, Y0~ [ ot =) (Vo(r). Vw)
2 (0(0), w) + (F (6(0), ¢/ (1)), w) = B ([ (1) w)
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Aplicando o Método de Galerkin
Representamos por {w, } uma base ortonormal em H; () N H*($2) formada pelas auto-

fungdes de —A e chamemos V;,, 0 subespago de Hy(2) N H?*(Q2) gerado pelos primeiros

m vetores, wy, ..., w,,. Definimos
() = gin(Owi e Gm(t) =) i, (s,
i=1 i=1

onde {9, (t), pm(t)} é a solugdo para o problema na forma variacional:

(O ()-0) 4 (Ve (£). T0) + ([t (0) P o (£), 0) 47 ($ra(8), )
=i (Gu(t)Um(t).0) . Vo €V
(6 010)+ (Von(0).90) = [ glt =) (V). ) dr
122 (Gn(t) w) + (P (6(8). 6,(0) ,w) = B (Jem O w) Vo eV, (222
Un(0) = Yo = ¢0° em H3(2) 0 HA(Q),
Om(0) = Gom = ¢ em H(Q) N H*(Q),
On(0) = b1 ' em H{(Q).

Com efeito, tomemos em (2.2 — 2), v = w = w;, entdo

(Z gém(t)wz‘:wj> +1 (Vzgim(t)wiava) + ( Zgim(t)wi
+7 (Z Gim (t)wiij> =1 <Z hi,, (t)w; Zgim(t)wi)fwj) .
<§: h;/m(t)w,-,wj> + (Vihim(t)wi,ij>

- /t g(t—7) (V Zm: h;,, (T)w;, V’wj) dr + p? <Zm: P () w5, wj>
0 i=1 i=1
+ <F <Z him(t)wi, Zh;m(t)m) 7’11]]') = 6 ( Z him(t)w,- 7wj) ,

Vm(0) = Yom — ¥°  em Hy(Q)N H*(Q),
Gm(0) = dom — ¢°  em Hy(Q) N H*(Q), ¢..(0) = ¢ — ¢ em Hy ().

2 m
Z gim (t)w“ w])
=1

\




2.2 Existéncia de Solugao Local 36

Considerando \; o autovalor associado a w;, para¢ = 1,---,m, pela ortonorma-
lidade de {w;} e pelas propriedades do produto interno, analisando cada termo da
expressao acima, temos:

'0%@#@=<§%Amww>=i%AOWw@=%JW

i=1

o (Vn(t), Vuy) = (=Atm(t), w;)

AZ gi,, (1 w,,wj>

i (1) (—Aw;, wy)

I

=1

Gim (t> ()‘iwlﬁ wj)

|

=1

= NjGjn (1);

>

2
(|1/1m(1€)|2 VY (), w5) = ( ;gim(t)w,wj> ;

Z Gim, ( )wz

<%ﬁmm=(§%Am%w)=i%Amem=%Am

=1

(OO0 ) = ([ b, 0] |E 0] 0y

m

(000 = (S Oy ) = 3202 0) () = 12, 0

1=1

o (Vou(t), V) = (Acbm(t) w;)

o Joglt—7) (VT him(T)wi, Vaoy) dr = [ g(t — 7)\shy,, (7)dT

* (Pm(t), wy) = (é hi,, (t)wi, wj> = i hi, (t) (wi, wy) = hy,, (t);

o (F (006 (0)0) = (1 (S e Ow S0, 0 ) )
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, m 20
- meun27uy)=:<§;h%xwwi ﬂ%)-
Isolando o primeiro termo de cada equagdo , para j = 1,--- ,m, nosso problema

aproximado pode ser reescrito da seguinte maneira

(
m

( 2 Gim (B)wi

+i [i him(t)wil L:il gzi(lt)wi] »’wj) ;

J R0 = =Nghy,, (8) = Ay fy 9(t = )by, ()dr — iPhy,, (1)

_ (F (gj him(t)wi,ghgm(t)wo 7“’3') +5 ( =

;. (t) = —iX;g;,, (t) —

Escrevendo o sistema em sua forma matricial, temos

Y/(t) = —iA-Y(t) — Bi(Y (1)) — 4V (t) + iBao(Y (1), Z(1)),

> hi,, (t)w;
i=1

2 m
; i (P)ws, wj) — VG5 (1)

20
P wj

)
Z"(t) = —A- Z(t) — AB3(Z(t)) — i* Z(t) — Bu(Z(1), Z'(t)) + BB (Y (1)),
) =

Y(0)=Y°, Z(0)=2° Z'(0)= 2",
onde
g m t m t B
1 (1) 1 (1) o
0 X
Y(t) = ; Z(t) = ; A=
0 O
G (8) non :
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' ) || [ g (8) |
[wy -+ - W] . [wy -+ - W] : Wy
\ | g (1) | g (8) |
Bi(Y (1)) = - ;
ERCall [ 0(0) |
fwr - wr - g
] | (1) ] | (1) |
[ ) | [ g,(0) |
| eyl | b
b ]| ons
Bu(Y (1), Z(1)) =
' (1) | ] 0.0 |
fwr -] $wn - w,] Aty
L\ | b || on
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39

Ba(Z(t), Z'(t)) =

R, (t)

() |

P (1)

Mmm

h,, (1)
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- — 120
91, (1)
[U’l wm] , W
L gmm (t) |
Bs(Y(t)) =p 3
- — 120
91, (1)
[wl wm] 9 wm
| gmm (t)
(wgw wl) (qb?vw wl) (¢71n7 wl)
Yyl = A 7 =
| ( %»wm) i | ( 9mwm) | (@%mwm) i
Definamos
Y(t)
L(t) = Z(t)
Z'(t)
Entdo
Y'(t)
L'=1 Z'(t)
Z//(t)
= 0 0 I Z(t) |+ 0 0 |+ 0
0 (—A—p*)I 0 Z'(t) B85 0 —ADsy —DBy
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Definamos f : [0,¢] x R® — R por f(t, L(t)) = M L(t) + N(L(t)) onde

AT —~T 0 0
M = 0 0 I
0 (—A—p®)I 0
-B 1By 0 0
NE@) =1 o [+ o [+]| o [+] o
8B 0 ABs —B,

Assim, nosso porblema de valor inicial equivale a

L'(t) = f(t, L(t)),

v (2.2-3)
L(0)= | 20

Zl

Logo, esse sistema possui solugdo em [0, ¢,,,) pois f(¢, L(t)) satisfaz as hipoteses do

Teorema de Caratheodory. Com efeito,

i) Para L fixado, mostremos que f(¢, L) é mensuravel em t. Temos que as fung¢des
B1(Y),Bx(Y, Z),B4(Z,Z") e Bs(Y) sdo constantes em relacdo a ¢, logo sdo conti-
nuas e portanto mensuraveis em relagdo a t. Além disto, temos que A é sempre
constante, logo pela mesma justificativa também é mensuravel em relacdo a t. As-
sim, resta-nos mostrar que Bs(Z) é mensurdavel, para tal, mostremos que B;3(Z) é

continua em relagdo a t.

Considere a func¢ao ¢, : [0,7] — C,comi =1,--- ,met <1 dada por

&(t) = /0 g(t —7)h;,, (T)dr.
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ii)

Pela positividade de g temos

&i(t+ k) — &(t)]
t+k t
_ /0 gt +k —7)hs, (T)dT — /0 g(t —1)hy, (7)dT

— /_t g(t —1)hy, (T + k)dr — /Ot g(t —71)h;, (7)dT

k

= / g(t — 7)h; (T + k)dT + /Ot g(t —7)h; (T + k)dr — /Ot g(t — 7)hy, (7)dT

—k

0

= /0 g(t — 7)[hi,, (T + k) — hy,, (7)]dT + / g(t —7)h;, (74 k)dr

—k

0

/O/Q(t—7)|him(7'—|—k) —h,-m(r)|d7'+/ gt — )|k (7 + k)|dr.

—k

IN

Fazendo k — 0, pela continuidade de h;,, temos que |§;(t+ k) —&;(t)| — 0, logo
& é continua, portanto mensurdvel. Assim Bs; também é mensuravel, pois cada
coordenada sua é. Portanto, como a soma de fun¢des mensuravies é mensuravel,

temos que f(t, L) é mensuravel.

Consideremos ¢ € [0, ] fixado e mostremos que f(t, L) é continua em L. Consi-
dere o operador M, (L) = M - L, temos que M, é um operador linear em R®",
portanto é continuo e N (L) também é continuo pois suas coordenadas sdo. Com
efeito, pela continuidade do produto interno e da norma, temos que B; (Y), By(Y, Z)
e B5(Y') sdo continuas. Além disso, por hipétese F : R* — R é de classe C", logo
By(Z,Z') também é continuo. Portanto resta-nos mostrar que Bs(Z) é continuo.

Para tal, mostremos que cada coordenada sua é continua.
Seja &i(Z) = fot g(t — 7)h;,, (7)dr a i-ésima coordenada de B3(Z) com i = 1,---m.
Para i fixado, suponhamos que h;; — h; em L>(0, 00) quando j — oo, isto &,

para todo ¢ > 0 existe 0 > 0 tal que || hi; — h; || £o0(0,00) < 27 onde k = fot g(t —T)dr.
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iii)

Entdo {(hy;) — £(hs). De fato,

1 €(hi;) = &(ha) || = /Og(t—T)hij(T)dT—/o g(t = )hi(r)dr

_ /0 ot — 1)k, — hi)(r)dr

< || [ ote=rysupln () u(rlar

= sgp[hij (1) — hi(T)]/o g(t —7)dr

t
= =i =) [ ot =)ar
0

k=€

VAN
=

Portanto &;(Z) é continua para i = 1, - - - m. Logo, B3(Z) é continua e isso implica

que f(t, L) é continua em L, como queriamos.

Seja K C (0,1) x R%" compacto, provemos que existe uma fung¢do real m;, inte-
gravel tal que

17t DI < ma(t). - ¥(t, L) € K.
Como em R®" as normas sdo equivalentes, pela norma da soma temos

| £t L(£)) [lrom =l My(L(t) + N(L(t)) [|rem
<[| ML(t) [[rom + [| N(L(2)) [[rom
<[| ML(t) [[gom + [| BL(Y) [[em +B8 || B5(Y) [[rm

+ [1iB2(Y, Z) llem + | AB3(Z) llzm + || Ba(Z, Z") |lpem -

Sabendo que fungdes continuas em um conjunto compacto sdo limitadas, pelo

item ii), temos que existem constantes c;, ¢z, c3, 4, 5, c6 tais que

| ML ||gem< c1, | Bi(Y) [|[gm< c2, 8 || B5(Y) [|[gm< Bes,

1iBa(Y, Z) |lem< ca, || AB3(Z) |lzm < c5, || Ba(Z, Z") ||pm < cs.

Seja my, : [0,t[— R a fungdo constante my(s) = max{cy, c2, fcs, ¢4, C5, 6 }, entdo

my, é integravel e satisfaz o desejado.
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Portanto f(t, L) satisfaz as hip6teses do Teorema de Caratheodory, como queriamos

provar.

2.3 Estimativa a Priori I

O objetivo desta segdo é garantir que as solugdes locais podem ser estendidas ao inter-
valo [0, 7], T > 0, obtendo-se um par de sequéncias de fungdes {@,,(t); ¥, (t) }men que

convergem para a solugdo do sistema (0.0 — 3).

Substituindo v = 1, (t) e w = ¢, () em (2.2 — 2), temos

(@ (), m (8)) + 8 (Vb (8), Vb (8)) + ([€0m ()] o (£), e (£))
+7 (d}m(t)7 d]m(f)) =1 (gbm(f)@/}m(t)v d}m(f)) ;

(2.3-4)

600~ [ 9lt =) (Vou(r). V6,0
B2 (B0, 10 (1)) + (F (9 (0) 6 1) 610(8)) = B (1m0 (1))
Calculemos a part res da primeira equago. Analisando termo atermo
o Re (U (), (1)) = = [0 G ) + (U4 (01,01 (8)]
W (0), Y(6)) + (01,4, ()]
2 (000

e (0113

(O (1), D1 () + (Vo (1), V
(2.3-5)

l\DIH l\DI}—k[\DI}—kl\DI
l—|

Q.lg

e Sabendo que (Vi),,(t), Vih, (1)) = || Vo (t)]|5 € um nimero real, entdo
i (Vb (t), Vb, (t)) € um imagindrio puro, logo Re [i (Vb (t), Vb, (t))] = 0,
o Re ([thm(t)* (1), ¥m(t)) = /Q | ()] o (£) U (£)

= [ WO lom(0) o

= [ Wom (O dz =) e 1

o Re v (Ym(t), ¥m(t)) = || Ym(t) [I5 -
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o (Gt (t). V(1)) = / O (D)o ()T (D)
_ / ()|t (1),
Q

como ¢ é real e a funcdo moédulo também é real, temos que (¢, (£)1n(t), Y (t)) € real,

1ogo @ (¢, ()1 (t), ¥m(t)) € um imagindrio puro, dai Re i (¢, (1) (t), ¥ (t)) = 0.

Assim tomando a parte real de (2.3 — 4) temos

1d
5z I ¥m(t) 13+ 1 () 13+ | (t) [I3= 0. (2.3-6)

Ainda, podemos reescrever os termos de (2.3 — 5) por

o (G000, (D) = L UG00), 00 (0) + (Bn(0), A0 (0)]
<¢;1<t>,¢'m<t>>]

U

|
D= N = DN =
PRI
~

ASS
3

—
=
eI

92 -

[ J

<
<
3
=
<
<
=
=
I

= N = DN =
Q,
~

[ J
=
o
s
3
=
RSN
3
=
I
=
o

[\

Il
=
DN = DN = DN =

| =

P — |l dm(t) II2 -

dt
o (F(¢m(t), (1)), 0 (1)) = / F(ém(t), 9 (1)) Or(t)der.

Q

3 (0m(OF 6,0) = 8 [ 1m0 of (21
Assim, reescrevemos (2.3 — 5) como

1d ., ., ., 1d
3 | & () II2 +§E

+ / F (), &1 (1)) 6 (t)d = B / (O 6 (8)dz,

I 90m(t) 15 = [ ot = 7) (Vo (). Vo (0) dr + 550 | 0n0) I
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ou ainda,

37 | @) 1B +55 1 90m) 13 05 2 1 0m) 5+ | F(00).6,(6) 01 (0)da

_ 3 / o (O 6, (£)d + / gt = 7) (Vo (r). V(1)) dr
(2.3-7)

Somando as equacdes (2.3 — 6) e (2.3 — 7), temos

1d

S ) 13+ 1) W 0 o) 13 5 1 0 1+

332 1 90u O 1B 41255 1 60(0) 15+ | F (0n(0).6,(0) 1o =

5 / (O - 8, () + / ot — 1) (Vou(r), Vel (1)) dr.
Q 0
Agrupando, temos

5 IO + 16, (13 + IV + 2 903

I+ @2 + / F (6miey, 6n(0)) & (£l (2.3.8)
— 5 / (D12 6, (1) + / 9t = 7) (Vo (7). Vo (1)) dr

O Teorema 1.6.8 implica que

/ 9(t = 7) (Vm(r), V(1)) dr
/% (t = 1) (Vom(r), Vom(E))] dr + g(t — 1) (Vom(), Vém(t)

/ J(t = 1) (Vm(7), Vom(®)) dr + /Otg<t—T><v¢m<7>,v¢;@<t>>dT
9(0) 1| Vom(®) |12

Q.lg‘

O

_I_

Logo,

t

[ ot =7 (Vou(n). Vet @) ar = 5 [ alt = 7) (Vou(r). V(@) dr
0 0 (2.3-9)

—/0 gt =7) (Vou(T), Vén(t)) dr — g(0) | Vém(t) |3 -
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Ainda, como ¢/,(t) < |¢,(t)], por propriedades de integral e do médulo de um

numero real, temos

B (100 6(0) = 5 [ 1) ¢
<8 [ WO 16,0

Portanto, substituindo em (2.3 — 8) temos

5 I + 160, (2 + Vom0 + 2 9 (D3]

@+ ()2 + / F (fmlt), 61,(1)) d (t)da
; (2.3-10)
< 5/ eEars |dx+— (/0 gt —7) (V¢m(T),V¢m(t))dT>

/ §(t = 7) (Vom(r), Vom(t)) dr — g(0) [V ()2

0

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que
| (Véu(r), Vou () | <[ Vou(r) llall Vom(t) [l2 -
Logo

—/0 gt =7) (Vou(), V(1)) dr < /0 gt =7) (Vou(r), V(1)) dr

< / 15t = 7) (Vb (7). Voo (1)) |dr
:/0 19 (t = )| (Vu(T), V(1)) |dr
< / Gt =) | Yém() o]l Vom(t) [l dr

t
=[| Vén(t) |2 /0 gl(t —7) || Véu(r) ||2 dr.

Por (H.1) temos que , —mog(t) < ¢'(t) < —mqg(t), para todo ¢t > 0. Logo,

—mog(t —7) < g'(t —7) < —mag(t — 1) < mog(t — 7).
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Portanto, |¢'(t — 7)| < mog(t — 7) para todo ¢t > 7. Dali,
t t
/ 19'(t =T (Vo (T), Vom (1)) dr < mo | Vm(t) |2 / gt =) [| Vom(T) |2 dr.
0 0
Pela Desigualdade de Young para p = ¢ = 2, temos

mo || V(1) ||2/0 gt =7) [ Vom(7) |2 d7
2

1 1 t
< 5311900 18 +3 ([ ot =) 1 Voule) laar)

daf, pela Desigualdade de Holder, (Teorema 1.6.12), com p = ¢ = 2, decorre que

/0 9t —7) || Vo(r) |12 dr

_ / gt — 1) ig(t — 1)} | Vop(r) | dr

< (/Otg@—ﬂchf (/Otgﬁ—ﬂ | V() |2 dr)é-

Sabendo que || ¢ ||z, 000)= [i° g(t)dt e [ g(t)dt < [ g(t)dt pois g é positiva, ocorre

que

(f ol T>d7>é (/ gt~ ) | V() 2 df)é

1 t
<N g lE o ( [ o= 1 9o 1 df)

NI

Portanto

V6@, / Gt~ )] [V, dr
(2.3-11)

m?2 , 1 ¢ ,
< 19001 + Solloowe [ 90t —) IVoni)lar
0

Por outro lado, aplicando a Desigualdade de Young, ( Teorema 1.6.15), parap = ¢ = 2,
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temos

8 W ®F 6 0lde = [ (10m(0]) (3160 do

\@\

< [ |31om@1" + 5 16,0 do

1 40 62 / 2
=5 [ W@+ % [ 16,00 ds

2 Ja 2 Ja

1 1
-5 @) do+ 5 [ (1) i
{zeQ|¢m (z,1)|<1} {z€Q|Ym (z,1)[>1}

/|¢ )P da.

Levando em conta que 1 < 20 <2, ou seja, 2 < 46 < 4, temos que se |, (z, 1) < 1,

DO

entao |1, (t)]" < 1. Do mesmo modo, [, (z,t)| > 1 implica que [t (t)|* > |1 (t)]*

daf por propriedades de Integral, temos

1 1
! / o (8) [ i + / [ (8)|* iz
2 {xeﬂ o (2, )] <1} 2 J{wepm(z.t)>1}

+ 5 [1s0f s

2
<3 far+s [ o)+ [ o0 ds
2Ja 2 Juerpa@olz) 2 Jo

_ med()) 1 . B
= ) ) 12 1 600 e

Logo,

d($2
D) Ol + 2 IO @312

8 [ Won®F 6,01 <
Além disso, por (H.2), existem Ay, My > 0e Ms > 0eq,p € [1, 3] tais que

F (6m(t), 9, (t)) @, (1)
> M, (8) 90, () + Mol ¢, (|76, (8) 0 (t) + M| (8) 17 b () 07, (1).
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Integrando a expressdo acima em ()

/Q F (ém(t), 610 (1)) o (t)dz

> / ML () (8) + Mol (D)7 S (£)000 () + Mol (8) P a0 (1)] it

= M, [ 8,(1) |3 40 / 6, (O (1) Pl + M / ()P Do (£) 8 (£) .
Q Q

Sabendo que
L lom (P = 0+ DI 600
temos y L
Glen@IEzt = 5 [ lontortias
= [ St e
—(p+1) /Q (1) [P o (1)1, (1)
Assim,

y ! (/ . (/ q—l(‘/ 27, d p—l( (/ .
M, / O (8) 6, (1) + My / 16, (1) (1) 2+ M / 6m (O bua(8) 6, (1)

=M || ¢, () I3 +M2/Q|¢in(t)lq“dx+M3/Q|¢m(t>|”‘1¢m(t)¢;1(t)d:v
M
(p+1)

, d
= My | 6 (0) 3 +32 | 90n(0) 23+ 2 lom (DI

< / F (ém(t), 6 (1)) ¢l (t)dz.

(2.3-13)

Portanto, das equagdes (2.3 — 10), (2.3 — 11), (2.3 — 12) e (2.3 — 13), Temos

1d

2dt
1

+ 5 Im®5 + 7 [6n®1 + M 16,01

< Dot =2 g ol + (22 - 900)) I90m 0

oM
(p+1)

[me(t)H; + 16 )ll5 + IVom()II3 + * [ Sm(D)]l5 + ||¢m(f)!\§ﬂ

#3lalm [ ot =) INouEdr+ 5 ([ ot =) (Vou(r). Vou)ar).

dt
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Integrando a expressdo sobre o intervalo (0, ¢),

1

» | 2M,
I [||¢m<s>||§+ [6,()13 + 1V ()3 + 2 lom ()2 +

(r+1)
1 t t t
w5 | Wnlids = [ lon(ol3ds+ 0 [ oh ()57 s

t dQ M)
g/ med () | (%2 1/||¢ I ds +(——q )/llwm ()[12 ds

—||q||LloOo// 5= 1) [V (r)|2 drds

+/d—(/ o5 = 7) (Vn(7), Vo (s)dr ) ds.

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos

! [6m(s >||§iﬂ

bd
[ 5[ OB + 10, + 170 6 + 42 (o) + s lom(EEY

2Ms3
(p+1)
||¢m<t>||zﬁ]

w0152

= {meu)n% + 1105 (D5 + [Vom (B3 + 12 llom B3 + %

} M(ow; 160 O)llz + 1VEm O3 + 1 l6m(O)II3 + <p T 1>

Por (2.2—2), temos que ¢, (0) = 1o, — ¥ em HJ(Q)NH?(Q), ¢ (0) = dom — ¢° em
Hy () N H*(2), e ¢,(0) = ¢p1,, — ¢' em H (). Logo pelo Teorema 1.2.2, {¢on }, {dom }

e {¢1 } sdo limitadas, dai

oM,
(p+1)

[||l/fm(0)||§+ 165 O)I3 + IV ()5 + 127 [|6m (015 + 16 (0751 | < Do,

onde D, é uma constante positiva que independe de m € N. Entdo

1 1 1 1
S 103+ 5 16O + 5 190m (@3 + 542 6m O3 +

I6m (&)1

M;
(p+1)
¢ 1 4 2 q+1
v {— G+ D)+ M 6 (5 >||q+1}
k 2M
<o+ 20 B Py i+ (% - 600)) [ IV6ne)lEas
1
# 5l [ [ ot =) 1900 (r) rds
+ /’g(t — 1) (V(7), V(b)) dr
0



2.3 Estimativa a Priori I 52

onde ko = med(S2). Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que

| (Vom(T), Vom (1)) | < [[Vom ()|l V om(2)]]2-

Logo,

[ 6= 7) (Vom0 Voule)ar < [ late =) (Vou (), Von(o) b
= [ 1ot = )1 (Vo). V(1) o
< [ 6= 1) I V60l lall Vonlt) I dr
= Vomit) I [ ol =7) | Vom(r) s

t
=[| Vén(l) |2 /0 gt —=7)2g(t —7)2 || Von(7) ||2 dr.

Pela Desigualdade de Holder, para p = ¢ = 2, obtemos

/0 9t = ) (V(r), V() dr

< Vot ([ ote- TW)% ([ stt=)1 Voutr) i ar) "

Como || g |1, 0.00= Jo~ 9(7)dT e[ g(T)dr < [ g(7)dT pois g é positiva, entdo

| / 4t = 7) (V(r), V() dr

1 t ;
< Von(0) el 0 ([ 0= 1 ) tr)

Assim, pela Desigualdade de Young com ¢ (Teorema 1.6.16), parap = ¢ = 2e € = 3

temos

19 0m @l 191510 ( [ ot HV¢m(T>!\§dT>

t
< S 1V6m I + 219021000 / ot — 1) [V ém(r)|2 dr.

ool
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Além disso, temos que g(t —7) < sup g(s) = ||g||£(0,00), lOgO
$€[0,00)
! 2 ! 2
/0 gt — 1) V()| dr < /0 91l Lo ©0,00) |V (T)]|5 dT
i
~lallimo) | 190n()3dr
Dai,
/ (t— 7) (Vo (r), Vonm(t)) dr
(2.3-14)

<3 HV%()H2+2H9||LloooIIQHLOO(Ooo/||V¢m )|l dr.

Considere agora a seguinte mudanca de variavel, r = s — 7. Entdo,

1 t s
Sl [ [ ats =) V6ol drds
2 0 0
1 t t N
= 2 lgllzx000 / / 9(s = ) IV (7|12 dsdr
=—||g||u<ooo)// ) |V o (7)||3 drrdr
— gl / IV ()] / g(r)drdr
< Slsllzsomn [ 196 ()E ollooods

1
< 31910 [ V6l

Combinando as desigualdades acima e multiplicando por 2,

[m ()3 + 1|0 (Ol + | Vdm(t)]]3 + 12 [|dm(E)]|2 +

l6m(®)l17

oM,
(p+1)
/ {me( )3+ 2 1tm(s )H§+2M2||¢;1(S)I§ﬁ}d5

< 2D + kot + (8> — M) /0 67, (9)[l5 ds + (m§ — 29(0)) /0 IV (s)]l5 ds

t
112 0m / IV ()2 dr

1 t
+ 1190013 + g0 lolimom) [ [90n()13ar
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Somando 1 — 1 ||V, (t) |7 em ambos os lados da equagao, temos

oM
(p+1)

3
Lt om@ 3 + 8@ + 5 IVom@l; + 12 [ ¢m®)]; + lm (@)1
[ {1+ 22 B s) 13 + 200 e (9451}
t t
<200+ 1 bt + (32 = 00) [ 6 (s)Rds + (m ~ 20(0)) [ [ 90l ds
0 0
t
ol [ V(I 07

t
49l 000 191l 2= 0.0 / IV ()2 dr.
0
Considere
m = max{ko, (52 - Ml) ) (m(z) - 29(0)) ) ||9||%1(o,oo)>4||9||L1(0,oo)||9||L°°(0,oo)}v

entao

2 M
(p+1)

. 3
L [m @I + 190 Ol + 7 VO3 + 2 6m (1)1 + l6m (Il

[ {25 [0 (1 + 208 ()11}

t
< 2Dy + 1)+ / 1 16 ()2 + 31V (s)]12 ds.
0

Novamente tomando 7, = max{#;, 3} temos

2Ms

, 3
L+ [m(®3 + 16 O+ IVom@I3 + 2 lom @3 +

l6m () I15 5

t
[ {Ino+ 22 W) + 2002 b (9251}
t

< (2Dy+ 1) + 1 / 1+ [90(3)[2 + 19 6m(s)]12 ds.
0
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Considere p = min{1, 3, z/* (i]ff) 2v,2Ms}. Entdo

o [1 I (OI + WO + 1 T0m )+ m )13 + I O]
o | [ {1+ lomoE + 1 1 0]

2M.
< 1+ [dm@)ll3 + 195, )l5 + IVom@)15 + 1 | om@)l5 + ———

(p+1)

lom (6121

t
[ {1+ 23 I+ 208 [, (3}

Logo
L om0 + 19003 + 196 () + 16 ()1 + ()L
[ {1+ 1on + k(121 ds

1 1 ,
< (2Do+ 1)+ o / 14 60 ()12 + 1V (5) 12 ds.
0

Como [[9m (B3 6m ()2 Nom@IL e i {lom () + lom ()2 + 164 (11211 } ds

sdo nao negativos, entdo

L+ [ @15 + 60 @l + IVom @3 + l6m @3 + lom )21
+ / {lm () + 1o () I3+ 19]() 151 } ds

1 I
< ;(2D0+1)+/—)U2/0 L+ ()15 + 104515 + 1V Sm(5)ll5 + 160 (5)115 + 16 (s) 51

[ {lmIE+ W + )15 s
(2.3-15)

Definamos

7@ = 1+ 2 + 1613 + 19 0m O3+ 6013 + l6m (@) 125}
t
[ {0+ B3 + e} s

1
2(t) =-n
P 2

1
C() - ;(2D0 + 1),
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com f € L®(0,t), z € L'(0,t), entdo de (2.3 — 15) temos que f(t) < Co + [, f(t)2(t)dt e
como 2(t) > 0, f(t) > 0e Cy > 0, pelo Lema de Gronwall, f(t) < Cy explo #9)ds isto ¢,

existe uma constante positiva L; = Coelo #()ds 1 que independe de m € N tal que

[ ()5 + 60O + IV EmDl3 + |6m ()13 + lom (I

' (2.3-16)
+ [l + 01 + (91} ds < I

Note que

IO = ||| 20) ||| = Dol 02+ D0, (0 + D00, (1)

m

& [ (D12 = 3200, ()2 (6 (OII2 = (e, () e (B2 = o (0], (1))2.

=1 1=1 i=1

Logo, pela primeira estimativa || L(t)||%¢. < 3L;. Portanto, pelo Corolario do Teo-
rema de Carathéodory, podemos estender as solugdes ¢,, e ¢, a todo intervalo [0, 7], V1" >

0, com ¢y, e ¥, absolutamente continuas em [0, 7).

2.4 Estimativa A Priori 11

Substituindo v = —A,,(t) e w = —A¢), (t) na primeira e segunda equagdo, respectiva-

mente, do sistema (2.2 — 2), temos

(Wn(t)y _Adjm(t)) + i(A¢m(t)7 _Awm(t)) + (|¢m(t)|2 ¢m(t)7 _Awm(t))
7 (WUm(t), =Am(t)) = i (¢m(8)Um(t), —Atm(t))

(2.4-17)

(cbi%(t),—&b;z(t))+(—A¢m(t)7—A@'in(t))—/0 9t = 7) (Adm(7), =Ad, (1)) dr

+ 12 (O (0), =00, (1) + (F ((8), 6 (1)) . ~585,0) = B ([9m(OF, A9}, ()
(2:4-18)

Calculemos a parte real da primeira equagdo. Analisando termo a termo
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57

o Re (4, (1), =Atbn(t)) = Re (Vw’ (1), Vibm(t))

= 5@ IV (t)]];

o Re [i (A1), = Aty (1))] = 0, pois (A (1), = At (t)) = — | At (1)]I3,
daf ¢ (A, (t), —Aty,(t)) € um imagindrio puro;

e Re v (wm(t>7 _Awm(t» = R€7 (vwm(t>7 vwm(t»
=7 [[Vem(®)l3;

e Vamos estimar I; = ([t (£)]” ¥ (t), — Aty (1)),

([ (1) 2 (), — A (1) /wm 2 (6 N (Dl
—— [ m)y ame<>d,

_ 2 0 [ 0vn(t)
_ _;/Qlwm(tﬂ wm(t)axi <dT) A

Aplicando a Férmula de Integracao por partes, (Teorema 1.6.1), temos

- 0 D (t
h=3 [ (0P ) 2D,
i=1 /0 9T Ti
pois, ¥, (1) € H} (). Ainda

I (1)

i (W}rn(t)'Q wm(t)) ox;

- awam( L t) + 0

(25 D) ) )

) awm@)) Do (D)

) awm<t>> D ()

8% axi

- (wm@) 8@’;@) + [0

a.’l?i Gxi

O (1) |7
0.’131'

O (t)
0

i

=Y (t)]?

_ (awm<t>m+ ol awm<t>> ) + 16O awm<t>> 0]
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Portanto,

L=y [2 JNCCIRE

Considerando que

dT—I—/Q <1/)m(t)a1gnjt>> dTi|

2[Re (2%)]2 = |21 |22]* + Re [(2122)?]

para z; = ¢, (t) e 2o = awm() temos

Re <wm<t>81§75”>2 =2 (02~ o

Assim, uma vez que a fun¢do médulo é uma fungao real, temos que

O () |

Re(11)=2§:/ﬂ|¢m( mel dx +2Z/[ (m a%zgt)>}2dx
—Z [ onior |20 g,
Portanto

Wm

Re (1)) = Z JAC

d +QZ/[ ( Mf’;”)} dr. (2.4-19)

‘1

e Ainda, estimemos Iy = (¢, (t)m(t), —A¢,(t)) . Pela férmula de integracdo por

partes, temos

_ /Q G () (£) Ao (£) de
- Z /Q P ()1 (t) 82:9&;7’2“) dz
B Z /Q %(?bm(f)wm(f))alngt) I
- Z / (8¢m(t> Y (t) + om(t) 81277;1(15)) 81?;515) "

=Z[Aa%25’(wm i )i [ontn 5]

] |
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dx e Re(z) < |z|, entdo

Ty

2
Uma vez que Re (fQ O (t) ‘% dx

) = Jyomtt) |20

Oy (1)
m(?) oxi

e(ily) < dzx.

ox;

acbm ‘

Pela Desigualdade de Young, para p = ¢ = 2, temos

2
Oy (1)

Ym(1) (2.4-20)

, 1 1 ¢
Re ity < 5 IV6u0li + 53 [

Assim, a respeito da parte real de (2.4 — 17), temos

k& +2Z/[ (w025

O (1)

5%

5 194m(0) \+Z/|wm

p 2 1 ; 1
VRl < 5 IVom()lz + 5;/9

Pm (t)

(2.4-21)
Ainda, podemos reescrever os temos de (2.4 — 18) da seguinte forma:
o e (6,(6), A, (1) = (~Ad, (1), (1)
= (740, 960,0)
= IV
o Re (= Adm(t), =0}, (1) = 14 [ A6(0)]3

e Rep? (¢ (t), — A, (1) = 1> (Vom(t), V(1))

TP
2 dt MmN

e Vamos estimar /3 = ( b ()] —Agb;n(t)). Pela Férmula de Gauss

- / Y0 B D
T,

-y / < <t>|29>—5;f_”dx
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0m®) 2

0—1

::é;fgéii(

o) @M

i

1

0
= Z /99 (n070@)”™ (om0 + 0100 ) 22D

=3 [ 1O (Gt + ()5 7)) Wl
<Z [ olemtor 2(‘81/’";5) T 0] + (]| 222 ) ‘592%;5” "
zzzegi;Jé|¢mxt)F9—l a%;;fj ‘8%£5E5 dz.
Entéo, o
I 329;:1: /Q | (£) 22 alg”;ft) 8<gn;5t) d. (2.4-22)

e Agora vamos estimar Iy = (F (¢, (t), ¢,,(t)), —A¢,,(t)) . Pela férmula de Integra-

¢ao por partes temos

L= - / F (6m(t), (1)) Adl (1)
—— [Fon0. Y o

=1

=3 [ P oo, 0) s

=3 [ [0 G+ et 10 8%;1250} ag";ft)dx

=3 [ Rttt ) 0005 [ 0 )| 22

Por (H.2) temos que F,(u,v) > 0, para todo (u, v) € R?. Logo

Ipm (1) Oy, (1)
14>Z / (m(t), @ (1)) R dz. (2.4-23)
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¢ Ainda, o Teorema 1.6.8 implica que

t

% gt =7) (Bom (), Abn(0) dr
= /Ot %g(t — 7‘) (Aqu(T), A¢7rz(t)) dr + g(t - t) (Aqu(t)v Ad)’"b(t))

= /Ot gt =7) (Adm(7), A (1)) dr + /Olg(t —7) (Adm(7), Ad,, (1)) dT

+9(0) | Adw(t) I3 -

Logo,

/Ot gt = 7) (A (1), AP, (1)) dT = % i gt — 1) (A (7), Ay (t)) dr

_/0 gt =7) (Apm(7), Apm(t)) dr — g(0) || Ay (t) |13 -

Assim, a equagdo (2.4 — 18) pode ser reescrita como:

1d
52 IV + 180,01 + 12 Vo (0]

"L O (t) O,
£ [ a0, 0) 22 200,
<209 [ [on”

15 (1)
45 ([ ot =) 2ol 20 (0) 7 ) = 9(0) 186, )

81'@‘
- / §(t = 7) (Ap(r), Ao(8)) dir

dx (2.4-24)

Q)
8113@‘

Somando (2.4 — 21) e (2.4 — 24) temos
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1d
52 IV @ Z + IV 01 + 146, I3 + 1 IV 6m(D)2]

g ()

)

n

+32 [ 1wtor

=1

+ IV (t ||2+Z/ (), & (1) Dom(t) O (t) |

8% 6(Ei
N W 8¢’ (2.4-25)
29 1 m

+ % ( / 9t =) (A7), Adm (1) dr) — 90) A0 (D)1
_ /ot gt —7) (Adu(T), Apy(t)) dr

Considerando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e levando em conta a hipétese

(H.1), pela mesma justificativa de (2.3 — 11) deduzimos que

- / §(t = 1) (Ad(r), A(t)) dr
<1l Abu(t) Il / 19/t = D) || Db (7) ||z dr (2.4-26)

mg 2 1 t 2
< 5 [Adn @)l + 5 gl 2100 i gt =7) | A (7) [|3 dr.

Considerando a hipétese (H.2) feita sobre a fungdo F
|Fu (6 (1), dm(t)) = Fu (0,0)] < Mg (14 |¢m ()P~ + [0P7F) [ (t) — 0.

Disto, concluimos que

| Fuonlt). 6,(0) 250200,

dm 3'
< s [ (14 18nOP ) [6nt W H¢ \

s o o )

Pela Desigualdade de Holder generalizada para p; = 4,p; = 4, p3 = 2 na primeira

O (t)| | Opm(t)
ox; or;
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parcela e na segunda parcela p; = 3,ps = 6, p3 = 2, obtemos:

n

>

i=1

<13 [lon0)

i=1

Dom(1) 90,1
| B ontt, 60 20 2000

Im(t) || || 0¢m(t)
al’i 8%

06, (t)
81’1'

acbm( )

L

+ l[6m(D)]l5,

J

e levando em consideracdo a Observagdo 1.4.6 , que afirma que para n < 3 temos

4 2 6

Hi(Q) — L1(Q), ¢ € [1, 6], entdo existem constantes c, tais que

[om Dy < callom(B)l gz = calVom )l

O, (1) ,
|22 < oo,
Ainda,
" O (1) " Oy (1)
Tl <
; 8”['1 4 =G ; 8Tl H&
- D (t)
2042 V< 83;‘2 ) )
i=1
N Z Ponlt) Ponlt)  Poul)
4@‘—1 Oxyx; = Oxow; = OxaTi )
Pon®)|* |7
N C4 — dxjxt

< ney ||¢m<t>||H2
= ey {lom (@)1 + 196 O + [ D002}

Sabendo que Hj} () N H*(Q) — H?(), isto é, existe uma constante ¢; tal que

ney || om(®) | 2 < nezea | Agm(t)]], -

Analogamente, podemos concluir que

< ncgcy ||A¢m(t)H2'
6

0P (t)
ox;

Ainda, como p € [1,2] e H}(Q) — L), q € [1, 6], entdo
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16m (D)5, < IVOm(D)]l2 -

Das desigualdades acima, concluimos que

n

S| Petomttn i) “ B

< G [IVom D)z 1AGm D)l V()]s + [V Em Ol [Am (1)l [V, (1)),

com (3 = m[ax {cg, negeq, copeop}
q€(0,8

Da primeira estimativa temos que ||V¢,,(t)||, < L; , logo
CsLy [[|A¢m ()], VS E)lls + LY 1AGm ()5 V6 (1)]l2] -

Aplicando a Desigualdade de Young na desigualdade acima, com p = ¢ = 2, temos

n

D

i=1

[ Butont0. 6,00 220200 0ol < 180,015 + 194, 01] - 2427
Q i i

com Cy = max{<H, %Llf}
Além disso, pela Desigualdade de Young com ¢ (Teorema 1.6.16), comp = ¢ =2 e

€ = 1, nds temos

9 = - 20—1
2053 / ()]
- _1 19-2
<3| [ttt
_ - mt 40—2
; _/|wm(t>|g1 Yuml2)|

46282 |V, ()5

Oy (t) | | O (t)
0x; ox;

MW (t) |
B

1

OPm(t)
83Ei

dx + 49262/

Q

2
dx]

2
8wm(t) dl’—i-l/ |2/)m(t)|49_2
4 S t)>1

(‘3@»

Ot ()
0

1

2
dx]

Como 40 — 2 < 2 entdo |1, (t)[** > < 1 quando [, (t)] < 1 e [ (t)]*7% < |t ()]
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quando [¢,(t)| > 1, assim

n

b (t 46—2
; [/wm<t>|s1 i)

1

2
OWom(®)|* ., 1 / [ ()]
4 i t)>1

8371'

M (1)
35@

2
dZL‘]

+46°87 |V, (1)

O (1) ? 1/ 2 [0V (1) ? 2 2 / 2
< dr + - m(t dz| + 46282 |V, (1)1
Z[/MM O e g [ 0 |25 o] a9, 01
Portanto
- ' 29 1 az/}m 8¢m
2%;/Q|¢m H et
sz (2.4-28)
< G5 [IVen) I+ 19601 + 5 Z / o [22m O g,

onde C5 = max{1,46°3*}.

De (2.4 — 25) (2.4 — 26), (2.4 — 27) e (2.4 — 28) obtemos

1d
5= IV 3 + 196,05 + 1A, @ + 1 [Veén ()]

o1 Z/wm 81"1) & +22/ [Re (z/ )&g;f)>rda:+“/HV?/)m(t)H§
< G [I86u DI + 1944, <>H] L ou) I
06 190+ 19601 + 13 [ ot 2520

d t
+t 5 (/0 g(t =) (Acbm(f),Aqu(t))dT) — g(0) | Adm (D)

m(Q) 2 1 ' 2
+ 5 [Adn(®)llz + 5 19/l 220,00 i gt —=7) | Adw(7) |5 dr.
(2.4-29)
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Somando as parcelas iguais

% [IVom®ll; + IVEm®)l; + 186mBll; + 12 [V omDIl3]
#1 f nor Xm0, +2Z/[Re(wm )22 o+ 4 1900

< Cu[I80n0IE + 196, O1E] + 51 Ton(® 18+ (5 - 50)) I20n(0)

+ o 19 O + 196,01 + 5 ([ ot =) (Bom(r). A6m ) )

1 T
45 19l [ 9 =) | 60 (r) [ dr,
J0

N —

(2.4-30)

d 2 2 2 2 2
5 55 IIVGnOIE + Vom0 + 186n(HIE + 2 V(D]

%i/ﬂwm() W_ o +22/{ ( 5‘@5>>rdx+~/||wm<t>||§
< € [I V6 (0) I3 + 1A0m@)1E + 196012 + 1960, 0]
2 ([ ot =) on(e). Bomiear)

1 t
+ 5 Wl [ ot =) | Bonr)
0

(2.4-31)
onde 06 max{§,m— —g( )+C4,O4+C5,C5}.
Integrando a expressao acima sobre o intervalo (0, ¢) e considerando as convergén-

cias em (2.2 — 2), temos

DN —

(196 01+ 9615 + 180,01+ 2 IV, (O] +7 [ 1900 (5)13ds
< Da+Co [ (Vo)1 + IV )15 + 180 (5) 1} + V6 (5)3] s

t 1 t S /
+ [ gl =) (80n(0). A0 dr + S ol oy [ [ a5 =) |80 rds,
0
(2.4-32)
onde D, é uma constante que independe de m.

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

| (Adm(7), Ao (1)) | < [|Adm(7)ll2l| Am (t) |2
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Logo

[ =7 30001 Som()dr < [ lalt =) (860(7). A (1) o7
= [ 1ot = D1 (860, A0}
< [ 6= 1) I 360(0) lall S6m(e) I dr
~ Som(t) s " glt =) | Adm(r) s dr
=1 86m(e) I [ ot = m)Eo(t — ) | A6n(r) s

Pela Desigualdade de Holder (Teorema 1.6.12),

/0 Gt =) (Ad(r), Ada()) dr

<l 2011 [ ol T)df)% (/ gt =) 1| Abulr) |2 r)

e como || g || 1, 0.00= fo~ g(t)dt e [ g(t)dt < [ g(t)dt pois g é positiva , entdo

/0 Gt = 1) (Ad(r), Aa(8)) dr

g

<1 200 1l 8 1y ([ 9t =) 2607} [ r)

Assim, pela Desigualdade de Young com ¢, com p = g = 2 e € = ; temos

[36mOll o1y [ 96 =) 130 ()37

1 [
< g||A¢m(t)||§+2||g||L1(0,oo)/0 9t = 7) | A¢ ()5 dr.

Além disso, temos que g(t — 7) < ||g|| L(0,), logo

t t
/ ot = 1) | Agm(7)|2 dr < / 19200 [ A (P12 dr
0 0 (2.4-33)

t
— (19l (000) / 1Ay (7) 2 dr.
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Dai
/ (t —7) (AP (7), Ay, (t)) dr
(2.4-34)
<2 IIAcbm( )5 +2llgllzt 000191 200, oo>/ 1AG ()15 dr.
Considere agora a seguinte mudanca de varidvel r = s — 7,
1 Lo 2
3 lgllz1 0,00 9(s = 1) [Adm(7)lly drds
0 Jo
1 t t )
~ ol [ [ ats =)Aol dsir
= Slallom [ [ o001 180m(r i
(2.4-35)

— gl / 1A ()2 / o(r)drdr

< Slalros [ 186m IR ol

1
= Sl9lE 0y [ 180m(IE

Combinando a desigualdade acima com (2.4 — 32) e (2.4 — 34), temos

DN —

< Do+Co [ [IV0n(6) 5 + IV )15 + 180(5) 13 + V6 (5)13] s

I !
+§||A<Pm(t)||§+2H9HL1(o,oo>||g||Loo(o,oo)/ 1AGm ()15 dr
0

1 t
+ 3ol [ 1860 () 3

isto é,

(190 013 + IV DI+ 180n1E + 12 196 O1] +7 [ 170 ()1

1 7 t
3 [IV0n0lE + 196,015 + 5 180u0I5 + 2 196, O1E] + [ 1V (o) 0

t
< Do+ Cr [ [IV0nI+ IV + 180 ()13 + 47 (Vo] s

com C7 = max{Cs, Cs + 51191171 (0,00) + 2/l9ll1 0.0) 19/ 0,000 }-
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Tomando p = min{3, L, 2, 7} e por [ ||V (s)||s ds > 0 temos

! 1
IVl + IV )llz + 120 E)]15 + 1 Vém(®)]5 +/0 IVt (s)l3 ds < D

1 *S
+-C; / [nwm(@nz IV (N + [ Am()E + Vb (5)]2 + / ||wm<r>||§dr] ds.

Assim, aplicando o Lema de Gronwall obtemos a segunda estimativa:

IV @12+ [V D12 + 1A + V(B2 + / IV ()2 ds < Lo,
(2.4-36)

onde L, é uma constante positiva que independe de m € N.

2.5 Estimativa a Priori II1

Primeiramente vamos buscar uma estimativa para ¢, (0) e ¢/,(0).
Substituindo v = v; e w = w;, elementos basicos de H}(Q) N H*(?), na primeira
e segunda equacdo, respectivamente, do sistema (2.2 — 2) e multiplicando a primeira

equagdo do sistema por ) g; (0) e considerando ¢ = 0, obtemos

=1

(n(0), %1 (0)) + 7 (Vo (0), V1, (0)) + (19 (0)] 0 (0), 01,(0)) + 7 (1 (0), 7, (0))
=i (¢m (1) (0), ¥7,(0)) .-

Pela desigualdade de Cauchy Schwarz

197, O3 < IV (O V7, 0 + |14 (0)1* 1 (O) | 1147, (0)]
+ 3 [[€m )[4 () + 1@ (8 (O) 145, (0D,

dai, pela Desigualdade de Holder

17, O) 1y < V2 (O + llebm ()l + 7 2o (O] + [ Gm ()4 [0 (O), -

Pelos dados iniciais do problema aproximado, segue que

197,(0)], < Cr. (2.5-37)
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Agora, Multiplicando a segunda equacao do sistema (2.2 — 2) por ) h; (0) e con-
=1

siderando ¢t = 0, temos

(0.(0), 61(0)) + (=201 (0), #1(0)) + 122 (6 (0), 1 (0)) + (F (6m(0), #,(0)) , 1, (0))
= 5 (1O 6,(0)).

Pela desigualdade de Cauchy Schwarz
16 (0) | < 180m(O)]| + 122 9m(O)]| + I F (9 0), ¢, O + 5 | e ()

Observe que

olemr = ([ [wm(on%f);
-(/ |wm<o>|49)iz

— B[ (O]

Além disso por (H.2), temos que
F(u,v)¢ > M€ + My|v|" 0€ + Ms|uP~ ué, Yu, v, & € R.

Dai, considerando u = ¢,,(t),v = ¢, (t), € = 1, temos

F(m(t), ¢ (1)) = Migh, (1) + Mo, ()77 00, (8) + Maldm ()P~ dm(t)
eparau = ¢p(t), v = ¢,,(t),§ = -1,

F(pm(t), (1)) < Mg, (t) + Magr, ()| 01, (8) + M| ()P hrm(2)-
Disto,

F(¢m(t), ¢ (1)) = Midl, (8) + Mo, (8)|" ¢} () + Ma|dn (1) [P~ b (1)
Logo,

IE (6 (1), S (O = || My, (£) + Mo, (£)17 67, () + Maldpn (8) P~ 1 (1)

I
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isto é,
IF (¢ (1), G (O] < My (|0, (0) [l + Ma (|67, ()12, + M |dm ()15, -

Portanto

16 (0l < 1A (0)ly + 122 |6 (0) |y + My || (£)]y + Mz |68 (£)]12,
+ My || o015, + B [ (0)] 159 -

Dai, pelos dados iniciais do problema aproximado concluimos que
62,0 < Cs. (2.5-38)
Agora, derivando (2.2 — 2) em relagdo a t,

(U (8), 3) — 1 (A3 ) w7) + (2 10m (O, (0) + V2,00, w5 )+ (U1, (8), ;)
= i (G (On0) + I (0),wy).

(2.5-39)
derivando e aplicando o Teorema 1.6.8, na segunda equacao, temos
(@ (8), w;) = (Ady, (1), w;) — /0 gt =7) (Vom(r), w;) dr + 9(0) (Vom(t), w;)
1 (1), 105) + (B (Dm(8), 6, (1)) Gl ) + (B (0 (1), 6 (0)) G, 0) (2540

= 8 (01m )P [0, (O 0n (D) + O (O] ;).

Multiplicando (2.5 — 39) por > g, (t) e (2.5 — 40) por > k! (t) obtemos as seguintes
i=1 i=1
expressoes:

(W (0, 0 (6)) + 3 (T, (0), V4, () + (21m (1) 04, (8) + 02, (0007, (0), ¥, (1))
oy (@ (), 0 (8)) = i (B (£t () + G (D) (1), ()

(2.5-41)

(@ (1), o (1)) + (V& (1), Vi (1)) — /0 gt =7) (Véu(r), o (t)) dr
+9(0) (Vou(t), 6, (8)) + 11 (6, (1), S0 (1)) + (Fu (D (L), G (1)) S S (1))

(B (B (1), G50 ()) s 0 (0)) = B (8 [ (D2 [0, () (D) + 600|010
(2.5-42)
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Calculemos a parte real termo a termo de (2.5 — 41):

Re (47,(), U1 (1) = 5 140,15

Re i (VY1 (t), Vi, (t)) = 0, pois i (Vi) (), Vil (t)) , € um imaginario puro;

Re (2 |t (1) |94, (1) + V2, (000, (8], 03, (1))
=2 [ [ @) [0, (O do + Re o [0m ()00, (0)] " de

Re 7y () (). 1, (1) = 7 [0, (0)]l3

Re i (¢, (£)1hm () 4 b (8)105, (1), 0, (1)) [ Jo Ot (/)mdf”]’

pois i (¢, ()01, (t), ¢),) € um imagindrio puro.

Assim, a parte real de (2.5 — 41) é

57 9 O2 [ 1m0 10,0 dotRe [ (1,070 doRe i [ ol 0ide] 411
(2.5-43)

Notemos que os termos de (2.5 — 42) podem ser reescritos da seguinte forma:

o (¢n(t),dn (1) = 3L lgr ()5
o (V¢ (1), Ver(t) =1L Ve, (t)]5;

e Pelo Teorema 1.6.8 temos que

t

& [ de=n o) dn®ydr = [ e (Vo) oe)dr

+ / St — 1) (Von(r). 8(0) dr + 4"(0) (Vom(r). & (6)) .

Logo,

| =) (Fen).h0yar =5 [ =) (Tonr) o) dr

- /0 9"t = 1) (Vo(T). (1)) dr — g"(0) (Vo (7), &7, (1)) 5

o 12 (E (1), (1) = 5 g 0 (B3
o (Fu(dm(t), n(t) Oy (1)) = (Fu (Gm(t), 91 (1)) Dy (1))
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o (B (6n(t). 01,(8)) 0l (1)) = (Fy (6m(8), 6u(1)) s 610(0)
o B(01m®P? [ OPnld) + ent0.0)]  én ()

= 8 (016mO ™ [ (0 0) + Y07, D)] 61 (1))

Assim, podemos reescrever (2.5 — 42) por

35 In I + 5N+ 5 [ 0= 1) (Vou(r). gt ir
= [ 4= 1) (T, ) dr - 4'0) (Tom(r), e + - 5 166nl0)

2 dt Iz (2.5-44)
+ (o (D (1), (1)) Dy D (1)) + (I (D (1), 31 (1)) s D1 (1))

= B (819m(®)" ™ [0 (00 + Um0 D] (1))

Somando (2.5 — 43) e (2.5 — 44) temos

1d
577 LWL + 1901 + 196,015 + 2 161, (03]

2 [ WO 16,0 d -+ Re [ [ ©50] de -+ 7 140 0l + 90) IV, 01
F(F (0 (1), (1) (1) + By (00 (0) 6 (1) 930, 4y 1)

~ Re [ / ¢;<t>«wm<t>mdw] 08 (1om (O [0 0@ + (07,0 61 ()
0) 5 (V0. V0, 0) + 5 ([ 6= ) (o), Vi) ar )

= 4'(0) (Vom(t), Vi, (1)) — /0 g'(t = 7) (Vo(7), Vi, (1)) dr.

(2.5-45)
Considerando que

2[Re (21%))" = |21]” |22|” + Re [(212)°]
para todo 2y, 23 € C, em particular, para z; = v, (), 2o = ¢/, (t) temos
N2
Re | (4n(07,01) | = 2[Re (o @V = [ (OF 1O

dai,

Re [ / c»';(t)wm(t)mdw] < [ 10l om0, (0
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Pela Desigualdade de Holder e pela Desigualdade de Young, com p = ¢ = 2, temos
. / (1) 1 / 1 /
Re i [ 6uOumOT@ds| < 51005+ [ a0 do

Por outro lado, por (H.2), |F.,(¢m (1), &L, ()| < Ms(1 4 |@m ()P 1) |¢m(t)]. Dai,

/Q Fy (0m(t), G (1)) Gl ()0 ()

< Ms/ﬂ(lcbm(t)l+|¢m(t)|p)|¢§n(t)||¢;’1(t)|dx-

Pela Desigualdade de Holder generalizada, para p; = 4,p, = 4,p3 = 2ep; = 3,p2 =

6, p3 = 2 temos

/Q Fo (6m(t), @(D) (D)6 (2)
< M [0, 165 O 160 + 16m(E) B, Il 167 (001,

Considerando a Observagdo 1.4.6, temos ||¢,,(¢)|l, < c||[V¢,,(t)], e pela primeira

estimativa ||¢,,(t)|, < L. Dai, pela Desigualdade de Young para p = ¢ = 2 temos

< 0 IV el 01 + 1 01E].

/Q By (0m(t), &l (1)) Gl ()61 (£)

onde Cy = =€
Além disso,
GO [0, (0 8] + O (OG0 = () (6,00 + (D)
= 2| ()" Re (4 () 0,(0))

Entao,

L Nl (A e G Ry EACES
<2«96/|¢m 2“\1% (wm (), (t )\Iczﬁ” )| dz
<208 | [ 0] 14,01 65,0 d
<208 | o) 0,0 16,(0)
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Pela Desigualdade de Young com peso para € = 1,p = 2,¢ = 2 temos

05 [ om(® 14, (050D + (27,0 (8
<5 [ 112 WO de -+ 40°5° |00, 0

1 N ! 1 - / "
I /w (/<1 Um0 do -+ 4 /w (1)[>1 [Em O] [0 (DI do + 4% [[6],(1)];
m t —= mt >

Como 1 < 20 < 2 entdo |1hy,(¢)|* 7 < 1 quando [ (t)] < 1 e [ ()] < [m(t)]?
quando [, (t)| > 1. Dai

05 [ i (OF"™ [01s0m0) + (55,0 Gt
<3 [ WOP e+ 5 [ nOF 00 da+ 4628 |6, 0.

Além disto, por Cauchy Schwarz, temos que

9'(0) (Vo (t). Vo, (1) < |g'(0) (Vém(t), Vo, (1))l
< g ONVen®OI V@)l

Logo, pela Desigualdade de Young com € = ﬁ, p=2eq=2,

19'(0) (Vo (t), V&, ()] < (9(0)"n V()5 + % IV ()l -

Além disso, por (H.1) temos que 0 < ¢”(t) < mag(t), logo |g"(t — 7)| < mag(t — 7),
com ¢ > 7. Dai pela Desigualdade de Cauchy Schwarz e pela Desigualdade de Young

com €

/0 Gt — 1) (Vua(r), T (1)) dr

< m2/0 9(t =) [|om (M IV &, (D) dr

< [ 9= 16n(D + 0 Ve, Ol dr
nJo

Sabendo que g(t — 7) < [[g| ;g o), €NtAO

2

| ¢ =7 (Vo). V0 dr| < 52 ol imuny [ 97 V03 drrn Ve ()13,
0 n 0
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Substituindo as desigualdades acima em (2.5 — 45) temos

DN —

d
o (I O3 + 16,01 + IV 6 (013 + 12 160, 0I] +2 [ [ O 1,0 d
Q

2 [ Re @) = [ [nOF WO +3 101+ 9(0) IV6, (013
< Cy IV I3 + 61

1 1 1 1
31+ 5 [ Fomol WP dr+ 5 [ @ des 3 [ 1onF 0,0 ds
+C(0. 8) 1Bl — (Fy (om(1). &,

() D (1), dm (1) + 1 |V, ()5
+ G(O)E

& (Von(0). 9, 0) + 5 ([ 0= (Vomir). 9t 0)r)
(GO [Vom®)E + % IV + 52 s / 9t —7) [ Vom(r) |2 dr.

(2.5-46)
Uma vez que —F,(u,v) < 0, para todo u,v € R, e que —% [, [ (O [0 ()P d < 0 e

—2 fQ [Re (z/)m(t)zp;n(t))]? < 0, entdo
%% [nw;@(wni + o )5 + Ve, @) + 1 ||¢:n<t>||§]
[, )13 + (9(0) — ) [V (012

< Oy [Ilvcbm(t)lﬁ + VL5 + 105 ()15 + 1, (E)]]5 + ||¢§%(t)||§]
+9(0)i

(2.5-47)
& (Vonl0). 94,0+ 3 ([ 0=7) (Vo). Ve, )7

t
+ 52 gl | 9= ) ITom (3
n 0

onde Cyy = max{(¢'(0))*n, 37— C9,3,7.C(0,8) — Co, —Cy, 1}. Integrando a expressdo
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acima

LTI 1 + 101+ 196, 01 + 2 164,01

— L (IO + I O + IV, (O + 2 161, O)1]

w1 [ s +a00) [ 19601 ds

< Cuo [ [I96n B + 01960, )13 + 6, + W1 + i ] ds

- 3(0) (V). 964,(0) = 90) (Vom0). 968, 0 + [ (¢ =) (Vo) ¥t (0)

m% 5 t s 9
+ o 9l 000 9(s = 1) [[Vén(7)|5 drds.
n o Jo

Dai por (2.5 — 37) e (2.5 — 38), existe uma constante D, tal que

5 [+ 1652 + T 0+ 122 16 (DI

o1 [ @ s+ 9(0) [ 1V, 013 ds

< Dac+ Cuo [ [IV6(S)1E +nI T+ W+ 10a(5) 1 o + 1, (5) 1] s
+9(0) (Vo (1), V() + [ 6= 7) (Ton(r). Voh (1)) dr

m? t s
+ 4—2 HgHiI(o,m)/ / 9(s = 7) |V (7) 12 drds.
n o Jo
De maneira semelhante a (2.4 — 26) e (2.4 — 33) e pela segunda estimativa, podemos
afirmar que

t

gt =7) (Vom(r), Vo, (1)) dr

[e=]

2 t
m 2 1
< IV O + 5 Mol [ 9= ) Vo) l3dr
0
2 t
m 2 1
< IV O3 + 5 Il lolimomy | 196m(I3dr
0
m3 1 !
< 20kt 5 ol Dollimomy I | 10

Também, semelhante as contas feitas para obter (2.4 — 35) e pela segunda estimativa,
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podemos concluir que

m% 2 Lo 2
22 gl 0 / / 9(5 = 7) [ V(7 |12 drds
2
<2 ol [ 190t rds

2 t
my
< T ol L [ 1

Ainda, pela Desigualdade de Cauchy Schwarz e pela Desigualdade de Young e pela

segunda estimativa, temos

0(0) (V6 (t). 96 (0) < X 196, (r) 3 ar + L 1wt 0012
LI

Entao
1
= (I 12 + 1001+ 9600 (DI + 22 N 0]
. / 1t ()] ds + 9(0) / IV ()2 ds
< Dyt oo / (1960 (5)1E + 0 19600 ()2 + (I + i (5) 2+ 0 ()] i

g(0))? Ly  m? 1 t
+ MLz + =+ L+ 3 1911 21.(0,.00) 191l oo (0,00) L2 [ LT
0

2 2 )
2 t
my 3

T gl L [ 10

isto é,

1
= [ 012 + 10001+ 7600 ()1 + 2 0 ]
. / [t ()] ds + 9(0) / IV, (s)]12 ds

< D5+Cu/0 [1+ 19 6m ()15 + 1V () + 194 ()5 + [1¢rn (5)ll5 da + H%(S)Hg] ds

Onde,D5:D4—|—ML +ﬁ+m_(2)Lge

Cn = max{C’lO, ||9||L1(0 o) 191l 22 (0,00) L2, + 477 ||9||L1(o o) ||9||Loo(o o) La,n}.

Tomando p = min{3,, g(0), 7} e somando 1 em ambos os lados da equagao obte-
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maos

1+ 19,01 + 160,13+ 1V6,, (01 + 16, 12]

/ () |2 ds + / 16, ()] ds
(2
1Y

Cll

o [+ I 0m()E + 1906 + ()1 + I (s) i+ (o)1) s

0

Pela positividade dos termos fot |, (s

[+ 10, 13 + 1@ + IV O + 65,0

e [ gar+ [ 9o as

Portanto, pelo Lema de Gronwall, obtemos a terceira estimativa:

[ I + 16 O + IV, OIE + 1 (1)1
n / ()12 ds + / IV6.(s) |12 ds < Ls,

onde L3 é uma constante que independe de m.

2.6 Processo Limite

Das estimativas (2.3 — 16), (2.4 — 36), (2.5 — 48), temos

{1} é limitada em
{¢m} é limitada em
g {¢},} é limitada em

{4! } é limitada em

{¢0} é limitada em

L>(0,T; Hy(Q)) ,
L (0, T3 Hy(2) N H*(Q)),
L>=(0,T3 Hy(Q)) ,
L (0,T; L*())

L= (0,T; L3(Q)).

)adse [y [V, (s)||5 ds concluimos que

/ ot (s) |2 ds + / 16, ()2 ds

< (2+1) Cu / 1+ [196m ()12 + [V ()2 + (1852 + [10(s)]12 da + (160 (5)

(2.5-48)

2
15
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Note que T ¢ fixo, porém arbitrario, o que nos permite pelo Teorema 1.2.5 extrair

subsequéncias {1}, {¢v}, {¥}, {9}, {d} de {¢m}, {dm}, {¥n.}, {d.}, {¢n} respecti-

vamente, tais que

by = em L®(0,T; Hy(Q)),
¢, = ¢ em L (0,T; Hy () N H*(Y)),
' Su oem L®(0,T; HY(Q)),

Y, Sv em L (0,T; L)),

¢ Sw  em L*® (0,1 L*(9)).
\

Queremos mostrar que u = ¢',v = ¢’ w = ¢".
Uma vez que L=(0,T, H}(Q)) < L>(0,T, L*(2)), entdo ¢/, = uwem L>(0,T, L*(2)),

daf pela Observacao 1.5.6, temos que

¢ > u em L?(0,T; L*(9)),

W, = v em L2(0,T; L3 (),

¢ = w em L?(0,T;L*(Q)),

isto é,
/(b:,'r/dzl; — / undx,¥n € L*(Q).
Q 0

Sabemos que

[ dundz — [ ondz v € 12(Q).
Q Q

Como C5°(Q) C L*(Q), entdo

/. & ndr — / undx,¥n € C5°(Q) (2.6-49)
Ja Ja

/gb,,ndx — / ondx,¥n € C5°(Q). (2.6-50)
) Q

Pela férmula de integragdo por partes, para § € C3°(Q)) temos

/¢;0d$: —/¢V9’da:.
Q 0
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Uma vez que ¢ € C§°(Q), temos por (2.6 — 50) e por integra¢do por partes que

/Q ¢ Odx = — /Q o0 dz — — /Q o0’ d = /Q ¢odr, VO e C(Q). (2.6-51)

Dai, de (2.6—49) e (2.6—51), pela unicidade do limite, temos que u© = ¢’'. Analogamente

provamos que v = ¢ e w = ¢". Portanto podemos concluir que

u=¢ em L> (0,15 L*(2))
v=1"em L™ (0,T; Hy(Q))
w=¢"em L™ (0,T; L*(Q)) ,

ou seja,
Yy = vem L* (0,15 Hy ()

W, = em L™ (0,15 L*(Q))
¢y = ¢ em L™ (0, T; Hy(Q) N H*()) (2.6-52)
¢, = ¢ em L (0, T; Hy(Q))
¢y = ¢ em L= (0.T; L*(2)) .
Mas, como H( () < L*(Q2), pelo Teorema da compacidade de Aubin-Lions, para
By = Hj(Q), B = B = Ly(Q), po = p1 = 2, existem subsequéncias, que ainda denota-

remos por {¥, },cny € {é}y,cny, satisfazendo

Y, — 0, ¢, — ped, — ¢ em L*(Q). (2.6-53)

Dai, pelo Teorema 1.1.3, passando a uma subsequéncia se necessario, podemos su-
por que

Yy, — 0, ¢, —> ped, — ¢ q.s. emQ. (2.6-54)

Agora, consideremos j € N fixo e v > j. Multiplicando as equagdes do problema

aproximado (2.2 — 2) por ¢ € D(0,7’) e integrando de 0 a 7', encontramos
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/O(T/JL(t)avj)C(t)dHi/o (V%(t):ij)C(t)dH/o (I (O (1), v;) C(2)t

+ oy / (W (1), v;) C()dt = i / (6o () (1), 0;) C()dt
‘ ’ (2.6-55)

e

/OT(¢Z(t),wj)<(t)dt+ /OT(WV ), Vw;) C(t)dt — / / (t —7) (Vb (t), Vw;) C(t)drdt

”2/0 (gby(t),wj)C(t)dt+/0 (F(ppu(t), pntt (t)),wj)g(t)dt:ﬁ/o |¢V(t)|2",wj) C(t)dt.
(2.6-56)

Analisemos a convergéncia termo a termo:

i) Como (L'(0,T; H)) ~ L>® (0, T; H'), os elementos de L (0, T; L?(f2)) podem ser

vistos como elementos do dual de L' (0, T; L*(2)). Entdo, quando
Upy — 1 em L™ (0, T, L2(Q)) ,
temos que

<um7§> — <U, 5)(Ll(O,T;L2(Q)))/><Ll(O,T;Lz(Q))7vé € Ll (07T7 L2(Q)) )

significando que
T T
| (€trum@de— [ (ew.umar vee Lt 0.1:29).
0 0
Sabemos que ¢/, = ' em L™ (0,T; L*(2)), disto temos

/ (), ) dt — / ) dt, Ve € L' (0,7, L*(2)) . (2.6-57)
0
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ii)

iii)

Temos que v,;¢ € L* (0,7, L*(Q)), com efeito

[ econuae= [ { |vj|2|g<t>|2dx}5dt
- [con{ [ |uj|2dx}édt
=l [ It < o

Logo, em particular { = v;¢,V( € D(0,7"). Substituindo £ em (2.6 — 57), resulta

que
/0 (W (1), 05) ()t — / (W/(1), v;) C()dt

V¢ € D(0,7), quando v — .

Sabemos que ¢!, = ¢" em L> (0,T; L*(12)), analogamente ao item anterior, pode-

mos concluir que

/0 (@(8),wy) C(t)dt — / (6(1), wy) C(t)dt

V¢ € D(0,7), quando v — oc.

De (2.6 — 52) sabemos que ¢, — 1 em L™ (0, T; H}(Q)).

Como (L'(0,T; H-*(Q)) ~ L*®(0,T; H}(Q)), os elementos de L™ (0,T; H}(Q))

podem ser vistos como elementos do dual de L' (0, 7; H~'(Q)). Entdo, quando
Yy = em L (0,7, Hy()) ,
temos que

y 1 -1
<F7 1/%/) - <F7 ¢>(Ll(O,T;H&(Q))),XLl(O,T;Hé(Q))’VF €L (07T7 H (Q))7
isto &,
T T
/ <F7 1/]1/> dt — / <F7 2/}>H—1(Q)><H5(Q)dtv\v/F € H_l(Q)7
0 0

quando v — 0.

Logo, em particular F' = v;(,V( € D(0,T),
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/0 (Vo (t),v;) C(t)dt — /0 (P(t),v;) C(t)dt
V¢ € D(0,1"), quando v — oc.

Assim, multiplicando por 7,

'Y/O (¢u(t)7vj) C(t)dt — fy/o (w(t)ﬂJj) C(t)dt.

Por (2.6—52), ¢, — ¢pem L= (0,T; H}(Q) N H?(Q2)), logo converge em L (0, T; H}(2)),
analogamente ao item anterior > fOT (o (t), w;) C(t)dt — p? fOT (o(t), wy) C(t)dt.

De (2.6 — 52) sabemos que ¢, — 1 em L>® (0, T; H}(9Q)).

Como (L'(0,T; H-*(Q)) ~ L*®(0,T; H}(Q)), os elementos de L™ (0,T; H}(Q))

podem ser vistos como elementos do dual de L' (0,7; H~'(Q)). Entdo, quando
Yy = ¢em L (0,7, Hy(9)) ,
temos que

<F7 Q/}I/> — <F7 w>(Ll(O,T;H&(Q))),XLl(0,T;H&(Q))’VF € L1<07T7 H_I(Q))7

isto €, ; .

/0 (Fyth,) dt — /O (F,9) -1 (qyxmy(odt, VF € HH(Q),
quando v — 0.
Considerando em particular F' = Av;(,V( € D(0,T) e sabendo que

(Avj, u) g1 )xm ) = (Vog,u), Voj,u € H;(2), temos

/0 (Vb (1), Vo;) C(1)dt — /0 (Vb(2), Voy) ()t

V¢ € D(0,7T), quando v — .

Analogamente podemos concluir que

/0 (Voo (t), Vw;) ((t)dt —>/0 (Vo(t), Vw;) C(t)dt.
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vi) Pelo Teorema 1.6.7 e pelo item anterior, temos que
T T
| [ att=n) o0, vuctorar— [ [ gt =) (Tole). Vu,) coydrae
0 0 0 0

vii) Observe que

T NG
IltOF 0l )= [ N ] a

-(/ ) ([ Iestoroon’ o) dt)2

T 1
— (/ Hwy(t)ujdt> <19, Vv eN.
0

Entéo, {|¢,(t)[* ¢, (t)}, , € limitada em L3(Q), dai, pelo Lema de Lions,

b, ()2 10, (£) — [ (1)]> ¥ (t) em L3(Q), isto é

/0 () 4 (B)0(E)dr —> / (1) (D8t de, ¥8 € LH(Q).

Seja ¢ € D(0,T), entdo
T
| oo o). <o
T T
- / / [ (O G (D)o (8)dadt — / ()P (), v7) Ct)dt,
0 Q 0
pois, v;¢(t) € L*(Q). De fato, como Hj(Q2) — L*(Q), entdo
T
) 4 — 4 4
/Q o0 dade = [ 160 [ fosltanat

T
<e / GO dt [03]1 < 0.
0

pois, como ¢ € D(0,T), entdo chT IC(t)]* < oo, € 1051l 1532y < 00
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viii) Sendo 20 < 2, segue do Teorema 1.6.4 que

T
10 gy = [ [ ol e

T
< / / |9, (1) *dxdt
0 Q

<[ [ avr
<o [ [ o) as

T
< Smed(Q)T + 2 / 1 ()[4 dt,
JO

ainda, pela Observacdo 1.4.6 e pela segunda estimativa temos

T T
/ lu(0)]1* dt < / IV, ()3 dt < TL,
0 0

Portanto, {|wl,|29} . é limitada em L*(Q)). Mas de (2.6 — 54), temos que ¢, — ¢
ve

q.s. em Q e, portanto, [¢,|* — [1)|* q.s. em Q. Do Lema de Lions, obtemos

[, = o|* em L*(Q),

isto é,

T T
/ 0t dr — / W[26(t)dz, V8 € L2(Q).
0 0

Seja ¢ € D(0,T), entdo

/ (1 ) it = / ) |l vcwisa — [ () e

pois, v;¢(t) € L*(Q). De fato, como Hy(§2) — L*(Q), entdo

T
) 2dadt = 2 A2dxd
/Q oy (8) P / 0] / oy 2dedt

T
< [Pt o]0y < o0
0

pois, como ¢ € D(0,T), entdo ¢ [, [¢(t)]> < cce ol 13y < 00
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ix) Observemos que

|7w[)1/¢1/ - ¢¢| S |wu| |¢1/ - ¢| + |¢| W]V - 1/1|

e tomando as normas em L? (0, 7; L(12)), segue que ¥, ¢, — e |1h,|* — |[¢]* em

L*(0,T; L*(Q2)) . Logo, pelo item i) temos que
/ (60 (100 (), 05) ()t —> i / (O()(t), 0) C(1)dt

x) Note que
IF (@) 60 = [ 1F (@ule), (o)
porém, considerando em (H.2) (u1,v1) = (¢, (), ¢.,(t)) e (u2,v2) = (0,0), temos

que existem M; > 0 e p € [1, 3], tais que

[P (60(8). ()] < My (11160 NI 1600 1)

Assim,

/ F (u(1), &0, (0)* dar < (M) /Q[(HH 30,3, ) N@nl0). o)) d
— (1) / [160(2), &, DI + 10 (8, (D) ) da
20" | [ DI+ (60 (1), 6, (DI da

2 (M) / B, OF +18,0F + (16,08 +16,0))"] dr
<20m°¢) [ [lo.0F +|¢;<t>|2+|¢V<t>|2p+|¢;<t>|2p] dr
< kua [0 013 + 6405 + lon I + 161, 1) 5]
< ks [V, W13 + V8,13 + Ve, @1 + Ve, 01

Logo, das estimativas a priori obtemos

sup_ess | F (¢, (t), ¢,,(1))]” < Cs.

te[0,T]
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Portanto, este fato implica que {F (¢,(t), #,(t))} é limitada em L*> (0,T; L*(Q2)).
Além disso, notemos que de (2.6 — 54), temos ¢, — ¢ e ¢, — ¢ q.5. em Q.

Mas, como F' € C* (R?), chegamos a

F (1), ¢,(t)) — F(4(t),¢'(t)) q:s. em Q, quando v — oo,
permitindo-nos concluir, pelo Lema de Lions, que
F(u(t),¢,(1) = F (¢(t), #(t)), em L?(0,T;L*(Q)), quando v — co.
Dai, temos

/0T< CAORAC t)dt — / w;) (t)dt quando v — oco.
]

Portanto, pelos itens i)-x) temos:

/0 (6 (1), 0y) C(0)dt + i / (V(t), Toy) C(t)dt + / () P(t). v;) C(t)dt
T / (1), 0y) C(8)dt = i / (G (1), ;) (1)t

e

/OT(cb”(t),wj)C(t)dH/ (Vo (t), V) C(t)dt — // (t— 1) (Volt), V) C(t)drdt

0

+u2/0 (¢>(t)>wj)C(t)dt+/0 (F(e(1), ¢'(1)), w;) C(2) dt:ﬁ/o (e @®F, w;) ¢(t)at.

Como {v;},.y e {w;},oy sd0 sistemas completos em H;(Q2) N H*(Q2), por densidade,

temos que

/0 (@' (1), v) C(£)dt + i /O (Veb(t), Vo) ¢ (t)dt + /0 (l(8)[Pw(t), v) ¢(t)dt
+ /0 (V(t),v) ¢(t)dt = /0 (p(t)(t), v) C(t)dt, (2.6-58)

Yo € Hy(Q)NH*(Q)e ¢ € D0,T)
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/OT(¢”(t),w)C(t)dt+/o (Vé(t), Vw) ¢ dt—// (t — 1) (Vo(t), Vo) () drdt
i /OT (¢(t)vw)4(f)dt+/0T (F(¢(t), ¢ £)dt = 5/ ()2, w
T),

Vw € Hy(Q) N H?*(Q) e ¢ € D0,

isto &,
(W' (t),0), Oproryxpor) T H(VI(E), V), Opror)xDi0,7)
F((BOPH0,0) Dy ooy + A0 oo
= i{(p(t)Y(t),v), O)pr(0,1)xD(0,7)

e

((¢"(t), w) ’C>D’(0,T)><D(O,T +((Vo(t), Vw), Opro1)xp0,1)
+ </0 g(t = 1) (Vo(t), Vw) dr, () 10,7)xD(0,1) T [ <(¢(t)7 w), C)D'(O,T)xD(O,T)

+{(F (1), ¢ (1) ,w), ) '(0,T)xD(O0,T) — B{(l(t ), w) ’C>D’(0,T)><D(0,T) .
Dai, pelo Lema de Du Bois Raymond

(W' (t),v) + (VY (t), Vo) + ([(1)P(t), v) +(1(t),v)
= i(p()0(t),v), Yo e HY(Q) N H(Q) em D'(0,T)

(¢"(t),w) + (Vo(t), Vw) — /0 g(t = 7) (Vo(t), Vw) dr + 1i*(4(t), w)
+ (F(p(t), ¢ (1) ,w) = B (|0(#)]*,w), Yw e Hy(Q)N H*(Q) em D'(0,7).

Portanto o par {¢, ¢} satisfaz (s2) e (s3) da Defini¢do (2.2.1).

Mostremos que ¢(t) € H*(2), para tal, consideremos v = ¢ € D(Q2), em (2.6 — 58),
dai

/0 (1), ) C()dt + / (Vlt), Vo) C(1)dt + / (6 P(E). ) C(t)dt
T / ((0), ) C(0)dt = i / (O(t)0(t). ) C(t)dt,
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ou seja,

/0 ' /Q V' (#)C (t)dxdt + i /0 ! /Q V() Vol (t)dadt + /0 ' /Q I (8)[20 (£)C (¢)dadt
+7 /0 ) /Q P(t)pC(t)drdt =i /0 ' /Q O()h(t)pC (t)dxdt

isto é,
/’l//(t)gog(t)d;rdt—i—i/ V/l/J(t)ngC(t)dIdt—F/ [ ()22 () pC () dadt
Q Q Q

4y [ wlereCOddt =i | HOw(OC@dudt, VE € DO.T).
Q Q
Podemos ainda escrever,

(¥, 0Q) pr@yxpi@) — AV, Q)@@ + (W%, 0C) 10y xpio)

+y (¥, 0O pr)xp@) = Y. 0Q)pro)xp@), Y € D(0,T).

Segue que
<7v// - ZA¢ + |1/}|22/} + 7¢7 <’0<>’D’(Q)XD(Q) = Z<¢w7 @C)D’(Q)XD(Q)? VC € D(Q),Vf € D(07 T)
Da totalidade do conjunto {¢(; ¢ € D(2),( € D(0,T)} em D(Q) vem que

O = iAY + [P+ —igy = 0, em D'(Q).

Desde que
=i — il [* — iy — ¢ € L7 (0,73 L*())
entao,
Ay = —it) — i[> — iy — ¢p € L™ (0,T; L*(Q)) ,
ou seja,

Ap(t) € L*(Q) p.qt. t €] 0,77.

Somando 1) em ambos os lados da equagdo e multiplicando por 7 € Hj (£2) também
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em ambos os lados, temos

Aipn+m = [ — il — (iy + 1)1 — ¢v] n.
Integrando em relagao a €2
/Q Sz + [ s /Q [’ — i — Gy + 1)) — dup] .
Portanto, em razdo da regularidade do problema eliptico, (Teorema 1.6.17),

{ “Au=f, felX9)

u|r:0’

obtemos que
v(t) € H(Q)  ellv(®)ll@ < ClAU(D)| pqt. t €]0,T].
Assim, tomando o supremo essencial nesta desigualdade, resulta que
¢ e L= (0,15 Hy () N H*(2))

como queriamos.

Analogamente, podemos mostrar que ¢ € L™ (0,7; Hj(2) N H?(12)), e concluir que
(¢, ) satisfaz (s1) da Definigao 2.2.1.

Agora, podemos concluir, da Defini¢ao 2.2.1, que o par (¢, ) é uma solugdo no

sentido forte do problema (0.0 — 3).

2.6.1 Dados Iniciais

Nosso objetivo é mostrar que ¢ satisfaz as condi¢des iniciais do problema (0.0 — 3), isto
é, ¢ (0) = ¢°.

Observemos que em razao das convergéncias (2.6 — 52) temos que

e L®(0.T; Hy () NH* () e ¢ eL®(0,T;L*Q).
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Entdo, pelo Teorema 1.5.11 temos ¢ € C° ([0, 77]; L*(Q2)). Assim, faz sentido falarmos
em (0) e (7).
Seja ¢ € C'([0,T];R), tal que ¢(0) = 1 e ¢(T) = 0. Sabendo que se v > j (j arbitrari-

amente fixado), entdo,

T T
/ (¢, (t),v5) C(t)dt — / (¢'(t),v;) ¢(t)dt, quando v — oo,
0 0
integrando-se por partes, temos

T

— (6(0), 05) — / (1), 07) C(B)dE —> — ((0), ;) — / (6(8), 0;) C (1)

0

Uma vez que
/0 (6 (1), vy) €' (t)dt —> / (6(2),05) (),

entdo, consequentemente
= (0(0),v5) — = (¥(0), ;) -
Decorre dai que v,(0) — 1(0) em L*(Q). Por outro lado, temos
¥,(0) = ¢ em H}(Q) N H*(Q) — Hy(Q) — L*(Q),

0 que nos leva, por conta da unicidade do limite, a concluir que 1(0) = ¢°. Analoga-

mente mostra-se que ¢(0) = ¢" e ¢/(0) = ¢'.

2.7 Unicidade

Para provar a unicidade de solugdo do problema (0.0 — 3), consideremos § = 1 e supo-

nhamos que {1, ¢1} e {1)2, ¢} sdo solugdes do referido problema. Entdo, z = ¢, — 9,
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e w = ¢ — ¢, satisfazem:

(

i2' + Azt ivz+i ([ ¢ — [va]* ¢n)
— (pathe — Pr171) em ) x (0,7)
w” — Aw + fotg(t — T)A'U}dT + H2w + [F (¢l) QSII) —F (@27 ¢,2)]

S
= B ([tn]* = v em Q2 x (0,7)
w=0,2=0 emI' x (0,7)
w(0) =w'(0) =0, =2(0)=0 em ().

Multiplicamos a primeira equacgdo do sistema por —iz, tomamos sua parte real e

multiplicamos a segunda equacdo por w’, decorre que

1d 2 2 2 2
3 12O+ 7 1O+ Re [ n(®) = Wl ) 20))

= Re [—i (¢2(t)1ha(t) — o1 (t)1 (1), 2(1))]

&.l&

[Ilw()||§+||Vw()||2+u l(®)2] + / g(t = 7) (Yo, V') dr + (F (n(2), (1))

F (¢a(1), 5(8)) 0/ (£) = B ([on (D] = [a (0], w'(1)) -

DN | =

(2.7-60)
Observe que
([aOF ©a(t) = [a(OF Ga(t), v (t) — va(t))
= [ (0 610) = 1O va(0) (50— 500 o
= [ [l x50 = 1 O 01070
— 2 (&) Yo (£)01(8) + o) Ya(6)02(0) | d
= [ [l O + 1o = [0 41 (07200 = (O a2 1)
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Entdo, usando o fato de que Re (21%;) = Re (Z123), obtemos

(I (82 or(8) — [ha(£) P ha(t), b (£) — o (t))
() + 1) = (1610 + [6:(8)) Re (1 (5)¢a(0)) ] da

[|¢1(t)|4 + o))" = [ ()ea(t))] (|¢1(t)|2 + |1/12(t)|2” dx
abr () + [ (0)* = [ (8 |2 (t)] — |2 (8)]* e (1)]] dav

IA

Lo @)F (1) = [2(D]) = [ ([ ()] = [a(t)])] da
(191 = [920F) (91 ()] — [2(0)]) d

I

isto é,
Re [(|1/11(t)|21/)1(t) - |¢2(t)|2 Pa(t), Z(t)”
< / (GO = [6a®P) (91 (0] = [a(#)]) da
Q

Além disso, adicionando e subtraindo o termo ¢ ¢, no lado direito da expressao (2.7 —

59) deduzimos que

(6a0)(t) = 61 (0 (0, (1) — va)
= (62(0) [2(8) — 1 (O] + (1) [62(8) — 9101 41 (0) — )
= [ [6a(0) Galt) = 6a(®) + 01(0) (02(0) = 01(0)] [(210) ~ )] o

== [ @020 + 1 (0wl 20a
== [ [0 + 1 (le)0] da.

Logo, pelas Desigualdades de Holder generealizada, Young e pelas estimativas, pode-

maos escrever

Re[=i (92() (1) — pu(t)ir(t), 2(1))]

i
< sl (@)l 1)1
< aillw®ll = <>H§

< Sl ae + 5 12013

< & [[IVw®)l; + 2()]]3]
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isto é,
Re [~ (¢a(t)0a(t) — b1 (t)en (1), 2(8)] < ku [[Vw ()5 + [2(1)]13] -

Logo, a equagdo (2.7 — 59), pode ser reescrita como

Sz 12 ()H§+7H2(t)||§+/g(le(t)l3—Iwz(t)l?’)(lwl(t)l—Iwz(t)l)dx

< Iy [IIVw (@) + [12()]] -

(2.7-61)

Também do lado direito da equagéo (2.7 — 60) temos

|¢1(t| — () w())

=0 1, (1 (87 = [va(t)]?] w'(t)da
= [ [ @ = a0 v ()da
= B | [ (8a(0) = o (01() + U (£)01(0) = a(t)2() | /(1)

\:o\b

[ 16a(t) = o) 0 @)+ 6 [ (200 = Tall]] va(t)e ()

_5/ AG) t)d:c+6/ﬂz Jba () () dax

<5 [ O 011w/ 0] e+ 5 [ 0] a0 o/ 0)] e
<5 [ (a8l + a0 (0] ') o,

isto é,
B (I (0)° = [ (0)* 0/ (1)) < B/Q ()] + [ (O] [2(D)] |w'(2)| da. (2.7-62)

Também, na equagdo (2.7 — 60), consideremos a hipétese (H.1) da fun¢do F' no termo

(F (p1(t), ¢(t)) — F (p2(t), ¢5(t)) ,w'(t)) , ouseja, paratodot € [0, T] existem My, My, Mg >
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Oep,q€ll,3], tais que

(F (61(8), 64(1)) — F (a(t). $5(2)) . /(1))
/ [F (61(8), 4,(£)) — F (6(8)., S4(6))] [6,(0) — (1)) dr
/{ M, 164() — 64(8)]|6,(t) — db(t)

= M5 [l (O + 2] 161(1) = 6a(0)]164(2) — ()]
M |90 1) — || 6h()] ($1(8) — ohlt) | d

/ | (1) () dx
- Ms/ﬂ [ +1e2(OF ] 61(t) = da(D] |6 (1) — #5(1)] d
+ Mg /Q 161" 61(5) = Ih(0)|" " 65(8)] (91(6) — ¢h(t)) d

Mas, considerando a monotonia da fungdo G(A\) = |[A\|97*X, A > 0, segue que

[ [0 0 = 1601~ 60)] @0 = (o) da =0,
donde,

(F'(¢1(2), 01(1)) = F (2(t), 95(1)) , ' (1))
> — My |w' (1)) — Ms UQ [er ()" | (t)] Iw’(t)ldftﬂrfﬂ|¢2(t)|p_1 w(®)] [w'(t)] dz | .

Por outro lado, das Desigualdades de Holder generalizada, Poincaré e Young, decorre

que

/Q 61 ()P Jw(®)] ' (1)| dx
< / (14 | O ()] | ()] da
< / L+ |61 () ()] |/ (1) da

< [ / jw(t)] |/ (8)] e + / |¢1<t>|p|w<t>||w'<t>|dx]

< C(p) [ MIVw(@)| ' ()] + ( sup eSSIVcbl(t)I) AoV (t)] Iw'(t)|]

t€[0.7

< O [Vu)] W 0)) < 2 [IVwP + (o))
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Analogamente, obtemos

[ tesor ool ')l de < Z [IVo) + /@]

Portanto,
F (00 400) = P (6000 /) 2 =M
~ats | G (RuO + 1 0)) + F (90 + 1w/ 0F)
> ko [0/ () — ko[ ()
assim,
— (F (6n(0). 64(8) = F (6a(t). 64)) .0/ (8) < i [/ () + B[ o)
Ainda,

/Olg(t —7) (Vw(r), Vu'(t)) dr < /O lg(t = D) (Vw(7), Vo' (t)) |dr.

Mais, analogamente ao feito nas contas para obter as equagdes (2.3 — 9) e (2.3 — 11)

podemos concluir que

/0 gt — ) (V7). Vo' (1)) dr

=/, gt —7) (Vw(r), Vu(t)) dr — g(0) || Vw(t)||; —/0 g(t —7) (Vw(r), Vw(t)) dr

d t
<

1 t
45 Mol [ 9= D) IVl dr
0

g(t =7) (Vw(7r), Vu(t)) dr + (=9(0) + 70) IVw(®)ll;

Agora, substituindo em (2.7 — 60), obtemos

G OF +19w®F o] + 5 [ ot =) (Vulr), V) ir

1 't
45 M0l [ o= ITldr (2.7-63)
J0

N | —

< ko |0 () + ks| Ve () + 6/9 11 @] + [2 (O] |2(0)] [w' ()] da.
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Somando as expressodes (2.7 — 61) e (2.7 — 63), ainda, levando em conta que

/Q (1 ®F = [a(®)F) (W ()] = [2(t)]) dx = 0,

resulta a seguinte expressao:

S OF + 10 (F + [Tu () + ()
& | ot =) (Ve Te®) dr + S ol [ o6 =) IVl ar

< b [JsOF + [Fw(®F + W/(OF] 8 [ 16201+ alo)] (0] /(0] d

Lembrando que {¢1,1:} € L*(0,T; H}(Q) N H*(Q)) e H*(Q)) — L>*(9), e conside-

rando a primeira estimativa, deduzimos
B/Q 11O+ 192D (O] o' ()] d < ks
e isso implica que
d 2 / 2 2 2 2
ZIZOF + W/ @F + [Vu®)? + pw()]

d t
dt Jo

1 t
4318l | 916 =7) IVulr)ldr
0

DO | =

g(t —71) (Vw(r), Vw(t)) dr

< ks [0 + [w @) + [Vw(®)?].

Finalmente, multiplicando esta expressdo por 2, integrando de 0 a t,t € [0, 7] e obser-

vando que w(0) = w'(0) = 0 e z(0) = 0 em €2, obtemos

2O + W OF + [Vul)P + g
[ ot =) (V). Vo) dr + S lallan [ [ o= Ivel, dris

< 0+2k6/0 (12 + W/ () + [Vu()? + ()] d

Semelhante as contas feitas para obter (2.4 — 34), concluimos que

t 1 t
[ ot =) (Fur). Tu®)dr < S IT0OI+ 2ol 9]0 [ IVl
0



2.7 Unicidade 99

1 t s 1 t
Sl | [ =D IV ldrds < 3ol | IVDlEar
0o Jo 0

Logo,
9
[ZOF + [ (O + S [Vu P + 12 wb)?

<0+ 2k / [P + W/ () + V() + 2 fu(s)?] ds

Pelo Lema de Gronwall, concluimos que
20 + [/ ()] + Ve )] + wlo@)]? <0 Ve [0,1].

Dai, decorre que z = 0 e w = 0, portanto, 1)1 = ¢ e ¢; = ¢,. Encerrando, assim, a

prova do teorema.



CAPITULO 3

DECAIMENTO UNIFORME

Nosso objetivo neste capitulo é demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 3.0.1. Sob as hipéteses do Teorema 2.2.2, e assumindo 3 suficientemente pequeno e

p > q, aenergia

IM;
(p+1)

B0) = 5 { DI + IOI + V013 + w2100 + pras l0OIEEL

associada a solugdo forte do sistema (0.0 — 3), decai exponencialmente, isto é,
E(t) <47 'E(0) exp <_76Nt> . paratodot > 0ee € (0,e],

onde € e N sido constantes positivas.

Multiplicando a primeira equagéo de (0.0 — 3) por ¢ e integrando em (2, temos

i / W (P + / AW + i / b (8) 2 () D da
Q . Q i Q
sy [ w@pids == [ oouia.
ou seja,
(' (1), (1)) + i(Vap(t), V(b)) + ([(t)*(t), (1))
0. 6(0) =1 [ ol

Q
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Tomando a parte real, temos

55”1&( Mz + @l + Al @)l = 0. (3.0-1)

Agora, multiplicando a segunda equacao de (0.0 — 3) por ¢’ e integrando em (2,

obtemos

/¢" cm—/lw@WWMm+Ag@—rxéAaﬂd@Muh+u{£¢@¢@wx
+LFWW¢%DMWMZBAW®W¢®M

Ainda,
-t

(¢”(t),¢’(t))+(V¢(t),V¢’(t))+/ g(t — 1) (Ag(7), ¢/ (1) dr + p* (4(t), #'(1))
0 (3.0-2)

+ [ Pt ) 6 tde =5 [ o0
Q Q
Mas, por hipétese (H.2), para todo ¢ € [0, 7, existem M; > 0, My, M3 > 0ep,q € [1,3],
tais que
JRACCRIOIO
> /Q [Mlcb’(t)@’(t) + My | (8|7 ¢ (£)¢ () + M| (t)[" b(t) '(t)] dx

= [0 OPde+ 2 [ oo de s 2s  jotorar

/ / q+ M p
= My || ¢/ (8)ll5 + Mz &' (8)ll55, + v +31)£”¢( ][feks

Assim, a equacgdo (3.0 — 2) pode ser escrita como

337 |11+ IT6IR + 201 + sl

R I RO e A VO A O )
20 1/
<6 [ WP
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Somando (3.0 — 3) e (3.0 — 1), obtemos

337 [IFOIE + I+ IV + o0l + 5 IS
IO+ A1 O3 + M 1601 + M (1) 27
+ [ ot =) (80). d0par <5 [ 160 )i
Logo,
537 191+ V0B + w013 + s ool
< WOl — A ~ My I OIE — Mo 01
+8 [ 10080z~ [ ot =) (26(0),80) i
isto €,

E'(t) < =@)lIF = vl = Mi ¢/ 0l = Ma ¢ (D155,

q+1
t
8 [ WO~ [ gt =) (Bo(r), (1) dr
Q 0
Por outro lado, pelo Teorema de Leibniz (Teorema 1.6.8), sabendo que

Vo) = Vo(r)[5 = 2(Ve/ (1), Vo(t)) — 2(V¢' (), V(7)), temos

(3.0-4)

& ([ ate=nivet - vogar ) = [ g n1vo(0 - Vo lar
~2 [ gl =) (Vo). V@) 42 [ gt =) (To(e) Va©)ar

Considerando a mundanga de varidvel s = ¢ — 7, pelo Teorema Fundamental do C4&l-

culo,

4 {% ( / tg<s>ds) ||v¢<t>||3} -/ gt — 1) (V6(0), V6 (1) dr + 2a(0)To0) .

[ att=n 90 v dar = 5 [ e nIvet) - Vorlar

— %% (/t (t—1)|ot) — ¢(7’)||ng> + % {% </Otg(s)ds> ||V¢(t)||§}

- —q( Vo).
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Detinamos a energia modificada como

()= B0+ [ alt=n)IVo0) = Vo) i — 5 [ als)asIVo)

1 1 1 t 1
= 31O+ 5 1601+ 5 (1= [ ato)is) 19001 + ool

3 p 1 — T T 27‘
T <>||+1+2/ 9(t = ) V(1) — Vo(r) 3

Dai,

/

0 =80+ (5 [ at= 1900 - Vol - 5 [ aasvol)

Por (H.1) temos

/

L[t =iVt - Vol - & [ a(sas| Vo)
2 J 0

:(% / ot = 1)|Ve(t) ¢<T>||gd7) —/ g(t —7) (Vo(t), Vo' (t >>dr——g<>||v¢><>||2

=5 [ 9= 1900 - Volnliir— [ ot - ) (Vo(r). 96 0) dr
/ (t = 7) (Vo(0). Vo' () dr — [ gt =) (Vo(0). Vo' (1) dr — 20 V60

0

= 2 ;

(t —7)Ve(t) — Vo(7)|l3d7 —/0 g(t = 7) (Vo(r), V(1)) dr — —9( VoI5
Logo, por (3.0 — 4), temos que

¢(1) < — [0 — DO — My [F O — Mo |F D ey + 6 / () (t)da
- / ot = 7) (Ap(r), (1)) dr — / ot — 7)[Vo(t) — Vo(r)|2dr
- / gt —7) (Vo(r). Vo (1)) dr — Zo() Vo3
= @I = eI — M |62 — Mo S B
20 41 my ! 2 1
L8 / ()6 (1) — - / gt = D) IVO(t) — Vo(r)li3dr — S9() V()3

Também, pela desigualdade de Young, considerando L > 0 uma constante arbitraria,
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obtemos
5 [ 1605 0a < [ 16OP 160
_ 20 i r T
- [ (VI (S 1owl)a
<5/ |’¢f(7f)|49da:+6— IR
= Liwmlss + 2 ¢z
Portanto,

¢(t) < = 9@ =l @13 = Mulle' () = Ma||¢/ (D551 + —||w< )i

my

+ % le'@)ll; — 7/0 g(t = TIVe(t) — V(r)lzdr — —g( Vo).

A partir de agora, denotaremos (gIVo)(t) = [ g(t — 7)||[Vo(T) — Vo(t) | 2dr.

Sey > 1 3, escolhemos L = ~. Dai

¢(t) < = Ol — w03 — My ll¢ ()l — Mz |6 (D)1,

q+1
v

42 U |¢|2dx+/ |z/1|4dx]
2 | wenyui<1y {ze; |w|>1}

N % 16O~ "2 (OV) (1) — 59DV

= (c1+ D) 1 - 2z + (<30 + ) 10l
MO~ T eOve) D) - §g<t>||v¢>< Ol

uma vez que 2 < 460 < 4.

Se 0 < 7 < %, escolhemos L = 1. Dai

(0) < = IO = A O I — M I8 OIE M [ O + S IOI+ Sl
= C el - T enve s - La®Ivewl:
=gl + (= + 5 ) ol + (-3 + 5l
M GO - SOV - SITOIB:

ted =7 — 3, sey < 3, eemambos os casos, consideremos /3
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suficientemente pequeno, de modo a obtermos d, > 0, tal que em ambos os casos

1
/(1) < = IO = O = 2[5O = e | D151

. (3.0-5)
— =5 (40V)(t) — 59Vl

Entdo ¢'(t) < 0, consequentemente e(t) é uma fungdo néo crescente. Por outro lado,

desde que 3(900V¢)(t) > 0, podemos observar que

1 1 1 t 1
e(t) =g I + 1601 + 5 (1 [ atedas) ITa0IE + Sl
M, L1
+ OOl + 560V
> L@z + 2oz + Livem iz + L21s@iz + 22 et
=3 2Ty 2T 5 2 T ok 2T ) Pt

> 1E(t),

onde ! < 1 ¢é a constante definida em (H.1). Disto, podemos concluir que

E(t) < I e(t). (3.0-6)

Para ¢ > 0 arbitrario, definamos a energia perturbada do sistema como:

ec(t) = e(t) + ep(t),

onde

p(t) = (W (1), (1) + (¢'(2), ¢(2)) - (3.0-7)

Para continuarmos a demonstracdo do Teorema 3.0.1 sdo necessdrios os seguintes

resultados:

Teorema 3.0.2. Existe C; > 0 tal que

le<(t) —e(t)| < eCie(t), Ve>0,Vt>0.

Demonstragio. Da definicdo de energia perturbada, temos |e.(t) — e(t)| = €|p(t)|, dai,
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observando as desigualdades de Cauchy-Swartz, Young e Poincaré, decorre que

[p(0)] = (¥ (1), (1)) + (& (2), &(2))]
< @13+ 1" @)l le@)]l2
< @1l + % 16/ ()115 + %IIW)H%
< @13 + % 16/ ()15 + A§2||W5(1ﬁ)||§
< 2e(t) + e(t) + Ne(t)

= (3+ X e(t).

Logo,
lee(t) —e(t)] < e(3+N?)e(t).

Tomando C; = (3 4+ A?), concluimos que

lec(t) —e(t)] < eChe(t), Ve>0et>0.

Teorema 3.0.3. Se g < p, entio existem £, > 0 e N > 0 tais que
e.(t) < —eNe(t), paratodot>0ec € (0,2].
Demonstragio. Derivando (3.0 — 7), temos

p(t) = [(W (1), (1) + (¢'(t), 6(1)))
= ('(1), (1)) + (P (1), (1)) + (¢" (1), ¢(1)) + (¢ (2), &' (1))
= 2Re[(¢/(), (1)) + (¢ (1), &(t) + ¢/ (D)5

Mas, sabemos de (0.0 — 3) que

Y =i — [P — i +idy

¢ = Ag - / gt = T)AG(r)dT — 26— F (6, 8') + Blu/*.
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entao,

p(t) =2Re [i(A¢p(t), ¥ (1) — ([W (O (8), (1) — v(¥(1), (#)) +i(S() (1), U (t))]
+ (A0(t), ¢(t)) + /Otg(t —7) (V(7), V(1) dr — i (8(t), #(t))
= (F (1), ¢ (1)), (1)) + B ([0 ()7, 6(1) + 10/ ()l
= 2Re [ VY (1)[l; — ¥ (O)li — YIIv @12 + i(e() (1), (1))
= [IVe)z + /Otg(t —7) (V(7), V(t) dr — | (t)]13
= (F(¢(8), (1)), 8(t)) + B ([ (D), (1)) + 16/ ()]

isto é,

p(t) = =2 — 270l — IVe()ll2 +/0 gt =7) (Vo(7), Ve(l)) dr

(3.0-8)
— 12l o)15 = (F (1), ¢ (8)), &(t)) + 5 (| (O, 6(1)) + 16/ ()]]5.-
Mas, por hipétese (H.1), temos que
— (P (00,60 0(0) = = [ F(0(6).(0) d(0)ds
<- / (306 (1)6(2) + Mo 0/ ()] /()6 (2) + Myl ()P (1) (1)]
(3.0-9)

/as dx—M2/|<z5 OIAGEL dx—]\[3/|¢> ()P da
= =M, (¢'(t), 9(t)) — M, (I@()Iq Lol(t), ot ))—Mglloé()llﬁii-

Note que, a Desigualdade de Cauchy Schwartz e a Desigualdade de Young implicam

[ att=7(wot).vo)ir
= [ st =7)(Totr) = Vote) + Vo). Vole)ir

= [ sti = )(v0(5) ~ Vot Vo0 + [ ot - DIvo0 i
[ o=t -

VoILIVonlldr + [ gt = IVl ir
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S/ gt —7) @me—v¢<t>||§+§||v¢<t>||§) dr+‘/0' g(t — )|V o(t) |3

< %/0 g(t —7)|[Ve(r) — Vo(t)|3dr + g”vﬁb(t)H% / g(s)ds.

J0
(3.0-10)

Substituindo (3.0 — 9) e (3) em (3.0 — 8),

§(6) <~ @13~ IV IE — w2613 ~ Msllo(®IE + 16/ (1)1
— 2Ol — My (#(0), 0() — My (1601 6(0), 6(0)) (3.0-11)

#3 (BOF,0(0) + 56TV0 + SISO [ als)ds.

Seja N; = min {2% 1, (pH } Entédo

2Ms3 (p + 1)

1[I0+ 192018 + i2o(0] + 2101 + s Lol
+3 | att=Ivet) = Volar =5 [ s va):
> N (I8 + IV0(0) 3 + wI0OIE] + MOl + oMl 5L

(t - 7)IV(t) — Volr WT——/ 5)ds|[Vo(t)|2

+ 32 [
z%{ Dllz + IV + w6l + el + (2M3>||¢<>r,€ii}
71/

(1= 7IV66) — Vorrliar — 3¢ [ ots)asIvons
= N(B0) + 3 [ ot~ IVol0) - Volsar - 5 [ s Vo0l = Nie(t)

isto é,

[~ 161 - V613 - w2le01E] - 2wl - st lew Ik
(3.0-12)

=5 [ ot =160 - Vol + 5 [ s T < ~Naett),
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Assim, somando —(g0IVe)(t) — ||[Vo(t)||3 fo s)ds em (3.0 — 11) temos

)+ {—<gmv¢><t> - Iveol | g<s>ds]
20O+ IV + #6013 + Mall oo + 1901}
1 3 , [ ¢
+ 5@V + IV [ a(s)ds+ | ~GOva0 - Vo0 [ als)as
20Ol - M (1), 0) - Mo (IO ¢ (1), 0))
+ 8 (l®)*, 6(t) + 210/ (1)]l3

= [~ 151 - 1700l ~ 2lo)1E] ~ 210018 - s TRl gE
-3 | stt=IVe®) — Velar + 5 [ a(s)as Vo)

—2|lp()|[4 = My (¢/(1). 6(t)) — Mo (|¢>'<t>|q‘1 ¢'(t), ¢<t>)
+ 8 (@)%, () + 210/ 1)]l5.

Dai, por (3.0 — 12) temos

/1) + |-0ve0 - Va0l | <s>ds]
< —Nie(t) = 20— My (), 0(8) = e (|6 /1), 1)
£ (0P, o) + 2016 ).

Portanto

§() < —Nae(t) = 2000 = My (8(0), 6(8)) — Mz (I D" 6'(8), 6(0))

t (3.0-13)
+ B ([¢0F, 6(t) + 216/ (1)l + (9OVe)(¢) + ||V¢(t)||§/0 g(s)ds.

Ainda, pela Desigualdade de Cauchy Schwartz e pela Desigualdade de Yong, conside-
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rando 7 > 0 arbitrario, temos

—My (¢ (1), (1)) < Mul|¢' (D)2l o(t) 2

\/_,U \/_Ml
(fww0<f wmg

M2
STWW@ o IO

(3.0-14)

gﬁwm%quWK

onde Cy(n) = Ml2 . Além disso, pela Desigualdade de Holder e pela Desigualdade de

Young, onde p = (‘”1) eq=q+1, temos

—MOMWIUMM

:_MQ/|¢ Gl

gmﬁ@|%nw
< My 6 ()11 16 g

(3.0-15)
M,
:-—==ﬁw ﬁ0(¢q+W¢m@
]\42i gt ( N n(q + 1))q+1 q+1
< Mgt DIEat 1] 16 (Dl + P &) lg+1
= Co(n) ¢/ (Ol + nllo()ll5
onde Csy(n) = 1](‘42;1‘1 —, e novamente pelas Desigualdades de Cauchy Schwarz e
nilg+l) 1
Young,
B (WOP, ¢®) < BlllvOI[l, )]l
= Blv @)1t
, (3.0-16)
:Qﬁbwmﬂﬁ%wm)

< Gl ()6 +n ||¢( )3,

onde C3(n) = f;ﬁ .
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Logo, substituindo (3.0 — 14), (3.0 — 15) e (3.0 — 16) em (3.0 — 13) temos

2
p(t) < =Nie(t) = 2 (1)]l; + n%llcb(t)lli +Ci(n) |6/ (O + Caln) 16/ (1) 532
2
+ o)z + Ca(mllv(@)3 + n%ch(t)lli +2[1¢'(0)]l5

L (GOVE)(E) + VD)2 / 4(s)ds.

ou seja,

p(t) < =Nie(t) = 2@ lIF + C{lIg O + ' Oll55 + el
+ n%||¢(t) I3+ 2116/ ()15 + nllo(l531 (3.0-17)

+ GOV + [ Vo(n)2 / o(s)ds,

onde C'(n) = max{C;(n);i = 1,2, 3}.

Logo, substituindo (3.0—5) e (3.0—17) na definicdo de energia perturbada, obtemos

el(t) =€ (t) +ep (1)
<~ @I = 8O3~ 5 16 W — Mo 16 )25
M (G060 — La(t) V()3
— eNye(t) = 2¢[ (1)1 + eCm) {16/ ()13 + I/ (113 + Il )19}

2 t
+ en%ll¢(t)||3 +enllpt)|211 + 2€ |8/ (1) 15 + e(gOV ) (t) + €| V(L) |3 /0 g(s)ds.
Observemos que 1 < 20 < 2, logo
o135 < @)1 + [l @)]15.

Desta forma

1 ) /
) < =510 - sl - 8 1O - Mz ')
1
- D g0v6) 1) — Sl Vo3

— eNve(t) — 2¢]| ¢ (t)[l3 + eC(n) {ch'(t)Hg + '@l + O3 + o @)]l]

——

2 t
+ en%llcb(t)llg +enllo() 541+ 2¢ |6 (D5 + e(90V)(¢) + EIIVaﬁ(l‘/)llg/0 g(s)ds.
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isto é,
/ 1
€(t) < —eNie(t) + | =5 —2e+eCn) | [0 (1)]3

+ [0+ Cn) + 26 S D)
+ [ M+ eCOl ¢ O3
+1eCln) — 8] o)

+ e 61+ enlla(DL
|5+ e Ove) o

+ [—%g(t) + E/Otg(s)dS] IV (t)]3-

Considerando que ¢ < p, pelo Teorema 1.6.4,

lo)ett = / 6(0) | da
- / B 6(0) P
Q
< [+ o
< / (L + |67 |o(t) P
<2 [ (Lt loOp) o0 P
Q
=2 / (1) + 2! / (1) d.

Logo, pela desigualdade de Poincaré

enle(Olgia < en2 " o(0)ll3 + en2” o () I
< enX2" M| V)lI3 + en2”lo (1)l

p+1

< eCpIVeW)Ilz + en2" o)l

com Cy(n) = 2Pt

Reescrevendo —eNje(t) = —Sre(t) — “TLe(t) e levando em conta que

“ ool < el

(3.0-18)

(3.0-19)
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Substituindo (3.0 — 19) na desigualdade (3.0 — 18), temos

—€N1

< [Tt e o)

+[-5 -2+ ccw] won

+ [0+ €Cn) +26] ¢/ (1)5
+ =My + eC) |6 (D)5
+[eCn) — o] lv(®)13

€Ny -1 p+1
= —e(t) T en2 o)
+ -5+ wOve)©

+[a0) e [ st o] 1wt

(3.0-20)

Ainda, note que

N My
[—— D p+l‘
(1) < ~5 ol

Portanto

) <~ | =] e
- |3 et - 2| ol

— [0 — e(C(n) + 2)] | )15
— [My — eC()] 10/ (1))}
— [ — eC] [l ()]

Ny Ms _
ve[F R v Iz

- |5~ sOve))

- [3o0 e [ toras + ] 1woto

(3.0-21)

Ny Ms32— P+l
2e(p+1) 7

N, M, B
St + vt <o,
{ 2 (ptr1) 1

Fixamos 7, C(n) e C,(n) nesta ordem tal que n < entdo

Tomemos ||g||1(0,00) < %, onde mg é a constante em (H.1).
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—mo||g||L1(o oo)+y(0) mi 1 02 Mo 01 :
: my nside-
Mot oo, £ G0 7 2 TC—2) HCmT2)" Oy Oy ) » € conside

rando € € (0, ¢;]. Temos pelo Teorema Fundamental do Calculo

Definamos ¢; = min{

g(t) = / (5)ds + 9(0).
Dai, por (H.1)

- %g(t) + e%/o/g(S)dS +eCp(n)

<5 [ deas= 22w e [ s+ ecym
[ a2 v e [aas+ e,

Moy e%] /Otg(s)ds 9O 4 o

| :
lmo 1
[

IN
|
|

B +€Cy(n)

g(0

Y +€—] HgHLl(O,oo) - ©)
mo 9(0)

= HgHLl(o,oo) + Cp(ﬁ)] €+ 7H9HL1(0,00) - =

2
mo 9(0)
< 9llr0.00) + Co(m)] €1 + 7||9||L1(0,oo) e

—mo|| gl 210,000 + 9(0) My g
: + —llgllz1000) = =5 =0
2[lgllL10.00) + Co(m)] 2 (0:)

< [llgll 22 0.00) + Co(m)]

Portanto,
~50(0) + e300 + eCylt) < 0
Ainda, como
entao
-G —d <0
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Analogamente, obtemos que

Portanto de (3.0 — 21), existe uma constante N = %

el(t) < —eNe(t) Vt>0,e€(0,6].

Continuando a prova do Teorema 3.0.1.

Pelo Teorema 3.0.2, existe uma contante C; > 0 tal que

le-(t) — e(t)| < eCie(t), Ve >0,Vt> 0.

Logo,

—eChe(t) < e(t) —e(t) < eChe(t),

ou seja,

[1—eCh]e(t) <et) <[eCy+ 1] e(t).

Seja €9 = min {ﬁ7 61}, e consideremos € € (0, ¢, ]. Entdo nés temos que ¢ <

podemos concluir que

[1—eCh]e(t) > ll — LC&} e(t) = %e(t)

2C,

Portanto,

—n tal que

disto

(3.0-22)
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Consequentemente, —cNe(t) < —<Ne.(t) e segue do Teorema 3.0.3 que

, £
eLt) < —SNew(t),

isto é,

eL(t) + %Neg(t) <0.

Agora, multiplicando ambos os membros desta desigualdade por exp ($Nt) temos

e.(t) exp <%Nt) - %Nes(t) exp <§Nt) <0.

disto, deduzimos

% [eg(t) exp (%Nt)] <0.

Integrando a desigualdade de 0 a ¢, pelo Teorema Fundamental do Célculo
€
! — — e, <
e(t) exp (2Nt) e.(0) <0,

logo,

2

ec(t) < e(0) exp (‘-ﬂw) . (3.0-23)

Uma vez que E(t) <1 'e(t), por (3.0 — 22) e (3.0 — 23) temos que

1 1
Z <71z
2E(t) <l 2e(t)
< le(t)
<1 e (0)exp <_76Nt>

< 217 'e(0) exp (;Nt) .

Disto e observando que £(0) = e(0), concluimos que
E(t) < 41" E(0) exp (;Nt) :

encerrando a prova do Teorema.
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