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Resumo

Seja Cy a curva irredutivel definida por f € C{z,y}. O médulo de diferenciais de
Kahler €2y desempenha um papel importante na classificacao analitica de curvas planas.
Neste trabalho, o objetivo principal é mostrar que o conjunto de valores do ideal
Jacobiano de f e o conjunto de valores de residuos de formas logaritmicas determinam e

sao determinados pelo conjunto de valores de ;.

Palavras-chave: Curvas planas, equivaléncia analitica, aquivaléncia topoldgica, in-

variantes.



Abstract

Let C; be the irreducible curve defined by f € C{z,y}. The Kéhler differentials
module Q2 plays an important role in the analytical classification of plane curves.

In this work, the main result is to show that the values set of Jacobian ideal of f
and the values set of residues of logarithmic forms determine and are determined by the

values set of (2.

Key words: Plane curves, analytical equivalence, topological equivalence, invariants.
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INTRODUCAO

A classificagao topoldgica ou analitica de curvas planas nao é uma tarefa facil. No caso
da classificagao topoldgica a situagao é menos complicada, uma vez que a classe topologica
¢ determinada totalmente pelos expoentes caracteristicos de uma parametrizacao de Pui-
seux da curva. Muitos outros invariantes topoldgicos sao determinados e determinam
os expoentes caracteristicos. Tais fatos foram provados nas primeiras décadas do século
passado. No entanto, a classificacao analitica demanda um pouco mais de esforco e s
foi obtida recentemente. Uma das principais dificuldades ¢ a de determinar conjuntos de
invariantes analiticos numéricos.

O objetivo central deste trabalho é reunir resultados sobre os principais invariantes
topolodgicos e analiticos de uma curva plana irredutivel.

Como mencionamos, varios sao os invariantes que caracterizam a classe topoldgica de
uma curva plana irredutivel. Vamos nos concentrar nos expoentes caracteristicos e no
semigrupo de valores I'; associado a curva.

No caso dos invariantes analiticos, damos atengao especial ao conjunto de valores Ay
de diferenciais de Kahler Q;, uma vez que tal conjunto desempenha papel central, junta-
mente com o semigrupo I'y, na classificagdo de curvas planas irredutiveis (veja Teorema
3.8). Do mesmo modo que os expoentes caracteristicos, o conjunto Ay também determina
e é determinado por outros conjuntos numéricos. A descricao de tais conjuntos se en-
contra dispersa em varios trabalhos. A principal contribuicao desta dissertacao é reunir,
num mesmo texto, alguns conjuntos que determinam e sao determinados por Ay.

O trabalho estd estruturado como segue: no primeiro capitulo, apresentamos o anel
das séries de poténcias formais em r indeterminadas e coeficientes em um corpo K. O
conceito de multiplicidade é explorado e varias propriedades algébricas desse anel sao
provadas. Além disso, abordamos alguns resultados cléssicos e que serao cruciais para o
desenvolvimento do nosso trabalho em curvas, por exemplo, o Teorema da Preparagao de
Weierstrass e o Teorema da Divisao de Weierstrass. Tais resultados permitem considerar
curvas planas definidas por meio de um polinémio de Weierstrass. O final do capitulo é
reservado para abordar alguns resultados sobre séries de poténcias analiticas.

No segundo capitulo introduzimos o objeto central do trabalho: as curvas planas.
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Vamos nos concentrar no caso das curvas planas analiticas irredutiveis, isto é, aquelas
que podem ser definidas por um elemento irredutivel f € C{z,y}. Nesse caso, a curva
definida por f serd denotada por C. Nesse capitulo abordamos propriedades de uma
curva irredutivel, introduzimos objetos algébricos e numéricos associados as curvas que
permitem definir invariantes, sejam eles topoldgicos ou analiticos. Um exemplo de um
objeto algébrico associado a uma curva plana Cy é o anel local Oy := %. Por meio de
tal objeto ou da série que define a curva apresentamos o seguinte teorema que nos dara

alternativas para a equivaléncia analitica:
Teorema. Sejam C; e Cy curvas planas. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. Cy € analiticamente equivalente a C|.

2. As séries f e g sao K—equivalentes, isto €, existem um automorfismo ¢ de C{z,y}

e uma unidade u de C{x,y} tais que u- ¢(f) = g.

3. Oy éisomorfo a Oy como C—dlgebras.

Ainda no Capitulo 2, apresentamos a nocao de parametrizacao da curva Cy. Em
particular, vamos nos concentrar em uma parametrizagao especial que chamaremos de
Parametrizacao de Newton-Puiseux e que permite definir os expoentes caracteristicos de
uma curva Cy. Por meio de uma parametrizagao, fazemos uso de uma valoragao discreta
que permite definir o semigrupo de valores I'; associado a uma curva C. Isso nos leva
a abordar semigrupos numeéricos e algumas propriedades, como a nogao de condutor cy,
por exemplo. Na tultima secao do capitulo, mostramos como os expoentes caracteristicos
determinam e sao determinados pelo semigrupo I'y, além de enunciar um resultado que
permite identificar duas curvas, sob o ponto de vista da equivaléncia topoldgica, se, e
somente se, seus semigrupos de valores sao iguais.

O Capitulo 3 é o principal deste trabalho, justamente por apresentar conjuntos de
invariantes analiticos que determinam e sao determinados entre si. Para tanto, abordamos
um pouco de teoria de formas diferenciais. Apresentamos o conjunto 2; das 1-formas
holomorfas em C?, o médulo Q de diferenciais de Kéhler e o médulo Q'(log Cy) das
1-formas logaritmicas.

Considerando uma extensao da valoracao discreta, que foi utilizada para definir o
semigrupo I'y, podemos definir o conjunto A; de valores de elementos de €2y que é um
invariante analitico para curvas planas irredutiveis. Do fato de que €2; é isomorfo ao
ideal jacobiano J(f) = (f., f,) como Os-mddulo, podemos concluir que o conjunto Ay
determina e é determinado pelo conjunto de valores v(J(f)) de elementos de J(f).

Considerando o C{x, y}-médulo das 1-formas logaritmicas Q! (log Cy), introduzimos o

conceito de residuo logaritmico de um elemento w € Q' (log Cy). O conjunto de todos os
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residuos logaritmicos é denotado por Ry e seu conjunto de valores por Ay. Abordando a
nocao de ideal fraciondario, seu dual e propriedades de tais objetos algébricos aplicados ao

conjunto R¢, chegamos ao seguinte teorema, que é o resultado principal desse trabalho:

Teorema. Para toda curva plana Cy com semigrupo I'y e condutor cy, temos que

YEA; & cr—1—7dv(J(f) & —7¢&As

Em particular, os conjuntos Ay, v(J(f)) e Ay sdo invariantes analiticos de C; mutua-

mente determinados.



CapriTULO 1

Preliminares

Nesta segao serao apresentados alguns resultados basicos sobre séries de poténcias que

serao uteis para o estudo de curvas analiticas planas.

1.1 Séries de Poténcias Formais

Iniciemos nossa apresentacao com resultados e propriedades algébricas das séries de

poténcias formais. O leitor poderd encontrar mais detalhes em [HJ.

Definicao 1.1. Sejam K um corpo e x4, ..., x, varidveis sobre K. Chamamos a soma

oo
E P=FR+P+... (1.1)
i=0

de série de poténcias formal nas varidveis x1,...,x, com coeficientes em K, onde

cada P; € um polinomio homogéneo de grau v nas varidveis xi,...,xT, com coeficientes
em K.

Definigao 1.2. Sejam f =Y 2 P, e g =Y -, Q; séries de poténcias formais em que
P; e Q; sao polinomios homogéneos de grau i. Definimos as operacoes de soma e produto

de f e g por:

fHg=> (P+Q)
k=0
€ o0 m
m=0 n=0
Denotaremos por K[[zy, ..., x.]] o conjunto das séries de poténcias formais nas variaveis
x1,...,x, com coeficientes em K. Além disso, temos que (K[[z1,...,z,]],+,) é um anel

comutativo com unidade.

Definigao 1.3. Sejam f = >"° P, € K[[z1,...,2,]]\{0} como em (1.1) e n o menor

inteiro tal que P, # 0. Chamamos o polinomio homogéneo P, de forma inicial de f e
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o inteiro n é chamado de multiplicidade de f que denotamos por mult(f). Se f =0

definimos mult(f) = oc.

Note que se

o0 oo
i i
f= g P, = g iy ity oz € K[z, .o 2],
i=0 i=0 i14..Hip=i
entdao Py = f(0,...,0).
Podemos caracterizar os elementos invertiveis de K[[z1, ..., z,|| por meio de sua forma

inicial, como justificamos abaixo.
Proposicao 1.4. Seja ~
f=Y P eK[x,...
=0
como em (1.1). Temos que f € invertivel se, e somente se, Py # 0.
Demonstracgao: Seja

9= ZQi
i=0

com (; um polinomio homogéneo de grau ¢ e considere a equacao

1=fg=Y_ Y PQi;=PQo+ (PQo+P@:)+....
i=0 j=0
Essa igualdade é equivalente ao sistema de equagoes (em Q;,i € N):

4
PyQo =
PiQo + Pyt =0

PnQO+Pn—1Q1+---+POQn =0

&
Note que f é invertivel se, e somente se, esse sistema tem solucao. Logo, se f é

invertivel, entao existe () tal que Py@Qo = 1. Assim Py # 0.

Reciprocamente, suponha que Py # 0. Entao

QO = P()i1
Q1 = —Py'PiQo

(

Qn = _Poil(PnQO + ...+ Planl)
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é solugao do sistema anterior. Além disso, como cada (); é homogéneo de grau 7, temos

que g ==y 2, Q; € K[[z1,...,z,]].
|

Exemplo 1.5. Seja f(z) = 1 + x € K[[z]]. Sabemos que f visto como polindémio nao é
invertivel, mas, pela proposicao anterior, f é invertivel como série de poténcias, ja que

Py =1 +#0. Além disso, pela demonstracao da proposicao anterior temos que

=) (Fne

i=0
De fato, temos que Py = 1,P, = v e P, = 0, para todo ¢ > 1. Assim, QQy = 1,Q =

—2,Qy = 2%,Q3 = —23,.... Veja que
(r+1)(1l—z+2>—2+.. )=z —2*+2° 2" +. . +l—o+2®—2°+.. . =1,
como queriamos.

A multiplicidade de séries de poténcias desempenha papel similar ao grau de po-

linomios e, dentre suas propriedades, destacamos algumas na préxima proposicao.
Proposicao 1.6. Sejam f,g € K|[[z1,...,x.]]. Temos que:
1. mult(f - g) = mult(f) + mult(g);

2. mult(fg) > min{mult(f), mult(g)}, com sinal de igualdade sempre que mult(f) #
mult(g).

Demonstracgao:
1. Se f=0e g +# 0, entao
mult(fg) = mult(0) = co = oo + mult(g) = mult(f) + mult(g).

Os casos, g=0¢e f #0ou f =0 = g sdo andlogos.
Agora suponha f # 0 e g # 0. Tome

f=> Peg=> 0
i=n j=m

com P;,Q; € K[zy,...,x,] homogéneos de grau ¢ e j, respectivamente, com P, #
0 # @,,. Temos que

f9=>_3 PQ;=PuQu+....

j=m i=n
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Como K|[zq,...,z,] é um dominio de integridade, temos que P,Q,, # 0, ji que
P, #0e Q,, # 0. Além disso, P,Q,, ¢ um polindbmio homogéneo de grau n+m e é
a forma inicial de fg, uma vez que se F;(); é uma parcela da série fg, entao ¢ > n

e 7 > m. Portanto,

mult(fg) = n+m = mult(f) + mult(g).

2. Se mult(f) # mult(g), entdao podemos supor, sem perda de generalidade, n =
mult(f) > mult(g) = m. Logo, se f =>.° Preg=>.> @, entao

FH9=) (P4 Q)= (Pu+Qm)+...,
com P; =0, para todoi=m,...,n — 1.

Como P,, =0 e Q,, # 0 temos que P, + Q,, = Q,, # 0. Dai, @), é a forma inicial
de f + g e, assim,

mult(f + g) = m = min{mult(f), mult(g)}.

Se mult(f) = mult(g) = n temos dois casos:
(a) Se f=—g,entdo f+g=0e
mult(f + g) = oo > n = min{mult(f), mult(g)}.

(b) Se f # —g, entao existe P; tal que P; # —Q); para algum i € {n,n +1,...}.
Assim, mult(f+g) = k, onde k é o menor em {n,n+1,...} tal que P,+Qy, # 0,
isto é,

mult(f + g) > n = min{mult(f), mult(g)}.

Para mult(f — g) basta considerar h = —g e, segue do exposto acima que

mult(f—g) = mult(f+h) > min{mult(f), mult(h)} = min{mult(f), mult(g)}.

|

As propriedades de multiplicidade dos elementos de K[[z1, ..., x,]] permitem concluir
sobre certos aspectos algébricos do anel K{[xy,...,z,]].

Proposigao 1.7. Com as operacoes consideradas anteriormente, temos que K|[x1, ..., z,]]

¢ um dominio de integridade.
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Demonstracao: Sejam f,g € K[[xy,...,z,]], ambos diferentes de zero. Suponha
que fg = 0. Entao, por defini¢ao, mult(fg) = co. Por outro lado, mult(fg) = mult(f) +
mult(g) # oo, ja que f e g sdo nao nulos, o que contraria a suposigao feita. Logo, fg # 0

e, portanto, K[[z1,...,z,]] ¢ um dominio. |

Lembremos que um anel local é um anel comutativo com unidade que admite um tnico

ideal maximal. A proposigao a seguir garante que K|[x1,...,z,]] possui tal propriedade.
Proposicao 1.8. K{[z1,...,z.]| € local.

Demonstragao: Primeiro vamos mostrar que o conjunto M formado por todos os
elementos nao invertiveis de K[[x1,...,z,]] é um ideal de K[[z1,...,x,]]. De fato, é claro
que M # @, ja que 0 € M. Sejam

f=Y P.g=> QeMeh=> S,€K[z,...,z]]
i=0 j=0 m=0

dados como em (1.1). Veja que Py =0e Qy =0, dai, Py + Qo = 0. Logo, f +g € M. E
ainda, hf € M, ja que Py = 0 implica em F,Sy = 0.

Agora, vamos mostrar que M é o unico ideal maximal de K[[z1,...,x,]].

E claro que M # K[y, ..., x,]]. Considere J um ideal de K[[z1,...,x,]] contendo M
propriamente. Logo, existe em J um elemento invertivel e, assim, J = K{[zy,...,z,]].
Isso mostra que M é ideal maximal de K{[zy,...,z,]]. Para justificar que M é o tnico
ideal maximal basta observar que se I é um ideal maximal de Kl[zy,...,z,||, temos
I # Kl[zy,...,z.]]. Entdo I ndo contém elemento invertivel de K{[xy,...,z,]], ou seja,

pela definicdo de M temos que I C M C K|[zy,...,x,]]. Mas por hipdtese I é ideal
maximal, entao devemos ter [ = M.

Assim, provamos que K{[z1,...,z,]] é local. [ |

Proposicao 1.9. O ideal M definido na proposicao anterior é gerado por xi,. .., T, isto
é&, M = (x1,...,x,).

Demonstragao: Veja que x; € M, para todo ¢ = 1,...,r, uma vez que x; nao €
invertivel em K{[zy,...,z,]]. Logo, como M é ideal temos que (x;) C M, para todo
i=1,...,r.Dai, (z1) + ...+ (x,) C M e, assim, (xq,...,2,) C M.

Por outro lado, se

f:iPiEMa
=0
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entao Py = 0. Logo,
felry,...,x.)
e, portanto, M C (xy,...,x,).

Tendo em vista o que foi feito, temos que M = (x1,...,z,). [ |

No que segue vamos considerar K um corpo algebricamente fechado de caracteristica
zero e vamos apresentar o teorema da divisao de Weierstrass. FEsse resultado faz-se
necessario para a demonstragao do teorema de Preparagao de Weierstrass que sera crucial
no trabalho.

Dado um polinomio p na indeterminada z indicaremos por deg.p seu grau.

Teorema 1.10. (Teorema da Divisio de Weierstrass) Sejam f,h € K|[xy,...,z,]]. Su-

ponhamos que mult(f(0,...,0,z,)) =k > 0. Entdo existem unicos A e B tais que
h=Af+B
com A € Kl[z1,...,z,.]] , B € K|[xy,...,z,-1]|[z,] e deg,. B < k.

Demonstragao: Vamos provar o resultado por inducgao sobre r.

Para o caso r = 1, tomemos f,h € K[[z1]] com

f=Y fajeh=> hui.
i=0 =0

Observe que mostrar a existéncia de

[e's) k—1
A=> AgaieB=)Y B}
=0 =0

satisfazendo as condigoes do enunciado é equivalente a encontrar uma tnica solugao para

o sistema:

(

ho = A()fO+BO

hi = Aofi +Aifo+ B
: (1.2)
hi = Aofi+...+A_ 1 fi+Afo+B;

|
com B; =0 se i > k. Como mult(f) =k > 0, entdo f; =0, para todoi =0,...,k— 1.

Assim, defina

k-1
i=0
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Para j > k temos que

h]:Aof]++Ajfkfk++Ajf0+Bj:Aof]++AJ,kfk

h

Logo, como f; # 0 temos Ag = f—: e
hiy — (Aof; + ...+ Aj_e-1) fr—1)

Aj—k = )
Ji
para j > k. Isso permite obter recursivamente a série A.
Para mostrar que A e B sao unicos vamos supor que existam C' e D satisfazendo as

mesmas condigoes, tais que h = C'f + D. Entao
Af+B=Cf+ D
o que implica em
f(A-C)=D-B.

Se D # B, teriamos que
mult(f(A — C)) = mult(f) + mult(A — C) = mult(D — B) = min{mult(D), mult(B)},

mas veja que de um lado da igualdade temos mult(f(A —C)) > k e do outro lado temos
mult(B — D) < k, o que é um absurdo. Logo, B = D e, portanto, A = C.

Agora, suponha que 7 > 1 e o resultado seja valido para K|[[za,...,x,]]. Vamos
mostrar que o mesmo vale para K[z, ..., x,]].

Vamos reagrupar os termos de f e h da seguinte maneira:

flzr, .. x) = folxe, ... xp) + fi(zo, ..o xn)z + folxe, ... 22

2

Mz, ... x0) = ho(xa, ..., x) + hi(xe, ..., zp)x1 + ha(xe, ..., 20 )2 + .. ..

Logo, precisamos encontrar
A= Ag(za,...,2,) + A1(zo, ..., 20)11 + As(g, ... 20)2% + ...

em Kl[x1,...,z,]] e

2

B = Bo(xa,...,x;) + Bi(x, ...,z )x1 + Ba(xa, ...,z )i + ...

em K{[z1,...,x_1]][z,] tais que h = Af + B. Note que a igualdade anterior é equivalente
ao sistema de equagoes como em (1.2).

Como mult(f(0,...,0,z,.)) = k > 0 e f(0,...,0,z,.) = fo(0,...,0,z,) segue que
fo(0,...,0,z,.) # 0 e mult(fo(0,...,0,2,)) = k # 0. Logo, por hipdtese de indugao,
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existem unicos Ay € Kl[xa,...,2,|| e By € K[[xa,...,2x,_1]|[z,], com deg,, By < k, tais
que
ho = foAo + Bo.

Além diSSO, hl — (Agfl + ...+ Aiflfl), fO S K[[I‘Q, . 7(,ETH e mlblt(f()((], . ,0, $T)> =
k > 0. Logo, por hipdtese de inducao, existem tnicos A; € Kl[xo,...,z,]| e B; €
K|[za,...,x,—1]][x,] com deg,, B; < k, tais que

hi — (A(]fl 4+ ...+ A¢71f1> = fOAz -+ Bz

Note que A = Y22  Aiat € K[z, ..., z,]] e B=> " Bix} € K[[z1,...,x—1]][z,] €
como deg,, B; < k, para todos i € N segue que deg,, B < k. Como, por construcao, A; e
B; sao unicos para todo i, segue o resultado.

|

Definigao 1.11. Chamamos f € Kl[z1,...,x.]] de z,.-regular de ordem k > 0 se
mult(f(0,...,0,z,)) = k.

Com o conceito anterior podemos apresentar o seguinte resultado.

Teorema 1.12. (Teorema de Preparagao de Weierstrass) Seja f € K|[[z1,...,z,]] uma
série de poténcias formal com mult(f) > 0 e x.-reqular de ordem k. Entdo, existem
unicos elementos u(xy,...,x,) € Klz1,...,2.]] e ci(z1,...,2,—1) € K|[x1,...,2,-1]],

1=1,...,k, tais que
u(zy, .. x) - flog,. o) =2F F (o, )b e, 1)

com u(zy,...,x,) unidade de K|[xq,...,2,|] e mult(c;(zq,...,2,.)) = 1, para todo i =
1,..., k. Mais ainda, se mult(f) = k, entao mult(c;) > k.

Demonstragao: Tome h = z¥. Como mult(f(0,...,0,x,)) = k > 0 temos, pelo teo-
rema anterior, que existem unicos A € K[[zy,...,z,]]e B = — Zf:ol Cri(T1y .o Ty €
K{[[z1,...,2.1]][z,] tais que h = Af + B, ou seja,

Af =h—B=aF+ci(xy,... 00 )" + . Faplog,... 2_1),

com ¢ (T1, ..oy Tpq)y ..y Cr(@r, .o xrm1) € K[z, ..., 2r21]]
Veja que mult(Af(0,...,0,z,)) = mult(A(0,...,0,z,)) + mult(f(0,...,0,z,)) > k,
ja que mult(f(0,...,0,z,)) =k e como

Af(0,...,0,2,) = 2 +¢1(0,...,0)z" " + ...+ ¢(0,...,0)

r
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segue que ¢;(0,...,0) =0, para todo i = 1,..., k. Assim, mult(c;) > 1 e
Af(0,...,0,z,) = z*.

T

Além disso, como mult(f(0,...,0,z,)) = k entdo
£@0,...,0,2,) = 2 (ag + arz® + .. ),
com ag # 0. Logo, C = ag + a;x%t + ... é invertivel. Assim,
Af(0,...,0,2,) =aF =C7f(0,...,0,z,)

e, como K|[x,...,,]] ¢ um dominio de integridade, A = C~! é invertivel e mult(A) = 0.
Entao, basta tomar u(xy,...,z,) = AL

Em particular, se mult(f) = k, como mult(Af) =k e
Af =af vei(oy,.. o )2 e, 1),

temos que as poténcias de x,, em Af sao diferentes e, assim, tais parcelas em Af nao se

cancelam, o que implica que as multiplicidades das parcelas sao distintas. Portanto,

k=mult(Af) = min{mult(x®), mult(c;(zy, ..., 2,—1)) + mult(zF=))}
= min;{k, mult(c;(z1,...,x.—1)) + k —i}.

Logo, mult(c;(x1,...,x.—1)) + k —i > k, ou seja, mult(c;(xy,...,x,_1)) > 4, como
queriamos. [ |
Definicao 1.13. Chamamos de pseudo-polinémio associado a f(x1,...,z,) 0 po-
linomio % + ci(x1,. .., 2, 1)2* " + ...+ ey, 121) € Ko, ..., 20 1]][x,] com

mult(c;) > 1 cuja existéncia foi provada no teorema anterior. Além disso, se mult(c;) >

i, para todo 1 < i < k, dizemos que z¥ + cy(xy, ..., 2, )"V + . 4 cp(zy, ..., 20 1) €

um polinémio de Weierstrass.

Observagao 1.14. Toda série f € K|[z1,...,2,]] com mult(f) =k > 0 é z,-regular de
ordem k quando considerada em coordenadas adequadas, isto é, existe um K-automor-
fismo linear T' de K{[z1,...,x.]] tal que T'(f) é x,-regular de ordem k.

De fato, seja
f=Y_PeKla,.. .z
=k
como em (1.1), P, # 0 e

_ k1 k
Pi(z1,...,2,) = g T N
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Se ay, ...k = 0 sempre que k; # 0, para¢=1,...,r — 1, entao temos que
Py(z1,...,2,) = aka;ff = P(0,...,0,z,).

Dai, mult(f) = k = mult(f(0,...,0,,)) e, portanto, f é x,-regular.
Caso contrério, ou seja, se existir ag, . . 7# 0 para algum k; # 0, comi=1,...,r—1,
vamos considerar as coordenadas T'(x,) := x,, T(z;) := x; — &;x,, com ¢; € K.

Veja que

T(f) =Y > ap.wxT@)" . Tlx)"

Jj=k ki+..+kr=j
00

= Z Z Ay ey (1 — €1$r)k1 O €r—1$r)k“1$fr7

j=k kit +ko=j
ja que T é um K— automorfismo. Desenvolvendo os Binomios de Newton, temos que

(z; — egx,)i = H(x, ) + (—1)kighizhi,

onde H (z;, z,) é a soma das parcelas restantes do binémio. Note que H (z;, x,) é miltiplo

de z;. Logo, podemos escrever

kp—
) = QUurs.eov) Sty By (L)t tghatectii gl
kyp—
= Q(xlv s 7xT) + Zk1+~..+kr:k &k17-~~7kr(_1)k1+m+kril‘€]fl . '5r—11x7lf7
com Q(z1,...,x,) € K[[z1,...,2,]]
o1mo as potenclas de T, em 1, ...,2y) Sa0 dilerentes de K, termnos que o coelciente
C téncias d Q ao diferentes de k., t ficient

de z* em T'(Py(z1,...,z,)) é dado por

— E k—ky, k1 kr—1
CcC = (_]_) aklkrgl oo 8,,.71 .
k1++kr:k
Deste modo, como ¢ também é o coeficiente de z¥ em T'(f), escolhendo valores para ; de
forma conveniente, isto é, valores de ¢; tal que ¢ # 0, T'(f) torna-se x,-regular de ordem
k. Portanto, a hipétese do Teorema de Preparacao de Weierstrass sobre a x,-regularidade

nao é restritiva.

Pela Observacao 1.14 e pelo Teorema de Preparacao de Weierstrass, temos que para
todo f € Kl[z1,...,z,]] com mult(f) = k existem um K-automorfismo linear 7" e uma
unidade u de K{[z1,...,z,]] tais que u-T(f) € K|[x1,...,2,]] é um polinomio de Wei-
erstrass.

Os préximos resultados exploram os conceitos de pseudo-polinomio e x,-regular.

Lema 1.15. Sejam fi,..., fs polindmios monicos em K[[x1,...,z,—1]|[x,]. Temos que
fi - fs € um pseudo-polinomio se, e somente se, cada f;, com 1 = 1,...,s for um

pseudo-polinomio.
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Demonstragao: Tome s = 2 e considere

1...—|—amefgzx?+b1xf*1+...+bn.

f1 = :1:,’37’ + alennf
Logo,
fl . fQ = x:n+n + (CLl —|—b1)$in+n71 +...+ (ai + ai,lbl +. .. +a1bi,1 +bl)$:n+nil +... +ambn

Se f1 e fy sao pseudo-polinémios, entao

mult(a;+a;_1b1+. ..+ arbi_1+b;) = min{mult(a;), ..., mult(a;_iby), ..., mult(b)} > 1.

Logo, fi1- f2 é um pseudo-polinomio.

Por outro lado, suponha que f; - fo seja um pseudo-polinomio. Temos que
mult(f1) + mult(fo) = mult(fi - f2) = mult(fi - f2(0,...,0,2,)) =m +n.

Além disso, como mult(fi;) < m e mult(fs) < n, entdo segue da equacdo anterior
que mult(f;) = m e mult(fy) = n. Logo, fi e fa sdo pseudo-polinémios, ji que, caso
contrario, mult(fi) < m e mult(fy) < n.

O caso em que s > 2 decorre analogamente. [ |

Lema 1.16. Tome f,g € Kl[xy,...,z,||. Temos que f - g € reqular de uma certa or-
dem com respeito a x, se, e somente se, f e g sao requlares de uma certa ordem, nao

necessariamente a mesma, com respeito d .

Demonstracao: Suponha que f e g sao x,.-regulares de ordem m e n, respectiva-

mente. Assim,
mault(f - g) = mult(f) +mult(g) = mult(f(0,...,0,2,.)) +mult(g(0,...,0,2,)) = m+n.
Além disso,

mult(f(0,...,0,2.)) + mult(g(0,...,0,2,.)) = mult(f - g(0,...,0,z,)),

ou seja, f - g é x,-regular de ordem m + n.
Reciprocamente, se f-g é z,-regular de ordem m, entao f-g(0,...,0,z,) # 0. Suponha

que f nao seja x,-regular, assim

(f-9)0,...,0,2,.) = f(0,...,0,2,)g(0,...,0,2,) = 0g(0,...,0,2,) =0,
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o que é um absurdo. Analogamente, se g nao fosse z,-regular teriamos f-¢(0,...,0,z,) =

0, o que é um absurdo. Logo, f e g sao x,-regulares de alguma ordem. [ |

A seguir vamos mostrar um resultado relacionado a irredutibilidade.

Teorema 1.17. Um pseudo-polinomio f € Kl[x1,...,x.—1]|[z,] € redutivel como ele-

mento do anel K[[x1,...,x._1]][x,] se, e somente se, f € redutivel em K[z, ..., x.]].

Demonstracao: Suponha que f é redutivel em K{[z1,...,z,—1]][z,] e de grau k.
Entao existem f; e fo em K[[z1,...,2,_1]][z,], mdnicos e ndo invertiveis cujo graus sao
m e n respectivamente, tais que

f = f1f2-

Assim, m +n = k. Como f; e fy sdo nao invertiveis, ambos tém graus maiores ou
iguais a 1. Logo, pelo Lema 1.15, temos que f; e fy sao pseudo-polinomios de graus

maiores ou iguais a 1, ja que f é um pseudo-polinomio. Assim, f; e fo sdo nao invertiveis

em Kl[xy,...,x,]], pois os termos constantes sdo nulos e, portanto, f é redutivel sobre
K[z, ...,z
Reciprocamente, suponha que f é redutivel em K|[[z1,...,x,]]. Entao existem f; e f,
em K|[xy,...,2,]], ndo invertiveis em K|[xy,...,z,]], tais que
= hte.

Uma vez que f é um pseudo-polinomio temos que f é regular de uma certa ordem com
respeito a x,. Logo, pelo Lema 1.16, temos que f; e fy sao regulares de uma certa ordem
maior ou igual a 1. Pelo Teorema de Preparacao de Weiertrass, existem unicos U; e Us
unidades de K[[z1,...,x,]] e tinicos pseudo-polinomios Hy, Hy € K|[[z1,...,x.1]][z,] de

graus maiores ou iguais a 1 tais que
Hy = fiUy e Hy = fyUs,.
Tome U = U, U,. Logo, U é invertivel e
U= (f1f)(U1Us2) = (f1Uh)(f2Us2) = HiH>.

Uma vez que Hy; e H, sao pseudo-polinomios temos, pelo Lema 1.15, que f - U ¢é

pseudo-polinomio. Além disto,

fo1=7 (1.3)

f-U = H H,. (1.4)
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Como f é um pseudo-polinoémio, temos que a equagao (1.3) é a preparacao de Wei-
erstrass para f, assim como a equagao (1.4). Pela unicidade garantida no Teorema de

Preparacao de Weierstrass, temos que U = 1 e, portanto,
f=HH,.

Assim, como H; e Hy sao pseudo-polindmios temos que nao sao invertiveis no anel

K[z, ..., z,]]. Logo, f é redutivel sobre K[[zy,...,z,]], como querfamos. |

Vejamos outras propriedades algébricas do anel K{[[z1,...,z,]].
Lema 1.18. O anel K|[[x;]] é um DIP, isto é, um dominio de ideais principais.

Demonstragao:

Seja I C K{[x;]] um ideal. Se I = {0}, entdao I = (0). Se I = K|[[z1]], entao I = (1).

Tomemos agora um ideal I C K{[x;]] nao trivial e considere k = min{mult(f);0 #
f €1} Seja f €I tal que mult(f) = k, ou seja,

o
f= Zaixi = 2 (ay + g2 + .. ),
i=k

com a; # 0. Uma vez que u = Y 2 ap2) € K[[z1]] é unidade e f € I temos que
¥ =ulf €1, ou seja, (zF) C I.

Dado g € I, temos que m = mult(g) > k e

g= Z bixt = 2T (b 4 bypgr1 +...) = 282 (b, + by + ..,

i=m

ou seja, g € (z¥). Assim, I C (x¥). Portanto, I = (z}) e K[[x1]] é um DIP. |

Como todo DIP é um DFU (Dominio de Fatoracio Unica), temos que K[[z1]] é um
DFU. Mais ainda, o anel K{[z,...,z,|| é um DFU.

Teorema 1.19. K[[z1,...,2,]] € um dominio de fatorac¢ao tinica (DFU).

Demonstragao: Vamos mostrar por inducao sobre 7.

Ser =1, entao K|[xy,...,x,|] = K[[z1]]. Logo, pelo lema anterior, temos o desejado.
Suponha que K|[[zy,...,2,—1]] ¢ um DFU e vamos mostrar que K{[[z1,...,z,]] ¢ um
DFU. Primeiro, vamos mostrar que todo elemento nao invertivel de K{[xy,...,z,]|] pode

ser escrito como produto de uma quantidade finita de irredutiveis.
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Seja f € Kl[x1,...,2,]] ndo nulo e ndo invertivel. Se f for irredutivel, entdo a
afirmacao estd provada. Caso contrério, existem hq, hy € K[[z1,...,z,]] ndo nulos e ndo
invertiveis tais que f = hihs.

Se hy e hy forem irredutiveis nada hd para provar. Se hy ou hy forem redutiveis, entao
poderao ser fatorados por elementos nao nulos e nao unidades de K[[zy,...,z,]]. Note
que esse processo pode ser repetido por um numero finito de passos. De fato, temos que
mult(f) = k > 0 e, assim, f ndo pode ter mais do que k fatores nao unidades, pois
caso contrario, pela Proposicao 1.6, teriamos que a multiplicidade superaria k. Portanto,
temos que o processo deve ser finito, isto é, f é escrito como produto de uma quantidade
finita de irredutiveis. Como f é arbitrario em K{[[z1,...,x,]], temos a afirmagao.

Agora, tome f,g,h € K[[zy,...,z,]] com f irredutivel em K[[z1,...,z,]] e f]g-h.
Se g for invertivel em K{[xy,...,x,]] entdao f | h e se h for invertivel entdo f | g. Em
ambos os casos temos que f é primo.

Suponha que h e g nao sao invertiveis em K|[x1,...,z,]]. Entdo, pelo Teorema de
Preparacao de Weierstrass, mudando as coordenadas se necessario, temos que f,g e
h sao associados em K|[[z1,...,2,]] a um polinémio de Weierstrass. Podemos entao

assumir que f,g e h sao polinomios de Weierstrass e pelo Teorema 1.17 temos que f é

irredutivel em K[[z1,...,2,_1]][z,]. Como, por hipétese indutiva, K[[z1,...,z,—1]] ¢ um
DFU, temos que, pelo Lema de Gauss, K[[x1,...,2,_1]][z;] é um DFU e, assim, f é primo
no anel K{[zy,...,z,_1]][x,]. Logo, f | gou f | hem K[[xy,...,2,._1]|[z,] e, portanto, em
K|[xy,...,x,.]], ou seja, f é primo em K|[z1,...,z,]], como querfamos.

Provamos que todo elemento de Kl[xy,...,z,||] é escrito como produto de finitos
elementos irredutiveis e que todo elemento irredutivel é primo. Logo, K|[z1,...,z,]] é
DFU. [ |

Lembremos que um anel A é chamado de anel Noetheriano se todo ideal de A é
finitamente gerado. Um resultado cléssico da Algebra Comutativa é o Teorema da Base de
Hilbert que assegura que se A é um anel Noetheriano, entao A[x] é um anel Noetheriano.

Vamos usar tal resultado para concluir o mesmo para K{[xy,...,x,]].
Teorema 1.20. Temos que K[[x1,...,x,.]] € um anel Noetheriano.

Demonstracao: Faremos a prova por indugao sobre r. Para r = 1, segue direta-
mente do Lema 1.18, j& que K[[z1]] é um DIP, ou seja, todo ideal é principal e, portanto,
finitamente gerado.

Suponha que o resultado seja valido para r — 1 indeterminadas, isto é, que o anel
K{[zy,...,2,—1]] ¢ um Noetheriano. Vamos mostrar que o resultado é vélido para r.

Tome 0 # I C K[[z1,...,z.]] um ideal de K{[[z1,...,z,]] e g € I. Veja que mudando
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as coordenadas, se necessario, podemos supor que g ¢ regular com respeito a x,, ja que

a propriedade que vamos provar é invariante via K-automorfismos de K[[xq,...,z,]].
Como K][x1,...,x,_1]] é um anel Noetheriano entao, pelo Teorema da Base de Hilbert,
K{[zy,...,z,—1]][x,] é um anel Noetheriano. Claramente I N K[[z1,...,z,—1]][z,] é um
ideal de K[[z1,...,2,—1]][x,]. Assim, existem g1,...,gs € K[[z1,...,z,]] tais que

IN K[z, ..., z.1]][x] = (91, -, gs)-

Seja f € I qualquer. Do Teorema da Divisao de Weierstrass, temos que existem
A€ Klxy,...,x.]] e B€ K[[xy,...,x—1]x,] tais que

f=9gA+ B. (1.5)
Como f,g € I e I é um ideal, entdo B € I N K[[xy,...,x,_1]][z,]. Portanto, existem
ai,...,as € K[lxy,...,x.1]][x.] C K[[z1, ..., 2,1, 2,]] tais que

B=ag+ ...+ asgs.

Logo, por (1.5) segue que
f=g9A+aig1+...+ asgs.

Assim, temos que f € (g,91,...,gs) e como f € I équalquer temos que I C (g, g1,...,7s)-
Além disso, ¢, 91,...,9s € I e, portanto,

I= <9,91,-~,gs>-

Dos resultados anteriores temos que K|[[z1,...,x,]] ¢ um dominio Noetheriano local

e de fatoracao tnica.

1.1.1 Séries de Poténcias Analiticas

Na secao anterior apresentamos resultados e propriedades algébricas do anel de séries de
poténcias formais K{[[z1,...,x,]] com coeficientes em um corpo K. Nesta se¢ao, vamos
assumir que K = C e abordaremos sucintamente resultados sobre séries de poténcias
analiticas. O leitor pode encontrar detalhes e justificativas dos resultados que menciona-

mos em [S].

Definicao 1.21. Uma aplicacao f : C" — C ¢ analitica ou holomorfa em p € C" se ela

coincide com sua série de poténcias (de Taylor) em p € C.
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Dizemos que duas aplicagoes f, g : C" — C definem o mesmo germe de aplica¢ao em
p € C" se elas coincidem em alguma vizinhanca de p € C". Consequentemente duas
aplicagoes analiticas definem o mesmo germe se, e somente se, suas séries de poténcias
em p € C" coincidem. Note que o germe (em p € C") de uma aplicagao de C" em C é a
classe de equivaléncia de aplicagoes modulo a relacao que identifica duas aplicacoes que
coincidem em alguma vizinhanga de p € C".

Como as aplicacoes analiticas, séries de poténcias e germes serao considerados na
origem, salvo menc¢ao em contrario, fica implicito que estamos nos referindo a origem ao
nao mencionar o ponto de C".

O conjunto C{zy,...,z,.} de todas as séries de poténcias analiticas é um subanel de
C[[x1, ..., x,]]. Todas as propriedades algébricas que mostramos na segao anterior e que
sao vélidas para Cl[xy, ..., .|| permanecem vélidas para o anel das séries de poténcias
analiticas C{z1,...,x,}. As ideias para as justificativas sdo andlogas acrescidas do fato
de que se deve garantir a convergéncia das séries, o que exige um esforco extra. Para uma

indicacao ao leitor, relacionamos algumas propriedades e resultados com uma respectiva

referéncia:

e C{zy,...,z,} é um anel local com ideal maximal M = (z1,...,z,) (veja Secao 1.5
de [9)]).

e C{zy,...,z.} é um dominio de fatoragao tnica (veja Teorema I11.3.2 de [S]).

e C{xy,...,2,} é um anel Noetheriano (veja Teorema II1.3.3 de [9]).

e O Teorema de Divisao de Weierstrass é vélido em C{xy,...,x,.} (Veja Teorema
I11.3.5 de [9]).

e O Teorema de Preparagao de Weierstrass é valido em C{z1,...,z,} (Veja Teorema
I11.2.4 de [9)]).

De forma similar ao conceito de germe de aplicacoes analiticas, podemos introduzir o

conceito de conjunto analitico e germe de conjunto analitico.

Definicao 1.22. Sejam U C C" um aberto e X C U. Dado p € U, dizemos que
X € analitico em p se existem uma vizinhanca V de p em U e aplicagoes analiticas
fiyo oy fs : C"—= C em p tais que

XNV=A_zeV; filz) =...= fs(2) =0} #0.

Dizemos que X € um subconjunto analitico de U quando X ¢é analitico em todo ponto de
rzeU.
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Com a defini¢ao anterior, a nogao de germe de conjunto analitico se torna natural.

Definigao 1.23. Sejam U e U’ abertos em C", X C U e X' C U’ subconjuntos analiticos
tais que X N X' # 0. Dizemos que X e X' definem o mesmo germe de conjunto em
p € X N X' se existe uma vizinhanca V C X N X" dep tal que XNV =X'"NV.

Note que o germe de um conjunto em p é a classe de equivaléncia de conjuntos
analiticos modulo a relacao que identifica tais conjuntos, se a intersecao deles com alguma
vizinhanga de p coincide.

Escreveremos (X, p) para o germe de conjunto de X em p. Neste caso, X é chamado
de representante do germe (X, p). No caso em que p for a origem de C", denotaremos o
germe (X, p) simplesmente por (X), ou ainda por X se o contexto nao deixar ddvida.

H& vérios resultados que relacionam funcoes analiticas e conjuntos analiticos, bem
como garantem a extensao de fungoes analiticas. Como utilizaremos alguns desses resul-
tados, mas a demonstracao exige a apresentacao de lemas auxiliares que nos desviariam
de nosso objetivo, vamos nos limitar a cita-los e indicar uma referéncia para consulta do
leitor interessado.

Um germe de um conjunto analitico X é irredutivel se da igualdade X = X;U X5, com
X, e X5 germes analiticos, decorre que X = X; ou X = X,. Caso contrario, dizemos
que X é redutivel.

Podemos mostrar (veja Proposigao IV.1.1 de [S]) que um germe de conjunto analitico
X ={z€C"; fi(z) =...= fs(z) = 0} é irredutivel se, e somente se, o ideal (fi,..., f.)
¢ um ideal primo de C{z1,...,z,}.

Além disso, se X é um germe irredutivel, entao X contém uma variedade V complexa,
conexa, aberta e densa (veja Teorema I11.5.2.c de [S]). A dimensdo de X é, por definigao,
a maior dimensao de uma tal variedade contida nas componentes irredutiveis de X. Por

exemplo, se X = {z € C"; f(z) = 0}, entao temos que X é um germe de dimensao r — 1.

Teorema 1.24 (da extensao de Riemann). Sejam U C C" um aberto e X C U um
congunto analitico de dimensao no mdzimo r —2. Para toda funcao holomorfa f definida

em U\ X, existe uma (unica) func¢do holomorfa f definida em U tal que ﬁU\X =f.

Demonstracao: Veja Theorem 4, capitulo D de [G]. |

A funcdo f dada no teorema anterior é chamada extensdo de f & U. Tal teorema

permite obter como consequéncia o seguinte resultado.

Teorema 1.25. Seja X C U um conjunto analitico de dimensdao n — 1 em um aberto

U CC" Sef éholomorfa em U\ X e f pode ser extendida a uma fung¢ao holomorfa
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em ao menos um ponto de X, entdo [ pode ser extendida a uma fun¢ao holomorfa para
todo U.

Demonstragao: Veja Corollary 7, capitulo D de [G]. [ |



CapriTULO 2

Curvas Planas

Neste capitulo, apresentaremos conceitos e resultados relacionados as curvas planas ana-
liticas irredutiveis. Os resultados que demandariam mais pré-requisitos e nos desviariam
de nosso objetivo serao apenas citados, mas remetendo o leitor a uma referéncia precisa
em que uma justificativa pode ser encontrada.

No restante deste trabalho, assumimos K = C, isto é, o corpo dos niimeros complexos.
Além disto, vamos considerar o subanel das séries analiticas C{x1, 22} de C[[z1, x3]], ou
seja, vamos aplicar os resultados do capitulo anterior para r = 2. Para facilitar a notagao

iremos adotar C{z,y} em vez de C{x1, z2}.

Definigao 2.1. Seja f € (x,y) ndo nulo. O germe de conjunto dado por
Cr={z€U: f(z) =0},

onde U € uma vizinhanga de 0 € C%, é chamado de (germe de) curva analitica plana
definida por f.

Observe que

De fato, se z € Cy.4, entao
(f-9)(z) = f(z) - 9(z) = 0.

Como C{z,y} é um dominio de integridade, entdao f(z) = 0 ou g(z) = 0, isto é, z €
CrUC,. Reciprocamente, se z € CyUC,, entdo f(z) = 0oug(z) =0e, dai, (f-g)(2) =0,
e a afirmagao segue.

Definicao 2.2. Dizemos que Cy € irredutivel se f € C{x,y} € irredutivel. Nesse caso,

dizemos que a curva analitica plana Cy € um ramo plano.

Para os proximos estudos, vamos nos ater somente ao caso de ramos planos.
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Observagao 2.3. Sejam f,h € C{z,y} irredutiveis e nao associados, isto é, nao existe
uma unidade v € C{z,y} tal que f = uh. Entdo podemos garantir a existéncia de uma
vizinhanga U da origem em C* tal que C; N C, NU = {(0,0)} (Veja Proposigao 3.2 de

[H]).

Como vimos, a irredutibilidade de f ¢ equivalente a irredutibilidade de Cy. Muitas
outras propriedades de C; se traduzem de propriedades de f. Abaixo apresentaremos
algumas.

Lema 2.4. Sejam dois ramos planos Cy e Cp,. Temos que Cy = C}, se, e somente se,
(f) = (h).

Demonstracao: Observe que mostrar o lema é equivalente a mostrar que C'y = C},
se, e somente se, f =u-h, com u € C{z,y} uma unidade, ja que f = u - h se, e somente
se, (f) = (h).

Suponha Cy = C},. Se f e h nao fossem associados entao, pela observagao anterior,
terfamos que existe uma vizinhanca U de (0,0) tal que em U as curvas Cf e C} s6 se
interceptam em (0, 0), isto é, C'y # C},, o que é um absurdo. Logo, existe u unidade em
C{z,y} tal que f =wu- h.

Reciprocamente, se (f) = (h), entdo f = h - u para alguma unidade u € C{z,y}.

Assim, se z € Cy, entao f(z) = 0 e, portanto,
h(z) = f(z)u™'(2) = 0-u™'(2) = 0,

isto é, z € C),. De maneira anéloga, se z' € Cj,, entao h(z') = 0. Logo,

isto é, 2’ € CY. [ ]

Pelo lema anterior, temos que se C'y = Cj, entdao mult(f) = mult(h) e podemos assim
definir a multiplicidade de uma curva Cy por mult(Cy) = mult(f).
Neste trabalho estaremos interessados em objetos que sao invariantes segundo duas

relacoes de equivaléncia: a topoldgica e a analitica.

Definigao 2.5. Sejam Cy e Cy duas curvas planas. Dizemos que Cy € analiticamente
equivalente a C, quando existem vizinhangas da origem U,V C C? e um isomorfismo
analitico

p:U—=V

tais que CyNU # @ # CoNV e ¢p(CrNU) = CyNV. Quando a aplicagao ¢ € apenas
um homeomorfismo, dizemos que C; é topologicamente equivalente a C,.
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Proposicao 2.6. Seja C; uma curva definida em uma vizinhanga U da origem de C?
com f € C{x,y}. Se QB U =V, em que V é uma vizinhanca da origem de C?, é um iso-

morfismo analitico, entdo existe um C-automorfismo ¢ : C{x,y} — C{x,y} satistazendo

o(f)=foo "

Demonstragao: Inicialmente, lembremos que todo elemento h € C{x,y} pode ser
identificado, via sua série de Taylor, com uma funcao analitica h : C? — C.

Assim, dado um isomorfismo analitico é :U — V com U e V vizinhangas da origem
em C? uma vez que f € C{x,y} define C; em U, temos que f pode ser considerada como

uma funcao f : U — C. Dai, podemos tomar
fod 'V C
que pode ser identificada com fo ¢! € C{z,y}. Defina
¢: Cryy — Cay}
fooo foo!

que ¢ um homomorfismo de C-édlgebras.
E facil ver que 1 : C{z,y} — C{z,y} definida por ¢»(h) = ho $ é a inversa de ¢, isto
6, 1 = ¢~1. Assim, encontramos ¢ um C-automorfismo de C{z,y}, definido a partir de

Y

b, que satisfaz

o(f)=fod "

A reciproca do resultado acima é verdadeira, ou seja, dado um C-automorfismo ¢ :

C{z,y} — C{xz,y}, existe um isomorfismo analitico ¢ : U — V satisfazendo

o(f)=foo.

Mostrar essa afirmacao envolve resultados mais profundos sobre funcoes analiticas que
podem ser encontrados em [S] (veja Proposi¢ao V.1.1).
Veja ainda que

¢(Cy) = Cy(p).- (2.1)

De fato, se (a,b) € Cy(y), entao

0=¢(f)(a,0) = f(¢~"(a,b))

ou seja, ¢~ *(a,b) € Cy, o que implica que (a,b) € ¢(Cy).
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Reciprocamente, temos que se (a,b) € <Z~>(C’f), entdo existe (¢, d) € Cf tal que é(c, d) =
(a,b). Logo, como f(c,d) =0, entao

¢(f)<a7 b) = f(¢71(a7 b)) = f(C, d) =0,

isto é, (a,b) € Cy(y).
A equivaléncia analitica pode ser expressa de varias formas. Veremos uma destas

maneiras e para isso vamos introduzir o objeto a seguir.

Definicao 2.7. Seja Cy uma curva plana. O anel local de Cy é o anel quociente

C{z,y}
(f)

Veja que o anel local de uma curva estd realmente bem definido, pois se Cy = Cy

Of =

entao, pelo Lema 2.4, Oy = O,.
Teorema 2.8. Sejam Cy e C, curvas planas. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. Cf € analiticamente equivalente a C,,.

2. As séries [ e g sio K-equivalentes, isto é, existem um automorfismo ¢ de C{z,y}

e uma unidade u de C{x,y} tais que u- ¢(f) = g.

3. Oy €isomorfo a Oy como C-dlgebras.

Demonstracgao:

Primeiro, vamos mostrar 1 < 2. Suponha que C seja analiticamente equivalente a
C,. Entao existem vizinhangas da origem U,V C C? onde Cy é definida em U e C, é
definida em V, e ¢ : U — V um isomorfismo analitico satisfazendo ¢(Cy) = C,. Tome
¢ o automorfismo definido a partir de q~5 como descrito na Proposicao 2.6. Sabemos por
(2.1) que

P(Cr) = Cyp),
entao

Cg = C¢(f)'

Logo, pelo Lema 2.4, existe uma unidade u € C{z,y} tal que

g=u-o(f),

como queriamos.
Reciprocamente, suponha que f e g sejam K-equivalentes, ou seja, que existam um
automorfismo ¢ e uma unidade v de C{x,y} tais que g = wu - ¢(f). Considerando o

isomorfismo analitico g5 definido a partir de ¢, temos que

P(Cy) = Cy(p) = Cur 4.
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Novamente pelo Lema 2.4, temos que

Cb(cf ) = Cy
e o resultado segue.
Vamos agora mostrar 2 < 3. Inicialmente, mostremos a implicacao 2 = 3. Suponha
novamente que existam um automorfismo ¢ de C{z,y} e u unidade de C{z,y} tais que

u - ¢(f) = g. Desse modo, temos que

o((f) = {9)- (2.2)
De fato, dado f - hy € (f) temos

O(f - hi)=0(f) d(h)=u"g-d(h) =g-u"d(h) € (g).

Portanto, ¢({f)) C (9)-
Por outro lado, se g - hy = g-u™' - u - hy € {g), basta tomar h € C{z,y} tal que

¢(h) = u- hg, que existe pois ¢ é sobrejetora. Dai, ¢(f-h) = g- ho, ou seja, (g) C o((f)).
Considere agora

s C{z,y}

definida por ¥(h) = ¢(h) + (g). Claramente, ¥ ¢ um homomorfismo sobrejetor de C-
algebras. Note que

h € ker(¢) < ¢(h) =0+ (g) & o(h) + (9) = 0+ {g) & &(h) € (9) & h € (f),

em que a tltima equivaléncia segue do fato de que ¢ é injetora e de (2.2). Logo, ker(¢) =

(f). Pelo teorema do isomorfismo temos que

_Cryy  Cloy)
(f) (9)

Oy Oy,
como queriamos.

Agora, vamos mostrar 3 = 2. Considere inicialmente o caso em que mult(g) > 2.
Suponha que O; ~ O, por meio de um isomorfismo ¢. Denote b/ := h+(f) e h" := h+{g)
para todo h € C{z,y}.

Sejam 11, T, € C{z,y} tais que
oa’) =T e o(y') =T

Note que T, T» € (z,y), ou seja, nao podem ser unidades de C{z, y}, pois caso contréario
x e y seriam unidades de C{z,y}, o que nao ocorre.

Defina o homomorfismo
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¢ : C{z,y} — C{z,y}
X = Tl
Yy — T.

Uma vez que ¢ é sobrejetora, existem R(z,y),S(x,y) € (z,y) C C{z,y} tais que
" = o(R(z' ) ey = o(S(«,y)). Além disso, como ¢ é um C-homomorfismo, temos
que
" = R(TY, T3) = (R(T1, 1»))" e

y' = STV, 1) = (S(Th, T2))".

Temos assim que
x— R, Ts) € (9) ey — S(T1, T2) € (9).

Como 11,75, R, S € (x,y), entdao Ty = ax +by+ ..., To = cx+dy+ ..., R =
mx+ny+...eS = pr+qy+...coma,b,c,d,m,n,p,q € C. Além disso, como mult(g) > 1,

devemos ter
v — R(Ty,Ty) = (1 —am — cn)x — (bm +dn)y + ... € (x,y)* e

y—S(T,Tz) = —(ap+cq)z+ (1 —bp—dq)y + ... € (z,y)?,

ou seja, devemos ter am +cn = 1,bm +dn = 0,ap +cq = 0 e bp + dq = 1, isto é,
ad — be # 0. Segue assim que ¢ ¢é invertivel e, portanto, um C-automorfismo.

Temos que

&(f/) _ ¢(OI> _ O”.
Logo, ¢(f) € (g) o que implica que existe h € C{x,y} tal que ¢(f) = h-g. A partir disso,
temos que
mult(¢(f)) = mult(h) + mult(g) > 2

e como ¢ é um C-automorfismo, entdo mult(f) = mult(p(f)) > 2.
Note que analogamente ao que foi feito acima temos que ¢~! induz (;S_l. Usando isso

e trocando f por g nesse processo obtemos

¢ g) = feg=0(h)- o(f),

para algum hy € C{z,y}.
Com isso, temos que

o(f) =h-od(h1)-o(f) & 1=h-¢(h),
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o que implica que h é uma unidade de C{z,y} e, portanto, temos o desejado.

Acima mostramos que se mult(g) > 2, entdo mult(f) > 2. Assim, se repetirmos o
mesmo argumento quando mult(f) > 2, colocando f no papel de g e ¢~! no papel de ¢,
teremos o desejado. Assim, sé nos resta o caso em que mult(f) = mult(g) = 1.

Veja que se mult(f) = mult(g) = 1, entdo
f=ax+by+...

com a # 0 ou b # 0. Suponha, sem perda de generalidade, que a # 0 e defina

¢ : C{z,y} — C{z,y}

por ¢(x) = f e ¢(y) =y, que é um C-automorfismo. Assim, considerando ¢, temos que
r e f sao K-equivalentes. De maneira andloga, temos que g é K-equivalente a x ou a
y. Além disso, pelo C-automorfismo ¢; : C{z,y} — C{z,y} definido por ¢ (z) = y e
¢1(y) = = temos que z é K-equivalente a y. Assim, por transitividade, concluimos que f

e g sao K-equivalentes. [ |

Veja que, pela Observacao 1.14, toda série f € C{x,y} com mult(f) =n > 0 é y-
regular de ordem n, fazendo mudancas de coordenadas se necessario. Assim, pelo teorema
anterior, dada uma curva C; podemos supor, a menos de equivaléncia analitica, que f
¢ um polinomio de Weierstrass. Portanto, deste ponto em diante, vamos considerar que
um ramo plano C seja definido por um polinémio de Weierstrass f € C{x}[y].

Dado Cf = {(o, ) € U; f(o,8) = 0}, é natural estudar métodos para encontrar
solugoes para

flz,y) =0,
ou seja, raizes do polindmio f € C{x}[y]. Existem métodos que permitem descrever as
raizes de f € C{z}[y], um deles consiste em um algoritmo, utilizando o poligono de
Newton de f, que nos dd uma soluc¢ao para f(z,y) = 0 até uma ordem desejada (veja
Secdo 8.3 de [BK]). Temos ainda que tais solugdes sao da forma (x, p(z*/™)) com

plex) = awr,

=n
em que n = mult(f) e a; € C. Tomando ¢t = 2w, temos que
f{t", o(t) = 0.

Definicao 2.9. O par

(", (1))

(") " ait') € C{t} x C{t}

>n
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descrito acima € chamado de Parametrizacao de Newton-Puiseux de Cy, ou sim-

plesmente parametrizagao de f.

Exemplo 2.10. Considere
flay) =y" —a™
com n < m, ou seja, mult(f) = n. Veja que se
(t", o) = () ait’)

>n

¢ uma parametrizacao de f, entao

0= f(tn7 Qp(t))y
isto é,
0= (p(t)" = @)™ <™ = (p(t)".

Logo, tomando ¢(t) = t™ temos que (t",t™) é uma parametrizacao de f.

Se f € C{z}[y] com mult(f) = n admite uma parametrizagao (", ¢(t)), entdo para
todo ¢ tal que ¢™ = 1 temos que ((st)", p(st)) é também uma parametrizagao de f, ou

seja, se

¢ uma das raizes de f € C{z}[y], entao

{p(szm);s € Go}

é o conjunto de todas as raizes de f, onde Gy = {¢ € C;¢" = 1} (veja [BK]). Consequen-

temente,

Fla,y) = Mgy (y — plsam)).

2.1 Classificacao topoldégica de ramos planos

Na secao anterior, abordamos alguns resultados relacionados a equivaléncia analitica de
ramos planos. Nesta secao, vamos considerar a equivaléncia topoldgica, que no caso
de curvas planas irredutiveis pode ser caracterizada por meio de invariantes numeéricos,
dentre eles os expoentes caracteristicos e o semigrupo de valores.

Considere f uma série de poténcias irredutivel de multiplicidade n com parametrizacao

de Newton-Puiseux dada por:
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i>m

com m > n. Agora, tome (g;) e (f;) duas sequéncias de nimeros naturais associadas a

C da seguinte maneira:

g0 =By =mn;

B =min{i;i # 0 (mod €;_1) e a; # 0}, se ;1 # 1; (2.3)
g; = mdec(gj_1, B;) = mde(Bo, - . ., Bj).
Uma vez que ¢; divide €;_1, €;_1 divide €;_, ..., &;_ divide €;_(411), para todo j > 1

e k < j, entdo ¢; divide €;_y, para todo k < j. Além disso, pelo algoritmo referenciado na
segao anterior (veja Secao 8.3 de [BK]), temos que n e os expoentes de () sdo coprimos.
Assim, em algum momento vao existir €,_1 e £,_9 primos relativos para algum g € N.
Logo, ¢, = 1, isto é, a sequéncia (f;) estaciona em j = g e, portanto, (&;) também
estaciona em j = g, isto é, ambas sao finitas.

Como ¢, divide €;_1, entao ¢; < €;_1. Veja ainda que €; # £;_1, ja que caso contrario
terfamos que ¢;_ dividiria f3;, o que néo ocorre. Logo, €; < €;_1, isto é, (g;) é decrescente.

Agora, como ¢; divide €, e €;_1 # €; para todo j € N, entao
{i;¢ 20 (mod ¢;) e a; # 0} C{4;¢ # 0 (mod €;_1) e a; # 0}.
Assim, ;-1 < f3;, para todo j € N. Consequentemente a sequéncia (f;) é crescente.

Definigao 2.11. Definimos os expoentes caracteristicos de f (ou de Cy) como os

g + 1 ndmeros naturais (Bo, b1, - .., By) e chamamos o nimero g de género da curva.

Como f; é o menor expoente de p(t) que n nao divide, faz sentido definir
m f1—-1
p(t) = amt~ +...+apg 1t » €C[t].

Assim, podemos reescrever a parametrizagao de f por:

B2—1 Bg—1
" p(E) + D at +. > at + > at
=5 Bg—1 i>B,
com p(t) € C[t] e ag, - ... -ag, # 0. Observe que se k e j sao inteiros tais que

Bj—1 < k < B; e ;-1 nao divide k, entao a; = 0. De fato, se aj # 0 terfamos que
k € {’L,l 7_é 0( mod €j_1) € a; 7é 0},

mas como k < 3; terfamos um absurdo.
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Observe ainda que como os expoentes caracteristicos dependem exclusivamente do nao
anulamento dos coeficientes ag, em uma parametrizagao de Newton-Puiseux de f e nao
se altera com a escolha de outra parametrizagao de f, entao os expoentes caracteristicos
de f estao bem definidos.

Exemplo 2.12. Seja f € C{x,y} com parametrizacao
(2% + 310 — 512 13 4 ).

Temos que €9 = By = 4, f1 = min{10,13,...} = 10, &1 = mdc(4,10) = 2, B = 13,
g9 = mdc(2,13) = 1. Como €9 = 1, temos que g = 2 e os expoentes caracteristicos de f
sao (4,10,13).

Pelo Teorema de Newton-Puiseux (veja Secao 8.3 de [BK]), temos que toda curva
plana irredutivel definida por f, assumindo que seja um polinomio de Weierstrass em

y, pode ser parametrizada por (1,3, a;it’) com n = mult(f)(= deg,(f)), ou seja,
f(tn, ZiZn (lztl) =0.
Assim, podemos definir o homomorfismo de C-dlgebras
U C{z,y} — C{t}
h(z,y) = h(t", >, ait’).
Como f ¢ irredutivel segue que ker(¥) = (f). De fato, se h € ker(V¥), entdo pelo

(2.4)

teorema de divisao de Weierstrass h = ¢f+r, onde ¢ € C{z,y} e r € C{x}[y] com deg,r <
deg(f) = n. Como h(t",> 7. ait') = 0 = f(t", 3,5, ait’), entdo r(t", > a;it’) = 0.
Logo, todas as raizes de f s@o raizes de r, ja que f é irredutivel. Com isso, se r # 0
entao r teria n raizes com deg,r < n, o que é um absurdo. Portanto, r = 0, de modo que

he(f).
Denotando C{t", 3", a;it'} = Im(¥) C C{t}, temos que

Of = % ~ C{t", Zaiti}. (2.5)

>n

Observe que todo elemento de h € C{x, y} pode, pelo Teorema da divisao de Weiers-
trass, ser expresso como h = qf +r com r = ag(x) + ...+ a,_1(x)y" ' € C{z}[y]. Deste
modo, todo elemento de C{t", 3", a;t'} se expressa como S 1o a;(t").(3 -, ait’)’.

Como f é irredutivel, temos qae Oy =~ C{t", ">, ait'} ¢ um domfnio e seu corpo de
fracdes ICy = {#; g,h € Oy com h # 0} é o menor corpo, com respeito a inclusao, que
contém Oy. Deste modo, por meio da identificacao (2.5) temos que Ky é o menor corpo
que contém C, t" e 3. a;t', ou seja, deve ser C(t", D isn a;t'). Além disso, temos (veja

item i do Teorema 2, Capitulo 3, de [H]) que
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Kp~C(t",)) at') = C(t). (2.6)

>n
Note ainda que C(t) ¢é o corpo de fragoes de C{t¢}. Enfatizando, temos que Oy C C{t}
e estes dois anéis tém o mesmo corpo de fragoes C(t).

Antes de seguir, lembremos de alguns conceitos algébricos.

Definicao 2.13. Seja A um dominio com corpo de fracoes F'. Dizemos que um elemento
a € F € integral (ou inteiro) se a é raiz de um polinémio ménico de Alz|, ou seja, se

hda uma relacao da forma
a4 a, 1"t ag=0

com a; € A. O fecho integral (ou fecho inteiro) A de A é o conjunto de todos os

elementos integrais (ou inteiros) de F.

Note que A C A. Além disto, podemos mostrar que o fecho integral A é um subanel

de F.
Proposigao 2.14. O fecho integral de Oy é O ~ C{t}.

Demonstracao: No caso do anel Oy, identificado como um subanel de C{t}, temos

que seu corpo de fracoes pode ser identificado com Ky = C(t). Deste modo, tomando

a = % € Oy C Ky com 7(t),s(t) € C{t} e s(t) # 0, que podemos supor sem fatores

comuns, temos que existem n € Nea; € C,2 =0,...,n — 1 tais que

0= (29) + oy (%) bt

ou seja,
() + a1 N (E)s(t) + ..+ agr(8)s"THE) + ags™(t)

= () ’

equivalentemente
0=7"(t) + an_17"  (t)s(t) + ...+ arr(t)s" (t) + aps"(t).

A dltima igualdade indica que s(t) deve dividir r"(¢). Como r(t) e s(t) ndo tém
fatores comuns, tal igualdade é possivel apenas se s(t) é invertivel em C{t}, ou seja,
existe s7(t) € C{t} e deste modo, % :_r(t)s_l(t) € C{t}. Portanto, Oy C C{t}.

Uma vez que t" € Oy, temos que t € Oy, pois satisfaz o polinomio monico 2" —t" = 0.

Como O; é um anel, segue que C{t} C O;. Portanto, O; = C{t}. [ |

Um outro conceito algébrico que faremos uso é o que introduzimos a seguir.
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Definicao 2.15. Dado um corpo F qualquer, uma valora¢cao discreta de F' ¢ uma
aplicagao
v:F —7:=7U{x}

que satisfaz
1. v(ap) = v(a) + v(B);
2. v(a+ B) > min{v(a), v(8)};
8. v(a) =00 & a=0;

para todo o, B € F.

E fécil ver que o conjunto R = {a € F; v(«) > 0} é um subanel de F. De fato, temos
que R # @, jd que 0 € R. Temos que v(1) = 0, pois

v(l)=v(l-1)=v(1)+v(1) = v(l)=0.
Além disso, v(—1) = (1) = 0, uma vez que
O=v(l)=v(-1--1)=v(-1)+v(-1)=v(-1)=—-v(-1) & v(-1) =0
Deste modo, se a,b € R entao

v(ab) = v(a)+v(b) = 0

v(a —b) = min{v(a),v(=b)} = min{v(a),v(—1) + v(b)} = min{v(a),v(b)} > 0,

ja que v(a) = 0 e v(b) = 0. Assim, ab,a — b € R e R é, portanto, subanel de F.
Chamamos R de anel de valoragao discreta de F.
Vimos que o anel C{t} é um DIP local com ideal maximal (¢) e, assim, todo elemento
de h(t) € C{t} pode ser escrito como h(t) = t"u(t) com m = mult(h) e u(t) € C{t}
uma unidade. Em particular, como o corpo de fragoes de O; = C{t} é K; = C(t), todo

elemento o € K¢ \ {0} pode ser expresso como

hi(t) ™ (t)
ho(t) — tm2.uy(t)

a= =™ p(t) = t"(t)

com m =my —mg € Z, hi(t),u;(t),v(t) € C{t}, tais que u;(t) e v(t) sd@o unidades.

Considerando a aplicacao

Vgt ]Cf — Z
0 = 00
t"o(t) — m,
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temos que vy é uma valoracao discreta. A justificativa segue de forma andloga a de-
monstracao do Lema 1.6. Neste caso, temos que o anel de valoracao discreta de Ky ¢é
O = C{t}.

Note que dado h € C{z,y} e considerando o homomorfismo ¥ definido em (2.4)
temos que W(h) = h(t",Y o, ait’) € O; e, como Oy C O; = C{t}, definimos v;(h) :=
vi(U(h)) = mult(h(t", Zi>niaiti)) € NU {00}, sendo igual a oo se, e somente se, h € (f).

O conjunto )

[y = {v(h); he Cla,yh\ (f)} CN

desempenhara um papel importante para o que segue.

Note que o conjunto I'y contém o 0 e é fechado com respeito a soma. De fato, como f
é irredutivel, entao (f) nao contém elementos invertiveis de C{z,y} e, portanto, 0 € I'y.
Além disso, se a,b € I'y, entao existem g, h € C{z,y} \ (f), tais a = mult(g(t", ¢(t))) =
vi(W(g)) e b = mult(h(t", ¢(t))) = vi(¥(h)). Veja que gh ¢ (f), uma vez que f é

irredutivel em um DFU e

vr(W(gh)) = vy (U (g)U(h)) = vp(W(g)) + vs (¥(h)) = a+b.

Logo, a+b € I's. O conjunto I'y é um exemplo do que chamamos de semigrupo numérico.

2.2 Semigrupos Numéricos

O conjunto I'y que introduzimos anteriormente ¢ um caso particular do que chamamos de
semigrupo numérico. Mais precisamente, um subconjunto G C N é chamado semigrupo

se:
1. 0 e G;
2. G é fechado com respeito a soma.

Note que I'y é um semigrupo, chamado de semigrupo de valores associado a curva
definida por f.
Nesta segao, estudaremos semigrupos de nimeros naturais de um ponto de vista

puramente aritmético. Diremos que um semigrupo G admite um condutor cse c+N C G
ec—1¢QG.

Exemplo 2.16. Dados vy, ..., v, € N, o conjunto
G ={)ovo+ ...+ A\, com \; € N}

é um semigrupo que denotaremos por G = (v, . . ., v,) e chamaremos de semigrupo gerado

por v, . . ., U
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Lema 2.17. Todo semigrupo G C N ¢ finitamente gerado.

Demonstracao: Se G = {0}, entdo G = (0). Se nado, considere vy = min{g €

G5 g # 0}. Se G = (vg), entao o resultado estd provado. Caso contrario, tome
v1 = min{g € G; g # vg mod vg}.
Se G = (vg, v1), entdao nada ha que provar. Caso contrario, tome
vy = min{g € G; g # v; mod vy, j =0, 1}.

Se G = (vg, v, v9), entao o resultado estd provado. Caso contrério, repetindo esse pro-
cesso, temos que existe r € N tal que G' = (vy, ..., v,). De fato, se v; e vj, s@o elementos

de G como acima tais que j # k, entao
vj; # v mod vy,

isto é, v; e v pertencem a classes diferentes modulo vy e, como o conjunto das classes
de resto médulo vy tem vy elementos, temos que r < vy — 1 e o processo ¢é finito, como

queriamos. m

Exemplo 2.18. Considere G = {0,4,6,8, 10,12, 13,14, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22,23, .. .},
que é um semigrupo. Temos que vy = min{g € G\{0}} = 4 e como existem elementos
em GG que nao sao multiplos de 4, entao 4 nao gera G. Assim, tomamos v; = min{g €
G; 9 # 4 mod 4} = 6.

Veja que 13 € G e 13 ¢ (4,6), ja que 13 é impar e os elementos em (4,6) sdo pares.
Dai, vy = min{g € G;g # v; mod 4,7 = 0,1} = 13. Vamos mostrar que

G = (4,6,13).

E claro que (4,6,13) C G. Por outro lado, pela demonstracao do lema anterior, temos
que G tem no maximo 4 geradores. Basta entao provar que nao existe vs # 4,6, 13 tal

que G = (v, v1, V2, v3). De fato, como
4=0mod 4,6 =2mod 4 e 13 =1 mod 4,

se existisse tal vg, terfamos que

v3 = 3 mod 4.

Como 19 é o menor elemento de G congruente a 3 médulo 4, deveriamos ter que vz =
19 = v; + v, e, neste caso, v seria obtido pelos geradores anteriores. Portanto, mostramos
que G C (4,6,13) e, assim, G = (4,6, 13).
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Seja G = (v, ..., v.) C N. Entdo existem A, ..., A\, € N tais que todo elemento de G
pode ser escrito da forma
/\OUO + ...+ /\T’UT.

Iremos mostrar que quando G' é um semigrupo com um condutor, seus elementos sao

escritos unicamente como uma combinacao particular dos elementos vy, ..., v,.
Tome n; e e; com ¢ = 0,...,r inteiros associados a vy, . .., v, da seguinte forma:
g =g € ng = 1, (2.7)
€i—1 .
e; = mdc{vg, ..., v} en; = , para todoi=1,...,r. (2.8)

)

O lema a seguir sera fundamental para o que estudaremos adiante.

Lema 2.19. Sejam vy,...,v, € N com mdc{vo,...,v.} =1, n; ee;, comi =0,...,r
seus inteiros associados. Temos que para todo m € N existe uma solugao unica para a
congruéncia
T
m = E s;v; mod vy,
i=1

com (0 <s; <ng,1=1,...,7
Demonstragao: Para a existéncia da solugao vamos fazer a prova por indugao sobre
r. Para r = 1 temos que, por hip6tese, e; = mdc{vg, v1} = 1. Entao

€o
€1

ny = = Vo

e existem Ao, \; € Z tais que
/\O’UO + )\17)1 =1.

Logo,

m = mMAgUy + mAjvy.

Dividindo mA; por vy, existem ¢, s; € N, com 0 < s; < vy = nq, tais que
mA, = qug + S1.

Desse modo, temos que

m = syv; mod v,

com 0 < 51 < nj.
Agora suponha que o resultado seja valido para r e vamos provar que vale para r + 1.
Tome vy, ..., v,41 naturais satisfazendo as hipéteses do lema em questao. Considere a

sequéncia v; = &, 1 =0,...,r. Temos que mdc{vy, ..., v} = 1.
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A sequéncia (v})I_, satisfaz a suposi¢ao indutiva, isto é, para todo natural m’ existem

s, A€Zcom0<s;<n,ei=1,...,r tais que
T
m' = g S0, + Ay, (2.9)
i=1
onde
! / ' mde{vo,....vi-1}
b Gim1 mde{vg, ..,V 1} . _ mdc{v, ..., vii1} e
v 7 N ol = = M-
el mdc{vy, ..., v} w mdc{vg, ..., v} e
a
Por hipétese, existem inteiros Ao, ..., A1 tais que Agvg + ... + A\r110.41 = 1. Logo,

/ /
m = NgUp + ... + Aoy Urg1,

onde X, = mJ;. Dividindo A, ; por e,, temos que existem ¢,s,41 € Z com 0 < 5,41 <

e, = Ny tals que N = ge, + Sp41. Assim,

m = Avo + ...+ (ge, + Spi1)Vri1.

Como e, divide vy, ..., v,, entdo existe um inteiro m’ tal que
!/
m=me,+ Sp4+1Vpy1-

Pela igualdade em (2.9), temos que m’ é escrito em termos de v} e como v; = vle,,
1=0,...,r, entao temos a existéncia da expressao do enunciado para r + 1.
Agora, veja que

.
ﬁ{Zaivi,Ogai <ni}:n1...n7q:@...e%1

e e
i—1 1 T

= €pg = Up.

Como a classe de todo m € N moddulo vy é representada por um tnico elemento de
{5 @;,0 < a; < n;} temos a unicidade. De fato, suponha que para algum m € N
existam s; e i, i = 1,...,r, com s; # s, para algum ¢, satisfazendo as condigdes do lema,
isto é,

' T
— J— /
m= E s;v; mod vy e m = E s;v; mod vy.
i=1 i=1
Logo,

IS I
E S;0; = E siv; mod vy,
i—1 i—1

o que é um absurdo.

Como consequéncia do resultado anterior, destacamos:
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Corolario 2.20. Sejam vy, ..., v, primos relativos. Entao:

1. Todo numero natural m € N pode ser escrito unicamente da forma

'
m = E 8iVs,
1=0

com0<s; <ng;,1=1,...,7 e sy € Z.

2. Se §
m > Z(n, — 1)v; — vy,
i=1

entdo so definido anteriormente € tal que sy > 0.

3. Seja G o semigrupo em N gerado por vy, . ..,v.. Entio G tem condutor c e
c< Z(nZ — Dv; — v + 1.
i=1

Demonstracao: O item 1 segue diretamente do lema anterior.
Para o item 2 basta ver que

T

' T
E S;v; = m > E (n; — Dv; — v > g $;U; — g,
i1 i=1

i=0
uma vez que s; < n; — 1. Logo, sgvg > —vg, 0 que nos garante que sy > —1, ou seja,
S0 Z 0.

Para o item 3 veja que, pelo item 1, se m € N, entao

r
m = E S; Ui,
1=0

com0<s;<mj,t=1,...,7esy € Z. Além disso, pelo item 2 temos que se
T
mZZ(ni—l)vi—vo+1
i=1

entao so > 0, ou seja, m € G. Assim, se Y _._,(n; — 1)v; — vy ¢ G, entéo

r

C = Z(nl — 1)Ui—1)0+1.

i=1
Caso contrario, se Y ;_,(n; — L)v; —vg € Ge Y i (n; — 1)v; — vy — 1 ¢ G, entdo

T

c= Z(nZ — 1)v; — vo.

i=1
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Podemos continuar a repetir esse processo, mas de qualquer forma

c< Z(m — Dv; — v + 1.
i=1

Note que pelo corolario anterior, temos que se sy > 0, entao m € G, mas a reciproca

nao é verdadeira, ou seja, se m € G nao é verdade que sy > 0. Veja o exemplo a seguir.
Exemplo 2.21. Tome
G = (8,10,11) = {0,8,10,11, 16, 18, 19, 20, 21, 22, 24, 26, 27, . . .}.
Vejaque eg =8 e1 =2, e5=1,n9=1, n; =4 e ny =2. Além disso,
22 = —vy + 3v1 + 0wy € G,
mas Sop < 0. Temos que G tem condutor igual a 26 # Z?:l(”i —1Dv; — vy +1=32.

Mais adiante iremos considerar uma classe de semigrupos de N tal que a reciproca

mencionada acima é verdadeira. Para isso, definiremos algumas nocoes e resultados a

seguir.

Definicao 2.22. Sejam vy, ..., v, uma sequéncia de nimeros naturais relativamente pri-
mos e sejam ng,...,Nn, seus inteiros associados. Dizemos que a sequéncia é otima se
para todo it = 1,...,r tivermos que

n;v; € <U0, Cee ,’Ui_1>.
Exemplo 2.23. Considere G = (4,6, 13) como no Exemplo 2.18. Veja que eg = 4, e; = 2,
es =1,n9=1, n; =2 e ny =2. Além disso, temos que

2

c:16:Z(ni—1)vi—vo+1
i=1
nivy = 12 € <4>,
Noly = 26 € <4, 6>,
ou seja, G é gerado por uma sequéncia étima.

Proposicao 2.24. Sejam vy, ...,v, € N uma sequéncia dtima. Se G = (vg,...,v,)

entao:
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1. Todo elemento m € G ¢é unicamente representado na forma:

'
m = 5 8iVs,
i=0
com0<s; <n;,i=1,...,1r esy € N.

2. 0O condutor ¢ de G € dado por

i=1
Demonstragao:
1. Sejam = Agvg+ ...+ v, € G, \; € N, 1 =0,...,r. Sabemos que existem 1inicos
qr,sr €N, 0 <s, <n, tais que
Ar = Ny + Sy

Temos assim que
m = $yUp + qrNyUy + /\OUO +...+ /\T—lvr—lv

com 0 < s, < n,. Como vy, ...,v, € uma sequéncia 6tima, temos que

@GNy + Ao + - o+ Ap1Up1 € (Vgy e, V1),
Entao existem \] € N, ¢+ =0,...,r — 1 tais que

m = S,Up + A\jUo + ... + A _10r_1.
Repetindo esse processo para A|_;,...,Aj temos que
m = Ao + $101 + ... + S0y,

com A, s; € N, 0 <'s; < n;. Tomando sy = A temos o desejado.

2. Sabemos, pelo Corolario 2.20, que

c< 2:(71Z — Dv; — v + 1.
i=1

Pelo item 1 desta proposicao, temos que

T

Z(nZ — v, — vy ¢ G.

i=1
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E, pelo item 2 do Corolario 2.20, temos que todos os sucessores de

T

Z(nl — 1)Uz — Vg + 1
i=1

estao em G. Entao

c= Z(n, — Vv, — v + 1.
i=1

Uma outra propriedade de semigrupos numéricos que faremos uso ¢é a que introduzimos

a seguir.

Definicao 2.25. Seja G um semigrupo de N com um condutor c. Dizemos que G €
simétrico, se
VzeZ,zeGsce—1—2¢G.

O resultado abaixo nos da condigoes equivalentes para que um semigrupo com con-

dutor seja simétrico.

Proposicao 2.26. Seja G um semigrupo de N com um condutor c. Entao os itens abaizo

sao equivalentes:
1. G € simétrico.
2. 2|GN[0,¢0)| =c.
3. 2IN\G| = c.
4. IN\G| = |GNJ0,c)].
Demonstracao: Observe que
(N\G)U (GN[0,¢)) =10,¢) NN,

uma vez que
G=([0,0)NG)U{c,c+1,c+2...}.

Além disso, claramente

N\G'N(GN[0,c)) = 2.

Logo,
IN\G| + |G N[0, ¢)f =[[0,¢) NN| = c.
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Assim, é facil ver que os itens 2,3 e 4 sao equivalentes.
Agora considere a aplicagao ¢ : [0,¢) NN — [0,¢) NN definida por ¢(x) =c—1 — z.

Claramente temos que ¢ é bijetora. Temos que
d(GNJ0,¢)) C N\G C [0,¢) NN,
ja que G é semigrupo e ¢ — 1 ¢ G. Assim, temos que G é simétrico se, e somente se,
»(GNI0,c)) =N\G.

De fato, se G é simétrico e ¢ — 1 — x € N\G, entdo = € G. Além disso, se a igualdade
ocorre, entao todo elemento ¢ — 1 — z ¢ G tem como imagem z, isto é, x € G. Portanto,

os itens 1 e 4 sao equivalentes. |

Exemplo 2.27. Pela proposi¢ao anterior, temos que o semigrupo do Exemplo 2.18 e
retomado no Exemplo 2.23 é um semigrupo simétrico e o semigrupo do Exemplo 2.21

nao é um exemplo simétrico.

Os elementos de N\G sao chamados de lacunas do semigrupo G. Observe, pela
proposicao anterior, que se G ¢é simétrico, entao ¢ é par e ha a mesma quantidades de

lacunas e nao lacunas de G em [0, ¢).
Proposicao 2.28. Todo semigrupo G gerado por uma sequéncia otima € simétrico.

Demonstracao: Considere G = (v, ..., v,) com condutor ¢, em que vy, ...,v, € N
é uma sequéncia étima. Perceba que se z € G, entdao ¢ — 1 — z ¢ G, pois caso contrério
¢ —1 € G, o que nao ocorre. Suponha que ¢ —1— 2z ¢ G, com = € N. Pelo item 2 da

Proposicao 2.24, temos que

r

c= Z(nl — 1Dv; — v+ 1.

i=1
Segue do item 1 da Corolario 2.20 que todo x € N ¢é escrito unicamente da forma

r

€r = E SiUs,

i=0
com 0<s;<n;,i=1,...,re sy € Z. Entao

T

c—l—x:Z(ni—l—si)vi—(so—l—l)vo.

=1
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Como 0 < n; —1—s; <n;, entdo —(so+1) <0, jd que c— 1 —x ¢ G. Dai, 59 > —1, isto

é, so > 0. Logo, pela Proposicao 2.24, temos que x € G e G é simétrico. [ |

No exemplo a seguir, vamos mostrar que a reciproca da proposicao anterior nao é

verdadeira, isto é, nem todo semigrupo simétrico é gerado por uma sequéncia étima.
Exemplo 2.29. Considere
G = (5,6,7,8) ={0,5,6,7,8,10,11,12,13,14, 15, ...}

Temos que c =10 e
IN\G|=5=[GNI0,c)],

logo G é simétrico. Por outro lado, veja que eg = 5, e; =1, e =1, e3 =1, ng = 1,
n1:5,n2:16n3:1.Dai,

NoVy = 7 ¢ <5,6>,
isto é, G nao é gerado por uma sequéncia otima.

O conceito a seguir é central nestas notas e se conectard com o estudo de curvas

planas.
Definicao 2.30. Sejam vy, ..., v, € N uma sequéncia de nimeros relativamente primos,
e; eng, v = 0,...,7 08 inteiros associados. Dizemos que vy, ...,v, € uma sequéncia

fortemente crescente se

Vi > Vi—1My—1,
para todo i =1,...,r.

Exemplo 2.31. Temos que
G = (4,6,13)

dado no Exemplo 2.23 é gerado por um sequeéncia fortemente crescente, mas os Exemplos

2.21 e 2.29 nao sao gerados por uma sequéncia fortemente crescente.

Observe que se vy, ..., v, é uma sequéncia fortemente crescente, entao tal sequéncia
é uma sequéncia crescente. De fato, se i > j, entdao j =i — k, para algum k € {1,... i}.
Dai

Vi > Vi 1M1 > VioMi_oTi 1 > oo > Vi g Nj_fp .. - Nj_1 = Vi = Vj.

Lema 2.32. Sejam vy, ...,v, € N uma sequéncia fortemente crescente. Entao
i
vigr > Y (ny = 1)y,
§=0

para todo i =0,...,r — 1.
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Demonstragao: Vamos fazer a demonstracao por inducao em i. Veja que para
1 = 0, temos que

V1 > NoVgy > NoVgy — Vg = (no — 1)?}07

como desejado.

Suponha que o resultado seja valido para ¢ e vamos mostrar para ¢ + 1. Temos que
i—1
Vit1 > U = (nl — 1)'1]1 +v; > (le — 1)1)@ + Z(TLJ — 1>’Uj = Z(TLJ — 1>’Uj.
§=0 §=0

Logo, temos o resultado. [ |

Proposicao 2.33. Toda sequéncia de numeros naturais fortemente crescente € uma
sequéncia otima. Em particular, o semigrupo gerado pela sequéncia fortemente crescente

€ simétrico.

Demonstracgao: Seja vy, ...,v, € N uma sequéncia fortemente crescente e considere
a sequencia
06:@,...,1);:%.
€ €
Ja vimos que
o mdc{vy, ..., vi_1} _ mdc{vo, ..., vi_1} .
mdc{vp, ..., vi} mdc{vy, ..., v} "

Pelo lema anterior, temos que

Logo,
i1
! / / !/
nv; > E (n; — 1)v; — vy
j=1

Pelo item 2 do Corolario 2.20, temos que

i—1
/ /_E : ’o
Jj=0

com s; = 0. Logo,

nv; € (Vg ..., Vi_q).

Assim,

niv; € (Vo, ..., Vi-1),
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ou seja, vp, ..., v, ¢ uma sequéncia 6tima. Além disso, pela Proposicao 2.28, temos, em
particular, que G é simétrico.
|

Exemplo 2.34. Seja G = (4,6,7). Veja que eg = 4,1 =2, e5 =1, ng=1,n, =2 e
no = 2. Assim, G é gerado por uma sequéncia 6tima, mas que nao é fortemente crescente,

ja que njv; = 12 € (4), novy = 14 € (4,6), mas vy = 7 < 12 = nyv;.

2.3 Semigrupo de valores de uma curva plana

Nesta secao abordaremos algumas propriedades do semigrupo de valores de uma curva
C irredutivel, onde f € C{z,y}.
O semigrupo I'; associado a C; tem um condutor, que denotaremos por c; e, pela

Proposigao 7.18 de [H], temos que

Uk "

onde py é chamado nimero de Milnor de CY.

Proposicao 2.35. SejaI'y 0 semigrupo de uma curva plana irredutivel Cy e cy o condutor
deT'y. Se h € C{t} € tal que vs(h) > ¢y, entdao h € Oy.

Demonstracao: Uma vez que vs(h) > ¢y, existem hy € Of com vs(hy) = vs(h) e
a; € C tais que v¢(h —arhy) > ve(h) > ¢y

Repetindo o argumento, encontramos hy € Oy com vy(hy) = vy(h —a1hy) e ap € C
tal que vy(h —ajhy — aghe) > ve(h — arhy) > vy(h) > ¢;.

Procedendo deste modo, obtemos h; € Of e a;, € C, ¢ € N* tais que

h Zazz: 00,

1EN*

implicando que h — ), . a;h; = 0, ou seja, h = >, . a;h; € Oy. [ |

Observe que o menor elemento nao nulo de I'y é mult(f) = n. De fato, seja (¢, (t))
uma parametrizacao de Cy e tome h € C{z,y} \ (f) nao invertivel. Entao h € (z,y), isto
¢,

h = hix + hsy,
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para alguns hq, hy € C{z,y}. Uma vez que
r(y) = mult(6(8)) = n = mult(t") = vy(z)
temos que
vy(h) = mult (h(t", 6(t))) =

para todo h € C{z,y} \ (f) nao invertivel. Perceba ainda que = ¢ (f), j4 que f é um
polinomio de Weierstrass em y. Logo, temos que = ¢ um elemento de Oy com v¢(z) = n,

como queriamos.

Observacao 2.36. Para os estudos a seguir observe que toda curva parametrizada por

(t", ¢(t)), com
o(t) = a;t’

i>n

pode ser reparametrizada por (£, ¢(t)), com
o) =) a;t’

por meio de uma mudanga de coordenadas. De fato, sejam f(z,y) € C{z,y} e Cy uma
curva parametrizada por (t", ¢(t)). Note que para todo n < i < f; temos que n divide i,

ou seja, i/n € N. Agora considere a mudancga de coordenadas
O(x,y) = (r.y+ Y az’™)
n<i<pf

e veja que

F@@y) = flay+ 3 ') = f(a,y).

n<i<fy

Cg(t) = Z a;t’,

1261

Temos que (¢, ¢(t)), onde

é uma parametrizacao de C’, ja que

Fm, o) = () ait’) = f(1",)) at'+ Y ait’) = f(t", (1)) = 0.

i>p1 i>p1 n<i<fy

Pela observagao anterior, podemos considerar (t",¢(t)), com ¢(t) = 37, 5 a;t’, uma

parametrizacao de f e (fo, ..., B4) 0s expoentes caracteristicos de C'y. Para nossos estudos

defina P, =0,
Fi= ).
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para j =2,...,g e tome

G;={seC;s¥ =1}

o grupo das ¢;-¢ésimas raizes da unidade. Temos que
GQDGlD...DGQZ{l},

uma vez que ¢; divide ¢;_;.

GQO -, entao definimos
I

P;(st) = Py(st).

Paracada j =2,...,9,se¢ €

Considere mg :=1 e

Gy
Gj

a ordem do grupo quociente

a seguir:

Proposicao 2.37. Com as notagoes anteriores temos:

1. m;j > 1 paral < j<g;

2. momy ... mue; = €9 = n. Em particular, mg ... mg = n;

.
3. mi+1...mg:$:€i.

Demonstragao:

1. Como a sequéncia €, com j = 1,..., g, é decrescente, temos que m; > 1.

2. Veja que
_ S8 g

momqme ... 1MG;E&; ce
€1€2 &g

E; = &y = N.

L paratodo j =1,...,q. A partir disso, temos o resultado

Em particular, como my = £4_1, entao tomando 7 = g — 1 temos que my ... my = n.

3. Segue de forma andloga ao item 2.

Lema 2.38. Seja ¢ € Gp_1\Gg. Se l > k > 1, entio <Gy C Gyp_1\Gk. Em particular,

Gr-1\Gy, € particionado por
€k—1 — €k

gl
classes laterais disjuntas de Gj.
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Gy G G

Demonstragao: Por hipdtese, temos que ¢t =1 e¢™* #1.Sel >k >k—1e
d € Gy, entao Gy C Gy e (¢0)%*1 = 1. Além disso, G; C Gy, e, dal,

(60)™ = ¢T*o™ = A 1,

ou seja, s0 € Gy_1 \ Gg, como queriamos.

Em particular, para todo ¢ € Gj_1\Gy temos claramente que

oG} = G} = .

Além disso, #{Gx_1\Gr} = ex_1 — €k. Logo, Gj_1\Gy é particionado por

Ek—1 — €k
€l

classes laterais de Gj. [ |

Para o préoximo resultado, a seguinte notagao se faz necessaria.

Definicao 2.39. Para cada 7 =1,...,g definamos

fitmy) = ] (- Pi5aw)) € Cla}ly)-

_ Go
€
S a1

Observe que
Gg o |G0| . n

d = = = :
egyf] | Gj—l | |G]_1| gj—l

Além disso, f; ¢é irredutivel, j& que é o polinomio minimal de P](x%) sobre o corpo de
fragoes C(z) de C{z}.

Temos que vo = By = n e f; ¢ (f), ja que deg,(f;) < n. Logo, podemos definir
vj :==v¢(f;), j=1,...,9. Mais ainda, temos o seguinte resultado:

Teorema 2.40. Seja Cy um ramo plano e (Bo,...,[B,) seus expoentes caracteristicos.

Temos que
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1. ’Ulzﬁle
1

S gkﬁk + B
iR

V; =
J
€j—1

j_
k=1
para todo j =2,...,4.

2. ¢; = mdc(gj_1,v;). Em particular, ¢; = e; e m; = n;, onde n; e e; definidos em
(2.7) e (2.8).

3. Se h € C{z}[y] e deg,(h) <ng...n; = o, entio vi(h) € (vy,...,v;). Em particu-
lar, T'y = (vo, ..., vy).

Demonstragao:

1. Para 7 =1 temos

e P, = 0. Assim,

Agora, sabemos que

vi=vi(f)=ve | TI w-PGam) | = Y vy - Pt)).

e e
Veja que
Go _ (Go\ G1)U(G1\ G2)U...U(Gj2 \ Gj_1)U...U(Gy1 \ Gy)U{1}
ijl ijl '

Como G; C G_; para todo ¢ > j — 1 temos

(Gi1 \GHU. .. U(Gy1 \ Gy)U{l} =

1}.
o 1
Assim, . ‘ ‘
Go  (Go\GU(GL\ Go)U...U(Gj_2\ Gj-1) - (=
= U{1}.
Gj,1 Gj,1
J& vimos, pelo Lema 2.38, que para todo k < j — 1 o conjunto Gy_; \ G}, é partici-
onado por
Ek—1 — €k
€j—1

classes laterais disjuntas de G;_;.
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Se ¢ € Gg_1 \ G, entao

Br—1 Bi—1 S Br—1 Bi—1
vi(y — P;(St)) = mult Z a;t" + Z a;t" + Z a;t" — Z 'a;t’ — Z ‘a;t’
=01 =Pk Z':ﬁj i=p1 =P

Como ¢ € Gy_1, entdo ¢* = 1, para todo i < B, ja que G; O Gj_1, para todo
i < Bg. Além disso, como g, = mdc(Bo, - .., B) e s € Gy, entdo (1 — %) # 0. Logo,

Bj_l o0
vy — Pi(st)) = mult | Y (1=cait' + Y ait' | = B
=P i=p;

Se ¢ =1, entao Pj(ct) = P;(1t) = P;(t) e, assim,

B;—1 ) Bi—1
vily = Bi(ct) = vily = Py(0) = vy | D ait' + 3 ait = Y ait' | =5,
iZﬁl ’i:,Bj i:ﬁl

Logo,
vy =vs(f;) = de% ve(y — P;(3t))
=SS o vy~ BS) + vyl — Bi0)
=i (Ek;j—,—lak> B+ B,
como queriamos.
2. Temos que ¢; = mdc(ej_1, ;) = mde(Bo, - - -, ;), ou seja, pelo item 1, ¢; divide v;

e, portanto,

gj < de(&f]‘_l, Uj).

Por outro lado, temos que d := mdc(g;_1,v;) divide v; e €;_1, 0 que implica que d
divide v; e f3;, para todo i = 0,...,5 — 1. Logo d, pelo item 1, divide 3; e, assim,
divide f;, 1 =0,...,j. Logo,

d<c¢g;j

e, portanto, sao iguais.

A segunda afirmacao segue diretamente de ¢; = mdc(ej_1,v;).

3. Seja h € C{x}[y] tal que deg, < " Demonstraremos por inducao em j. Veja que
6 .

j
para j = 0, temos que deg,(h) < 1, ou seja, deg,(h) = 0, o que implica que podemos

(e.0)
h = E Gt
i=0

escrever h da forma
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Assim,
oo

h{t", ¢(t) = cit"

1=0

e dal v¢(h) = nj, para algum j € N, ou seja, v¢(h) € (vy), como desejado.

Para 7 =1, tome

com k < ngni. Veja que
vi(a;(2)y") = iB1 + mult(a;(z))n = i mod n.
Agora, tome i,] < ngny, com ¢ # [. Temos que
v(ai(x)y') # vi(a(a)y').
De fato, se ocorresse a igualdade terfamos que

vi(a(@)y’) = v(a(2)y') mod n.

Dali,
(1 —1)81 =0 mod n,
logo
) LG L VR Vi
€1 €1

e como &1 = mdc(n, 51) temos que f—ll e % sao primos relativos, ou seja, non; = ny

deveria dividir ¢ — [, o que é um absurdo ja que 0 # ¢ — [ < ngn; = n.

Temos que
vi(h) = min{v(ag(z)), . .., vilan(@)y®)} = vi(a;(z)y"),
para algum ¢ € {0,...,k}. Logo,
vi(h) € fiN 4+ nN = (vg, v1),

como queriamos.

Agora, suponha que o resultado seja valido para j — 1 e vamos mostrar que o mesmo
vale para j. Tome
k
h=>Yalz)y € C{z}[y]
i=0
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com k < ng...nj; = ng...n;. Pelo Teorema da divisao de Weierstrass temos que

existem gy € C{z,y} e Ay € C{z}[y], com deg,(Ao) < deg,(f;) tais que

h = fiq0 + Ao.

Analogamente, temos que existem ¢; € C{z,y} e A; € C{z}[y|, com deg,(A4;) <

deg,(f;) tais que
Qo = fiq + Ar.

Assim,

h= Ao+ fiA+ fia

Repetindo esse processo para todo ¢; e expandindo h em poténcias de f;, temos

1=0

para algum s < n; e deg,(A;(z,y)) < n;, para todo i =0,...,s.

Por hipdtese de inducao temos que

vi(Ai(z,y)) € (vo, ..., v-1),

para todo i = 0,...,s. Além disso, pelo item 2, ¢;_; = mdc{vo, ..

segue que

vi(Ai(z,y)) =0 mod €;_;.

Veja que

vi(Ai(z,y) f}) = iv; = iff; mod ;_.

Tome 7,1l < n;, com i # . Entao

De fato, se a igualdade ocorresse teriamos que
(’l — l)ﬁj = 0 mod €j—1

e, dai

.,vj_1}. Entao

o ~ B ~ . . . .
mas como €; = mdc(f;,€;-1), entao - €7 830 primos relativos, ou seja, n; deveria

dividir ¢ — [, o que é um absurdo ja que 0 # ¢ — [ < n;.

Logo, existe i € {0, ..., s} tal que

vi(h) = vi(Ai(z,y) ;) € (vo, ..., v;).
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Em particular, seja vg(h) € I'y, com h € C{z,y}\(f). Entao, pelo Teorema da
divisao de Weierstrass, existem ¢ € C{xz,y} e hy € C{z}[y|, com deg,(h;) < n tais

que

h=fq+ .
Assim, substituindo a parametrizacao (", ¢(t)) temos que
Logo, v¢(h) = v¢(hy). Tomando j = g e como deg,(h1) < n = ngn; ...n, temos,
pelo provado acima, que

vi(h) =ve(hi) € (vo, ..., v,)

e, portanto, I'y C (vy, ..., v,). Além disso, uma vez que v; € I'y, paratodo0 < j < g

e como I'y é um semigrupo, entdo (v,...,vy) C I'y. Logo, I'y = (vo, ..., vy).

Veja que
Vit = 1V = B+ B, (2.10)
para todo 7 =0,...,g9.
De fato,

njv; — Bi + By = Egl <Z?€;11 <m) Br. + 53') — B+ Bjn

€j—1
= 0 (B) B+ (5 = 1) + By

= e <—Ek7,§j_5k> Br + Bjt1

= Vj41-

Podemos ainda observar que v; ¢ o menor elemento nao nulo de I'y e nao divisivel
por €;_;. De fato, suponha que exista k € I'y tal que k < v; e £;_; nao divida k. Como
k € I'y, entao

k = bovo + ... + byvg,

com b; € N. Além disso, v; < v; sempre que ¢ < [, uma vez que J; < ;. Logo,
k= bQUQ + ...+ bj—lvj—la

mas, nesse caso, €;_1 dividiria k, o que ¢ um absurdo.

As relagoes apresentadas anteriormente permitem obter o seguinte resultado.
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Teorema 2.41. Seja Cy um ramo plano. Entao I'y e seus expoentes caracteristicos se

determinam mutuamente.

Demonstracao: Lembremos que 5y = vg e 51 = v1. Uma vez que temos os expoen-
tes caracteristicos de C'y conseguimos obter I'y, j& que I'y = (vo, ..., v,) e, pelo teorema
anterior, vy, ..., v, sao determinados pelos expoentes caracteristicos.

Por outro lado, temos que
Vi1 = njv; — B + Bin

de onde segue, a partir de I'; e seus geradores, que conseguimos determinar os expoentes

caracteristicos de Cy. [ ]

Como vale (2.10) e f;+1 — B > 0, entéo v > n,v;, para todo j € {0,..., g}, ou
seja, os geradores de I'y formam uma sequéncia fortemente crescente e, portanto, I';
é um semigrupo simétrico. Além disso, v; nao pode ser escrito como combinagao com
coeficientes naturais de vo, ..., vi—1, Vit1,- .., Vg.

De fato, como v; < v; quando i < [, se
v = )\0@0 + ...+ Ai—lvi—la

terfamos que ¢;_; dividiria v;, o que é um absurdo.

O teorema a seguir é um dos resultados centrais no que se refere a equivaléncia to-
polégica e afirma que o semigrupo de uma curva, assim como os expoentes caracteristicos,
sao invariantes topoldgicos completos. A demonstragao envolve o uso de néds toricos e sua

apresentacao nos desviaria de nosso objetivo principal.

Teorema 2.42. Dois ramos planos sao topologicamente equivalentes se, e somente Se,
eles possuem os mesmos expoentes caracteristicos ou, equivalentemente, possuem o mesmo

semigrupo de valores.

Demonstracao: Veja [BK]. |
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Equivaléncia Analitica

Anteriormente abordamos invariantes topolégicos para curvas planas. No que segue,
vamos apresentar invariantes com respeito a equivaléncia analitica. Os invariantes que
apresentaremos se destacam por serem ferramenta central na classificacao analitica de

ramos planos. Para tanto, vamos introduzir alguns conceitos.

Defini¢ao 3.1. Chamamos de dlgebra de Tjurina associada a f € C{x,y} o quociente

C{z, y}
<f7 f:m fy>

Mather e Yau, veja [MY], mostraram que a &lgebra de Tjurina determina a classe
analitica da curva C, no sentido de que duas curvas sao analiticamente equivalentes se,
e somente se, suas algebras de Tjurina sao isomorfas (como C-algebras).

Dizemos que um conjunto A; é invariante analitico de C'y sempre que C} analitica-

mente equivalente a C, implicar que Ay = A,.

Definicao 3.2. Definimos o nimero de Tjurina de f ou de Cy como

(for Iy) (i for fy)

Como algebras isomorfas tém a mesma dimensao, segue que o nimero de Tjurina é

T = dlmc

um invariante analitico. Além disso, o invariante 7; pode ser recuperado por meio do
semigrupo de valores e de um outro invariante analitico que passaremos a descrever.

Vamos denotar por
O = C{w,y}de + C{z,y}dy

o conjunto das 1-formas holomorfas em C?. Temos que Q' é um C{x, y}-mddulo. De fato,

sejam wy = hydx + g1dy, wy = haodx + gody € Q' e h € C{x,y}. Temos que

w1 + wo = (hl + hg)dl’ + (g1 + g2)dy € Ol

hwl = h(hldﬂf + g1dy) = hhldl' + hgldy € Ql,
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como queriamos.
Para todo f € C{z,y} definimos a diferencial de f por df = f.dx + f,dy € Q' e

denotamos
F(f) = fQ' + Cla,y}df.
Veja que F(f) C Q'. Também temos que se

z1 = [ (hdx + g1dy) + h - df, 2o = f - (hodz + gody) + g - df € F(f)
e p € C{x,y}, entao

21+ 2= f-((hi +ho)dr + (g1 + g2)dy) + (h + g) - df € F(f)

pz1 = [ - (phida + pgidy) + ph - df.
Logo, F(f) é um C{x,y}-médulo, ou ainda, como F(f) C Q!, entao F(f) é um C{z,y}-

submédulo de QL.

Defini¢ao 3.3. Definimos o mddulo de diferenciais de Kdhler de Cy como o conjunto
Ql
F(f)

Observe que € é um C{z,y}-médulo. De fato, sejam wy = wy + F(f), w3 = w +
F(f) € Qs e h € C{z,y}. Temos que

Qf = QOf/(C: :{w::w—i—F(f), WGQl}.

CU_1+CU_2:(W1 +CL)2>+F<f) EQf

hw_lzhwl—i-F(f) EQf,

como queriamos.
Além disso, 2y também ¢ um Op-médulo, ja que se W = w + fwy + hdf € Qf e
g=g+hf € Oy, entao gw se expressa por

(g+hf)(w+ fwr+hidf) = gw+ fgwr +ghidf + fhw+ f2hw, +hhy fdf = gu+F(f) € Q;.
Definicao 3.4. O submddulo de tor¢ao de 2y é o conjunto
Ty ={w € Qp;hw =0 em Qy, para algum h € O;\{0}}.

Temos que Tt ¢ um Op-médulo. De fato, sejam wy,wy € Ty e he Oy. Entao existem
hi,hy € O;\{0} tais que hyw; = 0 = howy. Temos que hy hy # 0, uma vez que O; é um
dominio. Logo,

hy ho(@r + @s) = (hwn)hs + (howz)hy =0

e, assim, Wy + wy € T. Além disso, hy(hwr) = h(hiwy) = 0, ou seja, hioy € Ty.
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Exemplo 3.5. E facil ver que para todo f temos que df € Qy estd em Ty, ja que
df € F(f) e, assim, h df = h0 = 0, para todo h € Oy.

Exemplo 3.6. Sejam f = y" — 2™ € C{x,y}, com 1 <n <m e w = nxdy —mydz € N*.
Temos que 0 # w € Qy, pois caso contrdrio w € F(f), isto é, existiriam h € C{z,y} e
gi1dz + gody € Q' tais que

w=f-(gidx + gody) + h - (ny" 'dy — ma™ 'dx).

Logo, nz = nhy™ ' + fgo ¢ —my = —mha™ ' + fgi, o que é um absurdo.
Além disso, como mult(y"™') =n—1 < n=mult(f), entao 7" ' € O;\{0}. Assim,

—n—1— —n—l(

Y Tw=1y nxdy — mydx) = ny™ lxdy — my"dz.

Veja ainda que f =0 em Oy, ou seja, y" =™ em Oy e, portanto,

T

7" = nyLady — mamdr = x(ny"dy — mam—Ldr) = xdf = 0.
Logo, w € T.
Considere f € C{x,y} irredutivel e ¢ := p(z(t),y(t)) = (t",y(t)) uma parametrizagao
para C'y. Defina a aplicacao
¢f 2:77/)29]0 —)O_f%C{t} (31)

onde y(@dz + bdy) = tla(x(t), y(t))2'(t) + b(x(t), y(1)y ()] = tlalp)a'(t) + dle)y'(1)].

Temos que ¢ é um homomorfismo de Oy-mddulos, em que identificamos o anel Oy
com C{xz(t),y(t)} C C{t} = O;. De fato, dados v; = aydz + bydy, vy = Gadx + bady € QU
e h € Oy temos que

Yo+ v2) = t[(a1 () + az(0))' (t) + (01(@) + ba(9))y' ()] = Y (1) + ¢b(v2)

Y(hvr) = tlhai ()2’ (t) + hbi()y' (1)) = ha(v:).

De agora em diante, iremos denotar w := W, para todo W € )y para simplificar a

notagao. O resultado abaixo nos d& uma caracterizacao para T5.
Lema 3.7. Com as notagoes anteriores, temos que Ker(vy) = Ty.

Demonstracao: Seja w € Ty. Entao existe 0 # h € Oy tal que

hw = 0.
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Assim, 0 = 9 (hw) = hp(w) € Oy. Como 0 # h e Oy é um dominio, entdo ¥(w) = 0,
como desejado.

Por outro lado, seja gdz+hdy € Q; tal que ¢(gdz+hdy) = tlg(p)x’ (t)+h(e)y' (t)] = 0.
Como df = fydx + f,dy = 0 em €y, temos que

0 =(df) = t[f(@)2'(t) + fu(0)y' ()]

A partir disso, e pelo fato de 2/(t) = nt"! # 0, temos que o seguinte sistema linear nas

indeterminadas z e w sobre C(t) tem uma solu¢ao nao trivial:

gl@)z+hew = 0
fo(p)z + fylp)w =

Assim,

g(e)  hip)
f=(9) fy(w)

Dessa forma, temos que f,g — hf, =0 em Oy. Logo,

= g(p) fy(p) — h(p) fu().

fyw = fylgde + hdy) = fygde — hfude = (f,9 = hfs)de =0,

em que a segunda igualdade decorre do fato que f,dx+ f,dy = 0 em Q. Além disso, f, # 0
em Oy. De fato, como f é um polinomio de Weierstrass, temos que f = y™ +ay(z)y" ' +

..+ an(z). Entao f, = ny" '+ ... +a,_1(z). Dai, f, ¢ (f), j& que deg(f,) < deg(f).
Portanto, w € T}. [ |

Considere o conjunto
Ay =A{vs(w) = mult(vy(w));w € Q\Ty} CN

o qual chamaremos de conjunto de valores de (.

Observe que Ay é um I'-monomodulo ou um ideal relativo de I'f, ou seja, o+ & € Ay
para todo o € T'y e todo £ € Ay. De fato, existem h € O\{0} e w € Q\T} tais que
a=vg¢(h) e { = vs(w). Logo,

a+&=vih-w).
Temos que h - w € Qf\Ty, pois caso contrario existiria hy € Of\{0} tal que hihw = 0,
o que nao ocorre, pois hihy € O;\{0}, j& que Of é dominio e w ¢ Ty. Assim, temos o
desejado.

Note que

vi(h) = mult(h(p)) = mult(h'(p)) + 1 = mult(t[he ()2’ (t) + hy(0)y (t)]) = v¢(dh),



99

para todo h € Of\{0} nao unidade. Assim, I';\{0} C A;.

O conjunto Ay se relaciona com o nimero de Tjurina 74 por

7r =cy — §(A\Ty)

em que ¢ é o condutor de I'y (Veja Proposition 1.2.19 de [H]).
O conjunto Ay pode ser obtido por meio do algoritmo 4.10 descrito em [HH1] e é um
ingrediente crucial para a equivaléncia analitica de ramos planos, como evidenciamos no

resultado abaixo.

Teorema 3.8. Seja Cy um ramo plano com semigrupo dado por I'y = (vg,...,v,) e Ay
seu conjunto de valores de diferenciais. Entao Cy € analiticamente equivalente a um

ramo plano com parametriza¢ao
(tvo,tvl) Se Af\Ff =y
ou
A R Z ait' | se Af\I'y # 3, em que A+ vy = min{A;\I';}.
i¢(As—vo)
Mais ainda, um ramo plano com parametriza¢ao
o+ Y bt
i¢(Ag—vo)

¢ analiticamente equivalente a Cy se, e somente se, existe r € C com A =1 tal que
a; = r'"=2b; para todo i ¢ (A; — vy).

Demonstracao: Veja [HH2]. [ |

Por sua relevancia na classificacao analitica é importante apresentar outros modos de
se obter o conjunto Ay. Este é o objetivo principal deste trabalho. No que segue vamos
explorar outros conjuntos que determinam e sao determinadas pelo conjunto A.

O Of-mddulo de diferenciais de Kahler €24 estd intimamente ligado ao ideal Jacobiano
J(f) = (fu, f,) de O;. De fato, temos:

Proposigao 3.9. Os O;-mddulos Qy e J(f) sao isomorfos.

Demonstracao: Considere a aplicacao

O : Qf — J(f)
Adx + Bdy + Zf_y—gﬁ
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Temos que © é um isomorfismo de Oy-médulos e, portanto, 2y e J(f) s@o isomorfos. M

O isomorfismo acima permite mostrar que o conjunto Ay determina e é determinado
pelo conjunto de valores do ideal Jacobiano. Mais precisamente, dado um ideal I C O
definimos

vi(I) = {vs(9); g € I},
O conjunto v¢(I) é chamado de conjunto de valores de I.
Dada uma diferencial w = Adx + Bdy € Q ¢, temos que
fpw = Af,dr + Bf,dy
= Af,dz + B(df — f.dx)
= (Af, — Bf.)dx + Bdf.
Uma vez que df (t", ¢(t)) = 0, em que (", p(t)) é uma parametrizacdo para C, temos
que
vy(fyw) = vi((Af, — Bf.)dz)
vi(fy) +vs(w) = vi(Af, = Bf.) + vs(dz)
vi(w) = v(Af, = Bf.) — vy (fy) + vy(da).

Temos que v¢(dz) = vs(z) = v e assim Ap = vp(Qf) = vi(J(f)) — vi(f,) + vo.

Veja que o valor v4(f,) € I'; tem uma importancia destacada em nosso estudo. No
entanto, para chegar a tal valor terifamos que desenvolver a teoria de resolugao de singu-

laridades, o que estenderia este trabalho. Optamos por remeter o leitor a uma referéncia

de tal resultado.

Proposicao 3.10. Seja f € C{z}[y| um polinomio de Weierstrass irredutivel que define

uma curva Cy com parametrizagiao (t*,o(T)). Se ¢ denota o condutor do semigrupo

I'y = (vo,v1,...,v,), entdo
vi(fy) =c; — 14wy evs(fe) =c; — 1+
Demonstracao: Veja Corolario 7.16 de [H]. |

Reunindo os resultados anteriores temos:

Teorema 3.11. Seja Cy uma curva plana irredutivel dada por um polinémio de Weiers-

trass f € C{z}[y| com semigrupo I'y e condutor c;. Temos que

Ap=vp(J(f)) —cp+ 1.

Demonstragao: Segue do que apresentamos anteriormente. [ |



3.1 Residuos Logaritmicos 61

3.1 Residuos Logaritmicos

Nesta se¢ao vamos apresentar um outro objeto algébrico cujas ordens permitem deter-
minar o conjunto Ay descrito na secao anterior. Como antes denotaremos por Cy uma
curva analitica plana irredutivel definida por um polinémio de Weierstrass f € C{z}[y].

Uma 1-forma diferencial w = Adx+ Bdy é holomorfa se A e B sao fungoes holomorfas,
bem como uma 2-forma diferencial n = C'dxAdy é holomorfa se C' é uma fungao holomorfa.

O conceito de germe de funcao pode ser estendido para formas diferenciais de modo
similar as fungoes. Recordemos que duas funcoes f e ¢ definem o mesmo germe num
ponto p € C? se existe um aberto U contendo p tal que flv = gjw- Dito de outro modo, as
séries de poténcias de f e g numa vizinhanca conveniente de p coincidem. Para 1-formas,
dizemos que w = Aidxr + Asdy e n = Bidx + Bady definem o mesmo germe se A; e B;
definem o mesmo germe de funcao.

No que segue, faremos uso de algumas propriedades do produto exterior e da deri-
vada exterior de 1-formas diferenciais. Para maior comodidade do leitor, vamos apresen-
tar sucintamente as principais propriedades desses conceitos, uma justificativa para tais
propriedades pode ser encontrada em [L].

Sejam w; = A;dx + Bidy com i = 1,2 duas 1-formas diferenciais em C2. O produto

exterior de wy e wy é a 2-forma definida por
w1 A Wy = (AlBQ — AgBl)d[E A dy
Segue da expressao acima que

1) w1 /\UJQ = —CL)Q/\(JJl;

3.2
2) wi Nwp = O, ( )

para quaisquer 1-formas w; e ws.
Se w = Adx + Bdy é uma 1-forma em C?, entao a derivada exterior de w é a 2-forma
dada por
dw = (B, — Ay)dz N dy.
Temos:
1) &f = d(df) = 0;
2) d(fwr) =df Nwi + fdwn;

para qualquer funcao f € C{x,y} e qualquer 1-forma w;.

(3.3)

Observagao 3.12. Sejam 7; = R;dx + S;dy # 0, ¢ = 1,2, de modo que Ry e Sy nao
admitam fator comum e tais que n; A 92 = 0. Entdao Qne = 11, para algum @Q € C{z,y}.
De fato, se 0 = gy Amy = (R1S2 — S1R2)dx A dy, entdo RSy = S1Ry. Como Ry e So

nao admitem fator comum e assumindo, sem perda de generalidade, que Ry # 0 devemos



3.1 Residuos Logaritmicos 62

ter que Ry divide R, digamos R, = QR,. Substituindo em R;S; = S1Rs, obtemos
S1 = QSs. Assim, Qny = 1y, para algum Q € C{z,y}.

O seguinte resultado provado inicialmente por Saito em [S] é essencial para o conceito

que iremos explorar.

Teorema 3.13. Sejam U um aberto de C* ¢ Cy NU # & uma curva de U definida pela
equagao f(z) =0, onde f € holomorfa em U. Seja w = ?dm—i—%dy uma 1-forma meromorfa

em U com pdlos somente em Cy. Entao as afirmacoes a sequir sao equivalentes:
1. fw e fdw sao holomorfas em U.
2. fw edf ANw sao holomorfas em U.

3. Ezistem g,h € C{x,y} holomorfas e uma 1- forma n € Q' holomorfa em U tais

que

(a) g & (f);
(b) ngh%—i—n.

Demonstragao: 1.« 2. Tome A = ? e B= %. Temos que
dw = dANdx+dBANdy = (Ayde+ Aydy) Ndx + (Bydx + Bydy) ANdy = (B, — Ay)dx A dy.
Além disso,
df Aw = (fedx + f,dy) A (Adz + Bdy) = (f.B — f,A)dx A dy.

Como d(fw) = df Nw + fdw, temos que df Aw = d(fw) — fdw, ou seja, se fw e fdw sado
holomorfas, entao df A w é holomortfa, provando 1. = 2.

De maneira andloga, temos fdw = d(fw) — df Aw. Assim, se fw e df Aw sao holomorfas,
entao fdw é holomorfa, isto ¢, 2. = 1. Portanto, temos 1. < 2.

2. = 3. Temos que

1
f
Logo, como df A w é holomorfa temos que f divide f,q — f,p em C{x,y}. Assim, existe
b € C{z,y} holomorfa em U tal que

df Aw = —(foq — fyp)da A dy.

f2q = fyp = fO. (3.4)
Entao temos que

df

o = S pfade + g fody) = %(pfxdx +bfdy -+ pidy) = by + 07,

| =
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onde a segunda igualdade segue de (3.4). Além disso,

w = %(pfydx +qfydy) = %(—bfdx + qfedzr + qf,dy) = —bdx + q%,

onde a segunda igualdade se deve a (3.4).
Como f = y" + ap_1(2x)y" ' 4+ ... + ap(x) € C{z}[y], entdao deg(f,) = n—1¢e

deg(f.) <n—1. Logo, fu, f, ¢ (f). Assim, tomando g = f,, h =p e n=bdy, ou g = f,,
h =qen= —bdzr temos 3.

Jy

Para 3. = 2, observe inicialmente que o fato de g € C{z,y} \ (f) nos da que C =
CrnNC,={peU; f(p) =g(p) =0} é um nimero finito de pontos. Assim, temos que
C'NU é um conjunto analitico de dimensao 0.

Veja que em Cf \ C' a func@o g ndo se anula, ou seja, %} ¢ uma funcao holomorfa em
Cs \ C. Desta forma, como gw = h% + 1, segue que
daf

77:h17+771

com h; e 1, holomorfas em Cy \ C. Note ainda que w é holomorfa em U\C/,. Assim,

hdf 1
w=——>+-
gf g

Jw=hidf + fmq e df Nw=df A

sdo holomorfas em C;\ C C CyUC, = Cy,.

Uma vez que Cf, ¢ uma curva e consequentemente é uma variedade conexa complexa
de dimensao 1, e como fw e df A w sao holomorfas em Cy\ C C CYy,, ou seja, em pelo
menos um ponto de Cf,4, segue do Teorema 1.25 que fw e df A w podem ser estendidas e

sao holomorfas em U. [ ]

Definicao 3.14. Uma 1-forma w € %Ql definida em uma vizinhanca U da origem é
chamada logaritmica (com pdlo ao longo de Cy) se satisfaz uma e, portanto todas, das

condicoes do teorema anterior. Denotamos
1
Q'(log Cf) ={w € ?Ql; w € logaritmica}.

Temos as inclusces: Q' C Q'(log Cf) C %Ql. Veja ainda que, pela Definicao 3.14, se
w € f.Qlog C}), entao existem P,Q € C{z,y} com Q ¢ (f) e w' € Q' tais que

Qw = Pdf + fu' € F(f).
Assim, w € T, uma vez que @ € Of\{0}.

Lema 3.15. Temos que Q'(log C}) é um C{z, y}-mddulo.
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Demonstragao: De fato, sejam wy,ws € Q'(log Cf) e g € C{x,y}. Entdo existem

P, Py,Q1,Q2 € C{z,y} com Q1,Q: ¢ (f) e wi,wh € Q' tais que
Pydf , Pydf

Q1w1:T+wleQ2w2:T+w§.

Logo,

Q1Qa2 (w1 +wr) = (Qiw1)Q2 + (Qow2) Q1

= (B )y + (2L 4 )y

BQt LU 4 (1 Qy + whQ1) € 2 (log C).

Além disso,

Q1(gwr) = gp}df + gw) = (gp})df + gwi € Q'(log Cy),

como queriamos. [ |

Observacao 3.16. Note que se a 1-forma w = %dx + %dy € %Ql é logaritmica, entao

por definigao (veja item 2 do Teorema 3.13)

df/\wzwdx/\dy:w/\df

S

deve ser holomorfa. Logo,
ply—afe=Hf
para algum H € C{z,y}.

Observagao 3.17. Sejam w; = %da: + %dy,wg = %dw + %dy e Q' (log Cy). Temos

que
A1By — A)B
Cdl/\WQ:%dl'/\dy.

Pela observagao anterior, existem Hy, Hy € C{x,y} tais que
Aify—DBify = Hif e Ay f, — Bofy = Hof.
Multiplicando a primeria igualdade por Bs, a segunda por —B; e somando, obtemos
(A1By — Ay By) fy = (H1By — HyBy) f.
Como f divide (A1 By — A2By) f,, f nao divide f, e f é irredutivel segue que
A1By — AyB1=Hf

para algum H € C{z,y}.
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O préximo resultado, devido a Saito (veja [S]), nos d4 uma caracteriza¢do para uma
base de Q' (log C) como C{z, y}-mbdulo.

Teorema 3.18. O C{x,y}-mddulo Q' (log Cy) admite uma base {w1,ws2} se, e somente
se, w1 A wy = %diﬁ A dy para alguma unidade u € C{x,y}.

Demonstragao: Suponha que o C{z, y}-médulo Q' (log C}) admita uma base {w1, w}
com w; = %dm + %dy,wQ = %dm + %dy € Q'(log Cy) e seja U C C? uma vizinhanga

da origem em que w; e wy sao holomorfas. Segue da Observagao 3.17 que

Wy A wy = wdm/\dy: H—fdx/\dy: Edgn/\dy
f? f? f
com H € C{z,y} holomorfa em uma vizinhanca da origem de C.
Em U \ Cf temos que f é uma unidade, pois a expansao da série f fora dos pontos
que a anulam, i.e. Cf, nos d4 uma série com termos constantes nao nulos. Deste modo,
como {dz,dy} também é uma base sobre C{z,y} para Q'(log Cy) em U \ C}, segue que

{wi Aws} e {dx A dy} sdo bases para 2-formas definidas em U \ C e consequentemente
wi; Awy = vdx N dy

para alguma unidade v definida em U \ Cy. Mas, w; Awy = ?d:c Ady implica que H deve
ser unidade em U \ C}, ou equivalentemente, H nao pode se anular em U \ Cy.

Agora tome um ponto p € Cf \ {(0,0)}. Lembremos que (0,0) é a tnica possivel
singularidade de f. Deste modo, f,(p) # 0 ou f,(p) # 0. Suponha, sem perda de
generalidade, que f,(p) # 0, ou seja, f, é unidade em C; \ {(0,0)}. Na demonstracao da
implicacao 2 = 3 do Teorema 3.13 mostramos que f,w = P% + Qdx com P,Q € C{z,y}
para qualquer w € Q'(log C}). Em particular, temos que em p € C; \ {(0,0)} qualquer

w € N (log C}) se expressa como

Pdf @
— Y Y
fy I gy
em que % ?—y sao séries em torno de p € Cr\ {(0,0)}, uma vez que f, é unidade em torno

de p € C¢\ {(0,0)}. Deste modo, {%, dz} é uma base para Q'(log C) em C;\ {(0,0)}.
Segue que {wy Awsy} e {% Ndx} = {—nyd:B A dy}, sao bases para 2-formas definidas em
Cr\{(0,0)} e consequentemente

H
de ANdy =w; ANwe = w%dz A dy,

para alguma unidade w definida em Cf \ {(0,0)}. Como f, também é unidade em

Cr\ {(0,0)}, segue que H deve ser unidade em C/ \ {(0,0)}, isto é, ndo pode se anular
em Cy \ {(0,0)}.
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Reunindo o que mostramos, temos que H nao se anula em U\ {(0,0)}. Em particular,
temos que £ ¢ holomorfa em U\ {(0,0)} e pelo Teorema 1.25, segue que + (se estende a
uma fungao que) é holomorfa em U, ou equivalentemente H nao se anula em U. Portanto,
H ¢é unidade em U, como queriamos mostrar.

Agora vamos supor que wy A wy = %dm A dy, com v uma unidade definida em alguma
vizinhanca U da origem, em que w; = %dx + %dy e wy = %dm + %dy.

Note que {wy,ws} é um conjunto L.I., caso contrario teriamos que Rw; + Swy = 0,

com R, S € C{z,y} nado nulos simultaneamente. Assim,
Rw1 = —SWQ.

Deste modo, teriamos que w; A wy = 0, uma contradicao.
Vamos mostrar que qualquer w € Q'(log C}) se expressa como w = Pw; + Qw, com

P,Q € C{xz,y}. Note inicialmente que, pela Observacao 3.17,
H H.
wAw = fdx/\dyew/\a& = Tde/\dy,

com Hy, Hy € C{z,y}. Como u ¢ unidade, considere n = w — L2w; + 1w, € Q' (log Cy).

Temos que
n N\ wq :wAw1+%w2/\w1
:%dx/\dy—%wl/\wg
_H H _
—71d:c/\dy—71%d:z;/\dy—0
e

NAwy =wAwy— %wl N\ Wo
= %dw/\dy—%?dm/\dyzo.
Se  # 0, entao pela Observagao 3.12, temos que n = Mw; e n = Nw, para algum
M,N € C{z,y}\ {0}. Assim, 0 = n Awy = Mw; Awy = M%dx Ady, o que ¢ um absurdo.

Segue que n = 0 e, consequentemente, w — %wl + %wg =0, ou seja,

Hy H,
W= —w; — —Ws
u
Como %, % € C{z,y}, uma vez que u é unidade, temos o desejado. [ |

Exemplo 3.19. Considere f =¢y* — 23 e w = w. Temos que % = %df +0e

3ytdr — 2zydy 1 1

Yyw = == -

f f f

Como w A % = #(3ydx — 2zdy) A (2ydy — 3z%dx) = f1—26(y2 —3)dx N dy = %dw N dy
temos que {d—f,w} é uma base para Q'(log C}).

(3(f + 2°)dx — 2xydy) = 3dx — ~xdf.
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Agora introduziremos um conceito associado a uma forma logaritmica.

Definigao 3.20. Seja w € Q(log C}). O residuo logaritmico de w ¢ a classe de

<‘C{x,>y}7 em que gw = thf +1n comn € Q. Denotamos

QS >

no corpo de fracoes Ky de Oy =

(f
residuo logaritmico de w por res(w).

Exemplo 3.21. Seja f = y®> — 2% e w = w. Como vimos no exemplo anterior,

temos yw = 3dxr — %a:df. Tome g =y, h = —x e n = 3dz. Logo, res(w) = —=.

<8

Além disso, como % = %df + 0 temos que 7“68(%) =1.

O lema a seguir nos da uma propriedade que usaremos em varias situagoes.

Lema 3.22. Sejam f € C{x,y} ew € Q! tal que
wAdf =0.
Entao fyw, fow € C{x,y}df.
Demonstragao: Seja w = Adx + Bdy € Q' Temos que
0=wAdf = (Af, — Bf.)dz Ady = Af, = Bf,.
Como df = fydx + f,dy, temos

fyw = Af,dx + Bf,dy
= (Af, — Bf,)dx + Bdf
= Bdf € C{x,y}df

— Adf — (Af, - Bf.)dy
= Adf € C{z,y}df

como queriamos. [ |

Uma vez que o residuo logaritmico é apresentado como classe de um elemento no
corpo de fragoes Ky de Oy, devemos mostrar que tal conceito independe do representante

da classe considerada.
Lema 3.23. O residulo logaritmico de w € Q'(log Cy) estd bem definido.

Demonstragao: Seja w € Q'(logCy). Suponha que

hadf hodf

QW = —F—+1Mn, Gow =
f f

+ 12
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com g;, h; € C{x,y}, 91,92 & (f) e m; € Q' para i = 1,2. Veja que

d d
G2(g1w) = 92h17f + gom € gi1(gow) = glhz—f

f + gi72,
ou seja,
d d
g2h1_f + gamn = glh2_f + 172
f f
Logo,
df .
(g2h1 — 91h2)7 =12 — g2 € ).
Assim,

FAd =0

d
(91m2 — gam) AN df = (gah1 — gih2) /
Pelo lema anterior, temos que f,(g2h1 — glhg)% = Qdf, com Q € C{z,y}. Entao

Qdf = fy<92h1 - 91%)% = fQ = fy<92h1 — g1ha).

Como f nao divide f, e f é irredutivel, entao f divide gahy — g1ha. Logo, gahy — g1ha =0
em / em Gf, ou seja,

(251 g2
em K.

O conjunto de residuos de todos os elementos de Q'(log C}) serd denotado por Ry,
ou seja, Ry = {res(w);w € Q(log Cy)}.

Proposicao 3.24. O conjunto Ry € um Op-mddulo. Além disso, se {wy, w2} € uma base
para Q' (log C}), entio {res(w1),res(w2)} gera Ry.

Demonstragao: Sejam res(w;) Z— € Ry, ou seja, existem n; € Q! para i = 1,2,
tais que
hidf hodf
Jrwy = 1—-1-771 € oy = 2—+772-
f f
Note que

d d d
(9192) (W1 +w2) = (g192)w1+(g192) w2 = 92(h17f+771)+91(h27f+772) = (92h1+91h2)?f+77,
em que 1 = gon1 + G172 Logo,

hy  hi hy

—+—€Rf,
g1 g2 g1 92

h
=+
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ou seja, res(wy) + res(ws) € Ry.

Além disso, para todo representante g de g € Oy temos

_hy
g— =res(gw)
01

isto é, res(gwy) = g.res(w1) € Ry.

Para a segunda afirmagao, considere {w, w, } uma base de Q' (log C) e sejam res(w;) =

Ee

, Ou seja, giw; = hi% +m; para algum n; € Ql e i = 1,2.

Q|

Dado % € Ry, existe w € Q' (log Cy) tal que res(w) =
uma base para Q'(log C}), existem P, Q € C{z,y} tais que w = Pw; + Qus. Mas,

Q|

. Uma vez que {wy,wy} é

(9192)w = (g192) Pw1 + (9192) Qs
— Pao(h & hod
ga( 15 +m) + 11 Q( 27 + 72)
= d_]{(PQZhl + Qgrhs2) + Pgam + Qg112,

Q|
Il
<
)
PN
E
Il
3l
Ey
+
Q)
(5

ou seja, . Portanto, {res(w),res(wz)} gera Ry. |

Observagao 3.25. Se {w;,ws} é uma base para Q'(log C), nao podemos afirmar que
o conjunto {res(w),res(wq)} seja uma base de Ry. De fato, considere f = y* — 2. No

Exemplo 3.19, vimos que

f df 3ydx — 2xdy}
W =Wy = ————
f f
é uma base de Q'(log Cy). No Exemplo 3.21, vimos que {res(w;) = 1,res(wq) = —%} e
tal conjunto nao é uma base, pois nao ¢ L.I., uma vez que ET—%—@(—%) =0, mas® # 0 #7.

Abaixo apresentamos uma propriedade de Ry.
Proposicao 3.26. Temos que O_f CRy.

Demonstracdo: Seja@ € O;. Pela Proposicao 3.10, temos v¢(f,) = c;— 14+ > ¢
e v(f,) = c; — 14wy > ¢f, em que ¢; é o condutor do semigrupo I'y = (vg, vy, ... ,0,)

associado a C'y. Deste modo, pela Proposicao 2.35
Ea, f_ya € Of.

Denote @ = f,a@ e b= f,a com a,b € C{z,y}. Logo,

=af, —bf. = 0.
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Assim, af, — bf, = pf para algum p € C{z,y}. Agora, tome w = %dl’ + ?dy € %Ql.
Usando que df = f,dz + f,dy, temos que

g b b A G e Ofy = bfey A
faw ffx:v+ffmy ffxy ffyy+ff ff( 7 )dy o —pdy
Logo,wEQl(long)eres(w):%za,istoé,aeRf. u

O Of-médulo Ry é um caso particular de um objeto importante em Algebra Comu-

tativa que descrevemos abaixo:

Definicao 3.27. Sejam D um dominio e KC seu corpo de fracoes. Dizemos que F' C IC €
um ideal fraciondrio de D se F' é um D-mddulo e existe d € D\ {0} tal que d.F C D.

Da definicao acima temos que F C i.D, ou seja, os elementos de F' admitem um
denominador comum.

Considerando C; uma curva com parametrizagao (", ¢(t)), com semigrupo I'y =
(vo,...,vy) e condutor ¢, como podemos identificar O com C{t", ¢(t)}, temos que
O; = C{t} e K; = C(t). Como ¢; é o condutor do semigrupo I'y, entdo uma vez que
tch_f C Oy, temos que O_f, que obviamente ¢ um Oy-mddulo, ¢ um ideal fracionario de
Oy. Além disto, t1 Ct Oy C thO_f C Oy para todo ideal I de Oy. Uma vez que todo
ideal de O ¢ um Og-mddulo, segue do argumento acima, que todo ideal de O é um

ideal fraciondrio de Oy.
Exemplo 3.28. 1. Oideal J(f) = (f,, f,) € O; é um ideal fracionsrio de O;.

2. Oideal C = (t/) de O; = C{t} é também um ideal de Oy, portanto ¢ um ideal

fracionario que é denominado de ideal condutor.

3. Para qualquer § € Z temos que t°O; := {t°.h(t); h(t) € C{t}} é um ideal fra-
cionario de Oy. De fato, como 5f ¢ um Oy-médulo, temos que o mesmo ocorre
com t°O;. Além disto, como t/=°.(t°0;) = tsO; C Oy, temos o desejado.

Definigao 3.29. O conjunto de valores de residuos logaritmicos é definido por
h

Ap = vi(Ry) = {vs(h) — v4(9); 5 € Ry}

Como vimos na Observacao 3.16, dado w = ?dx + ?dy € Q' (log Cy), temos que
Af,— Bf, = M f para algum M € C{z,y} e assim, usando que df = f,dx + f,dy, temos

frw = B% + Mdz.
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Similarmente,
daf
fow =A—= — Mdy
f
Deste modo, temos que res(w) = fﬁ = fé, isto €, temos que
Yy x

B

B A B A A
Rf:{:;—dx+—dy€§21(log Cf)}:{f:;de“— 7

fo f f
Em particular, como f,, f. € Oy \ {0} e

dy € Q' (log Cf)} . (3.5)

fuRs =1 B; ?dm + ?dy € Q(log Cy)y C Oy

_ _ 3.6
feRp =4 ?dx + Zdy € Q'(log Cy) ¢ € Oy (3.6)

temos que Ry ¢ um ideal fracionario de Oy.

Nosso objetivo é relacionar os conjuntos Ay, Ay e vy(J(f)), uma vez que o Teorema
3.11 relaciona Ay com vs(J(f)), é suficiente relacionar Ay com vs(J(f)). Para alcangar
tal objetivo, vamos estudar propriedades de um ideal fracionario arbitrario ' de Oy.

No que segue, continuaremos com a identificacio Oy = C{t", p(t)} C O; = C{t}, em

que (", p(t)) é uma parametrizacao da curva Cf.

Observacao 3.30. Seja F' um ideal fraciondrio de O;. Entao existe

5 = min{vy(p) — vs(q): L € F).

De fato, como existe d € Oy tal que d.F' C Oy, denotando d = t°u(t) com s € Z e u(t) €
C{t} unidade, para todo % € F temos que tsu(t)% € Oy. Assim, s+ v¢(p) — vs(q) > 0,

ou equivalentemente, v¢(p) — vf(q) > —s para todo & € F.

SIS

Lema 3.31. Seja F' um ideal fraciondrio de Oy. Entao existem o, € 7 tais que
teC{t} C F C t°C{t}.

Demonstracao: Seja d € Oy tal que d.F C Oy. Uma vez que d = t*u(t) com
s € Z e u(t) € C{t} unidade, podemos escrever F' C t~*u~(t)O; C t~*C{¢}. Tomando
B = —s € Z temos que F C t°C{t}.

Agora seja 0 = min{vs(p) — Vf(q);g € F}, como na Observagao 3.30, e tome um
elemento g € F tal que g = t°v(t) com 6 € Z e v(t) € C{t} uma unidade. Tomando o
condutor ¢; de semigrupo I'y, como t*C{t} = tO; C Oy e F é um O-mébdulo, temos
que tC{t}.t°(t) C F. Tomando a = c¢; + §, segue que t*C{t} C F. |

De (3.5), temos que todo elemento de Ay é da forma v;(B) — v¢(f,). Uma vez que
vi(B) > 0 segue vs(B) —v(f,) > —vs(f,). Deste modo, pela Proposicio 3.10, temos que
§=minA; > —vi(f,) = —c; +1—vp.
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Corolario 3.32. Considerando o ideal fraciondrio Ry, temos que existe o > 1 — vy tal
que t°C{t} C Ry C t~rti=nC{¢}.

Demonstragdo: De (3.6) temos que f, R; C Of e assim Ry C ﬁ(?f C iO_f Como
em Oy temos f, = t~1%y(t), com v(t) € C{t} unidade, segue que Ry C t=¢+1="C{t}.
Por outro lado, pelo acima exposto e do lema anterior temos que min Ay > —vy (f_y) =
—cy + 1 — vg. Pelo desenvolvido na demonstragao do lema anterior, temos que existe
a=cp+minAy>cr—cp+1—v9=1—1 tal que t*C{t} C Ry. n

Uma vez que C C Oy e todo ideal fraciondrio F' C K¢ de Oy é um Op-mddulo, segue
que F tem estrutura de C-espaco vetorial.

O resultado abaixo leva em consideragao a estrutura de C-espaco vetorial de ideais
fraciondrios de Oy e serd utilizado mais adiante. Para tanto, se F' é um ideal fraciondrio

de Oy vamos adotar a notacao v¢(F) para o conjunto de valores de F, ou seja, v¢(F) =
{vs(h) —vy(9), 5 € F}.

Teorema 3.33. Sejam G C F ideais fraciondrios de Oy, vi(G) e vy(F) seus conjuntos
de valores associados. Temos que dime (£) = t(v(F) — v4(G)).

Demonstracao: Inicialmente note que o lema anterior garante a existéncia de
o, B € Z tais que t*C{t} C G C F Ct°C{t}, ou seja, a + N C v4(G) Cvp(F) C B+ N.

5 vi(F) vi(G) a
° C I/f(F) o€ Vf(G)

Deste modo, temos que v(F') — v¢(G) é um conjunto finito, digamos que v;(F') —

vi(G) ={m,...,7}. Paracadai e {l,...,r} tome w; € F tal que vf(w;) = ;. Vamos

mostrar que B = {[w;], i = 1,...,r} ¢ uma base para &, em que [w;] = w; + G representa

a classe de w; no C-espaco quociente.
Seja [w] €
tal que v(w)

£ com w € F um representante da classe. Se v;(w) € v4(G), existe w’ € G
= v¢(w'). Tomando ' € C conveniente, temos que v¢(w — a'w’) > v(w).
Se vi(w) € vi(F) —v(G), entdo vy(w) = v¢(w;) para algum 1 <4 < r. Tomando a; € C
adequado, temos que v¢(w — a;w;) > vi(w).

Repetindo o argumento acima obtemos ag, a1, ...,as € C e wy € G tais que vp(w —
D g Qi) = v,

Uma vez que t*C{t} C G, segue que w—Y . _,a;w; € G, ou ainda, w—>)_._, a;w; € G.

0] = [w — Z a;w;] = [w] — Z a;[wi],

Isto implica que



3.1 Residuos Logaritmicos 73

F
6.
Agora suponha que > ., a;[w;] = [0], ou seja, >, a;w; € G. Caso algum a; # 0,

ou seja, B gera

entao como v¢(w;) # ve(w;) parad # j, terfamos que vy (3, a;w;) = min{vy(wy); ay #

Oel <k <r} e vy(F)—rs(G), o que nos dd uma contradi¢do. Portanto, B é um

conjunto linearmente independente. Sendo B uma base para g, segue que

dime (i) =28 = us(F) - vy(G).

Um outro conceito que necessitaremos ¢ o de dual de um ideal fracionario.

Definicao 3.34. Se F' ¢ um ideal fraciondrio de um dominio D com corpo de fragoes K,

entao o dual de F, que denotamos por FV, é o D-mddulo dado por
FY={g€eKk; gF C D}.

Note que se F' é um ideal fracionario de Oy, entao F' também é um ideal fraciondrio
de Oy. De fato, suponha que F' ¢ um ideal fracionario de Oy. Inicialmente, mostraremos

que FY é um Op-médulo. Sejam, g1,92 € F¥ e h € Oy. Entao
glF Q Of e ggF Q Of.

Logo,
(1 + g2)F = g1 F + goF C Oy ¢ h(g1 F) € hO; C Oy,

como queriamos.

Como F' é um ideal fracionario de Oy, pela Observagao 3.30 existe ' € F C Ky tal
que d' = tou(t), com § € Z, u(t) € C{t} = O; unidade e § € Z minimo. Assim, dado
g € FY C Kf qualquer, como d' € F, temos pela definigdo de FV que

d'g=gd € Oy.

Uma vez que d' € F' C Ky, existem hy, ho € O com hy € Of\{0} tais que d’ = Z—; Logo,
hod' = hy € O\{0} e

hig = (hod')g = hy(d'g) € hyOf C Oy,

para todo g € FY. Portanto, F"Y ¢ um ideal fracionario de Oy.

Além disto, se G C F' sao ideais fraciondrios de Oy, entao
FY CGY. (3.7)
De fato, se g € FY, entao gG C gF C Oy. Logo, g € GV e, portanto,
FY cagv.
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Exemplo 3.35. Considere o ideal fracionério t*O; := t°C{t} (veja item 3 do Exemplo
3.28). Temos que (¥°O;)Y = t420;.
De fato, como

tI O h().(1O0f) = t70; C Oy

segue que t°0; C (t°0;)Y.

Por outro lado, seja t<.u(t) € K; com € € Z e u(0) # 0, tal que t“.u(t) € (#°Oy)". Se
€ < cy—0,existe K € N tal que € + 9 + k = ¢y — 1. Tomando t* € C{t}, deverfamos ter
que

teu(t).0." =t tu(t) € Oy.

Mas isto nos daria que vy (t'u(t)) = ¢, —1 € T'y, 0 que é um absurdo. Segue que
€ > c; — § e, portanto, (t°0;)Y C tr=°0;.

O exemplo anterior nos da, em particular, que se C = t“*C{t} é o ideal condutor de

Oy, entdo CV = O = C{t}.

Observagao 3.36. Segue do exemplo anterior e de (3.7) que, se F' é um ideal fracionario
de O; tal que t*C{t} C F C t°C{t}, entao tPC{t} C FV C ts~*C{t}.

De (3.6), temos que f,, f, € RY, ouseja, J(f) C R}/ A inclusao anterior é na verdade
uma igualdade. A justificativa deste fato faz uso de resultados de Algebra Homolégica e

que fogem do objeto principal deste trabalho.
Proposicao 3.37. Para toda curva plana C; temos que RY = J(f).

Demonstragao: Veja Proposicao 3.4 de [GS]. |

Como mencionamos, nosso objetivo é relacionar Ay = v¢(Ry) e ve(J(f)). Mais
geralmente, vamos mostrar que podemos relacionar v(F) e vg(F") para qualquer ideal
fracionédrio F' de Oy.

Dado um ideal fracionario F' de um dominio D, temos que se ¢ € F', entao q.p € D
para todo p € FV e, deste modo, g € FVV, ou seja, ' C FVV.

E natural indagar sobre a igualdade FVV = F, o que nao é verdade em geral. No

entanto, ideais fraciondrios de Oy possuem boas propriedades como citamos abaixo.

Proposicao 3.38. Seja F' um ideal fraciondrio de Of. Temos:

1. FYY =F.

GV

2. Se G é um ideal fraciondrio de Oy tal que G C F, entao dimc (g) = dimc (W)
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Demonstracao: A justificativa utiliza nogdes como a de anel Gorenstein e socle
de ideal, cuja apresentacao nos desviaria do assunto. Para uma prova, indicamos Lema
5.2.7, Corolario 5.2.8 e Observagao 5.2.9 de [GS]. |

Agora estamos aptos a relacionar os conjuntos de valores de um ideal fracionario de

Oy e de seu dual.

Proposicao 3.39. Para toda curva plana Cy com semigrupo I'y e condutor cy, dado
F C Ky um ideal fraciondrio de Oy, temos que vy € vi(FY) se, e somente se, c;—1—~ &
I/f(F) .

Demonstracao: Se vy € vp(FV), entao existe g € F tal que v¢(g) =~v. Se ¢y —1—
v € v(F), existiria h € F' tal que v(h) = ¢y —1 — . Segue da definicao do dual de um
ideal fracionédrio que gh € Oy e, deste modo, terfamos que, ¢y —1 =~y +c¢f —1 -7 =

vi(gh) € I'y, 0 que é um absurdo. Assim, ¢y —1 — € vp(F) e
vi(FY) C{y; cp =1 =y & vp(F)} CZ. (3.8)

Seja 8 € Z tal que F' C t°C{t} como garantido no Lema 3.31. Dado v > ¢; — 3
temos, da Observacao 3.36 e do Lema 3.31, que v € vp(FY) e ¢y — 1 —v & v¢(F), ou seja,

{(yzer=BivevFN)}={y=c = Bicy —v - L& v (F)}.
Assim, é suficiente mostrarmos que
{v<e=Biyev(F)} ={v<cr=Beg =y =1 & v (F)}.
Mas, como temos a inclusao (3.8), basta mostrarmos que
oy <cr—Bivev(F")} =ty <cp—Bicy —v =1 g vp(F)} (3.9)
Como FY D ts=PC{t}, temos que
Hy <cr =By evp(F)} =y (FY) — {c; — B+ N}}. (3.10)

Agora, da Observagao 3.36 e do Teorema 3.33, temos

B8
dime (t S}t}) (BN - vy (F))

dime (o ) = HA(F) = e = 64 1))
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Do Exemplo 3.35, temos que (t°C{t})V = t=PC{t}. Assim, da Proposicao 3.38

temos que
_ C{tr) . FY
tme () = me (e )
ou seja,
v (FY) = {cy = B+ N} = {{B + N} — vy (F)}. (3.11)
Note que

{8+ N} —v(F)} =t{e>B; e Zve(F)}
=ty —1—=7>8; ¢ — 1=~ &vp(F)}
=f{y<ecr =B g = 1=y g ()}

Da igualdade acima, de (3.11) e de (3.10), obtemos (3.9), que mostra a proposi¢ao. H

Em particular, o resultado acima e a Proposicao 3.37 nos dé o seguinte teorema:

Teorema 3.40. Para toda curva plana Cy com semigrupo I'y e condutor cy, temos que

TEA; & ¢ —1—7¢&v(J(f) & —7v &€ A

Em particular, os conjuntos A, ve(J(f)) e Ay sao invariantes analiticos de Cy mutua-

mente determinados.

Demonstracao: Aplicando a proposicao anterior ao ideal fraciondrio Ry e usando

que Ry = (Rys)"Y = J(f)Y (veja Proposigao 3.37 e Proposigao 3.38), temos que
vEAr & e —1—y&vp(J([))
Agora, pelo Teorema 3.11, temos

cp=1=v¢gvi(J(f) & (cf—1—=7)—cr+1=—7¢Ay.

O resultado acima foi obtido de modo mais geral para curvas planas com vérias

componentes irredutiveis por Delphine Pol em [P].
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