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RESUMO

Este trabalho trata do principio de Ponto Fixo nos espagos de Banach. Estuda-
mos o Teorema do Ponto Fixo de Banach, com aplicacoes para existéncia e unicidade de
solucao para sistemas de equagoes diferenciais ordindrias, assim como de equagoes inte-
grais. Demonstramos o teorema de existéncia e unicidade de solugao (fraca) do problema
de valor inicial ¢ de contorno para uma equagao parabolica nao-linear. Em seguida, dis-
cutimos um problema de valor inicial em uma forma abstrata. Entao, para o caso de um
operador diferencial classico, o Teorema de Kovalevskaya é demonstrado pelo método das
majorantes. O capitulo seguinte é dedicado as chamadas Escalas de Espagos de Banach
(EEB) e, em particular, a uma EEB de fungées Analiticas reais. Formulamos o conceito
de operador quasidiferencial em uma escala de espacos de Banach, o qual é utilizado para

provar um teorema de existéncia e unicidade para o seguinte problema de Cauchy

du

o flu,t),  u(0) =46,

onde S C F(R™,R™) é uma EEB e 0 é o elemento nulo em S. Assumindo que f : SxR —
S é um operador diferencial nao-linear dado, um resultado de existéncia e unicidade é pro-
vado, pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach. Como aplicacao, segue de maneira imediata
o teorema de Kovalevskaya, assim como a existéncia e unicidade de solugoes do problema

acima em classes de Gevrey.

Palavras chave: Principio de ponto fixo. Escalas de espacos de banach. Problema

abstrato de Cauchy. Solugoes analiticas.



ABSTRACT

This work is concerned with the Fixed Point principle in Banach spaces. We
study the Banach Fixed Point Theorem with applications to the existence and uniqueness
of solution for systems of ordinary differential equations, and for integral equations as
well. We prove the theorem of existence and uniqueness of (weak) solution to the initial
boundary-value problem for a non-linear parabolic equation. Next, we discuss an initial-
value problem in an abstract form. Then, for the case of classical differential operator,
Kovalevskaya’s Theorem has been proved by the classical majorants method. The next
chapter is devoted to the so-called Scales of Banach Spaces (SBS) and, in particular, a
SBS of Real Analytic Functions. This is a central point of our work. We formulate the
concept of a quasidifferential operator in a scale of Banach spaces which is used to prove

an existence and uniqueness theorem for the following Cauchy problem:

du

— = f(u,t), u(0) =240,

= ), ul0)

where S C F(R™,R") is a SBS and 6 is the zero element in S. Assuming that f : SxR —
S is a given nonlinear differential operator, the existence-uniqueness result is proven by
the Banach fixed point theorem. As an application, the Kovalevskaya theorem follows
immediately, as well as the existence and uniqueness of solutions to the above problem in

Gevrey’s classes.

Keywords: Fixed point principle. Scale of Banach spaces. Abstract Cauchy problem.

Analytic solutions.
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INTRODUCAO

Uma equacgao diferencial parcial, é uma equacao na forma
F (LU, u, (‘Dau)\OdSk) =0 (1)

relacionando a funcao u : R” — R e suas derivadas de ordem no maximo k, onde
a=(a,...,a,) € N* é um multi-indice. O operador, definido por F', neste caso, diz-se
Operador Diferencial Classico, de ordem k£ € N. Um dos problemas fundamentais da
teoria de Equacgoes Diferenciais Parciais consiste em encontrar uma funcgao u satisfazendo
uma equagao na forma (1), e as chamadas condigoes iniciais e de fronteira. Tais proble-
mas, importantes na modelagem de uma ampla gama de fenomenos da Fisica, Biologia
entre outras areas para a realizacao de previsoes e interpretacao do comportamento de
diversos sistemas, sao conhecidos na Matematica como problemas de valor inicial (PVI)

e os problemas de contorno (PVC).

O problema de valor inicial para equagoes diferenciais ordinarias de primeira odem

consiste em encontrar uma fungao u(t), definida numa vizinhanga de um ponto ¢, tal que
F(t,u,u") =0, wu(ty) = uo; (2)

sendo F uma fungao em R3 e (tg, up) € R? dados. Na Biologia, por exemplo, tais problemas
modelam a disseminacao de doencas ou, ainda, o crescimento de uma populacao.

Ja situagoes como o comportamento de reagoes quimicas, dinamica dos gazes e
fluidos, a formagao de padroes de pele animal e a transmissao de doencas em certas po-
pulacoes, sao frequentemente modeladas com a utilizagao de equagoes diferenciais parciais.
No problema de valor inicial para EDP’s, as condigoes iniciais da solu¢ao sao especificados

em um dado ponto no espaco e no tempo, por exemplo:

uyg — a*Au= K(u)(u —uy), t>0, zeR"™
(e, 0) = ug(x),
ut(xv O) = UO("L’)v
onde u é uma incégnita a ser encontrada, t é a varidvel independente representando

o tempo e xr é um vetor em n variaveis espaciais independentes; ug é o valor inicial da

solugao, vy é o valor inicial da sua derivada com relagao ao tempo. Quando nao for possivel



obter uma solucao classica u € C*°, teremos como objetivo encontrar uma soluc¢ao u(x, t)
que satisfaca a EDP dada e as condigoes iniciais em certos espagos de fungoes [1], buscando

entao solugoes no sentido fraco.

Um problema de contorno (PVC) para uma equacao diferencial parcial, por sua
vez, é um problema onde uma condigao de contorno é especificada na fronteira do dominio.

Por exemplo, para o sistema

L(u) = f(z), z€QCR",
u=g, sobre I = 0f),

onde L ¢ um operador diferencial linear, f(x) ¢ uma fun¢ao dada em €2, e g ¢ uma fungao
dada sobre a fronteira I' do dominio, temos um PVC onde a funcao u é a incégnita a ser

encontrada, satisfazendo a EDP ¢ as condigoes de contorno [3, 4].

A resolucao de PVI’'s e PVC’s para EDP frequentemente requerem diferentes
métodos e técnicas. Neste trabalho, abordaremos o Principio de Ponto Fixo, demons-
trado pelo método das aproximacoes sucessivas, visando garantir existéncia e unicidade
de solugoes. Tal procedimento consiste em aproximar as solucoes do problema iterativa-
mente, e é utilizado na resolucao do problema de valor inicial para equagoes diferenciais
ordinarias, integrais e diferenciais parciais, sejam estas tltimas lineares ou nao-lineares.
Veremos que, quando a solu¢ao do problema ¢é buscada em Espacos de Banach, isto é, em
espagos normados, completos na métrica induzida pela sua norma, podemos concluir, sob
algumas hipéteses adicionais, que sua existéncia é garantida e unica [3, 7, §].

Comecamos esta dissertacao apresentando defini¢oes e resultados fundamentais
da teoria de Espacos Métricos e resultados da teoria de Espacos de Sobolev que serao

utilizados ao longo do texto [2, 3, §].

No Capitulo 2, demonstraremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach. Para isso,
utilizaremos um procedimento que consiste em aproximar as solucoes do problema iterati-
vamente, e ¢é utilizado na resolucao do problema de valor inicial para equagoes diferenciais
ordindrias, integrais e diferenciais parciais, sejam estas tltimas lineares ou nao-lineares.
Veremos que, quando a solucao do problema ¢é buscada em Espacos de Banach, pode-
mos concluir, sob algumas hipdteses adicionais, que sua existéncia é garantida e tnica
[3, 7, 8]. Ainda neste capitulo, abordaremos o problema de valor inicial e de contorno

para o sistema de reagao-difusao nao-linear, que pode ser descrito por

w— Au= f(u) em (z,t)€ Qrp,
u=20 sobre  0Q x [0, 7], (3)
u=g sobre  x {t=0},

onde Q = (0,1) x (0,1), Qpr = Q x (0,7], f e g sao fungoes reais dadas e f atende

a condigdo de Lipschitz [3]. Tal problema pode ser visto como uma generalizacao do



problema de valor inicial para EDO’s:

w(t) = f(t,u), t>0,
u(0) = uo.

Neste caso, quando f é continua, Lipschitz em relacao a segunda variavel e nao depende
das derivadas parciais, o teorema de existéncia local, de Picard-Lindelof, garante que,
para um valor inicial uy dado, podemos encontrar algum ¢, > 0 com a propriedade de
que existe uma soluc¢ao unica para 0 < ¢t < ty. Para o problema (3), podemos também
garantir existéncia de solucao local, sob certas hipdteses, o que segue como uma aplicacao
do Teorema do Ponto Fixo de Banach [3].

No capitulo final, nos dedicaremos especialmente a equagoes diferenciais parciais

de primeira ordem

ou ou
F<I’,U,a—$l,...,a—xn>—0 (4)

as quais relacionam a funcao u : R™ — R e suas derivadas de primeira ordem.

O problema de encontrar uma solugao v da EDP (4) em um subconjunto aberto
2 C R", impondo ainda uma condi¢ao de fronteira © = g em I', onde I' é algum subcon-
junto de 9N e g : I' — R é uma funcao dada, é chamado problema de Cauchy, quando I’

nao é uma superficie caracteristica de (4).

Abordaremos o problema de Cauchy com dados analiticos reais, isto é, com re-
presentacao em séries de poténcias, definidos em uma vizinhanca de algum ponto em
R™. Iremos construir uma solugao em série de poténcias, para o caso em que (4) é uma
equagao diferencial parcial quasilinear. Para isto, utilizaremos o método das majorantes.
O desenvolvimento deste método e a solucao para este problema deve-se a matemaética
russa Sophia Kovalevskaya.

Ja o caso em que a equacao nao depende de derivadas parciais, isto é, uma equacao
diferencial ordinaria, tem solucao analitica devido a Cauchy. O teorema que leva seu nome,
conhecido da teoria de Equagoes Diferenciais ordinarias, e andlago ao teorema de Kova-
levskaya, afirma que uma equagao diferencial ordindria (2), com coeficientes analiticos em
um intervalo (a,b) e um termo independente tem em certo entorno do ponto xy € (a,b),
onde valem as condigOes iniciais, possui uma solugao tnica que satisfaz a estas condigoes
iniciais. O teorema de Kovalevskaya é, portanto, uma generalizacao do teorema de Cauchy
com ajuste para equagoes diferenciais parciais: se a superficie aonde valem as condigoes
iniciais, nao possui pontos caracteristicos, e os dados iniciais sao analiticos reais, entao

em certo entorno desta superficie, o problema tem uma solugao analitica tnica.

Na segunda parte do Capitulo 3, iremos entao analisar o problema de Cauchy



abstrato, ou seja, considerando as solucoes do problema

du

— = [f(ut), u(0) =0, (5)
dt

num conjunto  C R2, suposto que a funcao f : S x R — S seja dada, S é um espaco

abstrato de Banach, e 6 é o elemento nulo em S.

Introduziremos entao, o conceito de Escalas de Espagos de Banach, buscando
solugdo para o problema (5) em escalas de espacos de Banach, quando f é um opera-
dor quasidiferencial, a ser definido. O leitor pode consultar as referéncias [10, 11, 12, 13].
Veremos que, no caso particular em que f é um operador diferencial classico, o problema
(5) pode ser resolvido em uma EEB de fungoes analiticas reais, a qual descrevemos no
trabalho, verificando entao o Teorema de Kovalevskaya. Além disso, outro caso particular
é a Escala de Espagos de Banach de fungoes de Gevrey [12].



CapiTULO 1

Preliminares

Neste capitulo serao apresentados conceitos basicos e notagoes utilizadas na lingua-
gem atual para os espagos e operadores envolvidos na resolucao de equagoes diferenciais

parciais.

1.1 Espacos Métricos

Serao apresentados conceitos iniciais, para o desenvolvimento da teoria de Espacgos
de Banach.

Seja M um conjunto qualquer, nao vazio.

Definicao 1.1. Chamamos métrica em M, uma funcdao d : M x M — R que satisfaz

as sequintes condigoes, para quaisquer x,y,z € M:
d1) d(x,z) =0;
d2) d(z,y) > 0, sempre que x # y;
d3) d(z,y) = d(y, v);
d4) d(z,z) < d(z,y) +d(y. 2).

Denotamos por (M;d) o espago métrico M com a métrica d.

Exemplo 1.1. O espaco das funcoes reais limitadas f, definidas em um dominio X,
denotado por B(X;R) é um espaco métrico com a métrica d : B(X;R) x B(X;R) - R
dada por

d(f,g) = sup |f(z) — g(x)].

zeX

De fato, seja X um conjunto arbitrdrio. Relembremos que f : X — R € uma

fungao real limitada se existir uma constante k > 0 tal que |f(x)| < k, para todo x € X.

Observemos primeiramente que este conjunto € um espaco vetorial. De fato, sejam
f,g€ B(X;R) e X € R. Como f e g sdo limitadas, existem constantes positivas cy € ¢4
tais que |f(z)| <cg elg(x)] < ¢y para todo x € X. Assim, temos que

((f +9)(@)] = |f(z) + g(2)] < [f(2)] + |g(2)| < ¢f + ¢y,

5



para todo x € X, isto é, |(f+g)(x)| < k para todo x € X, com k = ¢s+c, > 0. Portanto,

a soma de fungoes limitadas também € uma funcao limitada. Agora, observe que

(AN @) = (@) = Mf ()] < ey,

para todo © € X, isto €, |(Af)(z)| < k para todo v € X, com k = Ay > 0. Por fim,
temos que f =0 € limitada.

Vejamos que (B(X;R);d) € espago métrico, com a métrica d. De fato, tomemos
fyg,h € B(X,R), entdo

d1) d(f, f) = sup |f(x) = f(z)] = sup 0] = 0;

zeX

d2) Suponhamos f # g, entao eziste & € X, tal que f(T) # g(T). Assim,

d(f,g) = sup |f(x) — g(x)| > [f(Z) — g()| > 0;

d3) d(f,g) = Sup |f(x) — g(z)| = sup|g(z) — f(z)| = d(g, f);

zeX

d4) Como B(X;R) € espaco vetorial, para f,g e h funcoes reais limitadas, existem

constantes cy_q, cq_p tais que

Crg = sup | f(z) — g(x)| = d(f, 9)

zeX

cg—n = sup|g(z) — h(z)| = d(g, h).

zeX

Assim, temos que, para todo © € X,

/(@) = h(@)] < |f(2) = g()| + [g(x) = h(z)] < ¢jg + g

e, portanto

d(f,h) =sup|f(z) — h(z)| < crg + cgn =d(f,g) +d(g,h).

zeX

Concluimos que B(X;R) € um espago métrico, com a métrica definida acima.

Exemplo 1.2. (Métrica trivial) Definimos a métrica d : X — X como sendo d(z,z) =0
ed(r,y)=1sex #uy.
As condicoes d1) a d3) sao obviamente satisfeitas. Tome x,y,z € X. Sex =y =

z, nao hd o que fazer; se x # y ou x,y, 2 sao diferentes entre si, entdo
d(z,2) <1 <d(z,y) +d(y, 2),

6



e a propriedade d4) € satisfeita.

Definigao 1.2. Seja (M, d) um espago métrico. Um subconjunto A C M ¢ dito denso
em M se A= M, isto €, se para cada x € M e toda vizinhanga V aberta de x, existir um

elemento de A contido nesta vizinhanca.

Definicao 1.3. Um espago métrico M € dito separdvel se possui um subconjunto denso

e enumeravel.

Exemplo 1.3. O espaco R € separdvel, pois o subconjunto Q C R € denso e enumerdvel.

1.1.1 Espacos Métricos Completos

Definicao 1.4. (Sequéncia de Cauchy) Seja M um espago métrico e (x,) C M uma
sequéncia em M. Dizemos que (x,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em M quando, para

todo € > 0 dado, eziste ng € N tal que se m,n > ng, entio d(z,,x,) < €.

Proposicao 1.1. Toda sequéncia convergente € de Cauchy.

Demonstragao: Dados (x,) C M tal que x, — a € M e € > 0, existe ny € N tal que se

N M3

n > ng, entao d(x,,a) < =. Agora, se m,n > ng, entao

d(xmwrn) < d(iﬂm, Cl) + d(a, xn) < g + g = g.

Proposicao 1.2. Toda sequéncia de Cauchy ¢ limitada.

Demonstracao. Seja (x,) C M uma sequéncia de Cauchy em M, e tomemos ¢ = 1.
Entao, existe ng € N tal que se m,n > ng, entdao d(x,,,z,) < 1. Logo o conjunto
Xy = {zr € M;k > no} ¢ limitado ¢ o diametro de (X,,,) ¢ menor ou igual a 1. Dal,

Xy = {1, 29,..., 2, } UX,, élimitado, portanto a sequéncia (z,) é limitada. O

Proposicao 1.3. Uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia convergente é

convergente (e tem o mesmo limite que a subsequéncia).



Demonstracao: Seja (x,) C M uma sequéncia de Cauchy em M, e (z,, ) uma subsequéncia
de (z,), convergindo para a € M. Tomando € > 0, existe n; € N tal que se k,l > ny,
entao d(x,,,r,,) < 5. Além disso, como (x,) ¢ de Cauchy, existe ng € N tal que se
m,n > ng, entao d(z,,, ,) < 5. Agora, chamemos ny = max{ng, n;1}. Assim, temos que,

se n > ng, existe n, > ny tal que

d(xy,a) < d(x,,zr) + d(zg, a) < % + % — .

O

Proposicao 1.4. Toda aplicacao uniformemente continua transforma sequéncia de Cau-

chy em sequéncia de Cauchy.

Demonstrag¢ao. Sejam f : M — N uma aplicacdo uniformemente continua, (z,) C M
uma sequéncia de Cauchy e € > 0. Como f é uniformemente continua, existe § > 0 tal
que se d(z,y) < 9, entdo d(f(x), f(y)) < .

Agora, dado 6 > 0, como (z,) é de Cauchy, existe ng € N tal que, se m,n > no,
entao d(zy,,z,) < 0. Dal, d(xm,,x,) < § implica que d(f(z,), f(x,)) < € sempre que

m,n > nyg. O

Corolario 1.1. Seja f : M — N um homeomorfismo uniforme. Uma sequéncia de pontos

x, € M € de Cauchy se, e somente se, (f(z,)) € de Cauchy em N.

Demonstragao. Veja [8]. O

Definicao 1.5. (Espaco métrico completo) Um espaco métrico M é dito completo

quando toda sequéncia (x,) de Cauchy em M converge para algum elemento v € M.

Proposicao 1.5. Um subespaco fechado de um espaco métrico completo é completo. Re-

ciprocamente, um subespaco completo de qualquer espaco métrico € fechado.

Demonstracao. Seja F' C M fechado. Tome (z,,) C F uma sequéncia de Cauchy em F.
Entao (z,) C M, que é completo. Logo, existe a € M tal que a = lim z,,, isto ¢, (z,)

n—oo
converge em M. Mas F' é fechado, portanto a € F.

Agora, seja N C M um subespaco completo. Entao, dado z € M, um ponto de

aderéncia de N, temos que, se (z,) C N ¢é tal que lim z,, = z, entdo (z,) é de Cauchy,
n—roo

pois N é completo. Dal, existe a € N tal que lim x,, = a. Mas, pela unicidade do limite,

n—oo

x = a. Logo N é fechado. O

A seguir, seguem alguns resultados e exemplos, cuja demonstracao pode ser en-

contrada em [8].



Proposicao 1.6. O produto cartesiano M x N é completo se, e somente se, M e N sao

completos.

Corolario 1.2. O produto cartesiano M; x --- x M, é completo se, e somente se,
My, ..., M, sao completos.

Coroléario 1.3. O espaco R™ (euclidiano) é completo.

Proposicao 1.7. O produto cartesiano M = 1_[]\4Z € completo se, e somente se, cada
i=1
um dos fatores My, ..., M;, ... € completo.

Exemplo 1.4. Se M ¢ completo, entao B(X; M) é completo.

Exemplo 1.5. Sejam M, N espagos métricos. Se N é completo, entdo o conjunto C(M; N)
das funcoes f: M — N continuas € um espaco métrico completo.

Exemplo 1.6. A reta R € um espagco métrico completo.

Exemplo 1.7. O conjunto dos racionais Q nao é completo em R.

1.2 Espacos Normados

Seja E um espago vetorial. Para desenvolveremos a teoria de Espagos de Banach,

faz-se necessdria a introdugao de uma norma, como segue.

Defini¢ao 1.6. Dizemos que uma funcao real |- || : E — R € uma norma em E quando

satisfaz as sequintes condigoes, para quaisquer x,y € E e \ escalar:
N1) Se x # 0, entdo ||z| # 0;
N2) ||Axl| = |A] [l

N3z +yll < [l + [yl

Exemplo 1.8. Seja || - || : B(X;R) — R a func¢ao real dada por || f|| = sup |f(z)|. Entao
zeX

Il -] € uma norma em B(X;R). Além disso, (B(X;R);|-||) € um espaco métrico, quando

definimos

d(f,9)=Ilf -9l = sup |f(z) — g(x)],

como vimos anteriormente.



Prova. De fato, dadas f, g € B(X;R) e X escalar, temos que:
N1) Se f # 0, entao existe T € X, tal que f(&) # 0. Assim,
If1l = sup [ f(x)] = |f(2)] >0,
zeX
logo || f]| > 0;
N2) [[A Il = sup [A f ()] = sup [A[ [f(x)] = [A] sup [f(z)] = [A[][f];
zeX zeX zeX

N3) Como |f(x) +g(z)] < |f(@)| +[g(x)] < sup |f(z)[ + sup |g(x)], isto &,

k= sup|f(z)| + sup |g(x)|
zeX zeX

é tal que | f(r) + g(z)| < k, para todo x € X, temos que

If+ 9l = sup |f(z) +g9(@)] < k= |fll+ gl

O

Exemplo 1.9. A distancia d(f,g) em B([0,1];R) € o comprimento da maior corda vertical
que se pode tracar, ligando o grafico de f ao grafico de g. Sejam f, g :[0,1] — R func¢oes
dadas por f(z) =z e g(x) = 2*. Temos que

fz)—gx) =0 z2—-2"=0&2=0 ou v=1.

Logo f — g tem vértice em x© = % Awaliando |f — g| em x = %, temos
1 1
/() -o6)-

d(f.g) = sup |z —ux
x€[0,1]

Assim,
1
2 ‘ _

Exemplo 1.10. (Métrica do mdzimo) Seja X = {1,2,...,n}, [ : X — R, limitada.
Entao f pode ser identificada com a lista (x1,...,x,) onde x1 = f(1),..., 2, = f(n). As-
sim, B(X,R) =R"™. Dadas f,g € B(X;R), denotemos f = (x1,...,2n),9 = (Y1, -, Yn),
de onde temos que

d(f,9) =sup|f(z) = g@)l = sup {lz: —pil} = max |o; -yl

ie{l,...,n} I<isn
é a métrica do mdxrimo em R".
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Exemplo 1.11. (Bolas abertas e bolas fechadas em B([a,b];R)) Seja f € B([a,b],R).
Entao g € B[f,r] se|f(x)—g(x)| <71 e g€ B(f;r) se sup |f(x)—g(x)] <r. Primeira-

z€[a,b]

mente, note que g € B[f;r], significa que o grdfico da funcao g, denotado por G(g), estd

contido na faiza F(f) de amplitude 2r em torno do grifico de f, isto €,

G(g) C {(z,y); f(w) —r <y < f(x) + 7}

Assim,
g € Blfir] & G(g) C F(f).

Agora, se g € B(f;r), entao

Gg) C{(zy); f(a) —=r <y < flz) +r}

Mas pode ocorrer, no entanto, que o grdfico da g esteja contido na faira aberta, sem que
g € B(f;r). De fato, tomando f(x) =0 para todo z € [a,b], com a,b >0, e g(x) = x se
x € [a,b) e g(b) =0, temos que o grifico de g estd contido nesta faiza aberta de amplitude

b, mas B(f;b) nao contém g, pois

If —gll = sup}lf(m)—g(iv)lz sup {0} U[a,b) = b.

z€lab z€a,b]
Isto €, G(g) € {(z,y); f(x) —b <y < f(z) + b}, mas g ¢ B(f;b).

Exemplo 1.12. De maneira mais geral, se B(X; M) é o conjunto das fungoes limitadas
f: X — M de um conjunto arbitrario X em M , definimos a métrica do sup, ou métrica

da convergéncia uniforme, dada por

d(f,g) =supd(f(x),g(z)).

zeX

Esta métrica estd bem definida pois, para quaisquer f,g € B(X; M), o conjunto
D ={d(f(z),g(x));x € X} é um cojunto limitado de niimeros reais. Portanto, B(X; M)

¢é espaco métrico com métrica do sup.

Se E é um espago vetorial normado, B(X; F) é espago vetorial, e assim, a métrica

do sup d(f, g) provém da norma || f|| = sup | f(z)], isto &,

zeX

d(f.9) = |f — glls = sup | f(x) — g(z)].
zeX
1.2.1 Espacos de Banach

Definigao 1.7. Um espaco normado (E, | - ||), completo na métrica induzida pela norma

|- || € chamado Espago de Banach.
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Exemplo 1.13. Sejam E,F espacos vetoriais normados. Denotamos por L(E,F) o
conjunto das aplicagdes lineares continuas [ de E em F. Entdo L(E,F) € um espaco

vetorial com a norma

I/l =" sup [f(z)]. (1.1)

z€E, |z|=1

Além disso,
f@ <l =]V feL(EF).

De fato, para |x| =1 ou |x| = 0 € imediato; para |x| > 1, temos que
[f@) < < WAzl v f e L(E, F);

e, para 0 < |z| < 1, temos

1|f(fc)

|,7

< ]f (ﬂ)\ <l = 1f@I < fl 2, ¥ feL(EF).

Proposicao 1.8. Seja S = {u € E; |u| = 1} a esfera unitiria de E. Uma aplicagao

linear f : E — I € continua se, e somente se, f restrita a S € limitada.

Demonstragao. Tomemos € = 1. Como f é continua em zero e f(0) = 0, existe § > 0 tal
que |z| < 6 e |f(x)] < 1. Agora, seja ¢ tal que 0 < 2 < §. Se z = 0, ¢ imediato. Se = # 0,

entao .
= <= f (= )| < 1= 1f@)] < dla]
clx| c clx|
Dal, como |z| = 1, temos que |f(z)| < ¢, para todo = € S. O

Por defini¢ao, lim f, = f em L(FE, F) significa || f, — f|| — 0, quando n — oo, o
n—oo

que equivale a dizer que f,, — f uniformemente em S.
Proposicao 1.9. Se F' ¢ completo, entao o espago vetorial normado L(E, F) é completo.

Demonstracao. Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em L£(E, F'). Entao, para cada xy € F,

a sequencia (f,(zg)) é de Cauchy em F. De fato, tomando —— , existe nyg € N tal que
o]l
Zo

, . €
| fn — fmll < ——, sempre que m,n > ngy.
o]l
Assim,
€
1 fn(@0) = frn(@o)ll = [|(fn = fr) (o)l < (1 for = fnll [0l < mllwoll =,
isto é,
| fu(xo) = fn(xo)|| <&, ¥V m,n>ng. (1.2)

12



Como F' é completo, para cada = € E fixo, f,(x) — y., quando n — co. Definimos
f:E—>F
n—oo

Entao, como (f,,) é limitada, temos que, para cada n € N

@) < [[fallllz]] < cllz]

para alguma constante ¢ > 0. Fazendo n — oo, vemos que f ¢ limitada.

Agora, fazendo m — oo em (1.2), temos que, para todo n € N e para = # 0,

152@) = Fu@)] < ellall = l1fala) = F @] < 2l = sup LD = L]

20 igd

<,

isto é, || fn — f|| < &, para todo n € N. Se x = 0, o resultado é imediato, pois f, e f,, sdo

aplicagoes lineares, para todo m,n € N.

Portanto f,, — [ em F'.

O
[ee]
Definicao 1.8. Uma série Z x, num espaco vetorial normado E diz-se normalmente
n=0
(oo} o0
convergente quando Z |z,| < 400, isto €, quando a série das normas Z |z,| € con-
n=0 n=0

vergente.

Proposicao 1.10. Se o espago E ¢ completo, toda série normalmente convergente, ¢é

convergente em E.

Demonstracao. Seja S, = x1 + ...+ x,. Se Z |z,| < 400 entdo, dado £ > 0, existe
n=0

no € N tal que
|Tpi1| + [Tnso] + -+ + |Tnsp| <&, sempre que n > ny.
Assim,
|Snsp = Snl = [Tng1 + Tngo + o A Togp| < Tnga] | Tngol + -+ |T0gyp| < e

Logo, a sequéncia das somas parciais S, é de Cauchy, e como E é completo, concluimos
o0

que Z x, converge em F. (I

n=0

13



Exemplo 1.14. O espago C[0,1] = {f : [0,1] = R; fé continua} ndao é completo com a

nﬂhz(lﬁf@W¢Qw2 (13)

De fato, tomemos a sequéncia (f,) com f,:[0,1] = R dada por

norma

U= 1ulli = ([ 1)~ ot

(n—m)* (1 1 (m )3
- (=) - — (= +1
3 n3 3m \n +

— 0, quando m,n — oo.
Logo (fy) € de Cauchy em C[0,1], mas converge para f dada por

0,z € [0, 3]
Lze (3,1],

[\

[(z) =

que nao pertence a C[0,1].

Desejamos, no entanto, trabalhar num espaco aonde as fungoes sejam quadrado
integraveis no sentido de Lebesgue. Para isso, pode-se definir o espaco L?(0,1), como

sendo o completamento de C[0, 1], com a norma em (1.3), isto &,

VIRSEELALE

L*(0,1) :=C[0,1]

1 1/2
Il = i ([ 1R 0Par)
n—oo 0

14
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onde (f,) é uma sequéncia em C|0, 1] tal que f,, — f em L?(0,1).

Denotamos

1 1
/ |f(2)|Pdz := nh—>nolo/ | fo(2)|?dx.
0 0

1.3 Espacos com produto interno

Nos proximos conceitos, considere X um espaco vetorial.

Defini¢ao 1.9. Chamamos de produto interno em X, uma funcdio (-,-) : X x X - R

que satisfaz as sequintes condigoes:

P1) (x+y,2) = (x,2) + (y, 2);

P2) (Ax,y) = Mz, y);

P3) (x,y) = (y, v);

Pj) (x,z) >0 e (v,2)=0&2=0,
para quaisquer x,y,z € X, e A € R.

Para todo x,y € X, vale a seguinte desigualdade, conhecida como desigualdade de
Cauchy-Schwarz:

[{z o) < Nzl lyl-

De fato, se x = 0 ou y = 0, é obvio. Para x #£ 0 e y # 0, existe z € X, tal que z L = e
(z,y)

{z, )

Y =qar+z, comq = . Entao, temos que

Ilyl* = llo]|* + [|2]1%,
e assim,
2 20,12 (., y) ?
lyllI” = laf"[lz]" = ) (z,2),
logo

(y,y) (2, 2) > [(z, y) ",
e segue a desigualdade desejada.

Podemos entao definir a norma ||z|| = /(z, z). De fato, valem as trés propriedades:

N1) 2 #0= (z,z) # 0= ||z|| = \/(z,z) # 0, pela propriedade P4);

N2) Az]l = /{Az, Az) = /M, Az) = /A2, 2) = /AN, 7) = A/ (2, 2) = |A[[l2],

pelas propriedades P2) e P3);
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N3) Vale a desigualdade triangular, pois

lz +yl* = (z +y, 2 +y)
= (o, 2) +2(x,9) + (4,9)
< l=l® +2(2, y) + [ly]I*
<zl +2||lz| lyll + llyl|*, (desigualdade de Cauchy-Schwarz)
= ([l + [ly[l)*.

Chamamos esta norma de norma induzida pelo produto interno.

Lema 1.1. (Continuidade do produto interno) Se num espago com produto interno,

T, = T ey" =y, entao (T, y,) — (T,Y).

Demonstragao. De fato, para (z") C X e (y,) C X taisquez,, > r € X ey"” >y € X,
temos que

(s yn) = (2, 9)]

[(n, y) (Tns Yo — y) — (2, 9)|
[(Tn — 2,9) + (Tn, Y — Y)|
[(zn — y>|+|<f€n,yn—y>|
lzn = [ {[yll + lznll lyn — vl

IAN N

Como ||z, — z|| = 0 e ||y, — y|]| = 0 quando n — oo, temos que
(@, yn) — (x,y)] — 0,quando n — oo,

e temos o desejado. O

Definicao 1.10. Um espag¢o de Hilbert ¢ um espaco vetorial H, munido de um produto

interno e completo em relagao a norma definida por esse produto interno.
Exemplo 1.15. O conjunto L*(0,1) é um espago de Hilbert com norma

1
||f||L2(01 <f> f>i2(o,1)

mduzida pelo produto interno

(f,9) 201 / f(x dr, f,g€ L*0,1).

onde

| ez = tm [ @@ o€ 0.)

sendo que (f,) e (gn) sao sequéncias em C[0,1] tais que f, — f € g, — g em L*(0,1).
Uma definicao mais formal serd dada na secao sequinte.
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1.4 Espacos de Sobolev

Nesta se¢ao resumimos a teoria de derivadas fracas e os possiveis espagos onde
funcoes e suas derivadas fracas, integraveis no sentido de Lebesgue, aparecem. Tais

espacos sao bastante tteis para a resolucao de diversas equacgoes diferenciais parciais.

Apresentaremos, inicialmente, defini¢des e algumas propriedades de fungoes men-
suraveis. Observemos que se alguma propriedade vale em todo ponto de R"™, exceto em um
conjunto mensuravel, com medida de Lebesgue nula, dizemos que esta propriedade vale
em quase todo ponto, e denotamos q.t.p. Para fins de praticidade, nao faremos distingao

entre duas fungoes, no caso em que elas forem iguais q.t.p.

Definigao 1.11. O espaco LP(Q)), das fungédes LP-integrdveis, para 1 < p < oo, é

definido como
LP(Q) ={f:Q—=R; f émensurdvel e / |f(z)Pdx < 400}
Q

Sabemos entao que este é um espaco normado, com a norma

1/p
1l = ( /Q |f(m)|pd:c> |

Definimos ainda, para o caso em que p = 00, o espaco das funcoes essencialmente

limitadas

L) ={f:Q—=R; f ¢émensurdvel esupess|f(x)| < +oo},
€N

que é um espago normado com a norma

| flloe = supgss |f(x)] :==inf{C e R;|f(x)| < C q.tp.}.
re

Proposicao 1.11. Vale a desigualdade de Holder: Se f € LP(Q)), g € LY(Q) e
i—l— % =1, entio fg € L'(Q) e

1 fallr) < 1f e gl o)

Proposicao 1.12. LP(Q) ¢ espago normado completo, para todo 1 < p < oo.

Proposicao 1.13. O conjunto C(X2), das fungoes continuas definidas no fecho de 0 é
denso em LP(Q), para todo 1 < p < oo.
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Proposicao 1.14. LP(Q) € separdvel, para 1 < p < 0.

Proposigao 1.15. Para todo 1 < p < 00, 0 espago dual (LP(Q))' de LP(Q) é L' (Q), onde
1 1

p' € o conjugado de p, isto é, —+ — = 1.
p p

1.4.1 Espacos de Sobolev

Uma “funcao de teste”é uma fungao suficientemente regular a ponto de podermos
aplicar a técnica de integracao por partes atribuindo a derivada em um grau maior para
tal funcao e dando uma interpretacao para a derivada de uma funcao em um sentido mais
fraco que o sentido classico, isto é, definida por um limite.

Para simplificar os préximos passos, iremos usar um espaco de fungoes teste, sendo
sempre com regularidade de derivadas classicas e com suporte compacto, este espago serd
suficiente para definirmos os espacos do Sobolev.

Consideremos 2 C R”.

Definicao 1.12. Chamamos de suporte de uma funcao u : Q C R* — R, o fecho do

conjunto dos valores x € Q) tais que u(z) # 0.

Definicao 1.13. Chamamos de espago de funcgoes de teste, o conjunto D(S2) formado

por todas as fungoes de classe C*(§2) com suporte compacto em §).

Observagao 1.1. Denotamos o espago das fungoes teste definidas no dominio (0,1) C R

como simplesmente C°(0,1).

Definicao 1.14. (Conceito de Derivada fraca em dimensao 1) Considere uma fungdo
w: (0,1) = R, tal que nao seja necessariamente possivel calcular sua derivada em todo o

seu dominio. Se definirmos uma fungao v : (0,1) — R tal que

/01 v(x)p(r)de = — /01 w(x)¢'(r) dx

para toda ¢ € C$°(0,1), entao, podemos definir uma interpreta¢ao para a derwada de u,

como sendo a funcao v acima citada.
Introduziremos as seguintes notagoes:

e o= (aq,...,0p) € N® é um multi-indice;

X (e e o __ .01 pete? s n.
o 1% = (r1,...,2,) =22, xeRY
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e, para k € Z,

o
oD];iu:— 1=1,...,n.

oxk’

1

Definicao 1.15. A derivada fraca, com relacao ao multi-idice o, de uma fungao u

definida em ) € a funcao v que satisfaz

/ v dr = (—1) / u D% dx, para toda ¢ € D(Q). (1.4)
0 0

Os espagos formados pelas fungoes LP-integraveis, no sentido de Lebesgue, que
possuem derivadas fracas também pertences a algum espago LP(§2) sdo nomeados espagos

de Sobolev e descritos pela defini¢ao abaixo.

Definigao 1.16. Chamamos de espaco de Sobolev W*P(Q) o conjunto de funcoes u
pertencentes a LP()), tais que para todo |a| < k, a derivada D*u definida em (1.4)

pertence a LP()), com a norma

1/p

lllwioiey = | 3 / DhupPds | (1< p <o),

o<k

[l weoo @) = Z sup ess | DFul, (p = 00).
loe| <k

Se p = 2, escrevemos H*(Q) = W*P(Q), para k € Z,. Além disso, observe que, se
k = 0, temos que H°(Q) = L*(Q).

Proposi¢ao 1.16. O espaco H'(Q) é um espago de Hilbert separdvel, com o produto

interno definido por

(u,v) 1 = / uv~+ Z(@iu)(&»v) dr = / uv+ Vu Vo dz.
Q Py Q

Além disso, C§°(Q) € um subespago denso de H*(2).

Defini¢ao 1.17. Denotamos por WEP(Q) o fecho do conjunto C3°(Q), em W*P(Q).
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Isto significa que u € WJP(Q) se, e somente se, existirem funcoes u,, € C5°(1)
tais que wu,, — u em W5P(Q). Assim, WiP(Q) é o espaco das funcoes u com derivadas
fracas de ordem || < k em LP((2), tais que

D% =0 em 0f), pratodo |a|]<k—1.
Denotamos HE(Q) = W2 (Q).
Proposi¢ao 1.17. O espaco H(Q) é um espago de Hilbert separdvel, com o produto
interno induzido de H*(QY); Além disso, C$°(Q2) € um subespago denso de Hg(Q).
Definigao 1.18. Definimos o espago dual de H} () por:
HYQ)={f:Hy(Q)—R; f ¢éum operador linear limitado.}
Denota-se por (-,) -1 g1, a dualidade de H™'(Q2) e Hy (), e definiremos a norma
£l = sup {(f,w) g1 35 w € Hy(Q), lull o) < 1}
Teorema 1.1 (Desigualdade de Gronwall - forma diferencial). Seja n(-) uma fungdo

absolutamente continua nao negativa definida em [0,T], que satisfaz a sequinte equagao,

para quase todo ponto:

1'(t) < @(t)n(t) + ¥ (1),

onde ¢(t) e ¥(t) sao fungoes integrdaveis nao negativas definidas em [0,T]. Entdo

. t

n(t) < elo9)ds [n(o) +/ ¥(s) ds} gtp. 0<t<T.
0
Em particular, se
n<¢n em 0<t<T e n(0)=0,
entao
n=0 em [0,7].

Demonstracao. Da hipotese, vemos que

' (t) = o(t)n(t) < ¥(t),
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e derivando o lado esquerdo desta desigualdade, obtemos dai que

d

2 (ns)e T80 = IO ((5) — o(s)n(s)) < eI A (s)

para quase todo 0 < s < T'. Integrando a desigualdade acima, temos que

(e 1520} —(0) < / B0y (s) ds.

0

Mas, como ¢ é nao negativa, temos que e~ Jo #dr < 1 e portanto,

(e 550) <)+ [ vty as,

para cada 0 <t <T', de onde segue a desigualdade desejada. O

Teorema 1.2 (Desigualdade de Gronwall - forma integral). Seja £(f) wma fungdo in-

tegravel nao negativa em [0, T], que satisfaz a sequinte equacao, para quase todo ponto:

t
)< Cr [ €s)ds+ G,
0
para constantes Cy,Cy > 0. Entao
£(t) < Cy(1 4+ Cyte“?) qtp. 0<t<T.

Em particular, se

t
€0 <C [ €s)ds. qtp 0<t<T
0
entao

E(t)=0, qtp. em 0<t<T.

Demonstragao. Seja n(t) = / £(s)ds, entao ' < Cinp+ Cy  gq.t.p. em [0,7]. Da desi-

0
gualdade de Gronwall na forma diferencial, temos que

0(t) < 500 [a0) + [ oy

= e (n(0) + Cat) = Cote™, qtp. 0<t<T.

(1.5)
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Assim, como

S(t) S Cl/ f(S)dS -+ CQ,
0
segue de (1.5), que

f(t) S Cﬂ](t) + CQ S 02(1 + Clteclt).

Teorema 1.3 (Desigualdade de Poincaré). Seja Q0 um subconjunto aberto e limitado de
R", com fronteira de classe C*°. Entao, existe uma constante C' > 0, dependendo somente
de n e (), tal que

lullz2@) < ClIVullr2 o).

para toda u € Hy ().
Demonstragao. Por densidade, basta mostrar a desigualdade para u € C§°(€2). Fixemos

um cubo dado pelas desigualdades b; < x; < b; + a, parai=1,... N, e contendo ) como
subconjunto.

Estendendo u igual a zero no complementar de {2, obtemos uma funcao em u €
C5°(RY) também denotada por .

Para cada x € (2, temos

z1
Ohu(zy, 9, ..., xN)dz = u(x).
b1

Aplicando Cauchy-Schwarz, segue que

lu(z)|? < (21 — bl)/ |Ou(z1, Ta, ..., ox5)|Pd2

b1

bi4x1
Sa/ |Ou(z1, T, ..., xN)|*d2.

b1

Integrando sucessivamente, obtemos
/|u(a:)|2dx < a2/ |Oyu ()| Pdr < a2/ |Vu(r)|*dz.
Q Q Q

Logo |lullr2) < al|Vul| 2. O
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1.4.2 Espacos envolvendo tempo

Para construgao de solugoes fracas para equagoes diferenciais parciais parabolicas,
lineares e nao-lineares, faz-se necessario o estudo de espacos envolvendo uma variavel

tempo.

Definigao 1.19. O espago L¥(0,T;X) consiste no espago de todas as fungoes men-

surdveis u : [0, T] — X, com

T 1/p
el orony = ( / ||u<t>||f;<dt) < too,
0

sel <p<4o0, e

||| oo (0,1 x) = supess|lu(t)]|x < +o0.
te[0,7)

Definicao 1.20. O espago C([0,T]; X) compreende todas as fungoes continuasu : [0,T] —
X tais que

Julloomn = max llu(t) x < +oc.

Defini¢ao 1.21. Sejau € L'(0,T; X). Diremos quev € L' (0,T; X) € a derivada fraca

de u e escrevemos u' = v, desde que

/0 & (ult) dt = — / olt)o(t) dt,

YV ¢eCx0,T); ¢:]0,7] —R.

Definicao 1.22. Definimos

(i) O espaco de Sobolev W'P(0,T; X), de todas as fungoes u € LP(0,T; X) tais que
u' eziste no sentido fraco e pertence a LP(0,T;X). A norma neste espago € dada

por

T 1/p
( | ol + o dt) (1<p<oo)
||UJHWLP(O,T;X) = 0
supess ([[u(t)llx + I/ (8)]1x ), (= o).
0<t<T

(ii) Escrevemos H'(0,T;X) = W12(0,T; X).
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Defini¢ao 1.23. Consideremos Q. = {z € Q; d(x,00) > e}. Se Q for tal que 00 = @,

consideremos €2 = Q.. Definindo

1
celP-1 |y| <1
n(y) = (1.6)
0, ly| > 1,

sendo ¢ > 0 escolhida de maneira que

/n n(y)dy = 1, (1.7)

temos que n € C3°(Q2). Definimos a Mollifier canonica n. como sendo

n=(y) = in (g) , £>0. (1.8)

ne € de classe C, / n-(x)dx =1 e o suporte supp(n.) C B(0,¢).

n

Definigao 1.24. Seja f € L. .(Q), defina a mollificacao f¢=n. * f dada por

f@waém@—yV@My

(1.9)
=/ n(z —y)f(y)dy, Ve Q..
B(0,e)

Teorema 1.4. Seja u € WHP(0,T; X), para algum 1 < p < +o00. Entdo
(i) uwe C([0,T); X) (apds ser redefinido sobre um conjunto de medida nula);
(ii) u(t) = u(s) + /t u(r)dr, ¥V 0<s<t<T;
(iii) max [[u(t)]| < e(T)|ullwrrorx), com C(T) >0, ice., Wir(0,7; X) — C([0,1]; X).

Demonstra¢ao. Iremos primeiramente estender u como sendo zero em (—o0,0) e em

(T, 4+00).

1
Seja n-(y) = 5_”n (g) ,€ > 0 a mollifier padrao em R, e considere a mollificacao

us = 1. *x u dada por

T—¢
wi) = [ n@ut -y Vee0.1)
Como u € WP(0,T; X), de fato este procedimento é possivel. Além disso,
(i) ue € C®((g,i—¢€); X) e
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(i) ue = wem W (0,7.X) se e — 0.

Dai, em particular

u.=n.xu em (g,T —¢e).

De fato,

e ainda,
ue —u em LP(0,T;X),e—0;

u. - v em LP(0,7;X),e — 0.

Fixemos 0 < s <t <T. Como u. € C*((g,T — ¢); X), temos

Isto é, como vale (1.4.2) e v/ € L?(0,7;X), da igualdade acima e do teorema da con-

vergéncia dominada de Lebesgue, temos que

t
u(t) = u(s) +/ W (7)dr, quando £—0, u<s<t<T.

t
Como a aplicacao t — / W (7)dr é continua, segue que u € C([0,T]; X) e o item (4i) do
0
teorema.

Para o item (iii), de (ii) temos:
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Integrando de 0 a T,

/
//u des—/ / T)drds
// u'( deT—/ / T)dsdz
:/0 (7 )dz—/t (T — 0l (7)dr.

Entao,
T 1
/u(t)— SQT/ |/ (7)]| dr.
0 0
Assim,
T 1 T
< = _ -
s o) < 7 | [0 = ue)as| + 7 | [ atsjas

T 1 T
<2 / () dr + = / lu(s)|ds
0 T 0

<2 oy + T el orx)-

Como L?(0,T) < L*(0,T'), segue o item (iii).

Teorema 1.5. Suponha u € L? (0, T; Hy(Q)) eu € L*(0,T; H*(Q)). Entdo
(1) we C([0,T]; L*());
(i) A aplicagdo t — ||u(t)||2L2((Q)) € absolutamente continua e

d 2 /
SOz = 2 (0), w(t)) vy

para quase todo 0 <t <T;

(iii) Tem-se a estimativa

s [u(t) 20y < OT) (1l ooy + Illzorr o) . CT) > 0.

Demonstracao. Iremos estender u para o intervalo [—o,T + o| para ¢ > 0, e definir

mollificacao

T+o
ut = xu, u(t) = / ne(t — y)u(y)dy.

—0
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Entao, para ¢, > 0,

Assim,

t

d
40 = w0320y = () =6 sy + [ GO = Ol

o que implica

||u€(t) — ué(t>Hi2(Q) = Hu5<5) — u5(8>||L2(Q) + 2/ <(u€)/(7-> — (u5)’ (T),’LL€<T) — u5(7')> dr

para todo 0 < s < ¢ < T. Fixando s € (0,7) tal que u*(s) — u(s) em L*(Q), temos, da
desigualdade de Young, que

s 2 [ (00— () ()0600) = ) <

< sup 2(5 [ 16 (0) = @) ldr + 5 [ i) - w? ()

0<t<T s
T
S/O 1) (7) = () () [[fg-10) + 0" (7) =0’ (7) [ G2 -
Assim,

lim sup [ (6) — () (1)]lz, <

6,5—>000§th @) —
4 5\/ 3
< [ 160 = (@) (i + 1) = () g =

E portanto as fungoes regulares {u°}o-.<; convergem em C' ([0, T]; L?(Q)) para o
limite v € C ([0, T]; L*(Q)). Agora, como u.(t) — u(t) para quase todo ¢ € [0,T], pela
unicidade do limite, concluimos que v = v em quase todo ponto. O

Teorema 1.6. Suponha Q2 aberto, limitado, com fronteira suave. Seja m > 0, um inteiro.
Tome u € L*(0,T; H™2(Q)) e € L*(0,T; H™(Q)). Entdo

(1) u € C([0,T); H"2(2)), apds possivelmente ser redefinido sobre um conjunto de

medida nula;

(“) OIEtE?’%||u(t)||Hm+2(Q)) S C(||u||L2(O7T;Hm+2(Q)) + ||u/||L2(O7T;Hm(Q)))7 a constante C' de-

pendendo apenas de T,$) e de m.
Demonstragao. Veja [3]. O
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1.5 Funcoes Analiticas

Nesta secao, revemos a representacao em série de poténcias de funcoes analiticas
que tomam valores reais, e introduzimos as ferramentas necesséarias para o desenvolvi-
mento do método utilizado por Kovalevskaya para demonstrar existéncia e unicidade

para um problema de Cauchy, descrito no capitulo 3.

Definicao 1.25. Dizemos que uma funcao f : R — R ¢ analitica em xo € R" se existir

r > 0 e constantes { f,} tais que
fla) =) fale—20)",  (lx =0 <7)

sendo a soma tomada sobre todos os multi-indices o« € N,

Notacao:
e o= (ay,...,a,) EN" al=ail-aq,, Jal=a1+... +ay
olely
.1-0/:(1-17_”71;”)0121-(111...1;%117 CBGR”, Dau:

Al Ao’

Se f é uma funcao analitica em xg, entao f é infinitamente diferenciavel em uma

vizinhanga de zy. Além disso, as constantes f, sao calculadas por

_ D?f ()
al

Ja

)

onde a! = aqlag! - -+ ay,!. Assim, f é igual a sua expansao de Taylor em xq:

f(:v):Z%f%)(x—xo)a, |z — 20| < 7.

Teorema 1.7 (Teorema Multinomial). Seja x = (z1,... z,) € R" e k € N. Entdo

(14 ... +a,) = Z ( |Z| )xa

laf=k

Oél—i‘...—i‘&!
= 3
ol !

la|=k

Exemplo 1.16. Seja f : R" — R dada por f(x) = . Entao esta fungao

r—(r1,...,T,)
¢ analitica em zero, quando ||z|| < T com série de Taylor

& (a] e N all .
f<”f>—2( ; =2 g™
«

k=0
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Para o cason =2, z = (z,y) € R?, r = 1, temos que

1 > K > k ap +as|l oo,
0= =y e =S 2 (1) e

que € absolutamente convergente em ||z| < f De fato,

o1 + o
Z' R P

9! 9!
s 5 e+ ot

2'|°‘
3. 3, 3, 3,

= 1+ ||+ |yl + |2 + 2lzy| + |y +
+|x|3+3‘:c2y|+3‘:1:y2|+|y|3+

= (=] + ly))* < o,
k=0

quando [z] + y| < [|(z,)[r2v/2 < 1.

Definicao 1.26. Sejam [ = Zf“ r—10)" €eg an T —10)" duas séries de

poténcias. Dizemos que g majora f, denotando por
9>/,

Se
|fal < 9a,

para todo multi-indice «.

Lema 1.2. (Majorantes)
i) Se g> f e g converge para ||z|| < r, entdo f também converge para ||z|| < r;
i1) Se f = Zfa (x)* converge para ||z|| < r e 0 < sy/n < r, entao f tem majorante
s
para ||z]| < —=.

Jn
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Demonstracao. (i) Suponhamos que g > f e g converge para ||z|| < r, entao se |z| < r,

temos que

S 1l = 2 Ul 127 £ 3 Jgal o] < oo
(0% (6% (0%

S
(i) Seja0 < — <rey=s(1,1,...,1) Entao, para

vn
lyl| = Vs2+ -+ +s2=Vns?=sy/n<r,

temos que a soma Z fay® converge. Logo, existe ¢ € R tal que

o
|fo¢ya| <c¢, V a

Em particular,
| foy®| = fayi™ - yp™| = | fa la‘l = sl | fal-
Entao, temos de (1.10), que

5|a‘ |fa| = |faya‘ < G:

isto é,
C C o
|fa ‘a| F
Mas entao,
Cs la|!
prm— = O —_— @
9(7) s—(z1+...+x,) Za:so‘||a|!£

s
majora f quando [|z] < —=.

N

Observagao: Dadas séries de poténcia { f* }:;1, {gk }7::1, colocamos [ =

g=(g',...,g"), e escrevemos g > f significando ¢* > f*, (k=1,...,m

30
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CAPITULO 2

Teorema do Ponto Fixo de Banach

Neste capitulo, utiliza-se o método das aproximagoes sucessivas, para demonstrar
o teorema de Banach sobre existéncia e unicidade de pontos fixos de funcoes definidas em
espacos de Banach. Para isto, é introduzido o conceito de contragao. Em seguida, sao
apresentadas aplicacoes deste teorema, na solucao de um sistema de equacoes diferencias
ordinérias, de certos tipos, e do problema de valor inicial e de contorno para uma equagao

diferencial parcial parabdlica nao-linear.

2.1 Teorema do Ponto Fixo de Banach

A seguir, um teorema sobre pontos fixos de contracoes, demonstrado pelo o método

das aproximacoes sucessivas.

Definicao 2.1. Um ponto fixo de uma aplicacao f : M — M ¢é um ponto x € M tal
que f(x) =z, para quaisquer x,y € M.

Sejam M e N espacos métricos.

Definicao 2.2. Uma aplicagao f : M — N chama-se uma contrag¢ao quando existe uma
constante ¢, com 0 < ¢ < 1, tal que d(f(x), f(y)) < cd(x,y).

Teorema 2.1. (Teorema do Ponto Fizo de Banach) Se M € um espago métrico completo,

toda contracao f : M — M possui unico ponto fixo em M.

Observe que toda contracao ¢ uma funcao continua. De fato, para qualquer € > 0,

tomando § = ¢, temos que

d(z,y) <0 = d(f(x), f(y)) < cd(z,y)
< d(z,y)

<d=c¢,
para todo x,y € M, sendo 0 < ¢ < 1 a constante de contracao.

Demonstracao. Seja f : M — M, uma contragao, com constante de contragao ¢ > 0.

Iremos verificar que, se tomarmos zo € M qualquer e pusermos

xr, = f(iﬂo), cee s Tpr1 = f(ﬂfn), C.

31



a sequéncia (z,) converge em M e a = lim z, é o tinico ponto fixo de f.
n—oo

Existéncia. Tomemos 7y € M e definamos a sequéncia = = (x,) dada por x; = f (z¢) e
Tny1 = f(Tn).

Afirmamos que (z,) é uma sequéncia de Cauchy. De fato, temos que

d(x1,z0) =d(f (x0),20) < cd(z1,70),

e, em geral,
d(xnp12n) = d (f (x0) , f (2n-1)) < "d(@1, 30).

Resulta dai que, para todo m,n € N,m < n,

d(Tm, ) < d(Tp, Timr1) + d (Tmtt, Tmae) + -0 F d (T 1, 25)
< c"d(zy,m0) + ™" (w1, 20) + ...+ 7 (21, 30)
= ("4 ™+ ) d (3, 30)
=" (I+c+...+ ™) d(z1,0)

<cm1 d(x1,x0) .

Como 1 d (z1,x0) é constante, e lim ¢™ =0, temos que lim d(z,,z,) =0,
—c

m—r 00 m,n—ro0

0 que prova a afirmagcao.

Sendo (x,) uma sequencia de Cauchy no espago métrico completo M, resulta que

(x,,) converge para a € M e, da continuidade da f, temos que

a = lim = lim f () = f(hm rn) — f(a).

—00

Logo a é ponto fixo de f.

Unicidade. Sejam x,y € M tais que f(z) =z e f(y) =vy. Seja 0 < ¢ < 1 a constante

de contracao de f. Entao, temos que

d(z,y) = d(f(z), f(y)) < cd(x,y),

isto é,
(1 =c)d(z,y) <0.

Como (1 —¢) > 0, resulta que d(x,y) =0, isto é, x = y.
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Concluimos assim, que f possui um unico ponto fixo a € M. O

Corolario 2.1. Seja T : M — M uma funcao continua em um espago métrico completo
M e suponha que T™ é uma contracao em M para algum inteiro positivo m. FEntao T

tem um unico ponto fixo.

Demonstragao. Por hipétese, B = T™ é uma contragdo em M, isto é, d(Bx, By) <

ad(z,y) para todo z,y € M, onde a < 1. Entao, para todo zo € M,
d(B"Txy, B"x¢) < ad(B" *Tzy, B" ')
(2.1)
< a"d(Txg, o)
— 0 (n— o0).
O Teorema do Ponto Fixo de Banach implica entao que B tem um tnico ponto fixo,

o qual chamaremos x, e B"zy — x. Como a aplicacao T' é continua, isto implica que
B"T'xy =TDB"xy — Tx. Assim,

d(B"Txy, B"xg) — d(Tx, ),

e, por (2.1), temos que d(T'z,z) = 0. Assim, x é wmn ponto fixo de T". Como todo ponto
fixo de T' é também ponto fixo de B, concluimos entdao que T nao pode ter mais do que

um ponto fixo.

O

2.2 Aplicagoes do Teorema do Ponto Fixo de Banach

Nesta se¢ao, apresentamos alguns exemplos de aplicagao do Teorema do Ponto Fixo
de Banach. Decorrem deste resultado, teoremas de existéncia e unicidade para equagoes

diferenciais e equacoes integrais.

2.2.1 Existéncia e unicidade de solugao de um sistema de equacgoes
diferenciais ordinarias
A seguir, iremos demonstrar um importante resultado da teoria de equagoes di-
ferenciais ordinérias. Consideremos a seguinte equagao diferencial ordinédria de primeira

ordem:
¥ = f(t ). (2.2)
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O problema de valor inicial para esta equacao consiste num sistema dado pela equagao

(2.2) e por uma condigao inicial, como segue:

= f(t,x)

(2.3)
Iﬁ(to) = T,

onde tg e zy sao numeros reais dados.

Teorema 2.2. Sejam U C R x E um aberto, onde E € um espago de Banach, e uma
aplicagao continua f : U — E. Suponhamos que f cumpre a condi¢ao de Lipschitz com

respeito a sequnda varidvel:

1F(t2) = Ft o)l < cllz =yl (2.4)

onde a constante ¢ ndo depende dos pontos (t,z), (t,y) € U. Entdo, o problema (2.2) tem

uma unica solugao.

Demonstrag¢ao. Tomemos um aberto U C R x E, onde E é um espac¢o de Banach, e uma
aplicagao continua f : U — FE, cumprindo a condi¢ao de Lipschitz com respeito a segunda

varidvel
£ta) — eyl < c e — gl

onde a constante ¢ nao depende dos pontos (¢, ), (t,y) € U.

Procuramos uma aplicagao diferenciavel
p: 1l = FE
definida num intervalo I que contenha t; no seu interior, que resolva o problema (2.2),
isto é, tal que ¢ (tg) = xo e, para todo t € I, ¢'(t) = f(t, »(t)), onde ponto (tg, z9) € U

é dado em (2.2). (Esta dltima igualdade implica, em particular, que ¢ é continuamente

derivavel e seu grafico esta contido em U).

Observe que, pelo Teorema Fundamental do Célculo,

{¢@=f@w@» Votel
¢ (to) = xo

se e somente se, para todo t € I,
t
o) =0+ [ F(s6(5)) ds.
to

Afirmacao 1. Existem constantes a« > 0 e 8 > 0 tais que, para o intervalo [ =

(to — a, to + ) e para a bola B = [z, §] em E, valem
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a) I x BCU,
b) [f(ta)| <M. Y (ta)elxB,
c)aM<p e ac<l,

onde ¢ ¢ dada por (2.4).
De fato, como U é aberto, existe 5 > 0 tal que B = B[z, 5] C U, e portanto a) é

valida. Além disso, como f é continua e I x B é fechado e limitado no espago de Banach
R x E, entao f é limitada em I x B C I X B, e assim, b) vale. Podemos ainda tomar

a > 0 suficientemente pequeno, tal que vale ¢). Assim, a afirmagao 1 estd demonstrada.

Consideremos agora o espago métrico C(I,B) = {f : I — B; f ¢ continua},

com a métrica ||f|| = sup |f(z)| da convergéncia uniforme.
x€l

Portanto, para resolver o problema (2.2), definamos a aplicacdo
F:C(I;B) — C(I; B)

o5) — [P0 =+ [ fls, o(s))ds,

para todo t € I, e provemos que F' possui um tnico ponto fixo. Iremos mostrar que as

condigoes do teorema do Ponto Fixo de Banach se aplicam em F'.

Afirmacao 2. Veja que [F(p(s))](t) € B, para todo ¢(s) € C(I;B), Vtel.

De fato, pela afirmacao 1, temos que

ITE()I(#) — ol =

Ty + /t f(s,0(s))ds — o

< / 1£(5. () | ds

<Mt —to] < Ma<p.

Afirmagao 3. F(yp) é lipschtziana, para cada ¢ € C(I, B).

Com efeito, tomando ¢,t € I, temos novamente pela afirmacao 1 que

[E(@)() — [F()] (#)] = /t f(s,0(5))ds + xo — (370+/t f<57¢(5>>d5>

= | [ s6s.stops

< M|t —1|.

Em particular, F'(¢) € C(I; B), para toda ¢ € C(I; B), logo F(C(I;B)) = C(I; B), isto

é, F' é uma aplicagao do espago métrico completo C' (I; B) em si mesmo.
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Afirmagao 4. F é uma contragao do espago métrico completo C'(I; B) em si mesmo.

Tomemos ¢, € C(I; B) quaisquer. Entao, da afirmacao 1, temos que

1E () = F()lleqs;n) ——sup|[ (@)](@) = [F(4)(@)]
= sup

f(s.o(s))ds — [ f(s,(s
o /

< sup/ |f(s,0(s)) — f(s,7(s))|ds

Sggﬁ@¢@»—f@¢@ma
< sup ¢ alp(s) — ¥(s)]

=acly —Yllean

Agora, tomando K = a ¢ < 1, temos que ||F(¢) — F(¢)|| < Kllp —¢|, K <1

Observemos ainda que C([; B), munido da nrma da convergéncia uniforme é um
espaco completo. FExiste, portanto, pelo teorema do Ponto Fixo de Banach, uma unica

aplicac¢do continua ¢ : I — B tal que F(p) = ¢, ou seja,

t):x0+/tf(s;g0(s))ds, vV tel.

O

Tal resultado chama-se Teorema de Picard para existéncia e unicidade de solugoes

do Problema de Valor Inicial para Sistemas de Equacoes Diferenciais Ordinarias.

2.2.2 Equacao de Fredholm

Busca-se neste topico, demonstrar existéncia e unicidade de solucoes para uma

equagao integral que chamamos Equacao de Fredholm de tipo II, a ser definida.
Definicao 2.3. E chamada equacao de Fredholm do tipo I, a cquacao da forma:

/ k(t, 7)a(r)dr = o(t)

onde [a,b] é um intervalo dado, x € uma fun¢ao em |a,b] incdgnita, a func¢ao k, chamada
nicleo da equagao, € definida em G = [a,b] X [a,b] e v € uma fungdo definida em |a, b
dada.
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Agora, se multiplicarmos a integral por um parametro —u e acrescentarmos ao

lado esquerdo z(t), obteremos uma equagao do tipo II, como segue:

Definicao 2.4. E chamada equacao de Fredholm do tipo II, a equacao da forma:

b
o) —p / k(t, 7)(r)dr = o(t). (2.5)
Sabemos que Cla, b] é completo com a métrica

d(z,y) = max lz(t) —y(t)].

Vamos assumir que v € Cla,b] e que a fungdo k é continua em G. Como k é

continua no compacto GG, entao existe ¢ tal que

|k(t,7)] <c (2.6)

para todo (¢,7) € G.

Podemos entao mostrar que a equagao do tipo II tem solugao tnica x em J = [a, b],
como segue:

Teorema 2.3. Eziste uma tinica fungao continua x com dominio em J = [a, b] que satisfaz

a equagao de Fredholm do tipo II, com || < onde ¢ é a constante que limita a
c

_
(b—a)

funcao k, no compacto G.

Demonstragio. E suficiente mostrar que o operador
F: Cla,b] — Cla, b

definido por

[F(2)](t) = v(t) + u/ k(t,m)x(T)dr

é uma contragao, para |u| < e concluimos entao que, pelo Teorema do Ponto

_t
cb—a)’

Fixo de Banach, F'(z) = z tem solugao tnica x em [a, b].
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Com efeito, da limitacao (2.6) temos que, para z,y € Cla, b],

d(Fz,Fy) = max |Fx(t) — Fy(t)|

tela,b]
b

= max |v(t) + p /bk(z‘ m)z(T)dr — (v(t) —|—/1,/ k(t, T)y(T)dT)|

t€la,b] a

b
= |p| max ‘/ (¢, 7)x(T)dT —/ k(t, T)y(T)dT)‘
tela,b]

— | / (t,7)x(r) — ()|
t€la,b]

< ulmas [ W) - ol
€la,b

< Jule max [2(0) — y(0)] / dr

o€la,b]

= |ple(b—a)d(z,y)

Isto ¢,
d(Fz, Fy) < |u| ¢ (b—a)d(z,y).
Tomando ]
<7
lul <~ =
garantimos que o operador F' seja uma contracao. O

2.2.3 Equacao de Volterra

Consideremos agora a equacao integral de Volterra, dada por

() — p / k(t, T)a(r)dr = o(t). (2.7)

Observe que esta equagao distingue-se da equagao (2.5) pelo limite superior de integracao,
o qual é varidvel. Sob algumas condicoes, provamos que hé uma tinica solugao para esta

equacao, sem ser necessario impor uma restricao para o parametro p.

Teorema 2.4. Suponha que v em (2.7) € continua em [a,b] e o nicleo k é continuo na
regido triangular R no plano tT dado por a < 7 <t,a <t <b. Entio (2.7) tem solugao

inica x em |a,b], para todo .

Demonstrag¢ao. Definimos o operador T': Cla, b] — C'a, b] por

[T(x)](t) = v(t) + u/ k(t, m)x(T)dr.

Entao T'(x) é continuo. Como k é uma funcdo continua definida no conjunto
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compacto R, é limitada, isto é, existe ¢ € R tal que vale
|k(t, )| < ¢, para todo (t,7) € R. (2.8)

Mostraremos que existe uma tnica x € Cla, b] tal que T'(z) = =.

De fato, tomando z,y € Cla, b], por (2.8), temos que

d(Tz, Ty) = max [Txz(t) — Ty(t)|

t€(a,b]
t

— max [v (t)+,u/tl<:(t 7)e(r)dr — (v(t)+u/ k(t, )y (r)dr )|

te(a,b) a

1l max‘/ (t.7)x dT—/ k(e )y(r)dr)

te€la,b

= |u| max ‘/ (t,7) y(T)]dT‘

t€la,b]

< s [ 60, ) — e

t€a,b]

o€lab

= |ul c(t —a)d(z,y).

< |u|e max}[ z(o) —y(o )]/ dr

Isto é,
d(Tz,Ty) < |p| ¢ (t —a)d(x,y), Va,yec Cla,b].

Agora, assumamos que, para algum m vale

t _ m
;‘L)d,(q:, y). Vr.yeCla,bl. (2.9)

17— 1y < e
m:

Entao, tomando t € [a, b], temos que

T (t) — T y(1)] = ‘v(t) y / t k(t, T) T (r)dr — (U(t) ny / t k(t, T)Tmy(T)d7‘> ‘
<n¢/wtrwmvn Ty dr
< |#|/ clul™c 7= )m d(x,y)dr

T m
= |yt m“/ —( — O drd(e, )

— | |m+1 m+1 (t a)m+l

NCEDIE d(z,y).

Agora, tomando no lado esquerdo da inequagao, o maximo sobre t € [a, b] e, usando

t —a < b—a do lado direito, obtemos dai que, para todo m,
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t_ m
;t)d((f[,y), Y T,y € C[a,b]

AT, T™y) < e
m!

Chamemos L = |u| ¢ (t — a), entdo existe mg > 0 tal que

m

Logo T™ é uma contragao em Cla, b], para todo m > my.

Concluimos entao, pelo Corolério 2.1, que T" tem um tnico ponto fixo, e o teorema

estd demonstrado. O

2.2.4 PVIC para uma EDP parabdlica nao-linear

Aplicacoes do Teorema do Ponto Fixo para EDP’s nao-lineares costumam envol-
ver termos de perturbacao, assim, dada uma equacao diferencial parcial eliptica linear
bem comportada, é comum acrescentar uma pequena modificacdo nao-linear, como por
exemplo uma contra¢ao. Assim, a equacao em (2.10) perturba uma equagao parabdlica
(A.5). A especificidade da resolugao, estd entdo em tomar um parametro suficientemente

pequeno, de maneira a garantir a propriedade de contracao.

Iremos nesta secao estudar a solvabilidade do problema de valor inicial e de con-

torno (PVIC) do sistema de reagao-difusao:

u, — Au=f(u) em (z,t)€Qx(0,7T]
u=0  sobre 00O x[0,7] (2.10)
u=g sobre Qx {t=0},

onde Q = (0,1) x (0,1), T > 0 é fixo, u = (ut,u?), g = (¢*, ¢°).
Adaptando (A.2), temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.5. Dizemos que uma fungiou € L*(0,T; H} (;R?)), comu’ € L*(0,T; H'(; R?))

¢ uma solugao fraca do problema (2.10), se
(W, V)1 gs + Blu,v] = (f(0),v)r2mey qtp. 0<t<T, (2.11)
para cada v € HJ(S;R?) e

u(0) =g. (2.12)

B[] é a forma bilinear associada a —A em H}(Q;R?). Iremos denotar simples-
mente (-, ) para o par dualidade (-, ") -1 g1, e (-, ) para o produto interno (-, -)r2()r)-

Busca-se uma solucao unica em §2 x (0,77 = (0,1) x (0,1) x (0,7"). Vamos assumir
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que g € Hy(2;R?) e que f: R?* — R? seja Lipschitz continua.
Lema 2.1. Se f € Lipschitz continua, entao existe C' > 0 tal que

If) <C(z]|+1), V zeR. (2.13)
Demonstragao. Como f é Lipschitz continua, temos para todo z € R? e e; = (1,0), que

LF I < 11F(z) = fle)ll + [[f(ed)]
< Lz = e[ + [l f(ed)]
< L[] + 1) + [ f(en)]

1/ (el
121/ + )
1)

1
< (Il + DL+ [ f el
< (=l +1).

= (=l + DL+

onde C'= L+ ||f(e1)]| e L é a constante de Lipschitz da f. O

Teorema 2.5. Eziste uma tnica solugdo fraca de (2.10).

Demonstracao. Existéncia. Iremos aplicar o Teorema do Ponto Fixo de Banach em
X = C([0,T7; L*(©;R?)), com a norma

ol = mass [[o(8) |22y

Define-se A : X — X como segue. Dado u € X, seja
h(t) :=f(u(t)),(0<t<T). (2.14)
Entao, (2.14) = h € L?(Q;R?). De fato, temos da desigualdade (2.13), que

||h||%2(Q;R2) = ||f(u>||%2(Q;R2)
< (C([[ull +1))*
=C* (Jul’ +2fuf +1) < oo
Da teoria de Equagoes Diferenciais Parabdlicas Lineares (ver Apéncide A), vemos

assim, que a EDP parabdlica linear

w,—Aw=h em (x,t)e (z,t)€Qx(0,T]
w =0 sobre 0 x [0, 7] (2.15)
w=g sobre Qx{t=0}
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tem solugao tnica (fraca) w € L*(0,7T; Hy(Q;R?)), com w’ € L*(0,T; H'(Q; R?)).
E, assim, w satisfaz

(w’.v) + Blw,v] = (f(w),v) qtp. 0<t<T, (2.16)

para cada v € H}(Q;R?) e w(0) = g.

Definimos em X = C([0,T]; L*(€;R)), portanto, o operador
A X = X
u— Afu] =w.
Afirmacao. Para t suficientemente pequeno, A é contracao.

Tomemos u,u* € X, e defina w = A[u] e w* = AJu*], tal que w satisfaz (2.16)
para h = f(u), e w* satisfaz uma identidade semelhante, para h* = f(u*).

Veja que
d * * |12 * *
EHW — W r2(0r2) = —2|VW — Vw ||L2(Qsz) +2(w—w" h—h"). (2.17)
De fato, de (2.15), temos que
w; — Aw = h,
w; — Aw* = h".
Subtraindo, temos que
w;, — w;" — (Aw — Aw") = h—h".
Denotemos w = w — w* e h = h — h*. Entao
W, — AW = h. (2.18)
Multiplicando a equagao (2.18) por W e integrando, temos que
/ W W ) — / AWW dQ = / hw dQ (2.19)
JQ JQ Q
Mas
- (W?), 1d, _
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/ AW = —/ VWAL = —|| V]| - (2.21)
Q Q

Como |, hwdQ) = (h, W) e substituindo (2.20) e (2.21) em (2.19), obtemos

1d
2dt
de onde segue o desejado em (2.17).

||V~V||%2(Q;R2) + ||V€V||%2(Q;R2) = (h,w)

Além disso, das desigualdades de Holder, Young e entao Poincaré, vemos que
2(w —w" h—h7) <2|lw — w'|| 20z [[f(w) = f(0")]|220m2)
* 1 *
< eflw = WLz aze) + 2l (W) = F (@) 02
% 1 k
<eC||[Vw - Vw H%?(Q;R?) + g”f(u> — f(u )H%Q(Q;RQ)

Da desigualdade acima e de (2.17), temos que

d
%HW — w2 + 2[[ VWV W |72 (qp2) = 2(W — w*, h — h”)

* 1 *
< eC||Vw — VW[ 12 qpe) + g||f(11) — ()1 22qp2)

e, como f é contracao, segue que

d * * 1 *
IV = Wilizaze + (2= 2O)IVW = VW Laqpe) < ZI1/(0) = F(0) L2 0ze)
L2 *(|2
< ?Hu —u ||L2(Q;R2)'
Agora, se tomarmos ¢ < rol ou seja, 2 —eC > 0, vale
d L?

%HW — w72 qmey) < ?Hu — W72 gp2)-

2
Denotando K = — e integrando a ultima desigualdade em 0 < s < T, temos que
€

° d * ° 3
g = e 0t < K [ = o e (0t

<K | max [lu— a7 qpe (t)dt (2:22)

S lw — wh%s0.
I Wl <K [ mas

& [[W = W12 02 (5) — [[W = W[L2 (0,2 (0) < K max fu - w72 e
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Tomando o méximo em [0, T, temos que

max ||w — W*||%2(Q.R2)(s) < KT|lu—u*||% (2.23)
s€[0,7T ’
e, tomando 1" tal que v KT < 1, demonstramos a afirmacao.
Concluimos que, dadas f ¢ A, existe uma tnica u € X tal que Afu] = u.

Dado T > 0, escolhemos T} > 0 tal que \/K_Tl < 1. Entao aplicamos o Teorema
do Ponto Fixo de Banach para encontrar uma solug¢ao do problema (2.10) sobre o intervalo
0,T1]. Desde que u(t) € Hy(2;R?) quase sempre em 0 < ¢ < T}, podemos redefinir 77 se
necessério e assumir que u(7y) € Hi(; R™).

Como T} depende de K, que por sua vez depende apenas da constante de Lipschitz
para f, podemos repetir o que foi feito, agora para [T7,27}] e estender a nossa solugao
para esse intervalo. Assim, construimos apos alguns passos, uma solugao global fraca em
[0, T, para todo T > 0.

Unicidade. Se u e u* forem duas solugoes para (2.10), temos para w = Afu] e w* =

Alu*].
De (2.22), temos que

S d . S .
/0 Sl = W e (1)t < K /0 = 2 e (£ (2.21)
Assim,

lu(s) — w* ()l 722 = [[AM(s)] — Afu" ()]l 2 (uz2)

= [[w(s) = w"(s)l 22(2)

S d .
= [ I = w @)
0

SK/WN@—qu§®Mﬁ,O§s§T
0

Da desigualdade acima e da desigualdade de Gronwall na forma integral (1.2),

tomando &(s) = |ju(s) — u*(s)H%Q(Q;RQ) e, como

§(s) = [[u(s) = u(s) Iz )

<K [ ) w0
0

:KAg@@ g.t.p.

temos que £(s) = 0 ¢.t.p. . De onde concluimos que u = u*. Portanto, a solucao é

Unica. 0
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CAPITULO 3

Problema de Valor Inicial Abstrato

Uma equagao diferencial parcial de primeira ordem, em duas varidveis, é uma

equagao na forma

ou Ou
F(u x,t, — o dy) 0 (3.1)

relacionando a funcao u : R? — R e suas derivadas parciais de primeira ordem.

Buscamos uma solugao u da EDP (3.1) em um subconjunto aberto  C R? im-
pondo ainda uma condigao de fronteira u = g em I'; onde I' é algum subconjunto de 0}

e g:I'—= R éuma funcao dada.

Relembremos a notacgao que sera utilizada a seguir.

e a = (ay,ay) € N? 6 um multi-indice, a! = aqlay!; |af = oy + as;
o (x,0)* =z 2 (x,t) € RY

| k e
o D% — 0% Dy 0%u k 0"u

_ U pr = ez,
0x51 025>’ T gk T G €&

De maneira geral, uma funcao u = u(z,t) definida em Q C R? é uma solucao

classica da equagao (3.1) se as derivadas % e ‘?91; existirem em (2 e
Ju Ou
F(u,x, t, — =0, paratodo =z €.
(.t 5 ar) P

A equagao (3.1) é dita linear se F' é uma fungao linear afim nas varidveis g“ e g;,

e se a equagao (3.1) pode ser reescrita como

Z ao(x,t) D = f(x,t).

o<1

Chamamos L := E a,D* de operador diferencial linear, e escrevemos a equagcao
jal<1
anterior simplesmente como Lu = f.

Mais geralmente, a equagao (3.1) é dita quasi-linear se F' é uma fungao linear afim

nas variaveis g“ e 38;”, e se a equagao pode ser reescrita como
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Z ao(u, T, t) D = f(x,t).

laf<1

Podemos entao nos perguntar se, dada uma equagao (3.1), podemos encontrar uma
solucao u, satisfazendo certas condicoes desejadas, na vizinhanca de determinado ponto,

ou em certo dominio? Como construir esta solugao?

Veja que a equagao u,, + uy = 0 tem infinitas solugoes. Quais condigoes devemos
colocar sobre u : €2 — R e (2, de maneira a obter uma solu¢ao unica?” Tendo encontrado

uma solucao, esta depende continuamente das condigoes sobre a fronteira de 27

Definicao 3.1. Dizemos que um problema para uma equacgao diferencial parcial é bem-

posto se satisfazer as sequintes condigoes
a. para cada ug € X no espago de solugao, existe uma solugao u(x,t) € X do problema;
b. a solucao € unicamente definida,

c. a solucao depende continuamente dos dados iniciais fornecidos no problema, isto ¢,

para todo € > 0, existe um 6 > 0 tal que, para todo uy e vg € X, vale que
|luo — vo|| < 0 = |Ju(z,t) —v(z,t)] <e.

onde u € solucao do problema com dado inicial ug e v, por sua vez, € solugcao do

problema com dado inicial vg.

Exemplo 3.1 (Hadamard). Seja

Uge + Uy = 07
u(x,0) = Z5sin(nx), (3.2)
u(z,0) = L sin(nz).
onde n € um inteiro positivo.
Observe que
n 1 nt _:
u'(x,t) = e sin (nx) (3.3)

satisfaz a primeira equacgao, para todo indice n € N. De fato, calculando as deriwvadas

parctais, temos que
Uy (z,t) = —e"sin (nx), u"y(z,t) = " sin (nx),
logo
U e (2, t) = —u"y(x,t), VYn €N,
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e ainda, avaliando u; em t = 0, temos que
n 1 :
u"y(2,0) = — sin(nz), vn €N (3.4)
n
Fazendo entdo n tender ao infinito em (3.3) e avaliando em t = 0, vemos que

1
lim v"(z,0) = lim — sin (nz) = 0.
n—oo n—oo N,

Agora, observe que u(x,t) = 0 € uma solug¢io para o problema (3.2) com dados
iniciais nulos. Entao vemos que, para todo d > 0 existe ng € N tal que

1
—sin (nx)|| <6, n > ng.

||U(I70) - Un(l’,O)H = n2

Entretanto,

— 00, (n— 00).

1
o) = a0 = | e sin )
n

Portanto este problema nao é bem-posto, pois ainda que tivéssemos uma solucao

unica satisfazendo (3.2), esta solug¢do nao dependeria continuamente dos dados iniciais.

3.1 Problema de Cauchy para EDP’s e o Teorema de
Kovalevskaya

O problema abstrato de Cauchy consiste em encontrar uma aplicagao t — wu(t) do
corpo R dos niimeros reais ¢ em algum espago métrico vetorial S tal que as equacgoes a

seguir valem:

du
=1, u(0) =9, (3:5)

suposto que a funcao f: S x R — S seja dada, e 6 é o elemento nulo em S.

Um teorema de existéncia e unicidade para o problema de Cauchy, na classe das
fungoes analiticas, deve-se a matemética russa Sofya Kovalevskaya (1850 - 1891), uma das
primeiras mulheres da histéria a exercer uma cdtedra universitaria (na universidade de

Estocolmo, de 1884 até o final de sua vida). Observe que nem sempre existe uma solugao

analitica do problema acima, como podemos ver a seguir.
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Exemplo 3.2. Nao existe na origem uma solucao analitica da equagao

Uy = Ugg
o (3.6)

De fato, se existisse uma solugao analitica
u(z, t) = E Uy 5771,
Y56
para o problema acima, os coeficientes w5 teriam a forma

1
Uy 5 = —DID2u(0,0).

~10!
Assim,
(25 4 2k)! X
ok = (= 1)
Uask = gy U
e
UQs+1,k = 0,

para s > 0,k > 0. Mas, neste caso, a série resultante nao pode ser convergente em

nenhum entorno da origem, visto que diverge, por exemplo, em qualquer ponto (0,t), para

t 0.

A seguir, iremos analisar o problema de Cauchy, para equacoes diferenciais parciais,
em duas variaveis, quasi-lineares, na classe de func¢oes analiticas reais, com dado inicial

zero. Além disso, iremos supor que os dados sao analiticos.

Consideremos a equacao diferencial parcial, em duas variaveis, quasi-linear de pri-

meira ordem:
ay (u, x,t) uy + as(u, z, t)u, + ag(u, z,t) = 0. (3.7)

Observemos inicialmente que podemos considerar as condicoes de fronteira validas
em uma hiperficie (intervalo) suave I', de dimensao 1 em €, tal que I' C {t = 0}. Além

disso, podemos assumir que os dados iniciais sao identicamente nulos.

Sem perda de generalidade, (3.7) pode ser escrita na forma
u = B(u, x)u, + C(u, x), (3.8)

sempre que as(u, x,t) # 0, e buscamos solugoes analiticas reais num conjunto € C R

Tendo em conta estas observacoes, o problema de Cauchy em questao consiste em
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encontrar uma solugao analitica v : R* — R, u = u(z,t), para

w = Bu,x)u, + C(u,z), ||(z,t)]| <r (3.9)
u =0, lz] <7 e t=0 '
onde B,C' : R x R — R sao funcoes analiticas reais dadas e » > 0 deve ser encontrado.

Para ilustrar, consideremos o seguinte problema:

Exemplo 3.3. Existe uma solucao em série de poténcias

w=Y u(r,t)°, (3.10)

1
convergente quando |(x,t)| < —=, para o problema de valor inicial

V2

Uy = U Uy + 2u + ara ||(x,t)|| <r
u=0, para x| <71, t=0.

Resolugao. Suponhamos que exista uma solucao uma solucao analitica
u(z,t) = Z Ug(z, 1) = Z Uy 57710,
« 7,0

para o problema (3.11), onde a = (v,d) € N? ¢ um multi-indice. Entao, os coeficientes

U s teriam a forma

1
Uy 5 = WD;Dfu(o, 0). (3.12)

19) Iremos calcular os coeficientes (3.12), utilizando os dados do problema.

Da condigao inicial, temos que u(x,t) = 0 quando |z| < r e t = 0, para algum

r > 0. Logo, em (z,t) = (0,0), temos que

lip Y00 =u(0.0) o wh0) (3.13)

h—0 h h—0 h

portanto D}u(0,0) = 0. Deduzimos entao, que 0 = u(0,0) = u,(0,0) = 1,,(0,0) = - -,
isto é,
D%u(0,0) =0, V a=(7,0). (3.14)
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Derivando a primeira equagao em (3.11), em relagao a z, temos:

1
Dluy = D] (uux+2u+ )
11—z

1
D) (uwy) + D] (2u) + D] (1 — x)

y ) ; , (3.15)
Z < k ) D D] (uz) + QDI(U) + m

~y
k=0
m/!

k,, DY—k+1 o
Diu D" u+2D](u) + A= op

Mas de (3.14) e, como

=~ (3.16)

1
DY
i53)

temos que, para o = (7, 1),

D*u(0,0) = D} Dyu(0,0) =/,

logo
_ D*u(0,0) 7_' B

=1
o ~!

ua bl v Of:(")/,]_)

Da mesma maneira, para o = (7, 2), temos que

D®u = D)D?u
= DDy (uy)

1
= DD} (u Uy + 2u + )
1—xz

= D7 (uy uy 4wty + 2uy + 0) (3.17)

Y
( 7 ) D% (uy) DY Fu, + Z ( Z ) DFu DI7* (ugy) +2D7 (uy)

!
( 7 ) DD} DY R+ ( Z ) D*u DI7* Dy + 2D D},

k=0
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Avaliando (3.17) em = =t = 0, temos de (3.14), que

M<

D*u(0,0) = ( )Dle (0,0) D" 140, 0)

k=0

+
]~

( ) u(0,0) DY*Dlu(0,0) 4+ 2DY D}u(0,0).

k=0

7 k:'0+ T Yoty — k1) 429
0 0 k

D) D? 27!
Uy = ———F—— tu(ojo)z—/:2 YV oa=(7,2).
a! !

]~

I
57
o

logo

Além disso, de (3.11), temos
Diu = Dy (uy)

; 1
=Dt (u Uy + 2u + —)
11—z
5-1

Z<5 1)D3 DI () + 208 1 (3.18)
J

o S
= o

§—1 : :
( ‘ ) Diuw DLD ™ 4+ 2D M.
J

=0
Entao, de (3.18) temos de maneira geral que

-1 [ v
DIDju=>" ( o1 ) > ( ) DE(D{u) D} *(DLD} ™ )

| k=0

J
o— [
01 »
= ( _ ) > ( ) DEDJu DY+ Dy Ty
j=0 J [ k=0

A equagao (3.19) nos mostra que D*u(0,0), para « = (7, d) pode ser calculado em
termos de derivadas da forma D*u(0,0), com a3 = (71,01) e 3 < 0 — 1.

+ DZ(ZDf_lu),

+2D7 D M.

(3.19)

Concluimos entao que os coeficientes de u ficam unicamente determinados por uma

recorrencia, isto é, para cada multi-indice podemos escrever

1
WD;ngu(o, 0)

U = U%(; =

como um polinéomio com coeficientes nao negativos, e em termos de derivadas de u, da
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forma D*wu(0,0), com a3 = (71,01) e 63 < — 1.

29) Observe ainda, que

u=Y un(z,t)°
:Zuwgaﬂt‘s
¥,
= 102’ t° + 0 + uy gz' t* + ug 2 t' + -+
=02t + 02"t +12°¢' + 02 1"+
+1at 422024023 0+ 122t 422 2 4 -
=t+at+2° + 2%+ 22t + -

gizk: ( f)xk_t

k=0 =1
= (z+t)f
k=0
o' a
=D @t
—al

isto é, a série de poténcias

definida em (xg,ty) = (0,0), majora u (u* > u). Mas u* é convergente quando |[|(z,t)| <

——, portanto u também é convergente, no mesmo dominio, e, temos o resultado desejado.

V2

Assim, mostramos que se existir uma soluc¢ao de (3.11) na forma (3.10), podemos
entao calcular todas as suas derivadas em (0,0) em termos de quantidades conhecidas,

isto é, em termos dos coeficientes de séries de poténcias dadas no problema.
Concluimos dos passos 1°) e 2°), que o problema (3.11) admite uma tinica solugao
1

analitica, com raio de convergencia r = E O

Considerando as observacoes iniciais, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.1 (Kovalevskaya). Assuma B, C fungoes analiticas reais. Entao eziste r > 0

e uma unica funcao analitica real
u = Z ua(x, )" (3.20)
resolvendo o problema de valor inicial (3.9).

52



Demonstracao. O método de Kovalevskaya para encontrar uma solugao
u=Y ug(z,t)” (3.21)
o

para a equacao diferencial parcial quasi-linear de 1* ordem consiste em dois passos:
12) Devemos calcular os coeficientes

_ D*u(0,0)

Ue '
()

em termos de B e C.

29) Emprega-se o método das majorantes para mostrar que a série de poténcias (3.21)

converge se |(z,t)| < r, para r pequeno.

Calculemos os coeficientes de B e (. Como estas funcoes sao analiticas, podemos

escrever

B(z,x) = Z bys 22’ C(z,7) = Z cy5 20’ (3.22)
¥,0 7,8
estas séries convergindo se |z| + |z| < s, para algum s > 0 pequeno. Assim,

DYD?B(0,0) DYD2C(0,0)
bys = — m 0 9T T s
10! ~!10!

para todos as multi-indices 7, §.

Como u =0 em t = 0, temos que

D*u(0,0
U = % —0, V a=(a,0), istoé 0=u(0,0) =uy(0,0) = s (0,0) = ---
logo
Da DOé1
uo = 2000 _P2CRO) -y 2 (1)
o 041!
Para o = (a1, 2), temos de (3.8), que
D*u(0,0) = D*D?u(0,0)
= D' D} (B(u, )u, + C(u,x)) ‘z:t:()

= D2 (D} B(u, z)u, + B(u,7)D}(u,z) + D}C(u,))|
= D% (B (u,x) D} (u,) + D}C(u,x))|

r=t=0
r=t=0
e a expressao do lado direito pode ser escrita como um polinomio em termo das derivadas

de B e C, com coeficientes nao negativos, e de derivadas de u, D%u, onde D°u = D5 szu,

com (3, < 1, isto é, como no caso anterior.
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Mais geralmente, para cada a = (v, d) € N?, calculamos

D*u(0,0) = po (... DIDSB,...,DIDC,...,Du,.. )|

z=t=0
onde p, denota um polinomio com coeficientes nao negativos.
De (3.9) e (3.22), deduzimos que, para cada a,

Uy = Ga (oo bygy ooy Crgye o UB),

onde g, ¢ um polinomio com coeficientes nao negativos, e S < g — 1, para cada multi-

indice # no lado direito desta equacao.

Mostramos entao que se existir uma solu¢ao de (3.9) na forma (3.21), podemos

calcular todas as suas derivadas em (0,0), em termos de quantidades conhecidas.

Agora, no segundo passo, empregaremos o método das majorantes para mostrar

u= Z Ue(z, 1)

converge se ||(x,t)|| < r, para r suficientemente pequeno. Para isto, vamos primeiramente

que a série de poténcias

supor que existam séries de poténcias B* > B e C* > C, dadas por
B* = Zb;(z,t)o‘, e C= ch;(:t,t)o‘,
6] «
ou ainda,

B*zg bf;,(;z”as(s, e C*:E 02527:55,
7,0 7,0

convergentes para |z| + |z| < s. Isto é, B* e C* majoram B e (', respectivamente, com

0< |b%6| < bf/,é

0 S |C%5| S C;.(%

para todo 7y, . Agora, consideraremos o seguinte problema de valor inicial:

uy = B* (u*,z)ul + C* (u*, x), r,t)|| <r
P B+ O (e, ()] o
u* =0, |z] <rt=0

e, como acima, procuremos uma solucao da forma

ut = Z us(z, )Y,
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onde
B D*u*(0,0)

al

*

Ug

Afirmamos que 0 < |u,| < u}, para todo @ € N?. A prova é por indugao.

Como
[ua| = |qa (- bys, o Cyy ey Ug, )]
<o (ooeu|bysly e oosleysly oo lugly o)
Sqa(...,b%,...,0375,...,u’[§,...)
:uzu

para todo «, temos que, u* > u. Logo é suficiente provar que a série de poténcias

*
«

~ D*u*(0,0)

U
ol

converge préximo de zero.

Como visto no lema (1.2), da teoria de fung¢oes analiticas, se escolhermos

pro— BT BT
r—r—2 r—r—2z
entao B* > B e C* > ( para algum K suficientemente grande, r > 0 suficientemente
pequeno e |z| + |t| < r. Desta maneira, o problema (3.23) fica
Kr
uf = ——— (u; + 1), x, )| <r
AR N ] .
u* =0, lz] <7, t=0.

Mas este problema tem solugao explicita u* = v*, com

v (z,t) = % (7‘ —z—[(r—a)*—2-2Krt] 1/2> : (3.25)

Observe que esta expressao ¢ analitica para ||(x,t)|| < 7, se r > 0 é suficientemente

pequeno. Assim, u* definida em (3.25) tem a forma

Du(0,0)

ol ’

ut = Zuz(w,t)a, com u =
a
e a serie de poténcias convergindo quando ||(z,t)|| < r.
Portanto, como u* > wu, concluimos que a série de poténcias (3.21) converge
também para ||(z,t)]| < 7.
Isto define a funcao analitica u préoximo a zero. Como a expansao de Taylor das
fungoes analiticas u; e B(u, z)u, + C(u,z) coincidem em 0, elas coincidem também na
regiao ||(x,t)] < r.
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Por fim, verifiquemos que (3.25) ¢é solucao de (3.23). De fato, como |z| < r, em

t = 0 temos que

v*(2,0) = % (7‘ -z — [(7 N O}%) = %(7 —x—(r—ux))=0.

Além disso, derivando a segunda equagao em (3.25) em relagao a z, temos que

N P B (o (G I o e
Ux—2<0 : 2[(7'—:E)2—4K7‘t]1/2>_2< 1+[(7'—I)2—4K7't]1/2>‘ (3.26)

Derivando agora a segunda equagao em (3.25) em relagao a t, e fazendo aparecer v}, temos

Y A 4Kt
vy==-10-0—-=
2 2((r — x)2 — 4Kr]"/?

que

B Kr (vi+1)
[(r — z)2 — aKrt]"? (vz +1)
1
=Kr (vi+1)
(r— )2 —4krt)2 |1 -1+ i

[(r —x)? — 4K7“t]1/2)

Remodelando a equacao acima, escrevemos

1
v = Kr (v, +1)

1 1
2 [(r—a)?— AKr)'? 4 Z(r —x) + 5(7 —xz)—3(r—x)
. 1

= Kr(vi+1) . 7

T—1T—; ['r’—m— [(r — )% — 4Krt]
~ Kr(vp+1)
or—z -

Concluimos assim, que (3.25) satisfaz a equacao (3.24), como desecjado. O

3.2 Escalas de Espacos de Banach

Antes de estudarmos o problema abstrato de Cauchy, iremos nesta secao, definir
e estudar o conceito Escalas de Espacos de Banach. Em seguida, iremos construir uma
classe de Escalas Espacos de Banach, de Fungoes Analiticas.

Definicao 3.2. Suponha que cada numero real p > 0 esta em correspondéncia com um

espaco de Banach B, com norma ||.||,, e que valem as sequintes condicoes:
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(B1) p>p = B, C By;
(B2) we B, = |lully < ull,.

Entao o espaco vetorial S = UBP ¢ chamado uma escala de Espacos de

0<p
Banach, EEB (em inglés, scale of Banach spaces - SBS). Chamamos p, o parametro da

escala.

A respeito desta defini¢ao, faremos algumas consideragdes. A condicao (E1) sig-
nifica que para qualquer p’ < p a imersao [ 5, : B, = B, estd bem definida. A condicao
(E2), por sua vez, significa que a aplicagao [ Z, é continua e sua norma nao excede 1. De

fato, se p' < p entao B, C By e

]pp/:Bp —>Bp’
u = 1 (u) =u

estd bem definida pois, como u € B, implica que u € Bp'. Além disso, 1 /’)’, ¢ injetiva ¢ ¢
um homomorfismo de B, sobre sua imagem. Logo [/ 5, ¢é imersao.
Da condicao (E£2), vemos ainda que, dado € > 0, se ||lu — v|| < § = ¢, entdo temos
que
115 (w) = I ()l < [[15(w) = 15(0)]l,
=|lu—vl,<d=c¢,
logo, I/, ¢ continua.

Além disso, como I/ é linear, temos que

15 e8,.8,) = sup{ L5 (W)l s w € By, [lull, = 1}

= sup [[I5 ()

u€Byp, |lull,=1

< sup [ (w)ll,
u€By, [Jullp=1

= sup Jull,=1
u€By, ||ull,=1

Assim, || 17| < 1, isto é, sua norma nao excede 1.
> 1 5p ['(BP,BP/) ’ !

E natural, considerando as aplicacoes estudadas nos capitulos anteriores, nos per-
guntarmos se¢ podemos construir uma escala de espacos de Banach de fungoes LP. Elabo-

ramos portanto o seguinte exemplo:

Exemplo 3.4. No espa¢o LP(0,1), as condicoes (E1) e (E2) sdo satisfeitas, para 1 <
p < 00. De fato, sejam q >p>1ewu e L1(0,1). Veja que

1
% :/0 u(z)[*de = [|Jul]| L. (3.27)
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_p_
p—q
(1.11), vale [[[ul*||r < 11l lul®ll L, dsto €

Denotando p' = eq = B, temos que 1% + ? = 1. Entao, da desigualdade de Holder

1
/0 () e < / 1R d ( / 1<|u<x>|q>5d:c)m = (lullee)® (3.28)

De (3.27) e (3.28), concluimos que
[ull e < [lul -

Logo, temos que
(E1) L(0,1) € LP(0,1);
(E2) sew e L0, 1) entdo ||ull, < [jull,-

Entretanto, como a norma || - ||, nao esta bem definida para 0 < p < 1, LP(0,1) ndo é

espaco de Banach para estes valores de p, logo S = U LP(0,1) nao € Escala de Espagos

0<p

de Banach.

3.2.1 A classe de EEB de funcoes analiticas

A seguir, iremos descrever a construcao de uma classe de Escalas de Espacos de

Banach de funcoes analiticas, e apresentar algumas de suas propriedades.
Tomemos um conjunto fechado w C R™ e consideremos as fungoes v : R™ — R,

com z = (x',...,2™). Seja A,(w), denotando o conjunto das fun¢oes u € C* (w) para as

quais a norma-p, definida pela férmula

o0 n

p
lu, w]l, = ;Hggﬁﬁgw%(af)h (3.29)
é finita. Relembremos, o = (v, ..., ;) é um multi-indice e D"u = {D%u, |a| = n}.

Observacao: Uma funcao u € A,(w) é analitica em w C R™ e em cada ponto
Ty € w, o raio de convergéncia da sua série de Taylor em poténcias de (x — ) nao é

menor do que o niumero p/m.

Proposicao 3.1. O conjunto A,(w) € um espago normado, com a norma definida em
(3.29), para cada p > 0 fizado.

Demonstracao. Vejamos primeiramente que, dado p > 0, a funcao ||-,w||, ¢ uma norma
em A,(w). Tomemos u,v € A,(w) e A € R. Entao,
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(N1)[Ju,w||, = 0 se, e somente se,

Zp—maxsup|Do‘ (x )|—O(:)p—maxsup|Do‘ ()] =0, V neN,
= nl lal=n rew n! jal=n zew

& |D(z)|=0, ¥V neN, |aj=n e z€w,
< u(x)| =0, V z€w,

< u=0.

N2) Observemos que, pela linearidade da derivada, Au € A,(w). De fato,

N
) p" o
Il = Jim 37 T macsup D" ()

lal=n zew

= lim |)\|Z—maxsup|D°‘( ) ()|

N—oo al=

= |A| lim Zfﬂ max sup | D (u)(x)]

N—o0 lal=n zew
n=

= [AlfJu. wll, < +oc.

Além disso, mostramos que ||Au,w||, = |A| ||u,w||,, para todo u € A,(w).

N3) Veja, ainda pela linearidade da derivada, que para todo n € N,

|D*(u + v)(z)| = |D%u(x) + D(x)|
< |[D%u(z)| + | D%v(x)]
< max sup | D%u(x )|—|—m‘axsup|D“ v(z)], V xe€w.

lol=n zew A=N xew
Logo,
N N N
Z max sup |D*(u + v)(z p—maxsup|Do‘ p—maxsup|Do‘ (x)],
n—0 ‘04 =N rew =0 '|‘1‘ =N rew n—0 ! lol=n zew
para todo n € N. Portanto,
N
— 3 (0%
w4+ v, wl|, = A}l_I)I;OZ oy El\a}niilelng (u+v)(z)]
N N
< Ii — @, i a,
_ngnoonz_: o maxcsup [ Du(x)] + lim nZ i maxsup [ D(z)|
= [lu, wllp + v, ]l
Portanto, ||u+v,w||, < |lu,wl|, + ||v,w||, para todo u,v € A,(w). O
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Proposicao 3.2. A,(w) € um espagco de Banach com a norma (3.29).

Demonstracao. Tomemos uma sequeéncia (u,) de Cauchy em A,(w). Entao, dado € > 0,

existe ng € N, tal que para todo m,n > ny,
Hun - Um:pr = Z E max sup |Da(un - Um)(x>| <EéE.
=0 la|=k zew

Mas entao, para todo k € N e m,n > ng, temos que

k

i {(Iylla%sgp | DY (uy — up) ()| < e.

Em particular, para £ = 0, temos que

sup | (u, — um)(2)] < ¢, (3.30)

RIS

para todo m,n > ng. Logo (u,) é uma sequénca de Cauchy no espago das fungoes
continuas reais C(w), com a norma da convergéncia uniforme. Temos, portanto, o limite

u em C(w), como candidato a limite da nossa sequéncia.

Agora, como u, € C*(w), as suas derivadas sdo continuas para todo n € N e,

sendo (u,) de Cauchy em A,(w), temos que

T Jug, o, = lim Z—maxsupm (1))

lol=k zew
Kk
= lim lim Z%maxsup|Do‘(un)(x)|

n—o00 K —00 — '\al k zew (3.31)
K &

— IPB})O 'Z' ‘rga}é ilég |Da( hm un)($)|

= ||u,pr-
Além disso, fixando mg > ng, temos por hipétese

n11_>1r1010 [t wll, < nh_{go et = g w1 + llttmg, (3.32)
= ||um07w||P < +00.

Logo, de (3.31) e (3.32), temos que ||u,w||, é finita, portanto u € A,(w).
O

Veremos agora, que a funcdo u € A,(w) é uma fungao real de m varidveis z =
(', ..., 2™) tal que, em cada ponto xy € w, o raio de convergéncia da sua série de Taylor

em poténcias de (z — zg) nao é menor do que o nimero p/m.
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Tomemos u € A,(w). Entao u : R™ — R ¢ infinitamente diferencidvel em R™ e a

série
[e.e] pn
|u, wll, = Z — maxsup | D%u(z)]
n—0 n! lal=n zew
¢ convergente. Como u € C*°(R™), possui série de Taylor no ponto xg = (xg, ..., x{') € w,

e podemos definir

D™u (xg) (x — x0)" = (Z SZ (20) (m’ — $6)> ,

onde

para todo n € N.

Observagao: veja que, em particular, para o caso m = 2,z = (x,y), 20 = (%o, %) , temos

que

. R | n!  dw oy ;
D™u(z0) (2 — 20)" = Z nl 4 m O (20, Yo) % (z0,90) (z — x0)" (¥ — ¥o)

n—1i

0%u (x0) (z — x0)°

0x?

ou ou
= u (70, Y0) + o (70, 90) (7 — o) + (9_y (m0) (y — o) +

0? o
2 (0,0) (2 = ) (5 = 0) + g (70,90) (v = 90)’ + -+

Agora, para o caso geral, temos que

" du

D" () (= 0)" = ( ot (7o) (&' = x6)>

i=1

n! o™ 1 1\ o1 m maQum
= Z <a1!---am! 5(:Cl)a1...8(g;m)am (170) (x —xo) (x — I, ) .
OClEN,
Z;il Q;=n,

Desejamos entao verificar quando a série de Taylor

o0

Z D™u(zo)(z — xo)" (3.33)

n!
i=1

é majorada pela série (3.29).
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Note que, para cada multi-indice «, com |a| = a3 + ...+ ay, = n, temos que

|(z — x0)%] = |(x1 — x(l))m co (2™ = :cg)“m|
= |ZL‘1 — LEé‘al .. |ZLm m|01m (334)
< ( n{lax ’a: —$0|)
e, além disso, para todo multi-indice § = (81, ..., Bn), com |B] < |a] =n e i < m, temos
que
Pl ()
B
[DPulao)( |_’ D@ o)
< max | D% (xo)| (3.35)

laj=n
< maxsup | D% (z)] .

lal=n zew

Pelas desigualdades (3.34) e (3.35), vemos que

1 ~ Ju () R '
(z':l Z 0)>‘ (3.36)

D™u(zg)(x — xo)"

n!

)

1
< —m" maxsup |D%u(x)| ||z — zo".
n! la|=n zew

Concluimos entao que, para todo = € R™ tal que m™ ||x — xo||" < p", a série de
Taylor (3.33) da u é majorada pela série (3.29). Se (3.29) é convergente, para p > 0, entdo

o . N , P
a série de Taylor da u converge, para x € R", e seu raio de convergéncia r ¢ ao menos —.
m

Consideremos o seguinte exemplo:

Exemplo 3.5. Verificaremos que e* € A,(0,1). De fato,

o0 n

P — "
e’ (0,1)]| = max sup |D%*| = —e
15,000, = 3 Fma smp (D =32

€ convergente pois, pelo teste da razao,

n+1 |
hmp—n:lim P =0<1,

logo a série Z p—'e € absolutamente convergente, para todo p > 0, e e* € A,(0,1), para
n!

n=0
todo p > 0.

E possivel construir de maneira analoga uma escala de espacos de Banach de

fungoes pertencentes a classe de Gevrey [12]. Para isto, substituimos o denominador n!
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na definicio da norma (3.29) por (n!), com [ > 1.

3.3 Teorema de Ovsyannikov

Nesta secao final, desejamos generalizar o problema de Cauchy em Escalas de

Espacos de Banach.

Iremos formular condigoes a respeito da aplicacao f, referente ao problema abstrato

(3.5), e da norma em uma escala de espagos de Banach S = U B,, suficientemente gerais

0<p
para adequé-la ao problema de Cauchy em uma escala de espacgos de Banach S. Tendo

elaborado o conceito de operador diferencial em uma EEB, e um teorema de existéncia e
unicidade para o problema, em questao, utilizaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach

para comprovar sua veracidade.

Os requisitos impostos sobre f devem combinar um analogo a condicao de Lipschtz

e um analogo a condic¢ao de que f contém derivadas de no maximo primeira ordem.

Definicao 3.3. Seja S = U B, uma escala de espacos de Banach. Uma aplicagao

0<p
f:8 — S é chamada operador quasidiferencial em uma vizinhanca de zero em S, se

existirern. nidmeros v > 0, p > 0 e uma fungao duas vezes diferencidavel F : [0, +00) — R
positiva, com F'(§) < 0 e F"(§) < 0, tal que para qualquer p;, 0 < p; < p e qualquer

p < p1, a desigualdade ||u||,, < r implica na inclusio f(u) € B, e

0
[ullpy < vl <7 = (1f(uw) = f(0)]l, < (1 + 8_p) [E(lull, + l[ollp) 1w =l ] . (3.37)

Ademais, se f(u,t) depende explicitamente de t, esta dependéncia deve ser também

ajustada.

Definicao 3.4. Dizemos que uma aplicacao f : S x R — S € continua em t se, para
cada v € B, firado e cada p < py, aplicagao t — f(u,t) é continua como uma aplica¢do
de R em B,,.

Iremos ainda, impor as seguintes condigdes a norma ||u||,, como fungao do parametro

p, para cada u € S fixado:

(E3) ||u]|, é diferencidvel e convexa para baixo: g—;Hqu <0;

(E4) a desigualdade triangular ||ju +v||, < ||u||, + ||v||, pode ser derivada termo a termo:

0 0 0
gyt vl < a—pIIUIIp + g0l
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Note que ambas as condigoes sao satisfeitas em escalas da forma A(w), definidas

anteriormente.

Lema 3.1. Suponhamos que a propriedade (E3) seja satisfeita em S. Se um operador
quasidiferencial f(u,t) € continuo em t, com t € I = [0,t] e, para cada p < poy, a

aplicagao u : I — B, € continua, com ||u(t)||, < r, entdo a composi¢ao

f(U’()? ) I — BP; t— f(u(t>7t>
também é continua.
Demonstracao. Veja [12]. O

Tendo em vista o exposto acima, o seguinte teorema serda enunciado, a titulo de
conhecimento:

Teorema 3.2 (Ovsyannikov). Seja f um operador quasidiferencial em uma escala de
espagos de Banach S = \J,_, B, para cada t € I = [0,t], com a propriedade (3.1)
vdlida para v e F independentes de t. Seja a aplica¢ao (u,t) — f(u,t) continua em t, no
intervalo I. Suponha que a norma na escala S satisfaz as condigoes (E3) e (E4). Entao,
se f(0,t) € B,, para t € [0,t], existe um niumero k > 0 tal que a solugao t — u(t) do

problema (1.1) existe e € unica em S para valores (p,t) em
A={(p,t);ip+kt<py, 0<t<ty, 0<p<po)}

Demonstragao. Veja [12]. O

Iremos apresentar entao, uma versao do teorema 3.2, a qual considera a funcao f,

em (3.5) como sendo um operador diferencial, definido a seguir:

Definicao 3.5. Seja S = UBp uma escala de espacos de Banach. Uma aplicacao
0<p
f:B,xI — B, é um operador diferencial em uma vizinhanca de zero, parat € [0, to],

se f € um operador diferencial cldssico de 1% ordem (ver (1)) e se existirem nimerosr > 0,
po > 0 e uma fungdo continua F : [0, 4+00) — (0, +00), tal que para qualquer 0 < p < po,
a desigualdade ||ul|, < r implica na inclusdo f(u,t) € B, e

[ull, <7 l[vll, <v = [[f(u,t) = fo, )], < F(lull, + vl = vl (3.38)
Lema 3.2. Se um operador diferencial f € continuo em t, comt € I = [0,1y] e, para cada
p < po, a aplicagao u: I — B, € continua, com ||u(t)||, < r, entdo a composi¢ao

f:I1—DB,
t— f(u(t),t)
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também € continua.

Demonstra¢ao. Tomemos € > 0, t € I e uma fungao continua u : I — B,.

Como
f:B,xI— B,

(u,t) = f(u,t).

é continua em t, existe §; > 0 tal que

t=7 <0 = | fwt) = fu D, < 5. (3.40)

Também, como u : I — B, é continua, existe d, > 0 tal que

39

=71 < b2 = u(®) — u@lly < 57

(3.41)

onde M = sup F(&).
£el0,2r)

Observe que, para ||u(t)||, <7 e ||u(t)]|, < r, temos, respectivamente, que

fu(t),t) € B, e f(u(f)?) € B,

e vale a desigualdade (3.38).

Tomemos 0 = min{dy,dy}. Entdo, para [t — | < J, temos de (3.38), (3.40) e de
(3.41), que

1f (u(®), 1) = f(u(@), Dl = [1f (@), t) = f(u®),?) + f (), ?) = fud), D],
< 1 Cult), ) = f (@), Dll, + 1 (u(t), 1) = f (@), D],

< =4 POl + @) a(t) — u(D), 342
< g + Mﬁ =ec.
(I

Teorema 3.3. Seja f : B, xT — B, um operador diferencial em uma vizinhanca de zero

em uma escala de espagos de Banach S = U B, para cada t pertencente a um intervalo

0<p
I = [0,t] e continua em t, no intervalo I. Entdo, se f(0,t) € B, para t € [0,to] e

0 < p < po, existe uma unica solucio u(t) € B, para o problema (3.5).

Demonstragao. Inicialmente, observemos que, como f é um operador diferencial em uma
vizinhanga de zero, para t € [0,to], existem r > 0 e pg > 0 tais que, para qualquer
0 < p < po, a desigualdade ||u||, < r implica que f(u,t) € B,. Em particular, temos que
16|/, < r, logo f(0.t) € B,, para qualquer 0 < p < po.
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Para cada p < py, defina a aplicacao

A C([0,10]; B,) = C([0,%0]; B

(1) 1 / fu

Veja que [A(u)](t) estd bem definida e age de um espago de Banach em si mesmo.

De fato, tome u € C([0,]; B,), como u é continua em I = [0,t], para todo p < py e,

como [[u(0)]|, = ||6]|, = 0, podemos entao tomar ¢, suficientemente pequeno, de maneira
que

lu@)|l, <7, ¥V te]l0,t). (3.43)

Entao, pelo Lema (3.2), temos que f : I — B, definida em (3.39) é continua em I = [0, £o],
para 0 < p < pg, logo A estd bem definida. Além disso, temos que

sup |[A)](¢)]l, < toll f(u, )], < oo (3.44)

0<t<to

Agora, basta provar que A possui um tinico ponto fixo, ou seja, u(t) = [A(u)](t) e,

como f é continua, pelo Teorema Fundamental do Célculo concluimos que

tem uma unica solucgao.

Para isto, provaremos que A é uma contragdo no espago de Banach C([0,%]; B,),
em si mesmo, e o Teorema do Ponto Fixo de Banach nos garante o resultado desejado.
Existe por hipdtese uma funcao continua F' : [0,4+00) — (0,400), tal que vale
(3.38), para 0 < p < po. Como F é continua no compacto [0,2r]|, é limitada neste
conjunto por uma constante K, que ndo depende de t. Em particular, para ||ul|, < 7 e
|v||, < r, temos que
E(llullp + lvll,) < K. (3.45)
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Assim, por (3.38), (3.43) e (3.45), temos que

IA@)(E) = [A@] O, = ‘

/Ot flu(r), 7)dr — /Otf(v(r),r)dr

p

< / |f(u(r),7) = F(o(r), 7], d

S/0 sup || f(u(r),7) = flo(r), )|, dr (3.46)

0<r<t

t
< / E(llullp +1lollp) llu =l dr
0

< Kitfju —vl,,

para toda u,v € B,,

Tomando o supremo sobre [0, ty] em (3.46), temos que

[A(u) = Av)], < Kto [lu =], - (3.47)

1
Por fim, tomando ty em (3.47) tal que ¢y < I concluimos que A é contracao. [J

Como aplicacao deste teorema, vemos que segue valido o Teorema 3.1, de Kova-

levskaya, assim como a existéncia e unicidade de solugoes do problema (3.5) em classes

de Gevrey [12].
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APENDICE A

Apéndice

1.1 EDP’s parabdlicas lineares

1.1.1 Equacgoes lineares de evolucgao

A seguir, @ C R™ ¢ um aberto limitado de R". Considere Q7 = 0Q x [0,7] a

fronteira cilindrica. Vamos considerar o problema:

w+Lu =f em Qp

u =g em Qx{t=0} (A

onde u : Qp — R é desconhecido, u = u(z,t).
Para cada t fixado, L é um operador diferencial parcial de 2* ordem na forma

divergente
n

Lu=— Z (a¥ (z,t)ug,) 2 + Z V' (z,t)uy, + c(z,t)u (A.2)

ij=1 i=1
ou na forma nao divergente

n

Lu=— Z a” (2, t)Ug,q; + Zbi(ﬂfa t)ua, + c(z, t)u

i,j=1 i=1

para coeficientes a®’, b"/, ¢ dados (i,j = 1,...,n).

Para n = 2, por exemplo, a forma nao divergente sera

2 2
L= = 37 V(@ it + Db (0, )i, + e, t)u
j=1

ij=1
= — (a"' (2, )Uayay + a2 (2, 8)Ugyy + (2, ) UUsye, +

+a (T, Uy, ) + ' (T, )y, + 7 (2, )ty + c(z, t)u.

Definicao A.1. Diremos que o operador parcial % + L € fortemente uniformemente
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parabdlico se existir @ > 0, tal que

n

S @i e 2 €, Y €= (6, 6) ER (1,1) € O

i,j=1

Observagao: Para cadat € [0, T fixado, o operador L é fortemente uniformemente
ehptlco Um exemplo 6bvio é quando a™ = §; ;, b = ¢ = 0. Neste caso, L = —A e a EDP

— Au = f torna-se a equagao do calor usual onde f é uma forca externa atuante.

1.1.2 Solucgoes Fracas

No que segue desta secao, L é um operador fortemente parabdlico na forma diver-

gente (A.2). Para definir o que é uma solugao fraca, vamos assumir que
a. a¥, bl,ce L®(Qr),i,j=1,...,n;
b. fe L*Qr), g€ L*(Q);
c. a =a"i,j=1,....n.

Consideremos a forma bilinear dependente de t:

Blu,v;t] = / Z uxlvxj + Z b’ g, v + (-, t)uv dx

,j=1

para u,v € Hg(2) e quase todo t € [0, T].
Para que a definicao a seguir de solucao fraca seja plausivel, vamos primeiro su-
por temporariamente que u = u(z,t) é de fato uma soluc¢ao regular do problema (A.1).

Consideremos

u: [0, T] — Hy(Q)
t— u(t)

tal que
u(t) : Q=R

z— (u(t))(z) == u(t, ).
Em outras palavras, iremos considerar u como sendo uma aplica¢éo de t no espago H{(£2),
de funcoes de x. Vamos também definir
f:00,T) = L*(9)
t—= f(1).

onde
fit): Q=R

v (f(0)(x) = [t ).
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Entao, se fixarmos a fungdao v € H}(Q), podemos multiplicar a equagao de (A.1) por v e

integrando-se por partes temos

(W' (t),v) + Blu(t),v;t] = (f,v)2, Vte|0,T]. (A.3)

Aqui, (-,-) denotard o par dualidade H~', Hy'. De fato, observe que

u=h"+Y hl em Qr, (A.4)
j=1

onde h’ = f — Zbiuxi —cu, K= Za"juwi, paraj=1,...,n.
i=1 i=1
Logo (A.4) e o fato de que h°, b7 € L?(Q) nos fornece que u; € H~() para quase
todo ¢t € [0,T]. Daf o fato de escrevermos o primeiro membro do lado esquerdo de (A.3)
como uma dualidade.

Estas consideragoes todas motivam a seguinte definigao:

Definigao A.2. Dizemos que uma fungio u € L* (0, T.Hy(Q)) ew’ € L*(0,T; H *(Q2)) €

uma solugdo fraca do problema de valor inicial e de fronteira parabdlico (A.1) se

(i) (W (t),v) g1 gy + Blu(t),v;t] = (f(t),v)r2, para toda v € Hy(Q) e quase todo
t€0,7].

(ii) u(0) = g.

Note que, como u € L* (0,T.Hy(2)) e v’ € L? (0, 7; H(f2)), entao pelo teorema
1.5, temos que u € C([0,T]; L*(2)) e assim, a igualdade (ii) tem sentido.

1.1.3 Existéncia de solugoes fracas

Neste topico, iremos utilizar o Método de Facdo-Galerkin para a equagao
Consideremos o problema

us+ Lu=f em Qp
u=0 em 00 x [0,7] (A.5)
u=g em Qx{t=0},

onde f: Qp — Reg: Q— Rsdo funcoes dadas e u : Qp — R é desconhecido, u = u(x, t).
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Iremos entao construir um problema aproximado, de modo a utilizar a teoria
cléssica de existéncia de solugoes para EDO’s. Este problema dependerd fortemente
do parametro aproximado m € N, entao deveremos obter estimativas para as solugoes

aproximadas independentes de m.

Temos assim que nosso operador é fortemente uniformemente eliptico na forma
divergente e também simétrico (a*/ = a’', para i,j = 1,...,n). Consideremos entao o

seguinte problema de autovetores:

—AwkF = \wp em Q

wr,=0 em O

Pelo teorema dos autovalores de operadores simétricos temos que {wy};°] ¢ uma
base ortonormal em L?(2) e {wy}}> é uma base ortogonal em Hj(2). De fato, como
o operador L = —A ¢ simétrico, temos que S : +L~1 é um operador linear limitado e
compacto que leva L?() em si mesmo. Vejamos que S é simétrico. Sejam f,g € L?(Q).

Entao Sf = u significa que u € H}(Q) é solugao fraca de

Lu=f em
u=0 sobre 02,

e, da mesma maneira, Sg = v significa que v € H () resolve

Lv=g em (
v=0 sobre 0€,

no sentido fraco.

Assim, temos que (Sf,g9) = (u,g) = Blv,u] e (f,Sg9) = (f,v) = Blu,v]. Como
Blu,v] = Blv,u], temos que (Sf,g9) = (f,Sg) dra todo f,g € L*(Q). Portanto S é
simétrico.

Observe que
(Sf. f)=(u,f) = Blu,u] 20, (f € L*(Q)).

Assim, a teoria de operadores simétricos e compactos implica que todos os autova-
lores de S sdo reais, positivos e existem respectivos autovetores (autofungoes) que formam
uma base ortonoram de L?(£2). Mas para n # 0, temos que Sw = nw se, e somente se,

Lu = \w, para A = %, e segue o desejado, pois, multiplicando a equacao, temos

—/ Awk‘ . ’UJ] = / VWk . ij = (VQUk,V'UJ]’)LQ == )\ (wk7wj)L2
Q Q
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isto é,

A, sej=k
Vuwg, Vw; = A\ (wg, w;) =
(Ve V0;)) g = 2 (o 03) { 0, sej#k
Portanto, {wy}32, é ortogonal em Hj () .
Fixemos m € N e consideremos V,,, = [wy, - -+, w,,]. Diremos que wu,,(t) € V,, se, e
somente se,
um (1) =Y db (D, (A.6)
k=1
onde esperamos selecionar os coeficientes d (t), t € [0,T],k = 1,...,m. Temos
dy, (0) = (g, wr) 2 (A7)

(W, (1), wi) + (Vi (t), Ve gz = (F(E)owr), 0<t<T, k=1,....,m. (A8

B [um/(t),Vwg;t]

A forma (A.6) satisfaz a "proje¢ao”de (A.8) do problema

uy+Au=f em Qp
u=0 em JQr (A.9)
u=g em Qx{t=0}

sobre o espaco V,,.

Note que,
(um (£), wi) + (Vi (), V) = (f(t), w)

o A.10
0 0) = 3 b (B — g 10
k=1
¢é chamado problema aproximado.
Teorema A.1 (Existéncia de Solu¢oes Aproximadas). Para cada m = 1,2, ... existe u,a

unica solu¢ao uy,, da forma (A.6) satisfazendo (A.7) e (A.8).

Demonstragao. Seja u,, da forma wu,,(t) = Z d® (t)ws.
k=1

m
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Notemos primeiramente que

(U (), wi) = (Z d%,(t)wijk>

pois {wy}72, é ortonormal. Além disso,
(Vi (t), V) = (v (Z dg(t)wj> ,wk>
j=1
= (Z & (t)Vw;, m)
j=1
= A\pdE ().

Escrevendo f*(t) = (f(t),wy)z2, k = 1,...,m temos de que

(U (8), i) + (Vi (), Veor) = (f(t), wi)

torna-se o sistema de EDO’s

cuja condigao inicial é
d]:n(o): (.,(]7wk)L2, k:]_,
Assim, obtemos o PVI

05 (1) + Med (1) = R, k=1,
d]:n(()) = (ngk>L2 .

(A.11)

Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade da Teoria de EDQO’s, existe uma tnica
funcio absolutamente continua d,,(t) = (d,,(t),--- ,d™(t)) satisfazendo (A.11) para quase
todo ponto t € [0,7,,]. Entao u,, definido em (A.6) resolve o Problema Aproximado

(A.10) para quase todo ponto t € [0,7},,]. (Este resultado é conhecido como Teorema de

Caratheodory).

1)
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Teorema A.2. Eziste uma constante C' > 0 que depende de Qr, tal que

202 [|um ()l 2(0) + wmll 20 2:m300) + [l 220, 730-100) < € (Ifllz200) + gl z2@)) -

param=1,2,---

Demonstra¢ao. Como para o problema aproximado (A.11) temos solu¢ao, podemos mul-

tiplicar a primeira equacdo por dF (t) e somando em k = 1,---m, obtemos daf, e de

(A.6):

= Z d]:n (t)wkv

que

(ul, (t), w) + 3 (Vun (), Vardt, (1) = (£(t), 5, (t)wy,)

Ms

e
Il
—
e
Il
—

Logo,

(U (1) U (t ))L2 + (Vum(t), vum(t))L2 = (f, Um(t))m (A.12)

para quase todo t € [0, T,,].

d
Entao, como p (U (t), U (t)) = 2 (u], (t), um(t)), temos que

m

1d

ST e ()72 + [Vt (072 = (fs i (t)) (A.13)
Mas
1d 2 2
(f, Um(t)>L2 = 2dt ||um(t)HL2 + ||Um(t>||41(1) (A.14)

(Frtim ()2 = /Q F(s ) (2, D)
<5 [eoPdss ] [ 0P ds

Q1
1 1
= IO i) + 5 i) 2o
Por (A.14) e (1.1.3), obtemos

d
2 N 122 + V(22 < SISO + 5 a0
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isto é,
d 2 2 2
7 lum @z < @172z + 1 OZ-.

Escrevendo 1(t) = ||un(t)]|72 € £(t) = || f()]|2,, temos que

' (t) < n(t) + &),

para quase todo t € [0, T]. Temos que d,,(t) é uma fung¢ao absoluta monte continua, entao

m 2

D dn

k=1

0(t) = llum (D72 =

L2

é absolutamente continua em [0, 7] e nao negativa. Ainda, n satisfaz
n'(t) < 1-n(t) +£(t) (A.15)

em quase todo ¢ € [0, 7], sendo nao negativa e integravel em [0, 7.

Entao, pela desigualdade de Gronwall, na forma diferencial, temos
t
o)< ¢ (n0)+ [ eepas)
0

7(0) = lum(0)l172 = (g, wi)” < llgliZ2 - 1

para todo t € [0,75,]. Mas

donde, por (A.15), temos
t
n(t) < o <||g||%z + ||f(8)||2de8)
0
— ' (lgl3= + 1/ 22(ar))

observe que a exponencial acima nos indica que podemos considerar ¢ € [0, 7],
para todo T" > 0.

Retornando agora a (A.14) e integrando em [0, 7], temos

"14d '
[ s @ | Fun @l = [ (02
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isto é,

T

T
Hum(T)Hiz(m—||um(0)||izm)+/o IIVum(t)Hizdt:/o (f um(t)) 2 dt
Logo,

T
2 2
||Um||L2(07T;H3(Q)) = /0 Hum(t)HH(}(Q) dt

1

1
< 5 22y + 5 lumllzza) = [lum(D)72) + lltm (0720

IA

1 1 /7
§||f||2L2(QT) + 5/ ¢! (HQH%Q(Q) + ||f||2L2(QT)) dt + HQH%?(Q)
0

1 2
= Hf”%Q(QT) + 5 (e +1) ||9||%2(Q) +el 112200
= (" +1) (Ilglle) + 11220
2
= () (g + 1 1eqa))
Fixemos agora v € Hj () tal que [v][gp) < 1. Escrevamos v = v! + 0% onde

vt eV, 0P e Vie (viwy) =0, paratodo k=1,...,m .
Note que ||U1||H5 < [[oflgz <1 pois {wy} é ortogonal. Como v' € V;,, temos que

(g (1), V) 2 + (Vum (£),0) 2 = (F(E), V) 2.,

entao,
(i (), V) -1 gy = (Ui (8), 0 +0%)
= (W (1))}
= (f(t),vl)L2 (Vum(t), Vvl) L?
< [f @z + [[Vum ()] .2
Dai, como ||7/||H6 < 1, temos
[t )| 111 () < NF @[22 + 1V (D] 2
= [F @)z + llem (Ol g1
e

e (31 < 2 (IO + N ()30

Integrando em [0, 7] temos
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T
2 2
[ 1 Oyt < 2 (1 oy + Tl oy

< C (1 Baap + g )

pelas estimativas anteriores. Por fim, juntamos todas as estimativas obtidas e chegamos

em

max [ ()| 2) + 1tmll g2 (07:m13000) F 1l 20 rim 10y < € (I llz2@n) + gl 2)) -

0<t<T

0

Existéncia e unicidade.

O proximos passo sera passar o limite quando m — 0o, para construir uma solucao

fraca do problema (A.5)

u+Lu=f em Qp
u=0 em JQr
u=g em Qx{t=0}

Teorema A.3. Existe uma solugio fraca do problema (A.5).

Demonstracao. Pela estimativa de energia obtida no teorema A.2, temos

1. {un},, é limitada em C ([0, T]; L*(2));
2. {un},, ¢ limitada em L* (0,7 Hy(S2));
3. {u},}, élimitada em L*(0,T; H(Q)).
Por Riesz, temos que L2(0,T; HY () = (L2 (0,T; H-4(Q))'.

Por outro lado, como H}(Q) é reflexivo, temos da segunda estimativa que existe
{tm,} C {um} tal que

Um

— u fracamente em L* (0,7; Hy ()

1

e, pela terceira limitagao, como L? (0, T; H () é separavel, temos que existe

{tm } C {um}

tal que

!

U, — v fracamente em L (0,7; H ().

my
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Temos ainda, que H~'(Q) é reflexivo, de maneira que a topologia fraca e a topologia

fraca * Coincidem, e assim
Ul — v fracamente em L2 (0 T H I(Q))
my P .

Seja ¢ € C5°(0,T) e w € Hy(Q2). Entdo, por definigao de derivada fraca, temos

que
T T
/0 <u;m, g0w>H_17H& dt = — /0 (U, gp’w)Hé dt.

Como u,,, — u en L*(0,T; H '(Q)), temos que
(U sO'w)H& — (u, SOIW)H(} , se  — +00.

Dali, temos que

T T T
—/ (umlcp'w)Hé dt — —/ (u, gp'w)Hé = / (', W) 1y -
0 0 0

Por outro lado,

T T
/0 <u;m,<,0w>Hl7Hédt—>/0 (v, lw) g1 gadt.

Pela unicidade do limite
T T
/ (U, pw) dt = / (v, pw)dt.
0 0

Como e espago
M = {pw, o € C0,T),w € Hy(Q)}

¢ tal que as combinacoes lineares finitas formam um conjunto denso em L? (0,T; H3(2))

i.e. M é total. Dai, u' = v.

Com isto,
, = em L (0,1 Hy ()

ul, —wem L* (0,7 H'(Q)) .

my

U

Fixemos um inteiro N e vamos escolher uma funcgao

ve C(0,T; Hy(Q))
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tal que

onde os g* sa fungoes reais, definidas em [0, T7).

Tomemos m > N. Multiplicando o problema aproximado (A.10) por g* e somando

em k=1,..., N, em seguida integrando com respeito a t, obtemos

T N N
/ <U§n(t)7 gk(t>wk> dt + / <Vum IBVA Vwk> dt
0 k=1 H-1H} 0 k—1

L2

T

| /OT (ul (£), T(E)) yyon gyt + /

J0

(Vi (0). V1))t = /0 (F(O).50)dt (A16)

Considerando m = my, temos, devido a (1.1.3), que

/0 (0 (1), 50)) s g it + /0 (Vult), Vi(t)) . dt = /0 P50t (A7)

Como o espaco M (para ¢* suficientemente regular) é tal que as combinacoes
G g g

lineares finitas sao densas em L? (0, T; H}(f2)), temos em particular, para v € H}(Q) que

(' (), 0(1)) g1 gy + (Vult), V() 2 = (f(1), 9(2)) (A.18)

para todo v € H}(Q) e quase todo t € [0,T).

Como u € L? (0, T; H (Q)) e v € L*(0,T; H'()), temos pelo teorema 1.5, que
we C([0,T; H Q).

Logo, vale (i), da defini¢ao (A.2), de solugao fraca.

Vejamos agora o item (i), isto ¢, que u(0) = g.

Tomemos v(t Z g . Por (A.17), temos

T

_./(;T (W' (1), u()) g1,y dH/

J0

(Vu(t), Vi(t))2dt = /0 (f(2), (1)) + (u(0), 7(0)) 2

para cada v € C' ([0, T]; Hy(2)) tal que 9(t) = 0. Analogamente, por (A.16), deduzimos
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que
~ [ EO Oy e+ [ (Tt VTt = [ (£0,50) + (0).70)

Seja m = my, temos entao por (1.1.3) e pelo fato de que u,, (0) = u(0) em L*(Q),
que
(u(0),7(0)) 2 = (g,7(0))22 = (9,0)r2, V0 = T(0) € Hy().

Dado v € L*(), existe 0, € H}(Q) tal que
7, —v em L*9).
Como (u(0),?,);> = (g,0r) 2, temos por passagem do limite, que

u(0) =g em L*(Q).

Teorema A.4. A solugao de (A.5) € dnica.

Demonstragao. Pela linearidade do problema, ¢é suficiente checar este fato para f =0 em
Qr e g = 0 em 0Qr. Por (A.18), temos que, se considerarmos v = u(t) € H}(Q), para
quase todo t € [0, 7], vale

(W (1), ut)) s gy + (Vult), Va(t)) 2 = (1), u(t)) 12 = 0.

Dai, pelo item (ii) do Teorema 1.5 , temos

e assim,

1d
QEHU(??)H% + [Vu(®)||72 =0

¢ 1d
Qaﬂu(t)”%z <0 < [Jul®)|l7-.

Entao, se (t) = ||u(t)||32, temos que 7/'(t) < 2n(t).
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Agora, por Gronwall,
0 < n(t)

t
< el [y(0) + [ o
0

= ¢9(0)
= ¥|lgl| = 0.

Logo ||u(t)||zz = 0, e concluimos que u = 0.
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