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Resumo

Neste trabalho, estudamos a existéncia, unicidade e estabilidade das solucoes para quatro
problemas associados a dois sistemas hiperbdlicos semi-lineares. O primeiro consiste na estabilizagao
para um sistema do tipo Klein-Gordon com dissipacgoes lineares localmente distribuidas acoplado por
termos de velocidade e condicoes de fronteira do tipo Dirichlet. O segundo problema contempla a
estabilizacdo de um sistema linear acoplado por velocidades com uma dissipacao nao-linear localizada
agindo em somente uma equagao. O terceiro problema trata-se da estabilidade exponencial para uma
equacao da onda semi-linear em um meio nao-homogéneo e sujeita a dissipagoes do tipo Kelvin-Voigt
e friccional, onde a ultima age em uma regido arbitrariamente pequena ferindo a condicao geométrica
de controle. Por fim, o quarto problema aborda uma equacao da onda semi-linear sujeita a uma
dissipacao nao-linear com crescimento do tipo critico/sub-critico.

Palavras-chave: Equacgao da Onda. Sistema Klein-Gordon. Kelvin-Voigt. Existéncia. Taxas de
decaimento uniforme.



Abstract

In this work, we study the existence, uniqueness and stability of the solutions to four
problems associated with two semi-linear hyperbolic systems. The first consists of stabilization for a
Klein-Gordon type system coupled by velocities terms with locally distributed linear dissipations
and boundary conditions of the Dirichlet type. The second problem contemplates the stabilization of
a linear system coupled by velocities with localized nonlinear damping acting in only one equation.
The third problem is the exponential stability for a semi-linear wave equation in a non-homogeneous
medium and subject to Kelvin-Voigt and frictional dissipations, where the latter acts in an arbitrarily
small region hurting the geometric control condition. Finally, the fourth problem addresses to an
semi-linear wave equation subject to a non-linear dissipation with growth of the critical /subcritical

type.

Keywords: Wave Equation. Klein-Gordon system. Kelvin-Voigt. Existence os solutions. Uniform
decay rates.
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INTRODUCAO

Esta tese é dedicada ao estudo da existéncia, unicidade e comportamento assintético de
solucoes de alguns modelos hiperbdlicos semi-lineares sujeitos a dissipagoes do tipo friccional

e localizada.

Existem diversos trabalhos relacionados ao estudo do comportamento assintético de
equagoes de onda com dissipagdo do tipo friccional da forma au; ou ag(u;) no ambiente
euclidiano ou Riemanniano. Em [60], sdo considerados sistemas nao-lineares com dissipagao
localizada, enfraquecendo a condicao geométrica usual na localizagao do termo de amorteci-
mento e eliminando a hipétese de que o termo responséavel pela dissipacao tenha crescimento
polinomial préximo da origem. Em Cavalcanti et. al. [26], [27] e [30], os autores investigaram
a equacao da onda com dissipagao nao-linear localizada. No primeiro artigo, os autores
consideraram superficies compactas, enquanto que nos outros dois artigos trabalharam com
variedades compactas. Considerando a dissipacao efetiva no complementar de um conjunto
satisfazendo certas condigoes técnicas relacionadas a existéncia de multiplicadores, os autores
provaram taxas de decaimento uniformes e 6timas em [27]. J& em [30], a taxa de decaimento
otima foi obtida sob uma regiao arbitrariamente pequena de controle baseada na contrucao
de um multiplicador especial. Alabau-Boussouira em [3] exibiu taxas de decaimento 6timas
ou quase-Gtimas para a energia superior de uma classe de dissipagoes nao-lineares variando de
muito fraca até decaimento polinomial ou logaritmico-polinomial dos termos de dissipagao
proximos da origem. Em 2011, Alabau-Boussouira e Ammari [7] obtiveram taxas de decai-
mento de energia 6timas para os sistemas de dimensao infinita abstratos amortecidos com
termos nao-linearess, combinando condigoes geométricas ideais, conforme fornecido por Bardos
et al. [14] com um método de convexidade de peso ideal de Alabau-Boussouira (veja [3] e [2]),
uma abordagem que foi posteriormente estendida para a discretizacao uniforme de equagoes
de evolugao nao linearmente amortecidas em [8]. Varios outros artigos sobre amortecimento

de fric¢do merecem ser citados, entre eles, [16], [33], [37], [57], [72], [73] e [74].

Em [42] e [51], os autores descreveram a propagagao de singularidades para uma equagao
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diferencial parcial Pu =0 € D’ em um dominio sem fronteira. Em particular, eles definiram
o conjunto frente de ondas W F'(u) de uma distribuigao v € D', o qual é um subconjunto do
fibrado cotangente onde as singularidades podem se mover, e mostraram que o conjunto frente
de ondas ¢ invariante pelo fluxo Hamiltoniano H,, do simbolo principal p de P. Mais tarde,
Hormander [50] incorporou estes resultados em seu magnum opus The Analysis of Linear
Partial Differential Operators. O capitulo 24 de [50] continua sendo uma referéncia essencial
neste assunto. E bem conhecido que se P é um operador pseudo-diferencial préprio e classico
u € D' é tal que Pu € C*, entao W F(u) é uma unido de curvas integrais do Hamiltoniano
de p. Inspirados pelos trabalhos mencionados, [20], [21] e [48] provaram um resultado andlogo

para uma medida microlocal de defeito p associada a uma sequéncia limitada em H}

joc dUE

converge fracamente para zero neste mesmo espago. Sob certas condigoes, eles provaram que
supp(p) é uma uniao de bicaracteristicas do simbolo principal p de um operador diferencial
P. Este resultado desempenha um papel fundamental na teoria de controle e estabilizacao de

equacoes de ondas.

O primeiro problema, objeto de estudo do Capitulo 2, consiste em provar a existéncia

e unicidade de solugoes fracas para o problema

(

p(x)uy — div(K(x)Vu) + v?u+ a(z)u; — y(x)vy =0 em Q x (0, 00),
p(x)vy — div(K (2)Vo) + v?v + b(z)v, + y(z)u, =0 em Q x (0,00),

u=v=0 sobre 99 x (0, 00), (0.1)
u(z,0) = ug(x), u(z,0) =uy(z) em (2,
v(z,0) = vo(z), ve(z,0) = vi(x) em ),

\

e além disso, que estas solugoes decaem exponencialmente e uniformemente para zero, isto é,

definindo
1 2 2 T
E,.(t) = §/§2p(x)|ut(:v,t)| + p(x)|v(x, t)|” + Vu(z,t)' - K(z) - Vu(z,t)de
+ % /Q Vou(z,t)" - K(x) - Vou(z,t) + (w)?(z, t) dr, (0.2)

existem constantes positivas C 7, tais que

E.(t) < Ce "'E,(0), para todo t > Ty, (0.3)
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para toda solugao fraca do sistema (0.1) desde que os dados iniciais {ug, vy, u1,v1} sejam
tomados em conjuntos limitados do espago HJ(2) x H(2) x L*(Q) x L?*(f2). Este resultado
¢ um resultado de estabilizacao local. De fato, as constantes C' e v sao uniformes em toda
bola do espago de energia H} () x H}(2) x L*(Q) x L*(Q) com raio R > 0 mas o resultado
nao garante que a taxa de decaimento seja global, isto é, que (0.3) seja vélido com contantes

positivas C' e v independentes do dado inicial.

O modelo proposto no sistema (0.1) é inspirado em um sistema introduzido por Segal

em [77], dada por

{utt—Au—i-m%U—l—gUZu:O em (2 x (07T)7 (O 4)

v — Av+miv+hutv=0 em Qx(0,7),
o qual descreve a iteragao de campos escalares u, v com massas mq, ms, respectivamente, com
constantes de iteracao g e h. Este sistema define o movimento de mésons carregados em
um campo eletromagnético. Como o interesse do trabalho sao as propriedades qualitativas

desse sistema, nao ha perda de generalidade se considerarmos o caso em que m; =my =0 ¢

g=h=1.

O problema (0.1), quando m; = my = 0 e g = h = 1 com condigoes de fronteira do tipo
Dirichlet em 052, foi estudado por Medeiros e Menzala [67]. Neste artigo, os autores provaram a
existéncia e unicidade de solugoes fracas, pelo método de Galerkin, desde que d < 3. Algumas
generalizagoes foram dadas em [68] e [69] utilizando o método de Galerkin, onde os autores
consideraram nao-linearidades da forma |v|?™2|u|Pu, |u|’™?|v|fv e algumas hipéteses sobre o
coeficiente p, as quais sao relacionadas com a dimensao do espago. Relacionado a existéncia e
unicidade de solugoes globais também temos o artigo [9], onde os autores provam a existéncia
e unicidade de solugoes para um sistema de Klein-Gordon com memoria e nao-linearidades
como aquelas consideradas em [68] e [69]. Outra generalizagao para esse sistema podem ser
encontrada em [36], onde o autores consideram um sistema de Klein-Gordon do tipo k x k

com condigoes de fronteira do tipo actstica.

Em [44] o autor provou certas taxas de decaimento para as solugoes do sistema de

Klein-Gordon em R?, mais precisamente, se os dados sao tomados em C§°(R?) entao, toda
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- : o _3 .
solucao do sistema decai uniformemente em = a uma taxa de O(t"2) quando [t| — o0 e é
assintotica a uma solugao livre em ¢t = 0o ou t = —oo. Para obter esses resultados, o autor

utilizou técnicas desenvolvidas por Morawetz e Strauss.

Também gostarfamos de citar os artigos [45] e [46]. Nesses trabalhos, foi estabelecida a
estabilidade exponencial para o sistema (0.4) considerando duas dissipaces do tipo friccional
da forma a(z)u; e b(x)v;. Entranto, enfatizamos que nesses dois trabalhos o problema é
estudado em um meio homogéneo, sem presenca de coeficientes nas equagoes o que torna a

analise mais simples ja que as curvas bicaracteristicas sao linhas retas.

Em [32], os autores consideraram um sistema de Klein-Gordon generalizado consistindo
de duas equacoes semilineares contendo termos mistos degenerados, tornando o sistema do
tipo hiperbélico-parabdlico com dissipagoes na fronteira. Os autores provaram existéncia

global de solugoes e o decaimento uniforme das solugoes.

Em [47], foi investigado a propriedade de decaimento no tempo para as solugoes do
problema (0.4). Os autores provaram que, na norma de L>(R?) as solugoes apresentam
um decaimento a uma taxa de O(t_%) quando ¢t — 400 desde que os dados inciais sejam
suficientemente pequenos. Apds isso, o autor prova que as solucoes de energia finita deste

sistema tem decaimento local da energia quando t — +oc.

Inspirados pelo trabalho de Dehman, G. Lebeau e Zuazua [40] damos uma prova direta
da desigualdade de observabilidade associada ao problema (0.1), a saber, provamos que dado

T > T, existe uma constante positiva C' = C'(T') tal que

&AmgCALé@@WMMW+M@mwﬁﬂdmu (0.5)

para toda solugao (u,v) do sistema (0.1), desde que os dados sejam tomados em conjuntos

limitados do espago Hj () x Hi(Q) x L*(Q) x L*(Q).

Para provar (0.5) e portanto o resultado de estabilidade, argumentamos por contradigao
e encontramos uma sequéncia de solugoes fracas {w", z"} para o problema (0.1) tais que
Eyn n(0) = 1. Para obter a contradi¢do, precisamos provar que Ey,n .»(0) — 0 quando

n — —+oo. Iremos provar, explorando as propriedades de K(z), a(z), b(z) e um principio de
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continuagao tnica que

T T
/ / lwi'|? dedt — 0 e / / |27 dwdt — 0 (0.6)
0 w 0 w

quanto n tende ao infinito.

Nosso desejo é propagar a convergéncia (0.6) de w x (0,7)) para todo o conjunto
Q2 x (0,7T). Para fazer isso, utilizaremos algumas ferramentas de andlise microlocal. De fato,
consideraremos a medida microlocal de defeito y, introduzida por Gérard [48], associada as

solugoes do problema em estudo. Apds provarmos que

p(x)@fwf —div(K(z)Vwy) - 0 em Hloc (Qx(0,7)),
(0.7)

p(2)0 2 — div(K(z)V2') — 0 em H_'(Q x (0,7)),

loc
entao, utilizando as propriedades de . podemos provar que u se propaga ao longo do fluxo
bicaracteristico do operador de ondas p(z)d? — div(K(z)V(-)) provando a convergéncia
desejada. E importante observar que para evitar certas condigoes técnicas que poderiam
surgir ao considerar a propagacao até o bordo, consideramos w, a regiao onde a dissipagao é
efetiva, como uma vizinhanca da fronteira do conjunto €) satisfazendo a condicao geométrica

de controle e assim, podemos utilizar os resultados encontrados em [21]. Essa ideia sera

exposta mais profundamente no capitulo 2.

Inspirados nos trabalhos [10], [11], tendo em mente que p € C®(Q2) e ap < p(x) < S,
também poderiamos reformular o problema (0.1) da seguinte forma. Fixado um sistema de
coordenadas (x1,...,2,) em (2, G) com uma métrica Riemanniana G = (-, -), denotemos
Gy = (0/02;,0/01;) e GY = K;;/p a matriz inversa de Gj; e definamos p = /det(Gy;). O
operador de Laplace-Beltrami neste sistema de coordenadas é dado por

K _ L iv(K(x)Vu
Agu = \/mz o (\/detGUG >_ p(m)d (K (x)Vu)

onde V é o gradiente usual correspondente a métrica euclidiana no dominio (zy,...,z,).

Consequentemente,

p(2)02u — div[K(z)Vu] =0 < 0?u—Aqu=0, G = (K/p)™* (0.8)
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e a andlise de (0.1) é equivalente ao seguinte problema:

— Agu + ( )v u+ p(w) a(z)uy — p(w)y(x) =0 em QxR

— Agu + p(x)u v+ )b( T)v + 5 v(x)ut =0 em QxRy,
u=v=0 sobre 0€) x R,
u(z,0) = ug(x), w(x,0) =ui(x) em (2,
Lv(2,0) = vo(x), ve(z,0) = vi(x) em ().

Para o segundo problema, estudado no capitulo 3, consideramos (M, g) uma variedade
Riemanniana compacta d-dimensional (d > 2) com fronteira suave OM onde g denota a
métrica Riemanniana de classe C*°. Denotando por Az o operador de Laplace-Beltrami em

M, estudamos a estabilidade assintotica do seguinte sistema de equacoes de onda:

(

uy — Agu —y(x)vy + a(x)g(u,) =0 em M x (0,400),
w — Agv + y(z)uy =0 em M x (0,4+00),
u=v=0 sobre OM x (0, +00), (0.9)
u(x,0) = ug(x), w(x,0) = uy(x) em M,
Lv(2,0) = vo(z), vi(x,0) =v1(x) em M,

onde o coeficiente de dissipacao a(x) é nao negativo e efetivo em um subconjunto aberto préprio
M., (a ser definido posteriormente) de M. Sobre o coeficiente de acoplamento v, supomos que
existem duas constantes positivas ¢; e ¢y tais que a(x)/c; < y(z) < csa(x) para quase todo z
em M. Em particular, o coeficiente de acoplamento é efetivo somente onde a dissipacao é
efetiva. Além disso, g é uma fungdo mondtona crescente tal que Als| < g(s) < B|s| para todo

|s| > 1 onde A e B sao constante positivas.

Neste caso, somente uma equacao tera dissipagao e a dificuldade esta em determinar se
o efeito de dissipagao fornecido por este tinico amortecimento é suficiente para estabilizar todo
o sistema, ja que a unica dissipagao é nao linear e efetiva em uma sub-regiao a qual, sob certas
condicoes, pode ser arbitrariamente pequena. A falta de dissipacao em uma das equacoes
pode ser compensada pelo efeito do acoplamento forte dado pelas velocidades. Entretanto,
como o coeficiente de dissipacao se anula em algumas partes do dominio, entao nessas regioes
uma das equacgoes nao é somente deixada sem dissipagao mas também em certo sentido esta
desacoplada da equagao com dissipacao, tornando ainda mais dificil transferir as propriedades

da equacao com dissipacao para todo o sistema.
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O objetivo principal do capitulo 3 é mostrar que as solugdes do problema (0.9) decaem

uniformemente para zero. Para ser preciso, definindo
1
But) =5 [l O + lule, O + [Vu(w, OF + [Vo(a,)Pdde
M
a energia associada ao problema (0.9), deduzimos que

E. ()<S(T—1),Vt>Tg (0.10)

0

com 111% S(t) = 0, onde o semigrupo S(t) é uma soluc¢do da equagao diferencial
—

C5(1) +a(S(1) =0, 5(0) = () (0.11)

e ¢ ¢ uma funcao continua e monotona crescente.

Para provar a taxa de decaimento dada em (0.10), provamos a seguinte desigualdade
E,..(T) < C’/ / ) (lue(z, 0)]* + |g(wi(2, 1))|?) dadt, para todo T > Ty,  (0.12)

onde C' é uma constante positiva. A desigualdade acima é o ingrediente principal para se
obter a taxa de decaimento dada em (0.10) considerando o método desenvolvido por Lasiecka
e Tataru em [55], do qual é possivel derivar taxas de decaimento explicitas da férmula geral

(0.10) (veja por exemplo, [2], [3], [24] e [29]).

Para alcangar a desigualdade de observabilidade (0.12), tomamos em vantagem dois
ingrediente principais. Primeiro, utilizamos um multiplicador intrinseco construido por
Cavalcanti et al. em [30]. Dado € > 0, e u a solu¢ao do problema de valor incial com condigoes

de fronteira do tipo Dirichlet associado a equacao da onda
uy — Agu = f emM X (0, 4+00),

para qualquer f € L*(0,T; L?(M)), o multiplicador é dado por (Vk,Vu), onde k : M — R
¢ uma funcao suave tal que sua Hessiana V2k estd intimamente relacionada com a funcao
nao linear ¢ em um subconjunto aberto V' C M que satisfaz med(V) > med(M) — ¢,
med(VNOM) > med(OM) —e e (Vk,Vu) < 0 sobre VN OM. Aplicando esse multiplicador

especial e seguindo os argumentos descritos em [30], obtemos uma importante desigualdade
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de energia para cada uma das equagoes de onda do sistema. O segundo passo é aplicar um
multiplicador eliptico usado com sucesso antes por Alabau-Boussouira et. al. em [7], a fim

de se beneficiar do acoplamento forte através das velocidades para finalmente se obter a

desigualdade de observabilidade (0.12).

Sistemas onde apenas uma equagao possui mecanismo de amortecimento foram estuda-
dos por diversos autores (veja por exemplo, [4], [5] e [6]), motivado pelo fato de que pode ser
menos caro amortecer uma unica equagao do que amortecer cada equagao ou, em algumas
aplicagoes, pode nao ser possivel amortecer cada componente do sistema. Um sistema do tipo
onda fortemente acoplado, conforme apresentado no capitulo 3, foi estudado recentemente
por Alabau-Boussouira et. al. [7]. Os autores provaram, assumindo que o coeficiente de
acoplamento e de amortecimento satisfazem a Condicao Geométrica dos Multiplicadores por
Partes, que todo o sistema decai tao rapido quanto uma equacao amortecida. Portanto, o
resultado apresentado no capitulo 3 generaliza esse resultado para variedades compactas.
Observe que o resultado de estabilidade assintética para o problema (0.9) em uma variedade
Riemanniana (M, g) se aplica em particular considerando (€2, G) com métrica G = (K/p)~!
e pela equivaléncia dada em (0.8) para sistemas de equagdes de onda fortemente acoplados
em um meio nao-homogeéneo. Esse sistema também foi investigado por Kapitonov em [53]
com uma dissipagao linear localmente distribuida, sob a condicao de que os suportes dos
coeficientes de acoplamento e de amortecimento coincidem, obtendo estabilizacao uniforme

para a solucao.
Por fim, ressaltamos que os resultados discutidos nos capitulos 2 e 3 estao publicados
no artigo [25].

O terceiro problema, estudado no capitulo 4, aborda os resultados publicados no artigo
[11], mais precisamente, consiste no estudo de uma equacao da onda semilinear posta em um

meio nao-homogeneo sujeita a uma dissipacao localmente distribuida do tipo Kelvin-Voigt
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onde a fungao f tem crescimento sub-critico de acordo com as imersoes de Sobolev, a saber,

p(x)2u at2 — div[K (z)Vu] + f(u) — divja(z)Vowu] + b(x)du =0 em Q x (0, 00),
u=0 sobre 99 x (0, 00),
u(z,0) = ug(x), du(x,0) = uy(z) em €2,

(0.13)

onde Q C R, d = 2,3, é um dominio limitado com fronteira suficientemente regular I' = 952,
p: Q=R Ky Q= R, 1<14,5<dsao fungoes de classe C* tais que para todo z € Q2 e
£ eRY,

ag < plx) < Bo,  kij(x) =kjs(x), ol <& K(x)- & < BIEP, (0.14)

onde «y, By, a, f s@o constantes positivas e K (x) = (k;;);; é¢ uma matriz simétrica positiva

definida. Denotamos por w a intersecao de € com uma vizinhanca de 9 em R

O principal objetivo é provar que as solugoes fracas do problema (0.13) decaem
exponencialmente e uniformemente para zero, isto €, definindo
1
Eu(t) = - / (o) By, O + Vaule, ) - K () - Vulz, 1)) d + / Flu(z,t)dz, (0.15)
Q Q

onde F'(A fo s) ds, existem constantes positivas C, v, tais que
E,(t) < Ce"E,(0), Vt > Ty, (0.16)

para toda solugao fraca do probema (0.13) desde que os dados inciais {ug, u; } sejam tomados
em conjuntos limitados de HJ(2) x L*(€2). Este é um resultado de estabilizagao local, as
constantes C' e 7 sao uniformes em toda bola do espago de energia H}(Q) x L?(Q) com raio
R > 0 mas o resultado nao garante que a taxa de decaimento seja global, isto é, que (0.16)

seja valido com contantes positivas C' e v independentes do dado inicial.

Por simplicidade, podemos supor que p = 1 e K(z) = I; uma vez que 0S8 mesmos
calculos apresentados no capitulo 2 podem ser repetidos neste caso. Damos uma prova direta
da desigualdade de observabilidade do problema (0.13), mais precisamente, mostramos que

dado T' > 0 existe uma constante positiva C'= C(T) tal que

<c/ / ) [Vua(, O] + b(@) sz, 1)]? dedt, (0.17)
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para toda solugao u do sistema (0.13), desde que os dados iniciais sejam tomados em conjuntos

limitados de Hi(Q) x L*(Q).

Existem duas dificuldades com relagdo ao problema (0.13). A primeira é que estamos
trabalhando com uma dissipacao viscoeldstica do tipo Kelvin-Voigt localizada em uma
vizinhanca da fronteira do conjunto 2. Mesmo no caso f = 0, este ¢ um problema delicado,
ja que o operador que define a dissipa¢ao é nao limitado. Além disso, como o termo de
amortecimento é efetivo somente onde a(z) > 0, temos a iteracdo entre um material eldstico
(subconjunto de 2 onde a = 0) e um material viscoelastico (por¢ao de 2 onde a > 0). A
estabilidade do problema se torna suscetivel a continuidade dos materiais, no sentido em que,
j& foi provado no caso unidimensional por Liu e Liu em [64] que se o coeficiente de dissipacao
a é descontinuo através da interface dos materiais, a energia nao decai uniformemente. No
caso de dimensoes maiores, mesmo com uma dissipacao mais regular e considerando dados
iniciais mais suaves, como explanado em Liu e Rao [65], existe uma perda de regularidade
das solugoes, o que torna mais dificil o uso do método dos multiplicadores. Dai, a técnica dos
multiplicadores deve ser utilizada com o auxilio de outros métodos com o intuito de superar
essa dificuldade. O método entao leva os autores imporem vérias condicoes técnicas sobre
o coeficiente de dissipagao. No trabalho [82], o autor consegue enfraquecer algumas dessas
condigoes sobre o coeficiente de amortecimento bem como sobre a regiao onde ele é efetivo.
Entretanto, o autor ainda necessita de uma desigualdade envolvendo o gradiente da funcao
a(+), o que nao serd necessario no nosso problema. Mais recentemente, Cavalcanti et. al.
provaram em [32] um resultado para o problema (0.13), sem o termo f(u), impondo certas

condicoes nas regioes onde as dissipacoes sao efetivas.

Além disso, foi provado por [19], no contexto de variedades com condigoes de controle
perfeitas e imperfeitas, que a energia das solucoes da equagao da onda com dissipagao do
tipo Kelvin-Voigt decai exponencialmente, dado que a regiao onde a dissipagao a satisfaz
a (C.G.C.) é suave e |0%(z)| < C’aak_T‘al, la| < 2 para algum k > 2 e a velocidade inicial é

nula, isto é, u;(x,0) = 0. Os autores utilizaram métodos de andlise semicldssica e a velocidade

inicial nula parece essencial para se obter o resultado.
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Por outro lado, precisamos impor condigoes suficientes sobre a nao linearidade f para
garantir a boa colocagao e o decaimento exponencial da energia para as solucoes do problema

(0.13).

No capitulo 5, trabalhamos com uma equacao da onda semi-linear com dissipacao
nao-linear do tipo critico/sub-critico, a saber, consideramos o seguinte problema:
O*u— Au+ f(u) +a(z)g(Ou) =0 em Q x (0,+00),
u=0 sobre 99 x (0, +00), (0.18)
u(z,0) = uo(z), w(x,0) = w(z)  em 9,
onde Q C R" (n > 1) é um dominio limitado com fronteira suave 0f2 e f, g sdo fungoes a

valores reais satisfazendo certas propriedades.

Associamos o seguinte funcional de energia ao problema (0.18):
E,(t) = %/Q|3tu(x,t)|2 + | Vu(z, t)|* dv + /Q F(u(z,t)) dx, (0.19)
onde F' é a primitiva de f.
Para se obter a estabilizagdo uniforme da energia nao-linear £, () associada ao problema

(0.18), dois ingredientes sao essenciais: (A): identidade da energia:

w(t2) / / g(Ou(z,t))Oyu(x, t) dedt = E,(t) (0.20)

para todo 0 < t; <ty < 400 e (B): desigualdade de observabilidade: existe uma constante

C = C(||{u07UI}HH(%(Q)XL?(Q)) > 0 tal que

<o/§/ ) (10l + 19(0)|?) dedt (0.21)

¢ valido para todo T' > Ty, onde Ty esta associado com a condig¢ao geométrica de controle.
A abordagem baseada nos ingredientes acima é uma estratégia bem conhecida na teoria da
estabilizagao, como pode ser visto em [11], [38], [40], [52], [86] e em suas referéncias. Nestes
artigos, os autores trabalham diretamente com o problema (0.18) e utilizam um principio de
continuagao unica como um ingrediente crucial para provar a desigualdade de observabilidade.

No entanto, a abordagem direta tem um desafio que foi explicado em [40] da seguinte forma:
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Primeiramente, argumenta-se por contradicao que a observabilidade falha e, portanto,
obtém-se uma sequéncia de solugoes (adequadamente normalizadas) que violam a desigualdade
desejada. Entao, pela passagem ao limite, obtém-se uma funcao u no espaco de energia que

resolve

Otu— Au+ f(u) =0in Q x (0,7) (0.22)

com Oyul, = 0. O objetivo é mostrar que (0.22) tem uma unica solugao e esta solugao é a
nula pois isto vai implicar que a tnica solugao de (0.18) sem a dissipagao é a nula, o que é um

absurdo. Para isto, derivamos no tempo o problema (0.22) e definindo w = dyu obtemos
O*w — Aw + f'(u)w=0em Q x (0,7) (0.23)

com w|, = 0. O préximo passo é aplicar o principio de continuagao tinica no problema (0.23),
que possui um potencial de baixa ordem, para deduzir que w = 0. Isto vai implicar que u
¢é independente do tempo e portanto, u torna-se uma solucao estacionaria de um problema
elitico semi-linear cuja solucao é certamente a nula, gracas ao sinal da nao-linearidade. Alguns
resultados de continuacao tnica, assumindo condicoes de integrabilidade bastante fortes para
o potencial, estao disponiveis na literatura [43], [76], [61], [80], [85]. Parte desses resultados
sao validos apenas localmente, enquanto outros valem globalmente. No entanto, nenhum deles
se aplica diretamente a classe da nao-linearidade por causa das suposi¢coes menos restritivas

no seu crescimento.

A dificuldade explicada acima com a abordagem direta foi tratada em [40] mostrando
uma regularidade escondida do potencial f’(u) no caso em que o dominio é 2 = R3. Para
lidar com a mesma dificuldade em um dominio limitado arbitrario €2 C R", primeiramente
introduzimos uma sequéncia de problemas truncados, em vez de trabalhar diretamente no

problema original (0.18):

Ofur — Auy, + fi(ur) + a(z)g(Qur) =0 em Q x (0, +00),
up =0 sobre 9 x (0,+00), (0.24)
u(z,0) = uo (), Oruk(z,0) = uy k() em (2,

onde f; serd definida posteriormente é uma sequéncia de funcoes essencialmente limitadas e

{uo,u1} é uma sequéncia de dados regulares que converge para {ug, u; } no espago de fase.
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Se mostrarmos que para cada k € N, u; possui uma regularidade forte, entao podemos explorar
propriedades adicionais do termo nao linear fy(uy) utilizando estimativas de Strichartz que
sao validas para solucoes da equacao de onda subcritica. Tendo condicoes de integrabilidade
sobre f;(uy) podemos aplicar o principio de continuagao tinica para potenciais essencialmente
limitados. Como a sequéncia de solugoes do problema (0.24) converge para a solugao do
problema original (0.18), é suficiente obter a identidade de energia e a desigualdade de
observabilidade para cada problema truncado ja que as mesmas propriedades, bem como o
decaimento, permanecem validas para o problema original por meio de uma passagem ao limite
e para isto, utilizaremos as ideias introduzidas em [22]. Uma vantagem da presente abordagem
é que nao precisamos utilizar o conceito de sequéncia linearizdvel devido a Gérard [49], que
sob certas hipdteses assegura que as solucgoes da equagao da onda semi-linear (sub-critica)
estao proximas das solugoes da equagao da onda linear sem dissipagao. Deste modo, o capitulo
5 aborda uma classe mais ampla de dissipacoes e generaliza substancialmente os resultados de

11].



Capitulo 1

Resultados Preliminares

1.1 Distribuicoes e Espacos Funcionais

Sejam x = (x1, 23, ...,x,) pontos do R" e @ = (ay, ag..., ;) n—uplas de nimeros
inteiros nao negativos. Considerando |a] = a1 + as... + o, e al = ajlas!...«,!, denotaremos o

operador derivagao em R" por

olal

= (651 (e %)) °
0z 0x3?...0xon

DCK

Seja 2 um aberto do R™ e ¢ : 2 — R uma funcao continua. Definimos o suporte
da fung@o ¢ em €2, e denotamos por supp(yp), o fecho em €2 do conjunto {x € Q; p(z) # 0}.
Quando supp(p) é compacto, dizemos que ¢ tem suporte compacto em 2. Denotaremos por
C°(2) o conjunto das fungoes ¢ : 2 — R que sao infinitamente diferencidveis em 2 e que
possuem suporte compacto.

O espago das fungoes testes de Q, D(Q2), é o espago C5°(£2) munido da seguinte nogao

de convergéncia: Dada uma sucessao {¢, } de fungoes de C§°(R2) e v € C§°(£2) dizemos que
v, — ¢ em D(Q) (1.1)
se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de € tal que

(i) supp(y¢,) C K,¥v e supp(y) C K;
(ii) D%y, — D%y uniformemente sobre K, Vo € N".
Uma distribuicdo sobre € é uma forma linear sobre D(£2) que ¢é continua no sentido

da convergéncia dada em (1.1). Denotaremos por D'(Q2) o espaco vetorial das distribuicoes

sobre Q. Diremos que {T,}, uma sucessao de elementos de D'(Q2), converge para T € D'(),
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€ escreveremos

T, — T em D'(Q),
quando

(T,,0) = (T,p), Vo € D(Q).

Dada uma distribuicao 7" sobre 2 e « € N", a derivada distribucional de ordem « da

distribuicao 7', denotada por D*T', é dada por

<DaT7 90> = (_1)|a| <T7 Da@) ) V(,D € D(Q)

Com essa definigao, uma distribui¢do 7' € D'(2) possui derivada distribucional de

todas as ordens, D*T" € D'(2) e além disso, a aplicagao

D D(Q) — D(Q)
T + D°T

¢é linear e continua.

1.2 Espagos L?(Q))

Sejam (2 um subconjunto do R™ e p um numero real tal que 1 < p < oo. Denotaremos
por LP(Q2) o espago vetorial das (classes de) fungoes mensuraveis u, definidas em €2 tais que

|u|P é Lebesgue integravel sobre €.

O espago LP(§2) munido da norma

|U,||L:D(Q (/ |u |Pdl‘>

Se define por L>(£2) o conjunto das fungoes u : 2 — R tais que u é mensuravel e existe

¢ um espaco de Banach.

uma constante C' tal que |u(z)| < C para quase todo z € 2. Uma norma em L*(Q2) é dada
por

[ul| o) = Inf{C; Ju(z)] < C g.s. em Q},
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a qual o torna um espaco de Banach.

Em particular, L*(2), com o produto interno

(u,v) :/Qu(:c)v(x)d:c

e a norma |u|?> = (u,u), é um espaco de Hilbert.

1 1
Seja 1 < p < oo. Diz-se que p’ é o expoente conjugado de p se —+ — = 1.
p P

Proposicao 1.1 (Desigualdade de Young) Se a e b sao nimeros reais nao negativos
entao

bP
ab < — + —
q p

1 1
sempre que 1 <p,g<ooce—+—=1.
q P

A desigualdade de Young também pode tomar a sequinte forma

ab < ea? + C(e)b’.
Demonstracgao: Ver [18]. |

Proposicao 1.2 (Desigualdade de Interpolacdo) Se w € LY () N LI(Q) com 1 < ¢’ <

q < 00, entao u € L"(2) para todo ¢ < r < q e verifica-se a desiqualdade

lull e < ullfollullze,

1 1-
onde—:g/ a’ 0<a<l).
roq q
Demonstracao: Ver [18]. |

Proposigao 1.3 (Desigualdade de Hélder) Sejam u € LP(Q) ev € LP (), com 1 <

p < oco. Entiouv € L'(Q) e

| ool < elzre ol
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Demonstracao: Ver [18]. |

Proposicao 1.4 (Desigualdade de Hélder generalizada) Sejam fi, fo, ..., fr funcoes
tais que f; € LPi(Q),1 < i <k, onde 1—1) = p%+p%+...+pik < 1. Entao o produto f = fifs...fr €
LP(Q2) e

[ fllzr) < [ filler @l fallez)-- | fell ok )

Demonstracao: Ver [18]. |
Proposicao 1.5 (Desigualdade de Minkowski) Sejam u, v € LP(2) e 1 < p < oo, entdo
[lu+vl[er@) < ullre@) + l[0l]zr@).

Demonstragao: Ver [68]. |

Teorema 1.1 (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Se uma sequéncia {fi} de
funcoes integrdveis a Lebesque num conjunto 2 converge quase sempre em ) para um funcdao

1, e se |ful <, quase sempre em Q, Yk € N, para um certa fungdao ¢ € L*(2), entdo a

integral / f emiste e
Q
/fdx: lim/fk dx.

Demonstracao: Ver [68]. [ |

Denota-se por LY (), 1 < p < oo, o espaco das (classes de) funcoes u : 2 — R tais
loc

que |ulP é Lebesgue integravel sobre cada subconjunto compacto de .
Proposigao 1.6 (Du Bois Raymond) Seja u € L} () tal que

loc

/Q w(@)p(x) dr = 0,Yp € C(),

entdo u = 0 quase sempre em €.

Demonstracao: Ver [23]. |
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Lema 1.1 (Lema de Fatou) Seja (f,) uma sequéncia de fungoes em L'(S)) que satisfaz
a) para todon € N, f, >0 q.s. em §;
b) sup,en Jo folz)de < oo.

Para quase todo x € Q definimos f(x) = liminf, . fn(x) < co. Entdo, f € LY(Q) e

n—oo

/ f(z)dx < lim inf/ fn(x)d.
Q Q
Demonstracao: Ver [18]. [ |

Teorema 1.2 Considere 1 < p < oco. Seja (f,) uma sequéncia em LP(Q2) e seja f € LP(2)

tal que ||fn — fll, — 0. Entao, existe uma subsequéncia (fy,) e uma fungao h € LP(QQ) tal que

a) fo. () = f(z) ¢.5. em Q;

b) |fn,(2)] < h(x) para todo k, q.s. em Q.
Demonstragao: Ver [18]. |

1.3 Espacos de Sobolev

Sejam €2 um aberto do R", 1 < p < oo em > 1. O espago de Sobolev WP () é
o espaco vetorial de todas as fungoes de LP(Q2) tais que DYu € LP(S2), para todo o < m.

Simbolicamente,

W™m™P(Q) = {u € LP(Q); D € LP(Q), V|a| <m}.

Uma norma em W™P(Q) é dada por

|l ymp ) = Z /Q|Do‘u(x)|p dz, se 1 <p < o0,

laj<m



1.3 Espacos de Sobolev 21

el ey = D supess [D*u(e)P” do, se p = oo,

la|<m
a qual o torna um espago de Banach. No caso p = 2, escreve-se W™2?(Q) = H™(Q) e,
munindo-o com o produto interno
(u, ) gy = Z /Do‘u(x)Do‘v(x) dx,
Q

lal<m

temos um espaco de Hilbert.

Define-se o espago W;""(Q), com 1 < p < 0o, como sendo fecho de C§°(£2) em W™?(Q),
ou seja,

————W™P(Q

o] w ) m,
C5e(€) = W5 ().

Quando €2 ¢é limitado em alguma dire¢ao x; de R” e 1 < p < 0o, entao a norma em

Wy"P(Q), dada por

P = 3 / Dou(z)p d,

laj=m

¢ equivalente a norma induzida por W™P(€2).

Representa-se por W~ () o dual topolégico de WJ"?(Q), onde 1 < p < ooep éo

indice conjugado de p. Por H~™(Q2) denota-se o dual topolégico de HJ*(2).

Teorema 1.3 Sejam Q) um conjunto aberto do R™, de classe C™, com fronteira limitada e m

um nteiro tal que m > 1, e 1 < p < 0o. Entao temos as sequintes imersoes continuas:

_ m.
n )

1
(i) se —— ™5 0 entio WmP(Q) — LI(Q), onde L =1
pn ¢ p

1
(ii) se i % =0 entao W™P(Q) — L1(Q), V q € [p, +o0;

1
(i) se - % < 0 entdo W™P(Q) — L®(K).

Demonstracao: Ver [18] |
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Teorema 1.4 (Teorema de Rellich-Kondrachov) Seja Q) um aberto limitado bem regular

do R™, para n > 2. Entao as sequintes imersoes sao compactas:

(i) sep <mn entio W'P(Q) < LUQ), V1< q< 12

n—p’

(ii) se p=n entio W'P(Q) < LI(Q), ¥V ¢ € [1,+o0];

(iii) se p > n entio WP(Q) < C°(1Q).
Demonstracao: Ver [18]. [ |

Teorema 1.5 Sejau € Wl’p(f) com1 < p < oo, onde I € um intervalo limitado de R. Entao
existe u € C(I) tal que

u=1uqs eml

u(zr) —u(y) = / u/(t)dt para todo x,y € 1.
y

Demonstragao: Ver [18]. |

1.4 Trago de uma funcao de H™(())

Se u € C(9), podemos obter os valores de u sobre a fronteira I' de €2, basta para isto
tomar a restri¢ao u.. Entretanto, se v € H™((2), como a medida n-dimensional de I' é zero,
nao tem sentido, a priori, falar dos valores de u em I'. O objetivo da teoria de trago é dar um

significado para u,..

Conforme explicitado em [23], se € é um aberto suficientemente regular, existe uma
Unica aplicacao
v Hm(Q) — H;n:—ol Hm—j—1/2(r)
U = {70“%71“7 “'77771—1“}7
denominada aplicagao trago, que é linear, continua, sobrejetiva, com nicleo H{*(2), verificando

m—1
yu = (mw@ 0" u ) ,VuED(ﬁ),

ay |F PIRREE) W ‘F
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e admitindo uma inversa a direita y~! linear e continua, isto ¢, existe uma aplicacao linear

m—1
v ] Bt HT VAT - HM(Q),
=0
que ¢é continua e satisfaz
m—1
Yy =& vee [ HVA).
=0

Tomando, em particular, m = 1, temos a aplicagao

o H'Y(Q) — H'(T)

U= Yol = Uy,

que ¢ denominada aplicagao trago de ordem zero.

Consideremos H'(Q) = {u € H'(Q); Au € L*(Q)}, onde Q é um aberto suficientemente

regular, munido do produto interno
(u, V)31 (0) = (W, ) g1 + (Au, Av)2(q),
o que o faz um espaco de Hilbert.
A aplicacao

M D(ﬁ) — H_1/2(I‘)
ou

U= yu=—|r

ov

prolonga-se, por continuidade, a uma tinica aplicacdo linear e continua v, : H'(Q) — H~/2(I),

posto que D(€2) é denso em H! ().

Coroldrio 1.1 A aplicagio traco vy : H'(Q) — HY?(T) € sobrejetiva e, além disso,

Ker(vo) = Hy ().

Demonstracao: Ver [66]. |
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1.5 Topologias Fracas, Espacos Reflexivos e Separaveis

Nesta secao temos algumas propriedades das topologias fraca e fraca *, assim como
resultados de convergéncia nestas topologias envolvendo a reflexividade e a separabilidade dos

espacos.

Considerando E' um espaco de Banach, a topologia fraca o(FE, E') sobre E é a topologia

menos fina sobre E que torna continuas todas as aplicagoes f € F'.

Seja (x,) uma sucessdo convergente para x na topologia fraca o(E, E’). Quando nao
houver possibilidade de confusao diremos apenas que (z,) converge fraco para z esse fato
denotaremos por

T, — rem F.

Proposicao 1.7 Seja (x,)nen uma sucessao em E, entdo:

(i) z, — = em E se, e somente se, (f,x,) — (f,x), Vf € E';
(ii) Se x, — x em E, entdo x, — x em E;
(ii1) Se x, — x em E, entao ||x||g € limitada e ||z||p < liminf ||z,||g;

(i) Se x, = x em E e f,, = f em E', entao (fn,xn) — (f,x).

Demonstracao: Ver [18]. |

Sejam E um espaco de Banach e x € E fixo. Considere a aplicacao

J, B — R
o= L f)=(f2),

que é linear e continua e portanto J, € E”, Vax € E. Deste modo, definamos a aplicacao

J: E — E" tal que J(z) = J,, a qual é chamada de injecdo candnica de E em E”.

A topologia fraca *, ou o(E’, E), é a topologia menos fina sobre £’ que faz continuas

todas as aplicagoes J,.
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Seja (f,) uma sucessdo convergente para f na topologia fraca x o(F, E’). Com vistas
a simplificacdo das notagoes escreveremos apenas que {f,} converge fraco * para f, ou

simbolicamente
fo = fem E,
quando nao houver possibilidade de confusao.
Proposicao 1.8 Seja (fn)nen uma sucessio em E', entao:
(i) fo = f em E' se, e somente se, (f,,x) — (f,2), Vo € E;
(ii) Se f, — f forte, entao f, = f em o(E', E");
(iii) Se f, — f em o(E', E"), entio f, — f em E';
(iv) Se f, = f em E', entdo ||f,||g € imitada e || ||z < liminf||f,||z;
(v) Se fo = f em E ex, —x em E, entio (f,,x,) — (f, ).

Demonstracao: Ver [18]. |

Dizemos que um espaco de Banach é reflezivo quando a injecao canonica J : £ — E”
é sobrejetora. Um espago métrico E é dito separdvel quando existe um subconjunto M C E

enumeravel e denso em F.
Teorema 1.6 Seja E um espaco de Banach tal que E' € separdvel. Entao E é separdvel.
Demonstracao: Ver [18]. |

Teorema 1.7 Seja E um espago de Banach separdvel e seja (f,) uma sequéncia limitada em

E'. Entdo existe uma subsequéncia (fy,) que converge na topologia fraca * (o(E', E)).

Demonstragao: Ver [18]. |

Teorema 1.8 Seja E' um espago de Banach reflexivo e seja (x,) um sequéncia limitada em

E. Entao existe uma subsequéncia (x,,) que converge na topologia fraca (o(E,E'")).

Demonstracao: Ver [18]. |
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1.6 Espacos Funcionais a Valores Vetoriais

Nesta secao iremos determinar espacos envolvendo as varidveis temporal e espacial, os

quais sao necessarios para dar sentido a problemas de evolucao.

Para t € (0,7) fixo, interpretamos a funcao = — u(z,t) como um elemento do espaco

X. Denotaremos este elemento como u(t) € X com valores no espago X.
Sejam X um espaco de Banach e a,b € R.

O espago LP(a,b; X,) 1 < p < 400, consiste das fungoes (classes) mensuraveis sobre

[a,b] com imagem em X, ou seja, as fungoes u : (a,b) — X tais que

b :
s = ([ TuOlFcr)” <o

O espago L>(a, b; X) consiste das fungoes (classes) mensuraveis sobre [a, b] com imagem
em X, isto é, as fungoes u : (a,b) — X limitadas quase sempre em (a,b). A norma neste
espaco € dada por

[l oo i) = sup ess [u()]|x -

O espago C™(a,b; X),m =0,1,--- , consiste de todas as funcées continuas u : [a,b] —
X que possuem derivadas continuas até a ordem m sobre [a,b]. A norma, neste caso, é dada

por
m

= @)
lulli= 3 o [u(0)

Proposicao 1.9 Sejam m =0,1,--- ;|1 <p < 400, X eY espacos de Banach.
(a) C™(a,b; X) € um espago de Banach sobre K.
(b) LP(a,b; X),1 <p <400 e L>®(a,b; X) sdo espagos de Banach sobre K.

(c) C(a,b; X) é denso LP(a,b; X) e a imersao C(a,b; X) < LP(a,b; X) € continua.
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(d) Se X é um espaco de Hilbert com produto interno (.,.)x entio L*(a,b; X) é também

um espaco de Hilbert com produto interno
(1, 0) 2 ) = / (u(t), o(t)) x .
Q

(e) LP(a,b; X) € separdvel se X for separdvel e 1 < p < +o0.
(f) O espago LP(a;b; X) € reflexivo se 1 < p < oo.

(9) Se X — Y, entio L"(a,b; X) — Li(a,b;Y), 1 < q<r < +oc.
Demonstracao: Ver [84]. |

Proposigao 1.10 Sejam X um espago de Banach e 1 < p < +oo. Se f € LY(0,T;X) e
[ fllx € LP(0,T), entao f € LP(0,T; X) e | fllzror.x) = I fll o 0.1)-

Demonstragao: Ver [78]. |
O espaco dual de LP(a,b; X). Consideremos Y = LP(a, b; X). Temos a seguinte relagao

de dualidade Y = L%(a, b; X'), com i + % = 1, devido ao seguinte teorema:

Teorema 1.9 Seja X um espaco de Banach reflexivo e separdvel, 1 < p < +00, % + é = 1.

Entao cada fungao v € L(a,b, X') corresponde a um inico funcional v € Y’ dada por

(0, u) :/ (v(t),u(t)) y dt, YueY. (1.2)

Reciprocamente, para cada v € Y' corresponde exatamente uma func¢ao v € L(a,b; X') dada

por (1.2). Além disso,
olly = ||U||Lq(a,b;X’)‘
Demonstracao: Ver [84]. |

Seja X um espago de Banach. Denotaremos por D(a, b; X') o espaco localmente convexo
e completo das fungoes vetoriais ¢ : (a,b) — X infinitamente diferenciaveis com suporte

compacto em (a,b). Dizemos que uma sucessao

¢, — ¢ em D(a, b; X)



1.6 Espacos Funcionais a Valores Vetoriais 28

se:

(i) Existe um compacto K de (a,b) tal que supp(p,) e supp(y) estao contidos em K, para

todo v;

d d
(ii) Para cada k € N, %go,,(t) — e em X, uniformemente em ¢ € (a,b).

O espago das aplicagoes lineares continuas de D(a, b) = D(a, b;R) em X serd denotado
por D'(a,b; X), ou seja, S € D'(a,b; X) se S : D(a,b) — X ¢é linear e se 6, — 0 em D(a,b)

implicar que (S,6,) — (S,6) em X. Diremos que
S, — S em D'(a,b; X)

se

(S,,0) = (S,0) em ,V0 € D(a,b).

O espago D(a, b; X)) munido da convergéncia acima é denominado espago das distruibuicoes

vetoriais de (a,b) com valores em X.

Denotaremos por Hj(a,b; X) o espago de Hilbert
H}(a,b; X) :={v € L*(a,b; X); V' € L*(a,b; X); v(a) = v(b) = 0}
munido com o produto interno
b b
(w,v)) = / (w(t),v(t))xdt +/ (w'(t),v'(t)) xdt.
Proposigao 1.11 Seja u € L?(a,b; X). Entdo existe um tnico f € H '(a,b; X) que verifica

(f,06) = ((u,0),8)x, ¥V 6 €Dla,b); V {€X.

Demonstracao: [70]. |

Observacao 1.1 Da proposicao anterior podemos identificar f com ', de posse disso, diremos

que se u € L?(a,b; X) entio u' € H ' (a,b; X).
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Proposicao 1.12 A aplicacio

g : L*(a,0;X) — H (a,b; X)
u e gl =,

onde X € um espaco de Hilbert, € linear e continua.

Demonstracao: Ver [70]. |

1.7 Resultados Auxiliares

No que segue, uma expressao da forma a(s) < b(s) significa que a(s) < Cb(s), onde
C' > 0 é uma constante positiva que ndo depende de s. Mais ainda, a(s) ~ b(s) é utilizado

quando a(s) < b(s) e b(s) < a(s).
Teorema 1.10 (Férmulas de Green)

1. Se~ € H*Q), entdo

%2l 1
Vv Vudr = — | uAyde + | —uds, Yue H ().
Q Q T aV
2. Sewu,y € H*(Q), entao
/ ulAy — vyAudr = u— — y—ds.
Q

Demonstracao: Ver [18] p.316. |

Teorema 1.11 (Teorema da Compacidade de Aubin-Lions-Simon) Sejam By, B e

By espacos de Banach tais que By — B — By e:

(i) A imersao By — B é compacta,

(ii) A imersao B < B; € continua.
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Definamos

W = {u e LP(]0,T[; By);u € L"(]0,T[; B1)},
onde 1 < p,r < oo. Consideremos W munido da norma

[ully = HUHLP(]O,T[;BO) + Hu/HLT(}O,T[;Bl) ]

s

a qual o torna um espago de Banach. Entao, se p < oo a imersao de W em LP(]0,T[; B) é

compacta. Se p =00 e ser > 1, a imersio de W em C(]0,T[; By) é compacta.

Demonstragao: Ver [17]. |

Lema 1.2 (Strauss) Seja O uma subconjunto aberto e limitado de RN, N > 1,1 < ¢ < +oo
e {untnen uma sequéncia limitada em L(O). Se u, — u q.s. em O, entio u € LY(O) e
u, — u em L1(O). Além disso, se 1 < r < q, também temos que u, — u fortemente em

' (0).

Demonstracao: Ver Exercicio 4.16 em [18] ou [79]. |

Teorema 1.12 (Lema de Lions) Seja (u,) uma sucessao de fungies pertencentes a L1(Q)

com 1 < q < oo. Se

(i) u, — u quase sempre em Q;
(ii) Huu”Lq(Q) <C, Vuel
entdo u, — u fraco em L(Q)).

Demonstracao: Ver [62] p. 12. |

Lema 1.3 Sejam X e Y dois espacos de Banach e assuma que a imersao de X em 'Y é
continua e injetora e que X € reflexivo. Seja Cs(0,T;Y) o espago das fungoes f € L>(0,T;Y)
que sao escalarmente continuas, isto €, a aplicagcdo t — (f(t),y') € continua para cada y' € Y,

onde Y' € o dual de Y. Entao, L>°(0,T; X)NCs(0,T;Y) = Cs(0,T; X)
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Demonstracao: Ver [63]. |
Lema 1.4 Se f € LP(0,T;X) edf/0t € LP(0,T;X) com (1 < p < o0) entao f € C(0,T; X).

Demonstracao: Ver [62]. |

Definigao 1.1 Seja H um espago de Hilbert. Se diz que uma forma bilinear a(-,-) : H x H —
R é

(i) continua se existe uma constante C' tal que

la(u,v)| < Clullv|, Yu,v € H e

(ii) coerciva se existe uma constante o > 0 tal que

a(v,v) > alv]?, Yo € H.

Teorema 1.13 (Lax-Milgram) Seja a(-,-) : H x H — R uma forma bilinear, continua e

coerciva. Entao para toda ¢ € H', existe um unico u € H tal que
a(u,v) = {p,v), Yv € H.
Além disso, se a é simétrica, entdo u se caracteriza pela propriedade

weH e %a(u,v) — (¢, v) = min {%a(v,v) - <¢,U>} |

veH

Demonstragao: Ver [18]. |

Teorema 1.14 (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que 0 seja um aberto limitado
do R™, entao, para todo 1 < p < oo, existe uma constante C (dependendo da medida de ) e
de p,) tal que

[ ull o0y < C||Vul o), Yu € WyP(Q).

Demonstracao: Ver [18]. |
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Teorema 1.15 (Stampacchia) Seja G uma fun¢ao Lipschitziana em R tal que G(0) = 0.

Entao, se Q € limitado, 1 <p < oo eu € Wol’p(Q), temos que Gowu € Wol’p(Q).

Demonstracao: Ver [54]. |

Proposicao 1.13 (Desigualdade de Jensen) Seja B um hipercubo do R™, entdo, para

toda funcao concava F e toda funcao integrdvel g € L*(B), teremos

F(m:dB / g(az)da:) > | Pl

Demonstracao: Ver [75]. [

Teorema 1.16 (Estimativas de Strichartz) Seja (2, g) uma variedade Riemanniana

compacta de dimensdo 3 com fronteira, T > 0 e (q,r) satisfazendo

1 3 1 7
4 2=z —. 00| . 1.
¢ r 2 qe[Q’ ] (1.3)

Entao existe C = C(T,q) > 0 tal que para cada G € L'(0,T;L*(Q)) e cada (ug,u;) €
H} () x L*(Q), a solugao u de

Ut — Agu = G(t)

(u, 0u)(0) = (ug,uy)
satisfaz a estimativa

lllsaoriarcan < € (Iluoll ey + ez + G oz ) (1.4)
Demonstracao: Ver [15]. |

1.8 Resultados Utilizados de Semigrupos

Definigao 1.2 Seja X um espago vetorial e f: X — (—00, 00] uma fungao. Entdo,
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a) f € dita propria se eziste x € X tal que f(x) < oo;

b) o conjunto D.(f) ={xz € X : f(z) < oo} € chamado de dominio efetivo da funcdo f.
Definigao 1.3 Seja X um espago topoldgico e f : X — (—o00,00] um fung¢do propria.
Dizemos que f € semicontinua inferiormente (s.c.i) em xo € X se para todo € > 0 existe uma

vizinhanga Uy, tal que f(x) > f(xg) — € para todo x € U,, quando xy € D.(f). Dizemos que

f € semicontinua em X se ela € s.c.i em cada ponto de X.

Proposicao 1.14 Seja X um espaco topolégico e f : X — (—o0,00] uma fungdo. As

sequintes afirmacoes sao equivalentes:

a) [ € s.ci;

b) Para cada o € R, o congunto de nivel {x € X : f(z) < a} € fechado.

Demonstracao: Ver [1] pagina 80. [ ]

Definicao 1.4 Seja X um espaco vetorial e A um subconjunto convexo de X. Uma funcao

f:A— (—00,00] € dita convera se

[+ 1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y),

para todo z,y € A et € [0,1].

Definicao 1.5 Sejam X e Y espacos de Banach. A aplicagcao f: X — Y ¢é dita Gateaux

diferencidavel em x € X se existe uma aplicacio T € L(X,Y) tal que

i &+ 2y) = f(@)
A—0 A

=Ty,

para todo y € X. A aplicagio T € unica e é denotada por f'(z) e dizemos que f é G-

diferencidvel em x.
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Proposicao 1.15 (Kachurovskii) Seja X um espag¢o de Banach e A um subconjunto con-
vexo de X. Considere f: A — (—00,00] uma fun¢ao G-diferencidvel em cada ponto u € A.

As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

a) f € convezra;
b) f'(u)(v—u) < f(v) — f(u) para todo u,v € A;

c) (f'(u) — f'(v)(u—wv) >0 para todo u,v € A.
Demonstragao: Ver [83] pagina 80. |

Definicao 1.6 Sejam X e Y espacgos vetoriais. Um elemento do espago produto X XY serd
escrito na forma [x,y] para v € X ey € Y. Um operador A de X em'Y serd um subconjunto

de X xY. Se AC X xY, definimos:

Az = {yeY :[z,y| € A}
P(A) = {xe€X:Ax#0}
Z(A) = ] Az

€D (A)
A7 = A{ly, 2] [z,9] € A}

Se A, BC X xY, e\ €um numero real, defimos

M = Az, \y] : [z,y] € A} (1.5)

A+ B = {[zr,y+2z]:|x,y] € Ay, z] € B}. (1.6)

O operador serd dito univoco se #{y €Y 1y € Az} =1.
Daqui em diante, X serd um espaco de Banach e X* denotara seu dual.

Definicao 1.7 Um conjunto A C X x X* é chamado mondtono se
(1 — 22,91 — Y2) x,x+ > 0,

para todo [x;,y;) € A, i=1,2.
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Definicao 1.8 Um subconjunto de X x X* € dito mazximal mondtono se nao estd propriamente

contido em qualquer outro subconjunto mondtono de X x X*.

Observacao 1.2 Se A € um operador de X em X* univoco entao a condicao de monotonici-
dade torna-se

(11 — 9, Ay — Azg) x x» > 0,

para todo x1, x5 € D(A).

Definigao 1.9 Seja A um operador de X em X* univoco. Dizemos que A é fortemente

monotono em X se existe uma constante positiva ¢ > 0 tal que
2
(1 — 2o, Ax1 — Azo) x x+ > ¢||z1 — 22|,

para todo x1, xo € D(A).

Defini¢ao 1.10 Seja A um operador de X em X* univoco tal que P(A) = X. Dizemos que
A € hemicontinuo em X se

11_1}13 Az + ty) — Ax.

Definicao 1.11 Um operador A : X — X* € dito coercivo se

<$n7 J7:>X,X* o

hm ’
n—o00 ||l’n||X
para todo [x,,xk] € A tal que lim,,_, ||z,|| = co.

Defini¢ao 1.12 Dada uma fun¢do convezra e prépria ¢ : X — (—00,00] e um ponto x € X,

denotamos por Op(x) o conjunto
dp(x) ={2" € X" : p(x) < @(y) + (x — y,2") x x~, para todo y € X}.

Tais elementos x* sao chamados de sub-gradientes de ¢ em x, e dp(x) é chamado de sub-

diferencial de @ em x.
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Observacgao 1.3 E 6bvio que Op : X — X* € um operador mondtono.

Lema 1.5 Seja ¢ uma func¢ao G-diferencidvel em x € D.(p). Entao, Op(x) consiste de um

unico elemento, a saber, a diferencial de Gateaur de ¢ em x.

Demonstragao: Ver [83] pagina 81. [ ]

Proposicao 1.16 Seja X um espaco de Banach reflexivo e A um subconjunto coercivo e

mazximal mondtono de X x X*. Entdao A € sobrejetor, isto é, Z#(A) = X*.
Demonstracao: Ver [12]| pagina 45. [ ]

Teorema 1.17 Seja X um espaco de Banach real. Se ¢ é um fungao s.c.i propria e convexa

em X, entao Op € um operador mazimal mondtono de X em X*.

Demonstracao: Ver [13] pagina 54. [ ]

Teorema 1.18 Seja X um espaco de Banach reflexivo e B : X — X* um operador

mondtono e hemicontinuo. Entao, B é mazimal mondtono em X x X*.

Demonstracao: Ver [12]| pagina 45. [ ]

Teorema 1.19 Seja X um espaco de Banach reflexivo e sejam A e B operadores maximais
mondtonos de X x X* tais que int(2(A)) N 2(B) # 0. Entao, A+ B é maximal mondtono
em X x X*.

Demonstracao: Ver [12] pagina 54. |

Lema 1.6 Seja Q um subconjunto aberto de R?. Se w € H(Q) N LY(Q) e u e HY(Q) sdo

tais que w(x)u(z) > —|h(x)| ¢.s. em Q para alguma fungio h € L'(Q), entdo wu € L'(Q) e

<w7u>H—1(Q),H&(Q) :/Qw(a:)u(:c)d:c.
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Demonstragao: Ver [12] pagina 89. |

Seja A: P(A) C H — H um operador maximal moné6tono no espago de Hilbert H.
Denotamos o produto interno de H por (+,-) e a norma correspondente por || - ||. Considere o

seguinte problema de valor inicial:
ur+ Au+ Bu > feu(0) =uy € H. (1.7)
onde B : H — H é um operador localmente Lipschitz, isto é,
|Bu — Bu|| < L(K)llu — v||

desde que |u|], [|v| < K.

Entao, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.20 Suponha que A € um operador maximal mondtono e que A0 3 0. Assumindo
que ug € 2(A), f € WHY(0,t; H) para todo t > 0 e que a aplicagio B : H — H ¢ localmente
Lipschitz, eziste tyax < 00 tal que o problema (1.7) admite uma dnica solu¢dao forte u no
intervalo [0, tmax), ou seja, u € W (0, tyax; H) € u(t) € 2(A) para todo t > 0. Além disso,

se ug € P(A) obtemos uma unica solugao generalizada u € C([0,tmax; H) para o problema

(1.7). Em ambos os casos, temos que . litm |u(t)|| = oo desde que tpay < 0.
H

max

Demonstragao: Ver [35]. u

Lema 1.7 Seja p uma funcgdo positiva, crescente tal que p(0) = 0. Entdo, a funcao q definida
por q(x) = x — (I + p)~' (z) € crescente. Seja s, uma sequéncia de nimeros positivos
satisfazendo

Sm4-1 +p<3m+1) < Sm-

Entao, s, < S(m) onde S(t) € uma solu¢io da EDO

%S(t) L g(S() =0, S(0) = so.

Mais ainda, se p(x) > 0 para x > 0, entao lim S(t) = 0.

t—o00
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Demonstragao: Ver [55]. |

Teorema 1.21 Seja A: D(A) C X — X um operador dissipativo com Im(I — A) = X. Se

X € reflexivo entao D(A) = X.

Demonstracao: Ver [71] pagina 16. [ ]

Dizemos que f :[0,00) x X — X satisfaz a condi¢@o de ser localmente Lipschitz em
u, uniformemente em ¢ sobre intervalos limitados se para cada ' > 0 e cada ¢ > 0 existe uma
constante L(c,t') tal que || f(t,u) — f(t,v)]| < L(e,t')||u —v|| é vélido para todo u,v € X com

lull < ¢, [lo]] < cetel0,t].

Teorema 1.22 Seja f:[0,00) x X — X continua em t parat > 0 e localmente Lipschitz
em u, uniformemente em t em intervalos limitados. Se —A € o gerador infinitesimal de um

Co-semigrupo T'(t) em X entao para cada ug € X existe um tpq, < 0o tal que o problema

{%(t) + Au(t) = f(t,u(t), t>0 (1.8)

u(0) = g
tem uma unica solu¢ao mild u em [0, oz Mais ainda, se ty,q, < 0o entao limy_yy, . ||u(t)|| =

0.

Demonstragao: Ver [71] pagina 185. |

Dizemos que uma fungao F': X — X ¢ Lipschitz continua em subconjuntos limitados
de X se para todo M > 0 existe uma constante L(M) tal que ||F(y) — F(x)|| < L(M)|ly — ||,
para todo x,y € X tais que ||z|| < M, ||y|| < M.

Teorema 1.23 Seja X um espaco de Banach reflexivo e —A € o gerador infinitesimal de um
Co-semigrupo T(t) em X e F': X — X wuma fung¢dao Lipschitz continua em subconjuntos
limitados de X. Considere T > 0 ex € X eu € C([0,T],X) uma funcao satisfazendo
u(t) =T(t)x + fg T(t — s)F(u(s))ds para cada t € [0,T]. Se x € D(A) entdo u é solugao do
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problema
w e C((0,7], D(A)) N C' (0,7, X)
%(t) + Au(t) = F(t,u(t)), t>0 (1.9)
u(0) ==z

Demonstracao: Ver [34] pagina 60. [ |

1.9 Analise Microlocal

Iniciamos esta segdo anunciando alguns resultados devido a Burq e Gérard em [21] e

Gérard em [48].

Seja €2 um subconjunto aberto do R™.

Definicao 1.13 Seja m € R. Definimos um simbolo de ordem m em §2 como uma funcao
a:QxR"— C de classe C*°, com suporte em K x R", onde K € um subconjunto compacto
de ), que satisfaz a sequinte estimativa: para todo o € N" 3 € N exite uma constante
Cap > 0 tal que

020 a(x,€)] < Cap(1 + €)™,

Denotamos por ST () o espago vetorial dos simbolos de ordem no mdzimo m em €.

Proposigao 1.17 Se a € S™(R2), a formula

Au(z) = / (e, ©)aE)de (1.10)

define, para todo u € C§°(§2), um elemento Au de C°(€2).

A férmula (1.10) define uma aplicacao linear A : C§°(2) — C§°(2), a qual chamaremos
de operador pseudodiferencial de simbolo a. Dizemos que o operador pseudodiferencial
A admite um simbolo principal, denotado por o,,(A), se existe uma fun¢ao a,, = 0,,(A) €

C>®(Q2 x (R™\ {0})) com suporte, na primeira variavel, compacto em K x (R"\ {0}) e
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homogénea de ordem m, na segunda variavel, tal que, se y € C*°(R") valendo 0 em uma

vizinhanga da origem e 1 fora de um compacto suficientemente grande, segue que,

a(z,§) = am(z, §)x(§) + r(z,£),

onde r € ST1(Q x R™). Nestas condicoes, a,, = 0,,(A) é chamado de simbolo principal de A.

Observe que, no caso em que €2 # R"™ a aplicacao a — A nao é injetora, isto é, um
operador pseudodiferencial nao é definido unicamente por um simbolo, por outro lado, é

possivel provar a unicidade do simbolo principal.

Apesar de termos definido operadores pseudodiferenciais sobre o espago C§°(€2), é
possivel estender a acao de operadores pseudodiferenciais a espacos de Sobolev. Considerando
K um subconjunto compacto contido em 2 e s € R, denotamos por Hj.(£2) o espago das
distribuigoes com suporte compacto em K, onde o prolongamento com 0 fora de {2 estd em
H*(R"™). Denotamos por H;,, () = U H(2), onde K é tomado sobre todos os compactos

K

de €.

Teorema 1.24 Seja a € ST(Q2 x R?) e seja K a projegio sobre Q do suporte de a. Entao,
para todo real s, o operador definido em (1.10) se prolonga de forma tinica em uma aplica¢ao

linear e continua de HZ,,, () em Hz ™ ().

Vamos introduzir, agora, o conceito de medida microlocal de defeito, para tal, seja

{ug }ren uma sequéncia limitada em L7 (Q), i.e.,

sup/ lug, (2)|? dz < +o0,
keN J K

para todo subconjunto compacto K contido em Q.

Dizemos que uy converge fracamente para u € L, (Q) quando, para todo f € L2, (Q)

tem-se

k—o0 0
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Teorema 1.25 Seja {ug}ren uma sequéncia limitada em L} () que converge fracamente

2

para zero em Lj, .

(Q). Entdo existe uma subsequéncia {ux} e uma medida positiva de Radon
sobre T'Q) := Q x 8™ tal que para todo operador pseudodiferencial A de ordem 0 sobre Q que
admite um simbolo principal oo(A) e para todo x € C3°(Q) tal que xoo(A) = 00(A), tem-se

(A(xur), Xuk) 2 — oo(A)(x, &) du(x, §). (1.11)

k—+o00 QxSsn—1

Definicao 1.14 Sob as circunstancias do Teorema 1.25, p é chamada de medida de defeito
microlocal (m.d.m.) da sequéncia {ug}ren.

Observagao 1.4 O Teorema 1.25 assequra, para toda sequéncia limitada {uy tren em L2, (Q)
que converge fracamente para zero, a existéncia de uma subsequéncia admitindo uma medida

de defeito microlocal. Observamos que de (1.11), em particular quando A = f € C§°(£2),

|r@m@Pa— [ e ., (1.12)

assim uy converge fortemente para 0 se, e somente se, = 0.

Observagao 1.5 Observe que dadas duas sequéncias (y*) e (%) limitadas em L2 (Q) con-

vergindo fraco para zero, podemos associar a estas sequéncias, mesmo passando a uma

subsequéncia, medidas microlocais de defeito p, e ji,, respectivamente. Afirmamos que, se

2
loc

y" — 2k =0 em L2 (Q), entdo p, = pu,.

De fato, dado A um operador pseudodiferencial de ordem zero e x € C§°(£2) uma
funcao nas condigoes do Teorema 1.25, temos

(A<X$k)7X33'k) — O g1 UO(A)de7

(Ay™), xv*) — e oo(A)dpu,y,

com 0y(A) sendo o simbolo principal de A. Isto nos leva a

(A(xz"), x2*) — (Alxy®), xy*) — s oo(A)d (s — p1y).- (1.13)
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2

7.() e, como Ay é um operador continuo

Por hipétese temos que ¥ —y* — 0 em L

2
em Lj .

(Q2) pelo Teorema 1.24, obtemos

Alx (2" — %) = 0 em L*(Q).

— 0.

Logo, pela unicidade do limite, de (1.13) e (1.14) segue que

/ oo(A)d(py — p1y) = 0 para todo A,
Qxgd—1

o que nos leva a concluir que i, — p, = 0 e, portanto, p, = fi,.

Teorema 1.26 Seja P um operador diferencial de ordem m sobre Q e seja {uy} uma sequéncia

limitada em L?

ie(82) que converge fracamente para 0 e admite uma m.d.m. u. As sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

(i) Pu, — 0 fortemente em H,)"*(2) (m > 0).

k—4o00

(i6) supp(p) C {(2,€) € Q@ x 5" < ,0(P)(,€) = 0}.

Teorema 1.27 Seja P um operador diferencial de ordem m sobre ), verificando P* = P,

2

() que converge fracamente para 0 e admite

e seja {ur} uma sequéncia limitada em L
uma m.d.m. p. Vamos assumir que Puy k—> 0 fortemente em Hllozm(Q). Entao, para toda
—-+o00

fungao a € C(Q x (R")\{0}) de grau 1 —m que é homogénea na sequnda varidvel e com

suporte compacto na primeira varidvel, tem-se
/ {a,p}(z, &) dp(z, &) = 0. (1.15)
Qxsd—1

Teorema 1.28 Seja X um espaco localmente compacto e de Hausdorff e  uma medida de

Radon positiva em X.
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a) Seja N a uniao de todos os conjuntos abertos U C X tais que u(U) = 0. Entdo N é

aberto e p(N) = 0. O complementar de N é chamado de suporte de p.

b) x € supp u se, e somente se, [, fdp >0 para toda f € Co(X) com f(x) > 0.

Demonstragao: a) Segue do fato que u(N) = sup{u(K) : K C N, K compacto}.

Para provar b), suponha que = € supp = N°. Seja f € C.(X, [0, 1]) tal que f(x) > 0.
Por continuidade, existe uma vizinhanga aberta U de x tal que f(y) > 3 f(x) para todo y € U.

Se p(U) = 0, entdao como U é aberto terfamos que U C N, o que contradiz fato que = € N°.
Assim, pu(U) > 0. Dai, [ fdp > [, fdp> 5f(x)u(U) > 0.

Agora, suponha que x ¢ supp o e seja F' = supp p. Entdo, existe uma vizinhanca
aberta U de x tal que u(U) = 0e UNF = (). Seja K um conjunto compacto tal que
r € K C U. Do Teorema de Urysohn, existe uma fungao f € Cy(X,[0,1]) tal que f =1 em

K e f =0 fora de um subconjunto compacto de U. Em particular, f(z) =1>0e

/deu _ /deu+/X\deu
_ /deuJF/X\UOdM

= 0.

2

Teorema 1.29 Seja {u,}, uma sequéncia limitada em Lj,.

(Q) a qual converge para zero e
admite uma medida microlocal de defeito p. Entao, (x¢,&) ¢ supp p se, e somente se, eziste
A € UY(Q) essencialmente homogéneo tal que oo(A)(xo, &) # 0 e A(xu,) — 0 em L*(Q) para

todo x € C§°(92).

Demonstragao: Se (zg, &) ¢ supp y, entdo existem subconjuntos abertos U C Q, V C S}
tais que (z9,&) € U xV e U x VNsupppu = (). Seja K uma vizinhanga compacta de &,
tal que K C V. Considere ¢ € C*(S%71) tal que suppt) C K e 1) = 1 em uma vizinhanca

de & contida em K. Considere ¢ € C§°(Q2) tal que ¢ = 1 em uma vizinhanga de z( e
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suppp C U. Tome n € C*(QQ) tal que n = 0 préximo de 0 e n = 1 no infinito. Defina
a(xz,&) = n(&)o(x)Y (IE\) Seja A o operador definido por a(-,-). Note que o¢(A)(xp, &) =1

e para todo x € C§°(Q)
IAGun) 220y = (Alxun), A(xun))
= (A(xun), Alx1xun))
- (Aia o A(Xtn), XUn)

- |00 (A) (z, ) |*dp, (1.16)

Qxgd-1

onde y; = 1 em uma vizinhanca supp x. Como supp a¢(A) C supp ¢ x suppt) C  x S471\

supp p, temos

/ lo0(A)Pdp = 0.
Qxsd-1

Portanto, ||A(xu,)||lr2@) — 0 em L*(Q).

Reciprocamente, se existe A € ¥2(Q) essencialmente homogéneo tal que oo(A)(zo, &) #

0e A(xu,) — 0 em L*(2), de (1.16) e da unicidade do limite obtemos
| leuPau=o.
Qxgd—1
Utilizando o Teorema 1.28, deduzimos que (g, &) ¢ supp u. |

O campo vetorial sobre  x R4\ {0} definido por

Hyo.6) = (o0, g0 = €)= (0,6))

serd chamado de campo Hamiltoniano de p, e serd denotado por H,,.

A derivada de Lie de uma fungao f com respeito ao campo H, é definida por H,(f) =

d
op Of  Op Of
w00 =3 (5~ )

Jj=1
Uma curva Hamiltoniana de p é uma curva integral do campo H,, a qual é uma solugao

maximal s € [ — (z(s), £(s)) das equagoes de Hamilton-Jacobi

dp

0 .
_p(xaf)a 5 = _px(x7£) = _%7 (117)

{a‘cng@s,&) -2
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onde [ ¢ um intervalo aberto de R. Uma bicaracteristica nula é uma curva integral de H,

sobre a qual p = 0.

Observacao 1.6 Como Hyp =0, p € constante ao longo das curvas integrais de H,. De fato,

seja a(t) = (Hp)i(zo,&0) uma curva integral de H, comegando em (xo,&p). Entdo,

0 = Hypla(t))
= d<p)a(t)Hp(a<t))
= d(p)aw(t)

= (poa)(t).

Agora, da conexidade do dominio de «, a observacdao seque.

Lema 1.8 Assuma que p(x9,&) = 0 e X € uma funcao de classe C* em T°Q = Q x R?
a valores reais que nunca se anula. Entao, para todo t € (Ty,Ty) existe s; € R tal que
(Hp)i(zo,&0) = (Hap)s, (%0, &0). Mais ainda, existem Sy < 0 < Sy para os quais a aplicagdo
t — s; € um difeomorfismo de classe C* de (Ty, T1) em (S, S1).

1

5 € a = Ap. Como p = ab, pela Observagao 1.6 temos

Demonstragao: Vamos escrever b =
que (ab)((Hp)e(zo,&) = 0. J& que b nunca se anula, obtemos a((H,):(xo,&)) = 0 para todo
t € (Ty,T1). Assim,

_Odp  Oa ob da

i(t) = 3 a_§b+ 260 ba—f(rﬂ(t)f(t)),
) =~ =% a= 02" (a0, £01).
Escrevendo f(£) = b(z(t), £(1)), temos
(t) = F10) 5 (ol0).€0).
da

com z(0) =z e £(0) = &o- Agora, seja (y(t), n(t)) = (Ha)i(wo,€0) = (Hap)i(20, o) e defina

s(t) = /O H(s)ds.
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Em virtude do Teorema do Valor Médio e o fato que f nunca se anula, temos que f > 0 ou
f < 0. Vejamos que s é injetiva. De fato, sejam t1,ts € (Tp,T7) tais que t; # t5 e suponha por

contradigao que s(t1) = s(tz). Sem perda de generalidade, podemos supor que ¢; < to. Entao,

/Otl f(s)d“":/otzf@)ds:/otl f(s)ds+/:f(s)ds.

/tt2 f(s)ds = 0.

Do mesmo modo, se f > 0, entao fttf f(s)ds > 0 ese f < 0, entao fttf f(s)ds < 0, o que

Portanto,

nos dé uma contradigdo em ambos os casos. Consequentemente, s(t1) = s(t2). Mais ainda,
temos que s'(t) = f(t) # 0 para todo t € (Tp,T1). Dai, s é um difeomorfismo local de classe
C> e injetor. Como s(0) = 0, existe uma vizinhanga aberta de 0, (Sp, S7), tal que s é um
difeomorfismo de (Tp,T1) sobre (Sp, S1). Seja (2(t),v(t)) = (y(s(t)),n(s(t))) e note que

5(0) = §(s(0)s' (1) = f<t>§—§<y<s<t>>, n(s(1))) = f<t>§—§<z<tm<t>>,

(1) = s()3'(1) = —F() 2 (y((0), m(5(0))) = () o (2(8), (1),

com z(0) = y(s(0)) = y(0) = z9 e 7(0) = n(s(0)) = n(0) = &. Pela unicidade das solugoes,
obtemos que (x(t),£(t)) = (y(s(t)),n(s(t)). Portanto, as bicaracteristicas de Ap e p coincidem

a menos de um reparametrizacao. [ |

Podemos agora traduzir os Teoremas 1.26 e 1.27 em termos geométricos.

Teorema 1.30 Seja P um operador diferencial autoadjunto de ordem m sobre ) que admite

um simbolo principal p. Seja {uy. }r, uma sequéncia limitada em L2, () que converge fracamente

(m—1)

para zero, com uma m.d.m. p. Vamos assumir que Puy converge para 0 em H,,,

Entao o suporte de p, supp(p), € uma uniao de curvas do tipo s € I +— (x(s), égzg'), onde

sel— (x(s),&(s)) € uma bicaracteristica de p.

Proposicao 1.18 A menos de uma mudanca de varidveis, as bicaracteristicas do simbolo

principal do operador de ondas

p(t,JI,T, 5) = —p(I)TZ + K(l’)f : 57 5 = (517 U 7€n>7 (118>
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sao curvas da sequinte forma

£ (t,x(t)ﬂ', -7 ([;((f(%)))) ﬁt)) 7

-1
onde t — x(t) € uma geodésica de métrica G = (£ sobre €2, parametrizada pelo compri-
p

mento de arco.



Capitulo 2

Decaimento Exponencial Para O Sistema
Klein-Gordon Acoplado Por Velocida-
des

Neste capitulo vamos estudar a estabilidade exponencial de um sistema de equagoes
de onda semilinear posto em um meio nao homogéneo e sujeito sujeito a dissipagoes lineares

localmente distribuidas:
(p(2)uy — div(K (2)Vu) + v2u+ a(z)u, — y(z)v, =0 em Q x (0,00),
p(x)vy — div(K (x)Vo) + v?v + b(z)v; + y(x)u; =0 em Q x (0,00),

u=v=>0 sobre 09 x (0,R,), (2.1)
u(z,0) = uo(x), w(x,0) =ui(x) em (),
v(x,0) = vo(x), v(x,0) = v (x) em ()

\

onde Q C R d = 2,3, é um dominio limitado com fronteira suficientemente regular I' = 952,
p: Q=R Kk : Q—=R, 1<14,5<dsao fungoes de classe C* tais que para todo z € 2 e
§ERY,

ap < p(a) < Bo,  Kijlz) = kii(w), alg? <€ K(z)-€ < Bl (2.2)

onde ay, By, a, f sdo constantes positivas e K(z) = (k;j);; ¢ uma matriz simétrica positiva

definida. Denotamos por w a intersecao de 2 com uma vizinhanca de 92 em R
Observagao 2.1 Na equacdo (2.1) consideramos Vu como um sendo um vetor coluna.

Hipétese 2.1 As funcgoes nao-negativas a(-) e b(+), responsdveis pelo efeito dissipativo locali-

zado, satisfazem as sequintes condicoes:

a(-), b(-) € C°Q) com a(xr) > ag >0 emw CQ eblxr)>by>0emwC Q. (2.3)

Além disso, assumimos que v € WH>(Q) satisfaz

0<~v(x) <a(x) e0 <~v(x) <b(z) ¢s. em Q. (2.4)
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Vamos assumir também que as seguintes hipdteses sejam satisfeitas:

Hipétese 2.2 w controla ) geométricamente, isto €, existe Ty > 0, tal que toda geodésica da
-1
métrica G(x), onde G(x) = <%> viajando com velocidade constante igual a 1 e partindo

de t =0, encontra o conjunto w em um tempo t < Tj.

Hipétese 2.3 Para todo T > Ty, a tinica solucio u, v € C(]0,T[; L*(Q)) N C(]0, T[, H(Q))
para o sistema
p(x)uy — div(K (z)Vu) + Vi(z, t)u = Vs(x,t)v  em Qx (0,7,
p(x)vy — div[K (z) Vo] + Va(z, t)v = Vi(x, t)u em Qx(0,7T), (2.5)
u=v=>0 sobre w,
onde Vi(z,t), Va(z,t) e Vi(z,t) sio elementos de L=(]0,T[, L= (Q)), € a solugdo trivial

u=v=0.

A Hipétese 2.2 é chamada de Condicio Geométrica de Controle (C.G.C.). E sabido
que a C.G.C. é uma condigao necessdria e suficiente para o controle e estabilizagdo da equagao
da onda linear (veja [14], [20], [27], [30], [40], [74] e suas referéncias). Nessa diregao, vale
mencionar o trabalho de Beteld, Gulliver e Littman [58] onde os autores discutem a questao
das geodésicas fechadas no interior da regiao 2. Tais geodésicas fechadas tornam o controle
impossivel ja que as bicaracteristicas nuncam encontram a regiao onde o controle é posto.
Neste artigo, os autores mostram, no caso bidimensional, que a nao existéncia de geodésicas
fechadas no interior é também uma condicao suficiente para o controle. Por essa razao, neste
capitulo e pelo fato de nao termos nenhum controle sobre as geodésicas ja que estamos em um
meio nao-homogeéneo consideramos w uma vizinhanga de todo o bordo 0f2 e damos condigoes
sobre a métrica G = (K/p)~! de forma que todas as geodésicas desta métrica encontrem o
conjunto w em um tempo t < Tp. No caso geral, devemos assumir que a,b € C°(Q) e que as

seguintes hipoteses sejam satisfeitas:
(i) Vo € 09, a(zx),b(x) > 0,

(ii) Para toda geodésica t € I — x(t) € Q da métrica G = (K/p)~1, com 0 € I, existe
t > 0 tal que a(z(t)), b(z(t)) > 0.
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Observamos que se G = I; a condigao (i) implica que (ii) também é valida, ja que as
geodésicas sao linhas retas. Por outro lado, quando estamos com um métrica arbitraria, a

condigao (i) pode ser vélida sem que (ii) se verifique, por exemplo, se G admite uma geodésica

=

presa, conforme Figura 2.1.

Figura 2.1: Exemplos de geodésicas.

Observacao 2.2 E importante notar que a Hipotese 2.2 nao € trivialmente satisfeita para
toda matriz G = (K/p)~'. Veja em [10] exemplos em que essa situagdo ocorre. Quando
G = 1 entao as geodésicas sao linhas retas, e neste caso, elas vao necessariamente encontrar

a 1egiao w.

Por razoes ja discutidas, para uma métrica geral G = (K/p)~!, sem nenhuma condicio
adicional sobre a densidade p(x), a regido w estar localizada em uma vizinhanca da fronteira
de 2 pode nao ser suficiente para a estabilizacao. Uma maneira de superar essa dificuldade,
isto é, minimizar o maximo possivel a regiao onde o efeito dissipativo atua, é seguir as ideias
introduzidas por Cavalcanti et al. em [30] e [27]. Nesses artigos, os autores mostram que
dada uma variedade Riemanniana (2, G) com métrica G = (K/p)~! e w uma vizinhanca da
fronteira de (2, existe uma familia finita {V;},— ... » de conjuntos abertos com fronteira suave

tais que seus fechos sdo dois a dois disjuntos e V = U¥_, V; satisfaz

e med(V) > med(M\w) — € para todo £ > 0,

e V pode ser deixado sem dissipagao.

Assim, se considerarmos uma dissipac¢ao agindo em w e em (2\w)\V, entdo toda

geodésica da métrica G = (K/p)~! ird intersectar a regiao onde a dissipacao atua. Assim,
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nao existirao geodésicas presas dentro dos conjuntos V; para todo ¢ = 1,--- ,k os quais
estao livre de dissipagao, e assim, a Hipdtese 2.2 é satisfeita. Mais ainda, (Q2\w)\V pode ser
arbitrariamente pequeno, fazendo com que o volume da regiao onde a dissipacao atua seja tao

pequeno quanto possivel para uma métrica geral G = (K/p)~L.

Na Figura 2.2, a regiao w (em azul) em torno da fronteira 92 e (2\w)\V (uma malha
em cinza claro) ilustram a regiao onde a dissipagao atua na variedade (Q,G), G = (K/p)™1,
a qual pode ser considerada com medida arbitrariamente pequena, entretanto totalmente
distribuida sobre 2. A regiao V := z‘Qle (em branco) ilustra a regiao sem dissipa¢ao com

medida arbitrariamente grande e também totalmente distribuida em (2.

Figura 2.2: Malha.

Observagao 2.3 A Hipdtese 2.3 é chamada de Principio de Continuagao Unica. Con-
forme o trabalho [39], este tipo de condigcdo é geralmente assumido em resultados de con-
trole/estabilizac¢ao e a possibilidade de superd-la parece ser uma questao em aberto. Na se¢do
2.1, aplicamos as estimativas de Carleman de Dos Santos Ferreira [41] e Koch e Tataru [61]
para exibir certas situacoes onde o Principio de Continuacao Unica dado na Hipotese 2.3 é

valido pelo menos localmente.

2.1 Propriedade de Continuacao Unica

Vamos relembrar alguns resultados sobre a propriedade de continuacao unica para

operadores diferenciais. Para isto, utilizaremos as notagoes de Dos Santos Ferreira [41] e
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Koch-Tataru [61].
Seja P(z, D) um operador diferencial de segunda ordem do tipo principal real com
coeficientes de classe C'™° e u a solugao da equagao diferencial
P(x,D)u+V(z)u=0, v € QcCR? (2.6)

d
onde V € L e seja S uma hipersuperficie de classe C* em R? localmente definida por

S, = {reQ:v() > v(m)
S. = {zeQ:Y(x) <P(xo)} (2.7)

Dizemos que a solugao de (2.6) tem a propriedade de continuacao tnica através da hipersu-
perficie S se quando u se anula em S_ entao ela também se anula em uma vizinhanca de

xo.

Definicao 2.1 A hipersuperficie S = {x € Q : ¢(x) = P(xo)} € dita ser (estritamente)
pseudo-convexra em xy € §2 com respeito ao operador diferencial do tipo principal real P de

ordem 2 cujo simbolo princial € p sempre que

p(xo, &) = Hyp(z0,§) =0 = H;(Zbo,f) < 0 para todo & € R%.

Usando estimativas de Carleman do tipo (LP — L7), o seguinte resultado é provado por

Dos Santos Ferreira em [41]:

Proposicao 2.1 Seja P(z, D) um operador diferencial de ordem 2, definido em um conjunto
aberto Q C R?, d > 2. Suponha que exista M > 1, uma vizinhanca o de xq e uma funcdo

¢ € C™ wverificando {x € Qo : & # o, d(x) < P(x9)} C S_ tal que a estimativa de Carleman

(2.8)

2d
d+2

[l s, < Clle™"oP(a, DYu] |

¢ vdlida para toda u € C°(Qo) e 7 > M. Entao, se u € H' € a solucio da equagdo (2.6) em

d
QondeV € L}, eu se anula em S_, entao existe uma vizinhanga de xo na qual u se anula.

Inspirados na Proposicao 2.1, obtemos o seguinte resultado:
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Proposicao 2.2 Seja Pi(x, D) e Py(x, D) dois operadores diferenciais de ordem 2, definidos
em um conjunto aberto Q C R, d > 2. Suponha que exista M > 1, uma vizinhanca Qo de xg
e uma fungio ¢ € C* verificando {x € Qg : x # o, d(x) < d(xo)} T S_ tais que as sequintes

estimativas de Carleman

el s, < Cle™™Pu(e. Dy, (2:9)
€
el s, < Clle™Pafar. D)ol g, (2.10)

s@o vdlidas para todo u, v € C§°(y) e T > M. Entdo, a propriedade de continuagdo iunica é

vdlida para as solucoes do sistema

(2.11)

Pl(x,D)u+‘/1u: ‘/31}7
Py(z,D)v + Vov = Viu,

d
onde Vi, Vo e V3 sao elementos de L.

Demonstragao: Suponha que xy = 0 e (0) = 0 e seja x € C5°(£2p) igual a 1 em uma
vizinhanga €2y de 0. Aplicando a desigualdade de Carleman para as fungoes w; = xu, ws = Yv

d 2d_ 2d_
e observando que Lz - La-2 C L2, obtemos

e wnll as, e Palar, Dywl|_a

< e Pi(z, D) (xu)|

2d
Ld+2

< e ™ (xPi(z, D)u + [Pr, x]u)|

_2d
[ d+2
S Ve ™xv = Vie ™xu+ e TPy Xull |

d—2

S WVl g €0l g+ IVl g g el 2,

—7¢
e Pl g

onde K = supp(x). Isto é,

le™™wnl| 20, < [IV5] 2

o € X, + VAL g e xull 2

Nl P ], (2.12)

Ld+2
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Analogamente,

xullpa +1Vall g o eV pa,

Ld-2

le™ % wall 2 < VAl 4

L2(K H L2(K)

+ le7™ [Py, X]vl| 2a . (2.13)

Ld+2

Somando as desigualdades (2.12), (2.13) e organizando os termos, obtemos

||€_T¢X“HL% + ||6_T¢XU||L% N (||V1||L ,+ Vsl 4 K))HG_TQSXUHL%
—7¢
+(||V2||L +||V3||L2 K))He xvll | 2e,

+ e P xull, 2g + le™[Po XJ0ll 20 (2:14)

Ld+2

Entao, escolhemos x com o suporte suficientemente pequeno de forma que os dois primeiros

termos do lado direito da desigualdade (2.14) possam ser absorvidos no lado esquerdo, assim

le™™xull 20 +lle™™xvll 20 S lle™[PrxJull 2a + le”™[Po xJoll 2e. (2.15)
Ld-2 Ld-2

L d+2 Ld+2

Como [Py (z, D), xJu e [Py(z, D), x]v sdo operadores diferenciais cldssicos de ordem 1 suportados
em suppu N Qy\ Q C {¢ > 0} e suppvNQp\Q C {¢ > 0} onde temos que ¢ > ¢ > 0,

segue que

le™™xull pa + e xvll 20, S e (I[Pu(e, D) xlull za, + [P, D), X]vll 24,)

rLa-—z Ld+ [ d+2

AN

e " (ullgr + lvllm).
Portanto,
le™™=xull 20, + e ™Il a0, S Nl + o],

isto é, He‘T(‘ls_c)XuHL%2 + |]e‘T(‘l5_C)XvHLdsz2 ¢ limitado, o que é impossivel a menos que
u=v =0 onde ¢ < c. Isto completa a prova da continuagao unica. [ |
Argumentos analogos podem ser aplicados para provar a propriedade de continuagao

unica para sistemas hiperbdlicos acoplados de segunda ordem com coeficientes nao suaves e

potenciais em L% De fato, em [61] podemos encontrar o seguinte resultado:
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Teorema 2.1 Seja P um operador hiperbélico com coefcientes de classe C*. Seja ¢ uma
funcao estritamente pseudo-convexa com respeito a P. Entao, para toda fun¢ao compactamente
suportada u temos
le™ul| 2@en o 1 S|€™P(x, D)ull 2wy | 1, T > To. (2.16)
L d-1 Nr L E

“iH? d+3 4r4iH,

2(d+1) 1
Sejam X = L =T eY = i HZ, entdo a desigualdade (2.16) pode ser reescrita como:

le™ullxry < [le™ P (2, D)ul

X*4+Y*, T > Tp- (217)

Note que X NY < X, o que implica em X* < X* 4+ Y*. Da desigualdade (2.17) deduzimos
que,

leullx < [l P(x, D)ul

X+, T > Tp. (2.18)

Assim, temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.3 Sejam Pi(x, D) e Py(xz, D) dois operadores hiperbélicos de sequnda ordem
com coeficientes de classe C?. Seja ¢ uma funcgdo estritamente pseudo-conveza com respeito a

Py e P,. Entao a propriedade de continuacao unica € vdalida para solugcoes do sistema acoplado

{Pl(a:, D)u+ Viu = Vv (2.19)

P2(:C7D)U+‘/2U = ‘/E’)ua

onde Vi, Vo e V3 sao elementos de L5

2.2 Existéncia e Unicidade de Solucoes

Consideremos o espago de fase
H = H;(Q) x Hy(Q) x L*(Q) x L*(9),
o qual esta munido do produto interno

(w1, ug, ug, uq), (1, V2, V3,04) )3 = / Vu, - K(x)- Vv + Vuy - K(2) - Vg + pusvs + pugvy dz.
Q
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Denotando W (t) = (u, v, ut, v;) podemos reescrever o problema (2.1) como o seguinte
problema de Cauchy em H

oW
(1) = AW (t) + F(W(t) (2.20)

W(()) = ('LL(], Vo, U1, vl)a

onde o operador linear nao-limitado A : D(A) — #H ¢é dado por

0 0 I 0
0 0 0 I
A= Laiv(E (@)V() 0 “La(@)I() +iy@ie) [ @22
0 Ldiv(K(@) V() —y(@)I() —Lb()I()
isto é,
A(u,v,w, 2) (2.22)

com dominio

D(A) = (H*(Q) N HY()* x (HA(Q))? (2.23)

e F:H — H é o operador nao linear
L, L
F(u,v,w,z) = (0,0, ——v7u, ——uv | . (2.24)
P P
Agora, estamos em condigoes de estabelecer o resultado de boa-colocagao para o problema

(2.20), o qual assegura que o problema (2.1) é globalmente bem posto.

Teorema 2.2 Assuma que as hipdteses sobre p e K sdao satisfeitas e que (ug, v, ui,v1) € H.
Entao, o problema (2.20) possui uma unica solugao mild W € C([0,T]; H). Mais ainda, se

(uo, v, ur,v1) € D(A), entao a solugio € regular.

Demonstracao: Primeiramente vamos mostrar que o operador A : D(A) C H — H

A

definido por (2.23) e (2.24) gera um Cp-semigrupo de contracgoes e”* no espago de energia H.

De fato, é facil ver que para todo (u, v, w,z) € D(A), temos

(AU, U) = —/Q (a(@)|w]? + b()|=?) dx <0, (2.25)
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o que mostra que o operador A é dissipativo. A seguir, provaremos que I — A = H, provando
a boa-colocagao do problema linear associado utilizando o bem conhecido Teorema de Lumer-
Phillips. De fato, para qualquer (f, g, h, k) € H, resolvemos a equagao (I — A)(u,v,w, z) =
(f,9,h,k) a qual pode ser reformulada da seguinte forma:

u—w:fEH&(Q),
v z=ge HQ).

2.26
w— %div(K(z)Vu) - %a(m)w — %7(93 =h e L*(Q), (2.26)
z— %div(K(az)V@) + %b(:c)z + %”y(a:)w =k e L*(Q).
De (2.26) obtemos
w=u-— fa
(2.27)
z2=v-—g.
Substituindo as equagoes de (2.27) nas duas tltimas equagoes de (2.26), segue que
1 . 1 1
u—f—=div(K(x)Vu) + —a(z)(u — f) = —(z)(v — g) = h,
# i ? (2.28)
v—g— ;div(K(x)Vv) + ;b(m)(v —g)+ ;v(x)(u —f)=k.
Equivalentemente,
pu — div(K(2)Vu) + a(z)u — y(@)v = a(z) f +v(x)g + p(f + h),
(2.29)
pv — div(K (x)Vv) 4+ b(x)v + y(z)u = b(x)g + v(z) f + b(z)q + p(g + k).
Definamos
a: Hy(Q) x Hy(2) x Hy(Q) x Hy(Q) — R
dada por
a((uy,vy1), (ug,v2)) = / puius + (Vul)TK(x)VUQ dx + / pauy s dr — / PYV1 U dT
Q Q Q

+ / pv1vy + (Vuy) " K (2)Vuy do + / pbuovs dx + / PYUL Vo AT
Q Q Q
(2.30)

Entao, a(-,-) é bilinear, continua e coerciva. Do Teorema de Lax-Milgram, dado

(ao,bo) = (a(x)f +~(x)g + p(f + h),b(x)g + v(x)f + b(z)qg + p(g + k) ,

existe um tnico (u,v) € HY(Q) x H}(Q), tal que

a((u,v), (x,n)) = (ao,X>H—1(Q),Hg(Q) + (bo,77>H—1(Q),H3(Q) para todo (x,n) € H&(Q) X H&(Q)-
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Tomando y € C§°(2) e n = 0 deduzimos que

pu — div(K (z)Vu) = ag — au + yv em D'(Q)
e consequentemente,

pu — div(K (x)Vu) = ag — au + yv em L*(Q).
Procedendo da mesma forma, deduzimos que

pv — div(K (1)Vv) = by — bv — yu em L*(£2).

Da regularidade do problema elitico, segue que (u,v) € (H 2(Q))Q, e, consequentemente,
(u,v,w, z) € D(A), o que nos da a solugao desejada. Pelo Teorema 1.21 obtemos D(A) = H.

Assim, A gera um Cy-semigrupo de contragoes em H pelo Teorema de Lumer-Phillips.

Agora, vamos mostrar que o operador nao-linear F : H — H dado em (2.24) é
localmente Lipschitz. Dado um conjunto limitado B em H, existe R > 0 tal que ||U]| < R

para todo U € B. Sejam U = (uy, ug, us, uy) € V= (v1, v, v3,v,) elementos de B, temos que

2

1 1
170 = VI = (0.0~ v, s — ohun) )
P p H
1 2 2 2 1 2 2 2
= ||=(vav1 — uquy) + || = (vive — ujuz)
P L2() P L2()
1 2 1 2
= ||=(viv; — udvy + udvy — uju;) + H—<U%U2 — uTvy + vy — uug)
P L2(Q) P L2(Q)
1 2 1 2
— 22— g =] R - e+t e
L2(Q) L2(Q)
1 2 1 2
S E R I e
P 2 P L2(Q)
1 2 1 2
+ ‘ —U%(Ul — Ul) + ‘ —U%(Ug — Ug) (231)
P L2() P L2(Q)

Vamos mostrar que cada um dos termos em (2.31) é limitado por uma constante positiva que

depende de R multiplicado por |U — V||. Para isto, sejam i,j € {1,2} e considere i # 7,
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entao pela desigualdade de Holder obtemos

2
1
. = / —2|vi—ui|2|vi—|—u,-|2|vj|2dx
L2() QP
1 2
3 3
< ( lv; — u,~|6 dw) (/ lv; + ui|3|vj|3dx)
Q Q
1 1 1
3 2 2
(/ lv; — ug)® dx) (/ |vj|6dx) (/ s + ;| dm)
Q Q Q

||Uj||%6(n)||vz‘ + Ui||2L6(Q)||Ui - Ui“%ﬁ(g)

wlro

N

S ||Uj||%6(ﬂ) <||Ui||%6(ﬂ) + ||Uz||%6(sz)> Jvi — Ui“%ﬁ(n)
S Nvillz o) <||Uz‘||§13(n) + ||Uz‘||fqg(m) v — will 3 @)

S2RU - VI3, (2.32)

Do mesmo modo, temos que

1
H—u?(vi — u;)

2 1
:/ﬂﬂ%mw—mﬁm
P Qp

L2(2)
%
< (/ |uj|6dx) (/ |Ui—ui|6dx>
Q Q

S sl llvi = will o)

S HUJ'H?{(%(Q)HUZ' - UiH?{g(Q)

S R|v; — Uz‘”?qg(g)

S RYU - V|3, (2.33)
De (2.31), (2.32) e (2.33) segue que

IFU = FVI5 < CR)IU = Vi

provando que F é localmente Lipschitz. Dai, pelos Teoremas 1.22 e 1.23, o problema de

Cauchy (2.1) tem uma tnica solugao mild
t
Wﬂﬂ—emﬂqm+i/eN“QfUVﬁﬁmapmauﬁotEmﬂhw)
0

Vamos provar agora que Ty, = 0o. De fato, pelo funcional de energia definido em (0.2),

temos

%awa:—éaﬂm@ﬁmm—éu@mmwwa
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o que mostrar que E,,(t) é ndo-crescente com E,,,(t) < E,(0) para todo t € [0, Tyax). Por

outro lado, temos

Eu,v(t) > %/Qp(x”ut(;p’t”? + P<$)|Ut({£,t)|2 dr
+ %/QVu(a:,t)T K (z) - Vu(z, t) + Vo(z, )T - K(z) - Vo(z, ) da

1
- 5”(“7 U, Uy, Ut)H%—l

Assim,

1
§||(u,v,ut,vt)||3{ < E,(t) < E,(0), para todo t € [0, Tiax)-

Portanto, as solugoes locais nao podem explodir em um tempo finito mostrando que T},., = 0co.

2.3 Estabilidade Exponencial

Nessa secao, provaremos o principal resultado deste capitulo, a saber:

Teorema 2.3 Sob as Hipdteses 2.1, 2.2 e 2.3, dado R > 0, existem contantes positivas C' e

v tal que a sequinte desigualdade € vdlida
Eu.(t) < Ce " E,,(0), t >0, (2.34)

para toda solugdo fraca do problema (2.1) desde que E,,(0) < R.

Observagao 2.4 Por argumentos padroes de densidade € suficiente trabalhar com solugdes

requlares, uma vez que a taxa de decaimento (2.34) pode ser recuperada para solugées fracas.

A fim de provar o Teorema 2.3 e tendo em mente que o problema (2.1) satisfaz a
propriedade do semigrupo, entao, em vista da identidade da energia associada ao problema

(2.1), a saber,

Eu,v<t2) - Euv tl - / / |Ut Z, t |2 dxdt

—/ / b(x)|vs(x,t)|* dodt, para todo 0 <t <ty, (2.35)
Q
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é suficiente provar a seguinte estimativa de observabilidade:

Lema 2.1 Para todo T > Ty e todo R > 0, existe uma contante positiva C' > 0 tal que a

desigualdade

Ful <c// sz, )2 + b(@) vz, £) 2 dedt, (2.36)

¢ vdlida para toda solu¢ao reqular u do problema (2.1) se os dados iniciais satisfazem

E,(0) <R. (2.37)

Demonstragao: Argumentamos por contradi¢ao. Assuma que (2.36) nao é vélida. Entao,
existe uma sequéncia {u",v"} de solugoes regulares para o problema (2.1), de acordo com o

Teorema 2.2, tal que os dados iniciais satisfazem
Eynn(0) < L, para todo n € N, e algum L > 0, (2.38)

e, além disso,

By o (0)
S Jo Jo al@)up(a, ) + bla)|vf(x, t)|? dadt

De (2.39) obtemos

Jo Jo a@)[up (z, )12 + b(a) v (x, 1)|* dadt _

li 2.40
Levando (2.38) e (2.40) em consideracao, deduzimos que

lim / / D)t (a2 + ba) o, )2 ddt = 0, (2.41)

n—oo

e como a(x) > ag > 0 q.s. em w de (2.41) obtemos

lim/ /|ut z,t)|* dxdt = 0, (2.42)

n—oo

e também, como b(z) > by > 0 q.s. em €2 obtemos

T
lim/ /\U?(x,t)|2d:cdt:0. (2.43)

n—oo 0
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Como Eyn n(t) é nao-crescente e { Eyn ,»(0)} é uma sequéncia limitada, obtemos uma

subsequéncia, a qual ainda serd denotada por {(u™,v™)} a qual verifica
(u™,v™) = (u,v) em (L>(0,T; Hy(Q)))?, (2.44)

(ul, ul) = (ug, vy) em (L°(0,T; LA(Q)))2. (2.45)

Pelo Teorema de Aubin-Lions-Simon, deduzimos, para uma eventual subsequéncia, a

qual serd denotada pela mesma notacao, que

(u",v™) — (u,v) em (L>(0,T; L9(2)))?, para todo q € [2,6). (2.46)

De (2.46) inferimos

(v™)?u™ — v*u q.s. em Q x (0,7)

(u™)*v" — v*v q.s. em Q x (0,7).

Mais ainda, ((v™)?u™) e ((u™)*v") sao limitadas em L?(0,T; L?(£2)). De fato,

T T
/ /|(v”)2u"|2dxdt:/ /|U”|4|u”|2dxdt
o Ja o Ja
S/ (/ |v”|6dx) (/ |u"|6d$) dt
0 Q 0

T
T
n||14 n
= [ " zsgey llu" ooy dt
0

< 0" 1280 zezs @ 1™ 20,280

S anHLoo(o,T;Hg(Q))HunH%oo(o,T;Hg(Q)) < 0.
Analogamente obtemos a limitagao de {(u")?v"}. Pelo Lema de Lions, concluimos que
(v™)?u" — vu e (u")*v" — vPv em L*(0,T; L*(Q)). (2.47)

Neste ponto iremos dividir a prova em dois casos: (i) u # 0ewv # 0e (ii) (u,v) = (0,0).

Observemos que estes sao os unicos casos que devem ser considerados. De fato, se u = 0 entao
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necessariamente v = 0 j& que se tomarmos a seguinte sequéncia de problemas em consideragao

(

p(z)ul — div(K(x)Vu™) + (v")*u™ + a(z)u} —y(x)vP =0 em Q x (0,7),
p(x)vp — div(K (x)Vo") + (u™)?0" + b(z)v! + y(x)up =0 em Q x (0,7),

u=v=0 sobre 99 x (0,T), (2.48)
u"(x,()) = ug(x), ut(x,()) = u?(m) el Q7
(0" (2,0) = vg(x), v} (z,0) = vf(z) em 2,

e passando ao limite em (2.48) e levando (2.40), (2.42), (2.43) e (2.44)-(2.47), em consideracao,

tendo em mente que 0 < vy(z) < a(z) e 0 < vy(x) < b(z) obtemos, no sentido das distribuicoes,

p(x)vy —div(K(z)Vo) =0 em Qx (0,7), (2.49)
v =0 em w x (0,7), '

e para z = v; de (2.49) inferimos
p(z)zy —div(K(2)Vz) =0  em Qx (0,7), (2.50)
z2=0 em w x (0,7, '

o que implica que z = v; = 0 e de (2.49) deduzimos que v = 0. Analogamente, se v = 0 entao

u = 0.
Caso (i): u#0ewv #0.

Tomando a seguinte sequéncia de problemas em consideracao

p(x)ul — div(K(x)Vu™) + (v")*u"™ + a(z)uf —y(x)vP =0 em Q x (0,7),

p(x)vr — div(K (x)Vo") + (u")*0" + b(z)v! + y(x)uf =0  em Q x (0,7), (2.51)
u™(x,0) = uf(z), u(z,0) = u(x) em (), '
v"(x,0) = vy (x), v} (z,0) =0} (x) em (2,

e passando ao limite o sistema (2.51) tendo em vista (2.40), (2.42), (2.43) e (2.44)-(2.47), e
fato de 0 < y(z) < a(x) e 0 < y(x) < b(x), obtemos, no sentido das distribuigoes,
p(x)uy — div(K(z)Vu) +v*u=0 em Qx (0,7),

p(x)vy — div(K(x)Vo) +v?*v =0 em Qx (0,7), (2.52)
up=v =0 em w x (0,7

e para w = u; € z = v; de (2.52) inferimos

p(x)wy — div(K (z)Vw) + 2vuz +v*w =0 em Qx (0,7),
p(x)zy — div(K(2)V2) + 2uvw + u?2 = 0 em Qx (0,7), (2.53)
w=z=0 em w x (0,7).
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Definindo Vi (, x,t) = v?, Va(x,t) = u? e V3(x,t) = —2uv, o sistema (2.53) pode ser reescrito
como
p(x)wy — div(K (x)Vw) + Vi(z, t)w = Vi(x,t)z em Q x (0,7),
p(x)zy — div(K (2)Vz) + Va(x, t)z = Vi(z, t)w em Qx (0,7), (2.54)
w=z=0 em w X (0,7,
Utilizando a Hip6tese 2.3, concluimos que (w, z) = (0,0), e, consequentemente de (2.52) segue

que u = v = 0, o que é uma contradicao.
Caso (ii): (u,v) = (0,0).

Agora, definamos:

un
ay, = |Eyn (0 1/2, wh = — e 2" = —. 2.55
[Bun e (0)] - - (2:5)
Vamos considerar a seguinte sequéncia de problemas:

(

p(z)w — div(K (z)Vw™) + a2 (2")?w"™ + a(x)w} —v(z)z =0  em Q x (0,7),
()2 — div(K ()V2") + 022" + ba)sf + 1 (@)uf =0 em Qx (0,T),

Wy, = 2, =0 sobre 09 x (0,7),
w™(z,0) = wj(x) = %, wy(z,0) = wi(x) = a—l em (2,
2"(z,0) = 2 (z) = %, 2 (x,0) = 2 (z) = Z—l em (2.

(2.56)

Multiplicando a primeira equagao de (2.56) por w}" e a segunda por z}" e realizando integragao

por partes deduzimos que

1
Ewn,zn (t) - ?E’U«n,vn (t) (257)

Nao é dificil verificar que E,,, .»(0) = 1 para todo n € N. A fim de obter uma contradi¢ao

vamos provar que Ey,n» .n(0) converge a zero. De fato, de (2.40) e (2.55) temos que

lim / / z)w}(z,t)|* dedt = 0, (2.58)
n—oo

lim / /Q b()| 21 (x, £)[2 dadt = 0. (2.59)

n—oo 0

Ja que a(x) > ag > 0 q.s. em w de (2.58) inferimos

lim/ /|wt z,t)|? dedt = 0, (2.60)

n—oo
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e também, como b(x) > by > 0 q.s. em w, de (2.59) temos

T
lim / /]zf(w,t)]Qd:Udt =0. (2.61)
0 w

n—o0

Além disso, da limitacdo E,n .»(0) < C deduzimos que para uma eventual subsequéncia

de {w", 2"} que

(w™, 2") = (w, z) em (L™®(0,T; Hy (Q)))?, (2.62)

(wf, 27) = (wy, ) em (L(0,T5 L*(%2)))> (2.63)

Novamente, pelo Teorema de Aubin-Lions-Simon temos para uma eventual subsequéncia, a

qual ainda sera denotada pela mesma notacao, que

(w™, 2™) — (w, z) em (L>=(0,T; LY(R)))?, para todo ¢ € [2,6). (2.64)

Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequéncia de («,) ainda denotada

pela mesma notagao, tal que o, — « € [0, 4+00). Se a = 0, como

a,w" =u" — 0 em L>(0,T; H&(Q»)Z: (2.65)

a2 =v" — 0 em L>(0,T; Hy(52)), (2.66)

tomando (2.58), (2.59), (2.60), (2.62), (2.63), (2.65) e (2.66) em consideracao, passando ao

limite o sistema (2.56) obtemos

p(z)wy — div(K(z)Vw) =0 em Qx (0,7),
p(x)zy — div(K (z)Vz) =0 em Qx (0,7), (2.67)

wy =2 =0 em w x (0,7).
Para ¢ = w; e ) = 2z de (2.67) inferimos

p(z)py — div(K(x)Ve) =0 em Qx (0,7),
p(x)hy — div(K(x)Vy) =0 em Qx (0,7), (2.68)
p=1v=0 em w x (0,7,

o que implica que ¢ = 1) = 0 e, consequentemente de (2.67), w = z = 0.
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Agora, vamos considerar a > 0. Entdo, passando ao limite o sistema (2.56) chegamos

em
p(x)wy — div(K (z)Vw) + o?2?w =0 em Qx (0,7T),
p(2)zy — div(K(2)V2) + ?w?z = 0 em Qx (0,7), (2.69)
wy=2=0 em w x (0,7).

Para ¢ = w; e ¥ = 2, de (2.69) inferimos

p(x)py — div(K (2)Vw) + 2a%2w + o220 =0  em Q x (0,7),

p(2)y — div(K (2)V) + 202wzp + a?w?y =0  em Q x (0,7), (2.70)
p=9v=0 em w x (0,7).
Denotando Vi (z,t) = a?2? |, Va(x,t) = o*w? e Vi(x,t) = —2a?zw podemos reescrever (2.70)

CcOo1mo

p(x)on — div(K (2)Vw) + Vi(z,t)o = Va(z, 1) em Qx(0,T),

p=1=0 em w x (0,7).
Empregando a Hipétese 2.3, de (2.71) segue que (¢, ) = (0,0) e assim, w = z = 0. Portanto,
em qualquer caso w = z = 0. Como consequéncia disso w = z = 0 em todas as convergéncias

em (2.62)-(2.64).

Procedendo da mesma maneira como em (2.47) e utilizando o fato que w = z = 0,
obtemos

a2(2")w™ — 0 e a(w")?z" — 0 em L*(0,T; L*(Q)). (2.72)

Sejam

F" = a2 (2" w" + a(z)w) —y(x)2f =0  em Q x (0,T),

n

n._ 2
G" =

(w™)22™ + b(z) 2! + y(z)w! =0 em Qx (0,T),

temos das convergéncias anteriores que F", G" sao limitadas em L2(0,T; L*(€2)). Como

consequéncia disso, as estimativas de Strichartz asseguram que

HwnHL‘*(O,T;Lu(Q))a Hzn”L‘l(O,T;LlQ(Q)) S C = C(T), para tOdO t e [O, T],
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de onde deduzimos que
e oy = b [ [ 1G P dw .73
< a / 1) s 0™ () ey

T
S ap HwnHQCO([o,TJ,L‘lm))/O 12" (#) || 722y dE — O,

nao importando se a,, — 0 ou se a,, — « > 0. De fato, no primeiro caso

“wnH%’O([O,T],L“(Q)) HZnHi‘*(O,T;LlQ(Q))

¢ limitada e no segundo caso temos que ||w"||co(o7),z4(0)) — 0 em vista do Teorema de

Aubin-Lions-Simon e o termo a? ||z"||i4(07T;L12(Q)) é limitado. Analogamente, deduzimos que
2 2_n2
| (w™) ZnHL2(O,T;L2(Q)) — 0. (2.74)
Lembremos que nosso objetivo é provar que E,n .»(0) converge a zero, onde

1
Furonlt) = 3 / pluf (@, O + plz (e, D + (Ve (@,0) - K(2) - Vo' (2,t) da

1

+§ /Q(Vz”(x, )T K(x) - V2"(2,t) + o2 (w"2")? dx.

Vamos utilizar a seguinte notacao,

= —pd? — Z Oy, (K

i,7=1
Entao temos as seguintes convergéncias a zero: (2.58), (2.59), (2.64), (2.73) e (2.74). Tendo

em mente que 0 < vy(z) < a(z) e 0 < y(x) < b(z), deduzimos

Pw} — 0 em H_ ' (Qx (0,T)) (2.75)

oc

Pz = 0em H,,

loc

1(Q % (0,T)). (2.76)

Vamos denotar por p; e us as medidas microlocais de defeito associadas a {w}'} e {z}'}
em L*(Q2 x (0,T)), as quais existem em virtude do Teorema 1.25. Entao, da Hipdtese 2.2,

deduzimos dois fatos:
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(i) Os suportes das medidas p; e po estdo contidos no conjunto caracteristico do

operador de ondas {72 — /—1)£T - K(z)-&=0}.

(ii) 1 e pe se propagam ao longo do fluxo bicaracteristico deste operador, o que
significa, em particular que se algum ponto wy = (o, to, o, 7o) nao pertence a algum dos
conjuntos supp(p1) ou supp(pe) entao toda a bicaracteristica partindo de wy permanece fora

de supp(pu) ou supp(pz).

De fato, de (2.75), (2.76) e o Teorema 1.26 deduzimos o item (7).

Além disso, pela Proposi¢ao 1.18 e o Teorema 1.30 , segue que supp(u;) C (€ x

(0,T)) x S ¢ uma uniao de curvas do tipo

B +1 FG(2)d
te(—ee)»my(t) = (t,x(t), TG Vit ]G(w)x|2> , (2.77)

onde t € I — z(t) € Q é uma geodésica da métrica G(z), para i = 1, 2.

Como w = 0 e z" = 0 em L*(w x (0,T)), temos pelo Teorema 1.29 que pi; = s = 0

em w e consequentemente supp(uy) C (Q\w) x (0,7) e supp(p2) C (2 \ w) x (0,7).

Por outro lado, seja (to, zo, 70, &0) € supp(p1) Usupp(uz). Como as geodésicas partindo
de pontos dentro de Q\w, entram necessariamente na regiao w, entao para qualquer geodésica
da métrica G, com 0 € I existe t > 0 tal que m(t) ndo pertence a supp(u1) e supp(uz) e
assim, m4 (o) também nao pertence, o que mostra a validade do item (iz). Assim, supp(p;) e
supp(pg) sio vazios. Como consequéncia disso, temos que w” — 0 e 27" — 0 em L2 (2% (0,7)).

J& que, v' — 0 e 2 — 0 fortemente em L*(w x (0,7)) deduzimos que

wy — 0 em L*(0,T; L*(2)) (2.78)

2 — 0 em L*(0,T; L*(2)). (2.79)

Agora vamos mostrar que E,n» .»(0) converge a zero. De fato, consideremos a seguinte fungao

de corte

e C0,T), 0<6(t) <1, 6()=1em (¢, —¢).
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Multiplicando a primeira equagao de (2.56) por w"f, a segunda por z"f e integrando

por partes, inferimos que

[ o [ ot i~ [0t [ gy doas (280

T /0 “o) /Q (V)T - K(z) - Vo dadt + o? /0 "o /Q (") (w")? drdt

—|—/0T0(t)/ﬂa( o dxdt—/OTQ(t)/Qy( opu dedt = 0

—/OTH(t)/Q p())a0 \2dxdt—/0T9’(t)/Q (2)202" dudt (2.81)

+/OT0(t)/Q(Vz”)T.K(x).vz”dmdt+ai /OTH(t)/Q(z")Q(wn)? dudt

+/0T9(t)/9b( Janen dxdt+/0T9(t)/ny( yup 2" dadt = 0.

Considerando as convergéncias (2.58), (2.59), (2.62)-(2.64), (2.72) e tendo em mente que
w=z=0de (2.80) e (2.81) deduzimos que

T T
lim 0(t) / (Vu™T - K(z)-Vu"dzdt =0e lim 0(t) / (V2T K(x) - V2" dadt = 0,
n—-+o0o 0 Q n—-+o0o 0 Q
o implica em
T—¢ T—¢
lim / (Vw™) -Vuw"drdt =0e¢ hm / (Vz") - V2" dxdt = 0.
n—+00 n—+00

Também temos que

T—e
/ / da:dt—)O

Combinando as convergéncias acima obtemos
T—¢
/ oo (t) dt — 0.
3
Entao, como a energia é nao-crescente segue que
(T —2&)Eyn (T — ) — 0.
Pela identidade da energia segue que

T—e
Ew”,z"(T - 6) - Ew”,zn (€> = _/ CL<$>|U);L(LE7 t)‘2 + b(m)\zf(a:, t>’2 d.Tdt,
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que combinado com (2.58), (2.59) e a arbitrariedade de € > 0, nos d& Eyn .»(0) — 0 quando

n — 400, como desejavamos provar. [ |

Observacgao 2.5 Observe que se ao invés de assumirmos que 7y satisfaz a relagdo com a(x)
e b(z) dada em (2.4), assumirmos que suppy C w, o resultado no Lema 2.1 permanece vdlido

e portanto o resultado de estabilidade dado no Teorema 2.5.



Capitulo 3

Estabilidade Uniforme de um Modelo
Linear Sujeito a Uma Dissipacao Nao-
Linear

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta e com bordo onde g denota a

métrica Riemanniana de classe C*°. Neste capitulo, investigaremos a estabilidade do seguinte

sistema )
u — Agu — y(x)vy + a(x)g(u) =0 em M x (0,400),
vy — Agv + y(z)uy =0 em M x (0,+00),
u=v=0 sobre OM x (0, +00), (3.1)
u(z,0) = up(x), u(z,0) = ui(x) em M,
v(x,0) = vo(z), ve(z,0) = vy (2) em M.

\

Supomos que a fungao g satisfaz as seguintes hipdteses:
Hipétese 3.1 i) g(s) € continua e mondtona crescente
it) g(s)s > 0 para s # 0,
iii) Als| < g(s) < Bls| para |s| > 1,
onde A e B sao duas constantes positivas.

Também assumimos as seguintes condig¢oes sobre os termos de amortecimento e o
acoplamento:
Hipdtese 3.2 a, v € L>®°(M) sdo fungoes ndo negativas tais que
a(x) > a9 >0, quase sempre em M,, (3.2)

onde M, é um subconjunto aberto de M que contém M \'V e o subconjunto V' é o conjunto

construido no Teorema 6.6 de [30]. Ezistem duas constante positivas ¢y e ¢y tais que

a(z) < cay(z) e vy(z) < ca(z), Ve M.



72

Definimos a energias das solugoes do sistema (3.1) por

1 1

€1 (t) e (t)
Com o objetivo de provar o decaimento da energia para o problema (3.1), comegamos estudando

0 seguinte sistema:

uy — Agu = f em M x (0,4+00),
u=0 sobre OM x (0, 400), (3.3)
u(z,0) = ug(x), u(z,0) =us(xz) em M.

Lema 3.1 Sob as hipdteses acima, existe uma constante positiva C, tal que para todo
(ug,w1) € HY(M) x L*(M), toda f € L*((0,00); L*(M)) e todo T > 0, a solugdo de (3.3)
satisfaz

/OTe(t)dt <Ce(T)+C UOT/M[W + a(z)|ug)?] dM dt| (3.4)

onde e(t) = %/ (Jue|® + [Vul?) dM.
M

Demonstragao: Primeiramente, lembramos o resultado do Teorema 6.6 em [30], a saber:
Para todo ¢ > 0, existe um subconjunto aberto V' C M e fungoes suaves o, k : M — R

tais que med(V') > med(M) — e, med(V NOM) > med(OM) — e, Va|y =0 e tais que a e k

T T Ak
C/ / [uf + |Vul?] dM dt < / / (— — oz) urdM dt (3.5)
o Jv o Jv\ 2

’ 2 Ak 2
+ Vk(Vu,Vu) + | a — > \Vul|*| dM dt,
o Jv

para alguma constante positiva C' e além disso,

satisfazem

(Vk,v) <0 sobre OM NV. (3.6)
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Utilizando a Proposigao 4.1 e o Lema 4.2 de [30] com H = Vk, (3.5) e (3.6), inferimos que
T T
20/ e(t)dt < (J*/ / [uj + [Vul?] dM dt
0 o Jmyv

+ [/Mut (VE, Vu) dM]T [/Mutau dM]T

0 0
+ /OT/Mfau dM dt‘Jr /OT/Mka;,vm dM dt‘ (3.7)
+ /OT/M\V (Vu,Va)udM dt‘

T
/ / (VE,v)|Vul* dOM dt‘
o Jomnmn\v)

_|_

L1
2

onde C* = C*(C, a, k).

Denotemos

X = [/M w (Vk, Vu) dM]T+ UM wo dM]T. (3.8)

0 0

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e de Young ab < % +vb?, onde v é um nimero positivo,

obtemos

/OT/Mf<Vk,Vu> dM dt’ < R;/OT/MW dM dt+2v/0Te(t)dt, (3.9)

e pelo mesmo argumento e a desigualdade de Poincaré, temos

T RQCM T T
/ / fau dM dt‘ <2 / / |f|? dM dt + 20/ e(t)dt, (3.10)
0o JM 16v Jo Ju 0

onde
Ry = I;le%de(xﬂ and Ry = I;qe%{|a(x)|
Assim,
T T
/ / (Vk, ) [Vul? dOM dt < C’/ / Yl dOM dt
0 OMN(M\V) 0 M\V (311)

T
< C/ / (H,,v) (0,u)* dOM dt,
o Jom

para alguma constante positiva C.
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Escolhendo v suficientemente pequeno e utilizando (3.8)-(3.11) em (3.7) obtemos
T T T
/ e(t)dt < |x|+ 01/ / |f|> dM dt + 01/ / la(z)u] + |Vul?] dM dt
0 o Jm o Jmv

T
+01// |u|2dM dt,
o JM\V

onde ('} é uma constante positiva que depende de Ry, Rs, ag, k e .

(3.12)

Seja M uma extensio de M (veja Lema 6.4 em [30] para mais detalhes). Note que
também podemos estender V' e M, para subconjuntos abertos V e M, de M, respectivamente,

de tal forma que V tem fronteira suave e V C M,.
Agora seja € > 0 tal que

Q. = {x € M; dist (z,0V) < e} cC M,

¢ uma vizinhanca tubular de oV e we = W UM\ V esté contido em M,.

Procedendo como em (7.73)-(7.81) de [30], obtemos a existéncia de uma constante

positiva C' > 0 dependendo de Ry, Ry, ag, € e () tal que

/OTe(t)dt < Ce(T)+C [/OT/M[|f|2+a(x)|utl2] IM di

T
+C/ / uf? dM dt.
0 We

Agora, nosso objetivo é absorver o tltimo termo do lado direito da desigualdade (3.13).

(3.13)

Para fazer isso, trazemos as ideias de [7]. Fixe a varidvel ¢ e considere a solugao z do seguinte

problema elitico no espaco:

Agz = M,
gz =7(r)u em (3.14)
z2=0 sobre OM.
Dai, z e z; satisfazem as seguintes estimativas
2l L2y < C/ y(z)ul* dM, (3.15)
M

|l zell 2(any < C/ 7(x)|ut|2 dM. (3.16)
M
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Multiplicando a primeira equagao de (3.3) por z e integrando por partes, obtemos

/ / 2)[uf? dM dt
:{/)szW} (/ /) iz — f2) dM dt.

Portanto, utilizando as estimativas (3.15)-(3.16) na relagao acima, obtemos para todo & > 0:
/ / \u|2det<—/ / x)|ul® dM dt
< C/ / (x)|ul® dM dt (3.17)
SC(e(T)—l—e(O))—ira’/o dt+—/ / (z)|ul* dM dt

+§/T/ |f|? dM dt

o Ju

:C(2e(T)+/T/ futhdt)—l—e’/o dt—l——// x)|ul* dM dt
—/ /|f\2det

325’/0 e(t) dt + Ce(T +CE///|f|2det+Oaz// ) |ug|? dM dt.

Inserindo (3.17) em (3.13) e escolhendo £ suficientemente pequeno, obtemos a desigualdade

desejada. [ |

Proposicao 3.1 Para T > 0 suficientemente grande, a solug¢io do sistema (3.1) satisfaz

<c/ / g2 + (@) wf?] dM dr. (3.18)

Demonstragao: Aplicando o Lema 3.1 na primeira equagao de (3.1) com f = y(z)v; —

a(x)g(u) e e(t) = ey (t), inferimos que
/T el(t)dt
< Ga® | [ [ Pl + @l + awluf] di df

< T)+ Cy [ i /M () v 4+ a(@)|g(u) |* + a(x)|w]?] dM dt} . (3.19)
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De forma anéloga, aplicando o Lema 3.1 na segunda equagao de (3.1) com f = —vy(x)u; e
e(t) = ey(t), deduzimos que
T
/ ea(t)dt < Coeo(T) + Cs [ o) |ue|” + a(z)|v]?] dM dt}
0
< CED G| [ [ 2)fual? + () ) dM dt] C (320)
<c

onde utilizamos sucessivamente que y(z) < cpa(x) e a(x) < ¢;y(z) para todo x € M.

Seja § > 0 um numero real a ser especificado. Multiplicando (3.20) por ¢ e somando a

equagao resultante com (3.19), obtemos que para todo T >0e § > 0

/T(el(t)+(5eg(t)) dt < C(1+08)E(T)+C( ’y+—|—(5/ / ) |v,|? dM dt

+C/ / MIg(ue)|? + |we|?] dM dt (3.21)

A seguir, vamos estimar o termo / / x)|v|? dM dt através da relacdo de acopla-
mento. Multiplicando a primeira equacao em (3.1) por v; e a segunda por u, e integrando a

soma sobre M, tem-se

/0 /M [V (uy — Agu — y(x)vy + a(x)g(w)) + ue(vye — Agv + y(x)uy)| da dt.

Apés utilizar integracao por partes e a desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos para todo

g9 >0

/ / (z)|ve]* dM dt = {/ (ugvs + (Vu, Vo)) ] / / g(ug)vy da dt
/ / (@) ]u|* do dt (3.22)
CE(T +€2/ / lvg|? d dt + —/ / z)|g(u)|* do dt
/ / (z)|w]? da dt.

Combinando (3.22), (3.21) e o fato que y(z) < cqa(x) obtemos para todo 0 < 6 < 1 e todo

IN
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go > 0 que

/0 Y (en(t) + Sealt)) dt
< C(l—l—é—i—’er)E(T)—l—C’(l—l— 5+ v4) )/ / 2)|g(u)|* de dt  (3.23)

+ C(6+4)e //|Ut|2dxdt+01—|—5+v+// (z)|u|? da dt,

onde v = [|v||z(q). Finalmente, escolhendo ¢ e e, de forma que

o
5—C<5+’Y+)82 > 5,

podemos deduzir que

TE(t)g/TE(t) dt < C(1+6+~)E(T)

+C(1+ d+vy) )// (z)]g(u,)|* dz dt
C(1+0+74) // ) |ug|* dz dt.

Escolhendo T suficientemente grande, obtemos o resultado desejado. [ |

Para obter o resultado de estabilidade, seguimos as ideias introduzidas por Lasiecka e

Tataru [55]. Para este fim, definimos algumas fungoes auxiliares.

Seja h uma fungao concava, estritamente crescente com h (0) = 0, satisfazendo

h(sh(s))) > s* + ¢*(s), para |s| < 1. (3.24)

Note que tal funcao pode ser facilmente construida, em virtude das hipoteses sobre a

funcao g dadas na Hipdtese 3.1. Com essa fungao, definimos

r()=h (m) . Qr=Qx (0,T). (3.25)

Como r é mondtona crescente, entao ¢l + r é invertivel para todo ¢ > 0. Para uma

constante positiva L, definimos entao

p(z) = (cI +7)"" (Lx), L:=(C med(Qr)) ", (3.26)
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onde C' é uma constante positiva a ser determinada posteriormente.
E facil ver a fungdo p é positiva, continua e estritamente crescente com p(0) = 0.
Finalmente, defina

glz) =z~ (I+p)~" (z). (3.27)

Seguindo os argumentos apresentados em [55], deduzimos a partir da desigualdade de
observabilidade obtida na proposicao anterior, o seguinte resultado de estabilidade para o

problema (3.1).

Teorema 3.1 Assuma que as Hipdteses 3.1 e 3.2 sdo satisfeitas e considere a energia E(t)

associada ao problema (3.1). Entao, existe um Ty > 0 tal que

t
E(t)<S (— - 1) , VYt > Ty, (3.28)
Th
com tlim S(t) = 0, onde o semigrupo de contragoes S(t) € a solu¢io para a equagdo diferencial
—00
d
25 +a(5@)) =0, S5(0) = E(0), (3.29)

onde q € dado em (3.27). Aqui, a constante ¢ (na equagdo (3.26)) é dada por

k' + ko
med(Qr)(1 + [|alls)

C

Vale mencionar que, explorando a desigualdade (3.24) e os resultados da segao 8 do

artigo [31], é possivel deduzir taxas de decaimento explicitas para as solugoes do problema

(3.1).



Capitulo 4

Estabilidade Uniforme Local para uma
Equacao da Onda Semi-linear em um
Meio Nao-homogéneo Sujeita a uma Dis-
sipacao Localmente Distribuida do tipo
Kelvin-Voigt

Este capitulo é destinado ao estudo de uma equacao da onda semilinear sujeita a uma
dissipacao localmente distribuida do tipo Kelvin-Voigt
p(z)0u — div(K () Vu)u + f(u) — div(a(z)Vou) + b(z)du =0  em Q x (0,00),
u=>0 sobre 09 x (0, 00),

u(z,0) = ug(x), u(z,0) =uy(x) em (),
(4.1)

onde Q C R, d = 2,3, ¢ um dominio limitado com fronteira suficientemente regular I' = 952,
p: Q=R Ky Q =R, 1<14,5<dsao fungoes de classe C* tais que para todo z € Q2 e
£ eRY,

ap < p(x) < B, kij(x) = kj(z), aféf < ¢ K(z)- € < BIEP, (4.2)

onde «y, By, a, f s@o constantes positivas e K(x) = (k;;);; € uma matriz simétrica positiva
definida. Denotamos por w a intersecao de {2 com uma vizinhanca de 9Q em R?e f: R — R
¢ uma funcao com crescimento sub-critico, mais precisamente, a funcao f satisfaz as seguintes

hipdteses:

Hipétese 4.1 A funcio f : R — R € de classe C? com crescimento sub-critico, satisfazendo

a condi¢do de sinal f(s)s >0, para todo s € R, e

F0) =0, [fOs)] < ko(L+ s, para todo s €R e j = 1,2 (43)
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Em particular, de (4.3) obtemos
1F(r) = f(s)| <e(L+ s~ +|r[P~") |r —s|, para todo s,r € R, (4.4)

para algum ¢ > 0, com

n
1<p<
n

sen>3 ou p>1 se n=1,2. (4.5)

Além disso,

0 < F(s) < f(s)s, para todo s € R, (4.6)

onde F()\) := fo)\ f(s)ds.

Por simplicidade, podemos assumir que p(z) =1 e K(x) = I, uma vez que os célculos

realizados no capitulo 2 podem ser repetidos neste caso.

As seguintes hipdteses sao feitas sobre a fungao a(z), responsavel pelo efeito dissipativo

do tipo Kelvin-Voigt:

Hipétese 4.2 Assumimos que a(-) € L>®(Q) € uma fun¢ao ndao negativa. Além disso, existe

um conjunto compacto e conexo A C ) com fronteira suave e interior nao vazio verificando
A:={reQ:a(x)=0}

Também assumimos que a € C°(), onde w := Q\ A.

Com respeito a funcao b(x), responsavel pelo efeito dissipativo localizado do tipo

friccional, assumimos que:

Hipétese 4.3 Assumimos b € C°(Q) é uma funcdo nao negativa tal que b(z) > by > 0 em
um vizinhanga da fronteira 0A do conjunto A = {x € Q : a(x) = 0}, isto é, b(x) > by > 0
em V. ={x € Q:d(x,y) <e, y€ IA} para € > 0 suficientemente pequeno, de acordo com a
Figura 4.1.
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Figura 4.1: Representacao grafica das dissipagoes.

Hipdtese 4.4 w controla 2 geométricamente, isto é, existe Ty > 0, tal que todo raio da
otica geométrica viajando com velocidade constante igual a 1 e partindo de t =0, encontra o

conjunto w em um tempo t < Tj.

Hipétese 4.5 Para todo T > Ty, onde Ty é dado na Hipdtese 4.4, a unica solugcdo v
pertencente ao espago C(]10,T[; L*(2)) N C*(]0, T[, H~Y(Q)), do sistema

(4.7)

v —Av+q(z,t)v=0 em Q x (0,T),
v=>0 em w x (0,7,

onde q(t,x) € L*(]0,T[, L"(R2)), € a trivial v = 0.

4.1 Existéncia e Unicidade de Solucoes

Consideremos o espago de fase
H = Hy(Q) x L*(Q),
munido do produto interno

<('LI,1,U1>, (UQ,’UQ)>;LL = / Vu1 . VUQ + ’U1'U2d!L’.
Q
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Escrevendo v = u; podemos reescrever o problema (4.1) como o seguinte problema de

Cauchy em H = H}(2) x L*()
0
57 (1:0) = A, v) + F(u,v) (4.8)
(u,v)(0) = (uo, vo),

onde o operador linear A : D(A) — H é dado por

A(u,v) = (v,div(Vu + a(z)Vv) — %b(z)v), (4.9)
com dominio
D(A) = {(u,v) € H :v € Hy(Q),div(Vu + a(x)Vv) € L*(Q)} (4.10)

e F:H — H é o operador nao linear
Flu,v) = (0, = f(u)). (4.11)

Como em [65], é possivel mostrar que o operador A : D(A) C H — H definido por

A

(4.9) e (4.10) é o gerador infinitesimal de um Cy-semigroupo de contragoes e* no espago H e

que D(A) é denso em H.

Com essas informagoes em maos, temos o seguinte resultado que assegura a boa

colocagao global do problema (4.1).

Teorema 4.1 Assuma que a Hipdtese 4.1 seja satisfeita e que (ug,vo) € H. Entao o problema
(4.8) admite um unica solu¢do mild (u,v) € C([0,T]; H). Além disso, se (ug,vo) € D(A), a

solugao € regular.

Demonstragao: De acordo com os comentarios anteriores, resta mostrar que o operador
nao linear F : H — H dado em (4.11) é localmente Lipschitz. De fato, dado um conjunto
limitado B em H e (uy,v1), (u2,v2) € B. Entao, por (4.4), a desigualdade de Hélder e o fato

que H' estd continuamente imerso em L%1(§2) para 2q = #(;_1) < 2% onde 2* = %, temos

| F(ur,v1) = Fluz, )|z, < |1f(ur) — fuz)l72
< OO+ un P27 + o227 fur — ual 2

r2*

< Collur — wol|3pn < Coll(ur, v1) — (uz, v2)]|3,-
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Dai pelos Teoremas 1.22 e 1.23, o problema de Cauchy (4.8) admite uma tnica solugao mild
t
(ult), o) = A uny0) + [ AT () o(5)ds. ¢ € 10, T
0

Vejamos agora que Ty = 00. De fato, o funcional de energia definido em (0.15) satisfaz

d

G = = [ a@)Vusle, O + bl orulds,

o que mostra que E,(t) é nao crescente com FE,(t) < E,(0) para todo t € [0, Tinax). Por outro

lado, de (4.6), deduzimos que

1 1 1
-&®Z—/YM@ﬁﬁw+i/WMLmeZWWWMW
2 Jg 2 Jg 2
isto é,
1
) B < Eult) < Bu0), ¥ € 0, T

Portanto as solucoes locais nao podem explodir em um tempo finito e assim, Ty, = o0.

4.2 Decaimento Exponencial para as Solucoes do Pro-
blema (4.1)

Através dessa segao, consideramos Ty > 0 o nimero associado a condi¢ao geométrica
de controle, isto é, todo raio da ética geométrica encontra a regiao w := Q\ A em um tempo

T < Tp.
Tendo em vista que a energia associada ao problema (4.1), a saber,
1
E,(t) := 5/ |0cu(z, t))? + |Vu(z, t)|* dedt + / F(u(z,t))dx, (4.12)
Q Q

onde F(\) = [}

o F(s) ds satisfaz a identidade da energia dada por

Eults) — Bu(ty) = — /t 2 /Q o(2)|Vyul? + b(x)|Oyul? dzdt, (4.13)

para todo 0 < t; <ty < 400, é suficiente provarmos a seguinte desigualdade de observabilidade

para as solucoes do problema (4.1):
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Lema 4.1 Para todo T > Ty e todo R > 0, existe uma constante C' > 0 tal que a correspon-

dente solugdo u de (4.1) satisfaz

)< C (/ / (2)|Vowu|? dzdt +/ / (z)|0pul? dmdt) (4.14)

desde que E,(0) < R.

Demonstragao: A prova serd feita por contradi¢ao. Assim, se (4.14) é falsa entao existe
T > Ty e existe R > 0 tal que para cada constante C' > 0, existe uma solucao uc tal que

E..(0) < R e viola a desigualdade (4.14).

Em particular, para C' = m € N, obtemos a existéncia de uma solugao u™ verificando

E,m(0) < R verificando

Em(0) >m (/ / |V8tum|2dxdt+/ / x)| 0 um|2dxdt) (4.15)

Entao, obtemos uma sequéncia de solugoes {u™},,en para o problema (4.1) tais que

fo Jo (@(@)[V O™ |* + b(z)|0pu™ *) ddt _

i 0) (4.16)
Ja que {Eym(0)}men é limitada, a equagao (4.16) assegura que
i / / )|V O™ + b(a)| o™ ?) ddt = 0, (4.17)

Além disso, existe uma subsequéncia de {u™},,cn, ainda denotada por {u™},.en,

satisfazendo as seguintes convergeéncias:

u™ — u fraco-estrela em L>(0,T; Hi(€2)), quando m — 400, (4.18)
O™ — Oyu fraco-estrela em L>°(0,T; L*(€2)), quando m — 400, (4.19)

2
u™ — wem L*(0,T;LS2)), quando m — 400, para todo q € [2, _n2) : (4.20)
n p—

onde a tltima convergéncia é obtida utilizando o Teorema de Aubin-Lions-Simon. Consequen-

temente,

f(u™) — f(u) fracamente em L*(0,T; L*(9)). (4.21)
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A prova agora sera dividida em dois casos: u # 0 e u = 0.
Caso (i): u # 0.

Para m € N, seja u™ a solucao do problema

OPu™ — Au™ + f(u™) — div(a(z)Vu™) + b(z)0u™ =0  em Q x (0, +00),
u™ =0 sobre 092 x (0, +00),

u™(x,0) = ugm(x); Ou"(z,0) = uym(z), em €.

Das convergéncias (4.17), (4.18), (4.19), (4.20) e (4.21) obtemos

Pu—Au+ f(u) =0 em Q x (0,+00),
u=20 sobre 082 x (0, +00), (4.22)
Ou=0 g.s. em Q\C.

Definindo y = Qu, do sistema (4.22) temos

Oty — Ay + f'(w)y =0 em Q x (0, +00),
y=20 sobre 09 x (0, +00),
Yy = q.s. em Q\C.

Empregando a Hipdtese 4.5, concluimos que y = 0;u = 0. Retornando ao problema

(4.22) concluimos que u = 0 o que é uma contradigao.

Caso (ii): u = 0.

Definindo
um
Q= Eym(0), e 0™ := P (4.23)
de (4.16), obtemos
T
lim / / (a(2)| VO™ * + b(z)|0w™|?) dzdt = 0. (4.24)
m——+oo 0 Q

De (4.23), a sequéncia {v™},en é solucao da seguinte sequéncia de problemas:

O2v™ — Av™ + %f(um) —div(a(z)Vou™) + b(x)0w™ =0 em Q x (0, +00),
v =0 sobre 092 x (0, 4+00),
v (2,0) = 2= g™ (2,0) = em (,

m

(4.25)
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e o funcional de energia associado as solugoes do problema (4.25) é dado por

1

1
By (t) = 5/9 (|0™ ] + |Vo™?) dx + a_2/QF<um) dz,

ja que
1 1 d
— ™o dr = —— | F(u™)dx.
o | ot ar = - | P o

Note que E,m(t) = -

2
Am

E,n(t) para todo t > 0 e, em particular para t =0

1
Eyn(0) = —E,m(0) =1, para todo m € N. (4.26)

X

Para obter uma contradi¢ao, vamos provar que

lim E,n(0) = 0. (4.27)

m——+00

De fato, incialmente observamos que (4.26) assegura a existéncia de um subsequéncia

de {v™},nen, novamente reindexada por {v™},,en, tal que

v"™ — v fraco-estrela em L>(0,T; Hy(S2)), quando m — +oo, (4.28)

O™ — Oy fraco-estrela em L*°(0,T; L*(2)), quando m — 400, (4.29)
2

o™ — v em L*(0,T; L)), quando m — +o0, para todo q € lQ, jb2> ) (4.30)

Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequéncia de («,,) ainda denotada

do mesmo modo, tal que o, — « € [0, +00).

Sea>0,seja A := A+ B.5(0) e C:= A\A. = {z € A:d(z,y) > /2, y € 0A}.

Passando ao limite a sequéncia de problemas (4.25) e considerando as convergéncias
(4.24),(4.28) - (4.30) e o fato que o™ = u™ — 0 em L?(0,T; L*(12)), deduzimos que

Pv—Av=0 em Q x (0,+0c0),
v=20 sobre 99 x (0, +00), (4.31)
O =10 em Q\C.

Escrevendo w = dyv de (4.31) obtemos no sentido das distribuigoes,

Pw—Aw=0 em Q x (0,+00),
w=0 sobre 99 x (0, +00), (4.32)
w =0 em Q\C.



4.2 Decaimento Exponencial para as Solugoes do Problema (4.1) 87

Dai, utilizando novamente a Hipotese 4.5, concluimos que w = d;v = 0. Portanto,

retornando ao problema (4.31) obtemos que v = 0.
Se a =0, como f € C?*(R) temos pela Férmula de Taylor que existe sy € (0, s) tal que
/ 1 " 2
f(s) = f'(0)s + §f (s0)s”. (4.33)

Para s = 0 a equacao (4.33) é obviamente valida e para o caso s < 0 aplicamos a Férmula de
Taylor para a fungao g : [—s,0] — R dada por g(t) = f(—t) com s > 0. Em resumo, (4.33) é

valida para todo s € R.

Defina
1
Ry(s) = Ef”(so)sz. (4.34)
Assim, da Hipdtese 4.1 obtemos que
1 " 2
Re(s)] = 51 (so)ls
S (L4 ]sol)"%s”
sl
(1 +[sol)
S (1 fsof)7's
< Is]* + |s|P*! para todo s € R. (4.35)

Portanto,
1 m vion o Re(agu™)
L fla) = oy 4 0D (4.30
e
Ry (oo™
‘M‘ < a0+ Jam PP se 1 < p < (4.37)

fa n—2

Agora, vamos provar que

Ry(omv™)

— 0 fracamente em L*(0,T; L*(€2)) quando m — +o0.
Um
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De fato, observe que R(s) = f(s) — f'(0)s, entao de (4.4) obtemos que

R M 2 T M 2 T
Hf(a—v) < / / flamv™) dxdt+/ /|f’(0)vm|2dxdt
Om L2(0,T;L2(Q)) 0o Jo Qm o Jo
1 ’ m m|p\2 g m|2
S = (lamv™| + |amv™|P) dadt + [v™ | dxdt
®n Jo Ja 0 JQ
S vaH%?(O,T;LQ(Q)) + (am)2(p71)||UmHigp(o,T;L2p(Q))' (4.38)

Pelas imersdes de Sobolev, a limitagao da sequéncia {v™},,en € o fato que p > 1, obtemos a

existéncia de uma constante C' > 0 tal que

Rs(a,v™
HM <C (4.39)
m L2 o.rL2(@)
e, consequentemente, existe r € L%(0,T; L*(2)) tal que
Rs(a,v™
Bylom™) r fracamente em L*(0,T; L*(12)). (4.40)
877

Por outro lado, de (4.37) temos que
R (amvm) ? m m 1
R— < @l oo + @0 W ey = 0, (441

Qm LY(0,T3L1(R))

quando m — co. De (4.40) e (4.41) e a imersao L?(0,T; L*(Q)) — L*(0,T; L*(Q2)) obtemos

Ry(omv™)
(077%)

— 0 fracamente em L*(0,T; L*()). (4.42)
Assim, de (4.36) e (4.42) obtemos que

1 flamv™) = f'(0)v weakly in L*(0,T; L*(£2)). (4.43)

m

Utilizando as convergéncias (4.24), (4.28) - (4.30) e (4.43) e passando ao limite a
sequéncia de problemas (4.25) quando m — +00, obtemos
O2v—Av+ f(0)v=0 em Q x (0,+00),

v=>0 sobre 092 x (0, +00), (4.44)
=0 em Q\C,

e definindo w = O,v, temos que w satisfaz o seguinte problema:

Pw—Aw+ f'(0)w=0 em 2 x (0,+00),
w =0 sobre 99 x (0, 400), (4.45)
w=0 em Q\C.
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Utilizando a Hipotese 4.5 obtemos que w = dyv = 0 e retornando ao problema (4.44)

deduzimos que v = 0.

Entao, em ambos os casos, @« = 0 e a > 0, obtemos que v = 0. Levando em consideracao
(4.30), (4.36) e (4.37) é facil ver que temos uma convergéncia forte do termo nao linear, a
saber,

1 flamv™) — 0 em L*(0,T, L*()). (4.46)

877
Agora, considere o operator de d’Alambert O = 97 — A. Da equagao (4.25) temos
Oy = —ai F™) + div(a(z)Va™) — b(z)d™,
e assim,

00" = &, (—i Fum™) + div(a(2) V™) — b(x)@tvm) | (4.47)

Vamos analisar separadamente cada um dos termos no lado direito de (4.47).

Andlise de I™ = —-L f(u™).

Empregando a convergéncia (4.46), deduzimos que I7* — 0 fortemente em L?(Qx (0,T))
quando m — +00.

Analise I§" := —b(x)0p™.

Temos trivialmente de (4.24) que —b(z)d;v™ — 0 fortemente em L?*(Q2 x (0, 7)) quando

m — +00.
Anadlise I§" := div(a(z)Vouw™).

Lembrando da convergéncia (4.24), deduzimos que a(z)Vow™ — 0 fortemente em
L2 % (0,T)) quando m — 400 e assim, div(a(x)Vowi) — 0 fortemente em H, (2 x (0,T))

loc

quando m — +00.

As convergéncias acima asseguram que

loc

Oy <—&Lf(um) + div(a(z)Vo™) — b(x)atvm) — 0 fortemente em H, (2 x (0,T)),
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isto é, de (4.47) concluimos que
00w™ — 0 fortemente em H, (2 x (0,7)), (4.48)

quando m — +00.

Seja p a medida microlocal de defeito associada a {9v™} em L7 (2 x (0,7)). A

loc

convergéncia (4.48) assegura que supp(u) esta contido no conjunto caracteristico do operador

de d’Alamber, o qual é dado por {72 = ||¢||*}.

Nosso objetivo é propagar a convergéncia da sequéncia d;v™ de L2((2\C) x (0,7T))
para todo o espago L*(2 x (0,T)). Entretanto, a convergéncia (4.48) nao é suficiente para

termos tal propagagao. Essa falta de regularidade vem da seguinte convergéncia:

O, (div(a(z)Vo,u™)) — 0 fortemente em H, *(Q x (0,T)), quando m — +oo.

loc

Agora, a dissipagao friccional agindo na vizinhanga V. da fronteira 0A do conjunto
A:={z € Q:a(x) =0} desempenha um papel fundamental na obtencao da propagagao
da convergéncia acima mencionada. De fato, note que a(z)Vopw™ = 0 em A x (0,7).

Consequentemente, de (4.47) temos que
1
O™ = 0, (——f(um) - b(x)@tvm) — 0 em Hy!(int A x (0,T)), (4.49)
QA
quando m — +00.

A convergéncia acima assegura que p se propaga ao longo do fluxo bicaracteristico
do operador de D’Alembert, o que significa que se existe wy = (to, %9, 70, o) tal que wy ¢
supp(u), entao toda bicaracteristica partindo de wy ndo pertence a supp(u). Entretanto, como
supp(p) C C x (0,7) C A x (0,T) e a dissipagao friccional age em uma vizinhanca de ambos
os lados do conjunto A, podemos propagar a convergéncia a zero da energia cinética de

(V2N A) x (0,T) para dentro do conjunto C x (0,7).

Por outro lado, da desigualdade de Poincaré e as hipéteses sobre os coeficientes a(-) e

b(-) temos que

d™ — 0 em (Q\C) x (0,7), (4.50)
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consequentemente, obtemos

T
/ / 0™ (z,1))? dzdt — 0, quando m — +oo. (4.51)
o Ja

Vamos provar agora que E,m(0) — 0 quando m — +o00. De fato, considere a seguinte

funcao de corte

0eC*0,T), 0<6(t)<1, 6(t)=1em (¢, —¢),e>0.

Multiplicando a equagao (4.25) por v™6 e integrando por partes, inferimos que

T T
—/ 9(15)/ |0v™ 2 dxdt—/ 9'(t)/8tvmvmdxdt (4.52)
0 0 0 Q

T T
—I—/ 9(25)/ Vo™ 2 dxdt+i/ Q(t)/f(um)vmdxdt
0 9) Om Jo Q
T
—l—/ G(t)/a(a:)vatvm-vadxdt
0 Q

T
—l—/ G(t)/b(x)ﬁtvmvm dxdt = 0.
0 Q

Considerando as convergéncias (4.24), (4.28)-(4.30) e (4.51) e empregando o fato que
v = 0, a identidade (4.52) assegura que

T—e 1
lim / Vo™ |? + a—f(um)vm dzdt = 0. (4.53)
€ Q m

m——+00

Além disso, utilizando a propriedade (4.6), a convergéncia (4.53) asegura que

) 1 T—e m
Jim = /Q F(u™) dzdt = 0. (4.54)

Portanto, de (4.51), (4.53) e (4.54) estabelecemos que f:is E,m(t)dt — 0 e como o

funcional de energia é nao-crescente obtemos

(T —2e)Eym (T — €) — 0, quando m — +00. (4.55)

Pela identidade da energia temos que

T—e
Eun(T — &) = Eyn(e) = — / / o(2) [ VO™ 2 + b(x)| 9™ 2 ddt.
€ Q
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Em vista de (4.24), (4.55) e a arbitrariedade de € > 0, temos que E,~(0) — 0 quando

m — —+00.

Entao, de acordo com (4.27), temos uma contradigdo o que finaliza a prova. [ |

Agora, provaremos a estabilidade exponencial do problema (4.1).

De fato, da desigualdade (4.14) e a identidade da energia (4.13) e o fato que a aplicagao

t — F,(t) é ndo crescente, temos que

To
E.(Tp) <C’/ / (2)|VOul* + b(x)|dul?) dxdt

(4.56)
E(Ty)),
isto é,
BT < (=52 B0 (4.57)
Repetindo o mesmo argumento para m7y, m € N,m > 1, deduzimos que
1
(1+C)m
onde C' = C~'. Considere ¢ >Toet=mTy+r 0<r<Ty Assim,
1 1
(1+C)m (1+C) ™
Definindo C := e "0+ ¢ Ao 1= (HC) > (), obtemos
E,(t) < Ce ™' E,(0) para todo t > Ty, (4.58)

o que prova o decaimento exponencial para o problema (4.1). Disto, temos o seguinte teorema:

Teorema 4.2 Sob as Hipoteses 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5, dado R > 0 existem constantes positivas

C e~y tais que a sequinte desigualdade é satisfeita
E,(t) < C e E,(0), para todo t > Tp. (4.59)

para toda solugdo fraca do problema (4.1), desde que E,(0) < R.



Capitulo 5

Taxas de Decaimento Uniforme para a
Equacao da Onda Semi-linear Sujeita a
uma Dissipacao Nao-linear Localmente

Distribuida

O objetivo deste capitulo é estudar a boa colocagao e propriedades de decaimento para
as solugoes de uma equacao da onda com nao-linearidades sub-criticas e dissipagao nao-linear

localmente distribuida. Mais precisamente, consideramos o problema de valor inicial dado por

O2u — Au+ f(u) +a(x)g(Ou) =0 em Q x (0,+00),
u=0 sobre 09 x (0, +00), (5.1)

U’(I70) - UO(x)7 ut(x,()) - ul(x) enl Q7
onde 2 C R™ (n > 1) é um dominio limitado com fronteira suave 052, f e g sao fungoes a

valores reais satisfazendo as seguintes hipoteses:

Hipdétese 5.1 f € C%(R) com

F0)=0, [f9®s)| < ko(l+|s])P 7,5 =1,2Vs€R, (5.2)
onde
1§p§2t286n236p2186n:1,2. (5.3)
Além disso,
0< F(s) < f(s)s,¥s € R, (5.4)

onde F()\) := fo/\ f(s)ds.

Observacao 5.1 A equacao (5.2) fornece
fr) = f(s)| <c (L4 s+ 7P |r — s, Vs,r eR (5.5)

para algum ¢ > 0.
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Hipétese 5.2 Assumimos que a funcao g : R — R € continua, mondtona crescente e satisfaz

a sequinte propriedade:
g(s)s >0 para s # 0, e ms™ < g(s)s < Ms™ para |s| > 1, (5.6)

onde m e M sao constantes positivas. Além disso, assumimos que existe uma fun¢ao hyg :

R — R continua, concava e estritamente crescente satisfazendo:

ho(g(s)s) = s* +g(s)*, |s| < L. (5.7)

Nao é dificil construir a fungao hg utilizando a equagao (5.6).

Classificaremos a taxa de crescimento da funcao ¢ utilizando a nocao de ordem

polinomial do infinito:

Defini¢ao 5.1 Uma fung¢ao mondtona crescente g : R — R com ¢g(0) = 0, é de ordem

r:= O(g) > 0 no infinito se:
|s|"tt ~ g(s)s para |s| > 1. (5.8)

Se a ordem € maior, menor ou iqual a 1 dizemos que a aplicagcao g € super-linear, sub-linear

ou linearmente limitada no infinito, respectivamente.
Assumimos também que o coeficiente a(-) satisfaz a seguinte hipdtese:

Hipétese 5.3 A funcdo a(z) é nao-negativa e a € C°(Q). Além disso, a(x) > ag > 0 em

uma vizinhanca w da fronteira do conjunto §2.
Assumimos também que a seguinte hipétese é satisfeita:

Hipétese 5.4 Dado T > Ty, a tunica solucdo
ue C(J0,T[ L*(2)) N C(0,T[, H~'(2))

do problema

u=20 sobre w,

{utt—Au+V(x,t)u:O em Qx (0,7),

onde V€ L*(]0,T[, L>*(Q2)), € a solu¢ao nula.
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Observacao 5.2 Para V =0, a Hipdtese 2.3 é satisfeita pelos resultados nas notas de Burq
e Gérard (veja as equagoes (6.28) e (6.29) em [21]). O principio de continuagdo unica também
¢ valido em certos casos onde o operador de Laplace admite coeficiente, por exemplo, veja

se¢do 2.1.2 e Teorema 2.2 em [43].

Associamos o seguinte funcional de energia ao problema (5.1):

E,(t) = %/Q |Opu(z, t)|* + |Vu(z, t)|* do + /Q F(u(z,t)) dx, (5.10)

onde F' é a primitiva de f.

5.1 Existéncia e Unicidade de Solucoes

Essa secao é destinada a prova da existéncia e unicidade de solugoes para o problema

O*u— Au+ f(u) + a(z)g(Ou) =0  em Q x (0,+00),
u=70 sobre 90 x (0, +00), (5.11)

u(z,0) = ug(x), u(z,0) = ui(x) em €.

Consideraremos primeiramente a seguinte sequéncia de problemas aproximados com

nao-linearidades truncadas:

DPuy, — Aug, + fe(ur) + a(x)g(Qur) =0 em Q x (0, 400),
ur =0 sobre 99 x (0, +00), (5.12)
u(z,0) = o (), Oruk(z,0) = uy () em (),

onde, {u07k, ul,k} é uma sequéncia a ser definida posteriormente e para cada k € N, a funcao

fr : R — R ¢é dada por:

f(s), s| <k,
fu(s) =< f(k), s >k, (5.13)
Fl=k), s< —k.

A seguir, provamos que para cada k € N, a fungao f : R — R é globalmente Lipschitz.

Para isso, temos o seguinte:
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Lema 5.1 A derivada distribucional f;, da funcao definida em (5.13) € a fungao essencial-

mente limitada g : R — R dada por

f'(s), Is| <k,
ge(s) == <0, s>k, (5.14)
0, s < —k.

Demonstragao: Seja ¢ € C°(R). Como f; € L},.(R) temos
<fk7 P)p/(R),D(R /fk

[/ fuls)e/(5) ds + / fu(s)(s) ds + ;mfk(s)so'(s)ds}

:_[ (—k)p(—k) + f(R)p(k) — / fis ds_f(kwk)}

/ F(5)p(s) ds = / 9(s)p(s) ds.

Lema 5.2 Para cada k € N, existe uma constante positiva Cy, tal que
|[fe(r) = fu(s)] < Clr — s|,Vr, s € R,

onde fr € a funcgdo definida em (5.13).
Demonstracao: Considere s,7 € R com s < r. Aplicando o Teorema 1.5 para [ =|s, 7|,

fulr) = fuls) = / ) de

Assim, pelo Lema 5.1 temos a seguinte desigualdade:

segue que

) = o)l < [ 1€ < sup. L] =] (5.15)

o que conclui a prova. [ |
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5.1.1 Formulagao Abstrata e Funcionais de Energia

Consideremos o espago de fase
H = H}(Q) x L*(),
o qual estda munido do produto interno

((ug,uz), (v1,v9))y = / Vuy - Vuy + ugvg dx.
Q

Para estudar a boa colocagdo do problema (5.12), reescrevemos ele como um problema
abstrato, a saber, definindo Wy(t) = (ug, dyug), o sistema (5.12) pode ser reformulado como o
seguinte problema de Cauchy em H:

P2 1)+ AWA(D) + Bi(Wi(1)) = 0

W(0) = (uok, u1k),

(5.16)

onde o operador nao limitado A : Z(A) C H — H é dado por

A= ( _0A a(m_)é(.) ) | (5.17)

isto é,
A(u,v) = (—v, —Au + a(x)g(v)), (5.18)
com dominio
v e HNQD),
D(A) =< (u,v) e H: —Au+a(z)glv) € L*(Q), 5, (5.19)
a(z)g(v) € LH(Q) N H™HQ)
e By : H — H é o operador nao linear definido por
By (u,v) = (0, fr(u)). (5.20)

Empregando argumentos padrao da teoria de semigrupos nao-lineares descritos na secao 1.8 e

o Teorema 1.20 temos o seguinte resultado:

Teorema 5.1 Se g: R — R € uma funcao continua, monotona crescente e nula na origem e

a(x) € L>(R), entdo
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i) o problema (5.12) gera um semigrupo ndao-linear no espago de Hilbert H e assim, para
cada dado inicial (ug k., u1x) € H, existe uma unica solugao fraca uy, € C(Ry; Hg(Q2)) N

CHR,; L2(92)).

i) Se (uor,ur k) € Z(A) entio (uy, Oyur) € WH(Ry; H).

Observacao 5.3 Assuma que O(g) = 1. Como By, € globalmente Lipschitz e B (0) = 0 temos
1B (Wi ()2 S We(O)ll2 < IWill oo @30 < 00 (5.21)

Da equagao (5.21) seque que B(Wy) € L®°(Ry;H). Do item ii) do Teorema 5.1 deduzimos
que O Wy, € L=(Ry;H). Portanto, de (5.16), obtemos que AW}, € L®(Ry;H). Além disso,

la()g(@ur(- )2 = /Q|a(x)g(3tuk($,t))!2di€

all e / 19(Brun (. ) do
{z:|Orug (2,t)| <1}

IN

HlalFwe [ (0, ) o
{z:|Orug (z,t)|>1}

< a2y My med(2) + [lalZy / By, 1) de
< By My med(2) + [lalZee o [Orti (- )22

S ||a||%oo(Q)Mgmed(Q)+ ||a’||%°°(Q)||8tuk||%°°(R+;L2(Q))v (5.22)
onde My = maxsej—11] |g(s)|. A estimativa (5.22) implica que

a(-)g(Orur) € L (R4 L*(Q)) (5.23)
e de (5.18) temos que

up € L(Rys HH(Q) 0 HA(Q) N WS (R, HYQ) AW ([R5 LHQ).  (5.24)

Seja {ug,u1} € HYH(Q) x L*(Q). Como Z(A) é denso em H, existe uma sequéncia

{uop, ur ik} € Z(A) tal que

{uop, urp} — {uo,u;} fortemente em Hy(Q2) x L*(€2). (5.25)
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Do Teorema 5.1 e da Observacao 5.3, para cada k € N, o problema (5.12) admite uma

unica solucao regular u; na classe

wp € L(Ros HY(Q) 0 HA(Q)) 0 W (R HY () NI (R L(9)).

Multiplicando a primeira equagao de (5.12) por dyuy e integrando por partes, segue que

1d ) 1d
5 g0 Olz2@) + 57

+/ a(z)g(Opug(x,t))Owug(z,t) de = 0, para todo t € [0, 00),
Q

GV + 5 [ Alu@oyd  (520)

onde Fj(\) = fo)\ fr(s)ds

Assim, de (5.26) obtemos a identidade da energia para o problema truncado (5.12),
isto é,
E,, (t2) / / 9(Opug(x,t))Opug(z,t) dedt = E,, (t1) (5.27)
para todo 0 < t; < ty < 400, onde
Eu (t) = %/Q]atuk(x,t)|2—|—|Vuk(:c,t)\2da:+/QFk(uk(a:,t))da:, (5.28)
é a energia associada ao problema (5.12). Observamos que de (5.13) temos
/ (e sl < k.
R =1 [ rQder sl -H, s>k, (529)
f(=Fk)[s + k] —l—/o f&)dg, s< —k.
0

Como f satisfaz a condigao de sinal f(s)s > 0, seque que Fi(s) > 0 para todo s € R e
todo k € N. Além disso, de (5.4) e (5.5), obtemos |f(s)| < c[|s| + |s]"] e 0 < F(s) < f(s)s

para todo s € R, respectivamente. Disso, temos que

|Fi.(s)| < c[|s]* + |s|P™!] para todo s € R e todo k € N. (5.30)
Consequentemente,
/Q Fuluos) dz < ¢ /Q [t l? + [woxP*1] de (5.31)
S HUO,kHHg(Q)



5.1 Existéncia e Unicidade de Solucoes 100

Como p satisfaz a hipétese dada em (5.3), temos que para n > 1 a imersao HJ(2) <
LPTH(Q) é valida, o que implica que o lado direito da equagao (5.31) ¢é limitado. Assim, a
identidade (5.27), a convergéncia dada em (5.25) e a estimativa (5.31) asseguram a existéncia

de uma subsequéncia de {uy}, ainda denotada por {u;} tal que

up — u fraco-estrela em L*°(0, c0; Hy(R)), (5.32)
Opuy, — Oyu fraco-estrela em L™(0, oo; L*(12)), (5.33)

a(x) g(Oyuy) — x fracamente em L*(0,T; L*(12)), para todo T > 0. (5.34)

Pelo Teorema de Aubin-Lions-Simon, deduzimos que

uy, — u fortemente em L>(0,T; L* ~°(2)); para todo T > 0, (5.35)

onde 2* := % e € > 0 é suficientemente pequeno. Mais ainda, da convergéncia (5.35),
obtemos que

up — u q.s. em Q x (0,7), para todo T > 0. (5.36)

Portanto, de (5.3) e (5.5), da cadeia de imersoes,
HY Q) = L2(Q) — Li2(Q) — LP(Q) — LY(Q), (5.37)
(5.25), (5.27) e (5.31), a seguinte estimativa é vélida:

p+1 T b1
1fie ()| e _ / / (e, )| 5 ddt

L7 (Qx(0,7))
< / /|uk| v dxdt—i—/ /|u P dxdt
pt1

= /0 ||Uk||Lp+1()dt+/O HukHLP+1(Q)dt

g = . +1
< [ Il e+ [ el a

p+1

||uk||LZo(O7T;Hé(Q)) + HukHioo(o,T;Hé(Q))

< ¢ < 400, para todo t > 0, (5.38)

desde que 1 < p < 242,
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E facil ver que

Flu) € L%(0,00; L7 (). (5.39)

De fato,

/|f (x,t) |pzl dr < /|u(x,t)|p:1da:+/|u(m,t)]p+1dx
Q

e +1
< Dl g + DI
pt1

b 1
5 HUHLZo((]’T;Hl + ||u|li—; ()THl(Q))
< +o00, para todo t > 0. (5.40)

De (5.40) e da definigao de supremo essencial obtemos (5.39).

Agora, (5.36) assegura que
fr(ug) = f(u) q.s. em Q x (0,7, para todo T > 0. (5.41)

De fato, a convergéncia (5.36) assegura a existéncia de um conjunto Zy C Q x (0,7") com
med(Zr) = 0 tal que ug(x,t) — u(x,t) para todo (z,t) € Q x (0,7) \ Zr quando k — oc.
Portanto, para todo (z,t) € Q x (0,7) \ Zr existe uma constante positiva L = L(x,t) > 0 tal

que |ug(z,t)] < L para todo k € N. Pela defini¢ao de f;, obtemos

se |ug(z,t)| < L, para todo k € N, entao fi(ug(x,t)) = f(ug(z,t)), para todo k > L,
(5.42)

isto é,

fr(ug(x,t)) — f(ug(z,t)) = 0 quando k — oo para todo (z,t) € Q x (0,7)\ Zr. (5.43)
Por outro lado, a continuidade de f nos da que

fug(z,t)) — f(u(z,t)) — 0 quando k — oo para todo (x,t) € Q x (0,T)\ Zr.  (5.44)

De (5.43) e (5.44) segue a convergéncia (5.41).

Combinando (5.38), (5.40), e (5.41) e empregando o Lema de Lions, deduzimos que

fr(ug) = f(u) fracamente em L% (Q x (0,7)). (5.45)
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Do Lema de Strauss segue que

1
fr(ug) = f(u) fortemente em L"(2 x (0,7)), para todo 1 <r < Pt (5.46)

p

Seja ¢ € C*(Q) e 0 € C§°(0,T). Multiplicando a primeira equagao do problema (5.12)

por O¢ e integrando por partes, obtemos
T T
—/ o' (¢ )/atuk(x t) p(x )d:vdt—i—/ H(t)/Vuk(x,t)-Vnp(x) dxdt (5.47)
0 , Q
/ /fk ug(x,t)) )dxdt—l—/ G(t)/a(a:)g((?tuk(x,t)) o(x) dxdt = 0.
0 Q

e passando ao limite (5.47) levando em consideragao as convergéncia (5.32), (5.33), (5.34) e

3 o .l [e§) T2
: ) o s Yt o
(5.45), existe u € L>(0,T; Hy(2)), dyu € L>(0,T; L*(2) tal que

/ /8tu (x,t) p(x) dedt + /T Q(t)/(ZVu(x,t) V(z) dadt (5.48)
/ /f u(z,t)) dxdt—i—/OTQ(t)/ngo(x) dzdt =0

para toda ¢ € C3°(Q2) e 0 € C§°(0,T), de onde concluimos que
Otu — Au+ f(u) +x =0em D'(Q2 x (0,7)). (5.49)
Assumindo que n = 3 e observando que
X € LX0,T; L*(Q)), Aue L=(0,T; H(Q)) e f(u) € L=(0,T; L' (),
temos

O*u = Au— f(u) —x € L*(0,T; H(Q)). (5.50)

Aplicando o Lema 1.3 e o Lema 1.4, deduzimos que
u € Cy(0,T; Hy () e Ou € C(0,T; L*(Q)), (5.51)

onde Cs(0,7;Y) é o espaco das fungoes f € L>(0,7;Y) que sao aplicagdes escalarmente
continuas, isto é, a aplicagao t — (¥, f(t))yy é continua em [0, 7] para todo ¢’ € Y’, onde

Y’ é o dual topoldgico de Y.
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5.2 Recuperando a Regularidade para 1 < p < £

Nessa se¢ao assumimos que O(g) = 1. O principal objetivo dessa segdo é provar que se

1§p<2—f§entéo

x = a(x)g(Ou), (5.52)
e as solugdes do problema (5.11) estao na classe

w e CO[0,T]; HE(Q)), du € C°([0,T]; LA(Q)), d2u € L*([0,T]; H1()). (5.53)

Além disso, temos que

{ug, Opupy — {u, du} em C°([0,T); Hy(Q)) x C°([0, T]; L*(2)). (5.54)
Para trabalhar com o caso 5 <p < Z*g, assumimos que n = 3. Observe primeira-

mente que de (5.21) e (5.27) temos
fi(ug) € L=(0,T; L*(Q)) para todo T' > 0 e || fr.(u) || 1< 0.7:12(0)) S Euy (0). (5.55)

Mais ainda, a identidade (5.27) assegura que

la()g(@un)z20 i) = / la()g(Prux ()72 dt (5.56)

Jallz=c@ / [ atwlgtoun o, i) dea

< lallze(9) Eu,. (0).

IN

Assim, combinando (5.56), (5.55) e aplicando o Teorema 1.16 no problema (5.12), temos a

estimativa

luellzsorzo@y S |lwoklla@ + lvonkllzzw) + [ fr(w) 2z + la(-)g(Our) || 2122
S (B (0) + T2 |la| 2 [Ew (0)]/?)
< C=C(|lafpe,T) < +00 (5.57)
para todo k € N, onde L'L? denota o espago L'(0,T; L*(€2)). Assim, uj, — u fracamente em

L5(0,T; L'°(Q2)) onde u é a solugao do problema (5.11). Analogamente temos

HukHL4(O,T;L12(Q)) < C = C(HCLHLOO,T) < +o00. (558)
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Como estamos assumindo que 1 < p < Z—f; < 5 paran > 2, entao 2p < 10 e

consequentemente, de (5.57), temos

ILf )l 20,7220 Z/OT Uglf(uk(%t))!?dwrdt (5.59)

< /OT UQ (Juk(, ) + Jug(z, ) ) dxrdt

S T3\ ||ugl| 50,710 / [/ lug(z,t) \Qde] dt
% o
N T4/5|Q|5 |url s 075210 ) / [/ |ug(z,t) |10dx} [/ dx} dt
Q

< TY51Q05 ||lwe| s o0y + TP < Cr

()

para todo k € N. Agora, observando que | fx(s)| < ¢[|s| +|s|’] para todo s € R e k € N, temos

também que

| fie(wr) || L1 0,7 02(0)) < Or para todo k € N. (5.60)

Para provar (5.53) e (5.54), devemos mostrar que

fe(ug) — f(u) fortemente em L'(0,T; L*()). (5.61)

Observe primeiramente que

| fr(ur) — ()| 0,020)) (5.62)

S fwun) = FQur) o2 + 1 (wr) = Fw)llror:2))-

Em vista de (5.5) temos

[f(ur) = f)] < (X + [l + Jul™")ur — ul

= ¢ (Jur — ul + JupP Jup — u| + JulP~ up — ul).

Utilizando as desigualdades de Holder e de interpolacao, temos

T
o~ = ulllr i@y < / etk 720 e = el 2ot (5.63)
0

A

T
< [ ol o =l — s
0
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n—

e ; . . . 5 8
com 6 = 4—pp. Dal, pela desigualadade de Holder generalizada com ¢ = 1 = 5Tpp e

_ 4p
a3 = 3795 obtemos

kP~ fx = wlll 2 0.z
-1 —
< C<T)||Uk| iS(O’T;LIO(Q)) Huk - u”iQ(O,T;LQ(Q)) Huk - uH}ﬁ(aO,T;LlO(Q))

— 0 quando k — oo. (5.64)

Note que em (5.64) devido a (5.57) e |Jug|| 250,000 [|[uF — ul| 50,7210 < C para todo
T > 0 fixado, temos que |lux — ul|z2(0,m;22()) — 0 pelo Teorema de Aubin-Lions-Simon.

Tratando os outros termos de forma anédloga concluimos que

IIf (ur) — f(u)llzro,7:L2(0)) — 0. (5.65)

De (5.62) e (5.65) resta provar que
| fie(ur) — f(ur)ll210,m522(0)) — 0 quando k — oo. (5.66)
De fato, para cada t € [0, T consideremos o conjunto
Qf ={x e Q: |up(z,t)] > k}.
Da definigao de f; em (5.13) temos
frlug) — flug) =0, se |ug(x,t)] < k. (5.67)
Consequentemente, podemos escrever
[ fie(ur) — f(un)ll o2 = k() — f ()l o020y

Assim, em vista de (5.5) e 1 < k < |ug(x,t)| para todo z € Q} e t € [0,T], temos a

seguinte estimativa para 1 < p < 5:

[fulur) = flun)l® S [1f@o)* + [F(=R)* + | (k)] (5.68)
S [lusl® + Tl + (15[ + [%*]]
S [l + k]

N

|ug| .
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Segue de (5.67), (5.68) e 1 < p < 5 que é suficiente provar que

| Tugl” |21 0,7:2201)) — 0 quando k — +o0. (5.69)

Antes de provarmos a convergéncia em (5.69) observamos que

1/2 1/2
/ 10 dy < / |y, 1 :
Q; Q

o que implica que (med(Qj{c))l/2 < k0 Jug(t )||L10 at) . Levando em consideragao (5.57) con-

cluimos que

T
/ (meol(Qg))”2 dt < kN lul| 750 pni0 )y < (TR, (5.70)
0

Procedendo como em (5.63), deduzimos que

- 1/2
[Pl o2ty = / ( o |Uk|2pdiv> dt (5.71)
0 k

T
= [ Ol

T
135 g ) v

HukHL5(0TL109t HukHLQ(OTLQ(Qt HukHL5(0TL10(Qt))

A

Além disso, (5.70) assegura que

T g T g
fnliorioy < ([ ety @) a) ([Clulge) 6o

< k20 50 quando k£ — 400
jé que Hy(Q) = L*(Q). Portanto, [lux(t)||za@) S llun(®)llmi@) S Fu,y(0). Combinando (5.57),
(5.71) e (5.72), temos a convergéncia (5.69) e consequentemente (5.66), como desejado.

Os casos n = 1, 2 nao sao dificeis de serem provados para p > 1 e por este motivo serao

omitidos.
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Definindo 2, , = u, — Uy, pt,0 € N, de (5.12) temos que

1d
22 0oz + V200 2o | (5.73)

+ [ ) 9(0,) - 9(0110)) Gu, ~ Ots) da
Q

. / (Folin) — £ (110)) (Brtt, — By, .

Integrando (5.73) sobre o intervalo (0,t) com t € [0, 7], obtemos

{100 Ol i) + 1920 D) (5.74)
[ o) (00 = 9(0100) O, = D) dads

1
<5 {H“Lu - ul,cr”%?(ﬂ) + [Vuo,, — VUO,UH%%Q)}

2
0 /Q (fulup) = fo(ue)) (O — Oruy) dzds| .

As convergéncias (5.25), (5.33) e (5.61) implicam na convergéncia a zero (quando

p, 0 — +00) dos termos do lado direito de (5.74). Assim, de (5.74) inferimos que

u, — uem C°([0,T]; Hy () N C([0,T); L*(Q)), (5.75)
u}ijr}rm/ / (9(0u,) — g(0kuy)) (Opuy, — Opuy) dzds = 0 (5.76)

para todo T" > 0, o que prova (5.53).

Resta provar que x = a(x)g(dyu). De (5.75) segue que dyur, — dyu q.s. em Q x (0,7)
quando k — co. A continuidde da funcao g(-) assegura que a(z)g(dwur) — a(x)g(du) q.s.
em €2 x (0,7) quando k — oo. Do Lema de Strauss deduzimos que y = a(x)g(du) como
desejado.

A unicidade das solugoes para 1 < p < ”—J_FQ segue a mesma ideia dada em [11] e

consequentemente serd omitida.

Nosso primeiro resultado é o seguinte:

Teorema 5.2 Assuma que a € L*(Q2) é ndo negativa, f e p satisfazem as condi¢oes da

Hipdtese 5.1 com n = 3. Entao, dado {ug,u;} € HJ () x L*(), o problema (5.11) possui
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uma unica solugcao global u a qual satisfaz

u e C%[0,T); H (), o € CH0,T; L*(Q)), 0?u e C°([0,T]; H1(Q)),

we L0, T, L)) N L40, T; L'2(9)).
5.3 Estimando Fj(uy)

A desigualdade (5.30) nos da |Fy(s)| < ¢[|s|* + |s[P™] para todo s € R e k € N.

n+2

Agora, assumindo que 1 < p < 5 paran > 2, entao 2 < p+ 1 < =5 = 2*. Assim,

existe € > 0 tal que p+ 1 + & = 2%, e consequentemente H}(Q) < Lp+1+5(Q). Entao,

( )
/ Fruo)| 55 do < o / o 52 4 Jug P da (5.77)
Q
S HUMHPH% <C,

de onde concluimos que {E,, (0)} é limitada. Analogamente,

H}(Q)

/ [Fiun(w,10)| 74 d S e, to) 5 < C B, (0712 (5.78)

para todo tg € [0,7]. A limitagao de {£,, (0)} implica na existéncia de um = € L%(Q) tal

que

Fi(ug(+,tg)) = = fracamente em LPQT*I(Q), quando k — +o0. (5.79)

A seguir, mostraremos que = = F'(u(-,p)). De fato, de (5.75) obtemos que uy(-,ty) —

u(-, o) fortemente em L?(€2). Assim,

uk(x,tg) = u(z,to) q.s. em . (5.80)

Note que

| Fr.(ug(z,t9)) — F(u(z,tp))| (5.81)

< [Fy(un(z, to)) = F(up(z, to))| + [F(ur(z, to)) — F(u(z,t0))]
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A convergéncia (5.80) e a continuidade de F' asseguram que
F(ug(x,ty)) — F(u(z,to)) q.s. em €. (5.82)
Pela desigualdade (5.81), para provar que

Fi(ug(x,ty)) = F(u(z,to)) q.s. em Q, (5.83)

é suficiente mostrarmos que
Fr(ug(x,to)) — F(ug(x, o)) g.s. em €.

De (5.42), existe uma constante positiva L = L(z,t) > 0 tal que

uk(w,tg) uk(fl‘,to)
/ fr(s)ds — / f(s)ds
0 0

< /L |fe(s) — f(s)|ds =0, se k > L. (5.84)

| Ex(un(, o)) — F(ur(z, bo))| =

Portanto, combinando (5.81), (5.82) e (5.84), obtemos (5.83). Consequentemente,
Fr(ug(-,t0)) — F(u(-,to)) fracamente em LZ)%(Q), quando k — +o0. (5.85)
Além disso, aplicando o Lema de Strauss deduzimos que

Fr(ug(-,t0)) — F(u(-,to)) fortemente em L"(2), quando k — 400 (5.86)

2*
para todo 1 <r < 1
Assim, temos o seguinte resultado:

Teorema 5.3 Assuma que a € L*(Q) N C°(w) € nao negativa, O(g) =1, f e p satisfazem
as condigoes da Hipdtese 5.1 com n = 3. Entao, dado {ug,u;} € H}(2) x L*(Q)) o problema

(5.11) admite uma unica solugao global
u e C°[0,T); Hy (), dwu € C°([0,T); L*(K)), dfu € L*(0,T; H ().
Além disso, a idendidade da energia

Eu(t1)+/tQ/Qa(a:)g(atu(a:,t))ﬁtu(x,t) dxdt = E,(t2), (5.87)

¢ vdlida, onde E, é definido como em (5.10).



5.4 Decaimento Uniforme da Energia 110

5.4 Decaimento Uniforme da Energia

Através dessa se¢ao assumiremos que O(g) =1, 1 <p < ”*2 S paran>3ep>1se
n = 1,2. Entretanto, por simplicidade, trabalharemos apenas com o caso onde a dimensao é
n = 3. Provaremos inicialmente a observabilidade para o problema auxiliar truncado (5.12).

O funcional de energia associado ao problema (5.12) é dado por
1
Bult)i=5 [ e 0P + Vo )P dedt + [ Rw(e)ds, (589
Q Q

e a identidade da energia associada ao problema (5.12) é dada por:

E, (t2) — By, (t1) / / 9(Opug(x, t))Opug(x, t) dzdt (5.89)

para 0 < t; <ty < +00. Seja Ty > 0 associado com a condigao geométrica de controle, isto é,

todo raio da ética geométrica encontra o conjunto w em um tempo 17" < Tj.

Nosso objetivo é provar que a desigualdade de observabilidade é valida para cada
k € N (suficientemente grande) e T > Tj, onde a constante de observabilidade é independente
de k. Primeiramente, note que o dado inicial (ug,u;) € Hg(Q2) x L*(Q) no problema original

(4.1) é nulo ou nao nulo.

No primeiro caso, quando (ug, u;) = (0,0) e observando (5.25), consideramos (ug g, U1 ) =
(0,0) para todo k > 1, e a correspondente solugao do problema auxiliar (5.12) serd u; = 0.
Entao, a desigualdade de observabilidade da forma (5.91) abaixo serd trivialmente satisfeita

para qualquer escolha de C' > 0.

No segundo caso, quando (ug,u;) # (0,0), existem nimeros r, R > 0 tais que

0 < |[(uo, w)|l mp )< 22 < B
considere, por exemplo R = 2|[(uo, u1)|| 3 () x2(0)-

Portanto, de (5.25), existe ky > 1 tal que para cada k > kg, (ugx, u1 ) ¢ vélido que

0< H(Uo,kaUl,k)HHg(sz)xm(Q) <R. (5.90)

Afirmamos o seguinte Lema:



5.4 Decaimento Uniforme da Energia 111

Lema 5.3 Seja T > Ty. Existe C' > 0 independente de k tal que a correspondente solugao wuy
de (5.12) com (ug g, u1x) € Z(A) verificando (5.90) satisfaz a desigualdade

B, (0)<C / / ) (19uel? + 19(Orue)P) dedt. (5.91)

Demonstracgao:

Nossa prova se baseia em um argumento de contradigdo. Assim, se (5.91) é falso, entao

existe T' > Ty tal que para cada constante C' > 0 independente de k existe um dado inicial
(ufy usy) € Z(A) verificando (5.90) cuja correspondente solugao uf, viola (5.91).

Em particular, para £k > 1 e C = m € N, obtemos a existéncia de um dado inicial

(ug’, ut) verificando (5.90) e cuja correspondente solucio uy' satisfaz

) >m (/ / ) (100 |* + |9(8ui)?) d:z:dt) : (5.92)

Entao, obtemos uma sequéncia {u}'},,en de solugoes para o problema (5.12) tais que

(|0pug"? Oeup?)|?) dadt
lim fo Jo (@) (10> + |g(Opufl) *) da _ (5.93)
m——+00 Eum<0)
k
Como E,m(0) < R para todo m € N, de (5.93) inferimos que
i / / ) (1902 P + 9(B)?) dedt = 0. (5.94)

Mais ainda, deduzimos que existe uma subsequéncia de {u}'}men, a qual denotaremos

pela mesma notagao, tal que

ul” — uy fraco-estrela em L™(0,T; Hy(Q2)), quando m — +o0, (5.95)
o — Oyuy, fraco-estrela em L>°(0,T; L*(€2)), quando m — 400, (5.96)

2
up" — uy, fortemente em L*(0,7; LI(Q2)), quando m — +o0,Vq € [2, _n2> . (5.97)
n J—

onde a ultima convergéncia é devida ao Teorema de Aubin-Lions-Simon. Nesse ponto,

consideraremos dois casos: uy # 0 e u, = 0.

Caso (a): ug # 0.
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Passando ao limite o problema

O2u — Aul + fr(u) + a(x)g(Qui®) =0  em Q x (0,7),
up' =0 sobre 0§2 x (0,T)

upt(z,0) = ug(v); Oz, 0 = uy (v), em (2,
e levando (5.94) em consideracao, obtemos

OPup, — Aug + fr(ug) =0 em Q x (0,7),
u =0 sobre 992 x (0,T), (5.98)

Oy, = 0 q.s. em w,
e para vy = Oyug, temos no sentido das distribuicoes que

Py — Ay + fi(ur)ye =0 em Q x (0, +00),
e =0 sobre 909 x (0, +00),

yr =0 q.s. em w.

Como f(ur) € L*(2 x (0,7)), ja que fx é globalmente Lipschitz, entdao para cada
k € N, deduzimos a partir da Hipdtese 2.3 que y, = dyur, = 0. Retornando a (5.98), temos

também que u; = 0, o que é uma contradigao.
Caso (b): ug = 0.

De (5.95), (5.96) e (5.97), temos agora as seguintes convergéncias:

u” — 0 fraco-estrela em L>(0,T; Hy(Q2)), quando m — +oo, (5.99)
O — 0 fraco-estrela em L>(0,T; L*(€2)), quando m — +oo, (5.100)
up’ — 0 fortemente em L*>°(0,T"; LY(R2)), quando m — +o00,Vq € [2, n2f2) . (5.101)

Definindo
U = ([ By (0) e v = %, (5.102)

o limite (5.93) assegura que

m—+00

T
lim / / o(z) (|8tv£”|2+@i2|g(8tuk)|2) dadt = 0. (5.103)
0 Q m
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Seja {v]'}men como em (5.102). Entao temos a seguinte sequéncia de problemas

normalizados:

D2l — Av + tfk(u};”) + La(x)g(Ou) =0 em Q x (0,+00)

Qm

) sobre 9 x (0, +00) (5.104)
vy (z,0) = a—,atvk (2,0) = o em 2.

Temos as seguintes identidades:

1 1
—/fk(u?)ﬁtv,’f”dx = —Q/fk(amvzl)ﬁt(amv}f) dx
Um Jq Qo Ja

1 d .
= oL di QFk(amvk)dw

1 d m
= adl QFk(Uk)d%
e deste modo,
1 m|2 m|2 1 m
Eyn(t) = 3 (1000 |? + |V ?) do + — | Fi(uj) d.
Q A JQ

Nao ¢ dificil verificar que Eym(t) = Q%E%n(t) para todo ¢ > 0. Entao, em particular,

1
Eym(0) = — Eyu»(0) =1, para todo m € N. (5.105)
Ry

Para alcancar uma contradicao, vamos provar que

lim  E,p(0) = 0. (5.106)

m——+00

Primeiramente, observamos que de (5.105) obtemos a existéncia de uma subsequéncia

de {v]"}nen, ainda denotada por {v}*}men, tal que:

vt — vy fraco-estrela em L™(0,T; Hy(2)), quando m — +oo, (5.107)
" — Oyuy, fraco-estrela em L™(0,T; L*(Q)), quando m — +oo, (5.108)

2
vt — vy fortemente em L°°(0,7; LY(Q2)), quando m — +o00,Vq € [2, —n2) (5.109)
n J—

Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequéncia de («,,) ainda denotada

pela mesma notagao, tal que a,,, — o com a > 0. Vamos agora considerar dois casos:
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Caso (i): a > 0.

Passando ao limite a sequéncia de problemas normalizados (5.104) quando m — +0o0

e levando em consideracao (5.103), (5.107), (5.108) e (5.109) deduzimos que

(9752U]€—A1)k:0 emQX(O,T),
v, =0 sobre 0§2 x (0,7, (5.110)
O =0 q.s. em w x (0,7).

Pondo w;, = 0;v; temos no sentido das distribuicoes que

Pwp — Awp =0  em Q x (0, +00),
wg =0 sobre 992 x (0, +00), (5.111)

wg =0 q.S. em w.

Pela observabilidade do problema linear, veja [14], temos que wy = dyvy = 0. Portanto,

retornando a (5.110), temos também que vy, = 0.
Caso (ii): a=0.

Observemos que o Lema 5.2 assegura que

1 1 CL
— | fre(ui)? < Ck:a—2|u2;n|2 = a—zafnlv}ff,
m m m

de onde obtemos

1 (T T
—2/ / |fk(u}?)|2dxdt < ck/ / |v,’€"|2da7dt. (5.112)
Qo Jo Q 0 Q

Por outro lado, de (5.101) temos

2
up' = apupt — 0 em L(0,7T; LY(Q)) quando m — +o0,Vq € [2, _n2) . (5.113)
n E—

Agora, vamos mostrar que

1
— fr(amvy™) = f'(0)v, fortemente em L*(0,T; L*(R2)) quando m — oo. (5.114)
a

m

Podemos escrever

o) = PO = ——felome?) = —— flamef!) + ——flanaf’) — f/(0)ox

m m m m
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Vamos provar primeiramente que

1 1
— fe(amvi?) — — f(amvy?) — 0 fortemente em L'(0,T; L*(Q2)) quando m — co. (5.115)
a «

m m

De fato, seja
={z € Q:|ul’(x,t)] > k}.

Utilizando a defini¢ao de f;, dada em (5.13), temos | fi.(mvi) — flapmvl)| =0 em Q\ QF .
Entao, de (5.2) e (5.5) obtemos

1 1
| o) = - )

I

L1(0,T;L2(Q))

9 1/2
dx) dt

9 1/2
dm) dt

1
afk(amvk ) af(amvlrgn)

L (o) — 2 Flamop)

Qo m

1/2
UW+Wummwﬂ%mmw)dt

1/2
[|u’kn|2 + [P + |oamvi? + \amvap] da:) dt

T
St [ IO, (5.116)
0 m
jAquep>1k>1ek <|ull = || em QF .

De (5.94), (5.107) e (5.112), vemos que as estimativas de Strichartz podem ser aplicadas

a {v}"}. Portanto,

(5.117)

T
/0 ) [T Tl s N 1Y Ll o )
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Combinando (5.116) e (5.117) obtemos

1
o)

— 0, quando m — oo, (5.118)

m 1 m
—fk(OémUk ) - _f(amvk )
@ LY(0,T5L2(92))

m m

o que prova (5.115).

Por outro lado, como f € C*(R) podemos escrever

f(s) = f'(0)s + R(s), onde |R(s)| < C(|s]* + |s["). (5.119)

Dai, pela férmula de Taylor temos que

1 , m . Rloul
L fanit) = 7oy + TOntE) (5.120)
% < C (am|u")? + a2 o) . (5.121)

. R(amv})
Agora, vamos estimar o resto —_"—+=.

m

Pela desigualdade (5.121), temos

H R(a,v}l)

T
o N OémHUIT||%2(o,T;L4(Q)) + |04m‘(p1)/0 ||y,2””1£2p(mdt

L1(0,T;L%(9))
— 0 quando m — oo, (5.122)

pelo mesmo argumento utilizado em (5.117) e (5.118).
De (5.122) temos que

R(a,v)

A

— 0 em L'(0,T; L*(%)), (5.123)

de onde concluimos que (5.114) é vilido, em vista de (5.109), (5.115) e (5.120).

Passando ao limite a sequéncia de problemas (5.104) quando m — +o0 e utilizando as
convergéncias (5.103), (5.107), (5.108), (5.109) e (5.114), obtemos
O2v, — Avg + f/(0)or =0 em Q x (0,7),

v, =0 sobre 92 x (0,7, (5.124)

O =0 q.s. em w,
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e para wy = O,v; temos no sentido das distribuigoes que
2wy — Awg + f/(0)wr, =0  em Q x (0,7),
w =0 sobre 092 x (0,7), (5.125)
w =0 q.s. em w.
Pela Hipdtese 2.3 temos que wy = dyvx, = 0. Portanto, retornando ao problema (5.124),
obtemos também que vy = 0. Finalmente, voltando a (5.112), considerando (5.109) e vy = 0,

obtemos que
1 T
a—2/ / | fe(ui)|? dxdt — 0 em L*(0,T, L*(£2)). (5.126)
m J0 Q

Seja O = 0, — A o operador de d’Alembert. Temos de (5.104) que

Ot = = fule}!) — —a(e)g(Ou)

m m

de onde obtemos, em ambos os casos a > 0 ou a = 0 (veja (5.103) e (5.126)), que

1 1
O Ov* = 0, (—afk(v}f) — a(x)g(@tu?)) — 0 fortemente em H, }(Q x (0,T)). (5.127)

m m

Seja p1 a medida microlocal de defeito associada a {9;v]"},, em L7 (2 x (0,7)). Em vista de

(5.127), temos:

(i) O suporte de p, supp(p) estd contido no conjunto caracteristico do operador de

ondas {72 = ||€||?} (veja Teorema 1.26).

Nosso desejo é propagar a convergéncia a zero de d,v" em L?(w x (0,T)) para o

conjunto L*(Q x (0,7)). De (5.127) temos que:
00wy — 0 em H,'(Q x (0,T)), quando m — +o0, (5.128)
0 que assegura que

(ii)) A medida p se propaga ao longo do fluxo bicaracteristico deste operador, o que
significa em particular, que se algum ponto wy = (to, xg, 70, &) Nao pertence ao conjunto

supp(p), entao toda bicaracteristica partindo de wy fica fora de supp(u).

Entretanto, como supp(u) C (Q2\w) x (0,7") e o damping friccional age em w x (0,7),
podemos propagar a convergéncia da energia cinética de w x (0,7") para o conjunto (2\w) X

(0, 7).
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De fato, do Teorema 1.30 e da Proposigao 1.18, segue que supp(u) esta contido em

(0,7) x 2 x S™ e é uma uniao de curvas do tipo

(5.129)

e TN (0,00) = ma(t) = ( £l Fee ) ,

tx(t), =, :
VIH[EP 1+ i
onde t € I + x(t) € int) é uma geodésica associada com a métrica G = (K/p)~!, onde

K=Iep=1.

Da convergéncia forte de 9,vf* — 0 em L*(w x (0,T)) quando m — +oo e do Teorema
1.29, segue que o suporte de p esta contido no conjunto (0,7) x Q\w x S™. Afirmamos que
supp i = 0. Com efeito, seja (to, zo, 70,&0) € supp 4 e x uma geodésica de G = I, definida
préxima de ty. Como as geodésicas dentro de Q\w entram necessariamente na regiao w
deduzimos de (5.129) que m4(t) ¢ supp p e assim, (tg, o, 70, &o) & supp u. Portanto, supp(u)

é vazio.

Da Observacao 1.4 segue que

o — 0em L2 (Q x (0,7)). (5.130)
Mais ainda, afirmamos que:
o — 0in L*(Q x (0,7)). (5.131)
De fato,
T T T
8vm2dxdt:/ /avm2dxdt+/ / o™ |* dx dt
| [ 1oar [ [1oap! [ oa! 515
- Ll + L27

onde

T T
Ly :/ / 0| d dt e Ly :/ / |0 |? da dt.
0 w 0 QN\w

De (5.93) temos que L; — 0 quando m — oco. Para L, considere a seguinte decomposigao:

€ T—e T
L :/ / 0vm2dxdt—l—/ / 0vm2d$dt—l—/ / O™ |? du dt
" Q\w| a e Q\w| & T—e Q\w| | (5.133)

=Ji + Jy+ Js,
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onde
€ T_e .
J1 = / / |atv;cn|2dmdt7 Jo :/ / |8t1)£“|2 drdt e J; = / / |8tv}€"|2 dr di.
0 JQ\w € QN\w T Jovw
Note que
Ji = / / |atvl7cn|2 dzr dt < / 2Evgl(t) dr dt < 2€EUL"(O) < 2¢, (5.134)
0 JO\w 0

j& que E,m(0) = 1. Consequentemente, lim,, .., J; < 2¢ para todo T' > ¢ > 0. Como ¢ > 0
¢é arbitrario, obtemos que lim,, .o, J; = 0. Do mesmo modo provamos que J3 — 0 quando

m — oo. Finalmente, de (5.130) deduzimos que J, — 0 quando m — oo.

Assim,

T
/ / |0 (z,1)|? dzdt — 0, quando m — +oo. (5.135)
0o Jo

Provaremos agora que F,m(0) converge a zero quando m — oo. De fato, consideremos

a seguinte funcao de corte:

e C0,T), 0<6(t) <1, 0(t)=1lem (¢,T —¢).

Multiplicando a equagca@o (5.104) por v;*6 e integrando por partes inferimos que

/ /|8tv,T|2 dxdt—/ o' (t /Gtv vt dxdt (5.136)
+/ ()/ ]V'U,T]dedt—l——/ /fk up ot dedt
+—/ / )g(Opui vy dadt = 0.

Considerando as convergéncias (5.103), (5.107), (5.108), (5.109), (5.135) e tendo em

mente que v, = 0, temos de (5.136) que

T—e 1
lim / (Ve P+ —— e o) dodt =0,
Q m

m——+00 c

de onde obtemos também que

T—e
lim / /Fk upt) dedt = 0,
m——+00 ng
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. L . . T—
a qual implica juntamente com todas as convergéncias anteriores que fe : Ev;n (t) — 0. Como

o funcional de energia é nao-crescente obtemos

(T — 2¢) Eypn (T — €) — 0, quando m — +o0.

Pela identidade da energia
T—e
By (T — ¢) — Eye(e) = / (OO dadt

n+2

e (5.103) temos que E,m(0) — 0 quando m — +00 para 1 < p < ", como desejdvamos

provar. |

5.5 Observabilidade Para o Problema Original

O principal resultado desta secao é o seguinte:

Lema 5.4 Assuma que O(g) = 1. Entao, para todo T'> Ty e R > 0, existe uma constante

C' > 0 tal que toda solu¢ao u do problema (5.11) satisfaz

<O / / ) (10l + 19(0u)?) dudt, (5.137)

desde que E,(0) < R.

Demonstragao: De (5.91), temos que para todo k > ko € N e toda solugao uy do problema

(5.12), a seguinte desigualdade é vélida:
E, (0)<C / / ) (10unl? + |g(@u)?) de dt, (5.138)
desde que E,, (0) < R, onde C' é uma constante positiva que nao depende de k.
(5.75) e do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue temos que

/ / 2)|g(Ovug(z, 1)) |* do dt — / / 2)|g(du(z,t))|* dx dt quando k — oo. (5.139)

Das convergéncias (5.86), (5.138) e (5.139), obtemos a desigualdade de observabilidade para

o problema (5.11), isto é,
) < C/ / ) (10cul® + |g(duw)|?) dadt, para todo T > Ty, (5.140)

desde que E,(0) < |
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5.6 Combinando Estimativas na Origem e no Infinito

Nessa secao, desenvolvemos nossos resultados baseados nos artigos [24], [28], [33], [37]
e [56]. Como é bem conhecido, dissipagoes sub-lineares e super-lineares no infinito requerem
mais regularidade das solugoes. Assim, a hipotese de regularidade abaixo sé sera necessaria

quando O(g) # 1.

Hipétese 5.5 (Regularidade para dissipagoes sub e super-lineares no infinito) 7Tal

hipdtese € imposta quando g ndo € linearmente limitada no infinito:

e Se g € sub-linear no infinito, i.e. O(g) < 1, entdo assumimos que existe py > 2 tal que
||utl|L°°(]R+;LPO(Q)) < Dy.

e Se g € super-linear no infinito, i.e. O(g) > 1, entao assumimos que eziste py > 2r tal
que

||Ut||L°°(R+;LPO(Q)) < Dy
para alguma constante positiva Dy.

Observacao 5.4 Note que como o sistema € mondtono dissipativo, a Hipotese 5.5 € satisfeita
para dados requlares, controlando o tamanho de r. Assim, se a solucdo é forte, entao para
todo T' > 0, |[us(t)|| g2 ) < C para todo t € (0,T) e alguma constante C' > 0 que ndo depende
de T > 0. Dai, uy € L(R; LP(Q)) para qualquer py < 2% sen >3 e u; € L°(R,; LP(Q))

n—2

para todo pg < co sen < 2.

Seja hy definida como em (5.7) e defina

h=hy+hgo (5.141)

1
med(Qr)’
onde hy é definida por
—2
e se g é sub-linear no infinito, isto é, r = O(g) < 1, entdo seja hi(s) := spggf—l,

po—2r
e se g é super-linear no infinito, isto é, r = O(g) > 1, entao seja hi(s) := sro—r-1,

e se g ¢é linearmente limitada no infinito, isto é, r = O(g) = 1, entao seja hi(s) := s.

(5.142)
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Definamos

q=I—-I+{T+h)o(K " 1) (5.143)

para alguma constante K > 0 a ser definida posteriormente. Como h é uma funcao estritamente

crescente e concava com h(0) = 0, ¢ é uma fungdo mondétona crescente que se anula na origem.

Teorema 5.4 Suponha que a Hipdtese 5.5 seja vdlida, O(g) #1 e 1 <p < 5. Entdo, para
todo T > Ty e R > 0, eziste uma constante C' > 0 tal que para cada solugao forte de (5.11), a

sequinte desigualdade é valida:

) <C / / ) (10l + 19(0)|?) dedt (5.144)

para todo T > Ty, desde que E,(0) <

Daqui em diante, utilizaremos a notacao
Db ut = / / g(ug)ug dQr-. (5.145)

Corolario 5.1 Suponha que a Hipdtese 5.5 seja vdlida. Seja Ty > 0 dado em (5.140) ou no
Teorema 5.4. Sejam h e q as fungoes definidas em (5.141) e (5.143), respectivamente. Entao,

E(t)<S (T — 1) para todo t > Ty, (5.146)
0

com limy_,o, S(t) = 0, onde S € a solu¢ao da sequinte EDO nao-linear:
Sy +q(S) =0, S(0)=E(0), (5.147)

onde

K =[C(T,a,med(Qr))] (5.148)

se g € linearmente limitado no infinito,

po(r—1)7

K = |C(T,a,med(Qr)) - D" (5.149)
se g € super-linear no infinito, e
r po(1-6) 1
K = |C(T,a,med(Qr)) - D{°* " (5.150)

se g € sub-linear no infinito.
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Demonstragao: No que segue, procederemos como no trabalho [55] de Lasiecka e Tataru,

adaptado ao nosso contexto. Seja

Yo = {(x,t) € Qr =0 x(0,T) :|0wu(z,t)] >1qs. },

Y5 = Qr\Xa.

A prova ird requerer as seguintes desigualdades:

I) Dissipagao préxima da origem. De (5.7) e do fato que h é concava e crescente,
a(z) < |laljeo + 1, ¢ =29~ < a(x), deduzimos que

B

IN

(1+|lalloo)h (a(z)g (Oru) Opu) dXg.
8

T+ all
/ a(z) (g @) + (0)?) dss < / a(2)h (g (D) D) A5 (5.151)
2 X
= a 7a($) u u
= 0 Nl 0 O )
< /2 (1+lalloc)h (m)og (Opu) 6tu> dXs
i

Pela desigualdade de Jensen temos que

(1+ [lall) / h (a(2)g (Bhu) Byu) dS; (5.152)
1
< (14 flaoe) med (Qr) b (m /Q ale)g (0) atud@)
= (11 [lallo) med (Qr) ( | at @ atudcz) ,
onde 7 (s) = hg <m>
/2 a(z) ([g (Byu)]* + (atu)z) d¥s < (14 |la]|s) med (Qr) r </ a(x)g (Oyu) dyu dQ) :
’ : (5.153)

II) Dissipagao linearmente limitada no infinito. Se O(g) = 1 entao de acordo com a

Definigao (5.1) e a Hip6tese 5.2, obtemos

/ a(z) (\g(@tu)\2+]8tu|2)d2a§(ﬁfl—i—]\;[> / a(z)g (Bru) O dSe.  (5.154)

[e3 EO{
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III) Dissipagao super-linear no infinito. Suponha que O(g) =r > 1. De (5.6) obtemos
que |g(s)| > m|s| para |s| > 1 com m > 0 independente de s, e trivialmente obtemos a

estimativa
/ a(z)|ul® dSq < —/ )| g(ue) |* dSq. (5.155)
Agora, para A €]0, 1],

[ a@la)Pas, = | a@lateo o) d, = (5.156)

Escolhendo qualquer py > 2r e estimando .J; utilizando a desigualdade de Hélder com

(S

expoentes conjugados 33 e L3+ (decompondo a(z) com a(x)?r/ro . q(z)Po=2A1)/po),

2)\7“

obtemos:

po—2Ar

21 /po 2(1-\)pp R
J; < (/ a(:v)\g(ut)|p°/’” dEa) (/ a(x)|g(uyg)| Po=2>r d2a> . (5.157)

Note que O(g) = r implica que

g(s)s ~ "~ g(s) VT 5] > 1. (5.158)

2(1=X)pg
Assim, para |g(u;)| 7~2> ser equivalente ao integrando g(u;)u;, resolvemos a equagao

2(1 — _
(1= X)po _ 1+7r I po(r —1) .
Do — 2A1 r 2r(po —r — 1)

Com essa escolha de A\, combinamos (5.155), (5.156) e (5.157) para concluir que
2 2 rotr1) RS0t
[ a@) il + latwo) dz, CHMM&&mmm(éa@M%MM%)
) (5.159)

2\r

onde C, = (supa(x)) »o .

IV) Dissipagao sub-linear no infinito. Assuma O(g) =r < 1. Em vista da Defini¢do 5.1

e a Hipdtese 5.2 obtemos que M|s| > |g(s)| para |s| > 1 com M > 0 independente de s:

/ a(z)|g(u) P dEe < M | a(@)|glu)| ] dSe = M [ a(z)g(u)u, dSe.  (5.160)

Sa Xa

Para A €]0, 1],

/ a(x)|ug| dX, :/ a(z) [P [ug 2N d8, =: . (5.161)
Sa Ya
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Seja py > 2 para estimar .J; utilizamos a desigualdade de Holder com expoentes 23 e

(decompondo a(x) como a(x)?/Po . q(z)Po=2APo);

po 2)\

po—2A

2M/po Mo o
Iy < ( / () g P d2a> ( / a(2) el FR g3 ) | (5.162)
a Ya

O valor de A €]0, 1] é escolhido de forma que

2(1-=XN)pg

lug| P02 = u ™~ g(u)u, para Jug| > 1, (5.163)
a saber,
2(1 — MN)po po(l—r)
A7/ [N RS W IS kv
po — 2A 2(po—1—1)
Combinando (5.160)-(5.162), temos:
2 2 PO(lr TE po—pl—_é(g)
[ atu + latw)Py s 5 il ([ alodatwoueacr)
e T
(5.164)

2

onde C, = (supa(x))ro
Agora, combinando as estimativas acima, a desigualdade de observabilidade (5.140), e (5.144)
do Teorema 5.4 com as desigualdades (5.153), (5.154), (5.159) ou (5.164), dependendo de
quando O(g) =1, O(g) > 1, ou O(g) < 1, respectivamente. Utilizando a defini¢ao (5.145) e

renomeando as constantes, obtemos

1
Bu(0) < & (10DF o(s)s0)) + o (oo DF (a(5) ) ) + (D o))
onde hy é dada por (5.142) e K = C(T, a, med(Qr)) se g é linearmente limitado no infinito,
po(r=1) po(1-0)

K = C(T,a,med(Qr))-D{° """ se g é super-linear no infinito e K = C (T, a, med(Qr))-Dg° "

se g sub-linear no infinito.

Em todos os casos existe uma constante K > 0 e uma fungao h tal que
E,(0) < K(I +h)(Dyg (g(s);ur)).
Utilizando a identidade da energia obtemos

(I+h)" N K 'E,T)) < E,(0)— E,(T).
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A propriedade de semigrupo de U(t) = (u(t), ut(t)) assegura que
E((m+1)T)+ (I +h) YK 'E,((m+1)T)) < E,(T) (5.165)

para todo m € N.

Aplicando o Lema 1.7 com s,, = E,(mT') resulta que

E,(mT)<S(m), m=0,1,... (5.166)

Finalmente, como E,(t) e S(-) sdo fungdes nao-crescentes, temos para t = m1 + 7,

0<7<T,

E,(t) < Eo(mT) < S(m) = S <t _ T) <3S (i - 1) para t > Tp. (5.167)

Corolario 5.2 Suponha que as as hipdteses do Coroldrio 5.1 sejam satisfeitas e que a fun¢ao
h em (5.141) possa ser expressa como h = h, + hy onde hy e hy sao fungoes concavas,

mondtonas crescentes, valem zero na origem e além disso hy = o(hy), isto €,

lim hg(x)/hy(z) =0

z—0t

e hy nao tem limitante superior linear no intervalor [0,1). Entao, dado qualquer nimero

positivo v < 1, existe tg = to(y) > T tal que a sequinte estimativa é vdlida:

(1
E(t)<S (7_’ — 1> . para todo t > 2ty, (5.168)
0

onde S € a solugdo da sequinte EDO ndo-linear:
Sy+hyt (vK7'S) =0, S(0) = E(0), (5.169)

com K e Ty como no Corolario 5.1.
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Demonstracgao: As hipdteses sobre h implicam que ¢ > hb_l o (yK~'I) préximo da origem.
De fato, escrevendo F = K (I + h) obtemos:
q=I—-(I+FH!
= [I+FHo(I+FH) ] -(U+FH)!
=Flo(I+FH!
=F lo(FoF '+F !

-1

=F o [(K(I+h)oF+F] (5.170)

=F 'o[KF '+ KhoF '+ F |}
=F [(Kh+ (K+ 1)) o F ]
=F loFo(Kh+ (K+1)I)™
= (Khy+ Khy + (K + 1))~}

Note que Khy+(K+1)I = o(hy) j& que lim,_,q¢ ZXEEDE - Agsim g = (Khy+o(hy)) ™

hy(z)
o(hp)(z) _ _w(x)
Khy(x) Khy(z)

sempre que z € (0,0). Portanto, o(hy)(z) < (14 €)Khy(z) — Khy(z) para todo x € (0,0), o

Mais ainda, se w = o(hy) entao para todo € > 0 existe § > 0 tal que <€

que implica em (1+¢e)Khy > Khy,+o(hy) no intervalo [0, ). Consequentemente, se definirmos
y=(1+¢)"} entdao hy ' oy K~ < (Khy+ o(hy)) ™! = g em [0,0).

Seja ¢ : R, — R, dado por £ = (I + h™') o (K~'I). Do Coroldrio 5.1 sabemos que

lim S(t) = 0. Assim, existe to > Tj tal que S(ty) < J. Defina s, = E,(mty). Vamos mostrar

t—o00

que
E(t)<S (Ti — 1) , para todo t > 2t, (5.171)
0
onde
S+ hy {(ETH(S(1) =0, S(0) = E(t). (5.172)

Para este fim, é suficiente provar que
Sma1 < g(m), para todo m =0,1,2,.... (5.173)

De fato, uma vez que t > 2ty pode ser escrito como t = )to + 7 com m > 1, segue que

(m
B(t) < B((m + 1)to) < E(mto) < S(m+1) = § (57) < 8
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Para m = 0, a estimativa (5.173) é 6bvia. Assuma que s,,41 < S(m). De (5.143) e
(5.165) deduzimos que

Smao + (Smi2) < Smi1, para todo m > 1. (5.174)
A desigualdade (5.174) é equivalente a
(L + O)smi2 < Smt
e como (I + £)~* ¢ mondtona crescente, spyio < (I +€) 7 st = Smi1 — @(Smi1), € disto
Sma2 < Sma1 — q(Sma1)- (5.175)
Integrando a equagao (5.172) de m até m + 1 obtemos

S(m+1) — §(m) = — / " KIS 0)) d

m

Portanto,
m—+1

S(m +1) = (m) / o (v (S(8)) dt

m

= (I+0)7"(S(m)) (5.176)
> (I + 6)715m+1

= Sm+1 — Q<3m+1>

Se considerarmos a equacao
S+ b (YEH(S (1)) = 0,5(0) = E(0), (5.177)
entao S <— — 1) <8 (— — 1> para todo t > 2t,.

Com efeito, note que S(t) = G~'(—t) onde G(S fE (o) o 4T € S(t) =
G~1(—t) onde G(S fE ) h— dr. Assim,

/Efti?”mw(s(i—o)=—<%—1>-
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Jé que & —12>0, S (% — 1) < 5(0) = E(ty) < E(0), de (5.178) obtemos

; B(to) 1 E(0) 1
to 5‘(%_1) hy (yK~1T) §(%—1) hy (vK~17)

A desigualdade (5.179) assegura que

t (%1 1 [t
__1§_/( )ﬁm:—@<s<——1>>. (5.180)
lo E(0) hy (YK—'7) to

Portanto, (5.180) implica que

S (i — 1) <G! (— (i - 1)> =S (t—o — 1) , para todo t > 2t. (5.181)
to to t

Combinando (5.171) e (5.181), o resultado segue. |

Corolario 5.3 Sob as mesmas hipoteses do Coroldrio 5.1 e suponha que a fun¢ao g seja

linearmente limitada no infinito.

a)

b)

Se g é sub-linear na origem, isto é, moz?T! < g(z)x < Mpx®t com 0 € (0,1) para

|z| < 1, a fun¢do auziliar hy pode ser definida como ho(x) = cml%, onde ¢ = Q(MSZT%I).
Entao a EDO (5.147) pode ser substituida por ’
1 1 110
St + E(’}/K S(t)) 20 = O, S(O) = E(O), (5182)

C 260
e o decaimento da energia (5.146) € vdlido para todo t > 2ty com ty > 0 suficientemente

grande.

Se g € super-linear na origem, isto é, moz"™' < g(z)x < Moz com r > 1 para |z| < 1
e a fungao x — \/rg(\/T) € convexa e super-linear (sem limitante linear inferior com
inclinagao positiva) no intervalo [0,6), para algum 6 > 0, entao a EDO (5.147) pode

ser substituida por

S, 4+ /7K 182g[(vK~'S)z] =0, S(0) = E(0), (5.183)

e a estimativa de energia (5.146) € vdlida sempre que t > 2ty para algum ty > 0

suficientemente grande.
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Demonstracao:

a) Por construcao, hy é estritamente sub-linear, enquanto que h; é linear, e assim o

resultado segue diretamente do Corolario 5.2.

b) Para determinar hy, resolvemos a equagao ho(g(z)r) = cx? com ¢ = 2(1 + M2), obtendo

ho'(z) = (\/(x/c))g(y/(x/c)). Assim, hg é concava e estritamente sub-linear em [0, §)
pela hipétese. O Coroldario 5.2 estabelece que podemos substituir ¢ por hy' o (YK 11)

na EDO (5.147), e o resultado segue pois o fator <1 pode ser incorporado em 7.

Observacgao 5.5 Integrando a EDO (5.183) obtemos S(t) = G~ (—Qt, E(O)) onde

Cy 1

G(y, E(0)) :/ du

v/ CE(0) g(u)
com C = yK~1.

5.7 Calculando Taxas de Decaimento

Os exemplos dessa sec¢ao irao ilustrar os resultados da se¢ao anterior. Levaremos em
consideragao varias configuragoes que incluem amortecimento sub e super-linear, tanto no

infinito quanto na origem.

5.7.1 Caso linearmente limitado no infinito

Através dessa subsecao assumimos que mz? < g(x)xr < Mx? para todo || > 1. Nos

exemplos abaixo, a constante Ty vem do Lema 5.4 e a constante K de (5.148).

Exemplo 5.1 (Dissipagao linearmente limitada na origem) Nesse caso, obtemos o de-

caimento exponencial das soluc¢oes. Suponha que mox? < g(x)x < Mox? para todo |x| < 1.
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Entao ho(z) = (Mo +mg)z e a fungdo q em (5.143) pode ser calculada explicitamente e a
EDO (5.147) torna-se
S,+CS =0, S(0)=E(0),

& K1 med(Qr) p o _Ct —C(+-1
onde C' = med(QT)(2+K*1)+€\40+mgl' Isso nos da S(t) = E,(0)e " e E(t) < E(O)e< (#5-1)

para todo t > T.

Exemplo 5.2 (Dissipagao super-linear e polinomial préximo da origem) Suponha
que mozPTt < g(x)x < MoaP™ para todo |s| < 1 e algum p > 1. Como a fungao
s+ 1/59(\/5) = sPTV/2 ¢ convexa para p > 1, pelo Coroldrio 5.3 item b), o decaimento da

energia é determinado pela solu¢ao da EDO

p+1

S,+CS% =0, S(0)=E(0),

onde C' = (vK _1)%. Essa equacgao pode ser integrada diretamente, entretanto, para ilustrar
a formula geral obtemos
vy SR —p
Gy BO) = [ wrdu= oy - B0
E(0) I—p

p+1

Dai, G-\(t) = [E(0)75™ + (1 — p)]=7. Assim,

E(t)§5<%—1> — G (-% (%_1)> _

para todo t > Tj.

Exemplo 5.3 (Dissipagao sub-linear préximo da origem) Considere g(s) = s’ para
todo |x| < 1 e algum 0 € (0,1). Pelo Coroldrio 5.3 item a), o decaimento da energia é

determinado pela solucao da EDO

S, +CS% =0, S(0)=E(0),

A -1 2(M2+1
onde C' = (%) com ¢ = X %o ). Neste caso,
To

(=

m
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26
1 -1
Portanto, G™Y(t) = {(—% +1)t++/E(0) 0“] . Assim,

20

1-96 t |
E(t) < [(7> % <’_ZT — 1> + E(0) 230] para todo t > Tp.
0

Exemplo 5.4 (Dissipagao do tipo exponencial préximo da origem) Tomemos

—1/s?

g(s) = s’ para s prézvimo da origem. Como a funcio h™'(s) = g(v/s)v/5 = s%e~'/* ¢ con-

veza [0,0) para algum § > 0 suficientemente pequeno, o decaimento da energia € determinado

pela solugao da EDO
S, + C?S2e~ (97 = 5, + \/CSg[(CS)2] = 0,

onde C' = yK~'. Neste caso, G(y, E(0)) = —L1[e!/(Cv) — ¢/(CEO)] ¢

1
2
G (t, E(0)) = CVIn(e"/(CFO) _ 2)]71,

Dat,

3 [t - -1
BE(t)<C™! {ln (C (T — 1) + el/(CE(O)))] para todo t > Ty.
0

Exemplo 5.5 Consideremos g(s) = s|sle”'/1¥l para s prérimo da origem. Como a funcdo
1
g(v/$)\/s = 532" V5 € convexa em [0,9) para algum § > 0 suficientemente pequeno, o

decaimento da energia é determinado pela solucao da EDO

S, + (CS)ze Ves =0, S(0) = E(0),

. . a1
onde C = yK~'. Neste caso, S(t) = £1In? (%(Ct + 26VC'E(O))). Portanto,

para todo t > Ty.

5.7.2 Casos sub-linear e super-linear

Exemplo 5.6 (Dissipagao sub-linear no infinito) Suponha que g € linearmente limitada

prézimo da origem 0, isto €, mgs®> < g(s)s < Mys® para todo |s| < 1, enquanto que no infinito
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O(g) < 1, o que significa que existe um nimero positivo 0 < 1 tal que,

ms’™ < g(s)s < Ms"™, para todo |s| > 1.

—2
Entdo, hy como no Ezemplo 5.1 € linear: ho(s) = (Mo +mg')s, enquanto que hy(s) = §70-0-1

como em (5.142). Assumindo que existe py > 2 tal que u, € L (R.; LP°(Q)) obtemos ™ Eg —0

quando x — 0%, e do Coroldrio 5.2 a equagao (5.169) tem a forma
St—f—(OéS)p:O, S(O):E(O>7

onde p = B f L e o = yK~' para qualquer nimero positivo v < 1.

2

Como estabelecido no Corolario 5.146, a constante K > 0 é dada por

po(1-0)

K = |CO(T,a,med(Qr)) - D"

A solu¢ao desta EDO € dada por

E(0)°
ar(p—1)

Assim, para t suficientemente grande (t > 2ty), onde ty € dado no Coroldrio 5.2, temos

S(t) = (a(p— 1)t +¢0) 71, o=

po—2

E(t) < |E(0)" +a’(p—1) (i - 1)] o

to

Exemplo 5.7 (Dissipagao super-linear no infinito) Suponha novamente que g é linear-

mente limitada prézimo de 0, e no infinito O(g) > 1, isto €, existe r > 1 tal que
ms" < g(s)s < Ms™tt, para todo |s| > 1.

po—271
Como no exemplo anterior ho(z) = (My+mg')s, enquanto que hy(s) = s70-=1 como definido

m (5.142). Assumindo que existe py > 2r tal que uy € L®(Ry; LP(QY)) obtemos hOEx) — 0

quando x — 0%, e do Coroldrio 5.2 a equagdao (5.169) tem a forma

Si+ (@S)” =0, 5(0) = E(0),

r—1

—- e = ~vK~t para qualquer constante positiva v < 1.

onde p = po



5.7 Calculando Taxas de Decaimento 134

Como estabelecido no Corolario 5.146, a constante K > 0 é dada por

po(r=1)

K = |C(T,a,med(Qr)) - D" .

A solucdo desta EDO € dada por

E(0)'"

S(0) = (@ (p =Dt + ) 7T, =

Assim, para t suficientemente grande (t > 2ty), onde ty é dado no Coroldrio 5.2, temos

s oo (=) ()]

Abaixo, resumimos os resultados obtidos na segao 5.7.1. Para as taxas de decaimento

na Tabela 1 assumimos que g é linearmente limitada no infinito.

Comportamento de g préximo da origem (|s| < 1)
s sP>1 sf<t s3e=1/s s|s|e /15!
Regularidade Energia finita
Si+y=0y=CS Y= cst Y= s Y= 0252~ (C9) Y= (C’S)ggﬁ
S(t) coeCt e + c1(p — 1)t]717%1 [(352) ert + o) = o M (et + co) [ e ' In T (et + o))

Tabela 5.1: Taxas de decaimento da energia para um feedback g(s) linearmente limitado.

Para as taxas de decaimento na Tabela 2 assumimos que a fungao g tem ordem diferente
de 1 no infinito, de acordo com a Definicao 5.1. Neste caso, o decaimento uniforme em espaco

de energia finito requer regularidade uniforme de solugoes em topologia mais forte.
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Comportamento de g para |s| > 1

g(s) = <! g(s) = s
Regularidade up € L®(Ry; LP0(Q)), po > 2 up € L®°(Ry; LP(Q)), po > 2r
EDO S+ (a9) %7 =0 S+ (aS) o7 =0
S(t) (80t + o)) H50 (e ER(t + )7

Tabela 5.2: Taxas de decaimento da energia para um feedback g(s) linearmente limitado préximo
da origem (para |s| < 1) e nao linearmente limitado no infinito (para |s| > 1).



Referéncias Bibliograficas

[1]

[6]

[7]

8]

AGARWAL, R. P.; OREGAN, D.; SAHU, D. R. Fixed point theory for Lipschitzian-type
mappings with applications. Topological Fixed Point Theory and Its Applications, 6.
Springer, New York, 2009. x+368 pp.

ALABAU-BOUSSOUIRA, F. Convexity and weighted integral inequalities for energy
decay rates of nonlinear dissipative hyperbolic systems, Appl. Math. Optim. 51(1), (2005),
61-105.

ALABAU-BOUSSOUIRA, F. A. Unified approach via convexity for optimal energy decay
rates of finite and infinite dimensional vibrating damped systems with applications to
semi-discretized vibrating damped systems. J. Differential Equations 248 (2010), no. 6,
1473-1517.

ALABAU-BOUSSOUIRA, F., CANNARSA, P.; GUGLIELMI R. Indirect stabilization
of weakly coupled systems with hybrid boundary conditions. Math. Control Relat. Fields
1 (2011) 413-436.

ALABAU-BOUSSOUIRA, F.; CANNARSA, P.; KOMORNIK, V. Indirect internal
damping of coupled systems. J. Evol. Equ. 2 (2002) 127-150.

ALABAU-BOUSSOUIRA, F.; LEAUTAUD, M. Indirect stabilization of locally coupled
wave-type systems. ESAIM: COCV 18 (2012) 548-582.

ALABAU-BOUSSOUIRA, F.; WANG, Z.; YU, L. A one-step optimal energy decay
formula for indirectly nonlinearly damped hyperbolic systems coupled by velocities,

ESAIM: COCV 23 (2017), 721-749.

ALABAU-BOUSSOUIRA, F.; PRIVAT, Y.; TRELAT, E. Nonlinear damped partial
differential equations and their uniform discretizations. J. Funct. Anal. 273 (2017), no. 1,

352-403.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 137

[9]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

ANDRADE, D.; MOGNON, A. Global Solutions for a System of Klein-Gordon Equations
with Memory. Bol. Soc. Parana. Mat. (3) 21 (2003), no. 1-2, 127-138.

ASTUDILLO, M.; CAVALCANTTI, M. M.; DOMINGOS CAVALCANTI, V. N.; FUKU-
OKA, R.; PAMPU, A. B. Uniform decay rate estimates for the semilinear wave equation
in inhomogeneous medium with locally distributed nonlinear damping. Nonlinearity 31

(2018), no. 9, 4031-4064.

ASTUDILLO, M.; CAVALCANTI, M. M.; FUKUOKA, R.; GONZALEZ MARTI-
NEZ, V. H. Local uniform stability for the semilinear wave equation in inhomogene-
ous media with locally distributed Kelvin-Voigt damping, Math. Nachr., (2018) DOI:
10.1002/mana.201700109.

BARBU, V. Analysis and control of nonlinear infinite-dimensional systems. Mathematics

in Science and Engineering, 190. Academic Press, Inc., Boston, MA, 1993. x+476 pp.

BARBU, V. Nonlinear Semigroups and Differential Equations in Banach Spaces, No-
ordhoff International Publishing, Bucharest, Romania, 1976.

BARDOS, C.; LEBEAU, G.; RAUCH, J. Sharp sufficient conditions for the observation,
control, and stabilization of waves from the boundary. SIAM J. Control Optim. 30 (1992),
no. 5, 1024-1065.

BLAIR, M. D.; SMITH, H. F.; SOGGE, C. D. Strichartz estimates for the wave equation
on manifolds with boundary. Ann. Inst. H. Poincaré Anal. Non Linéaire 265 (2009),
1817-1829.

BORTOT, C. A.; CAVALCANTIL M. M.; CORREA, W. J.; DOMINGOS CAVALCANTI,
V. N. Uniform decay rate estimates for Schrodinger and plate equations with nonlinear
locally distributed damping. Journal of Differential Equations, 254 (2013), no. 7, 3729-
3764.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 138

[17]

[25]

BOYER, F.; FABRIE, P. Mathematical tools for the study of the incompressible Navier-
Stokes equations and related models. Applied Mathematical Sciences, 183. Springer, New
York, 2013. xiv+525 pp.

BREZIS, H., Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations.
Universitext. Springer, New York (2011).

BURQ), N.; CHRISTTANSON, H. Imperfect geometric control and overdamping for the
damped wave equation, Commun. Math. Phys. 336, 101-130 (2015).

BURQ, N.; GE’)RARD7 P. Condition nécessaire et suffisante pour la controlabilité exacte
des ondes. (French) [A necessary and sufficient condition for the exact controllability of

the wave equation] C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math. 325 (1997), no. 7, 749-752.

BURQ, N.; GERARD, P. Controle Optimal des équations aux dérivées partielles. 2001,
Url:http: //www.math.u-psud.fr/ burq/articles/coursX.pdf

CAVALCANTI, M. M. ; CORREA, W. J. : OZSARI, T.; SEPULVEDA, M.;: VEJAR-
ASEM, R. Exponential stability for the nonlinear Schrodinger equation with locally
distributed damping. Comm. Partial Differential Equations 45 (2020), no. 9, 1134-1167.

CAVALCANTI, M. M.; DOMINGOS CAVALCANTI, V. N. Iniciagao a Teoria das

Distribuicoes e aos Espagos de Sobolev. Maringa: Eduem, Brasil, 2009.

CAVALCANTI, M. M.; DOMINGOS CAVALCANTI, V. N.; LASIECKA, 1. Wellposed-
ness and optimal decay rates for wave equation with nonlinear boundary damping-source

interaction, J. Differential Equations236 (2007), 407-459.

CAVALCANTI, M. M.; DOMINGOS CAVALCANTI, V. N.; MANSOURI, S.; GONZA-
LEZ MARTINEZ, V. H.; HAJJEJ, Z.; ASTUDILLO ROJAS, M. R. Asymptotic stability
for a strongly coupled Klein-Gordon system in an inhomogeneouns medium with locally

distributed damping. Journal of Differential Equations. 268 (2020), 447-489.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 139

[26]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

CAVALCANTI, M. M.; DOMINGOS CAVALCANTI, V. N.; FUKUOKA, R.; SORI-
ANO, J. A. Uniform stabilization of the wave equation on compact surfaces and locally

distributed damping. Methods Appl. Anal. 15 (2008), no. 4, 405-425.

CAVALCANTI, M. M.; DOMINGOS CAVALCANTI, V. N.; FUKUOKA, R.; SORIANO,
J. A. Asymptotic stability of the wave equation on compact surfaces and locally distributed

damping-a sharp result. Trans. Amer. Math. Soc. 361 (2009), no. 9, 4561-4580.

CAVALCANTI, M. M.; DOMINGOS CAVALCANTI, V. N.; FUKUOKA, R.; TOUNDY-
KOV, D. Unified approach to stabilization of waves on compact surfaces by simultaneous
interior and boundary feedbacks of unrestricted growth. Appl Math Optim 69(1):83-122
2014.

CAVALCANTI, M. M.; DIAS SILVA, F. R.; DOMINGOS CAVALCANTT, V. N. Uniform
decay rates for the wave equation with nonlinear damping locally distributed in unbounded

domains with finite measure. SIAM J. Control Optim. 52 (2014), no. 1, 545-580.

CAVALCANTTI, M. M.; DOMINGOS CAVALCANTI, V. N.; FUKUOKA, R.; SORIANO,
J. A. Asymptotic stability of the wave equation on compact manifolds and locally
distributed damping: a sharp result. Arch. Ration. Mech. Anal. 197 (2010), no. 3,
925-964.

CAVALCANTI, M. M.; DOMINGOS CAVALCANTI, V. N.; LASIECKA, 1. Well-
posedness and optimal decay rates for the wave equation with nonlinear boundary

damping-source interaction. J. Differential Equations 236 (2007) 407-459.

CAVALCANTI, M. M.; DOMINGOS CAVALCANTI, V. N.; PRATES FILHO, J. S;
SORIANO, J. A. Existence and uniform decay of a degenerate and generalized Klein-
Gordon system with boundary damping. Commun. Appl. Anal. 4 (2000), no. 2, 173-196.

CAVALCANTI, M. M.; LASIECKA, I.; TOUNDYKOV, D. Wave equation with damping
affecting only a subset of static Wentzell boundary is uniformly stable. Trans. Amer.

Math. Soc. 364 (2012), no. 11, 5693-5713.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 140

[34]

[35]

[36]

[37]

CAZENAVE, T.; HARAUX, A. An introduction to semilinear evolution equations. Oxford
Lecture Series in Mathematics and its Applications, 13. The Clarendon Press, Oxford

University Press, New York, 1998. xiv+186 pp.

CHUESHOV, I; ELLER, M.; LASIECKA, I. On the attractor for a semilinear wave
equation with critical exponent and nonlinear boundary dissipation. Comm. Partial

Differential Equations (27), no. 9-10, 1901-1951 (2002).

COUSIN, A. T.; FROTA, C. L.; LARKIN, N. A. On a system of Klein-Gordon type
equations with acoustic boundary conditions. J. Math. Anal. Appl. 293 (2004), no. 1,
293-3009.

DAOULATLI, M.; LASIECKA, I.; TOUNDYKOV, D. Uniform energy decay for a
wave equation with partially supported nonlinear boundary dissipation without growth

restrictions. Discrete Contin. Dyn. Syst. Ser. S 2 (2009), no. 1, 67-94.

DEHMAN, B. Stabilisation pour I’équation des ondes semilinéaire, Asymptotic Anal. 27,
171-181 (2001).

DEHMAN, B.; GERARD, P.; LEBEAU, G. Stabilization and control for the nonlinear
Schrodinger equation on a compact surface. Math. Z. 254 (2006), no. 4, 729-749.

DEHMAN, B.; LEBEAU, G.; ZUAZUA, E. Stabilization and control for the subcritical

semilinear wave equation, Anna. Sci. Ec. Norm. Super. 36, 525-551 (2003).

DOS SANTOS FERREIRA, D. Sharp L” Carleman estimates and unique continuation.
Journées Equations aux Dérivées Partielles, pages Exp. No. VI, 12. Univ. Nantes, Nantes,

2003.

DUISTERMAAT, J. J.; HORMANDER, L. Fourier integral operators. II. Acta Math.,
128(3-4):183-269, 1972.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 141

[43]

[44]

[45]

[46]

[50]

[51]

DUYCKAERTS, T.; ZHANG, X.; ZUAZUA, E. On the optimality of the observability
inequalities for parabolic and hyperbolic systems with potentials, Ann. Inst. H. Poincaré

Anal. Non Linéaire 25, 1-41 (2008).

FERREIRA, J. S. Asymptotic behavior of the solutions of a nonlinear system of Klein-
Gordon equations. Nonlinear Anal. 13 (1989), no. 9, 1115-1126.

FERREIRA, J. S. Exponential decay for a nonlinear system of hyperbolic equations with
locally distributed dampings. Nonlinear Anal. 18 (1992), no. 11, 1015-1032.

FERREIRA, J. S. Exponential decay of the energy of a nonlinear system of Klein-Gordon
equations with localized dampings in bounded and unbounded domains. Asymptotic

Anal. 8 (1994), no. 1, 73-92.

FERREIRA, J.; MENZALA, G. P. Decay of solutions of a system of nonlinear Klein-
Gordon equations. Internat. J. Math. Math. Sci. 9 (1986), no. 3, 471-483.

GERARD, P. Microlocal defect measures, Comm. Partial Differential Equations 16 (1991)
1761-1794.

GERARD, P. Oscillations and concentration effects in semilinear dispersive wave equati-

ons, J. Funct. Anal. 141, 60-98 (1996).

HORMANDER, L. The analysis of linear partial differential operators. III, Springer-
Verlag, Berlin, 1985.

HORMANDER, L. The propagation of singularities for solutions of the Dirichlet problem.
In Pseudodifferential operators and applications (Notre Dame, Ind., 1984), volume 43 of

Proc. Sympos. Pure Math., pages 157-165. Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1985.

JOLY, R.; LAURENT, C. Stabilization for the semilinear wave equation with geometric
control, Analysis & PDE 6, 1089-1119 (2013).

KAPITONOV, B. Uniform stabilization and exact controllability for a class of coupled
hyperbolic systems, Comput. Appl. Math., 15 (1996), pp. 199-212.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 142

[54]

[55]

[56]

KESAVAN, S. Topics in functional analysis and applications. John Wiley & Sons, Inc.,
New York, 1989. xii+267 pp.

LASIECKA, I.; TATARU, D. Uniform boundary stabilization of semilinear wave equation

with nonlinear boundary damping, Differential and integral Equations, 6 (1993), 507-533.

LASIECKA, I.; TOUNDYKOV, D. Energy decay rates for the semilinear wave equation
with nonlinear localized damping and source terms. Nonlinear Anal., 64 (8):1757-1797,

2006.

LEBEAU, G. Equations des ondes amorties, Algebraic Geometric Methods in Maths.
Physics, pp. 73-109, 1996.

BETEL[,J7 S.; GULLIVER, R.; LITTMAN ,W. Boundary control of PDEs via curvature
flows: the view from the boundary. II. Appl. Math. Optim., 46(2-3):167-178, 2002. Special

issue dedicated to the memory of Jacques-Louis Lions.
JOST, J. Riemannian Geometry and Geometric Analysis. Springer Verlag, 2008.

MARTINEZ, P. A new method to obtain decay rate estimates for dissipative systems
with localized damping, Rev. Mat. Complut. 12 (1) (1999) 251-283.

KOCH, H.; TATARU, D. Dispersive estimates for principally normal pseudodifferential
operators. Commun. Pure Appl. Math. 58(2), 217-284 (2005)

LIONS, J. L. Quelques Méthodes de Résolution des Problemes Aux Limites Non Linéaires.
Dunod, Guthier-Villars, 1969.

J. L. LIONS; E. MAGENES. Problemes aux limites non homogenes et applications. Vol.
1. (French) Travaux et Recherches Mathématiques, No. 17 Dunod, Paris 1968 xx+372

pp.

LIU, K.; LIU, K. Exponential decay of energy of the Euler-Bernoulli beam with locally
distributed Kelvin-Voigt damping, STAM J. Control and Optim. 36, 1086-1098 (1998).



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 143

[65]

[66]

[67]

[68]

[69]

[72]

[73]

[74]

[75]

[76]

LIU, K.; RAO, B. Exponential stability for the wave equations with local Kelvin-Voigt
damping, Z. Angew. Math. Phys. 57, 419-432 (2006).

MEDEIROS, L. A. Iniciacao aos Espacos de Sobolev e Aplicacoes. Textos de Métodos
Matematicos, Vol. 16, Instituto de Matematica - UFRJ, Rio de Janeiro, 1983.

MEDEIROS, L. A.; MENZALA, G. P. On a mixed problem for a class of nonlinear
Klein-Gordon equations. Acta Math. Hungar. 52 (1988), no. 1-2, 61-69.

MEDEIROS, L. A.; MIRANDA, M. M. Weak solutions for a system of nonlinear Klein-
Gordon equations. Ann. Mat. Pura Appl. (4) 146 (1987), 173-183.

MEDEIROS, L. A.; MIRANDA, M. M. On the existence of global solutions of a coupled
nonlinear Klein-Gordon equations. Funkcial. Ekvac. 30 (1987), no. 1, 147-161.

MIRANDA, M. M. Trago para o Dual dos Espagos de Sobolev, Bol. So. Paran. Mat. (2
série), vol 11, num 2 (1990), 131-137.

PAZY, A. Semigroups of Linear Operators and Applications to Partial Differential
Equations, Applied Mathematical Sciences 44, Springer-Verlag, New York, 1983.

PUCCI, P.; SERRIN, J. Asymptotic stability for nonautonomous dissipative wave systems,
Communications on Pure and Applied Mathematics 49 (1996), 177-216.

PUCCI, P.; SERRIN, J. Global nonexistence for abstract evolution equations with

positive initial energy, Journal of Differential Equations 150 (1998), 203-214.

RAUCH, J.; TAYLOR, M. Decay of solutions to nondissipative hyperbolic systems on
compact manifolds. Comm. Pure Appl. Math. 28(4) (1975), 501-523.

RIVERA, J. E. M. Teoria das Distribugoes e Equagoes Diferenciais Parciais.

RUIZ, A. Unique Continuation for Weak Solutions of the Wave Equation plus a Potential,
J. Math. Pures. Appl. 71 (1992) 455-467.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 144

[77]

[78]

[79]

[80]

[31]

SEGAL, I. E. Nonlinear partial differential equations in quantum field theory. 1965. Proc.
Sympos. Appl. Math., Vol. XVII pp. 210-226 Amer. Math. Soc., Providence, R.I.

SIMON, J. Compact Sets in the space LP(0,T, B). Ann. Mat. Pura Appl. 146 65-96
(1987).

STRAUSS, W. A. On weak solutions of semilinear hyperbolic equations, Anais da
Academis Brasileira de Ciéncias, 71, 1972, 645-651.

TATARU, D. The X; spaces and unique continuation for solutions to the semilinear

wave equation, Comm. Partial Differential Equations 2 (1996) 841-887.

TEBOU, L. Sharp observability estimates for a system of two coupled nonconservative

hyperbolic equations. Appl. Math. Optim. 66 (2012), no. 2, 175-207.

TEBOU, L. Stabilization of some elastodynamic systems with localized Kelvin-Voigt
damping, Discrete and Continuous Dynamical Systems, 36 7117-7136 (2016).

SHOWALTER, R. E. Monotone operators in Banach space and nonlinear partial diffe-
rential equations. Mathematical Surveys and Monographs, 49. American Mathematical

Society, Providence, RI, 1997.

ZEIDLER, E. Nonlinear Functional Analysis and its Aplications. Vol 2A: Linear monotone

operators, Springer-Verlag, 1990.

ZHANG, X. Explicit observability estimates for the wave equation with lower order terms

by means of Carleman inequalities, STAM J. Cont. Optim. 3 (2000) 812-834.

ZUAZUA, E. Exponential decay for semilinear wave equations with localized damping,

Comm. Partial Differential Equations, 15 205-235 (1990).



	Resultados Preliminares
	Distribuições e Espaços Funcionais
	Espaços 
	Espaços de Sobolev
	Traço de uma função de 
	Topologias Fracas, Espaços Reflexivos e Separáveis
	Espaços Funcionais a Valores Vetoriais
	Resultados Auxiliares
	Resultados Utilizados de Semigrupos
	Análise Microlocal

	Decaimento Exponencial Para O Sistema Klein-Gordon Acoplado Por Velocidades
	Propriedade de Continuação Única
	Existência e Unicidade de Soluções
	Estabilidade Exponencial

	Estabilidade Uniforme de um Modelo Linear Sujeito a Uma Dissipação Não-Linear
	Estabilidade Uniforme Local para uma Equação da Onda Semi-linear em um Meio Não-homogêneo Sujeita a uma Dissipação Localmente Distribuída do tipo Kelvin-Voigt
	Existência e Unicidade de Soluções
	Decaimento Exponencial para as Soluções do Problema (??

	Taxas de Decaimento Uniforme para a Equação da Onda Semi-linear Sujeita a uma Dissipação Não-linear Localmente Distribuída
	Existência e Unicidade de Soluções
	Formulação Abstrata e Funcionais de Energia

	Recuperando a Regularidade para 
	Estimando 
	Decaimento Uniforme da Energia
	Observabilidade Para o Problema Original
	Combinando Estimativas na Origem e no Infinito
	Calculando Taxas de Decaimento
	Caso linearmente limitado no infinito
	Casos sub-linear e super-linear


	Referências Bibliográficas

