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COMPORTAMENTO ASSINTÓTICO PARA
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Julgadora composta pelos membros:
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Resumo

Neste trabalho, estudamos a existência, unicidade e estabilidade das soluções para quatro
problemas associados a dois sistemas hiperbólicos semi-lineares. O primeiro consiste na estabilização
para um sistema do tipo Klein-Gordon com dissipações lineares localmente distribúıdas acoplado por
termos de velocidade e condições de fronteira do tipo Dirichlet. O segundo problema contempla a
estabilização de um sistema linear acoplado por velocidades com uma dissipação não-linear localizada
agindo em somente uma equação. O terceiro problema trata-se da estabilidade exponencial para uma
equação da onda semi-linear em um meio não-homogêneo e sujeita a dissipações do tipo Kelvin-Voigt
e friccional, onde a última age em uma região arbitrariamente pequena ferindo a condição geométrica
de controle. Por fim, o quarto problema aborda uma equação da onda semi-linear sujeita a uma
dissipação não-linear com crescimento do tipo cŕıtico/sub-cŕıtico.

Palavras-chave: Equação da Onda. Sistema Klein-Gordon. Kelvin-Voigt. Existência. Taxas de
decaimento uniforme.



Abstract

In this work, we study the existence, uniqueness and stability of the solutions to four
problems associated with two semi-linear hyperbolic systems. The first consists of stabilization for a
Klein-Gordon type system coupled by velocities terms with locally distributed linear dissipations
and boundary conditions of the Dirichlet type. The second problem contemplates the stabilization of
a linear system coupled by velocities with localized nonlinear damping acting in only one equation.
The third problem is the exponential stability for a semi-linear wave equation in a non-homogeneous
medium and subject to Kelvin-Voigt and frictional dissipations, where the latter acts in an arbitrarily
small region hurting the geometric control condition. Finally, the fourth problem addresses to an
semi-linear wave equation subject to a non-linear dissipation with growth of the critical/subcritical
type.

Keywords: Wave Equation. Klein-Gordon system. Kelvin-Voigt. Existence os solutions. Uniform
decay rates.
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INTRODUÇÃO

Esta tese é dedicada ao estudo da existência, unicidade e comportamento assintótico de

soluções de alguns modelos hiperbólicos semi-lineares sujeitos a dissipações do tipo friccional

e localizada.

Existem diversos trabalhos relacionados ao estudo do comportamento assintótico de

equações de onda com dissipação do tipo friccional da forma aut ou ag(ut) no ambiente

euclidiano ou Riemanniano. Em [60], são considerados sistemas não-lineares com dissipação

localizada, enfraquecendo a condição geométrica usual na localização do termo de amorteci-

mento e eliminando a hipótese de que o termo responsável pela dissipação tenha crescimento

polinomial próximo da origem. Em Cavalcanti et. al. [26], [27] e [30], os autores investigaram

a equação da onda com dissipação não-linear localizada. No primeiro artigo, os autores

consideraram superf́ıcies compactas, enquanto que nos outros dois artigos trabalharam com

variedades compactas. Considerando a dissipação efetiva no complementar de um conjunto

satisfazendo certas condições técnicas relacionadas a existência de multiplicadores, os autores

provaram taxas de decaimento uniformes e ótimas em [27]. Já em [30], a taxa de decaimento

ótima foi obtida sob uma região arbitrariamente pequena de controle baseada na contrução

de um multiplicador especial. Alabau-Boussouira em [3] exibiu taxas de decaimento ótimas

ou quase-ótimas para a energia superior de uma classe de dissipações não-lineares variando de

muito fraca até decaimento polinomial ou logaŕıtmico-polinomial dos termos de dissipação

próximos da origem. Em 2011, Alabau-Boussouira e Ammari [7] obtiveram taxas de decai-

mento de energia ótimas para os sistemas de dimensão infinita abstratos amortecidos com

termos não-linearess, combinando condições geométricas ideais, conforme fornecido por Bardos

et al. [14] com um método de convexidade de peso ideal de Alabau-Boussouira (veja [3] e [2]),

uma abordagem que foi posteriormente estendida para a discretização uniforme de equações

de evolução não linearmente amortecidas em [8]. Vários outros artigos sobre amortecimento

de fricção merecem ser citados, entre eles, [16], [33], [37], [57], [72], [73] e [74].

Em [42] e [51], os autores descreveram a propagação de singularidades para uma equação
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diferencial parcial Pu = 0 ∈ D′ em um domı́nio sem fronteira. Em particular, eles definiram

o conjunto frente de ondas WF (u) de uma distribuição u ∈ D′, o qual é um subconjunto do

fibrado cotangente onde as singularidades podem se mover, e mostraram que o conjunto frente

de ondas é invariante pelo fluxo Hamiltoniano Hp do śımbolo principal p de P . Mais tarde,

Hörmander [50] incorporou estes resultados em seu magnum opus The Analysis of Linear

Partial Differential Operators. O caṕıtulo 24 de [50] continua sendo uma referência essencial

neste assunto. É bem conhecido que se P é um operador pseudo-diferencial próprio e clássico

u ∈ D′ é tal que Pu ∈ C∞, então WF (u) é uma união de curvas integrais do Hamiltoniano

de p. Inspirados pelos trabalhos mencionados, [20], [21] e [48] provaram um resultado análogo

para uma medida microlocal de defeito µ associada a uma sequência limitada em H1
loc que

converge fracamente para zero neste mesmo espaço. Sob certas condições, eles provaram que

supp(µ) é uma união de bicaracteŕısticas do śımbolo principal p de um operador diferencial

P . Este resultado desempenha um papel fundamental na teoria de controle e estabilização de

equações de ondas.

O primeiro problema, objeto de estudo do Caṕıtulo 2, consiste em provar a existência

e unicidade de soluções fracas para o problema

ρ(x)utt − div(K(x)∇u) + v2u+ a(x)ut − γ(x)vt = 0 em Ω× (0,∞),

ρ(x)vtt − div(K(x)∇v) + u2v + b(x)vt + γ(x)ut = 0 em Ω× (0,∞),

u = v = 0 sobre ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em Ω,

v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x) em Ω,

(0.1)

e além disso, que estas soluções decaem exponencialmente e uniformemente para zero, isto é,

definindo

Eu,v(t) =
1

2

∫
Ω

ρ(x)|ut(x, t)|2 + ρ(x)|vt(x, t)|2 +∇u(x, t)> ·K(x) · ∇u(x, t) dx

+
1

2

∫
Ω

∇v(x, t)> ·K(x) · ∇v(x, t) + (uv)2(x, t) dx, (0.2)

existem constantes positivas C, γ, tais que

Eu(t) ≤ Ce−γ tEu(0), para todo t ≥ T0, (0.3)
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para toda solução fraca do sistema (0.1) desde que os dados iniciais {u0, v0, u1, v1} sejam

tomados em conjuntos limitados do espaço H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)× L2(Ω)× L2(Ω). Este resultado

é um resultado de estabilização local. De fato, as constantes C e γ são uniformes em toda

bola do espaço de energia H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)× L2(Ω)× L2(Ω) com raio R > 0 mas o resultado

não garante que a taxa de decaimento seja global, isto é, que (0.3) seja válido com contantes

positivas C e γ independentes do dado inicial.

O modelo proposto no sistema (0.1) é inspirado em um sistema introduzido por Segal

em [77], dada por {
utt −∆u+m2

1u+ gv2u = 0 em Ω× (0, T ),

vtt −∆v +m2
2v + hu2v = 0 em Ω× (0, T ),

(0.4)

o qual descreve a iteração de campos escalares u, v com massas m1,m2, respectivamente, com

constantes de iteração g e h. Este sistema define o movimento de mésons carregados em

um campo eletromagnético. Como o interesse do trabalho são as propriedades qualitativas

desse sistema, não há perda de generalidade se considerarmos o caso em que m1 = m2 = 0 e

g = h = 1.

O problema (0.1), quando m1 = m2 = 0 e g = h = 1 com condições de fronteira do tipo

Dirichlet em ∂Ω, foi estudado por Medeiros e Menzala [67]. Neste artigo, os autores provaram a

existência e unicidade de soluções fracas, pelo método de Galerkin, desde que d ≤ 3. Algumas

generalizações foram dadas em [68] e [69] utilizando o método de Galerkin, onde os autores

consideraram não-linearidades da forma |v|ρ+2|u|ρu, |u|ρ+2|v|ρv e algumas hipóteses sobre o

coeficiente ρ, as quais são relacionadas com a dimensão do espaço. Relacionado a existência e

unicidade de soluções globais também temos o artigo [9], onde os autores provam a existência

e unicidade de soluções para um sistema de Klein-Gordon com memória e não-linearidades

como aquelas consideradas em [68] e [69]. Outra generalização para esse sistema podem ser

encontrada em [36], onde o autores consideram um sistema de Klein-Gordon do tipo k × k

com condições de fronteira do tipo acústica.

Em [44] o autor provou certas taxas de decaimento para as soluções do sistema de

Klein-Gordon em R3, mais precisamente, se os dados são tomados em C∞0 (R3) então, toda
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solução do sistema decai uniformemente em x a uma taxa de O(t−
3
2 ) quando |t| → ∞ e é

assintótica a uma solução livre em t =∞ ou t = −∞. Para obter esses resultados, o autor

utilizou técnicas desenvolvidas por Morawetz e Strauss.

Também gostaŕıamos de citar os artigos [45] e [46]. Nesses trabalhos, foi estabelecida a

estabilidade exponencial para o sistema (0.4) considerando duas dissipações do tipo friccional

da forma a(x)ut e b(x)vt. Entranto, enfatizamos que nesses dois trabalhos o problema é

estudado em um meio homogêneo, sem presença de coeficientes nas equações o que torna a

análise mais simples já que as curvas bicaracteŕısticas são linhas retas.

Em [32], os autores consideraram um sistema de Klein-Gordon generalizado consistindo

de duas equações semilineares contendo termos mistos degenerados, tornando o sistema do

tipo hiperbólico-parabólico com dissipações na fronteira. Os autores provaram existência

global de soluções e o decaimento uniforme das soluções.

Em [47], foi investigado a propriedade de decaimento no tempo para as soluções do

problema (0.4). Os autores provaram que, na norma de L∞(R3) as soluções apresentam

um decaimento a uma taxa de O(t−
3
2 ) quando t → +∞ desde que os dados inciais sejam

suficientemente pequenos. Após isso, o autor prova que as soluções de energia finita deste

sistema tem decaimento local da energia quando t→ +∞.

Inspirados pelo trabalho de Dehman, G. Lebeau e Zuazua [40] damos uma prova direta

da desigualdade de observabilidade associada ao problema (0.1), a saber, provamos que dado

T ≥ T0 existe uma constante positiva C = C(T ) tal que

Eu,v(0) ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

(
a(x)|ut(x, t)|2 + b(x)|vt(x, t)|2

)
dxdt, (0.5)

para toda solução (u, v) do sistema (0.1), desde que os dados sejam tomados em conjuntos

limitados do espaço H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)× L2(Ω)× L2(Ω).

Para provar (0.5) e portanto o resultado de estabilidade, argumentamos por contradição

e encontramos uma sequência de soluções fracas {wn, zn} para o problema (0.1) tais que

Ewn,zn(0) = 1. Para obter a contradição, precisamos provar que Ewn,zn(0) → 0 quando

n→ +∞. Iremos provar, explorando as propriedades de K(x), a(x), b(x) e um prinćıpio de
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continuação única que∫ T

0

∫
ω

|wnt |2 dxdt→ 0 e

∫ T

0

∫
ω

|znt |2 dxdt→ 0 (0.6)

quanto n tende ao infinito.

Nosso desejo é propagar a convergência (0.6) de ω × (0, T ) para todo o conjunto

Ω× (0, T ). Para fazer isso, utilizaremos algumas ferramentas de análise microlocal. De fato,

consideraremos a medida microlocal de defeito µ, introduzida por Gérard [48], associada as

soluções do problema em estudo. Após provarmos que

ρ(x)∂2
tw

n
t − div(K(x)∇wnt )→ 0 em H−1

loc (Ω× (0, T )),

ρ(x)∂2
t z

n
t − div(K(x)∇znt )→ 0 em H−1

loc (Ω× (0, T )),
(0.7)

então, utilizando as propriedades de µ podemos provar que µ se propaga ao longo do fluxo

bicaracteŕıstico do operador de ondas ρ(x)∂2
tt − div(K(x)∇(·)) provando a convergência

desejada. É importante observar que para evitar certas condições técnicas que poderiam

surgir ao considerar a propagação até o bordo, consideramos ω, a região onde a dissipação é

efetiva, como uma vizinhança da fronteira do conjunto Ω satisfazendo a condição geométrica

de controle e assim, podemos utilizar os resultados encontrados em [21]. Essa ideia será

exposta mais profundamente no caṕıtulo 2.

Inspirados nos trabalhos [10], [11], tendo em mente que ρ ∈ C∞(Ω) e α0 ≤ ρ(x) ≤ β0,

também podeŕıamos reformular o problema (0.1) da seguinte forma. Fixado um sistema de

coordenadas (x1, . . . , xn) em (Ω, G) com uma métrica Riemanniana G = 〈·, ·〉, denotemos

Gij = 〈∂/∂xi, ∂/∂xj〉 e Gij = Kij/ρ a matriz inversa de Gij e definamos ρ =
√

det(Gij). O

operador de Laplace-Beltrami neste sistema de coordenadas é dado por

∆Gu =
1√

detGij

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(√
detGijG

ij ∂u

∂xj

)
=

1

ρ(x)
div(K(x)∇u)

onde ∇ é o gradiente usual correspondente a métrica euclidiana no domı́nio (x1, . . . , xn).

Consequentemente,

ρ(x)∂2
t u− div[K(x)∇u] = 0 ⇔ ∂2

t u−∆Gu = 0, G = (K/ρ)−1 (0.8)
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e a análise de (0.1) é equivalente ao seguinte problema:

utt −∆Gu+ 1
ρ(x)

v2u+ 1
ρ(x)

a(x)ut − 1
ρ(x)

γ(x)vt = 0 em Ω× R+,

vtt −∆Gv + 1
ρ(x)

u2v + 1
ρ(x)

b(x)vt + 1
ρ(x)

γ(x)ut = 0 em Ω× R+,

u = v = 0 sobre ∂Ω× R+,

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em Ω,

v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x) em Ω.

Para o segundo problema, estudado no caṕıtulo 3, consideramos (M,g) uma variedade

Riemanniana compacta d-dimensional (d ≥ 2) com fronteira suave ∂M onde g denota a

métrica Riemanniana de classe C∞. Denotando por ∆g o operador de Laplace-Beltrami em

M , estudamos a estabilidade assintótica do seguinte sistema de equações de onda:

utt −∆gu− γ(x)vt + a(x)g(ut) = 0 em M × (0,+∞),

vtt −∆gv + γ(x)ut = 0 em M × (0,+∞),

u = v = 0 sobre ∂M × (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em M,

v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x) em M,

(0.9)

onde o coeficiente de dissipação a(x) é não negativo e efetivo em um subconjunto aberto próprio

M∗ (a ser definido posteriormente) de M . Sobre o coeficiente de acoplamento γ, supomos que

existem duas constantes positivas c1 e c2 tais que a(x)/c1 ≤ γ(x) ≤ c2a(x) para quase todo x

em M . Em particular, o coeficiente de acoplamento é efetivo somente onde a dissipação é

efetiva. Além disso, g é uma função monótona crescente tal que A|s| ≤ g(s) ≤ B|s| para todo

|s| ≥ 1 onde A e B são constante positivas.

Neste caso, somente uma equação terá dissipação e a dificuldade está em determinar se

o efeito de dissipação fornecido por este único amortecimento é suficiente para estabilizar todo

o sistema, já que a única dissipação é não linear e efetiva em uma sub-região a qual, sob certas

condições, pode ser arbitrariamente pequena. A falta de dissipação em uma das equações

pode ser compensada pelo efeito do acoplamento forte dado pelas velocidades. Entretanto,

como o coeficiente de dissipação se anula em algumas partes do domı́nio, então nessas regiões

uma das equações não é somente deixada sem dissipação mas também em certo sentido está

desacoplada da equação com dissipação, tornando ainda mais dif́ıcil transferir as propriedades

da equação com dissipação para todo o sistema.
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O objetivo principal do caṕıtulo 3 é mostrar que as soluções do problema (0.9) decaem

uniformemente para zero. Para ser preciso, definindo

Eu,v(t) =
1

2

∫
M

|ut(x, t)|2 + |vt(x, t)|2 + |∇u(x, t)|2 + |∇v(x, t)|2dM

a energia associada ao problema (0.9), deduzimos que

Eu,v(t) ≤ S

(
t

T0

− 1

)
, ∀ t > T0 (0.10)

com lim
t→0

S(t) = 0, onde o semigrupo S(t) é uma solução da equação diferencial

d

dt
S(t) + q(S(t)) = 0, S(0) = E(0) (0.11)

e q é uma função cont́ınua e monótona crescente.

Para provar a taxa de decaimento dada em (0.10), provamos a seguinte desigualdade

Eu,v(T ) ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

a(x)
(
|ut(x, t)|2 + |g(ut(x, t))|2

)
dxdt, para todo T ≥ T0, (0.12)

onde C é uma constante positiva. A desigualdade acima é o ingrediente principal para se

obter a taxa de decaimento dada em (0.10) considerando o método desenvolvido por Lasiecka

e Tataru em [55], do qual é posśıvel derivar taxas de decaimento expĺıcitas da fórmula geral

(0.10) (veja por exemplo, [2], [3], [24] e [29]).

Para alcançar a desigualdade de observabilidade (0.12), tomamos em vantagem dois

ingrediente principais. Primeiro, utilizamos um multiplicador intŕınseco constrúıdo por

Cavalcanti et al. em [30]. Dado ε > 0, e u a solução do problema de valor incial com condições

de fronteira do tipo Dirichlet associado a equação da onda

utt −∆gu = f em M× (0,+∞),

para qualquer f ∈ L2(0, T ;L2(M)), o multiplicador é dado por 〈∇k,∇u〉, onde k : M → R

é uma função suave tal que sua Hessiana ∇2k está intimamente relacionada com a função

não linear g em um subconjunto aberto V ⊂ M que satisfaz med(V ) ≥ med(M) − ε,

med(V ∩ ∂M) ≥ med(∂M)− ε e 〈∇k,∇u〉 < 0 sobre V ∩ ∂M . Aplicando esse multiplicador

especial e seguindo os argumentos descritos em [30], obtemos uma importante desigualdade
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de energia para cada uma das equações de onda do sistema. O segundo passo é aplicar um

multiplicador eĺıptico usado com sucesso antes por Alabau-Boussouira et. al. em [7], a fim

de se beneficiar do acoplamento forte através das velocidades para finalmente se obter a

desigualdade de observabilidade (0.12).

Sistemas onde apenas uma equação possui mecanismo de amortecimento foram estuda-

dos por diversos autores (veja por exemplo, [4], [5] e [6]), motivado pelo fato de que pode ser

menos caro amortecer uma única equação do que amortecer cada equação ou, em algumas

aplicações, pode não ser posśıvel amortecer cada componente do sistema. Um sistema do tipo

onda fortemente acoplado, conforme apresentado no caṕıtulo 3, foi estudado recentemente

por Alabau-Boussouira et. al. [7]. Os autores provaram, assumindo que o coeficiente de

acoplamento e de amortecimento satisfazem a Condição Geométrica dos Multiplicadores por

Partes, que todo o sistema decai tão rápido quanto uma equação amortecida. Portanto, o

resultado apresentado no caṕıtulo 3 generaliza esse resultado para variedades compactas.

Observe que o resultado de estabilidade assintótica para o problema (0.9) em uma variedade

Riemanniana (M,g) se aplica em particular considerando (Ω, G) com métrica G = (K/ρ)−1

e pela equivalência dada em (0.8) para sistemas de equações de onda fortemente acoplados

em um meio não-homogêneo. Esse sistema também foi investigado por Kapitonov em [53]

com uma dissipação linear localmente distribúıda, sob a condição de que os suportes dos

coeficientes de acoplamento e de amortecimento coincidem, obtendo estabilização uniforme

para a solução.

Por fim, ressaltamos que os resultados discutidos nos caṕıtulos 2 e 3 estão publicados

no artigo [25].

O terceiro problema, estudado no caṕıtulo 4, aborda os resultados publicados no artigo

[11], mais precisamente, consiste no estudo de uma equação da onda semilinear posta em um

meio não-homogêneo sujeita a uma dissipação localmente distribúıda do tipo Kelvin-Voigt
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onde a função f tem crescimento sub-cŕıtico de acordo com as imersões de Sobolev, a saber,
ρ(x)∂

2u
∂t2
− div[K(x)∇u] + f(u)− div[a(x)∇∂tu] + b(x)∂tu = 0 em Ω× (0,∞),

u = 0 sobre ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), ∂tu(x, 0) = u1(x) em Ω,

(0.13)

onde Ω ⊂ Rd, d = 2, 3, é um domı́nio limitado com fronteira suficientemente regular Γ = ∂Ω,

ρ : Ω→ R+, kij : Ω→ R, 1 ≤ i, j ≤ d são funções de classe C∞ tais que para todo x ∈ Ω e

ξ ∈ Rd,

α0 ≤ ρ(x) ≤ β0, kij(x) = kji(x), α|ξ|2 ≤ ξ> ·K(x) · ξ ≤ β|ξ|2, (0.14)

onde α0, β0, α, β são constantes positivas e K(x) = (kij)i,j é uma matriz simétrica positiva

definida. Denotamos por ω a interseção de Ω com uma vizinhança de ∂Ω em Rd.

O principal objetivo é provar que as soluções fracas do problema (0.13) decaem

exponencialmente e uniformemente para zero, isto é, definindo

Eu(t) :=
1

2

∫
Ω

(
ρ(x)|∂tu(x, t)|2 +∇u(x, t)T ·K(x) · ∇u(x, t)

)
dx+

∫
Ω

F (u(x, t) dx, (0.15)

onde F (λ) =
∫ λ

0
f(s) ds, existem constantes positivas C, γ, tais que

Eu(t) ≤ Ce−γ tEu(0), ∀ t ≥ T0, (0.16)

para toda solução fraca do probema (0.13) desde que os dados inciais {u0, u1} sejam tomados

em conjuntos limitados de H1
0 (Ω) × L2(Ω). Este é um resultado de estabilização local, as

constantes C e γ são uniformes em toda bola do espaço de energia H1
0 (Ω)× L2(Ω) com raio

R > 0 mas o resultado não garante que a taxa de decaimento seja global, isto é, que (0.16)

seja válido com contantes positivas C e γ independentes do dado inicial.

Por simplicidade, podemos supor que ρ = 1 e K(x) = Id uma vez que os mesmos

cálculos apresentados no caṕıtulo 2 podem ser repetidos neste caso. Damos uma prova direta

da desigualdade de observabilidade do problema (0.13), mais precisamente, mostramos que

dado T > 0 existe uma constante positiva C = C(T ) tal que

Eu(0) ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|∇ut(x, t)|2 + b(x)|ut(x, t)|2 dxdt, (0.17)
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para toda solução u do sistema (0.13), desde que os dados iniciais sejam tomados em conjuntos

limitados de H1
0 (Ω)× L2(Ω).

Existem duas dificuldades com relação ao problema (0.13). A primeira é que estamos

trabalhando com uma dissipação viscoelástica do tipo Kelvin-Voigt localizada em uma

vizinhança da fronteira do conjunto Ω. Mesmo no caso f ≡ 0, este é um problema delicado,

já que o operador que define a dissipação é não limitado. Além disso, como o termo de

amortecimento é efetivo somente onde a(x) > 0, temos a iteração entre um material elástico

(subconjunto de Ω onde a ≡ 0) e um material viscoelástico (porção de Ω onde a > 0). A

estabilidade do problema se torna suscet́ıvel a continuidade dos materiais, no sentido em que,

já foi provado no caso unidimensional por Liu e Liu em [64] que se o coeficiente de dissipação

a é descont́ınuo através da interface dos materiais, a energia não decai uniformemente. No

caso de dimensões maiores, mesmo com uma dissipação mais regular e considerando dados

iniciais mais suaves, como explanado em Liu e Rao [65], existe uma perda de regularidade

das soluções, o que torna mais dif́ıcil o uso do método dos multiplicadores. Dáı, a técnica dos

multiplicadores deve ser utilizada com o aux́ılio de outros métodos com o intuito de superar

essa dificuldade. O método então leva os autores imporem várias condições técnicas sobre

o coeficiente de dissipação. No trabalho [82], o autor consegue enfraquecer algumas dessas

condições sobre o coeficiente de amortecimento bem como sobre a região onde ele é efetivo.

Entretanto, o autor ainda necessita de uma desigualdade envolvendo o gradiente da função

a(·), o que não será necessário no nosso problema. Mais recentemente, Cavalcanti et. al.

provaram em [32] um resultado para o problema (0.13), sem o termo f(u), impondo certas

condições nas regiões onde as dissipações são efetivas.

Além disso, foi provado por [19], no contexto de variedades com condições de controle

perfeitas e imperfeitas, que a energia das soluções da equação da onda com dissipação do

tipo Kelvin-Voigt decai exponencialmente, dado que a região onde a dissipação a satisfaz

a (C.G.C.) é suave e |∂αa(x)| ≤ Cαa
k−|α|
k , |α| ≤ 2 para algum k > 2 e a velocidade inicial é

nula, isto é, ut(x, 0) = 0. Os autores utilizaram métodos de análise semiclássica e a velocidade

inicial nula parece essencial para se obter o resultado.
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Por outro lado, precisamos impor condições suficientes sobre a não linearidade f para

garantir a boa colocação e o decaimento exponencial da energia para as soluções do problema

(0.13).

No caṕıtulo 5, trabalhamos com uma equação da onda semi-linear com dissipação

não-linear do tipo cŕıtico/sub-cŕıtico, a saber, consideramos o seguinte problema:
∂2
t u−∆u+ f(u) + a(x)g(∂tu) = 0 em Ω× (0,+∞),

u = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em Ω,

(0.18)

onde Ω ⊂ Rn (n ≥ 1) é um domı́nio limitado com fronteira suave ∂Ω e f , g são funções a

valores reais satisfazendo certas propriedades.

Associamos o seguinte funcional de energia ao problema (0.18):

Eu(t) :=
1

2

∫
Ω

|∂tu(x, t)|2 + |∇u(x, t)|2 dx+

∫
Ω

F (u(x, t)) dx, (0.19)

onde F é a primitiva de f .

Para se obter a estabilização uniforme da energia não-linear Eu(t) associada ao problema

(0.18), dois ingredientes são essenciais: (A): identidade da energia:

Eu(t2) +

∫ t2

t1

∫
Ω

a(x)g(∂tu(x, t))∂tu(x, t) dxdt = Eu(t1) (0.20)

para todo 0 ≤ t1 < t2 < +∞ e (B): desigualdade de observabilidade: existe uma constante

C = C(‖{u0, u1}‖H1
0 (Ω)×L2(Ω)) > 0 tal que

Eu(0) ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

a(x)
(
|∂tu|2 + |g(∂tu)|2

)
dxdt (0.21)

é válido para todo T ≥ T0, onde T0 está associado com a condição geométrica de controle.

A abordagem baseada nos ingredientes acima é uma estratégia bem conhecida na teoria da

estabilização, como pode ser visto em [11], [38], [40], [52], [86] e em suas referências. Nestes

artigos, os autores trabalham diretamente com o problema (0.18) e utilizam um prinćıpio de

continuação única como um ingrediente crucial para provar a desigualdade de observabilidade.

No entanto, a abordagem direta tem um desafio que foi explicado em [40] da seguinte forma:



SUMÁRIO 14

Primeiramente, argumenta-se por contradição que a observabilidade falha e, portanto,

obtém-se uma sequência de soluções (adequadamente normalizadas) que violam a desigualdade

desejada. Então, pela passagem ao limite, obtém-se uma função u no espaço de energia que

resolve

∂2
t u−∆u+ f(u) = 0 in Ω× (0, T ) (0.22)

com ∂tu|ω ≡ 0. O objetivo é mostrar que (0.22) tem uma única solução e esta solução é a

nula pois isto vai implicar que a única solução de (0.18) sem a dissipação é a nula, o que é um

absurdo. Para isto, derivamos no tempo o problema (0.22) e definindo w = ∂tu obtemos

∂2
tw −∆w + f ′(u)w = 0 em Ω× (0, T ) (0.23)

com w|ω ≡ 0. O próximo passo é aplicar o prinćıpio de continuação única no problema (0.23),

que possui um potencial de baixa ordem, para deduzir que w ≡ 0. Isto vai implicar que u

é independente do tempo e portanto, u torna-se uma solução estacionária de um problema

eĺıtico semi-linear cuja solução é certamente a nula, graças ao sinal da não-linearidade. Alguns

resultados de continuação única, assumindo condições de integrabilidade bastante fortes para

o potencial, estão dispońıveis na literatura [43], [76], [61], [80], [85]. Parte desses resultados

são válidos apenas localmente, enquanto outros valem globalmente. No entanto, nenhum deles

se aplica diretamente à classe da não-linearidade por causa das suposições menos restritivas

no seu crescimento.

A dificuldade explicada acima com a abordagem direta foi tratada em [40] mostrando

uma regularidade escondida do potencial f ′(u) no caso em que o domı́nio é Ω = R3. Para

lidar com a mesma dificuldade em um domı́nio limitado arbitrário Ω ⊂ Rn, primeiramente

introduzimos uma sequência de problemas truncados, em vez de trabalhar diretamente no

problema original (0.18):
∂2
t uk −∆uk + fk(uk) + a(x)g(∂tuk) = 0 em Ω× (0,+∞),

uk = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

uk(x, 0) = u0,k(x), ∂tuk(x, 0) = u1,k(x) em Ω,

(0.24)

onde fk será definida posteriormente é uma sequência de funções essencialmente limitadas e

{u0,k, u1,k} é uma sequência de dados regulares que converge para {u0, u1} no espaço de fase.
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Se mostrarmos que para cada k ∈ N, uk possui uma regularidade forte, então podemos explorar

propriedades adicionais do termo não linear fk(uk) utilizando estimativas de Strichartz que

são válidas para soluções da equação de onda subcŕıtica. Tendo condições de integrabilidade

sobre f ′k(uk) podemos aplicar o prinćıpio de continuação única para potenciais essencialmente

limitados. Como a sequência de soluções do problema (0.24) converge para a solução do

problema original (0.18), é suficiente obter a identidade de energia e a desigualdade de

observabilidade para cada problema truncado já que as mesmas propriedades, bem como o

decaimento, permanecem válidas para o problema original por meio de uma passagem ao limite

e para isto, utilizaremos as ideias introduzidas em [22]. Uma vantagem da presente abordagem

é que não precisamos utilizar o conceito de sequência linearizável devido a Gérard [49], que

sob certas hipóteses assegura que as soluções da equação da onda semi-linear (sub-cŕıtica)

estão próximas das soluções da equação da onda linear sem dissipação. Deste modo, o caṕıtulo

5 aborda uma classe mais ampla de dissipações e generaliza substancialmente os resultados de

[11].



Caṕıtulo 1

Resultados Preliminares

1.1 Distribuições e Espaços Funcionais

Sejam x = (x1, x2, ..., xn) pontos do Rn e α = (α1, α2..., αn) n−uplas de números

inteiros não negativos. Considerando |α| = α1 + α2...+ αn e α! = α1!α2!...αn!, denotaremos o

operador derivação em Rn por

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ∂x

α2
2 ...∂x

αn
n

.

Seja Ω um aberto do Rn e ϕ : Ω → R uma função cont́ınua. Definimos o suporte

da função ϕ em Ω, e denotamos por supp(ϕ), o fecho em Ω do conjunto {x ∈ Ω;ϕ(x) 6= 0}.

Quando supp(ϕ) é compacto, dizemos que ϕ tem suporte compacto em Ω. Denotaremos por

C∞0 (Ω) o conjunto das funções ϕ : Ω→ R que são infinitamente diferenciáveis em Ω e que

possuem suporte compacto.

O espaço das funções testes de Ω, D(Ω), é o espaço C∞0 (Ω) munido da seguinte noção

de convergência: Dada uma sucessão {ϕν} de funções de C∞0 (Ω) e ϕ ∈ C∞0 (Ω) dizemos que

ϕν → ϕ em D(Ω) (1.1)

se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de Ω tal que

(i) supp(ϕν) ⊂ K, ∀ν e supp(ϕ) ⊂ K;

(ii) Dαϕν → Dαϕ uniformemente sobre K, ∀α ∈ Nn.

Uma distribuição sobre Ω é uma forma linear sobre D(Ω) que é cont́ınua no sentido

da convergência dada em (1.1). Denotaremos por D′(Ω) o espaço vetorial das distribuições

sobre Ω. Diremos que {Tν}, uma sucessão de elementos de D′(Ω), converge para T ∈ D′(Ω),
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e escreveremos

Tν → T em D′(Ω),

quando

〈Tν , ϕ〉 → 〈T, ϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(Ω).

Dada uma distribuição T sobre Ω e α ∈ Nn, a derivada distribucional de ordem α da

distribuição T , denotada por DαT , é dada por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 , ∀ϕ ∈ D(Ω).

Com essa definição, uma distribuição T ∈ D′(Ω) possui derivada distribucional de

todas as ordens, DαT ∈ D′(Ω) e além disso, a aplicação

Dα : D′(Ω) → D′(Ω)
T 7→ DαT

é linear e cont́ınua.

1.2 Espaços Lp(Ω)

Sejam Ω um subconjunto do Rn e p um número real tal que 1 ≤ p <∞. Denotaremos

por Lp(Ω) o espaço vetorial das (classes de) funções mensuráveis u, definidas em Ω tais que

|u|p é Lebesgue integrável sobre Ω.

O espaço Lp(Ω) munido da norma

||u||Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|pdx
) 1

p

é um espaço de Banach.

Se define por L∞(Ω) o conjunto das funções u : Ω→ R tais que u é mensurável e existe

uma constante C tal que |u(x)| ≤ C para quase todo x ∈ Ω. Uma norma em L∞(Ω) é dada

por

||u||L∞(Ω) = inf{C; |u(x)| ≤ C q.s. em Ω},
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a qual o torna um espaço de Banach.

Em particular, L2(Ω), com o produto interno

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx

e a norma |u|2 = (u, u), é um espaço de Hilbert.

Seja 1 ≤ p ≤ ∞. Diz-se que p′ é o expoente conjugado de p se
1

p
+

1

p′
= 1.

Proposição 1.1 (Desigualdade de Young) Se a e b são números reais não negativos

então

ab ≤ aq

q
+
bp

p

sempre que 1 < p, q <∞ e
1

q
+

1

p
= 1.

A desigualdade de Young também pode tomar a seguinte forma

ab ≤ εaq + C(ε)bp.

Demonstração: Ver [18].

Proposição 1.2 (Desigualdade de Interpolação) Se u ∈ Lq′(Ω) ∩ Lq(Ω) com 1 ≤ q′ ≤

q ≤ ∞, então u ∈ Lr(Ω) para todo q′ ≤ r ≤ q e verifica-se a desigualdade

‖u‖Lr ≤ ‖u‖αLq′‖u‖
1−α
Lq ,

onde
1

r
=
α

q′
+

1− α
q

, (0 ≤ α ≤ 1).

Demonstração: Ver [18].

Proposição 1.3 (Desigualdade de Hölder) Sejam u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lp
′
(Ω), com 1 ≤

p ≤ ∞. Então uv ∈ L1(Ω) e ∫
Ω

|uv| ≤ ||u||Lp(Ω)||v||Lp′ (Ω).
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Demonstração: Ver [18].

Proposição 1.4 (Desigualdade de Hölder generalizada) Sejam f1, f2, ..., fk funções

tais que fi ∈ Lpi(Ω), 1 ≤ i ≤ k, onde 1
p

= 1
p1

+ 1
p2

+ ...+ 1
pk
≤ 1. Então o produto f = f1f2...fk ∈

Lp(Ω) e

‖f‖Lp(Ω) ≤ ‖f1‖Lp1(Ω)‖f2‖Lp2(Ω)...‖fk‖Lpk(Ω).

Demonstração: Ver [18].

Proposição 1.5 (Desigualdade de Minkowski) Sejam u, v ∈ Lp(Ω) e 1 ≤ p ≤ ∞, então

||u+ v||Lp(Ω) ≤ ||u||Lp(Ω) + ||v||Lp(Ω).

Demonstração: Ver [68].

Teorema 1.1 (Convergência Dominada de Lebesgue) Se uma sequência {fk} de

funções integráveis a Lebesgue num conjunto Ω converge quase sempre em Ω para um função

f, e se |fk| ≤ ψ, quase sempre em Ω, ∀k ∈ N, para um certa função ψ ∈ L1(Ω), então a

integral

∫
Ω

f existe e ∫
Ω

fdx = lim
k→∞

∫
Ω

fk dx.

Demonstração: Ver [68].

Denota-se por Lploc(Ω), 1 ≤ p <∞, o espaço das (classes de) funções u : Ω→ R tais

que |u|p é Lebesgue integrável sobre cada subconjunto compacto de Ω.

Proposição 1.6 (Du Bois Raymond) Seja u ∈ L1
loc(Ω) tal que∫

Ω

u(x)ϕ(x) dx = 0, ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω),

então u = 0 quase sempre em Ω.

Demonstração: Ver [23].
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Lema 1.1 (Lema de Fatou) Seja (fn) uma sequência de funções em L1(Ω) que satisfaz

a) para todo n ∈ N, fn ≥ 0 q.s. em Ω;

b) supn∈N
∫

Ω
fn(x)dx <∞.

Para quase todo x ∈ Ω definimos f(x) = lim infn→∞ fn(x) ≤ ∞. Então, f ∈ L1(Ω) e∫
Ω

f(x)dx ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω

fn(x)dx.

Demonstração: Ver [18].

Teorema 1.2 Considere 1 ≤ p ≤ ∞. Seja (fn) uma sequência em Lp(Ω) e seja f ∈ Lp(Ω)

tal que ‖fn − f‖p → 0. Então, existe uma subsequência (fnk) e uma função h ∈ Lp(Ω) tal que

a) fnk(x)→ f(x) q.s. em Ω;

b) |fnk(x)| ≤ h(x) para todo k, q.s. em Ω.

Demonstração: Ver [18].

1.3 Espaços de Sobolev

Sejam Ω um aberto do Rn, 1 ≤ p ≤ ∞ e m ≥ 1. O espaço de Sobolev Wm,p(Ω) é

o espaço vetorial de todas as funções de Lp(Ω) tais que Dαu ∈ Lp(Ω), para todo α ≤ m.

Simbolicamente,

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω); Dαu ∈ Lp(Ω), ∀|α| ≤ m} .

Uma norma em Wm,p(Ω) é dada por

||u||pWm,p(Ω) =
∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu(x)|p dx, se 1 ≤ p <∞,
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e

||u||pWm,∞(Ω) =
∑
|α|≤m

sup
x∈Ω

ess |Dαu(x)|p dx, se p =∞,

a qual o torna um espaço de Banach. No caso p = 2, escreve-se Wm,2(Ω) = Hm(Ω) e,

munindo-o com o produto interno

(u, v)Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

∫
Ω

Dαu(x)Dαv(x) dx,

temos um espaço de Hilbert.

Define-se o espaço Wm,p
0 (Ω), com 1 ≤ p <∞, como sendo fecho de C∞0 (Ω) em Wm,p(Ω),

ou seja,

C∞0 (Ω)
Wm,p(Ω)

= Wm,p
0 (Ω).

Quando Ω é limitado em alguma direção xi de Rn e 1 ≤ p < ∞, então a norma em

Wm,p
0 (Ω), dada por

||u||p =
∑
|α|=m

∫
Ω

|Dαu(x)|p dx,

é equivalente a norma induzida por Wm,p(Ω).

Representa-se por W−m,p′(Ω) o dual topológico de Wm,p
0 (Ω), onde 1 ≤ p <∞ e p′ é o

ı́ndice conjugado de p. Por H−m(Ω) denota-se o dual topológico de Hm
0 (Ω).

Teorema 1.3 Sejam Ω um conjunto aberto do Rn, de classe Cm, com fronteira limitada e m

um inteiro tal que m ≥ 1, e 1 ≤ p <∞. Então temos as seguintes imersões cont́ınuas:

(i) se
1

p
− m

n
> 0 então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), onde 1

q
= 1

p
− m

n
;

(ii) se
1

p
− m

n
= 0 então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀ q ∈ [p,+∞[;

(iii) se
1

p
− m

n
< 0 então Wm,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

Demonstração: Ver [18]
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Teorema 1.4 (Teorema de Rellich-Kondrachov) Seja Ω um aberto limitado bem regular

do Rn, para n ≥ 2. Então as seguintes imersões são compactas:

(i) se p < n então W 1,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), ∀ 1 ≤ q < np

n−p ;

(ii) se p = n então W 1,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω), ∀ q ∈ [1,+∞[;

(iii) se p > n então W 1,p(Ω)
c
↪→ C0(Ω).

Demonstração: Ver [18].

Teorema 1.5 Seja u ∈ W 1,p(I) com 1 ≤ p ≤ ∞, onde I é um intervalo limitado de R. Então

existe ũ ∈ C(Ī) tal que

u = ũ q.s. em I

e

ũ(x)− ũ(y) =

∫ x

y

u′(t)dt para todo x, y ∈ Ī .

Demonstração: Ver [18].

1.4 Traço de uma função de Hm(Ω)

Se u ∈ C(Ω), podemos obter os valores de u sobre a fronteira Γ de Ω, basta para isto

tomar a restrição u|Γ . Entretanto, se u ∈ Hm(Ω), como a medida n-dimensional de Γ é zero,

não tem sentido, a priori, falar dos valores de u em Γ. O objetivo da teoria de traço é dar um

significado para u|Γ .

Conforme explicitado em [23], se Ω é um aberto suficientemente regular, existe uma

única aplicação

γ : Hm(Ω) −→
∏m−1

j=0 Hm−j−1/2(Γ)

u 7→ {γ0u, γ1u, ..., γm−1u},

denominada aplicação traço, que é linear, cont́ınua, sobrejetiva, com núcleo Hm
0 (Ω), verificando

γu =

(
u|Γ ,

∂u

∂ν
|Γ , ...,

∂m−1u

∂m−1
ν

|Γ
)
, ∀u ∈ D(Ω),
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e admitindo uma inversa à direita γ−1 linear e cont́ınua, isto é, existe uma aplicação linear

γ−1 :
m−1∏
j=0

Hm−1
j=0 H

m−j−1/2(Γ)→ Hm(Ω),

que é cont́ınua e satisfaz

γ(γ−1ξ) = ξ, ∀ξ ∈
m−1∏
j=0

Hm−j−1/2(Γ).

Tomando, em particular, m = 1, temos a aplicação

γ0 : H1(Ω)→ H1/2(Γ)

u 7→ γ0u = u|Γ ,

que é denominada aplicação traço de ordem zero.

Consideremos H1(Ω) = {u ∈ H1(Ω); ∆u ∈ L2(Ω)}, onde Ω é um aberto suficientemente

regular, munido do produto interno

(u, v)H1(Ω) = (u, v)H1(Ω) + (∆u,∆v)L2(Ω),

o que o faz um espaço de Hilbert.

A aplicação

γ1 : D(Ω)→ H−1/2(Γ)

u 7→ γ1u =
∂u

∂ν
|Γ

prolonga-se, por continuidade, a uma única aplicação linear e cont́ınua γ1 : H1(Ω)→ H−1/2(Γ),

posto que D(Ω) é denso em H1(Ω).

Corolário 1.1 A aplicação traço γ0 : H1(Ω)→ H1/2(Γ) é sobrejetiva e, além disso,

Ker(γ0) = H1
0 (Ω).

Demonstração: Ver [66].
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1.5 Topologias Fracas, Espaços Reflexivos e Separáveis

Nesta seção temos algumas propriedades das topologias fraca e fraca ∗, assim como

resultados de convergência nestas topologias envolvendo a reflexividade e a separabilidade dos

espaços.

Considerando E um espaço de Banach, a topologia fraca σ(E,E ′) sobre E é a topologia

menos fina sobre E que torna cont́ınuas todas as aplicações f ∈ E ′.

Seja (xn) uma sucessão convergente para x na topologia fraca σ(E,E ′). Quando não

houver possibilidade de confusão diremos apenas que (xn) converge fraco para x esse fato

denotaremos por

xn ⇀ x em E.

Proposição 1.7 Seja (xn)n∈N uma sucessão em E, então:

(i) xn ⇀ x em E se, e somente se, 〈f, xn〉 → 〈f, x〉 , ∀f ∈ E ′;

(ii) Se xn → x em E, então xn ⇀ x em E;

(iii) Se xn ⇀ x em E, então ||x||E é limitada e ||x||E ≤ lim inf ||xn||E;

(iv) Se xn ⇀ x em E e fn → f em E ′, então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Demonstração: Ver [18].

Sejam E um espaço de Banach e x ∈ E fixo. Considere a aplicação

Jx : E ′ −→ R
f 7→ 〈Jx, f〉 = 〈f, x〉 ,

que é linear e cont́ınua e portanto Jx ∈ E ′′, ∀x ∈ E. Deste modo, definamos a aplicação

J : E → E ′′ tal que J(x) = Jx, a qual é chamada de injeção canônica de E em E ′′.

A topologia fraca ∗, ou σ(E ′, E), é a topologia menos fina sobre E ′ que faz cont́ınuas

todas as aplicações Jx.
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Seja (fn) uma sucessão convergente para f na topologia fraca ∗ σ(E,E ′). Com vistas

a simplificação das notações escreveremos apenas que {fn} converge fraco ∗ para f , ou

simbolicamente

fn
∗
⇀ f em E ′,

quando não houver possibilidade de confusão.

Proposição 1.8 Seja (fn)n∈N uma sucessão em E ′, então:

(i) fn
∗
⇀ f em E ′ se, e somente se, 〈fn, x〉 → 〈f, x〉 , ∀x ∈ E;

(ii) Se fn → f forte, então fn ⇀ f em σ(E ′, E ′′);

(iii) Se fn ⇀ f em σ(E ′, E ′′), então fn
∗
⇀ f em E ′;

(iv) Se fn
∗
⇀ f em E ′, então ||fn||E′ é limitada e ||f ||E′ ≤ lim inf ||fn||E′;

(v) Se fn
∗
⇀ f em E ′ e xn → x em E, então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Demonstração: Ver [18].

Dizemos que um espaço de Banach é reflexivo quando a injeção canônica J : E → E ′′

é sobrejetora. Um espaço métrico E é dito separável quando existe um subconjunto M ⊂ E

enumerável e denso em E.

Teorema 1.6 Seja E um espaço de Banach tal que E ′ é separável. Então E é separável.

Demonstração: Ver [18].

Teorema 1.7 Seja E um espaço de Banach separável e seja (fn) uma sequência limitada em

E ′. Então existe uma subsequência (fnk) que converge na topologia fraca ∗ (σ(E ′, E)).

Demonstração: Ver [18].

Teorema 1.8 Seja E um espaço de Banach reflexivo e seja (xn) um sequência limitada em

E. Então existe uma subsequência (xnk) que converge na topologia fraca (σ(E,E ′)).

Demonstração: Ver [18].



1.6 Espaços Funcionais a Valores Vetoriais 26

1.6 Espaços Funcionais a Valores Vetoriais

Nesta seção iremos determinar espaços envolvendo as variáveis temporal e espacial, os

quais são necessários para dar sentido a problemas de evolução.

Para t ∈ (0, T ) fixo, interpretamos a função x 7→ u(x, t) como um elemento do espaço

X. Denotaremos este elemento como u(t) ∈ X com valores no espaço X.

Sejam X um espaço de Banach e a, b ∈ R.

O espaço Lp(a, b;X, ) 1 ≤ p < +∞, consiste das funções (classes) mensuráveis sobre

[a, b] com imagem em X, ou seja, as funções u : (a, b)→ X tais que

‖u‖Lp(a,b;X) :=

(∫ b

a

‖u(t)‖pX dt
) 1

p

<∞.

O espaço L∞(a, b;X) consiste das funções (classes) mensuráveis sobre [a, b] com imagem

em X, isto é, as funções u : (a, b) → X limitadas quase sempre em (a, b). A norma neste

espaço é dada por

‖u‖L∞(a,b;X) := sup ess ‖u(t)‖X .

O espaço Cm(a, b;X),m = 0, 1, · · · , consiste de todas as funções cont́ınuas u : [a, b]→

X que possuem derivadas cont́ınuas até a ordem m sobre [a, b]. A norma, neste caso, é dada

por

‖u‖ :=
m∑
i=0

max
t∈[a,b]

∣∣u(i)(t)
∣∣ .

Proposição 1.9 Sejam m = 0, 1, · · · , 1 ≤ p < +∞, X e Y espaços de Banach.

(a) Cm(a, b;X) é um espaço de Banach sobre K.

(b) Lp(a, b;X), 1 ≤ p < +∞ e L∞(a, b;X) são espaços de Banach sobre K.

(c) C(a, b;X) é denso Lp(a, b;X) e a imersão C(a, b;X) ↪→ Lp(a, b;X) é cont́ınua.
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(d) Se X é um espaço de Hilbert com produto interno (., .)X então L2(a, b;X) é também

um espaço de Hilbert com produto interno

(u, v)L2(a,b;X) :=

∫
Ω

(u(t), v(t))Xdt.

(e) Lp(a, b;X) é separável se X for separável e 1 ≤ p < +∞.

(f) O espaço Lp(a; b;X) é reflexivo se 1 < p <∞.

(g) Se X ↪→ Y, então Lr(a, b;X) ↪→ Lq(a, b;Y ), 1 ≤ q ≤ r ≤ +∞.

Demonstração: Ver [84].

Proposição 1.10 Sejam X um espaço de Banach e 1 ≤ p ≤ +∞. Se f ∈ L1(0, T ;X) e

‖f‖X ∈ Lp(0, T ), então f ∈ Lp(0, T ;X) e ‖f‖Lp(0,T ;X) = ‖f‖Lp(0,T ).

Demonstração: Ver [78].

O espaço dual de Lp(a, b;X). Consideremos Y = Lp(a, b;X). Temos a seguinte relação

de dualidade Y ′ = Lq(a, b;X ′), com 1
p

+ 1
q

= 1, devido ao seguinte teorema:

Teorema 1.9 Seja X um espaço de Banach reflexivo e separável, 1 < p < +∞, 1
p

+ 1
q

= 1.

Então cada função v ∈ Lq(a, b,X ′) corresponde a um único funcional v̄ ∈ Y ′ dada por

〈v̄, u〉 =

∫ b

a

〈v(t), u(t)〉X dt, ∀u ∈ Y. (1.2)

Reciprocamente, para cada v̄ ∈ Y ′ corresponde exatamente uma função v ∈ Lq(a, b;X ′) dada

por (1.2). Além disso,

‖v̄‖Y ′ = ‖v‖Lq(a,b;X′) .

Demonstração: Ver [84].

Seja X um espaço de Banach. Denotaremos por D(a, b;X) o espaço localmente convexo

e completo das funções vetoriais ϕ : (a, b) → X infinitamente diferenciáveis com suporte

compacto em (a, b). Dizemos que uma sucessão

ϕν −→ ϕ em D(a, b;X)
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se:

(i) Existe um compacto K de (a, b) tal que supp(ϕν) e supp(ϕ) estão contidos em K, para

todo ν;

(ii) Para cada k ∈ N,
dk

dtk
ϕν(t)→

dk

dtk
ϕ em X, uniformemente em t ∈ (a, b).

O espaço das aplicações lineares cont́ınuas de D(a, b) = D(a, b;R) em X será denotado

por D′(a, b;X), ou seja, S ∈ D′(a, b;X) se S : D(a, b) → X é linear e se θν → θ em D(a, b)

implicar que 〈S, θν〉 → 〈S, θ〉 em X. Diremos que

Sν −→ S em D′(a, b;X)

se

〈Sν , θ〉 → 〈S, θ〉 em , ∀θ ∈ D(a, b).

O espaço D(a, b;X) munido da convergência acima é denominado espaço das distruibuições

vetoriais de (a, b) com valores em X.

Denotaremos por H1
0 (a, b;X) o espaço de Hilbert

H1
0 (a, b;X) := {v ∈ L2(a, b;X); v′ ∈ L2(a, b;X); v(a) = v(b) = 0}

munido com o produto interno

((w, v)) =

∫ b

a

(w(t), v(t))Xdt+

∫ b

a

(w′(t), v′(t))Xdt.

Proposição 1.11 Seja u ∈ L2(a, b;X). Então existe um único f ∈ H−1(a, b;X) que verifica

〈f, θξ〉 = (〈u′, θ〉 , ξ)X , ∀ θ ∈ D(a, b); ∀ ξ ∈ X.

Demonstração: [70].

Observação 1.1 Da proposição anterior podemos identificar f com u′, de posse disso, diremos

que se u ∈ L2(a, b;X) então u′ ∈ H−1(a, b;X).
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Proposição 1.12 A aplicação

g : L2(a, b;X) −→ H−1(a, b;X)
u 7−→ g(u) = u′,

onde X é um espaço de Hilbert, é linear e cont́ınua.

Demonstração: Ver [70].

1.7 Resultados Auxiliares

No que segue, uma expressão da forma a(s) . b(s) significa que a(s) ≤ Cb(s), onde

C > 0 é uma constante positiva que não depende de s. Mais ainda, a(s) ∼ b(s) é utilizado

quando a(s) . b(s) e b(s) . a(s).

Teorema 1.10 (Fórmulas de Green)

1. Se γ ∈ H2(Ω), então∫
Ω

∇γ · ∇udx = −
∫

Ω

u∆γdx+

∫
Γ

∂γ

∂ν
uds, ∀u ∈ H1(Ω).

2. Se u, γ ∈ H2(Ω), então ∫
Ω

u∆γ − γ∆udx =

∫
∂Ω

u
∂γ

∂ν
− γ ∂u

∂ν
ds.

Demonstração: Ver [18] p.316.

Teorema 1.11 (Teorema da Compacidade de Aubin-Lions-Simon) Sejam B0, B e

B1 espaços de Banach tais que B0 ↪→ B ↪→ B1 e:

(i) A imersão B0 ↪→ B é compacta;

(ii) A imersão B ↪→ B1 é cont́ınua.
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Definamos

W = {u ∈ Lp(]0, T [;B0);u′ ∈ Lr(]0, T [;B1)},

onde 1 ≤ p, r ≤ ∞. Consideremos W munido da norma

‖u‖W = ‖u‖Lp(]0,T [;B0) + ‖u′‖Lr(]0,T [;B1) ,

a qual o torna um espaço de Banach. Então, se p <∞ a imersão de W em Lp(]0, T [;B) é

compacta. Se p =∞ e se r > 1, a imersão de W em C(]0, T [;B1) é compacta.

Demonstração: Ver [17].

Lema 1.2 (Strauss) Seja O uma subconjunto aberto e limitado de RN , N ≥ 1, 1 < q < +∞

e {un}n∈N uma sequência limitada em Lq(O). Se un → u q.s. em O, então u ∈ Lq(O) e

un ⇀ u em Lq(O). Além disso, se 1 ≤ r < q, também temos que un → u fortemente em

Lr(O).

Demonstração: Ver Exerćıcio 4.16 em [18] ou [79].

Teorema 1.12 (Lema de Lions) Seja (uµ) uma sucessão de funções pertencentes a Lq(Q)

com 1 < q <∞. Se

(i) uµ → u quase sempre em Q;

(ii) ‖uµ‖Lq(Q) ≤ C, ∀µ ∈ N;

então uµ ⇀ u fraco em Lq(Q).

Demonstração: Ver [62] p. 12.

Lema 1.3 Sejam X e Y dois espaços de Banach e assuma que a imersão de X em Y é

cont́ınua e injetora e que X é reflexivo. Seja Cs(0, T ;Y ) o espaço das funções f ∈ L∞(0, T ;Y )

que são escalarmente cont́ınuas, isto é, a aplicação t 7→ 〈f(t), y′〉 é cont́ınua para cada y′ ∈ Y ′,

onde Y ′ é o dual de Y . Então, L∞(0, T ;X) ∩ Cs(0, T ;Y ) = Cs(0, T ;X)



1.7 Resultados Auxiliares 31

Demonstração: Ver [63].

Lema 1.4 Se f ∈ Lp(0, T ;X) e ∂f/∂t ∈ Lp(0, T ;X) com (1 ≤ p ≤ ∞) então f ∈ C(0, T ;X).

Demonstração: Ver [62].

Definição 1.1 Seja H um espaço de Hilbert. Se diz que uma forma bilinear a(·, ·) : H×H →

R é

(i) cont́ınua se existe uma constante C tal que

|a(u, v)| ≤ C|u||v|, ∀u, v ∈ H e

(ii) coerciva se existe uma constante α > 0 tal que

a(v, v) ≥ α|v|2, ∀v ∈ H.

Teorema 1.13 (Lax-Milgram) Seja a(·, ·) : H ×H → R uma forma bilinear, cont́ınua e

coerciva. Então para toda ϕ ∈ H ′, existe um único u ∈ H tal que

a(u, v) = 〈ϕ, v〉 , ∀v ∈ H.

Além disso, se a é simétrica, então u se caracteriza pela propriedade

u ∈ H e
1

2
a(u, v)− 〈ϕ, v〉 = min

v∈H

{
1

2
a(v, v)− 〈ϕ, v〉

}
.

Demonstração: Ver [18].

Teorema 1.14 (Desigualdade de Poincaré) Suponhamos que Ω seja um aberto limitado

do Rn, então, para todo 1 ≤ p <∞, existe uma constante C (dependendo da medida de Ω e

de p,) tal que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω),∀u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Demonstração: Ver [18].
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Teorema 1.15 (Stampacchia) Seja G uma função Lipschitziana em R tal que G(0) = 0.

Então, se Ω é limitado, 1 < p <∞ e u ∈ W 1,p
0 (Ω), temos que G ◦ u ∈ W 1,p

0 (Ω).

Demonstração: Ver [54].

Proposição 1.13 (Desigualdade de Jensen) Seja B um hipercubo do Rn, então, para

toda função côncava F e toda função integrável g ∈ L1(B), teremos

F

(
1

medB

∫
B

g(x)dx

)
≥ 1

medB

∫
B

F (g(x))dx.

Demonstração: Ver [75].

Teorema 1.16 (Estimativas de Strichartz) Seja (Ω, g) uma variedade Riemanniana

compacta de dimensão 3 com fronteira, T > 0 e (q, r) satisfazendo

1

q
+

3

r
=

1

2
, q ∈

[
7

2
,∞
]
. (1.3)

Então existe C = C(T, q) > 0 tal que para cada G ∈ L1(0, T ;L2(Ω)) e cada (u0, u1) ∈

H1
0 (Ω)× L2(Ω), a solução u de

utt −∆gu = G(t)

(u, ∂tu)(0) = (u0, u1)

satisfaz a estimativa

‖u‖Lq(0,T ;Lr(Ω)) ≤ C
(
‖u0‖H1

0 (Ω) + ‖u1‖L2(Ω) + ‖G‖L1(0,T ;L2(Ω))

)
. (1.4)

Demonstração: Ver [15].

1.8 Resultados Utilizados de Semigrupos

Definição 1.2 Seja X um espaço vetorial e f : X −→ (−∞,∞] uma função. Então,
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a) f é dita própria se existe x ∈ X tal que f(x) <∞;

b) o conjunto De(f) = {x ∈ X : f(x) <∞} é chamado de domı́nio efetivo da função f .

Definição 1.3 Seja X um espaço topológico e f : X −→ (−∞,∞] um função própria.

Dizemos que f é semicont́ınua inferiormente (s.c.i) em x0 ∈ X se para todo ε > 0 existe uma

vizinhança Ux0 tal que f(x) ≥ f(x0)− ε para todo x ∈ Ux0 quando x0 ∈ De(f). Dizemos que

f é semicont́ınua em X se ela é s.c.i em cada ponto de X.

Proposição 1.14 Seja X um espaço topológico e f : X −→ (−∞,∞] uma função. As

seguintes afirmações são equivalentes:

a) f é s.c.i;

b) Para cada α ∈ R, o conjunto de ńıvel {x ∈ X : f(x) ≤ α} é fechado.

Demonstração: Ver [1] página 80.

Definição 1.4 Seja X um espaço vetorial e A um subconjunto convexo de X. Uma função

f : A −→ (−∞,∞] é dita convexa se

f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y),

para todo x, y ∈ A e t ∈ [0, 1].

Definição 1.5 Sejam X e Y espaços de Banach. A aplicação f : X −→ Y é dita Gateaux

diferenciável em x ∈ X se existe uma aplicação T ∈ L(X, Y ) tal que

lim
λ→0

f(x+ λy)− f(x)

λ
= Ty,

para todo y ∈ X. A aplicação T é única e é denotada por f ′(x) e dizemos que f é G-

diferenciável em x.
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Proposição 1.15 (Kachurovskii) Seja X um espaço de Banach e A um subconjunto con-

vexo de X. Considere f : A −→ (−∞,∞] uma função G-diferenciável em cada ponto u ∈ A.

As seguintes afirmações são equivalentes:

a) f é convexa;

b) f ′(u)(v − u) ≤ f(v)− f(u) para todo u, v ∈ A;

c) (f ′(u)− f ′(v))(u− v) ≥ 0 para todo u, v ∈ A.

Demonstração: Ver [83] página 80.

Definição 1.6 Sejam X e Y espaços vetoriais. Um elemento do espaço produto X × Y será

escrito na forma [x, y] para x ∈ X e y ∈ Y . Um operador A de X em Y será um subconjunto

de X × Y . Se A ⊂ X × Y , definimos:

Ax = {y ∈ Y : [x, y] ∈ A}

D(A) = {x ∈ X : Ax 6= ∅}

R(A) =
⋃

x∈D(A)

Ax

A−1 = {[y, x] : [x, y] ∈ A}

Se A, B ⊂ X × Y , e λ é um número real, defimos

λA = {[x, λy] : [x, y] ∈ A} (1.5)

A+B = {[x, y + z] : [x, y] ∈ A, [y, z] ∈ B}. (1.6)

O operador será dito uńıvoco se #{y ∈ Y : y ∈ Ax} = 1.

Daqui em diante, X será um espaço de Banach e X∗ denotará seu dual.

Definição 1.7 Um conjunto A ⊂ X ×X∗ é chamado monótono se

〈x1 − x2, y1 − y2〉X,X∗ ≥ 0,

para todo [xi, yi] ∈ A, i = 1, 2.
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Definição 1.8 Um subconjunto de X×X∗ é dito maximal monótono se não está propriamente

contido em qualquer outro subconjunto monótono de X ×X∗.

Observação 1.2 Se A é um operador de X em X∗ uńıvoco então a condição de monotonici-

dade torna-se

〈x1 − x2, Ax1 − Ax2〉X,X∗ ≥ 0,

para todo x1, x2 ∈ D(A).

Definição 1.9 Seja A um operador de X em X∗ uńıvoco. Dizemos que A é fortemente

monótono em X se existe uma constante positiva c > 0 tal que

〈x1 − x2, Ax1 − Ax2〉X,X∗ ≥ c‖x1 − x2‖2
X ,

para todo x1, x2 ∈ D(A).

Definição 1.10 Seja A um operador de X em X∗ uńıvoco tal que D(A) = X. Dizemos que

A é hemicont́ınuo em X se

lim
t→0

A(x+ ty) ⇀ Ax.

Definição 1.11 Um operador A : X −→ X∗ é dito coercivo se

lim
n→∞

〈xn, x∗n〉X,X∗
‖xn‖X

=∞,

para todo [xn, x
∗
n] ∈ A tal que limn→∞ ‖xn‖ =∞.

Definição 1.12 Dada uma função convexa e própria ϕ : X −→ (−∞,∞] e um ponto x ∈ X,

denotamos por ∂ϕ(x) o conjunto

∂ϕ(x) = {x∗ ∈ X∗ : ϕ(x) ≤ ϕ(y) + 〈x− y, x∗〉X,X∗ , para todo y ∈ X}.

Tais elementos x∗ são chamados de sub-gradientes de ϕ em x, e ∂ϕ(x) é chamado de sub-

diferencial de ϕ em x.
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Observação 1.3 É óbvio que ∂ϕ : X −→ X∗ é um operador monótono.

Lema 1.5 Seja ϕ uma função G-diferenciável em x ∈ De(ϕ). Então, ∂ϕ(x) consiste de um

único elemento, a saber, a diferencial de Gateaux de ϕ em x.

Demonstração: Ver [83] página 81.

Proposição 1.16 Seja X um espaço de Banach reflexivo e A um subconjunto coercivo e

maximal monótono de X ×X∗. Então A é sobrejetor, isto é, R(A) = X∗.

Demonstração: Ver [12] página 45.

Teorema 1.17 Seja X um espaço de Banach real. Se ϕ é um função s.c.i própria e convexa

em X, então ∂ϕ é um operador maximal monótono de X em X∗.

Demonstração: Ver [13] página 54.

Teorema 1.18 Seja X um espaço de Banach reflexivo e B : X −→ X∗ um operador

monótono e hemicont́ınuo. Então, B é maximal monótono em X ×X∗.

Demonstração: Ver [12] página 45.

Teorema 1.19 Seja X um espaço de Banach reflexivo e sejam A e B operadores maximais

monótonos de X ×X∗ tais que int(D(A)) ∩D(B) 6= ∅. Então, A+B é maximal monótono

em X ×X∗.

Demonstração: Ver [12] página 54.

Lema 1.6 Seja Ω um subconjunto aberto de Rd. Se w ∈ H−1(Ω) ∩ L1(Ω) e u ∈ H1
0 (Ω) são

tais que w(x)u(x) ≥ −|h(x)| q.s. em Ω para alguma função h ∈ L1(Ω), então wu ∈ L1(Ω) e

〈w, u〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) =

∫
Ω

w(x)u(x)dx.
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Demonstração: Ver [12] página 89.

Seja A : D(A) ⊂ H −→ H um operador maximal monótono no espaço de Hilbert H.

Denotamos o produto interno de H por (·, ·) e a norma correspondente por ‖ · ‖. Considere o

seguinte problema de valor inicial:

ut + Au+Bu 3 f e u(0) = u0 ∈ H. (1.7)

onde B : H −→ H é um operador localmente Lipschitz, isto é,

‖Bu−Bv‖ ≤ L(K)‖u− v‖

desde que ‖u‖, ‖v‖ ≤ K.

Então, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.20 Suponha que A é um operador maximal monótono e que A0 3 0. Assumindo

que u0 ∈ D(A), f ∈ W 1,1(0, t;H) para todo t > 0 e que a aplicação B : H −→ H é localmente

Lipschitz, existe tmax ≤ ∞ tal que o problema (1.7) admite uma única solução forte u no

intervalo [0, tmax), ou seja, u ∈ W 1,∞(0, tmax;H) e u(t) ∈ D(A) para todo t > 0. Além disso,

se u0 ∈ D(A) obtemos uma única solução generalizada u ∈ C([0, tmax;H) para o problema

(1.7). Em ambos os casos, temos que lim
t→tmax

‖u(t)‖ =∞ desde que tmax <∞.

Demonstração: Ver [35].

Lema 1.7 Seja p uma função positiva, crescente tal que p(0) = 0. Então, a função q definida

por q(x) = x − (I + p)−1 (x) é crescente. Seja sm uma sequência de números positivos

satisfazendo

sm+1 + p(sm+1) ≤ sm.

Então, sm ≤ S(m) onde S(t) é uma solução da EDO

d

dt
S(t) + q(S(t)) = 0, S(0) = s0.

Mais ainda, se p(x) > 0 para x > 0, então lim
t→∞

S(t) = 0.
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Demonstração: Ver [55].

Teorema 1.21 Seja A : D(A) ⊂ X −→ X um operador dissipativo com Im(I − A) = X. Se

X é reflexivo então D(A) = X.

Demonstração: Ver [71] página 16.

Dizemos que f : [0,∞)×X −→ X satisfaz a condição de ser localmente Lipschitz em

u, uniformemente em t sobre intervalos limitados se para cada t′ ≥ 0 e cada c ≥ 0 existe uma

constante L(c, t′) tal que ‖f(t, u)− f(t, v)‖ ≤ L(c, t′)‖u− v‖ é válido para todo u, v ∈ X com

‖u‖ ≤ c, ‖v‖ ≤ c e t ∈ [0, t′].

Teorema 1.22 Seja f : [0,∞)×X −→ X cont́ınua em t para t ≥ 0 e localmente Lipschitz

em u, uniformemente em t em intervalos limitados. Se −A é o gerador infinitesimal de um

C0-semigrupo T (t) em X então para cada u0 ∈ X existe um tmax ≤ ∞ tal que o problema{
du
dt

(t) + Au(t) = f(t, u(t)), t ≥ 0

u(0) = u0

(1.8)

tem uma única solução mild u em [0, tmax[. Mais ainda, se tmax <∞ então limt→tmax ‖u(t)‖ =

∞.

Demonstração: Ver [71] página 185.

Dizemos que uma função F : X −→ X é Lipschitz cont́ınua em subconjuntos limitados

de X se para todo M > 0 existe uma constante L(M) tal que ‖F (y)−F (x)‖ ≤ L(M)‖y−x‖,

para todo x, y ∈ X tais que ‖x‖ ≤M , ‖y‖ ≤M .

Teorema 1.23 Seja X um espaço de Banach reflexivo e −A é o gerador infinitesimal de um

C0-semigrupo T (t) em X e F : X −→ X uma função Lipschitz cont́ınua em subconjuntos

limitados de X. Considere T > 0 e x ∈ X e u ∈ C([0, T ], X) uma função satisfazendo

u(t) = T (t)x+
∫ t

0
T (t− s)F (u(s))ds para cada t ∈ [0, T ]. Se x ∈ D(A) então u é solução do
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problema 
u ∈ C([0, T ], D(A)) ∩ C1([0, T ], X)
du

dt
(t) + Au(t) = F (t, u(t)), t ≥ 0

u(0) = x

(1.9)

Demonstração: Ver [34] página 60.

1.9 Análise Microlocal

Iniciamos esta seção anunciando alguns resultados devido a Burq e Gérard em [21] e

Gérard em [48].

Seja Ω um subconjunto aberto do Rn.

Definição 1.13 Seja m ∈ R. Definimos um śımbolo de ordem m em Ω como uma função

a : Ω× Rn → C de classe C∞, com suporte em K × Rn, onde K é um subconjunto compacto

de Ω, que satisfaz a seguinte estimativa: para todo α ∈ Nn, β ∈ Nn, exite uma constante

Cα,β > 0 tal que

|∂αx∂
β
ξ a(x, ξ)| ≤ Cα,β(1 + |ξ|)m−|β|.

Denotamos por Smc (Ω) o espaço vetorial dos śımbolos de ordem no máximo m em Ω.

Proposição 1.17 Se a ∈ Smc (Ω), a fórmula

Au(x) =

∫
Rn
e2πix.ξa(x, ξ)û(ξ)dξ, (1.10)

define, para todo u ∈ C∞0 (Ω), um elemento Au de C∞0 (Ω).

A fórmula (1.10) define uma aplicação linear A : C∞0 (Ω)→ C∞0 (Ω), a qual chamaremos

de operador pseudodiferencial de śımbolo a. Dizemos que o operador pseudodiferencial

A admite um śımbolo principal, denotado por σm(A), se existe uma função am = σm(A) ∈

C∞(Ω × (Rn \ {0})) com suporte, na primeira variável, compacto em K × (Rn \ {0}) e
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homogênea de ordem m, na segunda variável, tal que, se χ ∈ C∞(Rn) valendo 0 em uma

vizinhança da origem e 1 fora de um compacto suficientemente grande, segue que,

a(x, ξ) = am(x, ξ)χ(ξ) + r(x, ξ),

onde r ∈ Sm−1
c (Ω×Rn). Nestas condições, am = σm(A) é chamado de śımbolo principal de A.

Observe que, no caso em que Ω 6= Rn a aplicação a 7→ A não é injetora, isto é, um

operador pseudodiferencial não é definido unicamente por um śımbolo, por outro lado, é

posśıvel provar a unicidade do śımbolo principal.

Apesar de termos definido operadores pseudodiferenciais sobre o espaço C∞0 (Ω), é

posśıvel estender a ação de operadores pseudodiferenciais a espaços de Sobolev. Considerando

K um subconjunto compacto contido em Ω e s ∈ R, denotamos por Hs
K(Ω) o espaço das

distribuições com suporte compacto em K, onde o prolongamento com 0 fora de Ω está em

Hs(Rn). Denotamos por Hs
comp(Ω) =

⋃
K

Hs
K(Ω), onde K é tomado sobre todos os compactos

de Ω.

Teorema 1.24 Seja a ∈ Smc (Ω× Rd) e seja K a projeção sobre Ω do suporte de a. Então,

para todo real s, o operador definido em (1.10) se prolonga de forma única em uma aplicação

linear e cont́ınua de Hs
comp(Ω) em Hs−m

K (Ω).

Vamos introduzir, agora, o conceito de medida microlocal de defeito, para tal, seja

{uk}k∈N uma sequência limitada em L2
loc(Ω), i.e.,

sup
k∈N

∫
K

|uk(x)|2 dx < +∞,

para todo subconjunto compacto K contido em Ω.

Dizemos que uk converge fracamente para u ∈ L2
loc(Ω) quando, para todo f ∈ L2

comp(Ω)

tem-se ∫
Ω

uk(x) f(x) dx −→
k→∞

∫
Ω

u(x) f(x) dx.
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Teorema 1.25 Seja {uk}k∈N uma sequência limitada em L2
loc(Ω) que converge fracamente

para zero em L2
loc(Ω). Então existe uma subsequência {uk} e uma medida positiva de Radon µ

sobre T 1Ω := Ω×Sn−1 tal que para todo operador pseudodiferencial A de ordem 0 sobre Ω que

admite um śımbolo principal σ0(A) e para todo χ ∈ C∞0 (Ω) tal que χσ0(A) = σ0(A), tem-se

(A(χuk), χuk)L2 −→
k→+∞

∫
Ω×Sn−1

σ0(A)(x, ξ) dµ(x, ξ). (1.11)

Definição 1.14 Sob as circunstâncias do Teorema 1.25, µ é chamada de medida de defeito

microlocal (m.d.m.) da sequência {uk}k∈N.

Observação 1.4 O Teorema 1.25 assegura, para toda sequência limitada {uk}k∈N em L2
loc(Ω)

que converge fracamente para zero, a existência de uma subsequência admitindo uma medida

de defeito microlocal. Observamos que de (1.11), em particular quando A = f ∈ C∞0 (Ω),∫
Ω

f(x)|uk(x)|2 dx→
∫

Ω×Sd−1

f(x) dµ(x, ξ), (1.12)

assim uk converge fortemente para 0 se, e somente se, µ = 0.

Observação 1.5 Observe que dadas duas sequências (yk) e (xk) limitadas em L2
loc(Ω) con-

vergindo fraco para zero, podemos associar a estas sequências, mesmo passando a uma

subsequência, medidas microlocais de defeito µy e µx, respectivamente. Afirmamos que, se

yk − xk → 0 em L2
loc(Ω), então µy = µx.

De fato, dado A um operador pseudodiferencial de ordem zero e χ ∈ C∞0 (Ω) uma

função nas condições do Teorema 1.25, temos

(A(χxk), χxk)→
∫

Ω×Sd−1

σ0(A)dµx,

(A(χyk), χyk)→
∫

Ω×Sd−1

σ0(A)dµy,

com σ0(A) sendo o śımbolo principal de A. Isto nos leva a

(A(χxk), χxk)− (A(χyk), χyk) −→
∫

Ω×Sd−1

σ0(A)d(µx − µy). (1.13)
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Por hipótese temos que xk − yk → 0 em L2
loc(Ω) e, como Aχ é um operador cont́ınuo

em L2
loc(Ω) pelo Teorema 1.24, obtemos

A(χ(xk − yk))→ 0 em L2(Ω).

Assim,

(A(χxk), χxk)− (A(χyk), χyk) = (A(χxk), χxk)− (A(χyk), χxk)

+ (A(χyk), χxk)− (A(χyk), χyk)

= (A(χ(xk − yk)), χxk) + (A(χyk), χ(xk − yk))

−→ 0.

(1.14)

Logo, pela unicidade do limite, de (1.13) e (1.14) segue que∫
Ω×Sd−1

σ0(A)d(µx − µy) = 0 para todo A,

o que nos leva a concluir que µx − µy = 0 e, portanto, µx = µy.

Teorema 1.26 Seja P um operador diferencial de ordem m sobre Ω e seja {uk} uma sequência

limitada em L2
loc(Ω) que converge fracamente para 0 e admite uma m.d.m. µ. As seguintes

afirmações são equivalentes:

(i) Puk −→
k→+∞

0 fortemente em H−mloc (Ω) (m > 0).

(ii) supp(µ) ⊂ {(x, ξ) ∈ Ω× Sn−1 : σm(P )(x, ξ) = 0}.

Teorema 1.27 Seja P um operador diferencial de ordem m sobre Ω, verificando P ∗ = P ,

e seja {uk} uma sequência limitada em L2
loc(Ω) que converge fracamente para 0 e admite

uma m.d.m. µ. Vamos assumir que Puk −→
k→+∞

0 fortemente em H1−m
loc (Ω). Então, para toda

função a ∈ C∞(Ω× (Rn)\{0}) de grau 1−m que é homogênea na segunda variável e com

suporte compacto na primeira variável, tem-se∫
Ω×sd−1

{a, p}(x, ξ) dµ(x, ξ) = 0. (1.15)

Teorema 1.28 Seja X um espaço localmente compacto e de Hausdorff e µ uma medida de

Radon positiva em X.
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a) Seja N a união de todos os conjuntos abertos U ⊂ X tais que µ(U) = 0. Então N é

aberto e µ(N) = 0. O complementar de N é chamado de suporte de µ.

b) x ∈ suppµ se, e somente se,
∫
X
fdµ > 0 para toda f ∈ C0(X) com f(x) > 0.

Demonstração: a) Segue do fato que µ(N) = sup{µ(K) : K ⊂ N,K compacto}.

Para provar b), suponha que x ∈ suppµ = N c. Seja f ∈ Cc(X, [0, 1]) tal que f(x) > 0.

Por continuidade, existe uma vizinhança aberta U de x tal que f(y) > 1
2
f(x) para todo y ∈ U .

Se µ(U) = 0, então como U é aberto teŕıamos que U ⊂ N , o que contradiz fato que x ∈ N c.

Assim, µ(U) > 0. Dáı,
∫
X
fd µ ≥

∫
U
f dµ ≥ 1

2
f(x)µ(U) > 0.

Agora, suponha que x /∈ suppµ e seja F = suppµ. Então, existe uma vizinhança

aberta U de x tal que µ(U) = 0 e U ∩ F = ∅. Seja K um conjunto compacto tal que

x ∈ K ⊂ U . Do Teorema de Urysohn, existe uma função f ∈ C0(X, [0, 1]) tal que f = 1 em

K e f = 0 fora de um subconjunto compacto de U . Em particular, f(x) = 1 > 0 e∫
X

fdµ =

∫
U

fd µ+

∫
X\U

f dµ

=

∫
U

fd µ+

∫
X\U

0 dµ

= 0.

Teorema 1.29 Seja {un}n uma sequência limitada em L2
loc(Ω) a qual converge para zero e

admite uma medida microlocal de defeito µ. Então, (x0, ξ0) /∈ suppµ se, e somente se, existe

A ∈ Ψ0
c(Ω) essencialmente homogêneo tal que σ0(A)(x0, ξ0) 6= 0 e A(χun)→ 0 em L2(Ω) para

todo χ ∈ C∞0 (Ω).

Demonstração: Se (x0, ξ0) /∈ suppµ, então existem subconjuntos abertos U ⊂ Ω, V ⊂ Sd−1

tais que (x0, ξ0) ∈ U × V e U × V ∩ suppµ = ∅. Seja K uma vizinhança compacta de ξ0,

tal que K ⊂ V . Considere ψ ∈ C∞(Sd−1) tal que suppψ ⊂ K e ψ = 1 em uma vizinhança

de ξ0 contida em K. Considere φ ∈ C∞0 (Ω) tal que φ = 1 em uma vizinhança de x0 e
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suppφ ⊂ U . Tome η ∈ C∞(Ω) tal que η = 0 próximo de 0 e η = 1 no infinito. Defina

a(x, ξ) = η(ξ)φ(x)ψ
(
ξ
|ξ|

)
. Seja A o operador definido por a(·, ·). Note que σ0(A)(x0, ξ0) = 1

e para todo χ ∈ C∞0 (Ω)

‖A(χun)‖2
L2(Ω) = (A(χun), A(χun))

= (A(χun), A(χ1χun))

= (A∗χ1
◦ A(χun), χun)

→
∫

Ω×Sd−1

|σ0(A)(x, ξ)|2dµ, (1.16)

onde χ1 = 1 em uma vizinhança suppχ. Como suppσ0(A) ⊂ suppφ× suppψ ⊂ Ω× Sd−1 \

suppµ, temos ∫
Ω×Sd−1

|σ0(A)|2dµ = 0.

Portanto, ‖A(χun)‖L2(Ω) → 0 em L2(Ω).

Reciprocamente, se existe A ∈ Ψ0
c(Ω) essencialmente homogêneo tal que σ0(A)(x0, ξ0) 6=

0 e A(χun)→ 0 em L2(Ω), de (1.16) e da unicidade do limite obtemos∫
Ω×Sd−1

|σ0(A)|2dµ = 0.

Utilizando o Teorema 1.28, deduzimos que (x0, ξ0) /∈ suppµ.

O campo vetorial sobre Ω× Rd\{0} definido por

Hp(x, ξ) =

(
∂p

∂ξ1

(x, ξ), · · · , ∂p
∂ξn

(x, ξ);− ∂p

∂x1

(x, ξ), · · · ,− ∂p

∂xn
(x, ξ)

)
será chamado de campo Hamiltoniano de p, e será denotado por Hp.

A derivada de Lie de uma função f com respeito ao campo Hp é definida por Hp(f) =

{p, f}, onde

{p, f}(x, ξ) =
d∑
j=1

(
∂p

∂ξj

∂f

∂xj
− ∂p

∂xj

∂f

∂ξj

)
.

Uma curva Hamiltoniana de p é uma curva integral do campo Hp, a qual é uma solução

maximal s ∈ I 7→ (x(s), ξ(s)) das equações de Hamilton-Jacobi{
ẋ = pξ(x, ξ) =

∂p

∂ξ
(x, ξ), ξ̇ = −px(x, ξ) = −∂p

∂x
, (1.17)
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onde I é um intervalo aberto de R. Uma bicaracteŕıstica nula é uma curva integral de Hp

sobre a qual p = 0.

Observação 1.6 Como Hpp = 0, p é constante ao longo das curvas integrais de Hp. De fato,

seja α(t) = (Hp)t(x0, ξ0) uma curva integral de Hp começando em (x0, ξ0). Então,

0 = Hpp(α(t))

= d(p)α(t)Hp(α(t))

= d(p)α(t)α
′(t)

= (p ◦ α)′(t).

Agora, da conexidade do domı́nio de α, a observação segue.

Lema 1.8 Assuma que p(x0, ξ0) = 0 e λ é uma função de classe C∞ em T 0Ω = Ω × Rd

a valores reais que nunca se anula. Então, para todo t ∈ (T0, T1) existe st ∈ R tal que

(Hp)t(x0, ξ0) = (Hλp)st(x0, ξ0). Mais ainda, existem S0 < 0 < S1 para os quais a aplicação

t 7→ st é um difeomorfismo de classe C∞ de (T0, T1) em (S0, S1).

Demonstração: Vamos escrever b = 1
λ

e a = λp. Como p = ab, pela Observação 1.6 temos

que (ab)((Hp)t(x0, ξ0) = 0. Já que b nunca se anula, obtemos a((Hp)t(x0, ξ0)) = 0 para todo

t ∈ (T0, T1). Assim, 
ẋ(t) =

∂p

∂ξ
=
∂a

∂ξ
b+

∂b

∂ξ
a = b

∂a

∂ξ
(x(t), ξ(t)),

ξ̇(t) = −∂p
∂x

= −∂a
∂x
b− ∂b

∂x
a = −b∂a

∂x
(x(t), ξ(t)).

Escrevendo f(t) = b(x(t), ξ(t)), temos
ẋ(t) = f(t)

∂a

∂ξ
(x(t), ξ(t)),

ξ̇(t) = −f(t)
∂a

∂x
(x(t), ξ(t)),

com x(0) = x0 e ξ(0) = ξ0. Agora, seja (y(t), η(t)) = (Ha)t(x0, ξ0) = (Hλp)t(x0, ξ0) e defina

s(t) =

∫ t

0

f(s)ds.
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Em virtude do Teorema do Valor Médio e o fato que f nunca se anula, temos que f > 0 ou

f < 0. Vejamos que s é injetiva. De fato, sejam t1, t2 ∈ (T0, T1) tais que t1 6= t2 e suponha por

contradição que s(t1) = s(t2). Sem perda de generalidade, podemos supor que t1 < t2. Então,∫ t1

0

f(s)ds =

∫ t2

0

f(s)ds =

∫ t1

0

f(s)ds+

∫ t2

t1

f(s)ds.

Portanto, ∫ t2

t1

f(s)ds = 0.

Do mesmo modo, se f > 0, então
∫ t2
t1
f(s)ds > 0 e se f < 0, então

∫ t2
t1
f(s)ds < 0, o que

nos dá uma contradição em ambos os casos. Consequentemente, s(t1) = s(t2). Mais ainda,

temos que s′(t) = f(t) 6= 0 para todo t ∈ (T0, T1). Dáı, s é um difeomorfismo local de classe

C∞ e injetor. Como s(0) = 0, existe uma vizinhança aberta de 0, (S0, S1), tal que s é um

difeomorfismo de (T0, T1) sobre (S0, S1). Seja (z(t), γ(t)) = (y(s(t)), η(s(t))) e note que
ż(t) = ẏ(s(t))s′(t) = f(t)

∂a

∂ξ
(y(s(t)), η(s(t))) = f(t)

∂a

∂ξ
(z(t), γ(t)),

γ̇(t) = η̇(s(t))s′(t) = −f(t)
∂a

∂x
(y(s(t)), η(s(t))) = −f(t)

∂a

∂x
(z(t), γ(t)),

com z(0) = y(s(0)) = y(0) = x0 e γ(0) = η(s(0)) = η(0) = ξ0. Pela unicidade das soluções,

obtemos que (x(t), ξ(t)) = (y(s(t)), η(s(t)). Portanto, as bicaracteŕısticas de λp e p coincidem

a menos de um reparametrização.

Podemos agora traduzir os Teoremas 1.26 e 1.27 em termos geométricos.

Teorema 1.30 Seja P um operador diferencial autoadjunto de ordem m sobre Ω que admite

um śımbolo principal p. Seja {uk}k uma sequência limitada em L2
loc(Ω) que converge fracamente

para zero, com uma m.d.m. µ. Vamos assumir que Puk converge para 0 em H
−(m−1)
loc .

Então o suporte de µ, supp(µ), é uma união de curvas do tipo s ∈ I 7→
(
x(s), ξ(s)|ξ(s)|

)
, onde

s ∈ I 7→ (x(s), ξ(s)) é uma bicaracteŕıstica de p.

Proposição 1.18 A menos de uma mudança de variáveis, as bicaracteŕısticas do śımbolo

principal do operador de ondas

p(t, x, τ, ξ) = −ρ(x)τ 2 +K(x) ξ · ξ, ξ = (ξ1, · · · , ξn), (1.18)
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são curvas da seguinte forma

t 7→

(
t, x(t), τ,−τ

(
K(x(t))

ρ(x(t))

)−1

ẋ(t)

)
,

onde t 7→ x(t) é uma geodésica de métrica G =
(
K
ρ

)−1

sobre Ω, parametrizada pelo compri-

mento de arco.



Caṕıtulo 2

Decaimento Exponencial Para O Sistema
Klein-Gordon Acoplado Por Velocida-
des

Neste caṕıtulo vamos estudar a estabilidade exponencial de um sistema de equações

de onda semilinear posto em um meio não homogêneo e sujeito sujeito a dissipações lineares

localmente distribúıdas:

ρ(x)utt − div(K(x)∇u) + v2u+ a(x)ut − γ(x)vt = 0 em Ω× (0,∞),

ρ(x)vtt − div(K(x)∇v) + u2v + b(x)vt + γ(x)ut = 0 em Ω× (0,∞),

u = v = 0 sobre ∂Ω× (0,R+),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em Ω,

v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x) em Ω,

(2.1)

onde Ω ⊂ Rd, d = 2, 3, é um domı́nio limitado com fronteira suficientemente regular Γ = ∂Ω,

ρ : Ω→ R+, kij : Ω→ R, 1 ≤ i, j ≤ d são funções de classe C∞ tais que para todo x ∈ Ω e

ξ ∈ Rd,

α0 ≤ ρ(x) ≤ β0, kij(x) = kji(x), α|ξ|2 ≤ ξ> ·K(x) · ξ ≤ β|ξ|2, (2.2)

onde α0, β0, α, β são constantes positivas e K(x) = (kij)i,j é uma matriz simétrica positiva

definida. Denotamos por ω a interseção de Ω com uma vizinhança de ∂Ω em Rd.

Observação 2.1 Na equação (2.1) consideramos ∇u como um sendo um vetor coluna.

Hipótese 2.1 As funções não-negativas a(·) e b(·), responsáveis pelo efeito dissipativo locali-

zado, satisfazem as seguintes condições:

a(·), b(·) ∈ C0(Ω) com a(x) ≥ a0 > 0 em ω ⊂ Ω e b(x) ≥ b0 > 0 em ω ⊂ Ω. (2.3)

Além disso, assumimos que γ ∈ W 1,∞(Ω) satisfaz

0 ≤ γ(x) ≤ a(x) e 0 ≤ γ(x) ≤ b(x) q.s. em Ω. (2.4)
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Vamos assumir também que as seguintes hipóteses sejam satisfeitas:

Hipótese 2.2 ω controla Ω geométricamente, isto é, existe T0 > 0, tal que toda geodésica da

métrica G(x), onde G(x) =
(
K(x)
ρ(x)

)−1

viajando com velocidade constante igual a 1 e partindo

de t = 0, encontra o conjunto ω em um tempo t < T0.

Hipótese 2.3 Para todo T ≥ T0, a única solução u, v ∈ C(]0, T [;L2(Ω)) ∩C(]0, T [, H−1(Ω))

para o sistema
ρ(x)utt − div(K(x)∇u) + V1(x, t)u = V3(x, t)v em Ω× (0, T ),

ρ(x)vtt − div[K(x)∇v] + V2(x, t)v = V3(x, t)u em Ω× (0, T ),

u = v = 0 sobre ω,

(2.5)

onde V1(x, t), V2(x, t) e V3(x, t) são elementos de L∞(]0, T [, L
d+1

2 (Ω)), é a solução trivial

u = v = 0.

A Hipótese 2.2 é chamada de Condição Geométrica de Controle (C.G.C.). É sabido

que a C.G.C. é uma condição necessária e suficiente para o controle e estabilização da equação

da onda linear (veja [14], [20], [27], [30], [40], [74] e suas referências). Nessa direção, vale

mencionar o trabalho de Betelú, Gulliver e Littman [58] onde os autores discutem a questão

das geodésicas fechadas no interior da região Ω. Tais geodésicas fechadas tornam o controle

imposśıvel já que as bicaracteŕısticas nuncam encontram a região onde o controle é posto.

Neste artigo, os autores mostram, no caso bidimensional, que a não existência de geodésicas

fechadas no interior é também uma condição suficiente para o controle. Por essa razão, neste

caṕıtulo e pelo fato de não termos nenhum controle sobre as geodésicas já que estamos em um

meio não-homogêneo consideramos ω uma vizinhança de todo o bordo ∂Ω e damos condições

sobre a métrica G = (K/ρ)−1 de forma que todas as geodésicas desta métrica encontrem o

conjunto ω em um tempo t < T0. No caso geral, devemos assumir que a, b ∈ C0(Ω) e que as

seguintes hipóteses sejam satisfeitas:

(i) ∀x ∈ ∂Ω, a(x), b(x) > 0,

(ii) Para toda geodésica t ∈ I 7→ x(t) ∈ Ω da métrica G = (K/ρ)−1, com 0 ∈ I, existe

t ≥ 0 tal que a(x(t)), b(x(t)) > 0.
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Observamos que se G = Id a condição (i) implica que (ii) também é válida, já que as

geodésicas são linhas retas. Por outro lado, quando estamos com um métrica arbitrária, a

condição (i) pode ser válida sem que (ii) se verifique, por exemplo, se G admite uma geodésica

presa, conforme Figura 2.1.

Figura 2.1: Exemplos de geodésicas.

Observação 2.2 É importante notar que a Hipótese 2.2 não é trivialmente satisfeita para

toda matriz G = (K/ρ)−1. Veja em [10] exemplos em que essa situação ocorre. Quando

G = Id então as geodésicas são linhas retas, e neste caso, elas vão necessariamente encontrar

a região ω.

Por razões já discutidas, para uma métrica geral G = (K/ρ)−1, sem nenhuma condição

adicional sobre a densidade ρ(x), a região ω estar localizada em uma vizinhança da fronteira

de Ω pode não ser suficiente para a estabilização. Uma maneira de superar essa dificuldade,

isto é, minimizar o máximo posśıvel a região onde o efeito dissipativo atua, é seguir as ideias

introduzidas por Cavalcanti et al. em [30] e [27]. Nesses artigos, os autores mostram que

dada uma variedade Riemanniana (Ω, G) com métrica G = (K/ρ)−1 e ω uma vizinhança da

fronteira de Ω, existe uma famı́lia finita {Vi}i=1,··· ,k de conjuntos abertos com fronteira suave

tais que seus fechos são dois a dois disjuntos e V = ∪ki=1Vi satisfaz

• med(V ) ≥ med(M\ω)− ε para todo ε > 0,

• V pode ser deixado sem dissipação.

Assim, se considerarmos uma dissipação agindo em ω e em (Ω\ω)\V , então toda

geodésica da métrica G = (K/ρ)−1 irá intersectar a região onde a dissipação atua. Assim,
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não existirão geodésicas presas dentro dos conjuntos Vi para todo i = 1, · · · , k os quais

estão livre de dissipação, e assim, a Hipótese 2.2 é satisfeita. Mais ainda, (Ω\ω)\V pode ser

arbitrariamente pequeno, fazendo com que o volume da região onde a dissipação atua seja tão

pequeno quanto posśıvel para uma métrica geral G = (K/ρ)−1.

Na Figura 2.2, a região ω (em azul) em torno da fronteira ∂Ω e (Ω\ω)\V (uma malha

em cinza claro) ilustram a região onde a dissipação atua na variedade (Ω, G), G = (K/ρ)−1,

a qual pode ser considerada com medida arbitrariamente pequena, entretanto totalmente

distribúıda sobre Ω. A região V :=
k
∪
i=1
Vk (em branco) ilustra a região sem dissipação com

medida arbitrariamente grande e também totalmente distribúıda em Ω.

ω Ω

Figura 2.2: Malha.

Observação 2.3 A Hipótese 2.3 é chamada de Prinćıpio de Continuação Única. Con-

forme o trabalho [39], este tipo de condição é geralmente assumido em resultados de con-

trole/estabilização e a possibilidade de superá-la parece ser uma questão em aberto. Na seção

2.1, aplicamos as estimativas de Carleman de Dos Santos Ferreira [41] e Koch e Tataru [61]

para exibir certas situações onde o Prinćıpio de Continuação Única dado na Hipótese 2.3 é

válido pelo menos localmente.

2.1 Propriedade de Continuação Única

Vamos relembrar alguns resultados sobre a propriedade de continuação única para

operadores diferenciais. Para isto, utilizaremos as notações de Dos Santos Ferreira [41] e
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Koch-Tataru [61].

Seja P (x,D) um operador diferencial de segunda ordem do tipo principal real com

coeficientes de classe C∞ e u a solução da equação diferencial

P (x,D)u+ V (x)u = 0, x ∈ Ω ⊂ Rd (2.6)

onde V ∈ L
d
2
loc e seja S uma hipersuperf́ıcie de classe C∞ em Rd localmente definida por

S+ = {x ∈ Ω : ψ(x) > ψ(x0)}

S− = {x ∈ Ω : ψ(x) < ψ(x0)}. (2.7)

Dizemos que a solução de (2.6) tem a propriedade de continuação única através da hipersu-

perf́ıcie S se quando u se anula em S− então ela também se anula em uma vizinhança de

x0.

Definição 2.1 A hipersuperf́ıcie S = {x ∈ Ω : φ(x) = φ(x0)} é dita ser (estritamente)

pseudo-convexa em x0 ∈ Ω com respeito ao operador diferencial do tipo principal real P de

ordem 2 cujo śımbolo princial é p sempre que

p(x0, ξ) = Hpφ(x0, ξ) = 0⇒ H2
p (x0, ξ) < 0 para todo ξ ∈ Rd.

Usando estimativas de Carleman do tipo (Lp −Lq), o seguinte resultado é provado por

Dos Santos Ferreira em [41]:

Proposição 2.1 Seja P (x,D) um operador diferencial de ordem 2, definido em um conjunto

aberto Ω ⊂ Rd, d > 2. Suponha que exista M ≥ 1, uma vizinhança Ω0 de x0 e uma função

φ ∈ C∞ verificando {x ∈ Ω0 : x 6= x0, φ(x) ≤ φ(x0)} ⊂ S− tal que a estimativa de Carleman

‖e−τφv‖
L

2d
d−2
≤ C‖e−τφP (x,D)v‖

L
2d
d+2

(2.8)

é válida para toda u ∈ C∞0 (Ω0) e τ ≥M . Então, se u ∈ H1 é a solução da equação (2.6) em

Ω onde V ∈ L
d
2
loc e u se anula em S−, então existe uma vizinhança de x0 na qual u se anula.

Inspirados na Proposição 2.1, obtemos o seguinte resultado:
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Proposição 2.2 Seja P1(x,D) e P2(x,D) dois operadores diferenciais de ordem 2, definidos

em um conjunto aberto Ω ⊂ Rd, d > 2. Suponha que exista M ≥ 1, uma vizinhança Ω0 de x0

e uma função φ ∈ C∞ verificando {x ∈ Ω0 : x 6= x0, φ(x) ≤ φ(x0)} ⊂ S− tais que as seguintes

estimativas de Carleman

‖e−τφu‖
L

2d
d−2
≤ C‖e−τφP1(x,D)u‖

L
2d
d+2

(2.9)

e

‖e−τφv‖
L

2d
d−2
≤ C‖e−τφP2(x,D)v‖

L
2d
d+2

(2.10)

são válidas para todo u, v ∈ C∞0 (Ω0) e τ ≥M . Então, a propriedade de continuação única é

válida para as soluções do sistema{
P1(x,D)u+ V1u = V3v,

P2(x,D)v + V2v = V3u,
(2.11)

onde V1, V2 e V3 são elementos de L
d
2
loc.

Demonstração: Suponha que x0 = 0 e ψ(0) = 0 e seja χ ∈ C∞0 (Ω0) igual a 1 em uma

vizinhança Ω1 de 0. Aplicando a desigualdade de Carleman para as funções w1 = χu, w2 = χv

e observando que L
d
2 · L

2d
d−2 ⊂ L

2d
d+2 , obtemos

‖e−τφw1‖
L

2d
d−2

. ‖e−τφP1(x,D)w1‖
L

2d
d+2

. ‖e−τφP1(x,D)(χu)‖
L

2d
d+2

. ‖e−τφ(χP1(x,D)u+ [P1, χ]u)‖
L

2d
d+2

. ‖V3e
−τφχv − V1e

−τφχu+ e−τφ[P1, χ]u‖
L

2d
d+2

. ‖V3‖
L
d
2 (K)
‖e−τφχv‖

L
2d
d−2

+ ‖V1‖
L
d
2 (K)
‖e−τφχu‖

L
2d
d−2

+ ‖e−τφ[P1, χ]u‖
L

2d
d+2

,

onde K = supp(χ). Isto é,

‖e−τφw1‖
L

2d
d−2

. ‖V3‖
L
d
2 (K)
‖e−τφχv‖

L
2d
d−2

+ ‖V1‖
L
d
2 (K)
‖e−τφχu‖

L
2d
d−2

+ ‖e−τφ[P1, χ]u‖
L

2d
d+2

. (2.12)
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Analogamente,

‖e−τφw2‖
L

2d
d−2

. ‖V3‖
L
d
2 (K)
‖e−τφχu‖

L
2d
d−2

+ ‖V2‖
L
d
2 (K)
‖e−τφχv‖

L
2d
d−2

+ ‖e−τφ[P2, χ]v‖
L

2d
d+2

. (2.13)

Somando as desigualdades (2.12), (2.13) e organizando os termos, obtemos

‖e−τφχu‖
L

2d
d−2

+ ‖e−τφχv‖
L

2d
d−2

. (‖V1‖
L
d
2 (K)

+ ‖V3‖
L
d
2 (K)

)‖e−τφχu‖
L

2d
d−2

+ (‖V2‖
L
d
2 (K)

+ ‖V3‖
L
d
2 (K)

)‖e−τφχv‖
L

2d
d−2

+ ‖e−τφ[P1, χ]u‖
L

2d
d+2

+ ‖e−τφ[P2, χ]v‖
L

2d
d+2

. (2.14)

Então, escolhemos χ com o suporte suficientemente pequeno de forma que os dois primeiros

termos do lado direito da desigualdade (2.14) possam ser absorvidos no lado esquerdo, assim

‖e−τφχu‖
L

2d
d−2

+ ‖e−τφχv‖
L

2d
d−2

. ‖e−τφ[P1, χ]u‖
L

2d
d+2

+ ‖e−τφ[P2, χ]v‖
L

2d
d+2

. (2.15)

Como [P1(x,D), χ]u e [P2(x,D), χ]v são operadores diferenciais clássicos de ordem 1 suportados

em suppu ∩ Ω0 \ Ω1 ⊂ {φ > 0} e supp v ∩ Ω0 \ Ω1 ⊂ {φ > 0} onde temos que φ > c > 0,

segue que

‖e−τφχu‖
L

2d
d−2

+ ‖e−τφχv‖
L

2d
d−2

. e−τc(‖[P1(x,D), χ]u‖
L

2d
d+2

+ ‖[P2(x,D), χ]v‖
L

2d
d+2

)

. e−τc(‖u‖H1 + ‖v‖H1).

Portanto,

‖e−τ(φ−c)χu‖
L

2d
d−2

+ ‖e−τ(φ−c)χv‖
L

2d
d−2

. ‖u‖H1 + ‖v‖H1 ,

isto é, ‖e−τ(φ−c)χu‖
L

2d
d−2

+ ‖e−τ(φ−c)χv‖
L

2d
d−2

é limitado, o que é imposśıvel a menos que

u = v = 0 onde φ < c. Isto completa a prova da continuação única.

Argumentos análogos podem ser aplicados para provar a propriedade de continuação

única para sistemas hiperbólicos acoplados de segunda ordem com coeficientes não suaves e

potenciais em L
d+1

2 . De fato, em [61] podemos encontrar o seguinte resultado:
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Teorema 2.1 Seja P um operador hiperbólico com coefcientes de classe C2. Seja φ uma

função estritamente pseudo-convexa com respeito a P . Então, para toda função compactamente

suportada u temos

‖eτφu‖
L

2(d+1)
d−1 ∩τ−

1
4H

1
2
τ

. ‖eτφP (x,D)u‖
L

2(d+1)
d+3 +τ

1
4H
− 1

4
τ

, τ > τ0. (2.16)

Sejam X = L
2(d+1)
d−1 e Y = τ−

1
4H

1
2
τ , então a desigualdade (2.16) pode ser reescrita como:

‖eτφu‖X∩Y . ‖eτφP (x,D)u‖X∗+Y ∗ , τ > τ0. (2.17)

Note que X ∩ Y ↪→ X, o que implica em X∗ ↪→ X∗ + Y ∗. Da desigualdade (2.17) deduzimos

que,

‖eτφu‖X . ‖eτφP (x,D)u‖X∗ , τ > τ0. (2.18)

Assim, temos o seguinte resultado:

Proposição 2.3 Sejam P1(x,D) e P2(x,D) dois operadores hiperbólicos de segunda ordem

com coeficientes de classe C2. Seja φ uma função estritamente pseudo-convexa com respeito a

P1 e P2. Então a propriedade de continuação única é válida para soluções do sistema acoplado{
P1(x,D)u+ V1u = V3v

P2(x,D)v + V2v = V3u,
(2.19)

onde V1, V2 e V3 são elementos de L
d+1

2 .

2.2 Existência e Unicidade de Soluções

Consideremos o espaço de fase

H = H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)× L2(Ω)× L2(Ω),

o qual está munido do produto interno

〈(u1, u2, u3, u4), (v1, v2, v3, v4)〉H =

∫
Ω

∇u>1 ·K(x) ·∇v1 +∇u>2 ·K(x) ·∇v2 +ρu3v3 +ρu4v4 dx.
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Denotando W (t) = (u, v, ut, vt) podemos reescrever o problema (2.1) como o seguinte

problema de Cauchy em H 
∂W

∂t
(t) = AW (t) + F(W (t))

W (0) = (u0, v0, u1, v1),

(2.20)

onde o operador linear não-limitado A : D(A)→ H é dado por

A =


0 0 I 0
0 0 0 I

1
ρ

div(K(x)∇(·)) 0 −1
ρ
a(x)I(·) +1

ρ
γ(x)I(·)

0 1
ρ

div(K(x)∇(·)) −γ(x)I(·) −1
ρ
b(x)I(·)

 , (2.21)

isto é,

A(u, v, w, z) (2.22)

=

(
w, z,

1

ρ
div(K(x)∇u)− 1

ρ
a(x)w +

1

ρ
γ(x)z,

1

ρ
div(K(x)∇v)− 1

ρ
b(x)z − 1

ρ
γ(x)w

)
,

com domı́nio

D(A) =
(
H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)
)2 ×

(
H1

0 (Ω)
)2

(2.23)

e F : H → H é o operador não linear

F(u, v, w, z) =

(
0, 0,−1

ρ
v2u,−1

ρ
u2v

)
. (2.24)

Agora, estamos em condições de estabelecer o resultado de boa-colocação para o problema

(2.20), o qual assegura que o problema (2.1) é globalmente bem posto.

Teorema 2.2 Assuma que as hipóteses sobre ρ e K são satisfeitas e que (u0, v0, u1, v1) ∈ H.

Então, o problema (2.20) possui uma única solução mild W ∈ C([0, T ];H). Mais ainda, se

(u0, v0, u1, v1) ∈ D(A), então a solução é regular.

Demonstração: Primeiramente vamos mostrar que o operador A : D(A) ⊂ H → H

definido por (2.23) e (2.24) gera um C0-semigrupo de contrações eAt no espaço de energia H.

De fato, é fácil ver que para todo (u, v, w, z) ∈ D(A), temos

(AU,U) = −
∫

Ω

(
a(x)|w|2 + b(x)|z|2

)
dx ≤ 0, (2.25)
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o que mostra que o operador A é dissipativo. A seguir, provaremos que I −A = H, provando

a boa-colocação do problema linear associado utilizando o bem conhecido Teorema de Lumer-

Phillips. De fato, para qualquer (f, g, h, k) ∈ H, resolvemos a equação (I −A)(u, v, w, z) =

(f, g, h, k) a qual pode ser reformulada da seguinte forma:
u− w = f ∈ H1

0 (Ω),

v − z = g ∈ H1
0 (Ω),

w − 1
ρ

div(K(x)∇u) + 1
ρ
a(x)w − 1

ρ
γ(x)z = h ∈ L2(Ω),

z − 1
ρ

div(K(x)∇v) + 1
ρ
b(x)z + 1

ρ
γ(x)w = k ∈ L2(Ω).

(2.26)

De (2.26) obtemos w = u− f,

z = v − g.
(2.27)

Substituindo as equações de (2.27) nas duas últimas equações de (2.26), segue que
u− f − 1

ρ
div(K(x)∇u) +

1

ρ
a(x)(u− f)− 1

ρ
γ(x)(v − g) = h,

v − g − 1

ρ
div(K(x)∇v) +

1

ρ
b(x)(v − g) +

1

ρ
γ(x)(u− f) = k.

(2.28)

Equivalentemente,ρu− div(K(x)∇u) + a(x)u− γ(x)v = a(x)f + γ(x)g + ρ(f + h),

ρv − div(K(x)∇v) + b(x)v + γ(x)u = b(x)g + γ(x)f + b(x)q + ρ(g + k).
(2.29)

Definamos

a : H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) −→ R

dada por

a((u1, v1), (u2, v2)) =

∫
Ω

ρu1u2 + (∇u1)>K(x)∇u2 dx+

∫
Ω

ρau1u2 dx−
∫

Ω

ργv1u2 dx

+

∫
Ω

ρv1v2 + (∇v1)>K(x)∇v2 dx+

∫
Ω

ρbu2v2 dx+

∫
Ω

ργu1v2 dx.

(2.30)

Então, a(·, ·) é bilinear, cont́ınua e coerciva. Do Teorema de Lax-Milgram, dado

(a0, b0) = (a(x)f + γ(x)g + ρ(f + h), b(x)g + γ(x)f + b(x)q + ρ(g + k)) ,

existe um único (u, v) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω), tal que

a((u, v), (χ, η)) = 〈a0, χ〉H−1(Ω),H1
0 (Ω) + 〈b0, η〉H−1(Ω),H1

0 (Ω) para todo (χ, η) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω).
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Tomando χ ∈ C∞0 (Ω) e η = 0 deduzimos que

ρu− div(K(x)∇u) = a0 − au+ γv em D′(Ω)

e consequentemente,

ρu− div(K(x)∇u) = a0 − au+ γv em L2(Ω).

Procedendo da mesma forma, deduzimos que

ρv − div(K(x)∇v) = b0 − bv − γu em L2(Ω).

Da regularidade do problema eĺıtico, segue que (u, v) ∈ (H2(Ω))
2
, e, consequentemente,

(u, v, w, z) ∈ D(A), o que nos dá a solução desejada. Pelo Teorema 1.21 obtemos D(A) = H.

Assim, A gera um C0-semigrupo de contrações em H pelo Teorema de Lumer-Phillips.

Agora, vamos mostrar que o operador não-linear F : H → H dado em (2.24) é

localmente Lipschitz. Dado um conjunto limitado B em H, existe R > 0 tal que ‖U‖ ≤ R

para todo U ∈ B. Sejam U = (u1, u2, u3, u4) e V = (v1, v2, v3, v4) elementos de B, temos que

‖FU −FV ‖2
H =

∥∥∥∥(0, 0,−1

ρ
(u2

2u1 − v2
2v1),−1

ρ
(u2

1u2 − v2
1v2)

)∥∥∥∥2

H

=

∥∥∥∥1

ρ
(v2

2v1 − u2
2u1)

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥1

ρ
(v2

1v2 − u2
1u2)

∥∥∥∥2

L2(Ω)

=

∥∥∥∥1

ρ
(v2

2v1 − u2
2v1 + u2

2v1 − u2
2u1)

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥1

ρ
(v2

1v2 − u2
1v2 + u2

1v2 − u2
1u2)

∥∥∥∥2

L2(Ω)

=

∥∥∥∥1

ρ
((v2

2 − u2
2)v1 + u2

2(v1 − u1))

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥1

ρ
((v2

1 − u2
1)v2 + u2

1(v2 − u2))

∥∥∥∥2

L2(Ω)

.

∥∥∥∥1

ρ
(v2

2 − u2
2)v1

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥1

ρ
(v2

1 − u2
1)v2

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥1

ρ
u2

2(v1 − u1)

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥1

ρ
u2

1(v2 − u2)

∥∥∥∥2

L2(Ω)

. (2.31)

Vamos mostrar que cada um dos termos em (2.31) é limitado por uma constante positiva que

depende de R multiplicado por ‖U − V ‖H. Para isto, sejam i, j ∈ {1, 2} e considere i 6= j,
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então pela desigualdade de Hölder obtemos∥∥∥∥1

ρ
(v2
i − u2

i )vj

∥∥∥∥2

L2(Ω)

=

∫
Ω

1

ρ2
|vi − ui|2|vi + ui|2|vj|2 dx

.

(∫
Ω

|vi − ui|6 dx
) 1

3
(∫

Ω

|vi + ui|3|vj|3 dx
) 2

3

.

(∫
Ω

|vi − ui|6 dx
) 1

3

[(∫
Ω

|vj|6 dx
) 1

2
(∫

Ω

|vi + ui|6 dx
) 1

2

] 2
3

. ‖vj‖2
L6(Ω)‖vi + ui‖2

L6(Ω)‖vi − ui‖2
L6(Ω)

. ‖vj‖2
L6(Ω)

(
‖vi‖2

L6(Ω) + ‖ui‖2
L6(Ω)

)
‖vi − ui‖2

L6(Ω)

. ‖vj‖2
H1

0 (Ω)

(
‖vi‖2

H1
0 (Ω) + ‖ui‖2

H1
0 (Ω)

)
‖vi − ui‖2

H1
0 (Ω)

. 2R3‖U − V ‖2
H. (2.32)

Do mesmo modo, temos que∥∥∥∥1

ρ
u2
j(vi − ui)

∥∥∥∥2

L2(Ω)

=

∫
Ω

1

ρ2
|uj|4|vi − ui|2 dx

.

(∫
Ω

|uj|6 dx
) 2

3
(∫

Ω

|vi − ui|6 dx
) 1

3

. ‖uj‖4
L6(Ω)‖vi − ui‖2

L6(Ω)

. ‖uj‖4
H1

0 (Ω)‖vi − ui‖
2
H1

0 (Ω)

. R4‖vi − ui‖2
H1

0 (Ω)

. R4‖U − V ‖2
H. (2.33)

De (2.31), (2.32) e (2.33) segue que

‖FU −FV ‖2
H ≤ C(R)‖U − V ‖2

H,

provando que F é localmente Lipschitz. Dáı, pelos Teoremas 1.22 e 1.23, o problema de

Cauchy (2.1) tem uma única solução mild

W (t) = eAtW (0) +

∫ t

0

eA(t−s)F(W (s))ds, para todo t ∈ [0, Tmax).

Vamos provar agora que Tmax = ∞. De fato, pelo funcional de energia definido em (0.2),

temos
d

dt
Eu,v(t) = −

∫
Ω

a(x)|ut(x, t)|2dx−
∫

Ω

b(x)|vt(x, t)|2dx,
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o que mostrar que Eu,v(t) é não-crescente com Eu,v(t) ≤ Eu(0) para todo t ∈ [0, Tmax). Por

outro lado, temos

Eu,v(t) ≥
1

2

∫
Ω

ρ(x)|ut(x, t)|2 + ρ(x)|vt(x, t)|2 dx

+
1

2

∫
Ω

∇u(x, t)> ·K(x) · ∇u(x, t) +∇v(x, t)> ·K(x) · ∇v(x, t) dx

=
1

2
‖(u, v, ut, vt)‖2

H.

Assim,
1

2
‖(u, v, ut, vt)‖2

H ≤ Eu(t) ≤ Eu(0), para todo t ∈ [0, Tmax).

Portanto, as soluções locais não podem explodir em um tempo finito mostrando que Tmax =∞.

2.3 Estabilidade Exponencial

Nessa seção, provaremos o principal resultado deste caṕıtulo, a saber:

Teorema 2.3 Sob as Hipóteses 2.1, 2.2 e 2.3, dado R > 0, existem contantes positivas C e

γ tal que a seguinte desigualdade é válida

Eu,v(t) ≤ Ce−γtEu,v(0), t > 0, (2.34)

para toda solução fraca do problema (2.1) desde que Eu,v(0) ≤ R.

Observação 2.4 Por argumentos padrões de densidade é suficiente trabalhar com soluções

regulares, uma vez que a taxa de decaimento (2.34) pode ser recuperada para soluções fracas.

A fim de provar o Teorema 2.3 e tendo em mente que o problema (2.1) satisfaz a

propriedade do semigrupo, então, em vista da identidade da energia associada ao problema

(2.1), a saber,

Eu,v(t2)− Eu,v(t1) = −
∫ t2

t1

∫
Ω

a(x)|ut(x, t)|2 dxdt

−
∫ t2

t1

∫
Ω

b(x)|vt(x, t)|2 dxdt, para todo 0 ≤ t1 ≤ t2, (2.35)
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é suficiente provar a seguinte estimativa de observabilidade:

Lema 2.1 Para todo T ≥ T0 e todo R > 0, existe uma contante positiva C > 0 tal que a

desigualdade

Eu,v(0) ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|ut(x, t)|2 + b(x)|vt(x, t)|2 dxdt, (2.36)

é válida para toda solução regular u do problema (2.1) se os dados iniciais satisfazem

Eu(0) ≤ R. (2.37)

Demonstração: Argumentamos por contradição. Assuma que (2.36) não é válida. Então,

existe uma sequência {un, vn} de soluções regulares para o problema (2.1), de acordo com o

Teorema 2.2, tal que os dados iniciais satisfazem

Eun,vn(0) ≤ L, para todo n ∈ N, e algum L > 0, (2.38)

e, além disso,

lim
n→∞

Eun,vn(0)∫ T
0

∫
Ω
a(x)|unt (x, t)|2 + b(x)|vnt (x, t)|2 dxdt

= +∞. (2.39)

De (2.39) obtemos

lim
n→∞

∫ T
0

∫
Ω
a(x)|unt (x, t)|2 + b(x)|vnt (x, t)|2 dxdt

Eun,vn(0)
= 0. (2.40)

Levando (2.38) e (2.40) em consideração, deduzimos que

lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|unt (x, t)|2 + b(x)|vnt (x, t)|2 dxdt = 0, (2.41)

e como a(x) ≥ a0 > 0 q.s. em ω de (2.41) obtemos

lim
n→∞

∫ T

0

∫
ω

|unt (x, t)|2 dxdt = 0, (2.42)

e também, como b(x) ≥ b0 > 0 q.s. em Ω obtemos

lim
n→∞

∫ T

0

∫
ω

|vnt (x, t)|2 dxdt = 0. (2.43)
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Como Eun,vn(t) é não-crescente e {Eun,vn(0)} é uma sequência limitada, obtemos uma

subsequência, a qual ainda será denotada por {(un, vn)} a qual verifica

(un, vn)
∗
⇀ (u, v) em (L∞(0, T ;H1

0 (Ω)))2, (2.44)

(unt , u
n
t )

∗
⇀ (ut, vt) em (L∞(0, T ;L2(Ω)))2. (2.45)

Pelo Teorema de Aubin-Lions-Simon, deduzimos, para uma eventual subsequência, a

qual será denotada pela mesma notação, que

(un, vn)→ (u, v) em (L∞(0, T ;Lq(Ω)))2, para todo q ∈ [2, 6). (2.46)

De (2.46) inferimos

(vn)2un → v2u q.s. em Ω× (0, T )

e

(un)2vn → u2v q.s. em Ω× (0, T ).

Mais ainda, ((vn)2un) e ((un)2vn) são limitadas em L2(0, T ;L2(Ω)). De fato,∫ T

0

∫
Ω

|(vn)2un|2 dxdt =

∫ T

0

∫
Ω

|vn|4|un|2 dxdt

≤
∫ T

0

(∫
Ω

|vn|6 dx
) 2

3
(∫

Ω

|un|6 dx
) 1

3

dt

=

∫ T

0

‖vn‖4
L6(Ω)‖un‖2

L6(Ω) dt

≤ ‖vn‖4
L8(0,T ;L6(Ω))‖vn‖2

L4(0,T ;L6(Ω))

. ‖vn‖L∞(0,T ;H1
0 (Ω))‖un‖2

L∞(0,T ;H1
0 (Ω)) <∞.

Analogamente obtemos a limitação de {(un)2vn}. Pelo Lema de Lions, conclúımos que

(vn)2un ⇀ v2u e (un)2vn ⇀ u2v em L2(0, T ;L2(Ω)). (2.47)

Neste ponto iremos dividir a prova em dois casos: (i) u 6= 0 e v 6= 0 e (ii) (u, v) = (0, 0).

Observemos que estes são os únicos casos que devem ser considerados. De fato, se u = 0 então
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necessariamente v = 0 já que se tomarmos a seguinte sequência de problemas em consideração

ρ(x)untt − div(K(x)∇un) + (vn)2un + a(x)unt − γ(x)vnt = 0 em Ω× (0, T ),

ρ(x)vntt − div(K(x)∇vn) + (un)2vn + b(x)vnt + γ(x)unt = 0 em Ω× (0, T ),

u = v = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

un(x, 0) = un0 (x), ut(x, 0) = un1 (x) em Ω,

vn(x, 0) = vn0 (x), vnt (x, 0) = vn1 (x) em Ω,

(2.48)

e passando ao limite em (2.48) e levando (2.40), (2.42), (2.43) e (2.44)-(2.47), em consideração,

tendo em mente que 0 ≤ γ(x) ≤ a(x) e 0 ≤ γ(x) ≤ b(x) obtemos, no sentido das distribuições,{
ρ(x)vtt − div(K(x)∇v) = 0 em Ω× (0, T ),

vt = 0 em ω × (0, T ),
(2.49)

e para z = vt de (2.49) inferimos{
ρ(x)ztt − div(K(x)∇z) = 0 em Ω× (0, T ),

z = 0 em ω × (0, T ),
(2.50)

o que implica que z = vt = 0 e de (2.49) deduzimos que v = 0. Analogamente, se v = 0 então

u = 0.

Caso (i): u 6= 0 e v 6= 0.

Tomando a seguinte sequência de problemas em consideração
ρ(x)untt − div(K(x)∇un) + (vn)2un + a(x)unt − γ(x)vnt = 0 em Ω× (0, T ),

ρ(x)vntt − div(K(x)∇vn) + (un)2vn + b(x)vnt + γ(x)unt = 0 em Ω× (0, T ),

un(x, 0) = un0 (x), ut(x, 0) = un1 (x) em Ω,

vn(x, 0) = vn0 (x), vnt (x, 0) = vn1 (x) em Ω,

(2.51)

e passando ao limite o sistema (2.51) tendo em vista (2.40), (2.42), (2.43) e (2.44)-(2.47), e

fato de 0 ≤ γ(x) ≤ a(x) e 0 ≤ γ(x) ≤ b(x), obtemos, no sentido das distribuições,
ρ(x)utt − div(K(x)∇u) + v2u = 0 em Ω× (0, T ),

ρ(x)vtt − div(K(x)∇v) + u2v = 0 em Ω× (0, T ),

ut = vt = 0 em ω × (0, T )

(2.52)

e para w = ut e z = vt de (2.52) inferimos
ρ(x)wtt − div(K(x)∇w) + 2vuz + v2w = 0 em Ω× (0, T ),

ρ(x)ztt − div(K(x)∇z) + 2uvw + u2z = 0 em Ω× (0, T ),

w = z = 0 em ω × (0, T ).

(2.53)
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Definindo V1(, x, t) = v2, V2(x, t) = u2 e V3(x, t) = −2uv, o sistema (2.53) pode ser reescrito

como 
ρ(x)wtt − div(K(x)∇w) + V1(x, t)w = V3(x, t)z em Ω× (0, T ),

ρ(x)ztt − div(K(x)∇z) + V2(x, t)z = V3(x, t)w em Ω× (0, T ),

w = z = 0 em ω × (0, T ),

(2.54)

Utilizando a Hipótese 2.3, conclúımos que (w, z) = (0, 0), e, consequentemente de (2.52) segue

que u = v = 0, o que é uma contradição.

Caso (ii): (u, v) = (0, 0).

Agora, definamos:

αn := [Eun,vn(0)]1/2, wn :=
un

αn
e zn :=

vn

αn
. (2.55)

Vamos considerar a seguinte sequência de problemas:

ρ(x)wntt − div(K(x)∇wn) + α2
n(zn)2wn + a(x)wnt − γ(x)znt = 0 em Ω× (0, T ),

ρ(x)zntt − div(K(x)∇zn) + α2
n(wn)2zn + b(x)znt + γ(x)wnt = 0 em Ω× (0, T ),

wn = zn = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

wn(x, 0) = wn0 (x) =
un0
αn
, wt(x, 0) = wn1 (x) =

un1
αn

em Ω,

zn(x, 0) = zn0 (x) =
vn0
αn
, znt (x, 0) = zn1 (x) =

vn1
αn

em Ω.

(2.56)

Multiplicando a primeira equação de (2.56) por wnt e a segunda por znt e realizando integração

por partes deduzimos que

Ewn,zn(t) =
1

α2
n

Eun,vn(t). (2.57)

Não é dif́ıcil verificar que Ewn,zn(0) = 1 para todo n ∈ N. A fim de obter uma contradição

vamos provar que Ewn,zn(0) converge à zero. De fato, de (2.40) e (2.55) temos que

lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|wnt (x, t)|2 dxdt = 0, (2.58)

e

lim
n→∞

∫ T

0

∫
Ω

b(x)|znt (x, t)|2 dxdt = 0. (2.59)

Já que a(x) ≥ a0 > 0 q.s. em ω de (2.58) inferimos

lim
n→∞

∫ T

0

∫
ω

|wnt (x, t)|2 dxdt = 0, (2.60)
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e também, como b(x) ≥ b0 > 0 q.s. em ω, de (2.59) temos

lim
n→∞

∫ T

0

∫
ω

|znt (x, t)|2 dxdt = 0. (2.61)

Além disso, da limitação Ewn,zn(0) ≤ C deduzimos que para uma eventual subsequência

de {wn, zn} que

(wn, zn)
∗
⇀ (w, z) em (L∞(0, T ;H1

0 (Ω)))2, (2.62)

(wnt , z
n
t )

∗
⇀ (wt, zt) em (L∞(0, T ;L2(Ω)))2. (2.63)

Novamente, pelo Teorema de Aubin-Lions-Simon temos para uma eventual subsequência, a

qual ainda será denotada pela mesma notação, que

(wn, zn)→ (w, z) em (L∞(0, T ;Lq(Ω)))2, para todo q ∈ [2, 6). (2.64)

Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequência de (αn) ainda denotada

pela mesma notação, tal que αn → α ∈ [0,+∞). Se α = 0, como

αnw
n = un → 0 em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)))2, (2.65)

αnz
n = vn → 0 em L∞(0, T ;H1

0 (Ω)), (2.66)

tomando (2.58), (2.59), (2.60), (2.62), (2.63), (2.65) e (2.66) em consideração, passando ao

limite o sistema (2.56) obtemos
ρ(x)wtt − div(K(x)∇w) = 0 em Ω× (0, T ),

ρ(x)ztt − div(K(x)∇z) = 0 em Ω× (0, T ),

wt = zt = 0 em ω × (0, T ).

(2.67)

Para ϕ = wt e ψ = zt de (2.67) inferimos
ρ(x)ϕtt − div(K(x)∇ϕ) = 0 em Ω× (0, T ),

ρ(x)ψtt − div(K(x)∇ψ) = 0 em Ω× (0, T ),

ϕ = ψ = 0 em ω × (0, T ),

(2.68)

o que implica que ϕ = ψ = 0 e, consequentemente de (2.67), w = z = 0.
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Agora, vamos considerar α > 0. Então, passando ao limite o sistema (2.56) chegamos

em 
ρ(x)wtt − div(K(x)∇w) + α2z2w = 0 em Ω× (0, T ),

ρ(x)ztt − div(K(x)∇z) + α2w2z = 0 em Ω× (0, T ),

wt = zt = 0 em ω × (0, T ).

(2.69)

Para ϕ = wt e ψ = zt, de (2.69) inferimos
ρ(x)ϕtt − div(K(x)∇w) + 2α2zwψ + α2z2ϕ = 0 em Ω× (0, T ),

ρ(x)ψtt − div(K(x)∇ψ) + 2α2wzϕ+ α2w2ψ = 0 em Ω× (0, T ),

ϕ = ψ = 0 em ω × (0, T ).

(2.70)

Denotando V1(x, t) = α2z2 , V2(x, t) = α2w2 e V3(x, t) = −2α2zw podemos reescrever (2.70)

como 
ρ(x)ϕtt − div(K(x)∇w) + V1(x, t)ϕ = V3(x, t)ψ em Ω× (0, T ),

ρ(x)ψtt − div(K(x)∇ψ) + V2(x, t)ψ = V3(x, t)ϕ em Ω× (0, T ),

ϕ = ψ = 0 em ω × (0, T ).

(2.71)

Empregando a Hipótese 2.3, de (2.71) segue que (ϕ, ψ) = (0, 0) e assim, w = z = 0. Portanto,

em qualquer caso w = z = 0. Como consequência disso w = z = 0 em todas as convergências

em (2.62)-(2.64).

Procedendo da mesma maneira como em (2.47) e utilizando o fato que w = z = 0,

obtemos

α2
n(zn)2wn ⇀ 0 e α2

n(wn)2zn ⇀ 0 em L2(0, T ;L2(Ω)). (2.72)

Sejam

F n := α2
n(zn)2wn + a(x)wnt − γ(x)znt = 0 em Ω× (0, T ),

Gn := α2
n(wn)2zn + b(x)znt + γ(x)wnt = 0 em Ω× (0, T ),

temos das convergências anteriores que F n, Gn são limitadas em L2(0, T ;L2(Ω)). Como

consequência disso, as estimativas de Strichartz asseguram que

‖wn‖L4(0,T ;L12(Ω)), ‖zn‖L4(0,T ;L12(Ω)) ≤ c = c(T ), para todo t ∈ [0, T ],
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de onde deduzimos que

‖α2
n(zn)2wn‖2

L2(0,T ;L2(Ω)) = α4
n

∫ T

0

∫
Ω

|(zn)2wn|2 dxdt (2.73)

≤ α4
n

∫ T

0

‖zn(t)‖4
L8(Ω)‖wn(t)‖2

L4(Ω) dt

. α4
n ‖wn‖2

C0([0,T ],L4(Ω))

∫ T

0

‖zn(t)‖4
L12(Ω) dt→ 0,

não importando se αn → 0 ou se αn → α > 0. De fato, no primeiro caso

‖wn‖2
C0([0,T ],L4(Ω)) ‖zn‖4

L4(0,T ;L12(Ω))

é limitada e no segundo caso temos que ‖wn‖C0([0,T ],L4(Ω)) → 0 em vista do Teorema de

Aubin-Lions-Simon e o termo α4
n ‖zn‖4

L4(0,T ;L12(Ω)) é limitado. Analogamente, deduzimos que

‖α2
n(wn)2zn‖2

L2(0,T ;L2(Ω)) → 0. (2.74)

Lembremos que nosso objetivo é provar que Ewn,zn(0) converge a zero, onde

Ewn,zn(t) =
1

2

∫
Ω

ρ|wnt (x, t)|2 + ρ|znt (x, t)|2 + (∇wn(x, t))> ·K(x) · ∇wn(x, t) dx

+
1

2

∫
Ω

(∇zn(x, t))> ·K(x) · ∇zn(x, t) + α2
n(wnzn)2 dx.

Vamos utilizar a seguinte notação,

P := −ρ∂2
t −

d∑
i,j=1

∂xi(K(x)∂xj).

Então temos as seguintes convergências a zero: (2.58), (2.59), (2.64), (2.73) e (2.74). Tendo

em mente que 0 ≤ γ(x) ≤ a(x) e 0 ≤ γ(x) ≤ b(x), deduzimos

Pwnt → 0 em H−1
loc (Ω× (0, T )) (2.75)

e

Pznt → 0 em H−1
loc (Ω× (0, T )). (2.76)

Vamos denotar por µ1 e µ2 as medidas microlocais de defeito associadas a {wnt } e {znt }

em L2(Ω × (0, T )), as quais existem em virtude do Teorema 1.25. Então, da Hipótese 2.2,

deduzimos dois fatos:
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(i) Os suportes das medidas µ1 e µ2 estão contidos no conjunto caracteŕıstico do

operador de ondas {τ 2 − 1
ρ
ξ> ·K(x) · ξ = 0}.

(ii) µ1 e µ2 se propagam ao longo do fluxo bicaracteŕıstico deste operador, o que

significa, em particular que se algum ponto ω0 = (x0, t0, ξ0, τ0) não pertence a algum dos

conjuntos supp(µ1) ou supp(µ2) então toda a bicaracteŕıstica partindo de ω0 permanece fora

de supp(µ1) ou supp(µ2).

De fato, de (2.75), (2.76) e o Teorema 1.26 deduzimos o item (i).

Além disso, pela Proposição 1.18 e o Teorema 1.30 , segue que supp(µi) ⊂ (Ω ×

(0, T ))× Sd é uma união de curvas do tipo

t ∈ (−ε, ε) 7→ m±(t) =

(
t, x(t),

±1√
1 + |G(x)ẋ|2

,
∓G(x)ẋ√

1 + |G(x)ẋ|2

)
, (2.77)

onde t ∈ I 7→ x(t) ∈ Ω é uma geodésica da métrica G(x), para i = 1, 2.

Como wnt → 0 e znt → 0 em L2(ω × (0, T )), temos pelo Teorema 1.29 que µ1 = µ2 = 0

em ω e consequentemente supp(µ1) ⊂ (Ω \ ω)× (0, T ) e supp(µ2) ⊂ (Ω \ ω)× (0, T ).

Por outro lado, seja (t0, x0, τ0, ξ0) ∈ supp(µ1)∪ supp(µ2). Como as geodésicas partindo

de pontos dentro de Ω\ω, entram necessariamente na região ω, então para qualquer geodésica

da métrica G, com 0 ∈ I existe t > 0 tal que m±(t) não pertence a supp(µ1) e supp(µ2) e

assim, m±(t0) também não pertence, o que mostra a validade do item (ii). Assim, supp(µ1) e

supp(µ2) são vazios. Como consequência disso, temos que wnt → 0 e znt → 0 em L2
loc(Ω×(0, T )).

Já que, vnt → 0 e znt → 0 fortemente em L2(ω × (0, T )) deduzimos que

wnt → 0 em L2(0, T ;L2(Ω)) (2.78)

e

znt → 0 em L2(0, T ;L2(Ω)). (2.79)

Agora vamos mostrar que Ewn,zn(0) converge a zero. De fato, consideremos a seguinte função

de corte

θ ∈ C∞(0, T ), 0 ≤ θ(t) ≤ 1, θ(t) = 1 em (ε, T − ε).
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Multiplicando a primeira equação de (2.56) por wnθ, a segunda por znθ e integrando

por partes, inferimos que

−
∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

ρ(x)|wnt |2 dxdt−
∫ T

0

θ′(t)

∫
Ω

ρ(x)wnt w
n dxdt (2.80)

+

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

(∇wn)> ·K(x) · ∇wn dxdt+ α2
n

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

(zn)2(wn)2 dxdt

+

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

a(x)wnt w
n dxdt−

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

γ(x)znt w
n dxdt = 0

e

−
∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

ρ(x)|znt |2 dxdt−
∫ T

0

θ′(t)

∫
Ω

ρ(x)znt z
n dxdt (2.81)

+

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

(∇zn)> ·K(x) · ∇zn dxdt+ α2
n

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

(zn)2(wn)2 dxdt

+

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

b(x)znt z
n dxdt+

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

γ(x)wnt z
n dxdt = 0.

Considerando as convergências (2.58), (2.59), (2.62)-(2.64), (2.72) e tendo em mente que
w = z = 0 de (2.80) e (2.81) deduzimos que

lim
n→+∞

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω

(∇wn)T ·K(x) · ∇wn dxdt = 0 e lim
n→+∞

∫ T

0
θ(t)

∫
Ω

(∇zn)T ·K(x) · ∇zn dxdt = 0,

o implica em

lim
n→+∞

∫ T−ε

ε

∫
Ω

(∇wn)T ·K(x) · ∇wn dxdt = 0 e lim
n→+∞

∫ T−ε

ε

∫
Ω

(∇zn)T ·K(x) · ∇zn dxdt = 0.

Também temos que

α2
n

∫ T−ε

ε

∫
Ω

(wnzn)2 dxdt→ 0.

Combinando as convergências acima obtemos∫ T−ε

ε

Ewn,zn(t) dt→ 0.

Então, como a energia é não-crescente segue que

(T − 2ε)Ewn,zn(T − ε)→ 0.

Pela identidade da energia segue que

Ewn,zn(T − ε)− Ewn,zn(ε) = −
∫ T−ε

ε

a(x)|wnt (x, t)|2 + b(x)|znt (x, t)|2 dxdt,
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que combinado com (2.58), (2.59) e a arbitrariedade de ε > 0, nos dá Ewn,zn(0)→ 0 quando

n→ +∞, como desejávamos provar.

Observação 2.5 Observe que se ao invés de assumirmos que γ satisfaz a relação com a(x)

e b(x) dada em (2.4), assumirmos que supp γ ⊂ ω, o resultado no Lema 2.1 permanece válido

e portanto o resultado de estabilidade dado no Teorema 2.3.



Caṕıtulo 3

Estabilidade Uniforme de um Modelo
Linear Sujeito a Uma Dissipação Não-
Linear

Seja (M,g) uma variedade Riemanniana compacta e com bordo onde g denota a

métrica Riemanniana de classe C∞. Neste caṕıtulo, investigaremos a estabilidade do seguinte

sistema 

utt −∆gu− γ(x)vt + a(x)g(ut) = 0 em M × (0,+∞),

vtt −∆gv + γ(x)ut = 0 em M × (0,+∞),

u = v = 0 sobre ∂M × (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em M,

v(x, 0) = v0(x), vt(x, 0) = v1(x) em M.

(3.1)

Supomos que a função g satisfaz as seguintes hipóteses:

Hipótese 3.1 i) g(s) é cont́ınua e monótona crescente

ii) g(s)s > 0 para s 6= 0,

iii) A|s| ≤ g(s) ≤ B|s| para |s| > 1,

onde A e B são duas constantes positivas.

Também assumimos as seguintes condições sobre os termos de amortecimento e o

acoplamento:

Hipótese 3.2 a, γ ∈ L∞(M) são funções não negativas tais que

a(x) ≥ a0 > 0, quase sempre em M∗, (3.2)

onde M∗ é um subconjunto aberto de M que contém M \ V e o subconjunto V é o conjunto

constrúıdo no Teorema 6.6 de [30]. Existem duas constante positivas c1 e c2 tais que

a(x) ≤ c1γ(x) e γ(x) ≤ c2a(x), ∀ x ∈M.
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Definimos a energias das soluções do sistema (3.1) por

E(t) =
1

2

∫
M

(|ut|2 + |∇u|2) dM︸ ︷︷ ︸
e1(t)

+
1

2

∫
M

(|vt|2 + |∇v|2) dM︸ ︷︷ ︸
e2(t)

.

Com o objetivo de provar o decaimento da energia para o problema (3.1), começamos estudando

o seguinte sistema:
utt −∆gu = f em M × (0,+∞),

u = 0 sobre ∂M × (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em M.

(3.3)

Lema 3.1 Sob as hipóteses acima, existe uma constante positiva C, tal que para todo

(u0, u1) ∈ H1
0 (M) × L2(M), toda f ∈ L2((0,∞);L2(M)) e todo T > 0, a solução de (3.3)

satisfaz ∫ T

0

e(t)dt ≤ Ce(T ) + C

[∫ T

0

∫
M

[|f |2 + a(x)|ut|2] dM dt

]
, (3.4)

onde e(t) = 1
2

∫
M

(|ut|2 + |∇u|2) dM.

Demonstração: Primeiramente, lembramos o resultado do Teorema 6.6 em [30], a saber:

Para todo ε > 0, existe um subconjunto aberto V ⊂ M e funções suaves α, k : M → R

tais que med(V ) ≥ med(M)− ε, med(V ∩ ∂M) ≥ med(∂M)− ε, ∇α|V ≡ 0 e tais que α e k

satisfazem

C

∫ T

0

∫
V

[
u2
t + |∇u|2

]
dM dt ≤

∫ T

0

∫
V

(
∆k

2
− α

)
u2
tdM dt (3.5)

+

∫ T

0

∫
V

[
∇2k(∇u,∇u) +

(
α− ∆k

2

)
|∇u|2

]
dM dt,

para alguma constante positiva C e além disso,

〈∇k, ν〉 < 0 sobre ∂M ∩ V. (3.6)
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Utilizando a Proposição 4.1 e o Lema 4.2 de [30] com H = ∇k, (3.5) e (3.6), inferimos que

2C

∫ T

0

e(t)dt ≤ C∗
∫ T

0

∫
M/V

[
u2
t + |∇u|2

]
dM dt

+

∣∣∣∣∣
[∫

M

ut 〈∇k,∇u〉 dM
]T

0

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
[∫

M

utαu dM

]T
0

∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ T

0

∫
M

fαu dM dt

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ T

0

∫
M

f 〈∇k,∇u〉 dM dt

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ T

0

∫
M\V
〈∇u,∇α〉u dM dt

∣∣∣∣
+

1

2

∣∣∣∣∫ T

0

∫
∂M∩(M\V )

〈∇k, ν〉 |∇u|2 d∂M dt

∣∣∣∣

(3.7)

onde C∗ = C∗(C, α, k).

Denotemos

χ =

[∫
M

ut 〈∇k,∇u〉 dM
]T

0

+

[∫
M

utαu dM

]T
0

. (3.8)

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e de Young ab ≤ a2

4υ
+υb2, onde υ é um número positivo,

obtemos ∣∣∣∣∫ T

0

∫
M

f 〈∇k,∇u〉 dM dt

∣∣∣∣ ≤ R2
1

υ

∫ T

0

∫
M

|f |2 dM dt+ 2υ

∫ T

0

e(t)dt, (3.9)

e pelo mesmo argumento e a desigualdade de Poincaré, temos∣∣∣∣∫ T

0

∫
M

fαu dM dt

∣∣∣∣ ≤ R2
2CM
16υ

∫ T

0

∫
M

|f |2 dM dt+ 2υ

∫ T

0

e(t)dt, (3.10)

onde

R1 = max
x∈M
|∇f(x)| and R2 = max

x∈M
|α(x)|.

Assim,∫ T

0

∫
∂M∩(M\V )

〈∇k, ν〉 |∇u|2 d∂M dt ≤ C

∫ T

0

∫
M\V
|∇u|2 d∂M dt

≤ C

∫ T

0

∫
∂M

〈Hν , ν〉 (∂νu)2 d∂M dt,

(3.11)

para alguma constante positiva C.
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Escolhendo υ suficientemente pequeno e utilizando (3.8)-(3.11) em (3.7) obtemos∫ T

0

e(t)dt ≤ |χ|+ C1

∫ T

0

∫
M

|f |2 dM dt+ C1

∫ T

0

∫
M\V

[
a(x)u2

t + |∇u|2
]
dM dt

+C1

∫ T

0

∫
M\V
|u|2dM dt,

(3.12)

onde C1 é uma constante positiva que depende de R1, R2, a0, k e Ω.

Seja M̃ uma extensão de M (veja Lema 6.4 em [30] para mais detalhes). Note que

também podemos estender V e M∗ para subconjuntos abertos Ṽ e M̃∗ de M̃ , respectivamente,

de tal forma que Ṽ tem fronteira suave e Ṽ ⊂ M̃∗.

Agora seja ε > 0 tal que

ω̃ε := {x ∈ M̃ ; dist (x, ∂Ṽ ) < ε} ⊂⊂ M̃∗

é uma vizinhança tubular de ∂Ṽ e ωε = ω̃ε ∪M \ V está contido em M∗.

Procedendo como em (7.73)-(7.81) de [30], obtemos a existência de uma constante

positiva C > 0 dependendo de R1, R2, a0, ε e Ω tal que∫ T

0

e(t)dt ≤ Ce(T ) + C

[∫ T

0

∫
M

[|f |2 + a(x)|ut|2] dM dt

]
+C

∫ T

0

∫
ωε

|u|2 dM dt.

(3.13)

Agora, nosso objetivo é absorver o último termo do lado direito da desigualdade (3.13).

Para fazer isso, trazemos as ideias de [7]. Fixe a variável t e considere a solução z do seguinte

problema eĺıtico no espaço: {
∆gz = γ(x)u em M,

z = 0 sobre ∂M.
(3.14)

Dáı, z e zt satisfazem as seguintes estimativas

‖z‖L2(M) ≤ C

∫
M

γ(x)|u|2 dM, (3.15)

e

‖zt‖L2(M) ≤ C

∫
M

γ(x)|ut|2 dM. (3.16)
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Multiplicando a primeira equação de (3.3) por z e integrando por partes, obtemos∫ T

0

∫
M

γ(x)|u|2 dM dt

=

[∫
M

utz dM

]T
0

+

∫ T

0

∫
M

(−utzt − fz) dM dt.

Portanto, utilizando as estimativas (3.15)-(3.16) na relação acima, obtemos para todo ε′ > 0:∫ T

0

∫
ωε

|u|2 dM dt ≤ 1

a0

∫ T

0

∫
M∗

a(x)|u|2 dM dt

≤ C

∫ T

0

∫
M

γ(x)|u|2 dM dt (3.17)

≤ C(e(T ) + e(0)) + ε′
∫ T

0

e(t) dt+
C

ε′

∫ T

0

∫
M

a(x)|u|2 dM dt

+
C

ε′

∫ T

0

∫
M

|f |2 dM dt

= C(2e(T ) +

∫ T

0

∫
M

fut dM dt) + ε′
∫ T

0

e(t) dt+
C

ε′

∫ T

0

∫
M

a(x)|u|2 dM dt

+
C

ε′

∫ T

0

∫
M

|f |2 dM dt

≤ 2ε′
∫ T

0

e(t) dt+ Ce(T ) + Cε′

∫ T

0

∫
M

|f |2 dM dt+ Cε′

∫ T

0

∫
M

a(x)|ut|2 dM dt.

Inserindo (3.17) em (3.13) e escolhendo ε′ suficientemente pequeno, obtemos a desigualdade

desejada.

Proposição 3.1 Para T > 0 suficientemente grande, a solução do sistema (3.1) satisfaz

E(T ) ≤ C

∫ T

0

∫
M

[
a(x)|g(ut)|2 + a(x)|ut|2

]
dM dt. (3.18)

Demonstração: Aplicando o Lema 3.1 na primeira equação de (3.1) com f = γ(x)vt −

a(x)g(ut) e e(t) = e1(t), inferimos que∫ T

0

e1(t)dt

≤ C1e1(T ) + C1

[∫ T

0

∫
M

[γ2(x)|vt|2 + a2(x)|g(ut)|2 + a(x)|ut|2] dM dt

]
≤ C1E(T ) + C1

[∫ T

0

∫
M

[γ2(x)|vt|2 + a(x)|g(ut)|2 + a(x)|ut|2] dM dt

]
. (3.19)
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De forma análoga, aplicando o Lema 3.1 na segunda equação de (3.1) com f = −γ(x)ut e

e(t) = e2(t), deduzimos que∫ T

0

e2(t)dt ≤ C2e2(T ) + C2

[∫ T

0

∫
M

[γ2(x)|ut|2 + a(x)|vt|2] dM dt

]
≤ C2E(T ) + C2

[∫ T

0

∫
M

[a(x)|ut|2 + γ(x)|vt|2] dM dt

]
, (3.20)

onde utilizamos sucessivamente que γ(x) ≤ c2a(x) e a(x) ≤ c1γ(x) para todo x ∈M .

Seja δ > 0 um número real a ser especificado. Multiplicando (3.20) por δ e somando a

equação resultante com (3.19), obtemos que para todo T > 0 e δ > 0∫ T

0

(e1(t) + δe2(t)) dt ≤ C(1 + δ)E(T ) + C(γ+ + δ)

∫ T

0

∫
M

γ(x)|vt|2 dM dt

+C

∫ T

0

∫
M

a(x)[|g(ut)|2 + |ut|2] dM dt (3.21)

A seguir, vamos estimar o termo

∫ T

0

∫
M

γ(x)|vt|2 dM dt através da relação de acopla-

mento. Multiplicando a primeira equação em (3.1) por vt e a segunda por ut e integrando a

soma sobre M , tem-se∫ T

0

∫
M

[vt(utt −∆gu− γ(x)vt + a(x)g(ut)) + ut(vtt −∆gv + γ(x)ut)] dx dt.

Após utilizar integração por partes e a desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos para todo

ε2 > 0∫ T

0

∫
M

γ(x)|vt|2 dM dt =

[∫
Ω

(utvt + 〈∇u,∇v〉) dx
]T

0

+

∫ T

0

∫
M

a(x)g(ut)vt dx dt

+

∫ T

0

∫
M

γ(x)|ut|2 dx dt (3.22)

≤ CE(T ) + ε2

∫ T

0

∫
M

|vt|2 dx dt+
C

ε2

∫ T

0

∫
M

a(x)|g(ut)|2 dx dt

+

∫ T

0

∫
M

γ(x)|ut|2 dx dt.

Combinando (3.22), (3.21) e o fato que γ(x) ≤ c2a(x) obtemos para todo 0 < δ ≤ 1 e todo
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ε2 > 0 que ∫ T

0

(e1(t) + δe2(t)) dt

≤ C(1 + δ + γ+)E(T ) + C

(
1 + (δ + γ+)

1

ε2

)∫ T

0

∫
M

a(x)|g(ut)|2 dx dt (3.23)

+ C(δ + γ+)ε2

∫ T

0

∫
M

|vt|2 dx dt+ C(1 + δ + γ+)

∫ T

0

∫
M

a(x)|ut|2 dx dt,

onde γ+ = ‖γ‖L∞(Ω). Finalmente, escolhendo δ e ε2 de forma que

δ − C(δ + γ+)ε2 >
δ

2
,

podemos deduzir que

TE(t) ≤
∫ T

0

E(t) dt ≤ C(1 + δ + γ+)E(T )

+C

(
1 + (δ + γ+)

1

ε2

)∫ T

0

∫
M

a(x)|g(ut)|2 dx dt

+C(1 + δ + γ+)

∫ T

0

∫
M

a(x)|ut|2 dx dt.

Escolhendo T suficientemente grande, obtemos o resultado desejado.

Para obter o resultado de estabilidade, seguimos as ideias introduzidas por Lasiecka e

Tataru [55]. Para este fim, definimos algumas funções auxiliares.

Seja h uma função côncava, estritamente crescente com h (0) = 0, satisfazendo

h (s h(s))) ≥ s2 + g2(s), para |s| < 1. (3.24)

Note que tal função pode ser facilmente constrúıda, em virtude das hipóteses sobre a

função g dadas na Hipótese 3.1. Com essa função, definimos

r(.) = h

(
.

med (QT )

)
, QT = Ω× (0, T ). (3.25)

Como r é monótona crescente, então cI + r é invert́ıvel para todo c ≥ 0. Para uma

constante positiva L, definimos então

p(x) = (cI + r)−1 (Lx) , L := (C med(QT ))−1, (3.26)
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onde C é uma constante positiva a ser determinada posteriormente.

É fácil ver a função p é positiva, cont́ınua e estritamente crescente com p(0) = 0.

Finalmente, defina

q(x) = x− (I + p)−1 (x) . (3.27)

Seguindo os argumentos apresentados em [55], deduzimos a partir da desigualdade de

observabilidade obtida na proposição anterior, o seguinte resultado de estabilidade para o

problema (3.1).

Teorema 3.1 Assuma que as Hipóteses 3.1 e 3.2 são satisfeitas e considere a energia E(t)

associada ao problema (3.1). Então, existe um T0 > 0 tal que

E(t) ≤ S

(
t

T0

− 1

)
, ∀t > T0, (3.28)

com lim
t→∞

S(t) = 0, onde o semigrupo de contrações S(t) é a solução para a equação diferencial

d

dt
S(t) + q(S(t)) = 0, S(0) = E(0), (3.29)

onde q é dado em (3.27). Aqui, a constante c (na equação (3.26)) é dada por

c ≡ k−1
1 + k2

med(QT )(1 + ‖a‖∞)
.

Vale mencionar que, explorando a desigualdade (3.24) e os resultados da seção 8 do

artigo [31], é posśıvel deduzir taxas de decaimento expĺıcitas para as soluções do problema

(3.1).



Caṕıtulo 4

Estabilidade Uniforme Local para uma
Equação da Onda Semi-linear em um
Meio Não-homogêneo Sujeita a uma Dis-
sipação Localmente Distribúıda do tipo
Kelvin-Voigt

Este caṕıtulo é destinado ao estudo de uma equação da onda semilinear sujeita a uma

dissipação localmente distribúıda do tipo Kelvin-Voigt
ρ(x)∂2

t u− div(K(x)∇u)u+ f(u)− div(a(x)∇∂tu) + b(x)∂tu = 0 em Ω× (0,∞),

u = 0 sobre ∂Ω× (0,∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em Ω,

(4.1)

onde Ω ⊂ Rd, d = 2, 3, é um domı́nio limitado com fronteira suficientemente regular Γ = ∂Ω,

ρ : Ω→ R+, kij : Ω→ R, 1 ≤ i, j ≤ d são funções de classe C∞ tais que para todo x ∈ Ω e

ξ ∈ Rd,

α0 ≤ ρ(x) ≤ β0, kij(x) = kji(x), α|ξ|2 ≤ ξ> ·K(x) · ξ ≤ β|ξ|2, (4.2)

onde α0, β0, α, β são constantes positivas e K(x) = (kij)i,j é uma matriz simétrica positiva

definida. Denotamos por ω a interseção de Ω com uma vizinhança de ∂Ω em Rd e f : R→ R

é uma função com crescimento sub-cŕıtico, mais precisamente, a função f satisfaz as seguintes

hipóteses:

Hipótese 4.1 A função f : R→ R é de classe C2 com crescimento sub-cŕıtico, satisfazendo

a condição de sinal f(s)s ≥ 0, para todo s ∈ R, e

f(0) = 0, |f (j)(s)| ≤ k0(1 + |s|)p−j, para todo s ∈ R e j = 1, 2. (4.3)
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Em particular, de (4.3) obtemos

|f(r)− f(s)| ≤ c
(
1 + |s|p−1 + |r|p−1

)
|r − s|, para todo s, r ∈ R, (4.4)

para algum c > 0, com

1 ≤ p <
n

n− 2
se n ≥ 3 ou p ≥ 1 se n = 1, 2. (4.5)

Além disso,

0 ≤ F (s) ≤ f(s)s, para todo s ∈ R, (4.6)

onde F (λ) :=
∫ λ

0
f(s) ds.

Por simplicidade, podemos assumir que ρ(x) = 1 e K(x) = Id, uma vez que os cálculos

realizados no caṕıtulo 2 podem ser repetidos neste caso.

As seguintes hipóteses são feitas sobre a função a(x), responsável pelo efeito dissipativo

do tipo Kelvin-Voigt:

Hipótese 4.2 Assumimos que a(·) ∈ L∞(Ω) é uma função não negativa. Além disso, existe

um conjunto compacto e conexo A ⊂ Ω com fronteira suave e interior não vazio verificando

A := {x ∈ Ω : a(x) = 0}.

Também assumimos que a ∈ C0(ω), onde ω := Ω\A.

Com respeito a função b(x), responsável pelo efeito dissipativo localizado do tipo

friccional, assumimos que:

Hipótese 4.3 Assumimos b ∈ C0(Ω) é uma função não negativa tal que b(x) ≥ b0 > 0 em

um vizinhança da fronteira ∂A do conjunto A := {x ∈ Ω : a(x) = 0}, isto é, b(x) > b0 > 0

em Vε = {x ∈ Ω : d(x, y) < ε, y ∈ ∂A} para ε > 0 suficientemente pequeno, de acordo com a

Figura 4.1.



4.1 Existência e Unicidade de Soluções 81

A = {x ∈ Ω : a(x) = 0}←−
−→

Ω\A

a(x) > 0

Ω

b(x) ≥ b0 >
0

A

A+Bε(0)

Figura 4.1: Representação gráfica das dissipações.

Hipótese 4.4 ω controla Ω geométricamente, isto é, existe T0 > 0, tal que todo raio da

ótica geométrica viajando com velocidade constante igual a 1 e partindo de t = 0, encontra o

conjunto ω em um tempo t < T0.

Hipótese 4.5 Para todo T ≥ T0, onde T0 é dado na Hipótese 4.4, a única solução v

pertencente ao espaço C(]0, T [;L2(Ω)) ∩ C1(]0, T [, H−1(Ω)), do sistema{
∂2
t v −∆v + q(x, t)v = 0 em Ω× (0, T ),

v = 0 em ω × (0, T ),
(4.7)

onde q(t, x) ∈ L∞(]0, T [, Ln(Ω)), é a trivial v ≡ 0.

4.1 Existência e Unicidade de Soluções

Consideremos o espaço de fase

H = H1
0 (Ω)× L2(Ω),

munido do produto interno

〈(u1, v1), (u2, v2)〉H =

∫
Ω

∇u1 · ∇u2 + v1v2dx.
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Escrevendo v = ut podemos reescrever o problema (4.1) como o seguinte problema de

Cauchy em H = H1
0 (Ω)× L2(Ω)

∂

∂t
(u, v) = A(u, v) + F(u, v)

(u, v)(0) = (u0, v0),

(4.8)

onde o operador linear A : D(A)→ H é dado por

A(u, v) = (v, div(∇u+ a(x)∇v)− 1

ρ
b(x)v), (4.9)

com domı́nio

D(A) = {(u, v) ∈ H : v ∈ H1
0 (Ω), div(∇u+ a(x)∇v) ∈ L2(Ω)} (4.10)

e F : H → H é o operador não linear

F(u, v) = (0,−f(u)). (4.11)

Como em [65], é posśıvel mostrar que o operador A : D(A) ⊂ H → H definido por

(4.9) e (4.10) é o gerador infinitesimal de um C0-semigroupo de contrações eAt no espaço H e

que D(A) é denso em H.

Com essas informações em mãos, temos o seguinte resultado que assegura a boa

colocação global do problema (4.1).

Teorema 4.1 Assuma que a Hipótese 4.1 seja satisfeita e que (u0, v0) ∈ H. Então o problema

(4.8) admite um única solução mild (u, v) ∈ C([0, T ];H). Além disso, se (u0, v0) ∈ D(A), a

solução é regular.

Demonstração: De acordo com os comentários anteriores, resta mostrar que o operador

não linear F : H → H dado em (4.11) é localmente Lipschitz. De fato, dado um conjunto

limitado B em H e (u1, v1), (u2, v2) ∈ B. Então, por (4.4), a desigualdade de Hölder e o fato

que H1 está continuamente imerso em L2q(Ω) para 2q = 22∗

2∗−2(p−1)
≤ 2∗, onde 2∗ = 2n

n−2
, temos

‖F(u1, v1)−F(u2, v2)‖2
H ≤ ‖f(u1)− f(u2)‖2

L2

≤ C(1 + ‖u1‖2(p−1)

L2∗ + ‖u2‖2(p−1)

L2∗ )‖u1 − u2‖2
L2q

≤ C0‖u1 − u2‖2
H1 ≤ C0‖(u1, v1)− (u2, v2)‖2

H.
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Dáı pelos Teoremas 1.22 e 1.23, o problema de Cauchy (4.8) admite uma única solução mild

(u(t), v(t)) = eAt(u0, v0) +

∫ t

0

eA(t−s)F(u(s), v(s))ds, t ∈ [0, Tmax).

Vejamos agora que Tmax =∞. De fato, o funcional de energia definido em (0.15) satisfaz

d

dt
Eu(t) = −

∫
Ω

a(x)|∇ut(x, t)|2 + b(x)|∂tu|2dx,

o que mostra que Eu(t) é não crescente com Eu(t) ≤ Eu(0) para todo t ∈ [0, Tmax). Por outro

lado, de (4.6), deduzimos que

Eu(t) ≥
1

2

∫
Ω

|∂tu(x, t)|2dx+
1

2

∫
Ω

|∇u(x, t)|2dx ≥ 1

2
‖(u, ut)‖2

H,

isto é,
1

2
‖(u, ut)‖2

H ≤ Eu(t) ≤ Eu(0), ∀t ∈ [0, Tmax).

Portanto as soluções locais não podem explodir em um tempo finito e assim, Tmax =∞.

4.2 Decaimento Exponencial para as Soluções do Pro-

blema (4.1)

Através dessa seção, consideramos T0 > 0 o número associado a condição geométrica

de controle, isto é, todo raio da ótica geométrica encontra a região ω := Ω\A em um tempo

T ∗ < T0.

Tendo em vista que a energia associada ao problema (4.1), a saber,

Eu(t) :=
1

2

∫
Ω

|∂tu(x, t)|2 + |∇u(x, t)|2 dxdt+

∫
Ω

F (u(x, t)) dx, (4.12)

onde F (λ) =
∫ λ

0
F (s) ds satisfaz a identidade da energia dada por

Eu(t2)− Eu(t1) = −
∫ t2

t1

∫
Ω

a(x)|∇∂tu|2 + b(x)|∂tu|2 dxdt, (4.13)

para todo 0 ≤ t1 ≤ t2 < +∞, é suficiente provarmos a seguinte desigualdade de observabilidade

para as soluções do problema (4.1):
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Lema 4.1 Para todo T ≥ T0 e todo R > 0, existe uma constante C > 0 tal que a correspon-

dente solução u de (4.1) satisfaz

Eu(0) ≤ C

(∫ T

0

∫
Ω

a(x)|∇∂tu|2 dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

b(x)|∂tu|2 dxdt
)
, (4.14)

desde que Eu(0) < R.

Demonstração: A prova será feita por contradição. Assim, se (4.14) é falsa então existe

T > T0 e existe R > 0 tal que para cada constante C > 0, existe uma solução uC tal que

EuC (0) ≤ R e viola a desigualdade (4.14).

Em particular, para C = m ∈ N, obtemos a existência de uma solução um verificando

Eum(0) ≤ R verificando

Eum(0) > m

(∫ T

0

∫
Ω

a(x)|∇∂tum|2 dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

b(x)|∂tum|2 dxdt
)
. (4.15)

Então, obtemos uma sequência de soluções {um}m∈N para o problema (4.1) tais que

lim
m→+∞

∫ T
0

∫
Ω

(a(x)|∇∂tum|2 + b(x)|∂tum|2) dxdt

Eum(0)
= 0. (4.16)

Já que {Eum(0)}m∈N é limitada, a equação (4.16) assegura que

lim
m→+∞

∫ T

0

∫
Ω

(
a(x)|∇∂tum|2 + b(x)|∂tum|2

)
dxdt = 0. (4.17)

Além disso, existe uma subsequência de {um}m∈N, ainda denotada por {um}m∈N,

satisfazendo as seguintes convergências:

um ⇀ u fraco-estrela em L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), quando m→ +∞, (4.18)

∂tu
m ⇀ ∂tu fraco-estrela em L∞(0, T ;L2(Ω)), quando m→ +∞, (4.19)

um → u em L∞(0, T ;Lq(Ω)), quando m→ +∞, para todo q ∈
[
2,

2n

n− 2

)
, (4.20)

onde a última convergência é obtida utilizando o Teorema de Aubin-Lions-Simon. Consequen-

temente,

f(um) ⇀ f(u) fracamente em L2(0, T ;L2(Ω)). (4.21)
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A prova agora será dividida em dois casos: u 6= 0 e u = 0.

Caso (i): u 6= 0.

Para m ∈ N, seja um a solução do problema
∂2
t u

m −∆um + f(um)− div(a(x)∇∂tum) + b(x)∂tu
m = 0 em Ω× (0,+∞),

um = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

um(x, 0) = u0,m(x); ∂tu
m(x, 0) = u1,m(x), em Ω.

Das convergências (4.17), (4.18), (4.19), (4.20) e (4.21) obtemos
∂2
t u−∆u+ f(u) = 0 em Ω× (0,+∞),

u = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

∂tu = 0 q.s. em Ω\C.
(4.22)

Definindo y = ∂tu, do sistema (4.22) temos
∂2
t y −∆y + f ′(u)y = 0 em Ω× (0,+∞),

y = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

y = 0 q.s. em Ω\C.

Empregando a Hipótese 4.5, conclúımos que y = ∂tu ≡ 0. Retornando ao problema

(4.22) conclúımos que u ≡ 0 o que é uma contradição.

Caso (ii): u = 0.

Definindo

αm :=
√
Eum(0), e vm :=

um

αm
, (4.23)

de (4.16), obtemos

lim
m→+∞

∫ T

0

∫
Ω

(
a(x)|∇∂tvm|2 + b(x)|∂tvm|2

)
dxdt = 0. (4.24)

De (4.23), a sequência {vm}m∈N é solução da seguinte sequência de problemas:
∂2
t v

m −∆vm + 1
αm
f(um)− div(a(x)∇∂tvm) + b(x)∂tv

m = 0 em Ω× (0,+∞),

vm = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

vm(x, 0) = u0,m

αm
; ∂tv

m(x, 0) = u1,m

αm
em Ω,

(4.25)
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e o funcional de energia associado as soluções do problema (4.25) é dado por

Evm(t) =
1

2

∫
Ω

(
|∂tvm|2 + |∇vm|2

)
dx+

1

α2
m

∫
Ω

F (um) dx,

já que
1

αm

∫
Ω

f(um)∂tv
m dx =

1

α2
m

d

dt

∫
Ω

F (um) dx.

Note que Evm(t) = 1
α2
m
Eum(t) para todo t ≥ 0 e, em particular para t = 0

Evm(0) =
1

α2
m

Eum(0) = 1, para todo m ∈ N. (4.26)

Para obter uma contradição, vamos provar que

lim
m→+∞

Evm(0) = 0. (4.27)

De fato, incialmente observamos que (4.26) assegura a existência de um subsequência

de {vm}m∈N, novamente reindexada por {vm}m∈N, tal que

vm ⇀ v fraco-estrela em L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), quando m→ +∞, (4.28)

∂tv
m ⇀ ∂tv fraco-estrela em L∞(0, T ;L2(Ω)), quando m→ +∞, (4.29)

vm → v em L∞(0, T ;Lq(Ω)), quando m→ +∞, para todo q ∈
[
2,

2n

n− 2

)
. (4.30)

Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequência de (αm) ainda denotada

do mesmo modo, tal que αm → α ∈ [0,+∞).

Se α > 0, seja Aε := A+Bε/2(0) e C := A\Aε = {x ∈ A : d(x, y) > ε/2, y ∈ ∂A}.

Passando ao limite a sequência de problemas (4.25) e considerando as convergências

(4.24),(4.28) - (4.30) e o fato que αmv
m = um → 0 em L2(0, T ;L2(Ω)), deduzimos que

∂2
t v −∆v = 0 em Ω× (0,+∞),

v = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

∂tv = 0 em Ω\C.
(4.31)

Escrevendo w = ∂tv de (4.31) obtemos no sentido das distribuições,
∂2
tw −∆w = 0 em Ω× (0,+∞),

w = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

w = 0 em Ω\C.
(4.32)
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Dáı, utilizando novamente a Hipótese 4.5, conclúımos que w = ∂tv ≡ 0. Portanto,

retornando ao problema (4.31) obtemos que v ≡ 0.

Se α = 0, como f ∈ C2(R) temos pela Fórmula de Taylor que existe s0 ∈ (0, s) tal que

f(s) = f ′(0)s+
1

2
f ′′(s0)s2. (4.33)

Para s = 0 a equação (4.33) é obviamente válida e para o caso s < 0 aplicamos a Fórmula de

Taylor para a função g : [−s, 0]→ R dada por g(t) = f(−t) com s > 0. Em resumo, (4.33) é

válida para todo s ∈ R.

Defina

Rf (s) =
1

2
f ′′(s0)s2. (4.34)

Assim, da Hipótese 4.1 obtemos que

|Rf (s)| =
1

2
|f ′′(s0)|s2

. (1 + |s0|)p−2s2

=
(1 + |s0|)p−1

(1 + |s0|)
s2

. (1 + |s0|)p−1s2

. |s|2 + |s|p+1 para todo s ∈ R. (4.35)

Portanto,

1

αm
f(αmv

m) = f ′(0)vm +
Rf (αmv

m)

αm
(4.36)

e ∣∣∣∣Rf (αmv
m)

αm

∣∣∣∣ . αm|vm|2 + |αm|p|vm|p+1 se 1 ≤ p <
n

n− 2
. (4.37)

Agora, vamos provar que

Rf (αmv
m)

αm
⇀ 0 fracamente em L2(0, T ;L2(Ω)) quando m→ +∞.
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De fato, observe que Rf (s) = f(s)− f ′(0)s, então de (4.4) obtemos que∥∥∥∥Rf (αmv
m)

αm

∥∥∥∥2

L2(0,T ;L2(Ω))

.
∫ T

0

∫
Ω

∣∣∣∣f(αmv
m)

αm

∣∣∣∣2 dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

|f ′(0)vm|2dxdt

.
1

α2
m

∫ T

0

∫
Ω

(|αmvm|+ |αmvm|p)2dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

|vm|2dxdt

. ‖vm‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) + (αm)2(p−1)‖vm‖2p

L2p(0,T ;L2p(Ω)). (4.38)

Pelas imersões de Sobolev, a limitação da sequência {vm}m∈N e o fato que p > 1, obtemos a

existência de uma constante C > 0 tal que∥∥∥∥Rf (αmv
m)

αm

∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(Ω))

≤ C (4.39)

e, consequentemente, existe r ∈ L2(0, T ;L2(Ω)) tal que

Rf (αmv
m)

αm
⇀ r fracamente em L2(0, T ;L2(Ω)). (4.40)

Por outro lado, de (4.37) temos que∥∥∥∥Rf (αmv
m)

αm

∥∥∥∥2

L1(0,T ;L1(Ω))

. αm‖vm‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) + (αm)p‖vm‖p+1

Lp+1(0,T ;Lp+1(Ω)) → 0, (4.41)

quando m→∞. De (4.40) e (4.41) e a imersão L2(0, T ;L2(Ω)) ↪→ L1(0, T ;L1(Ω)) obtemos

Rf (αmv
m)

αm
⇀ 0 fracamente em L2(0, T ;L2(Ω)). (4.42)

Assim, de (4.36) e (4.42) obtemos que

1

αm
f(αmv

m) ⇀ f ′(0)v weakly in L2(0, T ;L2(Ω)). (4.43)

Utilizando as convergências (4.24), (4.28) - (4.30) e (4.43) e passando ao limite a

sequência de problemas (4.25) quando m→ +∞, obtemos
∂2
t v −∆v + f ′(0)v = 0 em Ω× (0,+∞),

v = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

∂tv = 0 em Ω\C,
(4.44)

e definindo w = ∂tv, temos que w satisfaz o seguinte problema:
∂2
tw −∆w + f ′(0)w = 0 em Ω× (0,+∞),

w = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

w = 0 em Ω\C.
(4.45)
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Utilizando a Hipótese 4.5 obtemos que w = ∂tv ≡ 0 e retornando ao problema (4.44)

deduzimos que v ≡ 0.

Então, em ambos os casos, α = 0 e α > 0, obtemos que v ≡ 0. Levando em consideração

(4.30), (4.36) e (4.37) é fácil ver que temos uma convergência forte do termo não linear, a

saber,

1

αm
f(αmv

m)→ 0 em L2(0, T, L2(Ω)). (4.46)

Agora, considere o operator de d’Alambert 2 = ∂2
t −∆. Da equação (4.25) temos

2vm = − 1

αm
f(um) + div(a(x)∇∂tvm)− b(x)∂tv

m,

e assim,

∂t2v
m = ∂t

(
− 1

αm
f(um) + div(a(x)∇∂tvm)− b(x)∂tv

m

)
. (4.47)

Vamos analisar separadamente cada um dos termos no lado direito de (4.47).

Análise de Im1 := − 1
αm
f(um).

Empregando a convergência (4.46), deduzimos que Im1 → 0 fortemente em L2(Ω×(0, T ))

quando m→ +∞.

Análise Im3 := −b(x)∂tv
m.

Temos trivialmente de (4.24) que −b(x)∂tv
m → 0 fortemente em L2(Ω× (0, T )) quando

m→ +∞.

Análise Im2 := div(a(x)∇∂tvm).

Lembrando da convergência (4.24), deduzimos que a(x)∇∂tvm → 0 fortemente em

L2(Ω× (0, T )) quando m→ +∞ e assim, div(a(x)∇∂tvmk )→ 0 fortemente em H−1
loc (Ω× (0, T ))

quando m→ +∞.

As convergências acima asseguram que

∂t

(
− 1

αm
f(um) + div(a(x)∇∂tvm)− b(x)∂tv

m

)
→ 0 fortemente em H−2

loc (Ω× (0, T )),
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isto é, de (4.47) conclúımos que

2∂tv
m → 0 fortemente em H−2

loc (Ω× (0, T )), (4.48)

quando m→ +∞.

Seja µ a medida microlocal de defeito associada a {∂tvm} em L2
loc(Ω × (0, T )). A

convergência (4.48) assegura que supp(µ) está contido no conjunto caracteŕıstico do operador

de d’Alamber, o qual é dado por {τ 2 = ‖ξ‖2}.

Nosso objetivo é propagar a convergência da sequência ∂tv
m de L2((Ω\C) × (0, T ))

para todo o espaço L2(Ω× (0, T )). Entretanto, a convergência (4.48) não é suficiente para

termos tal propagação. Essa falta de regularidade vem da seguinte convergência:

∂t (div(a(x)∇∂tvm))→ 0 fortemente em H−2
loc (Ω× (0, T )), quando m→ +∞.

Agora, a dissipação friccional agindo na vizinhança Vε da fronteira ∂A do conjunto

A := {x ∈ Ω : a(x) = 0} desempenha um papel fundamental na obtenção da propagação

da convergência acima mencionada. De fato, note que a(x)∇∂tvm = 0 em A × (0, T ).

Consequentemente, de (4.47) temos que

2∂tv
m = ∂t

(
− 1

αm
f(um)− b(x)∂tv

m

)
→ 0 em H−1

loc (intA× (0, T )), (4.49)

quando m→ +∞.

A convergência acima assegura que µ se propaga ao longo do fluxo bicaracteŕıstico

do operador de D’Alembert, o que significa que se existe ω0 = (t0, x0, τ0, ξ0) tal que ω0 /∈

supp(µ), então toda bicaracteŕıstica partindo de ω0 não pertence a supp(µ). Entretanto, como

supp(µ) ⊂ C × (0, T ) ⊂ A× (0, T ) e a dissipação friccional age em uma vizinhança de ambos

os lados do conjunto ∂A, podemos propagar a convergência a zero da energia cinética de

(Vε/2 ∩ A)× (0, T ) para dentro do conjunto C × (0, T ).

Por outro lado, da desigualdade de Poincaré e as hipóteses sobre os coeficientes a(·) e

b(·) temos que

∂tv
m → 0 em (Ω\C)× (0, T ), (4.50)
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consequentemente, obtemos∫ T

0

∫
Ω

|∂tvm(x, t)|2 dxdt→ 0, quando m→ +∞. (4.51)

Vamos provar agora que Evm(0)→ 0 quando m→ +∞. De fato, considere a seguinte

função de corte

θ ∈ C∞(0, T ), 0 ≤ θ(t) ≤ 1, θ(t) = 1 em (ε, T − ε), ε > 0.

Multiplicando a equação (4.25) por vmθ e integrando por partes, inferimos que

−
∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

|∂tvm|2 dxdt−
∫ T

0

θ′(t)

∫
Ω

∂tv
mvm dxdt (4.52)

+

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

|∇vm|2 dxdt+
1

αm

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

f(um)vm dxdt

+

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

a(x)∇∂tvm · ∇vm dxdt

+

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

b(x)∂tv
mvm dxdt = 0.

Considerando as convergências (4.24), (4.28)-(4.30) e (4.51) e empregando o fato que

v = 0, a identidade (4.52) assegura que

lim
m→+∞

∫ T−ε

ε

∫
Ω

|∇vm|2 +
1

αm
f(um)vm dxdt = 0. (4.53)

Além disso, utilizando a propriedade (4.6), a convergência (4.53) asegura que

lim
m→+∞

1

α2
m

∫ T−ε

ε

∫
Ω

F (um) dxdt = 0. (4.54)

Portanto, de (4.51), (4.53) e (4.54) estabelecemos que
∫ T−ε
ε

Evm(t)dt → 0 e como o

funcional de energia é não-crescente obtemos

(T − 2ε)Evm(T − ε)→ 0, quando m→ +∞. (4.55)

Pela identidade da energia temos que

Evm(T − ε)− Evm(ε) = −
∫ T−ε

ε

∫
Ω

a(x)|∇∂tvm|2 + b(x)|∂tvm|2 dxdt.
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Em vista de (4.24), (4.55) e a arbitrariedade de ε > 0, temos que Evm(0) → 0 quando

m→ +∞.

Então, de acordo com (4.27), temos uma contradição o que finaliza a prova.

Agora, provaremos a estabilidade exponencial do problema (4.1).

De fato, da desigualdade (4.14) e a identidade da energia (4.13) e o fato que a aplicação

t 7→ Eu(t) é não crescente, temos que

Eu(T0) ≤ C

∫ T0

0

∫
Ω

(
a(x)|∇∂tu|2 + b(x)|∂tu|2

)
dx dt

= C (Eu(0)− Eu(T0)) ,

(4.56)

isto é,

Eu(T0) ≤
(

C

1 + C

)
Eu(0). (4.57)

Repetindo o mesmo argumento para mT0, m ∈ N,m ≥ 1, deduzimos que

Eu(mT0) ≤ 1

(1 + Ĉ)m
Eu(0),

onde Ĉ = C−1. Considere t ≥ T0 e t = mT0 + r, 0 ≤ r < T0. Assim,

Eu(t) ≤ Eu(t− r) = Eu(mT0) ≤ 1

(1 + Ĉ)m
Eu(0) =

1

(1 + Ĉ)
t−r
T0

Eu(0).

Definindo C := e
r
T0

ln(1+Ĉ)
e λ0 := ln(1+Ĉ)

T0
> 0, obtemos

Eu(t) ≤ C e−λ0tEu(0) para todo t ≥ T0, (4.58)

o que prova o decaimento exponencial para o problema (4.1). Disto, temos o seguinte teorema:

Teorema 4.2 Sob as Hipóteses 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5, dado R > 0 existem constantes positivas

C e γ tais que a seguinte desigualdade é satisfeita

Eu(t) ≤ C e−λ0tEu(0), para todo t ≥ T0. (4.59)

para toda solução fraca do problema (4.1), desde que Eu(0) ≤ R.



Caṕıtulo 5

Taxas de Decaimento Uniforme para a
Equação da Onda Semi-linear Sujeita a
uma Dissipação Não-linear Localmente
Distribúıda

O objetivo deste caṕıtulo é estudar a boa colocação e propriedades de decaimento para

as soluções de uma equação da onda com não-linearidades sub-cŕıticas e dissipação não-linear

localmente distribúıda. Mais precisamente, consideramos o problema de valor inicial dado por
∂2
t u−∆u+ f(u) + a(x)g(∂tu) = 0 em Ω× (0,+∞),

u = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em Ω,

(5.1)

onde Ω ⊂ Rn (n ≥ 1) é um domı́nio limitado com fronteira suave ∂Ω, f e g são funções a

valores reais satisfazendo as seguintes hipóteses:

Hipótese 5.1 f ∈ C2(R) com

f(0) = 0, |f (j)(s)| ≤ k0(1 + |s|)p−j, j = 1, 2,∀s ∈ R, (5.2)

onde

1 ≤ p ≤ n+ 2

n− 2
se n ≥ 3 e p ≥ 1 se n = 1, 2. (5.3)

Além disso,

0 ≤ F (s) ≤ f(s)s,∀s ∈ R, (5.4)

onde F (λ) :=
∫ λ

0
f(s) ds.

Observação 5.1 A equação (5.2) fornece

|f(r)− f(s)| ≤ c
(
1 + |s|p−1 + |r|p−1

)
|r − s|,∀s, r ∈ R (5.5)

para algum c > 0.



94

Hipótese 5.2 Assumimos que a função g : R→ R é cont́ınua, monótona crescente e satisfaz

a seguinte propriedade:

g(s)s > 0 para s 6= 0, e m̃sr+1 ≤ g (s) s ≤ M̃sr+1 para |s| > 1, (5.6)

onde m̃ e M̃ são constantes positivas. Além disso, assumimos que existe uma função h0 :

R→ R cont́ınua, côncava e estritamente crescente satisfazendo:

h0(g(s)s) ≥ s2 + g(s)2, |s| ≤ 1. (5.7)

Não é dif́ıcil construir a função h0 utilizando a equação (5.6).

Classificaremos a taxa de crescimento da função g utilizando a noção de ordem

polinomial do infinito:

Definição 5.1 Uma função monótona crescente g : R → R com g(0) = 0, é de ordem

r := O(g) ≥ 0 no infinito se:

|s|r+1 ∼ g(s)s para |s| ≥ 1. (5.8)

Se a ordem é maior, menor ou igual a 1 dizemos que a aplicação g é super-linear, sub-linear

ou linearmente limitada no infinito, respectivamente.

Assumimos também que o coeficiente a(·) satisfaz a seguinte hipótese:

Hipótese 5.3 A função a(x) é não-negativa e a ∈ C0(Ω). Além disso, a(x) ≥ a0 > 0 em

uma vizinhança ω da fronteira do conjunto Ω.

Assumimos também que a seguinte hipótese é satisfeita:

Hipótese 5.4 Dado T ≥ T0, a única solução

u ∈ C(]0, T [;L2(Ω)) ∩ C(]0, T [, H−1(Ω))

do problema {
utt −∆u+ V (x, t)u = 0 em Ω× (0, T ),

u = 0 sobre ω,
(5.9)

onde V ∈ L∞(]0, T [, L∞(Ω)), é a solução nula.
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Observação 5.2 Para V ≡ 0, a Hipótese 2.3 é satisfeita pelos resultados nas notas de Burq

e Gérard (veja as equações (6.28) e (6.29) em [21]). O prinćıpio de continuação única também

é válido em certos casos onde o operador de Laplace admite coeficiente, por exemplo, veja

seção 2.1.2 e Teorema 2.2 em [43].

Associamos o seguinte funcional de energia ao problema (5.1):

Eu(t) :=
1

2

∫
Ω

|∂tu(x, t)|2 + |∇u(x, t)|2 dx+

∫
Ω

F (u(x, t)) dx, (5.10)

onde F é a primitiva de f .

5.1 Existência e Unicidade de Soluções

Essa seção é destinada a prova da existência e unicidade de soluções para o problema
∂2
t u−∆u+ f(u) + a(x)g(∂tu) = 0 em Ω× (0,+∞),

u = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) em Ω.

(5.11)

Consideraremos primeiramente a seguinte sequência de problemas aproximados com

não-linearidades truncadas:
∂2
t uk −∆uk + fk(uk) + a(x)g(∂tuk) = 0 em Ω× (0,+∞),

uk = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

uk(x, 0) = u0,k(x), ∂tuk(x, 0) = u1,k(x) em Ω,

(5.12)

onde, {u0,k, u1,k} é uma sequência a ser definida posteriormente e para cada k ∈ N, a função

fk : R −→ R é dada por:

fk(s) :=


f(s), |s| ≤ k,

f(k), s > k,

f(−k), s < −k.
(5.13)

A seguir, provamos que para cada k ∈ N, a função fk : R −→ R é globalmente Lipschitz.

Para isso, temos o seguinte:
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Lema 5.1 A derivada distribucional f ′k da função definida em (5.13) é a função essencial-

mente limitada gk : R→ R dada por

gk(s) :=


f ′(s), |s| ≤ k,

0, s > k,

0, s < −k.
(5.14)

Demonstração: Seja ϕ ∈ C∞0 (R). Como fk ∈ L1
loc(R) temos

〈f ′k, ϕ〉D′(R),D(R) = −
∫
R
fk(s)ϕ

′(s) ds

= −
[∫ −k
−∞

fk(s)ϕ
′(s) ds+

∫ k

−k
fk(s)ϕ

′(s) ds+

∫ +∞

k

fk(s)ϕ
′(s) ds

]
= −

[
f(−k)ϕ(−k) + f(k)ϕ(k)− f(−k)ϕ(−k)−

∫ k

−k
f ′(s)ϕ(s) ds− f(k)ϕ(k)

]
=

∫ k

−k
f ′(s)ϕ(s) ds =

∫
R
g(s)ϕ(s) ds.

Lema 5.2 Para cada k ∈ N, existe uma constante positiva Ck tal que

|fk(r)− fk(s)| ≤ Ck|r − s|,∀r, s ∈ R,

onde fk é a função definida em (5.13).

Demonstração: Considere s, r ∈ R com s < r. Aplicando o Teorema 1.5 para I =]s, r[,

segue que

fk(r)− fk(s) =

∫ r

s

f ′k(ξ) dξ.

Assim, pelo Lema 5.1 temos a seguinte desigualdade:

|fk(r)− fk(s)| ≤
∫ r

s

|f ′k(ξ)| dξ ≤ sup
ξ∈[−k,k]

|gk(ξ)| |r − s|, (5.15)

o que conclui a prova.



5.1 Existência e Unicidade de Soluções 97

5.1.1 Formulação Abstrata e Funcionais de Energia

Consideremos o espaço de fase

H = H1
0 (Ω)× L2(Ω),

o qual está munido do produto interno

〈(u1, u2), (v1, v2)〉H =

∫
Ω

∇u1 · ∇v1 + u2v2 dx.

Para estudar a boa colocação do problema (5.12), reescrevemos ele como um problema

abstrato, a saber, definindo Wk(t) = (uk, ∂tuk), o sistema (5.12) pode ser reformulado como o

seguinte problema de Cauchy em H:
∂Wk

∂t
(t) + AWk(t) + Bk(Wk(t)) = 0

W (0) = (u0,k, u1,k),
(5.16)

onde o operador não limitado A : D(A) ⊂ H → H é dado por

A =

(
0 −I
−∆ a(x)g(·)

)
, (5.17)

isto é,

A(u, v) = (−v,−∆u+ a(x)g(v)) , (5.18)

com domı́nio

D(A) =

(u, v) ∈ H :
v ∈ H1

0 (Ω),
−∆u+ a(x)g(v) ∈ L2(Ω),
a(x)g(v) ∈ L1(Ω) ∩H−1(Ω)

 , (5.19)

e Bk : H → H é o operador não linear definido por

Bk(u, v) = (0, fk(u)) . (5.20)

Empregando argumentos padrão da teoria de semigrupos não-lineares descritos na seção 1.8 e

o Teorema 1.20 temos o seguinte resultado:

Teorema 5.1 Se g : R→ R é uma função cont́ınua, monótona crescente e nula na origem e

a(x) ∈ L∞(Ω), então
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i) o problema (5.12) gera um semigrupo não-linear no espaço de Hilbert H e assim, para

cada dado inicial (u0,k, u1,k) ∈ H, existe uma única solução fraca uk ∈ C(R+;H1
0 (Ω)) ∩

C1(R+;L2(Ω)).

ii) Se (u0,k, u1,k) ∈ D(A) então (uk, ∂tuk) ∈ W 1,∞(R+;H).

Observação 5.3 Assuma que O(g) = 1. Como Bk é globalmente Lipschitz e Bk(0) = 0 temos

‖Bk(Wk(t))‖H . ‖Wk(t)‖H ≤ ‖Wk‖L∞(R+;H) <∞. (5.21)

Da equação (5.21) segue que Bk(Wk) ∈ L∞(R+;H). Do item ii) do Teorema 5.1 deduzimos

que ∂tWk ∈ L∞(R+;H). Portanto, de (5.16)1 obtemos que AWk ∈ L∞(R+;H). Além disso,

‖a(·)g(∂tuk(·, t))‖2
L2(Ω) =

∫
Ω

|a(x)g(∂tuk(x, t))|2 dx

≤ ‖a‖2
L∞(Ω)

∫
{x:|∂tuk(x,t)|≤1}

|g(∂tuk(x, t))|2 dx

+‖a‖2
L∞(Ω)

∫
{x:|∂tuk(x,t)|>1}

|g(∂tuk(x, t))|2 dx

≤ ‖a‖2
L∞(Ω)Mg med(Ω) + ‖a‖2

L∞(Ω)

∫
Ω

|∂tuk(x, t)|2 dx

. ‖a‖2
L∞(Ω)Mg med(Ω) + ‖a‖2

L∞(Ω)‖∂tuk(·, t)‖2
L2(Ω)

. ‖a‖2
L∞(Ω)Mg med(Ω) + ‖a‖2

L∞(Ω)‖∂tuk‖2
L∞(R+;L2(Ω)), (5.22)

onde Mg = maxs∈[−1,1] |g(s)|. A estimativa (5.22) implica que

a(·)g(∂tuk) ∈ L∞(R+;L2(Ω)) (5.23)

e de (5.18) temos que

uk ∈ L∞(R+;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)) ∩W 1,∞(R+;H1

0 (Ω)) ∩W 2,∞(R+;L2(Ω)). (5.24)

Seja {u0, u1} ∈ H1
0 (Ω) × L2(Ω). Como D(A) é denso em H, existe uma sequência

{u0,k, u1,k} ∈ D(A) tal que

{u0,k, u1,k} → {u0, u1} fortemente em H1
0 (Ω)× L2(Ω). (5.25)



5.1 Existência e Unicidade de Soluções 99

Do Teorema 5.1 e da Observação 5.3, para cada k ∈ N, o problema (5.12) admite uma

única solução regular uk na classe

uk ∈ L∞(R+;H1
0 (Ω) ∩H2(Ω)) ∩W 1,∞(R+;H1

0 (Ω)) ∩W 2,∞(R+;L2(Ω)).

Multiplicando a primeira equação de (5.12) por ∂tuk e integrando por partes, segue que

1

2

d

dt
‖∂tuk(t)‖2

L2(Ω) +
1

2

d

dt
‖∇uk(t)‖2

L2(Ω) +
d

dt

∫
Ω

Fk(uk(x, t)) dx (5.26)

+

∫
Ω

a(x)g(∂tuk(x, t))∂tuk(x, t) dx = 0, para todo t ∈ [0,∞),

onde Fk(λ) =
∫ λ

0
fk(s) ds.

Assim, de (5.26) obtemos a identidade da energia para o problema truncado (5.12),

isto é,

Euk(t2) +

∫ t2

t1

∫
Ω

a(x)g(∂tuk(x, t))∂tuk(x, t) dxdt = Euk(t1) (5.27)

para todo 0 ≤ t1 < t2 < +∞, onde

Euk(t) :=
1

2

∫
Ω

|∂tuk(x, t)|2 + |∇uk(x, t)|2 dx+

∫
Ω

Fk(uk(x, t)) dx, (5.28)

é a energia associada ao problema (5.12). Observamos que de (5.13) temos

Fk(s) :=



∫ s

0

f(ξ) dξ, |s| ≤ k,∫ k

0

f(ξ) dξ + f(k)[s− k], s > k,

f(−k)[s+ k] +

∫ −k
0

f(ξ) dξ, s < −k.

(5.29)

Como f satisfaz a condição de sinal f(s)s ≥ 0, seque que Fk(s) ≥ 0 para todo s ∈ R e

todo k ∈ N. Além disso, de (5.4) e (5.5), obtemos |f(s)| ≤ c[|s|+ |s|p] e 0 ≤ F (s) ≤ f(s) s

para todo s ∈ R, respectivamente. Disso, temos que

|Fk(s)| ≤ c[|s|2 + |s|p+1] para todo s ∈ R e todo k ∈ N. (5.30)

Consequentemente, ∫
Ω

|Fk(u0,k)| dx ≤ c

∫
Ω

[
|u0,k|2 + |u0,k|p+1

]
dx (5.31)

. ‖u0,k‖H1
0 (Ω).
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Como p satisfaz a hipótese dada em (5.3), temos que para n ≥ 1 a imersão H1
0 (Ω) ↪→

Lp+1(Ω) é válida, o que implica que o lado direito da equação (5.31) é limitado. Assim, a

identidade (5.27), a convergência dada em (5.25) e a estimativa (5.31) asseguram a existência

de uma subsequência de {uk}, ainda denotada por {uk} tal que

uk ⇀ u fraco-estrela em L∞(0,∞;H1
0 (Ω)), (5.32)

∂tuk ⇀ ∂tu fraco-estrela em L∞(0,∞;L2(Ω)), (5.33)

a(x) g(∂tuk) ⇀ χ fracamente em L2(0, T ;L2(Ω)), para todo T > 0. (5.34)

Pelo Teorema de Aubin-Lions-Simon, deduzimos que

uk → u fortemente em L∞(0, T ;L2∗−ε(Ω)); para todo T > 0, (5.35)

onde 2∗ := 2n
n−2

e ε > 0 é suficientemente pequeno. Mais ainda, da convergência (5.35),

obtemos que

uk → u q.s. em Ω× (0, T ), para todo T > 0. (5.36)

Portanto, de (5.3) e (5.5), da cadeia de imersões,

H1
0 (Ω) ↪→ L

2n
n−2 (Ω) ↪→ L

n+2
n−2 (Ω) ↪→ Lp(Ω) ↪→ L1(Ω), (5.37)

(5.25), (5.27) e (5.31), a seguinte estimativa é válida:

‖fk(uk)‖
p+1
p

L
p+1
p (Ω×(0,T ))

=

∫ T

0

∫
Ω

|fk(uk(x, t))|
p+1
p dxdt

.
∫ T

0

∫
Ω

|uk|
p+1
p dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

|uk|p+1 dxdt

=

∫ T

0

‖uk‖
p+1
p

L
p+1
p (Ω)

dt+

∫ T

0

‖uk‖p+1
Lp+1(Ω) dt

.
∫ T

0

‖uk‖
p+1
p

H1
0 (Ω)

dt+

∫ T

0

‖uk‖p+1

H1
0 (Ω)

dt

. ‖uk‖
p+1
p

L∞(0,T ;H1
0 (Ω))

+ ‖uk‖p+1

L∞(0,T ;H1
0 (Ω))

≤ c < +∞, para todo t ≥ 0, (5.38)

desde que 1 ≤ p ≤ n+2
n−2

.
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É fácil ver que

f(u) ∈ L∞(0,∞;L
p+1
p (Ω)). (5.39)

De fato, ∫
Ω

|f(u(x, t))|
p+1
p dx .

∫
Ω

|u(x, t)|
p+1
p dx+

∫
Ω

|u(x, t)|p+1 dx

. ‖u(·, t)‖
p+1
p

H1
0 (Ω)

+ ‖u(·, t)‖p+1

H1
0 (Ω)

. ‖u‖
p+1
p

L∞(0,T ;H1
0 (Ω))

+ ‖u‖p+1

L∞(0,T ;H1
0 (Ω))

< +∞, para todo t ≥ 0. (5.40)

De (5.40) e da definição de supremo essencial obtemos (5.39).

Agora, (5.36) assegura que

fk(uk)→ f(u) q.s. em Ω× (0, T ), para todo T > 0. (5.41)

De fato, a convergência (5.36) assegura a existência de um conjunto ZT ⊂ Ω × (0, T ) com

med(ZT ) = 0 tal que uk(x, t) → u(x, t) para todo (x, t) ∈ Ω × (0, T ) \ ZT quando k → ∞.

Portanto, para todo (x, t) ∈ Ω× (0, T ) \ ZT existe uma constante positiva L = L(x, t) > 0 tal

que |uk(x, t)| < L para todo k ∈ N. Pela definição de fk, obtemos

se |uk(x, t)| < L, para todo k ∈ N, então fk(uk(x, t)) = f(uk(x, t)), para todo k ≥ L,

(5.42)

isto é,

fk(uk(x, t))− f(uk(x, t))→ 0 quando k →∞ para todo (x, t) ∈ Ω× (0, T ) \ ZT . (5.43)

Por outro lado, a continuidade de f nos dá que

f(uk(x, t))− f(u(x, t))→ 0 quando k →∞ para todo (x, t) ∈ Ω× (0, T ) \ ZT . (5.44)

De (5.43) e (5.44) segue a convergência (5.41).

Combinando (5.38), (5.40), e (5.41) e empregando o Lema de Lions, deduzimos que

fk(uk) ⇀ f(u) fracamente em L
p+1
p (Ω× (0, T )). (5.45)
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Do Lema de Strauss segue que

fk(uk)→ f(u) fortemente em Lr(Ω× (0, T )), para todo 1 ≤ r <
p+ 1

p
. (5.46)

Seja ϕ ∈ C∞0 (Ω) e θ ∈ C∞0 (0, T ). Multiplicando a primeira equação do problema (5.12)

por θφ e integrando por partes, obtemos

−
∫ T

0

θ′(t)

∫
Ω

∂tuk(x, t)ϕ(x) dxdt+

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

∇uk(x, t) · ∇ϕ(x) dxdt (5.47)

+

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

fk(uk(x, t))ϕ(x) dxdt+

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

a(x)g(∂tuk(x, t))ϕ(x) dxdt = 0.

e passando ao limite (5.47) levando em consideração as convergência (5.32), (5.33), (5.34) e

(5.45), existe u ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), ∂tu ∈ L∞(0, T ;L2(Ω) tal que

−
∫ T

0

θ′(t)

∫
Ω

∂tu(x, t)ϕ(x) dxdt+

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

∇u(x, t) · ∇ϕ(x) dxdt (5.48)

+

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

f(u(x, t))ϕ(x) dxdt+

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

χϕ(x) dxdt = 0

para toda ϕ ∈ C∞0 (Ω) e θ ∈ C∞0 (0, T ), de onde conclúımos que

∂2
t u−∆u+ f(u) + χ = 0 em D′(Ω× (0, T )). (5.49)

Assumindo que n = 3 e observando que

χ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), ∆u ∈ L∞(0, T ;H−1(Ω)) e f(u) ∈ L∞(0, T ;L
p+1
p (Ω)),

temos

∂2
t u = ∆u− f(u)− χ ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)). (5.50)

Aplicando o Lema 1.3 e o Lema 1.4, deduzimos que

u ∈ Cs(0, T ;H1
0 (Ω)) e ∂tu ∈ Cs(0, T ;L2(Ω)), (5.51)

onde Cs(0, T ;Y ) é o espaço das funções f ∈ L∞(0, T ;Y ) que são aplicações escalarmente

cont́ınuas, isto é, a aplicação t 7→ 〈y′, f(t)〉Y ′,Y é cont́ınua em [0, T ] para todo y′ ∈ Y ′, onde

Y ′ é o dual topológico de Y .



5.2 Recuperando a Regularidade para 1 ≤ p < n+2
n−2

103

5.2 Recuperando a Regularidade para 1 ≤ p < n+2
n−2

Nessa seção assumimos que O(g) = 1. O principal objetivo dessa seção é provar que se

1 ≤ p < n+2
n−2

então

χ = a(x)g(∂tu), (5.52)

e as soluções do problema (5.11) estão na classe

u ∈ C0([0, T ];H1
0 (Ω)), ∂tu ∈ C0([0, T ];L2(Ω)), ∂2

t u ∈ L2([0, T ];H−1(Ω)). (5.53)

Além disso, temos que

{uk, ∂tuk} → {u, ∂tu} em C0([0, T ];H1
0 (Ω))× C0([0, T ];L2(Ω)). (5.54)

Para trabalhar com o caso n
n−2
≤ p < n+2

n−2
, assumimos que n = 3. Observe primeira-

mente que de (5.21) e (5.27) temos

fk(uk) ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) para todo T > 0 e ‖fk(uk)‖L∞(0,T ;L2(Ω)) . Euk(0). (5.55)

Mais ainda, a identidade (5.27) assegura que

‖a(·)g(∂tuk)‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) =

∫ T

0

‖a(·)g(∂tuk(t))‖2
L2(Ω) dt (5.56)

≤ ‖a‖L∞(Ω)

∫ T

0

∫
Ω

a(x)|g(∂tuk(x, t))|2 dxdt

≤ ‖a‖L∞(Ω)Euk(0).

Assim, combinando (5.56), (5.55) e aplicando o Teorema 1.16 no problema (5.12), temos a

estimativa

‖uk‖L5(0,T ;L10(Ω)) .
[
‖u0,k‖H1

0 (Ω) + ‖u01,k‖L2(Ω) + ‖fk(uk)‖L1L2 + ‖a(·)g(∂tuk)‖L1L2

]
. (Euk(0) + T 1/2‖a‖1/2

L∞ [Euk(0)]1/2)

≤ C = C(‖a‖L∞ , T ) < +∞ (5.57)

para todo k ∈ N, onde L1L2 denota o espaço L1(0, T ;L2(Ω)). Assim, uk ⇀ u fracamente em

L5(0, T ;L10(Ω)) onde u é a solução do problema (5.11). Analogamente temos

‖uk‖L4(0,T ;L12(Ω)) ≤ C = C(‖a‖L∞ , T ) < +∞. (5.58)
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Como estamos assumindo que 1 ≤ p ≤ n+2
n−2
≤ 5 para n > 2, então 2p ≤ 10 e

consequentemente, de (5.57), temos

‖f(uk)‖L1(0,T ;L2(Ω)) =

∫ T

0

[∫
Ω

|f(uk(x, t))|2 dx
] 1

2

dt (5.59)

.
∫ T

0

[∫
Ω

(
|uk(x, t)|2 + |uk(x, t)|2p

)
dx

] 1
2

dt

. T 4/5|Ω|
2
5 ‖uk‖L5(0,T ;L10(Ω)) +

∫ T

0

[∫
Ω

|uk(x, t)|2pdx
] 1

2

dt

. T 4/5|Ω|
2
5 ‖uk‖L5(0,T ;L10(Ω)) +

∫ T

0

[∫
Ω

|uk(x, t)|10dx

] p
10
[∫

Ω

dx

] 5−p
10

dt

. T 4/5|Ω|
2
5 ‖uk‖L5(0,T ;L10(Ω)) + T (5−p)/5|Ω|

5−p
10 ‖uk‖pL5(0,T ;L10(Ω)) ≤ CT

para todo k ∈ N. Agora, observando que |fk(s)| ≤ c[|s|+ |s|p] para todo s ∈ R e k ∈ N, temos

também que

‖fk(uk)‖L1(0,T ;L2(Ω)) ≤ CT para todo k ∈ N. (5.60)

Para provar (5.53) e (5.54), devemos mostrar que

fk(uk)→ f(u) fortemente em L1(0, T ;L2(Ω)). (5.61)

Observe primeiramente que

‖fk(uk)− f(u)‖L1(0,T ;L2(Ω)) (5.62)

. ‖fk(uk)− f(uk)‖L1(0,T ;L2(Ω)) + ‖f(uk)− f(u)‖L1(0,T ;L2(Ω)).

Em vista de (5.5) temos

|f(uk)− f(u)| ≤ c(1 + |uk|p−1 + |u|p−1)|uk − u|

= c
(
|uk − u|+ |uk|p−1 |uk − u|+ |u|p−1 |uk − u|

)
.

Utilizando as desigualdades de Hölder e de interpolação, temos

‖|uk|p−1|uk − u|‖L1(0,T ;L2(Ω)) ≤
∫ T

0

‖uk‖p−1
L2p ‖uk − u‖L2pdt (5.63)

≤ C

∫ T

0

‖uk‖p−1
L2p ‖uk − u‖θL2‖uk − u‖1−θ

L10 dt
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com θ = 5−p
4p

. Dáı, pela desigualadade de Hölder generalizada com q1 = 5
p−1

, q2 = 8p
5−p e

q3 = 4p
p−1

, obtemos

‖|uk|p−1|uk − u|‖L1(0,T ;L2(Ω))

≤ C(T )‖uk‖p−1
L5(0,T ;L10(Ω))‖uk − u‖

θ
L2(0,T ;L2(Ω))‖uk − u‖1−θ

L5(0,T ;L10(Ω))

→ 0 quando k →∞. (5.64)

Note que em (5.64) devido a (5.57) e ‖uk‖L5(0,T ;L10(Ω)), ‖uk − u‖L5(0,T ;L10(Ω)) ≤ C para todo

T > 0 fixado, temos que ‖uk − u‖L2(0,T ;L2(Ω)) → 0 pelo Teorema de Aubin-Lions-Simon.

Tratando os outros termos de forma análoga conclúımos que

‖f(uk)− f(u)‖L1(0,T ;L2(Ω)) → 0. (5.65)

De (5.62) e (5.65) resta provar que

‖fk(uk)− f(uk)‖L1(0,T ;L2(Ω)) → 0 quando k →∞. (5.66)

De fato, para cada t ∈ [0, T ] consideremos o conjunto

Ωt
k := {x ∈ Ω : |uk(x, t)| > k}.

Da definição de fk em (5.13) temos

fk(uk)− f(uk) = 0, se |uk(x, t)| ≤ k. (5.67)

Consequentemente, podemos escrever

‖fk(uk)− f(uk)‖L1(0,T ;L2(Ω)) = ‖fk(uk)− f(uk)‖L1(0,T ;L2(Ωtk)).

Assim, em vista de (5.5) e 1 ≤ k < |uk(x, t)| para todo x ∈ Ωt
k e t ∈ [0, T ], temos a

seguinte estimativa para 1 ≤ p < 5:

|fk(uk)− f(uk)|2 .
[
|f(uk)|2 + |f(−k)|2 + |f(k)|2

]
(5.68)

.
[
[|uk|2 + |uk|2p] + [|k|2 + |k|2p]

]
.

[
|uk|2p + |k|2p

]
,

. |uk|2p.
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Segue de (5.67), (5.68) e 1 ≤ p < 5 que é suficiente provar que

‖ |uk|p ‖L1(0,T ;L2(Ωtk)) → 0 quando k → +∞. (5.69)

Antes de provarmos a convergência em (5.69) observamos que(∫
Ωtk

k10 dx

)1/2

≤

(∫
Ωtk

|uk|10

)1/2

,

o que implica que (med(Ωt
k))

1/2 ≤ k−5‖uk(t)‖5
L10(Ωtk)

. Levando em consideração (5.57) con-

clúımos que ∫ T

0

(
med(Ωt

k)
)1/2

dt ≤ k−5‖uk‖5
L5(0,T ;L10(Ω)) ≤ c(T )k−5. (5.70)

Procedendo como em (5.63), deduzimos que

‖|uk|p‖L1(0,T ;L2(Ωtk)) =

∫ T

0

(∫
Ωtk

|uk|2p dx

)1/2

dt (5.71)

=

∫ T

0

‖uk(t)‖pL2p(Ωtk)
dt

.
∫ T

0

‖uk(t)‖p−1
L2p(Ωtk)

‖uk(t)‖L2p(Ωk) dt

. ‖uk‖p−1
L5(0,T ;L10(Ωtk))

‖uk‖θL2(0,T ;L2(Ωtk)) ‖uk‖
1−θ
L5(0,T ;L10(Ωtk))

.

Além disso, (5.70) assegura que

‖uk‖θL2(0,T ;L2(Ωtk)) ≤
(∫ T

0

(
med(Ωt

k)
1/2
)
dt

) θ
2
(∫ T

0

‖uk(t)‖2
L4(Ω) dt

) θ
2

(5.72)

. k
−5
2
θ → 0 quando k → +∞

já que H1
0 (Ω) ↪→ L4(Ω). Portanto, ‖uk(t)‖L4(Ω) . ‖uk(t)‖H1

0 (Ω) . Euk(0). Combinando (5.57),

(5.71) e (5.72), temos a convergência (5.69) e consequentemente (5.66), como desejado.

Os casos n = 1, 2 não são dif́ıceis de serem provados para p ≥ 1 e por este motivo serão

omitidos.



5.2 Recuperando a Regularidade para 1 ≤ p < n+2
n−2

107

Definindo zµ,σ = uµ − uσ, µ, σ ∈ N, de (5.12) temos que

1

2

d

dt

{
‖∂tzµ,σ(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇zµ,σ(t)‖2
L2(Ω)

}
(5.73)

+

∫
Ω

a(x) (g(∂tuµ)− g(∂tuσ)) (∂tuµ − ∂tuσ) dx

= −
∫

Ω

(fµ(uµ)− fσ(uσ)) (∂tuµ − ∂tuσ) dx.

Integrando (5.73) sobre o intervalo (0, t) com t ∈ [0, T ], obtemos

1

2

{
‖∂tzµ,σ(t)‖2

L2(Ω) + ‖∇zµ,σ(t)‖2
L2(Ω)

}
(5.74)

+

∫ t

0

∫
Ω

a(x) (g(∂tuµ)− g(∂tuσ)) (∂tuµ − ∂tuσ) dxds

≤ 1

2

{
‖u1,µ − u1,σ‖2

L2(Ω) + ‖∇u0,µ −∇u0,σ‖2
L2(Ω)

}
+

∣∣∣∣∫ t

0

∫
Ω

(fµ(uµ)− fσ(uσ)) (∂tuµ − ∂tuσ) dxds

∣∣∣∣ .
As convergências (5.25), (5.33) e (5.61) implicam na convergência a zero (quando

µ, σ → +∞) dos termos do lado direito de (5.74). Assim, de (5.74) inferimos que

uµ → u em C0([0, T ];H1
0 (Ω)) ∩ C1([0, T ];L2(Ω)), (5.75)

lim
µ,σ→+∞

∫ T

0

∫
Ω

a(x) (g(∂tuµ)− g(∂tuσ)) (∂tuµ − ∂tuσ) dxds = 0 (5.76)

para todo T > 0, o que prova (5.53).

Resta provar que χ = a(x)g(∂tu). De (5.75) segue que ∂tuk → ∂tu q.s. em Ω× (0, T )

quando k → ∞. A continuidde da função g(·) assegura que a(x)g(∂tuk) → a(x)g(∂tu) q.s.

em Ω × (0, T ) quando k → ∞. Do Lema de Strauss deduzimos que χ = a(x)g(∂tu) como

desejado.

A unicidade das soluções para 1 ≤ p < n+2
n−2

segue a mesma ideia dada em [11] e

consequentemente será omitida.

Nosso primeiro resultado é o seguinte:

Teorema 5.2 Assuma que a ∈ L∞(Ω) é não negativa, f e p satisfazem as condições da

Hipótese 5.1 com n = 3. Então, dado {u0, u1} ∈ H1
0 (Ω)× L2(Ω), o problema (5.11) possui
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uma única solução global u a qual satisfaz

u ∈ C0([0, T ];H1
0 (Ω)), ∂tu ∈ C1(0, T ;L2(Ω)), ∂2

t u ∈ C0([0, T ];H−1(Ω)),

u ∈ L5(0, T, L10(Ω)) ∩ L4(0, T ;L12(Ω)).

5.3 Estimando Fk(uk)

A desigualdade (5.30) nos dá |Fk(s)| ≤ c[|s|2 + |s|p+1] para todo s ∈ R e k ∈ N.

Agora, assumindo que 1 ≤ p < n+2
n−2

para n > 2, então 2 ≤ p + 1 < 2n
n−2

= 2∗. Assim,

existe ε > 0 tal que p+ 1 + ε = 2∗, e consequentemente H1
0 (Ω) ↪→ Lp+1+ε(Ω). Então,∫

Ω

|Fk(u0,k)|
p+1+ε
p+1 dx ≤ c

∫
Ω

|u0,k|
2(p+1+ε)
p+1 + |u0,k|p+1+ε dx (5.77)

. ‖u0,k‖p+1+ε

H1
0 (Ω)
≤ C,

de onde conclúımos que {Euk(0)} é limitada. Analogamente,∫
Ω

|Fk(uk(x, t0))|
p+1+ε
p+1 dx . ‖uk(·, t0)‖p+1+ε

H1
0 (Ω)
≤ CEuk(0)p+1+ε (5.78)

para todo t0 ∈ [0, T ]. A limitação de {Euk(0)} implica na existência de um Ξ ∈ L
2∗
p+1 (Ω) tal

que

Fk(uk(·, t0)) ⇀ Ξ fracamente em L
2∗
p+1 (Ω), quando k → +∞. (5.79)

A seguir, mostraremos que Ξ = F (u(·, t0)). De fato, de (5.75) obtemos que uk(·, t0)→

u(·, t0) fortemente em L2(Ω). Assim,

uk(x, t0)→ u(x, t0) q.s. em Ω. (5.80)

Note que

|Fk(uk(x, t0))− F (u(x, t0))| (5.81)

≤ |Fk(uk(x, t0))− F (uk(x, t0))|+ |F (uk(x, t0))− F (u(x, t0))|.
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A convergência (5.80) e a continuidade de F asseguram que

F (uk(x, t0))→ F (u(x, t0)) q.s. em Ω. (5.82)

Pela desigualdade (5.81), para provar que

Fk(uk(x, t0))→ F (u(x, t0)) q.s. em Ω, (5.83)

é suficiente mostrarmos que

Fk(uk(x, t0))→ F (uk(x, t0)) q.s. em Ω.

De (5.42), existe uma constante positiva L = L(x, t) > 0 tal que

|Fk(uk(x, t0))− F (uk(x, t0))| =

∣∣∣∣∣
∫ uk(x,t0)

0

fk(s)ds−
∫ uk(x,t0)

0

f(s)ds

∣∣∣∣∣
≤

∫ L

−L
|fk(s)− f(s)|ds = 0, se k ≥ L. (5.84)

Portanto, combinando (5.81), (5.82) e (5.84), obtemos (5.83). Consequentemente,

Fk(uk(·, t0)) ⇀ F (u(·, t0)) fracamente em L
2∗
p+1 (Ω), quando k → +∞. (5.85)

Além disso, aplicando o Lema de Strauss deduzimos que

Fk(uk(·, t0))→ F (u(·, t0)) fortemente em Lr(Ω), quando k → +∞ (5.86)

para todo 1 ≤ r < 2∗

p+1
.

Assim, temos o seguinte resultado:

Teorema 5.3 Assuma que a ∈ L∞(Ω) ∩ C0(ω) é não negativa, O(g) = 1, f e p satisfazem

as condições da Hipótese 5.1 com n = 3. Então, dado {u0, u1} ∈ H1
0 (Ω)× L2(Ω) o problema

(5.11) admite uma única solução global

u ∈ C0([0, T ];H1
0 (Ω)), ∂tu ∈ C0([0, T ];L2(Ω)), ∂2

t u ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)).

Além disso, a idendidade da energia

Eu(t1) +

∫ t2

t1

∫
Ω

a(x)g(∂tu(x, t))∂tu(x, t) dxdt = Eu(t2), (5.87)

é válida, onde Eu é definido como em (5.10).
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5.4 Decaimento Uniforme da Energia

Através dessa seção assumiremos que O(g) = 1, 1 < p < n+2
n−2

para n > 3 e p > 1 se

n = 1, 2. Entretanto, por simplicidade, trabalharemos apenas com o caso onde a dimensão é

n = 3. Provaremos inicialmente a observabilidade para o problema auxiliar truncado (5.12).

O funcional de energia associado ao problema (5.12) é dado por

Euk(t) :=
1

2

∫
Ω

|∂tuk(x, t)|2 + |∇uk(x, t)|2 dxdt+

∫
Ω

Fk(uk(x, t)) dx, (5.88)

e a identidade da energia associada ao problema (5.12) é dada por:

Euk(t2)− Euk(t1) = −
∫ t2

t1

∫
Ω

a(x)g(∂tuk(x, t))∂tuk(x, t) dxdt (5.89)

para 0 ≤ t1 ≤ t2 < +∞. Seja T0 > 0 associado com a condição geométrica de controle, isto é,

todo raio da ótica geométrica encontra o conjunto ω em um tempo T < T0.

Nosso objetivo é provar que a desigualdade de observabilidade é válida para cada

k ∈ N (suficientemente grande) e T ≥ T0, onde a constante de observabilidade é independente

de k. Primeiramente, note que o dado inicial (u0, u1) ∈ H1
0 (Ω)× L2(Ω) no problema original

(4.1) é nulo ou não nulo.

No primeiro caso, quando (u0, u1) = (0, 0) e observando (5.25), consideramos (u0,k, u1,k) =

(0, 0) para todo k ≥ 1, e a correspondente solução do problema auxiliar (5.12) será uk ≡ 0.

Então, a desigualdade de observabilidade da forma (5.91) abaixo será trivialmente satisfeita

para qualquer escolha de C > 0.

No segundo caso, quando (u0, u1) 6= (0, 0), existem números r, R > 0 tais que

0 < ‖(u0, u1)‖H1
0 (Ω)×L2(Ω) < R;

considere, por exemplo R = 2‖(u0, u1)‖H1
0 (Ω)×L2(Ω).

Portanto, de (5.25), existe k0 ≥ 1 tal que para cada k ≥ k0, (u0,k, u1,k) é válido que

0 < ‖(u0,k, u1,k)‖H1
0 (Ω)×L2(Ω) < R. (5.90)

Afirmamos o seguinte Lema:
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Lema 5.3 Seja T ≥ T0. Existe C > 0 independente de k tal que a correspondente solução uk

de (5.12) com (u0,k, u1,k) ∈ D(A) verificando (5.90) satisfaz a desigualdade

Euk(0) ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

a(x)
(
|∂tuk|2 + |g(∂tuk)|2

)
dxdt. (5.91)

Demonstração:

Nossa prova se baseia em um argumento de contradição. Assim, se (5.91) é falso, então

existe T ≥ T0 tal que para cada constante C > 0 independente de k existe um dado inicial

(uC0,k, u
C
1,k) ∈ D(A) verificando (5.90) cuja correspondente solução uCk viola (5.91).

Em particular, para k ≥ 1 e C = m ∈ N, obtemos a existência de um dado inicial

(um0,k, u
m
1,k) verificando (5.90) e cuja correspondente solução umk satisfaz

Eumk (0) > m

(∫ T

0

∫
Ω

a(x)
(
|∂tumk |2 + |g(∂tu

m
k )|2

)
dxdt

)
. (5.92)

Então, obtemos uma sequência {umk }m∈N de soluções para o problema (5.12) tais que

lim
m→+∞

∫ T
0

∫
Ω
a(x) (|∂tumk |2 + |g(∂tu

m
k )|2) dxdt

Eumk (0)
= 0. (5.93)

Como Eumk (0) ≤ R para todo m ∈ N, de (5.93) inferimos que

lim
m→+∞

∫ T

0

∫
Ω

a(x)
(
|∂tumk |2 + |g(∂tu

m
k )|2

)
dxdt = 0. (5.94)

Mais ainda, deduzimos que existe uma subsequência de {umk }m∈N, a qual denotaremos

pela mesma notação, tal que

umk ⇀ uk fraco-estrela em L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), quando m→ +∞, (5.95)

∂tu
m
k ⇀ ∂tuk fraco-estrela em L∞(0, T ;L2(Ω)), quando m→ +∞, (5.96)

umk → uk fortemente em L∞(0, T ;Lq(Ω)), quando m→ +∞,∀q ∈
[
2,

2n

n− 2

)
, (5.97)

onde a última convergência é devida ao Teorema de Aubin-Lions-Simon. Nesse ponto,

consideraremos dois casos: uk 6= 0 e uk = 0.

Caso (a): uk 6= 0.
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Passando ao limite o problema
∂2
t u

m
k −∆umk + fk(u

m
k ) + a(x)g(∂tu

m
k ) = 0 em Ω× (0, T ),

umk = 0 sobre ∂Ω× (0, T )

umk (x, 0) = um0,k(x); ∂tu
m
k x, 0 = um1,k(x), em Ω,

e levando (5.94) em consideração, obtemos
∂2
t uk −∆uk + fk(uk) = 0 em Ω× (0, T ),

uk = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

∂tuk = 0 q.s. em ω,

(5.98)

e para yk = ∂tuk, temos no sentido das distribuições que
∂2
t yk −∆yk + f ′k(uk)yk = 0 em Ω× (0,+∞),

yk = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

yk = 0 q.s. em ω.

Como f ′k(uk) ∈ L∞(Ω × (0, T )), já que fk é globalmente Lipschitz, então para cada

k ∈ N, deduzimos a partir da Hipótese 2.3 que yk = ∂tuk ≡ 0. Retornando a (5.98), temos

também que uk ≡ 0, o que é uma contradição.

Caso (b): uk = 0.

De (5.95), (5.96) e (5.97), temos agora as seguintes convergências:

umk ⇀ 0 fraco-estrela em L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), quando m→ +∞, (5.99)

∂tu
m
k ⇀ 0 fraco-estrela em L∞(0, T ;L2(Ω)), quando m→ +∞, (5.100)

umk → 0 fortemente em L∞(0, T ;Lq(Ω)), quando m→ +∞,∀q ∈
[
2,

2n

n− 2

)
. (5.101)

Definindo

αm :=
√
Eumk (0) e vmk :=

umk
αm

, (5.102)

o limite (5.93) assegura que

lim
m→+∞

∫ T

0

∫
Ω

a(x)

(
|∂tvmk |2 +

1

α2
m

|g(∂tuk)|2
)
dxdt = 0. (5.103)
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Seja {vmk }m∈N como em (5.102). Então temos a seguinte sequência de problemas

normalizados:
∂2
t v

m
k −∆vmk + 1

αm
fk(u

m
k ) + 1

αm
a(x)g(∂tu

m
k ) = 0 em Ω× (0,+∞)

vmk = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞)

vmk (x, 0) =
um0,k
αm

; ∂tv
m
k (x, 0) =

um1,k
αm

em Ω.

(5.104)

Temos as seguintes identidades:

1

αm

∫
Ω

fk(u
m
k )∂tv

m
k dx =

1

α2
m

∫
Ω

fk(αmv
m
k )∂t(αmv

m
k ) dx

=
1

α2
m

d

dt

∫
Ω

Fk(αmv
m
k ) dx

=
1

α2
m

d

dt

∫
Ω

Fk(u
m
k ) dx,

e deste modo,

Evmk (t) =
1

2

∫
Ω

(
|∂tvmk |2 + |∇vmk |2

)
dx+

1

α2
m

∫
Ω

Fk(u
m
k ) dx.

Não é dif́ıcil verificar que Evmk (t) = 1
α2
m
Eumk (t) para todo t ≥ 0. Então, em particular,

Evmk (0) =
1

α2
k

Eumk (0) = 1, para todo m ∈ N. (5.105)

Para alcançar uma contradição, vamos provar que

lim
m→+∞

Evmk (0) = 0. (5.106)

Primeiramente, observamos que de (5.105) obtemos a existência de uma subsequência

de {vmk }m∈N, ainda denotada por {vmk }m∈N, tal que:

vmk ⇀ vk fraco-estrela em L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), quando m→ +∞, (5.107)

∂tv
m
k ⇀ ∂tvk fraco-estrela em L∞(0, T ;L2(Ω)), quando m→ +∞, (5.108)

vmk → vk fortemente em L∞(0, T ;Lq(Ω)), quando m→ +∞,∀q ∈ [2,
2n

n− 2
). (5.109)

Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequência de (αm) ainda denotada

pela mesma notação, tal que αm → α com α ≥ 0. Vamos agora considerar dois casos:
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Caso (i): α > 0.

Passando ao limite a sequência de problemas normalizados (5.104) quando m→ +∞

e levando em consideração (5.103), (5.107), (5.108) e (5.109) deduzimos que
∂2
t vk −∆vk = 0 em Ω× (0, T ),

vk = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

∂tvk = 0 q.s. em ω × (0, T ).

(5.110)

Pondo wk = ∂tvk temos no sentido das distribuições que
∂2
twk −∆wk = 0 em Ω× (0,+∞),

wk = 0 sobre ∂Ω× (0,+∞),

wk = 0 q.s. em ω.

(5.111)

Pela observabilidade do problema linear, veja [14], temos que wk = ∂tvk ≡ 0. Portanto,

retornando a (5.110), temos também que vk ≡ 0.

Caso (ii): α = 0.

Observemos que o Lema 5.2 assegura que

1

α2
m

|fk(umk )|2 ≤ ck
1

α2
m

|umk |2 =
ck
α2
m

α2
m|vmk |2,

de onde obtemos

1

α2
m

∫ T

0

∫
Ω

|fk(umk )|2 dxdt ≤ ck

∫ T

0

∫
Ω

|vmk |2 dxdt. (5.112)

Por outro lado, de (5.101) temos

umk = αmv
m
k → 0 em L∞(0, T ;Lq(Ω)) quando m→ +∞,∀q ∈

[
2,

2n

n− 2

)
. (5.113)

Agora, vamos mostrar que

1

αm
fk(αmv

m
k )→ f ′(0)vk fortemente em L1(0, T ;L2(Ω)) quando m→∞. (5.114)

Podemos escrever

1

αm
fk(αmv

m
k )− f ′(0)vk =

1

αm
fk(αmv

m
k )− 1

αm
f(αmv

m
k ) +

1

αm
f(αmv

m
k )− f ′(0)vk.
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Vamos provar primeiramente que

1

αm
fk(αmv

m
k )− 1

αm
f(αmv

m
k )→ 0 fortemente em L1(0, T ;L2(Ω)) quando m→∞. (5.115)

De fato, seja

Ωt
m = {x ∈ Ω : |umk (x, t)| > k}.

Utilizando a definição de fk dada em (5.13), temos |fk(αmvmk )− f(αmv
m
k )| = 0 em Ω \ Ωt

m.
Então, de (5.2) e (5.5) obtemos∥∥∥∥ 1

αm
fk(αmv

m
k )− 1

αm
f(αmv

m
k )

∥∥∥∥
L1(0,T ;L2(Ω))

=

∫ T

0

(∫
Ω

∣∣∣∣ 1

αm
fk(αmv

m
k )− 1

αm
f(αmv

m
k )

∣∣∣∣2 dx
)1/2

dt

=

∫ T

0

(∫
Ωtm

∣∣∣∣ 1

αm
fk(αmv

m
k )− 1

αm
f(αmv

m
k )

∣∣∣∣2 dx
)1/2

dt

=
1

αm

∫ T

0

(∫
Ωtm

|fk(αmvmk )− f(αmv
m
k )|2 dx

)1/2

dt

.
1

αm

∫ T

0

(∫
Ωtm

[
|fk(αmvmk )|2 + |f(αmv

m
k )|2

]
dx

)1/2

dt

.
1

αm

∫ T

0

(∫
Ωtm

[
|f(k)|2 + |f(−k)|2 + |αmvmk |2 + |αmvmk |2p

]
dx

)1/2

dt

.
1

αm

∫ T

0

(∫
Ωtm

[
|k|2 + |k|2p + |αmvmk |2 + |αmvmk |2p

]
dx

)1/2

dt

.
1

αm

∫ T

0

(∫
Ωtm

[
|umk |2 + |umk |2p + |αmvmk |2 + |αmvmk |2p

]
dx

)1/2

dt

.
1

αm

∫ T

0

(∫
Ωtm

|αmvmk |2p dx

)1/2

dt

. αp−1
m

∫ T

0
‖vmk (t)‖p

L2p(Ωtm)
dt, (5.116)

já que p > 1, k ≥ 1 e k < |umk | = |αmvmk | em Ωt
m.

De (5.94), (5.107) e (5.112), vemos que as estimativas de Strichartz podem ser aplicadas

a {vmk }. Portanto,∫ T

0

‖vmk (t)‖pL2p(Ωtm) dt . ‖v
m
k ‖

p−1
L5(0,T ;L10(Ωtm)) ‖v

m
k ‖θL2(0,T ;L2(Ωtm)) ‖vmk ‖1−θ

L5(0,T ;L10(Ωtm)). (5.117)
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Combinando (5.116) e (5.117) obtemos∥∥∥∥ 1

αm
fk(αmv

m
k )− 1

αm
f(αmv

m
k )

∥∥∥∥
L1(0,T ;L2(Ω))

→ 0, quando m→∞, (5.118)

o que prova (5.115).

Por outro lado, como f ∈ C2(R) podemos escrever

f(s) = f ′(0)s+R(s), onde |R(s)| ≤ C(|s|2 + |s|p). (5.119)

Dáı, pela fórmula de Taylor temos que

1

αm
f(αmv

m
k ) = f ′(0)vmk +

R(αmv
m
k )

αm
, (5.120)

R(αmv
m
k )

αm
≤ C

(
αm|vmk |2 + αp−1

m |vmk |p
)
. (5.121)

Agora, vamos estimar o resto
R(αmvmk )

αm
.

Pela desigualdade (5.121), temos∥∥∥∥R(αmv
m
k )

αm

∥∥∥∥
L1(0,T ;L2(Ω))

. αm‖vmk ‖2
L2(0,T ;L4(Ω)) + |αm|(p−1)

∫ T

0

‖vmk ‖
p
L2p(Ω)dt

→ 0 quando m→∞, (5.122)

pelo mesmo argumento utilizado em (5.117) e (5.118).

De (5.122) temos que

R(αmv
m
k )

αm
→ 0 em L1(0, T ;L2(Ω)), (5.123)

de onde conclúımos que (5.114) é válido, em vista de (5.109), (5.115) e (5.120).

Passando ao limite a sequência de problemas (5.104) quando m→ +∞ e utilizando as

convergências (5.103), (5.107), (5.108), (5.109) e (5.114), obtemos
∂2
t vk −∆vk + f ′(0)vk = 0 em Ω× (0, T ),

vk = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

∂tvk = 0 q.s. em ω,

(5.124)
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e para wk = ∂tvk temos no sentido das distribuições que
∂2
twk −∆wk + f ′(0)wk = 0 em Ω× (0, T ),

wk = 0 sobre ∂Ω× (0, T ),

wk = 0 q.s. em ω.

(5.125)

Pela Hipótese 2.3 temos que wk = ∂tvk ≡ 0. Portanto, retornando ao problema (5.124),

obtemos também que vk ≡ 0. Finalmente, voltando a (5.112), considerando (5.109) e vk = 0,

obtemos que

1

α2
m

∫ T

0

∫
Ω

|fk(umk )|2 dxdt→ 0 em L2(0, T, L2(Ω)). (5.126)

Seja 2 = ∂t −∆ o operador de d’Alembert. Temos de (5.104) que

2vmk = − 1

αm
fk(v

m
k )− 1

αm
a(x)g(∂tu

m
k ),

de onde obtemos, em ambos os casos α > 0 ou α = 0 (veja (5.103) e (5.126)), que

∂t2v
m
k = ∂t

(
− 1

αm
fk(v

m
k )− 1

αm
a(x)g(∂tu

m
k )

)
→ 0 fortemente em H−1

loc (Ω× (0, T )). (5.127)

Seja µ a medida microlocal de defeito associada a {∂tvmk }m em L2
loc(Ω× (0, T )). Em vista de

(5.127), temos:

(i) O suporte de µ, supp(µ) está contido no conjunto caracteŕıstico do operador de

ondas {τ 2 = ‖ξ‖2} (veja Teorema 1.26).

Nosso desejo é propagar a convergência a zero de ∂tv
m
k em L2(ω × (0, T )) para o

conjunto L2(Ω× (0, T )). De (5.127) temos que:

2∂tv
m
k → 0 em H−1

loc (Ω× (0, T )), quando m→ +∞, (5.128)

o que assegura que

(ii) A medida µ se propaga ao longo do fluxo bicaracteŕıstico deste operador, o que

significa em particular, que se algum ponto ω0 = (t0, x0, τ0, ξ0) não pertence ao conjunto

supp(µ), então toda bicaracteŕıstica partindo de ω0 fica fora de supp(µ).

Entretanto, como supp(µ) ⊂ (Ω\ω)× (0, T ) e o damping friccional age em ω × (0, T ),

podemos propagar a convergência da energia cinética de ω × (0, T ) para o conjunto (Ω\ω)×

(0, T ).
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De fato, do Teorema 1.30 e da Proposição 1.18, segue que supp(µ) está contido em

(0, T )× Ω× Sn e é uma união de curvas do tipo

t ∈ I ∩ (0,∞) 7→ m±(t) =

(
t, x(t),

±1√
1 + |ẋ|2

,
∓G(x)ẋ√

1 + |ẋ|2

)
, (5.129)

onde t ∈ I 7→ x(t) ∈ int Ω é uma geodésica associada com a métrica G = (K/ρ)−1, onde

K = Id e ρ = 1.

Da convergência forte de ∂tv
m
k → 0 em L2(ω× (0, T )) quando m→ +∞ e do Teorema

1.29, segue que o suporte de µ está contido no conjunto (0, T )× Ω\ω × Sn. Afirmamos que

suppµ = ∅. Com efeito, seja (t0, x0, τ0, ξ0) ∈ suppµ e x uma geodésica de G = Id definida

próxima de t0. Como as geodésicas dentro de Ω\ω entram necessariamente na região ω

deduzimos de (5.129) que m±(t) /∈ suppµ e assim, (t0, x0, τ0, ξ0) /∈ suppµ. Portanto, supp(µ)

é vazio.

Da Observação 1.4 segue que

∂tv
m
k → 0 em L2

loc(Ω× (0, T )). (5.130)

Mais ainda, afirmamos que:

∂tv
m
k → 0 in L2(Ω× (0, T )). (5.131)

De fato,∫ T

0

∫
Ω

|∂tvmk |2 dx dt =

∫ T

0

∫
ω

|∂tvmk |2 dx dt+

∫ T

0

∫
Ω\ω
|∂tvmk |2 dx dt

= L1 + L2,

(5.132)

onde

L1 =

∫ T

0

∫
ω

|∂tvmk |2 dx dt e L2 =

∫ T

0

∫
Ω\ω
|∂tvmk |2 dx dt.

De (5.93) temos que L1 → 0 quando m→∞. Para L2, considere a seguinte decomposição:

L2 =

∫ ε

0

∫
Ω\ω
|∂tvmk |2 dx dt+

∫ T−ε

ε

∫
Ω\ω
|∂tvmk |2 dx dt+

∫ T

T−ε

∫
Ω\ω
|∂tvmk |2 dx dt

= J1 + J2 + J3,

(5.133)
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onde

J1 =

∫ ε

0

∫
Ω\ω
|∂tvmk |2 dx dt, J2 =

∫ T−ε

ε

∫
Ω\ω
|∂tvmk |2 dx dt e J3 =

∫ T

T−ε

∫
Ω\ω
|∂tvmk |2 dx dt.

Note que

J1 =

∫ ε

0

∫
Ω\ω
|∂tvmk |2 dx dt ≤

∫ ε

0

2Evmk (t) dx dt ≤ 2εEvmk (0) ≤ 2ε, (5.134)

já que Evmk (0) = 1. Consequentemente, limm→∞ J1 ≤ 2ε para todo T > ε > 0. Como ε > 0

é arbitrário, obtemos que limm→∞ J1 = 0. Do mesmo modo provamos que J3 → 0 quando

m→∞. Finalmente, de (5.130) deduzimos que J2 → 0 quando m→∞.

Assim, ∫ T

0

∫
Ω

|∂tvmk (x, t)|2 dxdt→ 0, quando m→ +∞. (5.135)

Provaremos agora que Evmk (0) converge a zero quando m→∞. De fato, consideremos

a seguinte função de corte:

θ ∈ C∞(0, T ), 0 ≤ θ(t) ≤ 1, θ(t) = 1 em (ε, T − ε).

Multiplicando a equação (5.104) por vmk θ e integrando por partes inferimos que

−
∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

|∂tvmk |2 dxdt−
∫ T

0

θ′(t)

∫
Ω

∂tv
m
k v

m
k dxdt (5.136)

+

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

|∇vmk |2 dxdt+
1

αm

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

fk(u
m
k )vmk dxdt

+
1

αm

∫ T

0

θ(t)

∫
Ω

a(x)g(∂tu
m
k )vmk dxdt = 0.

Considerando as convergências (5.103), (5.107), (5.108), (5.109), (5.135) e tendo em

mente que vk = 0, temos de (5.136) que

lim
m→+∞

∫ T−ε

ε

∫
Ω

(|∇vmk |2 +
1

αm
fk(u

m
k )vmk ) dxdt = 0,

de onde obtemos também que

lim
m→+∞

1

α2
k

∫ T−ε

ε

∫
Ω

Fk(u
m
k ) dxdt = 0,
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a qual implica juntamente com todas as convergências anteriores que
∫ T−ε
ε

Evmk (t)→ 0. Como

o funcional de energia é não-crescente obtemos

(T − 2ε)Evmk (T − ε)→ 0, quando m→ +∞.

Pela identidade da energia

Evmk (T − ε)− Evmk (ε) = − 1

αm

∫ T−ε

ε

∫
Ω

a(x) g(∂tu
m
k )∂tv

m
k dxdt

e (5.103) temos que Evmk (0) → 0 quando m → +∞ para 1 < p < n+2
n−2

, como desejávamos

provar.

5.5 Observabilidade Para o Problema Original

O principal resultado desta seção é o seguinte:

Lema 5.4 Assuma que O(g) = 1. Então, para todo T ≥ T0 e R > 0, existe uma constante

C > 0 tal que toda solução u do problema (5.11) satisfaz

Eu(0) ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

a(x)
(
|∂tu|2 + |g(∂tu)|2

)
dxdt, (5.137)

desde que Eu(0) < R.

Demonstração: De (5.91), temos que para todo k ≥ k0 ∈ N e toda solução uk do problema

(5.12), a seguinte desigualdade é válida:

Euk(0) ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

a(x)
(
|∂tuk|2 + |g(∂tuk)|2

)
dx dt, (5.138)

desde que Euk(0) < R, onde C é uma constante positiva que não depende de k.

De (5.75) e do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue temos que∫ T

0

∫
Ω

a(x)|g(∂tuk(x, t))|2 dx dt→
∫ T

0

∫
Ω

a(x)|g(∂tu(x, t))|2 dx dt quando k →∞. (5.139)

Das convergências (5.86), (5.138) e (5.139), obtemos a desigualdade de observabilidade para

o problema (5.11), isto é,

Eu(0) ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

a(x)
(
|∂tu|2 + |g(∂tu)|2

)
dx dt, para todo T ≥ T0, (5.140)

desde que Eu(0) < R.
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5.6 Combinando Estimativas na Origem e no Infinito

Nessa seção, desenvolvemos nossos resultados baseados nos artigos [24], [28], [33], [37]

e [56]. Como é bem conhecido, dissipações sub-lineares e super-lineares no infinito requerem

mais regularidade das soluções. Assim, a hipótese de regularidade abaixo só será necessária

quando O(g) 6= 1.

Hipótese 5.5 (Regularidade para dissipações sub e super-lineares no infinito) Tal

hipótese é imposta quando g não é linearmente limitada no infinito:

• Se g é sub-linear no infinito, i.e. O(g) < 1, então assumimos que existe p0 > 2 tal que

‖ut‖L∞(R+;Lp0 (Ω)) < D0.

• Se g é super-linear no infinito, i.e. O(g) > 1, então assumimos que existe p0 > 2r tal

que

‖ut‖L∞(R+;Lp0 (Ω)) < D0

para alguma constante positiva D0.

Observação 5.4 Note que como o sistema é monótono dissipativo, a Hipótese 5.5 é satisfeita

para dados regulares, controlando o tamanho de r. Assim, se a solução é forte, então para

todo T > 0, ‖ut(t)‖H1
0 (Ω) ≤ C para todo t ∈ (0, T ) e alguma constante C > 0 que não depende

de T > 0. Dáı, ut ∈ L∞(R+;Lp0(Ω)) para qualquer p0 <
2n
n−2

se n ≥ 3 e ut ∈ L∞(R+;Lp0(Ω))

para todo p0 <∞ se n ≤ 2.

Seja h0 definida como em (5.7) e defina

h = h1 + h0 ◦
1

med(QT )
, (5.141)

onde h1 é definida por

• se g é sub-linear no infinito, isto é, r = O(g) < 1, então seja h1(s) := s
p0−2
p0−r−1 ,

• se g é super-linear no infinito, isto é, r = O(g) > 1, então seja h1(s) := s
p0−2r
p0−r−1 ,

• se g é linearmente limitada no infinito, isto é, r = O(g) = 1, então seja h1(s) := s.
(5.142)
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Definamos

q = I − (I + (I + h)−1 ◦ (K−1 · I))−1 (5.143)

para alguma constanteK > 0 a ser definida posteriormente. Como h é uma função estritamente

crescente e côncava com h(0) = 0, q é uma função monótona crescente que se anula na origem.

Teorema 5.4 Suponha que a Hipótese 5.5 seja válida, O(g) 6= 1 e 1 ≤ p < n
n−2

. Então, para

todo T ≥ T0 e R > 0, existe uma constante C > 0 tal que para cada solução forte de (5.11), a

seguinte desigualdade é válida:

Eu(0) ≤ C

∫ T

0

∫
Ω

a(x)
(
|∂tu|2 + |g(∂tu)|2

)
dxdt (5.144)

para todo T ≥ T0, desde que Eu(0) < R.

Daqui em diante, utilizaremos a notação

Db
a

(
g(s);ut

)
:=

∫ b

a

∫
Ω

a(x)g(ut)ut dQT . (5.145)

Corolário 5.1 Suponha que a Hipótese 5.5 seja válida. Seja T0 > 0 dado em (5.140) ou no

Teorema 5.4. Sejam h e q as funções definidas em (5.141) e (5.143), respectivamente. Então,

E(t) ≤ S

(
t

T0

− 1

)
para todo t ≥ T0, (5.146)

com limt→∞ S(t) = 0, onde S é a solução da seguinte EDO não-linear:

St + q(S) = 0, S(0) = E(0), (5.147)

onde

K = [C(T, a,med(QT ))] (5.148)

se g é linearmente limitado no infinito,

K =

[
C(T, a,med(QT )) ·D

p0(r−1)
p0−r−1

0

]
(5.149)

se g é super-linear no infinito, e

K =

[
C(T, a,med(QT )) ·D

p0(1−θ)
p0−r−1

0

]
(5.150)

se g é sub-linear no infinito.



5.6 Combinando Estimativas na Origem e no Infinito 123

Demonstração: No que segue, procederemos como no trabalho [55] de Lasiecka e Tataru,

adaptado ao nosso contexto. Seja

Σα = {(x, t) ∈ QT := Ω× (0, T ) : |∂tu(x, t)| > 1 q.s. } ,

Σβ = QT\Σα.

A prova irá requerer as seguintes desigualdades:

I) Dissipação próxima da origem. De (5.7) e do fato que h é côncava e crescente,

a(x) ≤ ‖a‖∞ + 1, e a(x)
1+‖a‖∞ < a(x), deduzimos que∫

Σβ

a(x)
(

[g (∂tu)]2 + (∂tu)2
)
dΣβ ≤

∫
Σβ

a(x)h (g (∂tu) ∂tu) dΣβ (5.151)

=

∫
Σβ

(1 + ‖a‖∞)
a(x)

1 + ‖a‖∞
h (g (∂tu) ∂tu) dΣβ

≤
∫

Σβ

(1 + ‖a‖∞)h

(
a(x)

1 + ‖a‖∞
g (∂tu) ∂tu

)
dΣβ

≤
∫

Σβ

(1 + ‖a‖∞)h (a(x)g (∂tu) ∂tu) dΣβ.

Pela desigualdade de Jensen temos que

(1 + ‖a‖∞)

∫
Σβ

h (a(x)g (∂tu) ∂tu) dΣβ (5.152)

≤ (1 + ‖a‖∞) med (QT )h

(
1

med (QT )

∫
QT

a(x)g (∂tu) ∂tu dQ

)
= (1 + ‖a‖∞) med (QT ) r

(∫
QT

a(x)g (∂tu) ∂tu dQ

)
,

onde r (s) = h0

(
s

med(QT )

)
.∫

Σβ

a(x)
(
[g (∂tu)]2 + (∂tu)2) dΣβ ≤ (1 + ‖a‖∞) med (QT ) r

(∫
QT

a(x)g (∂tu) ∂tu dQ

)
.

(5.153)

II) Dissipação linearmente limitada no infinito. Se O(g) = 1 então de acordo com a

Definição (5.1) e a Hipótese 5.2, obtemos∫
Σα

a(x)
(
|g (∂tu) |2 + |∂tu|2

)
dΣα ≤

(
m̃−1 + M̃

)∫
Σα

a(x)g (∂tu) ∂tu dΣα. (5.154)
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III) Dissipação super-linear no infinito. Suponha que O(g) = r > 1. De (5.6) obtemos

que |g(s)| > m̃|s| para |s| > 1 com m̃ > 0 independente de s, e trivialmente obtemos a

estimativa ∫
Σα

a(x)|ut|2 dΣα ≤
1

m̃2

∫
Σα

a(x)|g(ut)|2 dΣα. (5.155)

Agora, para λ ∈]0, 1[,∫
Σα

a(x)|g(ut)|2 dΣα =

∫
Σα

a(x)|g(ut)|2λ|g(ut)|2(1−λ) dΣα =: J1. (5.156)

Escolhendo qualquer p0 > 2r e estimando J1 utilizando a desigualdade de Hölder com

expoentes conjugados p0

2λr
e p0

p0−2λr
(decompondo a(x) com a(x)2λr/p0 · a(x)(p0−2λr)/p0),

obtemos:

J1 ≤
(∫

Σα

a(x)|g(ut)|p0/r dΣα

)2λr/p0
(∫

Σα

a(x)|g(ut)|
2(1−λ)p0
p0−2λr dΣα

) p0−2λr
p0

. (5.157)

Note que O(g) = r implica que

g(s)s ∼ sr+1 ∼ g(s)(r+1)/r, |s| > 1. (5.158)

Assim, para |g(ut)|
2(1−λ)p0
p0−2λr ser equivalente ao integrando g(ut)ut, resolvemos a equação

2(1− λ)p0

p0 − 2λr
=

1 + r

r
=⇒ λ =

p0(r − 1)

2r(p0 − r − 1)
.

Com essa escolha de λ, combinamos (5.155), (5.156) e (5.157) para concluir que∫
Σα

a(x)(|ut|2 + |g(ut)|2) dΣα . Ca‖ut‖
p0(r−1)
p0−r−1

L∞(R+;Lp0 (Ω))

(∫
QT

a(x)g(ut)ut dQT

) p0−2O(g)
p0−1−O(g)

(5.159)

onde Ca = (sup a(x))
2λr
p0 .

IV) Dissipação sub-linear no infinito. Assuma O(g) = r < 1. Em vista da Definição 5.1

e a Hipótese 5.2 obtemos que M̃ |s| > |g(s)| para |s| > 1 com M̃ > 0 independente de s:∫
Σα

a(x)|g(ut)|2 dΣα ≤ M̃

∫
Σα

a(x)|g(ut)||ut| dΣα = M̃

∫
Σα

a(x)g(ut)ut dΣα. (5.160)

Para λ ∈]0, 1[, ∫
Σα

a(x)|ut| dΣα =

∫
Σα

a(x)|ut|2λ|ut|2(1−λ) dΣα =: J2. (5.161)
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Seja p0 > 2 para estimar J2 utilizamos a desigualdade de Hölder com expoentes p0

2λ
e

p0

p0−2λ
(decompondo a(x) como a(x)2λ/p0 · a(x)p0−2λ/p0):

J2 ≤
(∫

Σα

a(x)|ut|p0 dΣα

)2λ/p0
(∫

Σα

a(x)|ut|
2(1−λ)p0
p0−2λ dΣα

) p0−2λ
p0

. (5.162)

O valor de λ ∈]0, 1[ é escolhido de forma que

|ut|
2(1−λ)p0
p0−2λ = ur+1

t ∼ g(ut)ut para |ut| > 1, (5.163)

a saber,
2(1− λ)p0

p0 − 2λ
= 1 + r =⇒ λ =

p0(1− r)
2(p0 − 1− r)

.

Combinando (5.160)-(5.162), temos:∫
Σα

a(x)(|ut|2 + |g(ut)|2) dΣα . Ca‖ut‖
p0(1−r)
p0−r−1

L∞(R+;Lp0 (Ω))

(∫
QT

a(x)g(ut)ut dQT

) p0−2
p0−1−O(g)

(5.164)

onde Ca = (sup a(x))
2λ
p0 .

Agora, combinando as estimativas acima, a desigualdade de observabilidade (5.140), e (5.144)

do Teorema 5.4 com as desigualdades (5.153), (5.154), (5.159) ou (5.164), dependendo de

quando O(g) = 1, O(g) > 1, ou O(g) < 1, respectivamente. Utilizando a definição (5.145) e

renomeando as constantes, obtemos

Eu(0) ≤ K

(
I(DT

0

(
g(s);ut

)
) + h0

(
1

med(QT )
DT

0

(
g(s);ut

))
+ h1(DT

0

(
g(s);ut

)
)

)
,

onde h1 é dada por (5.142) e K = C(T, a,med(QT )) se g é linearmente limitado no infinito,

K = C(T, a,med(QT ))·D
p0(r−1)
p0−r−1

0 se g é super-linear no infinito eK = C(T, a,med(QT ))·D
p0(1−θ)
p0−r−1

0

se g sub-linear no infinito.

Em todos os casos existe uma constante K > 0 e uma função h tal que

Eu(0) ≤ K(I + h)(DT
0

(
g(s);ut

)
).

Utilizando a identidade da energia obtemos

(I + h)−1(K−1Eu(T )) ≤ Eu(0)− Eu(T ).
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A propriedade de semigrupo de U(t) = (u(t), ut(t)) assegura que

Eu((m+ 1)T ) + (I + h)−1(K−1Eu((m+ 1)T )) ≤ Eu(T ) (5.165)

para todo m ∈ N.

Aplicando o Lema 1.7 com sm = Eu(mT ) resulta que

Eu(mT ) ≤ S(m), m = 0, 1, .... (5.166)

Finalmente, como Eu(t) e S(·) são funções não-crescentes, temos para t = mT + τ,

0 ≤ τ ≤ T,

Eu(t) ≤ Eu(mT ) ≤ S(m) = S

(
t− τ
T

)
≤ S

(
t

T
− 1

)
para t > T0. (5.167)

Corolário 5.2 Suponha que as as hipóteses do Corolário 5.1 sejam satisfeitas e que a função

h em (5.141) possa ser expressa como h = hb + hs onde hb e hs são funções côncavas,

monótonas crescentes, valem zero na origem e além disso hs = o(hb), isto é,

lim
x→0+

hs(x)/hb(x) = 0

e hb não tem limitante superior linear no intervalor [0, 1). Então, dado qualquer número

positivo γ < 1, existe t0 = t0(γ) ≥ T tal que a seguinte estimativa é válida:

E(t) ≤ S̄

(
t

T0

− 1

)
, para todo t ≥ 2t0, (5.168)

onde S̄ é a solução da seguinte EDO não-linear:

S̄t + h−1
b

(
γK−1S̄

)
= 0, S̄(0) = E(0), (5.169)

com K e T0 como no Corolário 5.1.
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Demonstração: As hipóteses sobre h implicam que q ≥ h−1
b ◦ (γK−1I) próximo da origem.

De fato, escrevendo F = K(I + h) obtemos:

q = I − (I + F−1)−1

=
[
(I + F−1) ◦ (I + F−1)−1

]
− (I + F−1)−1

= F−1 ◦ (I + F−1)−1

= F−1 ◦ (F ◦ F−1 + F−1)−1

= F−1 ◦
[
(K(I + h)) ◦ F−1 + F−1

]−1

= F−1 ◦ [KF−1 +Kh ◦ F−1 + F−1]−1

= F−1
[
(Kh+ (K + 1)I) ◦ F−1

]−1

= F−1 ◦ F ◦ (Kh+ (K + 1)I)−1

= (Khb +Khs + (K + 1)I)−1.

(5.170)

Note que Khs+(K+1)I = o(hb) já que limx→0+
Khs(x)+(K+1)x

hb(x)
= 0. Assim, q = (Khb+o(hb))

−1.

Mais ainda, se w = o(hb) então para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que o(hb)(x)
Khb(x)

= w(x)
Khb(x)

< ε

sempre que x ∈ (0, δ). Portanto, o(hb)(x) < (1 + ε)Khb(x)−Khb(x) para todo x ∈ (0, δ), o

que implica em (1+ε)Khb ≥ Khb+o(hb) no intervalo [0, δ). Consequentemente, se definirmos

γ = (1 + ε)−1, então h−1
b ◦ γK−1I ≤ (Khb + o(hb))

−1 = q em [0, δ).

Seja ` : R+ → R+ dado por ` = (I + h−1) ◦ (K−1I). Do Corolário 5.1 sabemos que

lim
t→∞

S(t) = 0. Assim, existe t0 ≥ T0 tal que S(t0) < δ. Defina sm = Eu(mt0). Vamos mostrar

que

E(t) ≤ S̃

(
t

T0

− 1

)
, para todo t ≥ 2t0, (5.171)

onde

S̃t + h−1
b (γK−1(S̃(t))) = 0, S̃(0) = E(t0). (5.172)

Para este fim, é suficiente provar que

sm+1 ≤ S̃(m), para todo m = 0, 1, 2, . . . . (5.173)

De fato, uma vez que t ≥ 2t0 pode ser escrito como t = (m+ 1)t0 + τ com m ≥ 1, segue que

E(t) ≤ E((m+ 1)t0) ≤ E(mt0) ≤ S̃(m+ 1) = S̃
(
t−τ
t0

)
≤ S̃

(
t
t0
− 1
)

.
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Para m = 0, a estimativa (5.173) é óbvia. Assuma que sm+1 ≤ S̃(m). De (5.143) e

(5.165) deduzimos que

sm+2 + `(sm+2) ≤ sm+1, para todo m ≥ 1. (5.174)

A desigualdade (5.174) é equivalente a

(I + `)sm+2 ≤ sm+1

e como (I + `)−1 é monótona crescente, sm+2 ≤ (I + `)−1sm+1 = sm+1 − q(sm+1), e disto

sm+2 ≤ sm+1 − q(sm+1). (5.175)

Integrando a equação (5.172) de m até m+ 1 obtemos

S̃(m+ 1)− S̃(m) = −
∫ m+1

m

h−1
b (γK−1(S̃(t))) dt.

Portanto,

S̃(m+ 1) = S̃(m)−
∫ m+1

m

h−1
b (γK−1(S̃(t))) dt

≥ S̃(m)− h−1
b (γK−1(S̃(m)))

≥ S̃(m)− q(S̃(m))

= (I + `)−1(S̃(m))

≥ (I + `)−1sm+1

= sm+1 − q(sm+1)

≥ sm+2.

(5.176)

Se considerarmos a equação

S̄t + h−1
b (γK−1(S̄(t))) = 0, S̄(0) = E(0), (5.177)

então S̃
(
t
t0
− 1
)
≤ S̄

(
t
t0
− 1
)

para todo t ≥ 2t0.

Com efeito, note que S̃(t) = G−1(−t) onde G(S) =
∫ S
E(t0)

1
h−1
b (γK−1τ)

dτ e S̄(t) =

Ḡ−1(−t) onde Ḡ(S) =
∫ S
E(0)

1
h−1
b (γK−1τ)

dτ . Assim,

∫ S̃
(
t
t0
−1

)
E(t0)

1

h−1
b (γK−1τ)

dτ =G

(
S̃

(
t

t0
− 1

))
= −

(
t

t0
− 1

)
. (5.178)
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Já que t
t0
− 1 ≥ 0, S̃

(
t
t0
− 1
)
≤ S̃(0) = E(t0) ≤ E(0), de (5.178) obtemos

t

t0
− 1 =

∫ E(t0)

S̃
(
t
t0
−1

) 1

h−1
b (γK−1τ)

dτ ≤
∫ E(0)

S̃
(
t
t0
−1

) 1

h−1
b (γK−1τ)

dτ. (5.179)

A desigualdade (5.179) assegura que

t

t0
− 1 ≤ −

∫ S̃
(
t
t0
−1

)
E(0)

1

h−1
b (γK−1τ)

dτ = −Ḡ
(
S̃

(
t

t0
− 1

))
. (5.180)

Portanto, (5.180) implica que

S̃

(
t

t0
− 1

)
≤ Ḡ−1

(
−
(
t

t0
− 1

))
= S̄

(
t0
t
− 1

)
, para todo t ≥ 2t0. (5.181)

Combinando (5.171) e (5.181), o resultado segue.

Corolário 5.3 Sob as mesmas hipóteses do Corolário 5.1 e suponha que a função g seja

linearmente limitada no infinito.

a) Se g é sub-linear na origem, isto é, m0x
θ+1 ≤ g(x)x ≤ M0x

θ+1 com θ ∈ (0, 1) para

|x| < 1, a função auxiliar h0 pode ser definida como h0(x) = cx
2θ

1+θ , onde c =
2(M2

0 +1)

m
2θ

1+θ
0

.

Então a EDO (5.147) pode ser substitúıda por

St +
1

c
1+θ
2θ

(γK−1S(t))
1+θ
2θ = 0, S(0) = E(0), (5.182)

e o decaimento da energia (5.146) é válido para todo t ≥ 2t0 com t0 > 0 suficientemente

grande.

b) Se g é super-linear na origem, isto é, m0x
r+1 ≤ g(x)x ≤M0x

r+1 com r > 1 para |x| < 1

e a função x 7→
√
xg(
√
x) é convexa e super-linear (sem limitante linear inferior com

inclinação positiva) no intervalo [0, δ), para algum δ > 0, então a EDO (5.147) pode

ser substitúıda por

St +
√
γK−1S

1
2 g[(γK−1S)

1
2 ] = 0, S(0) = E(0), (5.183)

e a estimativa de energia (5.146) é válida sempre que t ≥ 2t0 para algum t0 > 0

suficientemente grande.
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Demonstração:

a) Por construção, h0 é estritamente sub-linear, enquanto que h1 é linear, e assim o

resultado segue diretamente do Corolário 5.2.

b) Para determinar h0, resolvemos a equação h0(g(x)x) = cx2 com c = 2(1 +M2
0 ), obtendo

h−1
0 (x) = (

√
(x/c))g(

√
(x/c)). Assim, h0 é côncava e estritamente sub-linear em [0, δ)

pela hipótese. O Corolário 5.2 estabelece que podemos substituir q por h−1
0 ◦ (γK−1I)

na EDO (5.147), e o resultado segue pois o fator c−
1
2 < 1 pode ser incorporado em γ.

Observação 5.5 Integrando a EDO (5.183) obtemos S(t) = G−1
(
− C̃

2
t, E(0)

)
onde

G(y, E(0)) =

∫ √C̃y

√
C̃E(0)

1

g(u)
du

com C̃ = γK−1.

5.7 Calculando Taxas de Decaimento

Os exemplos dessa seção irão ilustrar os resultados da seção anterior. Levaremos em

consideração várias configurações que incluem amortecimento sub e super-linear, tanto no

infinito quanto na origem.

5.7.1 Caso linearmente limitado no infinito

Através dessa subseção assumimos que mx2 ≤ g(x)x ≤Mx2 para todo |x| ≥ 1. Nos

exemplos abaixo, a constante T0 vem do Lema 5.4 e a constante K de (5.148).

Exemplo 5.1 (Dissipação linearmente limitada na origem) Nesse caso, obtemos o de-

caimento exponencial das soluções. Suponha que m0x
2 ≤ g(x)x ≤ M0x

2 para todo |x| < 1.
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Então h0(x) = (M0 +m−1
0 )x e a função q em (5.143) pode ser calculada explicitamente e a

EDO (5.147) torna-se

St + C̃S = 0, S(0) = E(0),

onde C̃ = K−1 med(QT )

med(QT )(2+K−1)+M0+m−1
0

. Isso nos dá S(t) = Eu(0)e−C̃t e E(t) ≤ E(0)e

(
−C̃

(
t
T0
−1

))

para todo t ≥ T0.

Exemplo 5.2 (Dissipação super-linear e polinomial próximo da origem) Suponha

que m0x
p+1 ≤ g(x)x ≤ M0x

p+1 para todo |s| < 1 e algum p > 1. Como a função

s 7→
√
sg(
√
s) = s(p+1)/2 é convexa para p ≥ 1, pelo Corolário 5.3 item b), o decaimento da

energia é determinado pela solução da EDO

St + C̃S
p+1

2 = 0, S(0) = E(0),

onde C̃ = (γK−1)
p+1

2 . Essa equação pode ser integrada diretamente, entretanto, para ilustrar

a fórmula geral obtemos

G(y, E(0)) =

∫ √y
√
E(0)

u−pdu =
1

1− p
[y
−p+1

2 − E(0)
−p+1

2 ].

Dáı, G−1(t) = [E(0)
−p+1

2 + t(1− p)]
2

−p+1 . Assim,

E(t) ≤ S

(
t

T0

− 1

)
= G−1

(
−C̃

2

(
t

T0

− 1

))
=

[
E(0)

−p+1
2 +

(p− 1)C̃

2

(
t

T0

− 1

)]− 2
p−1

para todo t ≥ T0.

Exemplo 5.3 (Dissipação sub-linear próximo da origem) Considere g(s) = sθ para

todo |x| < 1 e algum θ ∈ (0, 1). Pelo Corolário 5.3 item a), o decaimento da energia é

determinado pela solução da EDO

St + C̃S
θ+1
2θ = 0, S(0) = E(0),

onde C̃ =
(
γK−1

c

) 1+θ
2θ

com c =
2(M2

0 +1)

m
2θ

1+θ
0

. Neste caso,

G(s, E(0)) =

√
S
− 1
θ

+1

−1
θ

+ 1
−
√
E(0)

− 1
θ

+1

−1
θ

+ 1
.
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Portanto, G−1(t) =

[(
−1
θ

+ 1
)
t+
√
E(0)

− 1
θ

+1
] 2θ
θ−1

. Assim,

E(t) ≤

[(
1− θ

2θ

)
C̃

2

(
t

T0

− 1

)
+ E(0)

−1+θ
2θ

]− 2θ
1−θ

para todo t ≥ T0.

Exemplo 5.4 (Dissipação do tipo exponencial próximo da origem) Tomemos

g(s) = s3e−1/s2 para s próximo da origem. Como a função h−1(s) = g(
√
s)
√
s = s2e−1/s é con-

vexa [0, δ) para algum δ > 0 suficientemente pequeno, o decaimento da energia é determinado

pela solução da EDO

St + C̃2S2e−(C̃S)−1

= St +
√
C̃Sg[(C̃S)

1
2 ] = 0,

onde C̃ = γK−1. Neste caso, G(y, E(0)) = −1
2
[e1/(C̃y) − e1/(C̃E(0))] e

G−1(t, E(0)) = C̃−1[ln(e1/(C̃E(0)) − 2t)]−1.

Dáı,

E(t) ≤ C̃−1

[
ln

(
C̃

(
t

T0

− 1

)
+ e1/(C̃E(0))

)]−1

para todo t ≥ T0.

Exemplo 5.5 Consideremos g(s) = s|s|e−1/|s| para s próximo da origem. Como a função

g(
√
s)
√
s = s3/2e

− 1√
s é convexa em [0, δ) para algum δ > 0 suficientemente pequeno, o

decaimento da energia é determinado pela solução da EDO

St + (C̃S)
3
2 e
− 1√

C̃S = 0, S(0) = E(0),

onde C̃ = γK−1. Neste caso, S(t) = 1
C̃

ln−2

(
1
2
(C̃t+ 2e

1√
C̃E(0) )

)
. Portanto,

E(t) ≤ 1

C̃

1

ln2

(
e

1√
C̃E(0) + C̃

2

(
t
T0
− 1
)) para todo t ≥ T0.

5.7.2 Casos sub-linear e super-linear

Exemplo 5.6 (Dissipação sub-linear no infinito) Suponha que g é linearmente limitada

próximo da origem 0, isto é, m0s
2 ≤ g(s)s ≤M0s

2 para todo |s| < 1, enquanto que no infinito
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O(g) < 1, o que significa que existe um número positivo θ < 1 tal que,

msθ+1 ≤ g(s)s ≤Msθ+1, para todo |s| > 1.

Então, h0 como no Exemplo 5.1 é linear: h0(s) = (M0 +m−1
0 )s, enquanto que h1(s) = s

p0−2
p0−θ−1

como em (5.142). Assumindo que existe p0 > 2 tal que ut ∈ L∞(R+;Lp0(Ω)) obtemos h0(x)
h1(x)

→ 0

quando x→ 0+, e do Corolário 5.2 a equação (5.169) tem a forma

St + (αS)ρ = 0, S(0) = E(0),

onde ρ = p0−θ−1
p0−2

e α = γK−1 para qualquer número positivo γ < 1.

Como estabelecido no Corolário 5.146, a constante K > 0 é dada por

K =

[
C(T, a,med(QT )) ·D

p0(1−θ)
p0−r−1

0

]
.

A solução desta EDO é dada por

S(t) = (αρ(ρ− 1)(t+ c0))−
1
ρ−1 , c0 =

E(0)1−ρ

αρ(ρ− 1)
.

Assim, para t suficientemente grande (t ≥ 2t0), onde t0 é dado no Corolário 5.2, temos

E(t) ≤
[
E(0)1−ρ + αρ(ρ− 1)

(
t

t0
− 1

)]− p0−2
1−θ

.

Exemplo 5.7 (Dissipação super-linear no infinito) Suponha novamente que g é linear-

mente limitada próximo de 0, e no infinito O(g) > 1, isto é, existe r > 1 tal que

msr+1 ≤ g(s)s ≤Msr+1, para todo |s| > 1.

Como no exemplo anterior h0(x) = (M0 +m−1
0 )s, enquanto que h1(s) = s

p0−2r
p0−r−1 como definido

em (5.142). Assumindo que existe p0 > 2r tal que ut ∈ L∞(R+;Lp0(Ω)) obtemos h0(x)
h1(x)

→ 0

quando x→ 0+, e do Corolário 5.2 a equação (5.169) tem a forma

St + (αS)ρ = 0, S(0) = E(0),

onde ρ = p0−r−1
p0−2r

e α = γK−1 para qualquer constante positiva γ < 1.
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Como estabelecido no Corolário 5.146, a constante K > 0 é dada por

K =

[
C(T, a,med(QT )) ·D

p0(r−1)
p0−r−1

0

]
.

A solução desta EDO é dada por

S(t) = (αρ(ρ− 1)(t+ c0))−
1
ρ−1 , c0 =

E(0)1−ρ

αρ(ρ− 1)
.

Assim, para t suficientemente grande (t ≥ 2t0), onde t0 é dado no Corolário 5.2, temos

E(t) ≤
[
E(0)1−ρ + αρ

(
r − 1

p0 − 2r

)(
t

t0
− 1

)]− p0−2r
r−1

.

Abaixo, resumimos os resultados obtidos na seção 5.7.1. Para as taxas de decaimento

na Tabela 1 assumimos que g é linearmente limitada no infinito.

Comportamento de g próximo da origem (|s| < 1)

s sp>1 sθ<1 s3e−1/s2
s|s|e−1/|s|

Regularidade Energia finita

St + y = 0 y = C̃S y = C̃S
p+1

2 y = C̃S
θ+1
2θ y = C̃2S2e−(C̃S)−1

y = (C̃S)
3
2e
− 1√

C̃S

S(t) c0e
−C̃t [c0 + c1(p− 1)t]−

2
p−1
[(

1−θ
2θ

)
c1t + c0

]− 2θ
1−θ c1

−1 ln−1 (c1t + c0) c−1
1 ln−2

(
1
2(c1t + c0)

)
Tabela 5.1: Taxas de decaimento da energia para um feedback g(s) linearmente limitado.

Para as taxas de decaimento na Tabela 2 assumimos que a função g tem ordem diferente

de 1 no infinito, de acordo com a Definição 5.1. Neste caso, o decaimento uniforme em espaço

de energia finito requer regularidade uniforme de soluções em topologia mais forte.
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Comportamento de g para |s| > 1

g(s) = sθ<1 g(s) = sr>1

Regularidade ut ∈ L∞(R+;Lp0(Ω)), p0 > 2 ut ∈ L∞(R+;Lp0(Ω)), p0 > 2r

EDO St + (αS)
p0−θ−1
p0−2 = 0 St + (αS)

p0−r−1
p0−2r = 0

S(t) (c1
(1−θ)
p0−2

(t+ c0))−
p−2
1−θ (c1

(r−1)
p0−2r

(t+ c0))−
p0−2r
r−1

Tabela 5.2: Taxas de decaimento da energia para um feedback g(s) linearmente limitado próximo
da origem (para |s| < 1) e não linearmente limitado no infinito (para |s| ≥ 1).
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