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RESUMO

BATISTA, F. V. Cédigos Binarios Quase-Ciclicos e Cédigos Estabilizadores obtidos
via Plano Euclidiano Finito PEF F3,. 2023. 106 f. Tese (Doutorado - Programa
de Programa de P6s Graduacdo em Matemdtica em Matematica Aplicada) - Centro de
Ciéncias Exatas, Universidade Estadual de Maringd, Maringa - PR, 2023.

Neste trabalho foi desenvolvido o conceito de Plano Euclidiano Finito (PEF). As
propriedades relacionadas ao PEF foram aplicadas a teoria de cdigos lineares permitindo
a obten¢do de uma familia de c6digos quase-ciclicos bindrios auto-ortogonais em relacao
ao produto interno Euclidiano e ao produto interno simplético. Foi mostrado que com essa
familia de codigos € possivel obter codigos estabilizadores por meio da determinacdo de
seu grupo estabilizador.

Palavras-chave: 1. Plano Euclidiano Finito. 2. Cédigos Quase-Ciclicos. 3. Cédigos
Estabilizadores.
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ABSTRACT

BATISTA, F. V. Binary Quasi-Cyclic Codes and Stabilizer Codes Obtained via Finite
Euclidean Plane PEF FF5,. 2023. 106 f. Thesis (Ph.D. - Postgraduate program in Applied
mathematics) - Exact Sciences Center, State University of Maringé, Maringa - PR, 2023.

In this work, the concept of Finite Euclidean Plane (PEF) was developed. Properties
related to PEF were applied to the theory of linear codes, allowing the derivation of a
family of almost-cyclic binary self-orthogonal codes with respect to both Euclidean inner
product and symplectic inner product. It was shown that with this family of codes, it is
possible to obtain stabilizer codes by determining their stabilizer group.

Key-words: 1. Finite Euclidean Plan. 2. Quasi-Cyclic Codes . 3. Stabilizer Codes.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Neste texto serd apresentado um estudo que teve como objetivo desenvolver um
conceito algébrico e analisar suas implicacdes no ambito da teoria dos c6digos corretores
de erros classicos e quanticos.

A teoria dos codigos corretores de erros € um ramo interdisciplinar que
combina matemdtica e engenharia, com aplicagdes nas mais variadas formas modernas
relacionadas a teoria da informacdo e comunicagdo. Tal teoria tem sido amplamente
estudada desde a publicacdo do artigo "A mathematical theory of communication”, por
Claude Shannon em 1948 [60], que pode ser considerado como a primeira apresentagao
formal dos conceitos da mesma.

O principal aspecto da teoria dos codigos corretores de erros € lidar com a
transmissao e armazenamento confidveis de dados. Com a crescente quantidade de
informacodes transmitidas e armazenadas diariamente, garantir a confiabilidade dos dados
€ uma preocupacgao cada vez maior. Nesse contexto, os codigos corretores de erros surgem
como uma ferramenta para assegurar que os dados de informagdo possam ser transmitidos
com uma excelente margem de seguranca [42].

Um co6digo corretor de erros tem por finalidade detetar e corrigir os erros
que ocorrem durante a transmissdo de dados. Esses erros podem ser causados por
varias razdes, como interferéncia na linha de transmissao, interferéncia eletromagnética,
problemas de hardware ou software, entre outros. Com o auxilio dos c6digos corretores
de erros, € possivel que os dados sejam recuperados mesmo quando houver erros na
transmissao.

Sendo assim, a aplicacdo dos cédigos corretores de erros € ampla, abrangendo
areas como a comunicacdo de dados, processamento digital de sinais e armazenamento
de dados em dispositivos de memoria [18]. Essa teoria é fundamental para garantir a
seguranca e integridade dos dados em sistemas criticos, como em sistemas médicos e de
aviacdo, em que erros podem ter consequéncias graves.

A teoria dos Cédigos Corretores de Erros também teve grandes avancos na drea
quantica. O surgimento dos cdédigos quanticos se deu na década de 90, quando a
criptografia quantica foi estabelecida como um campo de pesquisa [24]. Nessa €poca,
foi descoberto que a informacdo quantica € muito sensivel as perturbacdes do meio
ambiente, tornando a transmissdo e o armazenamento de informac¢do quéntica uma tarefa
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extremamente delicada [57]. Para corrigir os erros que afetam a informagdo quantica,
foram desenvolvidos os Cdodigos Quanticos Corretores de Erros (CQCE), que utilizam
conceitos da mecanica quantica para detectar e corrigir erros [51].

Os CQCE sao fundamentais para o desenvolvimento de tecnologias quanticas,
como a computacdo quantica e a criptografia quantica [25]. Eles s@o usados para proteger
a informagdo quantica durante sua transmissao e armazenamento, garantindo a seguranca
e integridade dos dados [51]. Existem vérios tipos de CQCE, como os cddigos de Shor
[62] e os codigos de Steane [66]. Todos eles utilizam a mecanica quantica para detectar e
corrigir erros, tornando a informagdo quantica muito mais robusta e confidvel.

Atualmente, os CQCE sao uma 4rea de pesquisa muito ativa, com muitos avangos
recentes, como a descoberta dos cédigos auto-corrigiveis [68] e o desenvolvimento de
novas técnicas para detectar e corrigir erros quanticos de forma eficiente [19]. Além disso,
os CQCE estao sendo aplicados em vérios campos, como na comunicagao quantica, na
computacdo quantica e na simulagdo de sistemas quanticos [15]. A pesquisa nessa drea é
fundamental para o desenvolvimento de tecnologias quanticas cada vez mais avangadas e
seguras.

Baseando-se nos fatos mencionados como motivacdo, o presente trabalho
propde-se a desenvolver uma nova abordagem na constru¢do de codigos corretores de
erros. Tal abordagem ocorre por meio da pesquisa relacionada as propriedades algébricas
presentes em um conceito denominado como Plano Euclidiano Finito (PEF). A inspiracio
para utilizar o PEF como base para a realiza¢do deste estudo surgiu mediante pesquisas
realizadas por Audrey Terras e Archie Medrano. Tais autores em trabalhos como [52]
e [69] utilizam uma ideia recorrente na drea da computacdo que consiste em modelar
uma situagdo de cardter continuo substituindo o corpo R por uma aproximacao finita
utilizando algum corpo finito IF,, em que ¢ € uma poténcia de um primo. Por meio de
tal pratica os autores mencionados obtiveram um objeto matematico similar ao espaco
Euclidiano n-dimensional R". Tal objeto foi nominado como espaco Euclidiano finito
n-dimensional, definido sobre o corpo F,, denotado por FZ. Nesse contexto, o PEF €
visto como um espaco Euclidiano finito bidimensional, e que, para o presente trabalho, o
corpo finito sobre o qual o PEF sera definido possui caracteristica 2.

Neste sentido, o conceito de PEF se mostra como um dos aspectos chave
do presente trabalho. Tal afirmacdo serd justificada ao longo do texto por meio da
obtencdo de uma familia de cddigos lineares que apresentam propriedades algébricas
interessantes na teoria de Codigos Corretores de Erros, que foram determinadas através
das propriedades relacionadas ao PEF. E sdo exatamente tais propriedades apresentadas
pelos codigos pertencentes a tal familia que permitem estabelecer a relacdo com os CQCE.

Assim, para a compreensdo do trabalho realizado, o presente texto foi organizado
da seguinte forma:

O Capitulo 2 apresenta conceitos da teoria de corpos finitos que sdo apresentados
com o objetivo de dar o embasamento tedrico para o desenvolvimento do conceito de PEF.

O Capitulo 3 também possui um cardter preliminar, no sentido de apresentar os
conceitos bdsicos relacionados a teoria dos Cédigos Corretores de Erros, em especial os
codigos lineares.

No Capitulo 4 € introduzido o conceito de PEF, utilizando a notacao PEF IF% Sao
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demonstradas algumas propriedades relacionados ao PEF I3, e, em seguida, é introduzida
a primeira contribui¢do da presente pesquisa ao se mostrar como tais propriedades sdao
utilizadas para obter uma classe de QC-c6digos bindrios com indice 2", em que » € N*. O
método empregado na construgdo de tais c6digos tem como base o trabalho desenvolvido
por Da Silva, Carneiro e Castelani apresentado em [12].

O Capitulo 5 apresenta os contetidos referentes a teoria da Informacdo e
Computacdao Quantica que foram utilizados para o desenvolvimento do trabalho que foi
dedicado a elaboracido de QECC.

O Capitulo 6 apresenta a segunda contribuicdo da pesquisa ao se mostrar como a
teoria desenvolvida no Capitulo 4 pode ser usada na obtencao de QECC, em especial os
QECC que pertencem a classe dos cddigos estabilizadores.

Por fim, o Capitulo 7 apresenta um sumadrio dos resultados obtidos e previsoes de
trabalhos futuros.



CAPITULO

CORPOS FINITOS

Neste capitulo serdo tratados alguns conceitos e resultados referentes a teoria
de corpos finitos. Ao fazer isto, pretende-se verificar como € possivel obter uma
representacdo de um corpo finito de forma que seus elementos ndo nulos sejam obtidos
como poténcias de um Unico elemento, pertencente ao corpo em questdo, que possua
determinadas propriedades, ou seja, serdo utilizados os elementos primitivos para realizar
tal representacdo. Nesse sentido, nesta parte do texto, a prioridade serd explorar aspectos
associados a extensdo de corpos. Ressalta-se que ndo ha a pretensdo de realizar uma
discussdo detalhada acerca da teoria que envolve os corpos finitos, de modo que este
capitulo tem um cariter de fornecer ao leitor parte dos pré-requisitos necessarios para
o bom entendimento das ferramentas algébricas necessdrias para o desenvolvimento do
trabalho. Neste sentido, para este capitulo, assim como para todo texto, € necessario que
o leitor tenha um conhecimento prévio de alguns tépicos de Algebra, como Teoria de
Grupos por exemplo. Sendo assim, para maiores detalhes sobre os assuntos elencados
previamente, indicamos as referéncias [22, 34, 44].

2.1 Conceitos Basicos

Esta secdo comega com as defini¢des de anel, corpo e alguns resultados cujas
demonstracdes podem ser verificadas, por exemplo, em [22].

Definicao 2.1. Umanel (R, +, -) é um conjunto néo vazio R munido com duas operagdes
denominadas soma e multiplicacdo denotadas, respectivamente, por + e - , de forma
que :

1. (R,+) é um grupo abeliano;
2. A operagdo de multiplicacdo é associativa;

3. A distributividade da multiplicacdo em relacdo a soma a esquerda e a direita sdo
vdlidas. Isto é, para quaisquer x,y,z € R tem-se:

r-(y+2)=z-y+zx-z2 (y+z2)-z=y-x+z-x. (2.1
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Pode-se referir a um anel (R,+,:) por meio de uma nota¢do abreviada que
omite as operacdes de soma e multiplicacdo. Tal notacdo € dada por R e, portanto,
estd notacdo serd usada no caso em que as operacoes estdo subentendidas. Também ¢é
comum usar a notacdo xy para indicar a multiplicacdo entre os elementos x,y € R. Tais
recursos serdo utilizados ao longo do texto. Também € importante mencionar que para as
proximas defini¢des, a ndo ser que seja mencionado o contrario, as notacdes 0 (zero ou
elemento nulo) e 1 (um ou identidade multiplicativa) serdo utilizadas como as notag¢des
dos elementos neutros das operacdes de soma e multiplicagdo, respectivamente.

Definicao 2.2. Seja R um anel. Com isso, considere as seguintes classificacoes:
1. R é um anel com identidade, se o anel possui identidade multiplicativa.
2. R é um anel comutativo, se a multiplicacdo for comutativa.

3. R é um dominio de integridade, se é comutativo, com unidade e se a identidade
x -y = 0implicax =0 ouy = 0, para quaisquer z,y, z € R;

4. R é um anel de divisdo se os elementos ndo nulos de R formam um grupo em
relacdo a operagdo “-7;

5. R é um corpo se é um anel de divisdo comutativo;

6. Dizemos que R é um corpo finito, quando R possui apenas uma quantidade finita
de elementos.

Pode-se verificar que todo corpo R ¢ um dominio de integridade e também que
os elementos 0 e 1 s@o Unicos. A partir de agora, serd adotada a notac¢do no estilo “F”
para representar um corpo qualquer. A notacdo no estilo “IF,”, com ¢ potencia de algum
ndmero primo, indicard um corpo finito com ¢ elementos. Além disso, a notagdo N*
representard o conjunto dos nimeros naturais ndo nulos, ou seja, N* = N\ {0}.

Definicdo 2.3. A ordem de um corpo F, denotada por |F,|, é igual ao niimero de
elementos de F,. E a ordem de um elemento o € F;, denotada por ord(c), é igual
ao niimero dado por:

ord(a) = min{n € N*: o" = 1}. (2.2)

Definicao 2.4. A caracteristica de um corpo ¥, denotada por char (F), é dada pelo menor
numero m € N, para o qual temos :

m-r=zr+x+---+z=0. (2.3)
m vezes

para qualquer x € F. E, caso ndo exista tal nimero natural diremos que ¥ é um corpo
de caracteristica zero, ou seja, char (F) = 0.

Exemplo 2.5. Como exemplos bdsicos de corpos tem-se os conjuntos Q,R e C dos
niimeros racionais, reais e complexos, respectivamente, com as operagcoes de soma e
produto usuais. Tais corpos possuem infinitos elementos e tém caracteristica 0.
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Algumas defini¢cdes e resultados que serdo apresentados adiante também se
verificam na teoria de anéis. No entanto, no presente texto, tais conceitos serao
considerados apenas relacionados a corpos finitos, uma vez que esse € o foco do capitulo.
A seguir tem-se um teorema que relaciona a caracteristica com a ordem de um corpo
finito.

Teorema 2.6. Dado um corpo F,, tem-se que |F,| = p" (ou seja, ¢ = p") e char(F,) = p,
em que, p é um niimero primo e n € N.

O préximo resultado mostra que existem relagdes entre as operagdes envolvendo
os elementos de um corpo finito e a caracteristica do mesmo.

Teorema 2.7. Seja q = p", p primo e considere o corpo F,. Entdo tem-se que:
1. (z+ y)pk =" 4 ypk,para quaisquer z,y € F, e k € N*;

2. A equacdo x” gt ypk = 1 possui exatamente p" solugdes de pares ordenados (z,y)
com x,y € Fyn para qualquer inteiro k € N*.

A demonstracdo do item 2 do teorema 2.7 pode encontrada em [1]. Outra noc¢ao
importante relacionada ao conceito de anéis € a defini¢do de ideal.

Definicao 2.8. Seja R um anel comutativo com unidade. Um subconjunto ndo vazio
I C R é denominado um ideal de R quando é fechado para a soma e para o produto

por qualquer elemento de R, mais especificamente, se o« + 3 € I e a- v € I para todos
a,feler eR.

Exemplo 2.9. Dado o € R, o conjunto dos miiltiplos de «, isto é, {a.-r : r € R} é um
ideal, denominado de ideal gerado por o e denotado por (). Esse gerador o pode néo
ser o tinico gerador para ().

Definicdo 2.10. Um ideal I € R diz-se um ideal principal se [ = («) para algum o € R.
Se todos os ideais sdo principais, diz-se que R é um anel de ideais principais.

2.1.1 Relacio de Congruéncia e Anéis Z,,

Uma das conexdes importantes entre a teoria de anéis e a dos corpos finitos € feita
por meio dos anéis Z,,. Os conceitos basicos sobre tais tipos de anéis serdo introduzidos
nesta se¢do.

Definicao 2.11. Fixe n € N*. Dados a,b € 7Z, diz-se que a é congruente a b modulo n, e
usa-se a notacdo a = b mod n, quando a diferenca a — b é divisivel por n. Isto é

a=b modn< n|(a—>). (2.4)

Na Definicdo 2.11, a relacdo definida em (2.4) € de equivaléncia em Z, de
modo que as classes de equivaléncia segundo tal relagdo sdo denominadas classes de
congruéncia. Os inteiros a e b pertencem a mesma classe de equivaléncia se, e somente
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se, possuem o mesmo resto na divisao por n. Sendo assim, se @ denota a classe de
equivaléncia de @ € Z em relacdo a congruéncia médulo n, o nimero de classes de
equivaléncia distintas dessa relagcdo € igual a n. E se Z,, € a notag@o usada para representar
o conjunto dessas classes, tem-se:

Z = {0,1,2,....n—1). 2.5)

Sabemos que 7Z, é um anel comutativo em relacdo as operagdes de soma e
multiplicacdo dadas, respectivamente, pora +b = a+bea-b = a - b, para quaisquer
a,b € Z. Associado a relacdo de congruéncia médulo n, segue o conceito de ordem

modulo n.

Definicao 2.12. Fixado n € N* define-se a ordem de um inteiro m médulo n, denotada
por ord,(m), como a menor poténciar € N* tal que m" =1 mod n.

Ainda em relacdo aos anéis Z, tem-se o proximo resultado que possui grande
relevancia dentro da teoria de corpos finitos.

Teorema 2.13. Para qualquer niimero primo p, o anel Z, é um corpo. Além disso, a
menos de isomorfismo existe apenas um corpo finito com p elementos que é dado por
Z,(~ F,).

Ou seja, de acordo com o Teorema 2.13 um corpo cuja ordem é dada por um
nimero primo p € identificado com o corpo Z,. Nesse sentido, a ndo ser que seja
mencionado o contrario, serd acordado que ao longo do texto a notagdo dada por:

F,={0,1,2,...,p—1}, (2.6)

serd utilizada para representar um corpo finito com p elementos, desde que p seja um
nimero primo. Perceba que o Teorema 2.13 ndo abrange corpos finitos de qualquer
ordem, uma vez que o Teorema 2.6 indica a existéncia de corpos cuja ordem seja dada
por meio de alguma poténcia de nimero primo. Sobre isso, € natural questionar se para
qualquer nimero primo p e qualquer natural n existe um corpo cuja ordem seja igual a
p". A resposta para essa pergunta € sim, e tal fato serd discutido nas préximas secdes.

2.2 Anel de Polinomios

Nesta secdo serd introduzido o conceito de polinémio definido sobre um corpo. Os
polindmios sdo fundamentais para mostrar que dado qualquer niimero primo p e qualquer
n € N* existe um corpo F,». Além disso, por meio dos polindmios pode-se obter uma
forma de representar um corpo finito que € conveniente para o nosso trabalho.

Definicao 2.14. Um polinémio f(x) de grau n definido sobre o corpo ¥ é uma expressdo
da forma:

f(z) = Z ax' = ag+ ax + -+ apa”, 2.7)
=0
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emquen €N, eparacadai = 0,...,n os coeficientes a; € ¥, com a,, # 0. O grau do
polinémio f(x) é denotado por O (f) e corresponde ao expoente de a,. Um polindmio
de grau n é monico se a,, = 1. O conjunto de todos os polindmios definidos sobre ¥ é
denotado por F [z].

Um fato importante é que, por convengao, omite-se na expressao do pohnom10 0

termo a;z", toda vez que a; = 0. Dois polindmios f(z) = Z a7’ e g(x Z b’ de
i=0

F[z] sdo iguais quando a; = b; para qualquer i € N. Evidentemente, tal fato implica

O(f) = 0(g). Pode-se definir operacdes de soma e multiplicacdo em F[z]. Além

disso, caso ndo seja feita alguma ressalva, todas as vezes que for utilizada a notagdo

F[x] deve-se entender que F é um corpo.

n

Definicao 2.15. Sejam f(z) = Z a;7" e g(x Z bix' polinémios de F[z]. Sendo
=0 =0
assim a soma dos polinomios f(x) e g(x) € o polindmio denotado por (f + g)(x) definido

da seguinte forma:
k

(f+9)(2) = f(z) + g(x) = cia”, (2.8)

i=0
de modo que c¢; = a; + b; para todo v € N. E a multiplicacdo entre os polinémios é o
polindémio denotado por (f - g)(x) e definido da seguinte forma:

(f - 9)(z) = f(x) - g(z) = Z ciak, 2.9)

de modo que c; = Z a;b;_; para todo i € N.
§=0

Considere f(x),g(x) € F[z]. Pela da Defini¢do 2.15 observa-se que segue
das operacdes de soma e multiplicacdo as seguintes relagdes envolvendo o grau dos
polindmios:

O(f+g) <max{9(f),d(9)}; (2.10)

O(f-9)=0(f)+0(g). (2.11)

Assim, considerando as operagdes que foram definidas no conjunto F[z], segue
0 préximo teorema.

Teorema 2.16. O conjunto dos polinémios F[x] munido com as operagdes de soma
e multiplicacdo dadas na Definicdo 2.15 possui uma estrutura de anel. Este anel é
denominado anel de polinomios sobre F.

O préximo resultado caracteriza todos os ideais do anel F'[z].
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Teorema 2.17. Todo ideal em F [x] é da forma (p(z)), com p(x) € F[z] .

Sendo assim, pela Defini¢do 2.10, segue-se F'[z] é um anel de ideias principais.
Neste ponto do texto serd introduzida a definicao de polindomio irredutivel.

Definicao 2.18. Seja f(x) € F[z] tal que O (f) > 1. Diz-se que f(x) é irredutivel sobre
F se todas as vezes a equagdo f(x) = g(z) - h(x), com g(x), h(x) € F[x], implicar que
g(x) ou h(x) sdo polindmios constantes, ou seja g(x) = a ou h(x) = b sendo a,b € F.
Quando f(z) ndo é irredutivel sobre F diz-se que f(x) € redutivel sobre F.

Exemplo 2.19. Considere em Fy[2] os polinémios f(z) = 2*+x+1e g(x) = 2* +2°+1.
O polinémio f(x) é irredutivel. De fato, suponha que existam polindmios hy(x) = ax+b
e ha(x) = cx + d em Fy[z], de modo que que f(x) = hi(x) - ho(z). Dessa forma,
em fung¢do dos conceitos de igualdade e de multiplicacdo entre polindémios temos que
2>+ 2 +1 = acx® + (ad + be)x + bd implicaria em ac = 1, ad +bc = 1 e bd = 1. Porém,
como Fy = {0, 1} segue que ac = 1,bd = 1 implica a = b = ¢ = d = 1. Isso contradiz o
fato de se ter ad + bc = 1 uma vez que a char(Fs) = 2. Jd o polinémio g(x) é redutivel
pois g(z) = f(x) - f(z) = f*(x).

Definicao 2.20. Se f(x) = Z a;x" é um polindmio ndo nulo de F[z] e a € F é tal que

=0

fla)=> aa' =ag+aa+ - +a,0" =0€F,
=0

diz-se que o é uma raiz de f(x) em F.

Outro fato relevante diz respeito a divisao polinomial. O objetivo aqui ndo € o de
detalhar toda teoria relacionada a tal assunto. No entanto, em termos de contextualizacao,
serd enunciado o Algoritmo da Divisdo através do teorema que segue, € posteriormente
serd feita uma discussao sobre as classes residuais de polindmios.

Teorema 2.21. Sejam f(x),g(x) € F[z] sendo g(x) ndo nulo. Desta forma, existem
q(z) er(z) € F[z] tais que:

f(x) = q(z) - g(x) +r(z), (2.12)
de forma que r(x) = 0ou 0 (r) < 9(g).

A Eq. (2.12) representa a divisdo do polinomio f(x) por g(x). A notagdo @

g(x)’

indica que estd sendo considerada a divisdo de f(x) por g(z). Ainda em relacdo a Eq.
(2.12), o polindmio g(x) é denominado divisor de f(x). Ja os polindbmios ¢(z) e r(x) da
Eq. (2.12) sdo denominados quociente e resto, respectivamente, da divisdo de f(x) por
g(z). Retomando o Teorema 2.12, considere os proximos conceitos.
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Definicdo 2.22. Sejam f(z),g(x) € F[z]. Diz-se que f(x) é divisivel por g(x) (ou que

x
@) € igual a zero (polinémio nulo). Nesse
g(x

g(x) divide f(x)) quando o resto da divisao

caso usa-se a notagdo g(x)|f(x).

Por meio da Defini¢do 2.22 introduz-se um conceito congruéncia similar ao que
foi feito na Secao 2.1.1.

Definicao 2.23. Fixe f(x) € F[z]. Dados g(x), h(x) € F[x], diz-se que g(x) e h(x) sdo
congruentes modulo f(x) se f(x)|(g — h)(x). Nesse caso, utiliza-se a notacdo g(r) =
h(z) mod f(x).

E possivel mostrar que a relacio de congruéncia dada na Defini¢do 2.23 é de
equivaléncia sobre F[z], de modo que, fixado o polindmio f(z) € F[z], a classe de
equivaléncia para um polindmio g(x) € F[z] de acordo com a congruéncia mencionada,
denotada por [¢(z)]s, € dada pelo conjunto:

l9(2)]y = {g(x) +q(x) - f(x) : q(2) € Fla]}. (2.13)

Dessa forma, [g(x)]; é denominado como classe residual do polindémio g(z)
moédulo f(x) em F[x] e o conjunto de todas essa classes é denotada por:

Flz]
5 (2.14)
(f(x))
e denominado de anel quociente de polinomios. A denomina¢do de anel dada para o
F
conjunto < f([x% se deve ao proximo resultado e pode ser verificado, por exemplo, em
x
[30]

Flz]

(f(x))

Teorema 2.24. O conjunto

munido com as operagoes de soma e multiplicacdo

dadas, respectivamente, por:

g(0)]y + [h(@)]; = [(g + h)(@)]s (2.15)

l9(@)] s - [h(2)]; = [(g - h)(2)]; (2.16)

Flz]
(f(2))

Agora, serd feita uma discussdo relacionada a questdo de fatorar polindmios.
Quando um polinémio f(x) € F[z] pode ser representado em termos de um produto
cujos fatores séo outros polindmios de F'[x], ou seja,

possui a estrutura de um anel. Além disso, se f(x) é irredutivel entdo € um corpo.

flz) = Hm(w) = g1(x) - gao(@) - ... gm(), (2.17)
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com gi(x), g2(x),... ,gm(z) € Flx], com m € N*, diz-se que ng(fﬁ) ¢ uma forma
=1
fatorada de f(x). Sobre tal fato, apresenta-se o seguinte resultado.

Teorema 2.25. Os polindémios de ¥ [x] podem ser fatorados de forma vinica, a menos da
ordem dos fatores, por meio de polindmios irredutiveis.

Diante de tais fatos, dd-se seguimento com o resultado.

Proposiciio 2.26. Sejam f(x) € F[z] e a € F. Entdo o é uma raiz de f(x) se, e somente
se, o polinémio monico x — o divide f(x).

Finalizando esta secdo apresenta-se agora um resultado que garante que para
qualquer corpo F, existem polindmios monicos irredutiveis de grau m em F,[z], para
qualquer m € N*. E para tal resultado é necessario apresentar a defini¢do de funcdo de
Mobius.

Definicao 2.27. A Fungao de Mobius, denotada por 1, € a fungdo com dominio N dada
por

(
1, sen=1,
pn) = (=1)*,  se n é o produto de k primos distintos,
L0, se n é divisivel por um quadrado de um niimero primo qualquer.

(2.18)
Considerando a definicao 2.27, segue o teorema.

Teorema 2.28. Denote por I,(n) o niimero de polinémios monicos e irredutiveis de grau
n em F,[z]. Dessa forma:

1 n
L(n) =~ > pu(d)qi. (2.19)

d|n

Note que o Teorema 2.28 mostra que para quaisquer n,q € N* existe um
polindmio f(z) € F,[x] com 0(f) = n que é ménico e irredutivel, uma vez que

I,(n) > 0. Para comprovar que I,(n) > 0 para quaisquer ¢,n € N* observe que, de
acordo com a Defini¢do 2.27, tem-se p(1) = 1 e se n > 1 entdo p(n) > —1. Desse
modo, fixe n inteiro positivo e considere dy, ds, . . . , dj os divisores positivos de n dados
em ordem crescente, ou seja, d,, < d,,.1. Perceba que d,,, > m paracadam =1,... k.
Com isso: n

T <n-—m, (2.20)

para cadam = 2, ..., k. Dessa forma, dado ¢ € N* segue que:
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Exemplo 2.29. Considerando Fy|x], tem-se que o niimero de polinémios ménicos
irredutiveis de grau 2 nesse anel é I5(2) = 1. Tal polinomio é dado por f(x) = z*+x+1.
Agora, para F3[x] o niimero de polinémios monicos e irredutiveis de grau 2 é dado por
I3(2) = 3, e em F5[x] temos I5(2) = 10.

Existem vdrias pesquisas relacionadas a determinagdo de polindmios irredutiveis
definidos sobre um corpo finito. Nao se pretende realizar uma discussdo aprofundada
em tal assunto, mas deixa-se como sugestdo de leitura sobre tal tema, por exemplo, as
seguintes referéncias: [11, 38, 39, 63].

2.3 Extensoes de Corpos

Este trabalho tem como base corpos finitos da forma Fy., com n € N*. Isto é,
o presente estudo ird utilizar como uma de suas ferramentas bdsicas corpos de ordem
2" que possuem caracteristica igual a 2. Mas, como foi mencionado na sec¢io anterior é
preciso garantir a existéncia de corpos de tal natureza. Nesse sentido, nessa secao sera
abordado o tema extensdo de corpos. Uma das utilidades de tal ferramenta é garantir que
para qualquer nimero primo p, e qualquer n € N*, exista um corpo finito da forma .

2.3.1 Existéncia e Unicidade de Corpos da forma I .

Definicao 2.30. Seja F um corpo. Um subcorpo de ¥ é um subconjunto E. C F que
também é um corpo em relacdo as operacoes de F. Nesse caso, diz-se que ¥ é uma
extensdo de E. Se E C F, entdo E é denominado como um subcorpo proprio de F. Um
corpo que ndo possui subcorpos proprios é chamado de corpo primo.

Em relacdo a Definicdo 2.30, € feita a seguinte observacdo. Se F' € um corpo e
Fy, F5 sdo subcorpos de F, entdo F; N Fy também € um subcorpo de F. Verifica-se, sem
muitas dificuldades, que tal fato é vdlido para uma interse¢do arbitraria de subcorpos.
Desse modo, segue o seguinte resultado.

Proposicao 2.31. Seja ¥ um corpo. Entdo ¥ possui um menor subcorpo. Em outras
palavras, todo corpo ¥ possui um subcorpo primo.

Por intermédio da Proposi¢do 2.31 tem-se o proximo teorema.
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Teorema 2.32. Suponha que para o corpo F,, se tenha char (F,) = p. Entdo o subcorpo
primo de ¥, é isomorfo ao corpo F,,.

Seguem agora os fatos que permitem garantir a existéncia e unicidade de corpos
F,», para qualquer p primo e qualquer n € N*. De inicio apresenta-se a definicdo de
corpo de decomposi¢do de um polindmio.

Definicao 2.33. Considere o polinomio f(z) € F|x]. O corpo de decomposigdo de f(x)
é a menor extensdo K de F na qual f(x) se decompoe em fatores lineares de K|[x].

Teorema 2.34. Seja f(x) € F|x]. Entdo o corpo de decomposicdo de f(x) existe e é
inico a menos de isomorfismo.

Proposicio 2.35. Considere p primo e tome em F,[x] o polinémio f(z) = 2¥" —x €
F,[x], em que n € N*. Entdo o corpo de decomposigdo de f(x) é um corpo finito F tal
que |F| = p" e f(x) pode ser decomposto da seguinte forma:

"~z =[] -a). (2.21)

a€lF

Teorema 2.36. Para qualquer primo p e qualquer n € N*, existe um corpo finito com p"

elementos. Além disso, todo corpo finito com p" é isomorfo ao corpo de decomposicdo
de f(z) = 2" —z € F,[z].

Sendo assim, segue imediatamente do Teorema 2.36 o fato de que se dois corpos
finitos possuem a mesma ordem entdo eles sdo "iguais". Ou seja:

Corolario 2.37. Todos os corpos finitos de ordem p", com p primo e n € N*, sdo
isomorfos entre si.

2.3.2 Representacao dos Corpos [

Serdo vistas agora formas e métodos para se representar um corpo finito. No caso,
representar um corpo finito significa obter uma forma de descrever todos os elementos
desse corpo, bem como as operacdes de soma e de multiplicacido associadas a0 mesmo.
A primeira forma de se representar um corpo finito € estender a notacdo apresentada pela
Eq. (2.6) de modo que, dado p primo e n € N, temos:

F,. ={0,1,2,...,p" — 1}. (2.22)

Nesta situagdo, as operagdes de soma e multiplicacdo s@o feitas levando-se em
considerag@o a congruéncia médulo p". Repare que a Eq. (2.22) faz uso de p" simbolos.
Tal fato pode ser um problema quando se pensa em termos computacionais € na questao
de armazenamento de informacdes.

O préximo método que permite representar um corpo finito € retratado por meio
do teorema que se segue. Tal resultado envolve os conceitos de polindmio irredutivel e de
classes residuais.
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Teorema 2.38. Considere p um niimero primo qualquer e suponha que f(x) € F,[x]
seja um polindmio irredutivel sobre F, tal que 0 (f) = n, n € N*. Assim, o conjunto
formado por todos os polindmios de F,[x] que possuem grau menor ou igualan — 1 e
operagades realizadas médulo f(x), formam um corpo de ordem p".

Exemplo 2.39. Considere em Fy o polinémio irredutivel dado por f(z) = z* + x + 1.
Sendo assim, de acordo com o Teorema 2.38, o conjunto dado por {0,1,x,z+1, 22 2%+
La? +a2? 4o+ 1,288+ 1,08+, +a2 28 4o+ 1,28 + 2% +1,2% + 22 +
x,2° + 2* + x + 1}, munido com as operagées de soma e produto médulo f(x), possui
uma estrutura de corpo que, de acordo com o Coroldrio 2.37, pode ser identificado como
Fos = [Fy5.

Agora serd vista a segunda forma de representar corpos finitos. Para isso considere
0 que segue.

Teorema 2.40. Seja IF, um corpo. Entdo, o conjunto F, \ {0} é um grupo multiplicativo
ciclico de ordem q — 1. Dessa forma, tem-se que a® = a para todo a € F,,.

Desse modo, o Teorema 2.40 diz que, todo corpo [F, possui um elemento o de
forma que (o) = F, \ {0}. Ou seja, usando os termos da teoria de grupos, pode-se dizer
que a é um gerador do grupo ciclico F, \ {0}. Esse fato motiva a proxima defini¢@o.

Definicdo 2.41. Um gerador do grupo multiplicativo ciclico F, \ {0} é chamado de
elemento primitivo de IF,,.

Observe que, pelos resultados vistos até 0 momento, se o € [F,» € um elemento
primitivo, entao :
Fpn ={0,1,0,0%, ... 0" 2} (2.23)

A representagdo para um corpo [F)» na Eq. ( 2.23) € muito util quando se trabalha
com a operagdo de multiplicagdo. De fato, de acordo com o Teorema 2.40, se av € Fp;n €
um elemento primitivo todos os elementos ndo nulos de [F,» sdo dados como poténcias de
aeao? ' =1. Comisso, dados i, ] € Z , tem-se que o e o’ representam dois elementos
quaisquer de [F)», e a multiplicacdo desses elementos € efetuada de modo que

ol a? = altihm- (2.24)

sendo que [i + j],n_1 representa o resto da divisdo de i + j por p" — 1.

Por outro lado, para efetuar a soma entre elementos de IF, é preciso recorrer a
tabelas conhecidas como Tabelas Logaritmicas de Zech (TLZ) [30]. A seguir, um estudo
de como tal procedimento funciona. Deste modo, considerando que ¢ < j segue que

o + o = a1+ ai7h). (2.25)

Nesse caso, sabendo para cada inteiro m qual é o inteiro denotado por 3(m), de
modo que:
™ =1 4 ™ (2.26)
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entdo a soma indicada na Eq. (2.25) seria dada por uma multiplicagao. Isto é:
o' +al =a' U, (2.27)

Sendo assim, a TLZ ird fornecer os valores de 3(m), sendo 1 < m < p" — 2, de
modo que a Eq. (2.26) seja satisfeita.

Exemplo 2.42. Considere o corpo Fs = Fas obtido utilizando-se o Teorema 2.38 por
meio do polinémio irredutivel f(z) = z° + x + 1. Dessa forma tem-se Fg = {0,1,z, 1 +
1,22 2241, 224z, 22 4o+ 1}. Levando-se em conta as operagoes de s sendo realizadas
em mddulo f(x), segue que o = x € um elemento primitivo de Fg. Pelo teorema 2.40
chega-se em o® = «, logo o' = z7 = 1. Além disso, o® = 22, 0®> =z + 1,a* = 2° +
z,0° =2 +x+1,0°% = 2> + 1. Usando esta representagdo do corpo Fs, para efetuar a
soma entre os elementos de Fs dados como poténcias do elemento primitivo o = x de uma
forma mais eficiente, pode-se utilizar a TLZ, que nesta situagdo, é dada pela tabela 2.1.
Por exemplo, para realizar a soma entre o* e o deve-se proceder da seguinte maneira:
ot + a® = a*(1 + o?). Como 3(2) = 6, segue que o* + a° = o* 3

. OZG — O{{10}7 =

Tabela 2.1: TLZ para o Exemplo 2.42.

Evidentemente as formas de representacdo de corpos finitos que foram
apresentadas aqui sdo equivalentes, tendo em vista o fato de que corpos finitos de mesma
ordem sdo isomorfos. O Exemplo 2.42 mostra como os métodos discutidos até aqui sao
de fato eficientes a partir do momento em que imaginamos o emprego destas técnicas
em situagdes em que sdo considerados corpos com uma grande quantidade de elementos.
Serd visto na proxima se¢@o como obter uma representa¢io do corpo [F,» conforme a Eq.
(2.23) de uma forma mais assertiva.

2.4 Polinomios Ciclotomicos: Uma forma de
Representar os Corpos [,

Esta é a secdo final deste Capitulo. Determinaremos agora qual serd o
procedimento adotado neste trabalho em relagdo a representag@o dos corpos finitos. Como
jé foi mencionado na se¢do anterior, o interesse € obter uma representacao dos elementos
do corpo [F,» como poténcias de elementos primitivos. Nesta se¢do serd utilizado o
conceito de polinomios ciclotomicos. Tais polindmios permitem encontrar, de uma forma
eficiente, elementos primitivos de um corpo finito. De inicio, considere a defini¢do a
seguir.



2.4 - Polinémios Ciclotomicos: Uma forma de Representar os Corpos I n 16

Definiciao 2.43. Seja n € N*. O corpo de decomposicdo de x" — 1 sobre o corpo F
¢ chamado de n-ésimo corpo ciclotémico sobre F e é denotado por F™V. As raizes de

2" — 1 em F™ sdo chamadas de n-ésimas raizes da unidade sobre F ¢ o conjunto de
(n)

todas essas raizes é denotado por F, ;..

A seguir € apresentado o primeiro resultado relacionado corpos ciclotdmicos e
raizes n-ésimas.

Proposicao 2.44. Considere o corpo F tal que char(F) = p, p primo, e sejan € N*. Se
p ndo divide n entdo F")

roots € Um grupo ciclico de ordem n com respeito a multiplicagdo
de ™).

Definicao 2.45. Seja F um corpo com char(F) = p e n € N* ndo divisivel por p. Entdo
(n)

roots € Chamado de n-ésima raiz primitiva da unidade sobre

o gerador do grupo ciclico F
F.

Definicao 2.46. Seja F um corpo com char(F) = p, sendo p um niimero primo. Dado

n € N* ndo divisivel por p, e &« uma n-ésima raiz primitiva da unidade sobre F. Entdo o
polinémio

()= J] @-a, (2.28)

r=1

)

mde(r,n)=1

é chamado de n-ésimo polinéomio ciclotomico sobre F.
Considerando a defini¢cdo 2.46, segue o proximo resultado.

Teorema 2.47. Seja F um corpo tal que char(F) = p e n € N* ndo divisivel por p.

Loa"—1=]]Qux).
din

2. O n-ésimo polinémio ciclotémico Q),,(x) sobre ¥ satisfaz a seguinte equacdo

Qu(z) = [J (@ = /D = T/ — 1)@, (2.29)

dln dn

Exemplo 2.48. Considere o corpo Fy e n = 15. Desse modo segue:

° Ql = (ZL‘ — 1)
« Qs(z) = H(Id — )/ = (z — 1O (23 — 1)) = 2% 4 g 41,
a3

* Qs(z) = H(xd — RO — (g — 1)FO) (2P — 1PV = 2 g 2 f o+ 1L
5
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« Qi5(x) = H(xd _ 1)u(15/d) = (z— 1)“(15)(:753 _ 1)#(5) ($5 _ 1)u(3)(x15 _ 1)u(1) —
d|15
LR Ly vL L S

Sendo assim, segue que:
(z—D(@*+2+1)@* +22+ 22+ + D@ 2" +2° 2t 42—+ 1) =2 — L

A seguir serdo apresentados mais resultados que auxiliardo a determinar qual
polindmio irredutivel escolher de forma a obter um elemento primitivo.

Definicao 2.49. Seja m um niimero inteiro positivo e considere a fatora¢do de m em
poténcia de primos dada por m = plfl pé” e p’:r. Entdo, a fungdo de Euler do niimero
m, denotada por ¢, é definida da seguinte forma

a2 (o) e

Teorema 2.50. Considerando a fungdo de Euler ¢, segue que o corpo finito ¥, possui
©(q — 1) elementos primitivos, em que q = p" com p primo e n € N.

Exemplo 2.51. Tome o corpo 'y, como exemplo. Considerando a fungdo de Euler, tem-se
1
que Fy possui p(4 — 1) = p(3) =3 (1 — §) = 2 elementos primitivos. Assim, sabendo

que o corpo 'y possui 4 elementos dentre os quais estdo o 0 e o 1, pode-se concluir que
os demais elementos serdo primitivos. Isso significa que qualquer polindomio irredutivel
de grau 2 sobre ¥y que for escolhido fornecerd uma raiz como elemento primitivo. Em
contrapartida, se for utilizado o raciocinio anterior veremos que o corpo F; possui um
total de p(6) = 3 elementos primitivos. Como, obviamente, a ordem de F; é 7, ndo se
pode escolher qualquer polinomio irredutivel para encontrarmos uma raiz que seja um
elemento primitivo neste corpo.

Como consideragdes finais sdo apresentados os seguintes teoremas.

Teorema 2.52. Sejam q,n € N tais que mdc(q,n) = 1. Entdo o polindmio Q,(z)
(n)

; @ A L.
possui uma forma fatorada sobre IF,[x] composta por fatores ménicos irredutiveis

distintos de mesmo grau d, sendo d = ord,(q). Além disso, F
decomposicdo de qualquer um desses fatores

4 € 0 corpo de

Teorema 2.53. O corpo F, é o (¢ — 1)-ésimo corpo ciclotomico sobre qualquer um de
seus subcorpos.

Dessa forma, considere o seguinte resumo que segue para estabelecer um método
de representar os corpos [F,». De acordo com o Teorema 2.53, o corpo F,» € o
(p" — 1)-ésimo corpo ciclotdmico sobre F,,. Assim, como mdc(p, p" — 1) = 1, considere
o polindmio ciclotdmico @Q,»_1(z). Pelo Teorema 2.52, (), () possui uma fatoracao
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o(p" —1)
d

d = ordy_1(p). Assim, pelo item 1 do Teorema 2.47 , uma raiz de qualquer um desses
polindmios serd uma (p" — 1)-ésima raiz primitiva da unidade sobre F,. Isto ¢, fixada
uma dessas raizes, segue que (F,») & um grupo ciclico, em relagio a multiplicaco de
F,», que possui exatamente p" — 1 elementos, de acordo com a Proposig¢do 2.44. Logo,
considerando 0 € [y, tem-se que (F,»), . U {0} € um corpo em relagdo as operagdes de
F,, que possui p" elementos, sendo que os elementos ndo nulos sdo dados por meio de
poténcias.
Por meio de alguns exemplos serd mostrado como tal rotina funciona na pratica.

sobre [F, composta por polindmios monicos e irredutiveis de mesmo grau

Exemplo 2.54. Agora serd mostrado como obter uma representacdo do corpo Fi5. Como
16 = 2, segue que F1g = Foa é igual ao décimo quinto corpo ciclotomico sobre Fy. Do
Exemplo 2.48, obtém-se Q5(x) = 2° — 2" + 2° — 2* + 2° — 2 + 1. Note que ©(15) = 8
e ordy5(2) = 4. Sendo assim, pelo Teorema 2.52, (QQ15(x) admite uma fatoragdo sobre
[Fy composta por 2 polinomios monicos irredutiveis de grau 4. Tal fatoracdo é dada por
Qi5(7) = (z* + 2+ 1)(2* +2° + 1). Desse modo pode-se escolher uma raiz de qualquer
um dos polindmios presentes na decomposi¢do de (Q15(x) para obter uma representagdo
de Fig da forma Figs = {0,1,a,0% o, a* o, a% a” a® a” o™ o't a'? o' o'} A
seguir, seguem duas TLZ (2.2 e 2.3) para a situagdo ilustrada. A primeira foi construida
considerando que o elemento primitivo usado na representacdo de Fig é uma raiz de
m(z) = 2t + 2 + 1, e a outra foi obtida tomando-se como elemento primitivo uma raiz
de py(r) = o* + 2% + 1.

Tabela 2.2: TLZ de F1¢ considerando p;(z).

Exemplo 2.55. Seguindo os mesmos passos do Exemplo 2.54 pode-se obter uma
representacdo em termos de poténcias de um elemento primitivo, por exemplo, para
Fo7 = F33. Nesse caso, seguem as seguintes informagoes:

26 . S A
e For =TF é ). Ou seja, Fo7 € 0 vigésimo sexto corpo ciclotomico sobre 3.

s Os polinémios fi(x) = 2°+2x+1, fo(x) = 23420 +1, f3(z) = 2* +2* + 20+ 1e
fa(x) = 2* 422> +a+1, sdo irredutiveis sobre Fs e Q3(x) = f1(x) fo() f3(x) fa(w).
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Por fim, apresentam-se TLZ em 2.4, 2.5, 2.6 e 2.7 de acordo com cada um dos fatores
monicos irredutiveis de Qa6().

Desse modo observa-se, com os Exemplos 2.54 e 2.55, que o método escolhido
para representar um corpo finito F,» € interessante do ponto de vista de se obter todos
os elementos ndo nulos representados por meio de uma poténcia, uma vez que isso
significa que o corpo F,~ fica caracterizado por meio de um unico elemento. No
entanto, tal elemento estd associado a um determinado polindmio presente na fatoracao
do (p™ —1)-polindmio ciclotdmico relacionado e, por consequéncia, a operagdo de adi¢do
deste corpo € obtida por meio da TLZ associada ao polindmio. Sendo assim, pode-se
dizer que encontrar a forma fatorada do (p" — 1)-polindmio ciclotdmico é um ponto
central do presente trabalho. Sobre tal questdo, € possivel citar diversos trabalhos como
[7, 8, 17, 31, 53] que sdo dedicados a determinar métodos para obter a fatoracdo de
polindmios, ou critérios para descobrir quando um polindmio € irredutivel sobre [, e
possui uma raiz que é um elemento primitivo de IF;”). No entanto, no Capitulo 4, serd
visto que tal questdo ndo interfere na parte tedrica do presente trabalho.
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CAPITULO

CODIGOS CORRETORES DE ERROS

Pode-se considerar que a Teoria dos Cédigos Corretores de Erros foi apresentada
pela primeira vez, de formalmente, por Claude Shannon em 1948, por meio da publicacdo
do artigo "A mathematical theory of communication” [60]. Desde entdo, essa teoria tem se
desenvolvido como uma disciplina interdisciplinar que combina matemadtica e engenharia,
com aplicacdes em diversas formas modernas relacionadas a Teoria da Informacdo e
Comunicagdo. Essa teoria lida principalmente com a transmissdo e o armazenamento
confidveis de dados. Uma vez que os meios de informacdo nem sempre sdo totalmente
confidveis na pratica, os codigos corretores de erros surgem como uma ferramenta para
garantir a transmissdo de dados de informacao com uma excelente margem de seguranga.

3.1 Coadigos: Conceitos Basicos

Esta secdo apresenta as defini¢des basicas relacionadas a Teoria de Cédigos. Para
esta parte do texto, as principais referéncias sao [30, 33, 47, 55, 58, 70].

Definicdo 3.1. Um conjunto finito A serd chamado de alfabeto, e a notagdo |A|
representard o niimero de elementos de A. As palavras de A sdo as sequéncias finitas
formadas por simbolos pertencentes a A. O comprimento de uma palavra é igual ao
niimero de simbolos presentes em sua composicao.

Exemplo 3.2. Uma forma interessante de se exemplificar o conceito de codigo pode
ser retratada por uma das formas de comunicagdo mais utilizada pela humanidade: o
idioma. Por exemplo, na lingua portuguesa é utilizado um alfabeto composto por 26
letras e as palavras desse idioma sdo as sequéncias dessas letras. Note, no entanto, que
a lingua portuguesa ndo é formada por todas as sequéncias possiveis obtidas a partir
das letras do alfabeto, como é o caso da sequencia de letras dada por “leeeespa” ndo
representa uma palavra do idioma portugués.

Definicao 3.3. Seja A um alfabeto. Um codigo corretor de erros de comprimento n é um
subconjunto proprio qualquer de A". Isto é, um codigo C é um subconjunto tal que:

CCA"=AxAx---xA

n vezes

21
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Além disso, se |A| = q, diz-se que C é um cddigo q-drio.

Vale ressaltar que na literatura também sdao considerados cédigos que possuem
palavras com comprimentos distintos [58]. No entanto, de acordo com a Defini¢ao
3.3, neste trabalho serdo considerados apenas codigos cujas palavras possuem 0 mesmo
comprimento. Nesse caso, diz que esses codigos sdo codigos de bloco.

Exemplo 3.4. Considerando o conjunto {0,1} como alfabeto, os cddigos obtidos
sdo chamados de codigos bindrios. Neste contexto, os conjuntos C; =
{(010), (000), (101), (110)} e C» = {(1001), (1110), (0101)} sdo exemplos de cédigos

bindrios de comprimento 3 e 4, respectivamente.

Segundo [70], a teoria dos cddigos de correcao de erros trata da transmissdo e
armazenamento confidveis de dados. Um dos grandes problemas em relagdo a teoria
da informacdo € que os meios de transmissdo ndo sio totalmente confidveis na pratica,
no sentido de que o ruido (qualquer forma de interferéncia) frequentemente causa a
distor¢ao dos dados. Para lidar com esta situagao inevitavel alguma forma de redunddncia
€ incorporada aos dados originais. Com esta redundancia, mesmo que sejam introduzidos
erros (até algum nivel de tolerancia), a informacao original pode ser recuperada, ou pelo
menos a presencga de erros pode ser detectada. Com o objetivo de ilustrar a questdo de
interferéncia, redunddncia e erro considere o préximo exemplo

Exemplo 3.5. Suponha que um robé se mova sobre um tabuleiro quadriculado de forma
que siga apenas um dos comandos por vez: Leste, Oeste, Norte ou Sul. Assim, o robo
se desloca do centro de uma casa para o centro da casa adjacente que ¢é indicada pelo
comando recebido. Os comandos recebidos pelo robé sdo codificados como elementos do
conjunto {0, 1} x {0, 1} da seguinte forma: A informagdo correspondente ao lado direito

Tabela 3.1: Codificacdo das direcdes recebidas pelo robé.

Direcdo | coordenadas
Leste 00
Oeste 01
Norte 10

Sul 11

da Tabela 3.1 é chamada de c6digo da fonte. Agora, suponha que esses pares ordenados
que constituem o codigo fonte devam ser transmitidos via rddio e que o sinal no caminho
sofra algum tipo de interferéncia de tal modo que a mensagem 00 seja recebida pelo robo
como 01. Desta forma, o robo passaria a ir para Oeste ao invés de ir para Leste. Sendo
assim, para se evitar tal fato, as palavras sdo recodificadas para que sejam introduzidas
redunddncias que permitam detectar e corrigir erros. O codigo pode ser modificado como
€ mostrado na tabela 3.2. Observe que nessa recodificacdo as duas primeiras posigcoes
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Tabela 3.2: Recodificacdo das direcées recebidas pelo robd.

Direcdo | Coordenadas | Pds codificacdo
Leste 00 00000
Oeste 01 01011
Norte 10 10110

Sul 11 11101

reproduzem o codigo da fonte, enquanto que as trés posicoes restantes sdo redunddncias
introduzidas. O novo cédigo introduzido, e exemplificado pela Tabela 3.2, é denominado
cddigo do canal. Desta vez suponha que a direcdo para a qual o robo deve se deslocar
seja o Oeste, ou seja, a informagdo enviada é 01011, porém, devida a interferéncias no
canal, a mensagem recebida é 01111. Assim é possivel detectar o erro se a mensagem
recebida for comparada com todas as possiveis mensagens do codigo de modo a notar
que esta ndo pertence ao codigo. Além disso, a mensagem do codigo que tem menor
niimero de componentes diferentes da mensagem recebida é 01011, que é precisamente a
mensagem enviada. Logo, é possivel corrigir o erro.

O processo de codificagdo e decodificagdo dado pelo Exemplo 3.5 pode ser, de
modo geral, simplificado e esquematizado como mostra a Figura 3.1.

Figura 3.1: Esquema simples de um sistema de comunicagdo.

(Fonte —{ Codificador da fonte |—={Codificador de canal |

(Decodificador de canal]

(Decodificador da f0nte]—>[Usuéri0/Recept0r]

3.1.1 Métrica de Hamming

E possivel introduzir uma nocdo de proximidade entre palavras de um mesmo
cddigo de bloco de comprimento n. Tal no¢do € dada por meio do conceito de distdncia
de Hamming.
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Definicdo 3.6. Dados dois elementos © = (r1,xa,...,2,) ey = (Y1,Y2, - - ., Yn) de um
espaco A", chama-se distdncia de Hamming de x a vy, e denota-se por dy(z,y), ao
nuimero de coordenadas em que estes elementos diferem entre si, isto é:

Dado um codigo C C A", chama-se distdncia minima de Hamming de C ao niimero
denotado por dy (C) e definido da seguinte forma:

dy(C) = min{dg(z,y) : 2,y €C, x #y}. (3.2)
Assim segue o seguinte resultado.

Proposicao 3.7. A distancia de Hamming dy é, de fato, uma métrica. Ou seja, dados
u,v,w € A", tém-se:

i) dy(u,v) >0, valendo a igualdade se, e s se, u = v;
i) dy(u,v) = dy(v,u);
iii) dp(u,v) < dp(u,w) + dg(w,v).

Portanto, a Proposic@o 3.7 mostra que a distincia de Hamming € uma métrica que
¢ chamada de métrica de Hamming. Desse modo, vé-se que o espaco A" possui uma
estrutura de espaco métrico.

Note que um cédigo C C A" pode ser caracterizado em funcédo de trés pardmetros:
o comprimento, o nimero de palavras e a distancia minima. A principio, se for
considerado que m representa o nimero de elementos de C, para se calcular a distancia

minima dy (C) seria necessario calcular distancias, fato que exige um esforco

m!
computacional elevado. No entanto, serdo apresentados alguns conceitos e resultados que
possibilitam estabelecer estratégias para se calcular dy(C) de uma forma mais vidvel.
Maiores detalhes sobre tal fato podem ser verificados em [30].

Primeiramente, dado um cédigo C com distincia dy (C), define-se:

K = {%J : (3.3)

em gee |¢] representa a parte inteira de um nimero real .

Teorema 3.8. Seja C um cédigo com distancia minima dy (C). Entdo C pode corrigir até
K erros e detectar até dg (C) — 1 erros.

Observe que, de acordo com o Teorema 3.8, quanto maior for a distdncia minima
de um c6digo, maior serd a sua capacidade de correcdo de erros. Nesse sentido, para a
teoria de cddigos, é de suma importancia poder determinar o valor de dy (C), ou ao menos
poder definir uma cota inferior para a distancia minima.
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3.1.2 Cédigos Equivalentes

Aqui serd apresentada a definicdo de cddigos equivalentes. Para explorar tal
conceito € necessario que se defina o que € uma isometria.

Definicao 3.9. Seja A um alfabeto e n € N*. Uma funcdo F : A" — A" é uma
isometria de A" se preserva distdncias de Hamming. Isto é:

du(F(z),F(y)) = du(z,y); Vaz,y,e A" (3.4)

As caracteristicas apresentadas por uma isometria sao dadas na forma do préximo
resultado.

Proposicao 3.10. Em relacdo as isometrias seguem as seguintes propriedades.
i) Toda isometria de A" é uma bijecdo de A".
ii) A fungdo identidade de A" é uma isometria.
iii) Se I é uma isometria de A", entdo F~1 é uma isometria de A".

iv) Se F e G sdo isometrias de A", entdo a composi¢do F oG também é uma isometria
de A".

Com isso tem-se a proxima defini¢ao.

Definicao 3.11. Dados dois codigos Cy e Cy em A", diz-se que Co € um codigo equivalente
a Cy se existir uma isometria F' de A" tal que F(Cy) = Cs.

E possivel verificar que a Definicdo 3.11 de fato determina uma relacio de
equivaléncia sobre o conjunto de todos os codigos de A". Nesse caso, os codigos que
pertencem a mesma classe de equivaléncia possuem 0s mesmos parametros, ou seja, se 0s
cédigos C; e Cy de A" sdo equivalentes, entdo o comprimento, a dimensao e a distancia
minima de C; e Cy s@o iguais. Mais detalhes sobre cédigos podem ser verificados nas
referéncias [30, 33, 47].

3.2 Coadigos Lineares

A principio existem dois tipos de classes de codigos corretores de erros: o lineares
e os ndo lineares. Os cddigos que serdo apresentados neste trabalho pertencem a primeira
destas classes e possuem como alfabeto um corpo .

Defini¢do 3.12. Um cddigo C C ¥y serd chamado de codigo linear g-drio se for um
subespago vetorial de F.
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Observe que, de acordo com a Defini¢ao 3.12, todo cédigo linear € um espago
vetorial de dimensdo finita. Dado um cdédigo linear C, seja k sua dimensdo e tome
{u1,us,...,ur} como sendo uma de suas bases. Desse modo, qualquer elemento u € C
se escreve de forma tnica como:

u = )\1U1 + )\2u2 + -4 )\kuk (35)

onde \; € Fy, ¢ = 1,..., k. Sendo assim, utilizando o fato de que temos ¢ escolhas para
cada \; € F,, segue que o nimero de palavras m do cédigo C é dado por:

m = |C| = ¢*, (3.6)

€, como consequéncia,
dimg, C = k = log, i log, m. (3.7

Assim, verifica-se que o nimero de palavras de um cédigo linear ¢-ario C depende
de sua dimensdo. Desde modo, ao longo do texto, a terna [n, k, dy(C)],, em que n é o
comprimento, k é a dimenséo e dy(C) é a distAncia minima, serd utilizada para se referir
aos parametros de um codigo linear g-drio.

Definicio 3.13. Dado u € F?, definimos o peso de Hamming de v, denotado por wty(u)
como sendo o niimero inteiro dado por

wty(u) == |{i : u; # 0}, (3.8)
isto é,
wty(u) = dy(u,0). (3.9

Definicdo 3.14. O peso de Hamming um cédigo linear C, denotado por wty(C), € o
niimero inteiro dado por:

wty(C) ;== min{wty(u) : uweC\{0}}. (3.10)

O préximo resultado estabelece a relag@o entre a distancia minima e o peso de um
codigo.

Proposi¢ao 3.15. Seja C C F um cddigo linear com distdncia minima dy(C). Desse
modo:

i) Vu,v,€ Fy, du(u,v) =wty(u—v);

Como dultimo resultado dessa secdo, segue um lema relacionado a cdédigos
bindrios.

Lema 3.16. Sejam x,y € 5. Sendo assim, temos que:
wtg(z +y) = wig(z) + wig(y) — 2[z Ny, (3.11)

em que |x N y| representa o niimero de coordenadas ndo nulas que © e y possuem em
comum.
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Demonstracdo: Primeiramente, observe que para vetores bindrios tem-se a seguinte
igualdade:

wtg(z +y) = dg(z —y,0).

Agora, sem perda de generalidade, suponha que = e y possuam apenas uma coordenada
em comum. Sendo assim, wtg(x + y) = dg(x — y,0) = (wtg(z) — 1) + (wtg(y) — 1).
Procedendo com esse raciocinio |x N y| vezes, segue o resultado. a

3.2.1 Matriz Geradora

Levando-se em consideracdo a teoria de algebra linear, os subespacos vetoriais
C de um espago vetorial ;' podem ser descritos por meio de matrizes. No caso,
considerando o corpo finito I, seja B = {vy,Vva, ..., v}, uma base para o cédigo linear
C C IFZ, e seja G a matriz cujas linhas sdo os vetores v; = (v;1, V2, - - ., Vin) € B, com
1=1,...,k. Isto é:

Vi V11 V12 ++ Uin
Vo Vo1 V22 =+ U2p

G = = . (3.12)
Vk Ukl Uk2 - Ugn

Desta forma segue a préxima definicao.

Defini¢iio 3.17. Uma matriz geradora GG de um cddigo linear C C F; de dimensdo k é
uma matriz de ordem k x n cujas linhas formam uma base para C.

Desse modo, pela Defini¢do 3.17, as palavras de um cédigo linear C pertencem ao
espaco gerado pelas linhas de GG. Neste caso, diz-se que C é um codigo gerado pela matriz
G. Note que, € possivel associar uma determinada matriz G de ordem k; X n aum codigo
C C F}, de dimenséo k; cujas palavras estejam no espago gerado pelas linhas de G. No

entanto, neste caso, a dimensdo de C serd menor ou igual ao nimero de linhas de C:*, ou
seja, ko < ky. Para isso supde-se que algumas linhas de G sdo linearmente dependentes.
No entanto, uma matriz geradora conforme a Defini¢do 3.17 pode ser obtida pela remogao
das linhas de G que causam a dependéncia linear. Dessa forma, ocasionalmente pode-se
dizer que a matriz G é uma matriz geradora de C, embora isso ndo seja tecnicamente
correto quando ks < ki, entretanto, o significado deve ser claro. Em qualquer caso, a
dimensao k; do cédigo associado a G é o nimero de linhas linearmente independentes,
ou seja, o posto de G.
Ainda em relagdo a matriz GG da Eq. (3.12), considere a transformagao linear dada
por:
T: Fr — T’

q

(3.13)
r = x-G
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Com isso, se considerarmos x = (1, s, ..., Tx), temos T'(x) = z1vy + xovo +
-+ -4V, Ou seja, temos que 7' € uma transformagao linear injetora. Logo, do teorema do
nicleo e da imagem segue que para se obter um cédigo linear C C Fy; de dimenséo & basta

definir uma transformagdo linear injetora " : Fi — F. e considerar que Im(T) = C.
Observe que a matriz G depende da escolha da base B.

Exemplo 3.18. Considere a matriz G definida sobre o corpo Fy:

G:

—_ =
o O O
—_ =
[ I

10
00
0 1
Definindo a transformagado linear:

T: Fy — TS

’

z = x-G

obtém-se o codigo linear: C C FS de pardmetros 6,3,1], dado por
¢ = {(0,0,0,0,0,0),(1,0,1,1,1,0),(1,0.1,1,0,0),(1,0,1,0,0,1), (0,0,0,0,1,0),
(0,0,0,1,1,1),(0,0,0,1,0,1),(1,0,1,0,1,1)}. Nesse caso, por exemplo, as palavras
(110) e (011) do cédigo fonte sdo codificadas, respectivamente, como (0,1,0,0,1,0)
¢ (0,1,0,1,0,1).

Percebe-se que como a base para um c6digo linear C C [F' ndo € unica, entdo a
matriz geradora GG para C também ndo o serd. Operacdes elementares sobre as linhas
(multiplicar uma linha por um escalar, adicionar um multiplo escalar de uma linha a
outra e trocar duas linhas) realizadas em GG fornecem matrizes que também geram C.
Em algumas ocasides, uma matriz geradora pode ser mais ttil do que outra. Por exemplo,
se pudermos encontrar uma matriz geradora com a forma:

[Ik | A], (3.14)

em que [ é a matriz identidade de ordem k e A é uma matriz de ordem k x (n — k) e
pensarmos em termos de resolucdo de sistemas lineares, as solugdes do sistema associado
a (G aparecerdo nas primeiras k posi¢des da palavra cédigo. Sendo assim, tem-se a
defini¢do que segue.

Definicao 3.19. Uma matriz geradora G de um cddigo C C Iy estd na matriz na forma
padrdo quando:

G =14 (3.15)
em que A é uma matriz de ordem k x (n — k).

Note que, nem sempre € possivel achar uma matriz geradora de um cddigo
C na forma padrio utilizando apenas as operacdes elementares sobre as linhas. Tal
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fato pode ser exemplificado através da matriz G que aparece no Exemplo 3.18. No
entanto, acrescentando as operacOes elementares sobre as linhas de uma matriz geradora a
operacdo do tipo: permutacdo entre as colunas, pode-se demonstrar o proximo resultado
que pode ser verificado em [30].

Teorema 3.20. Dado um cédigo linear C C F7, existe um cédigo equivalente C' que
possui matriz geradora na forma padrao.

Exemplo 3.21. Dessa forma, combinando as operagcoes elementares sobre linhas com
a operagdo de permutacdo de colunas é possivel obter a partir da matriz G dada no
Exemplo 3.18, uma matriz na forma G' padrdo dada por:

G' =

o O =
o = O

011
010
100

o O O

E de acordo com o Teorema 3.20, o cédigo gerado por G' é equivalente ao cédigo gerado
por G.

3.2.2 Matriz Teste de Paridade

Para iniciar esta Secao, considere a Defini¢do que segue:

Definicao 3.22. Dada uma matriz M definimos o posto de M, denotado por rank(M)
como a dimensdo do espaco gerado pelas colunas de M.

Relacionado ao conceito de matriz geradora estd o conceito de matriz teste de
paridade.

Definicio 3.23. Seja C C F/ um cddigo linear de dimensdo k. Uma matriz H de ordem
(n — k) x n é chamada matriz teste de paridade de C, quando rank(H) = n — k e se
uweCse esése, H-u' =0.

Perceba que, de acordo com a Defini¢do 3.23, um elemento de ]FZ € visto como
uma matriz linha.

A seguir, tem-se uma proposi¢ao relacionada a matriz teste de paridade.
Proposicio 3.24. Seja C C F, um cddigo linear de dimensdo k e suponha que G =

[ I, i A] , seja uma matriz geradora de C na forma padrdo. Sendo assim:

i) H= [—AT | n_k] ¢é uma matriz teste de paridade de C;

ii) se H é uma matriz teste de paridade de C, entdo G - HT = 0;

O proximo resultado fornece uma alternativa para se calcular a distdncia minima
de um cddigo linear por intermédio da matriz teste de paridade.
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Teorema 3.25. Seja H a matriz teste de paridade de um codigo C. A distdncia minima
de C éigual a d se, e so se, quaisquer d — 1 colunas de H sdo linearmente independentes
e existem d colunas de H linearmente dependentes.

Exemplo 3.26. Retomando o Exemplo 3.21, segue que a matriz teste de paridade que é
obtida por meio de G, é dada por:

=

I
O = =
o O =
o o O
(e s R
o = O
= o O

A 3“ coluna de H é nula. Sendo assim, de acordo com o Teorema 3.25, segue que a
distancia minima do cédigo gerado por G, que é equivalente ao cédigo gerado por G', é
igual a 1. Perceba que o exemplo 3.18, mostra que a palavra (0,0,0,0,1,0) faz parte do
codigo gerado por G.

3.2.3 Cédigos Quase-Ciclicos

Nesta secdo serd apresentado o conceito de codigos quase-ciclicos (ou
QC-codigos). Tal classe de codigos lineares surge como uma generalizacdo dos cddigos
ciclicos que, por sua vez, sdo interessantes do ponto de vista computacional pois
possuem bons algoritmos de codificacdo e de decodificacdo [33, 45, 47, 55]. Além
disso, os QC-cddigos sdo parte fundamental do presente trabalho, uma vez que uma
das contribui¢cdes do presente texto € justamente a determinacdo de uma familia de
QC-cddigos bindrios com determinado tipo de propriedades.

Definicao 3.27. A aplicagdo:

(S Fq — ]Fq (3.16)

(Co,...,Cnfl) — (Cnfl,Co,...,Cn,Q),
é denominada desvio ciclico.

Tendo em vista o conceito apresentado na Definicdo 3.27, segue a defini¢do de
codigo quase-ciclico.

Definicao 3.28. Dado o corpo F,, sejan = lm de modo que I, m € N*. Um cddigo linear
C C I, é chamado de codigo quase-ciclico de indice | ou I-QC-cddigo se C é invariante
em relacdo a aplicacdo V', isto é, C = ¢ (C). Quando | = 1, diz-se que C é um cédigo
ciclico

Seguindo na direcdo de obter informacdes sobre a matriz geradora de uma classe
de (QC-cédigos, seja B a matriz quadrada, com entradas em [, da forma:
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bp by by ... by by
bm—l bO bl s bm—S bm—2
B=| _ L (3.17)
by by by ... bp_1 b

Uma matriz da forma B na Eq. (3.17) é denominada matriz circulante. Uma
classe de QC-cddigos pode ser construida (levando-se em conta operagdes elementares
sobre as linhas e permutagdo de colunas) por meio de matrizes circulantes. Neste caso, a
matriz geradora GG de um [-QC-cddigo C € qum pode ser representada da seguinte forma:

G = BOEBIE...iBl,l], (3.18)

de maneira que cada B; é uma matriz circulante de ordem m. Pode-se verificar, por
exemplo, em [10, 13, 47] que a algebra das matrizes circulantes de ordem m sobre

um corpo [, € isomorfa a algebra dos polindmios no anel R,, = % se for
I —
considerado que uma matriz na forma apresentada na Eq. (3.17) estd associada ao

m—1

polindmio b(x) = Z b;z', em que os coeficientes de b(x) sdo as entradas da primeira

linha da matriz aprése?ntada na Eq. (3.17). Nesse sentido, levando-se em conta a matriz
3.18, paracada i € {0,...,l — 1} seja b;(z) € R, o polindmio associado & matriz B;.
Tais polindmios sdo chamados de polinémios geradores do QC-cddigo C € Fflm e, nesta
situacdo, usa-se a notacao:

~ -~

b(z) = (bo(z), b1 (), ..., bi_1(2)), (3.19)

que é denominada de gerador do QC-cédigo C € IFflm Um fato conhecido, e que pode ser
verificado em [73], € que sendo g(x) o polindmio dado por:

g(x) = mdec (b(z), 2™ — 1) = mdc (30(:10),/1)\1(20), . ,/b\l_l(m),xm — 1) , (3.20)

tem-se que a dimensdo k£ do QC-cédigo C gerado por b(x) (conforme 3.19) é igual ao
grau do polindmio h(z) dado por:

h(z) = . (3.21)

Exemplo 3.29. Considere o cédigo bindrio C C FS cuja matriz geradora G é dada por:

Q

I
o O =
_ O
S = O
O ==

0 0
0 1].
11
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Assim C é um 2-QC-codigo. Para ficar mais fdcil de visualizar que C possui indice 2,
pode-se escrever GG da seguinte forma:

11 01 00
G= ({00 11 O1].
01 00 11

Considerando que o comprimento do codigo C é n = 6 e sabendo que | = 2, pode-se
obter um cddigo equivalente a C cuja matriz geradora é uma formada por dois blocos
de matrizes circulantes de ordem 3. Assim, através de uma permutac¢do de colunas que
resulte na coluna 2 ocupando o lugar da coluna 4, a coluna 3 ocupando o lugar da coluna
2, a coluna 4 no lugar da coluna 5, e a coluna 5 no lugar da coluna 3, segue que:

(100 110
G' = [010 011],
001 101
de modo que as matrizes circulantes sdo:
10 0] 110
By=10 1 0|,eB;=|0 11
0 01 1 01

Com isso, o gerador do 2-QC-cddigo gerado por G' é dado por b(x) = (1,1 + z) 0 que
resulta em:

3 —1
mde(x3 — 1,b(x))

=3 — 1.

h(z) =

Portanto, a dimensdo de C é k = 3.



CAPITULO

CODIGOS 2"-QC BINARIOS VIA PEF
F3,

Este capitulo apresenta parte das contribui¢des originais deste trabalho e serd
divido em duas partes. Na primeira parte serd desenvolvido o conceito de plano
Euclidiano finito (PEF). A outra parte do capitulo tem como objetivo apresentar uma
familia de cddigos bindrios, desenvolvidos a partir da nocdo de PEF, que possuem
interessantes propriedades algébricas. A saber, o conceito de PEF foi inspirado nos
trabalhos dados pelas referéncias [52, 69]. Nessas referéncias os autores trabalham com
o conceito de espaco Euclidiano finito n-dimensional que surge na tentativa de simular
as propriedades do espaco Euclidiano com o diferencial de que o corpo base para este
espaco € um corpo finito. Nesse sentido, o PEF se apresenta como um tipo de espago
Euclidiano finito de dimensao 2.

4.1 O Plano Euclidiano Finito F2. (PEF F2)

Considere o corpo Fyr, representado da forma:
For = {0,1,a,0%, - * 2}, 4.1)

de modo que 7 seja um inteiro positivo € « seja um elemento primitivo de For. Note
que, a principio, ndo € especificado qual é o polindmio irredutivel f(x) € Fy[x] estd
sendo considerado de forma que f(«) = 0. Mas, todas as discussdes feitas no capitulo 2
garantem que tal tipo de corpo existe e que char(Fqr) = 2.

4.1.1 Relacao < em [y

Nesse momento, € introduzido um artificio que nos permite representar todos os
elementos do corpo For como poténcias do elemento primitivo . Isso serd feito por
intermédio da seguinte notacao:

o :=0. 4.2)

33
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Assim, a representacdo em (4.1) da lugar a seguinte forma de apresentacao dos
elementos de Fy :

]FZT = {Oé* = O; 050 = ]-7 ala 0527 e 7052T_2}' (43)

Entdo, ao se considerar a Eq. (4.3), percebe-se que existe uma bijecio entre os
elementos de For € os elementos do conjunto que serd denotado por Z, e que é dado por:

7, = {%,0,1,2,...,2" — 2}. (4.4)

Além disso, a notacdo introduzida na Eq. (4.2), permite estabelecer em [y uma
relacdo conforme a defini¢c@o a seguir.

Definicao 4.1. Dado r € N* considere o corpo finito For representado conforme a Eq.
(4.3). Assim, define-se em Fyr a relagdo precede, denotada por <, de modo que para
qualquer i,j € I,, tem-se:

(
1=x e j €L,

o’ j o’ = ol (45)

(1 < J com i,j F# *.

Observe que a relacdo < dada na Definicdo 4.1 determina uma relacdo de ordem
total em [Fo-, conforme é mostrado no préximo lema.

Lema 4.2. A relacdo =< definida conforme a expressdo ( 4.1) é uma relacdo de ordem
total sobre Fyr.

Demonstracao: Para mostrar que < é reflexiva, considere ¢ € Z,.. Se ¢ = * entdo al <o
¢ garantido por meio da primeira condi¢do dada na expressdo (4.5), e se ¢ # * entdo a
reflexividade é garantida pela segunda condicdo. Agora, suponha que se tenha o' < o’
e o’ < o' para determinados i,j € Z,. Dessa forma, se i = * entdo, pela primeira
condicdo de 4.5, deve-se ter também j = * e, com isso, a' = o’. Caso se tenha i % %
entio, como estamos supondo que o’ < o', segue que j # *. Assim, novamente pela
segunda condicdo de 4.5, conclui-se que ¢+ < j e j < 7. Ou seja, o' = o/, Por fim, para
mostrar a transitividade, basta observar que seguindo o que foi estabelecido na Defini¢ao
4.1 tem-se:

af=0=2a’=1=a'"2a’=--- 2”2

O

Diante do que foi visto, o produto cartesiano F2, passa a ter a seguinte
representacao:
F2, = {(a’,a?) | i,j € T,.}. (4.6)
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Note que, uma vez determinado qual o elemento primitivo da representagao (4.3),
os pares ordenados de I3, ficam dependendo unicamente da escolha dos indices em Z,.
Por essa razio serd adotada a seguinte notagiio em para os elementos de F2,:

zij = (a',a?), com 4,5 € T,. 4.7

Com isso, de agora em diante, fica estabelecido que, a menos de mencdes
contrérias, todas as vezes que as notagdes Fg e z;; forem usadas deve-se levar em conta
todas os fatos vistos até este ponto do texto.

Assim, retomando as operacdes do corpo [y, induz-se uma adi¢do e uma
multiplicagdo por escalar em 3, conforme a defini¢io que segue.

Defini¢do 4.3. Sejam z;; = (a',d?) e 24 = (a®,a') pertencentes a Fs, e o™ € Fyr.
Dessa forma sdo definidas operagoes de adig¢do e de multiplicagcdo por escalar em T,
denotadas, respectivamente, por + e o, de modo que:

zij + 2t 1= (@ + o, 07 + a); (4.8)

™ ez = (a™a', a™al), 4.9)
Sendo assim, por meio da Defini¢do 4.3, percebe-se que 5. tem uma estrutura de

espaco vetorial de dimensao 2 sobre 5.

4.1.2 Distancia e Norma em F?2,

A préxima defini¢ao introduzird um conceito que foi utilizada em [52] e [69], e
que constitui um objeto matematico similar a distancia Euclidiana.

Definicdo 4.4. A distdncia de F>,, denotada por d]Fgr, é definida de modo que dados
zij = (', 0!), 2z = (o, ") € F3,, tem-se:
des, (i, 2) = (0 + 0 + 0 + ') (4.10)

Ao analisar a Definicdo 4.4, percebe-se que a distincia ngT nao € de fato uma
métrica, basta observar por exemplo que dIFST assume valores em Fy-. No entanto,
tendo em vista as propriedades de uma métrica, constata-se que ngr possui algumas
caracteristicas interessantes. Tal fato se apresenta por meio da préxima proposi¢ao.
Proposicao 4.5. Para a distancia szg,« sdo vdlidas as seguintes propriedades:

. 2
i) ng Zijs Zst) = 0, V 245, 2g1 € T3
.o o 2
11) ng Zijs Zij) = O, W Zij e Fs,.
iii) dpe (2if, 26t) = dp2 (21, 2if), ¥ 2ij, 2t € F5
]F% ijy ~st F%T sty i ) 17y #st o

i
a
i
At

. 2
IV) d]F% Zijy Zst) = d]Fgr (Zij7 Zuv) + ngr (Zuv> Zst)v v Zijy Rsty Fuw e 5.
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. . 9
V) ngr (Zij + Ruvy Rst + Zuv) == dIFgT (Zij7 Zst); v Zijy Zsty Fuw el re

Demonstracao: Sejam z;;, 25, 2y € IF% 1) Basta observar que ngr assume valores em
Fyr e considerar a ordem = estabelecida em Fy-. ii) De fato, pela Defini¢do 4.4, tem-se
dpz, (2ij, 2ij) = (@' +a? 4+ a' +a)? Como char(Fy) = 2, segue que dpz, (215, 2ij) = 0.
iii) Segue diretamente da comutatividade da operagio + em F3,. iv) Mais uma vez
considere, a expressao (4.10) e tome um elemento z,, € F%T. Dessa forma, do fato de que
char(Fy) = 2, tem-se (o' +a’ +a* +a')? = (o' +a* +a" +a/ + o +a’ +a’ +a')’
Isso mostra que ngr (2ij, 2st) = dﬂrgr (2ij, Zuv) —f—ngr (Zuv, 2st)- V) Esta propriedade também
segue diretamente iv). a

Observe que, em geral, ndo se pode dizer que ngr (2ij, zst) = 0 implica em z;; =
zst. Por exemplo, perceba que d]Fgr (Zix, 24s) = 0, para qualquer ¢ € Z,. . Outro ponto
interessante é dado na propriedade iv), que tem como inspiragdo a desigualdade triangular
de uma métrica.

Deste modo, tendo em vista as discussoes feitas até entdo no presente capitulo,
define-se o plano Euclidiano Finito sobre Fyr.

Definicdo 4.6. O plano Euclidiano Finito sobre F,., denotado por PEF F3,, é definido
como o produto cartesiano F3, munido com a distancia dﬂ;‘gr.

O conceito de distincia em F3, é utilizado para definir um andlogo 2 norma
Euclidiana.

Defini¢do 4.7. A norma do PEF F3,, denotada por ||-||x,., é definida para cada elemento
de T3, de tal forma que:

|26 |[ry = diz, (2i5,0) = (@ + )%, 4.11)

Note que, pela Defini¢do 4.7, ||2;]||r,, € Far para todo z; € Fj. O préximo
resultado destaca duas propriedades que a norma do PEF s possui.

Proposiciio 4.8. Para a norma || - ||p,,, sdo vdlidas as seguintes propriedades:

i) ||2i5 + Zatllewr = I2ijllesr + N2stllesr, V0,58, € Loy

iii) ||zijlleyr = lzinlleor + [|2n5llErs V45,0 € I
Demonstragio: i) Suponha que ||z||r,, = 0 para determinado z;; € F5.. Assim, de
acordo com (4.11), segue que dpz (z;,0) = 0 < (o' + a’)? = 0. Como F3, é um

corpo com char(Fyr) = 2, segue que o' + o/ = 0 implicando em o' = o’. Nessa
situacdo, como os elementos de For estdo em bijecdo com o conjunto de indices Z,., segue
o resultado. 47) Pela defini¢do tem-se que |[2;; + 24t[[r, = dpz, (255 + 25, 0) = 0. Através
das propriedades 7i7), iv) e v) da proposicdo 4.5, chega-se em leér (zij + 2sty 25t + 25t) =
dpz, (zij, zst) = dp2,(2i5,0) + dpz, (25,0), que por defini¢do prova a igualdade. iii)
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Pela defini¢do, segue que |[2|r,, = dpz, (25,0) = (o' + o’)?. Dessa forma, como
char(F3,) = 2, segue que (o' +a’)? = (o' +a" +a" +a’)? = (o' +a™)* + (o™ +a’)?,
para qualquer n € Z,.. a

Em relacdo ao Item i) da Proposicdo 4.8, evidentemente se for considerado que
i,j € Nentdo aigualdade ||z;;||r,. = 0ird acontecer se, e somente se, 7 = j mod 2" —1.
No entanto, sempre serd considerado que os expoentes dos elementos de o pertencem a
Z.

Com isso, se encerra a primeira parte deste capitulo onde foram introduzidas as
ferramentas basicas em relacdo ao PEF Fy-. E as aplicagdes dos conceitos vistos aqui
serdo exploradas na préxima secao.

4.2 Cédigos 2"-QC Binarios via PEF F>,

Nesta secio serd mostrado como aplicar os conceitos relacionados ao PEF F2, para
obtencdo de uma familia de c6digos bindrios quase-ciclicos com propriedades algébricas
interessantes do ponto de vista da teoria da informacao quantica.

4.2.1 Matriz Norma

Levando-se em conta todas as questdes referentes ao conceito de PEF 2, que
foram feitas até o momento, dado um indice ¢ € Z, defina as listas Z; da seguinte forma:

Zi = (Zixs Zi0, Zils - - - » Zi(2r—2))- 4.12)

Com estas listas constréi-se uma matriz, denotada por T, conforme as instru¢des
que seguem. A primeira linha de T, denotada por L, é obtida considerando as listas Z;
ordenadas da seguinte forma:

Lo = <Z* Zy iz zzr_Q). (4.13)

As proximas 2" — 1 linhas sdo obtidas por meio de um deslocamento para a direita
das listas Z; da linha anterior. Assim, a partir de (4.13), temos:

Ly = (227'72 i Zi1 2y 3 227'73)
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Portanto, a matriz Y, é dada por:

Y= | T T T (4.14)

Com isso nota-se que a matriz Y, possui como entradas elementos do PEF FZ,.
Antes de prosseguir, defina sobre o conjunto Z, um operador de desvio ciclico similar ao
que foi feito na Defini¢ao 3.27, denotado por 1), da seguinte forma:

VI, — I,
.
0, se T = x,

T — (4.15)

r+1, se 0 <z <2"—3,

%, se v =2"—2.

Ainda em relacdo ao operador ¢, assume-se que Q0 representa aplicacdo
identidade definida sobre Z,. Com isso, tem-se que Y, é uma matriz 2" x 2%, e tal fato
permite dividir T, em 2" blocos de submatrizes quadradas de ordem 2" cada, denotadas
por (Tr)i, com] <4<2". Paracadal < < 2", amatriz (TT)Z. tem a seguinte forma:

Zji-1(s)
Zjiira)
(T,), = : . (4.16)
2
| 2o

Com isso a matriz T, pode ser representada da seguinte forma:
Tr= [0y 1 (X0, oot (1), @.17)

A seguir, segue um teorema que relaciona a T, com as matrizes circulantes.

Teorema 4.9. Dada a matriz Y, definida em (4.14), para cada k € Z com 1 < k <
2", seja Vi a matriz quadrada de ordem 2" obtida tomando-se em Y, a k-ésima coluna
seguida, respectivamente, das colunas k +2"m de Y,, comm € Zel <m < 2" — 1.
Dessa forma, tem-se que Y, é uma matriz circulante.

Demonstracdo: Primeiramente, considere a reindexacdo dada por ¢ : Z, —
{1,2,3,...,2"}, em que:
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1, Se T = x*,
r+2, se 0<z<2" -2

Assim, ¢ determina uma bijecdo entre Z. e {1,2,3,---,2"}. Com essa reindexagdo

A
N

a lista Z; definida em (4.12), fica associada a lista Z; de modo que Z;, =
(Zig()» Zig(0)> Zig(1)s - - - Zig(2r—2)) = (Zi1, Zia, Zi3, - - - Zi(2r)). Desta forma, a matriz T, pode
ser vista como uma matriz 1, dada por:

[ Z. Zy 2 Zy - Zys)
. Zy g Z. Zy Z1 0 Zorg
T, =

Note que a distin¢do entre T, e Y, ¢ feita apenas na reindexagdo dada por ¢. Dessa
forma, considere uma representacdo de Y, semelhante a representacdo de Y, dada em
(4.17). Com isso, para cada k € Z com 1 < k < 2", obtém-se uma matriz ), conforme

as instrucdes que seguem. Fixe a k—ésima coluna do bloco (TT) que serd a primeira
1

coluna de ;. A segunda coluna de Y, serd dada pela coluna que ocupa a k—ésima

posi¢do no segundo bloco (T,,> que, no caso, € a k + 2"-ésima coluna da matriz 7.
2

Prosseguindo dessa maneira, a matriz j}k serd uma matriz quadrada de ordem 2", cuja
primeira coluna é a k—ésima coluna de T, e as demais 2" — 1 colunas correspondem as
colunas que ocupam, em suas respectivas ordens, as posicdes k + 2"m, onde 1 < m <
2" — 1, em relagdo a matriz Tr. Note que a matriz JA)k ¢ circulante, pois, de acordo com o
processo de constru¢do descrito, sua forma € dada por:

Zxk R0k Rlk A2k T RA(2r—2)k
A Z(2r—2)k Rxk R0k Rk Z(2r-3)k
Vi =

20k f1k 2k A3k Zxk

Com isso a matriz )Aik possui 0 mesmo formato da matriz dada em (3.17). Por fim, basta
reverter a reindexacdo ¢ para se obter uma matriz ), que satisfaz as condi¢des dadas pelo
enunciado. a

A préxima defini¢do mostra como utilizar T, e anorma ||-||g,. para obter matrizes
bindrias.

Definicdo 4.10. Fixe dois pardmetros u,v € I,. A matriz norma-(uv) de Y,, denotada
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por N(uv), é a matriz obtida através de (', por meio da seguinte regra:

substituido em’Y 1, se ||Zij||IE‘2r =a" ou ||Zz‘j||[p2r = Ozv;

Zij ————— (4.18)

0, caso contrdrio .

Exemplo 4.11. Para r = 2 tem-se o corpo F, = {0,1, a, o*} de modo que o seja a raiz
do polinémio f(x) = 2* + x + 1. Isto é, &* = a + 1. Assim, a matriz Y, é dada por:

Zxx Zx0 Zx1 Zx2 Z0% 200 201 202 Z1% Z10 Z11 Z12 Z2x 220 Z21 222
Z2x 220 221 222 Zxx  Zx0 Zx1  Zx2  Z0x 200 201 202 Z1x 210 211 212

To = (4.19)
Z1x 210 211 212 Z2x 220 221 222 Zxx  Zx0 Zx1 Zx2 Z0x 200 201 202

Z0x 200 201 202 21x 210 *11 *12 22x 220 221 222 Zxx  2Zx0 2Zxl  Zx2

Agora, considere a Tabela 4.1, na qual foram calculadas a norma de todos os elementos
de PEF 2.

Tabela 4.1: Normas dos elementos do PEF T2,

zeelles =0 | [zsollrs =1 | [l2allrs = @ | ||2e2llr, = @
lzoelles =1 | [1z00llrs =0 | [l201llrs = @ | |202lr, = @°
lz1elle = 0 | [1z10lles = @ | [l2nlles =0 | [|z12lw, = 1
lzoulle, = @ | [lz20llr, = @2 | [l2allps = 1 | ||222lw, = O

Assim, de acordo com a Tabela 4.1 e a Definicdo 4.10 tem-se, por exemplo as
matrizes N (xx), N(12) e N(01), conforme (4.20), (4.21) e (4.22), respectivamente.

100001000010000 1
000110000T1000T0T10

N(xx) = (4.20)
0010000110000T1T¢00
01 0000100001100 0]
001 100111100110 0]
110000110011 1100

N(12) = 4.21)
11001100001 100T1°1
0011110011000°0T11
(0101 10100101101 0]
1010010110100T101

N(01) = (4.22)
01 011010010110T1°0
1010010110100101
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Observe que, de acordo com a Defini¢do 4.10, tem-se de imediato o préximo
coroldrio.

Corolario 4.12. Dados os pardmetros u,v € I, tem-se que N (uv) = N (vu).

Tendo em vista o resultado 4.12, e levando-se em conta que o total de combinagdes
que podem ser feitas tomando dois parametros em Z,, segue que o nimero de matrizes
distintas do tipo N (uv) é dado por 2"~!(2" + 1). Utilizando o Item 2 do Teorema 2.7 e
o Lema 3.16, é possivel verificar o préximo resultado que mostra que matrizes N (uv)
ndo possuem linhas e nem colunas nulas. E crucial destacar que o teorema em questio
foi concebido de maneira inteiramente original pelo autor, representando, assim, uma
contribui¢do inédita deste trabalho.

Teorema 4.13. Dados u,v € I, considere a matriz norma N (uv). Com isso, segue que:

i) Seu =, entdo o peso de cada linha de N (uv) € igual a 2". Caso contrdrio, o peso
de Hamming de cada linha é 2.

ii) Se uw = v, entdo o peso de Hamming de cada coluna de N(uv) é igual a 1. Caso
contrdrio, o peso de cada coluna é 2.

Demonstracdo: i) Dados u, v € Z,, de acordo com a Defini¢do 4.10, deve-se verificar o
nimero de solu¢des das equagdes dadas por:

12655, = " € ||245]]p, = " (4.23)

Considerando que © = o' e y = o/, as equacdes em (4.23) recaem em uma equagio da
forma:
2?4yt =c, (4.24)

em que ¢ € For. Se ¢ = 0, segue que a Eq. (4.24) terd como solucdo 2" elementos da
forma (o', o). Caso contrério, c # 0, a Eq. (4.24) é equivalente a

Py =1 (4.25)

Neste caso, para obter a Eq. (4.25) basta dividir ambos os lados da Eq. (4.24) por ¢
e considerar o fato de que todos os elementos de [For podem ser representados como
quadrados de elementos de [Fy-. Neste caso, de acordo com o Lema 2.7, a Eq. (4.25)
também possui 2" solucdes. Logo, quando u = v as Equagdes (4.23) sdo iguais e segue
que o peso de cada linha, nesse caso serd 2". Quando u # v, os conjuntos de solucdes
das Equacdes (4.23) sdo disjuntos. Portanto, o peso de cada linha para o caso u # v é
2" + 2" = 2"t i) O raciocinio é andlogo ao que foi feito para demonstrar 7). Considere
2y um elemento de uma coluna qualquer de Y,.. Segue que z; = (ozi, ozl). Dessa forma,
considerando por exemplo o pardmetro u, tem-se que ||2z;||,. = a*, € equivalente a:

(a")? =c. (4.26)
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Observe que na Eq. (4.26) estd sendo considerado que o + (o!)? = ¢ € Fyr. Assim,

levando-se em conta que apenas x = o estd variando, obtém-se de (4.26) uma equacio
de grau 2 equivalente a expressao dada por:

22 =c. (4.27)

Para resolver a Eq. (4.27), note que a aplicacdio quadritica t +— t> é um
For-monomorfismo de [Fyr e, portanto, um automorfismo, pois For € finito. Assim, segue
que 2° = ¢ tem uma tnica raiz em Fy.. Isso prova o resultado. a

A principio as matrizes norma N (uv) ndo podem ser consideradas como matrizes
geradoras de codigos, uma vez que nem sempre suas linhas formam um conjunto
linearmente independente. Como exemplo de tal fato, considere a matriz N(01)
apresentada no Exemplo 4.11. Entretanto, conforme o comentério que segue logo apds a
Defini¢do 3.17, serd feito um abuso de notac¢do para convencionar que a notagao

C(uv) (4.28)

representa um c6digo que é gerado por uma matriz obtida a partir de N (uv) ao retirarmos
as linhas que causam a dependéncia linear. Nesse sentido, serd feito também um abuso de
linguagem para dizer que os cddigos C(uv) sdo cédigos gerados pelas matrizes N (uv).
Com tal fato em mente, apresenta-se o proximo resultado que diz respeito a distancia
minima de tais codigos, e que também € mais uma contribuicao original do autor.

Teorema 4.14. Considerando o cédigo C(uv) gerado pela matriz norma N(uv), segue
que:

d (Cluv)) = 42 %€ 0= (4.29)

27 se u A v
Demonstracao: Suponha que u = v. Nesse caso o peso de cada linha de N (uu) é igual
a2". Com isso, segue que dy (C(uu)) < 2". De (4.17) tem-se:

N (uu) = [N(uu)l N(uw)s ! - N (uw)ar |, (4.30)

em que cada N(uu); é uma matriz quadrada de ordem 2" cujo peso de cada linha e
cada coluna é igual a 1. Assim, considerando que para cada i € {1,...,2"} a notacdo
dy (N(uu);) representa a distdncia minima do espaco gerado pelas linhas de N (uu);,
segue que:

2r
d (C(uw)) > " dy (N(uu)) >y 1=2". (4.31)

i=1 i=1
O caso em que u # v segue de forma andloga com a ressalva que o peso de cada linha e
cada coluna de N (uv); é igual a 2 e que, pelo lema 3.16, os elementos do espago gerado
pelas linhas de N (uv); tem peso par. O
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O Teorema 4.13, mostra que as matrizes N (uv) possuem caracteristica distintas
a depender da forma como os parametros u,v € Z, sdo tomados. Nesse sentido, serd
realizado um estudo que busca relacionar os pardmetros com tais caracteristicas.

4.2.2 Cédigos C(uv) parau = v

Nessa secdo serdo consideradas as matrizes norma da forma N (uu), com u € Z,.
Assim, para tais matrizes, apresentam-se mais contribui¢des originais do presente trabalho
na forma dos seguintes resultados.

Teorema 4.15. As linhas de N(uu) sdo linearmente independentes.

Demonstracdo: Como N (uu) possui 2" linhas segue que rank (N (uu)) < 2". Agora,
suponha que rank (N(uu)) = ¢ seja estritamente menor que 2". Assim, para cada 1 <
i < 2", considere as linhas de N(uu) como vetores da forma L; = (a;1, aso, - - ., @g2r).
Conforme a hipétese feita em relagdo a rank (N (uu)), seja L = {L1,Ls,...,Ls} 0
conjunto formado por 4 linhas linearmente independentes de N (uw). Entdo, existe uma
linha Lg em N (uu) tal que:

Ly =MLy + XLo+ -4+ AsLs, (4.32)

em que \; € For e 1 < ¢ < 4. Por outro lado, o Teorema 4.13 mostra que o peso de cada
linha é igual a 2". Entdo, seja ay, com 1 < t < 2%" uma das entradas ndo nulas de L.
Levando em conta a combinagdo linear dada pela Eq. (4.32), segue que:

Qg = M@i¢ + Aoaor + -+ - + A5y (4.33)

Observe que as entradas ay, ay¢, as, - - - , as; fazem parte de uma das colunas de N (uu).
No entanto, o Teorema 4.13 garante que cada coluna de N(uu) tem um peso igual a
1. Entdo, como é assumido que as € um elemento ndo nulo, segue que ay;; = ag =
.-+ = a5 = 0. Ou seja, a Eq. (4.33)levaa 1l = 0, o que € um absurdo. Portanto,
rank (N(uu)) = 2". O

Sendo assim, as constatagdes dos Teoremas 4.15 e 4.14 justificam o préximo
resultado que caracterizam os cédigos C(uu) por meio dos pardmetros.

Corolario 4.16. As matrizes norma da forma N(uu) geram 2"-QC-cddigos cujos
pardmetros sdo [2*7,2"7,2"]5.

4.2.3 Cédigos C(uv) para u # v

Agora considere as matrizes norma da forna N (uv), com a condi¢do u # v sendo
u,v € Z,. Note que o Teorema 4.14 determina qual € a distancia minima para os c6digos
C(uv). Sendo assim, resta realizar um estudo relacionado a dimensao dos cédigos C(uv),
com u # v para que todos os pardmetros fiquem determinados. Primeiramente, considere
o seguinte resultado que pode ser verificado em [61].
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Proposicao 4.17. Seja G uma matriz circulante de ordem n definida sobre Iy cujo peso é
par, isto é o peso de Hamming de cada linha é um niimero par. Dessa forma, a soma das
1-ésimas linhas parai =1,...,n — 1 é equivalente a n-ésima linha.

Assim, considerando a Proposicdo 4.17 combinado com os Teoremas 4.9 e 4.13,
chega-se ao proximo resultado.

Corolario 4.18. Dados u,v € I, com u # v tém-se que rank(N(uv)) < 2" — 1. E tal
fato equivale a dim (C(uv)) < 2" — 1.

A titulo de informagido as Tabelas 4.2 e 4.3 mostram a dimensao do cédigo C(uv)
parar = 2 e r = 3, respectivamente.

Tabela 4.2: Dimensdo dos cédigos C(uv), parau # ver = 2.

dim (N(uwv)) | % |0 |1 ]2
* 41313]2
0 3141213
1 3121413
2 213|314

Tabela 4.3: Dimensdo dos codigos C(uv), parau # v er = 3.

dim (N(uv)) |« |0 1]2]3|4|5]|6
* 8|7 17|17 |7T|T|7T\7
0 TV8 (T 17|77 7|7
1 TV7T(8 177|777
2 T\T|7|8|T7[7T|7|7
3 TVT7|7|7(8|7|7|7
4 TV7T(T71778]7]|7
5 T\7\7|7|7|7|8]7
6 TVT7|7| 777|738
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4.2.4 Ortogonalidade dos cédigos C(uv)

Nesta secdo serd dado prosseguimento ao estudo relacionado as caracteristicas
envolvendo os pardmetros u, v € Z, dos c6digos C(uv), dando énfase & um dos tépicos da
teoria de cédigos corretores de erros que trada de codigos duais. Perceba que os c6digos
C(uv) sdo subespagos vetoriais de IF%QT. Sendo assim, além do produto interno Euclidiano,
pode-se definir em ngr o produto interno simplético. As defini¢bes de tais conceitos sdo
apresentadas a seguir.

Definicio 4.19. Dados v = (x1,...,2,),y = (Y1,---,Ya) € F, o produto interno
Euclidiano entre x e y é dado por

(T, y)p = szyz (4.34)
i=1

Com isso, dado um cédigo linear C C F7, o conjunto dado por
Cr={zeF, : (x,y)g=0,VyeC}, (4.35)

¢ chamado de cédigo dual Euclidiano de C. Quando temos C C C*E, dizemos que o
codigo C é auto-ortogonal Euclidiano.

O produto interno simplético serd definido por meio do produto interno
Euclidiano. Para isso, consideremos a notag¢do notag¢do (x|y), que representara o vetor
dado pela justaposi¢do de vetores x e y. Dessa forma:

Definiciio 4.20. Sejam x = (x1|x2),y = (y1|y2) € F-", em que x1, T2, y1 € y; pertencem
a I, o produto interno simplético entre x e y é dado por:

(,y)s = 2Qy" = (T1,y2) B — (T2, 91)E, (4.30)
de modo que :
0 1
Q, =1----r-"1. 4.37
Eac] 4

De maneira andloga ao caso Euclidiano, dado um cédigo linear C C F?", define-se o
cédigo dual simplético de C, denotado por C*+, de forma que:

C={zeF" : (2,y),=0,Vy €C}. (4.38)

Assim, o cédigo C é auto-ortogonal simplético quando C C C*=.

Considere C C F2" um cédigo de dimensio k. Seguindo uma linha de raciocinio
daquela que foi utilizada na Definicao 3.15, por meio do método de elimina¢do gaussiana,
combinada com permutacdo de colunas, é possivel representar a matriz geradora de C da
seguinte forma:

G = [Ik A B} , (4.39)
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sendo que A é uma matriz de ordem k X (n — k) e B é uma matriz de ordem k X n.
Quando uma matriz estiver na forma dada pela Eq. (4.39), diz-se que ela se encontra na
forma padrdo simplética. No que se diz respeito a ortogonalidade envolvendo os produtos
internos no caso Euclidiano e no caso simplético para c6digos bindrios serd enunciado o
préoximo lema que € um compilado de resultados conhecidos que podem ser verificados
nas referéncias [37, 46, 72].

Lema 4.21. Sejam C, C F3 e Co C F2" cédigos lineares, ambos de dimensdo k. Suponha
ainda que G e Gy sejam as matrizes geradoras de Cy e Co, respectivamente. Sendo assim,
segue que:

i) Cy € auto-ortogonal Euclidiano se, e somente, se Gy - Gip =0.
ii) Cy ¢ auto-ortogonal simplético se, e somente, se Gy - €2, - GT =o.

iii) dim(C;") =n — ke dim(Cy) = 2n — k.

iv) Se Gy = [Ik 3 Akx(n,k)}, entdo a matriz Hp = [—AT l _]n_k] é a matriz geradora

de C;".
! ! ~ . O 3 BZ;X(TZ—]C) 3 [n_k 2
v) Se Gy = [Ik ' Bix(n—k) | Ckxn], entdo a matriz Hy = -----==Y--% q---- éa
L, Cle, 0

matriz geradora de Cy.

A proxima contribuigdo original deste trabalho se apresenta na forma de
um resultado que permitird estabelecer qual é a relagdo dos cddigo C(uv) com a
ortogonalidade no caso Euclidiano e no caso simplético. Para isso, fixados u,v € Z,
considere a matriz N (uv). Retomando as listas Z; definidas na Eq. (4.12), e levando em
consideragdo a Defini¢éo 4.10, pode-se representar N (uv) da seguinte forma:

_N(Zu(w)) 1 N(Zo(w)) 1 N(Z1(wv)) 1 N(Za(uv) 1 - 1 N(Zarawv))|
N(uw) = |NEr-a) s NE () | NEow) s N@i(w)) - NEslw))|  (4.40)
N(Zo(uw)) 1 N(Z1(uv)) | N(Za(uv)) | N(Zs(uv)) 1 -1 N(Za(uv))
sendo que, para cada ¢ € Z,, a notagao:
N(Z;(uwv)) (4.41)

representa o resultado obtido ao se aplicar a regra (4.18) aos elementos da lista Z;
associados a matriz N (uv). Ou seja, N(Z;(uv)) é um elemento de F5 que, de acordo
com o Teorema 4.13, possui no méximo duas entradas ndo-nulas e tal situacdo depende
se u € ou ndo igual a v. Considerando tais fatos, chega-se ao préximo resultado.
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Proposicao 4.22. Considere a matriz norma N(uv) e fixe um indice i € Z,. Se u # v,
entdo existe um tnico indice j € I, diferente de i, tal que N(Z;(uv)) = N(Z;(uv)).
Caso se tenha v = v, entdo N(Z;(wv)) # N(Z;(uv)) sempre que i # j.

Demonstracao: Suponha que u # v. Dessa forma, existem indices m,n € Z, distintos
tais que ||zin||r,, = @ € ||2zim||r,» = @'. Dessa maneira, pelo Item 7i:) da Proposi¢ao
4.8, segue que ||zm||r,» = & + a”. Por outro lado, o Teorema 4.13 Item i) garante a
existéncia de um tnico indice j € Z, diferente de 4, tal que ||z, ||r,» = a". Considerando
os indices j e m, tal fato implica em || 2, ||r,» = . Agora, se u = v, usando novamente
o Item ¢i) do Teorema 4.13, pode-se afirmar que tal indice j ndo existe. Com isso,
conclui-se o resultado. O

Perceba que a Proposi¢do 4.22 mostra que para qualquer matriz norma N (uv)
se N(Zi(uv)) # N(Z;(uv)), entdo as entradas ndo nulas de N(Z;(uv)) ocorrem
obrigatoriamente em posicdes diferentes das entradas ndo nulas de N(Z;(uv)). Ou seja,
tem-se imediatamente o seguinte resultado.

Corolario 4.23. Dada a matriz norma N (uv), consideremos a representacdo dada em
(4.40). Sendo assim,

1. Se u # v, entdo (N (Z;(uv)), N(Z;(uwv))g =0, V i,j € I,;

0 SRS
2. Seu =, entdo (N(Z;(uv)), N(Z;(uwv))p = { se i # 7j;

1, se i = 7.

Com isso, segue o teorema que relaciona os c6digos obtidos por meio das matrizes
norma com os conceitos de ortogonalidade vistos nas Defini¢des 4.34 ¢ 4.19.

Teorema 4.24. Dados u,v € Z,, temos que:
i) N(uv)- N(uv)' = 0. Ou seja, os cédigos C(uv) sdo auto-ortogonais Euclidianos.

i) N(uv) - Qg2r1 - N(uv)' = 0. Ou seja, os cédigos C(uv) sdo auto-ortogonais
simpléticos.

Demonstracao: Note que, considerando as linhas da matriz Y. que sdo obtidas por meio
da Eq. (4.13), arepresentacao da matriz norma dada na Eq. (4.40) e a notagdo introduzida
pela Eq. (4.41), tem-se que as 2" linhas de N (uv), denotadas por N (L;(uv)), sdo dadas
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da seguinte forma:
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N(Zyr_o(wv)) | N(Z.(uwv)) ' ...

Desse modo, o que determina a multiplicacdo entre uma linha e uma coluna da matriz
N (uv) sdo produtos dados por N (Z;(uv)) - (N(Z;(uv)))". Considerando tal fato e o
resultado 4.23, conclui-se que N (L;(uv)) - (N(L;(uv)))" = 0, para quaisquer 4, j € Z,.
Logo, N(uv)-N(uv)” = 0. O mesmo argumento mostra que N (uv)-Qg2r—1-N (uv)” = 0,
uma vez que, no caso bindrio, o produto N (uv) - {292--1 implica apenas uma permutagio

entre as de 2°" ! primeiras colunas de N (uv), com as suas 2*"~! colunas restantes. O



CAPITULO

ToOPICOS DA TEORIA DA
INFORMACAO QUANTICA

O objetivo deste Capitulo € fornecer uma introdugdo rapida e relativamente
técnica de alguns tépicos relacionados a teoria da Informacdo e Computagdo Quantica,
dando énfase ao tépico de Codigos Corretores de Erros Quanticos (CCEQ). A grosso
modo, pode-se dizer que os CCEQ sdo cddigos corretores de erros que atendem aos
principios da Mecénica Quantica. O ferramental matemaético que € utilizado para estudar
a mecanica quantica € dado pela formulacdo de Dirac. Tal formulagdo tem como
base nogdes relacionadas a Nimeros Complexos, Algebra Linear, Algebra Tensorial, e
serd utilizada ao longo de todo Capitulo. Para ndo fugir do propdsito do texto, que é
a de estudar aspectos relacionados a Teoria de Cddigos, recomenda-se as referéncias
[14, 20, 36, 40, 43, 51, 54] para uma visdo mais ampla sobre a relacdo entre a
fundamentagdo de teoria da Fisica Quantica e a teoria da Informacao.

5.1 Qubit e o0 Espaco de Estados

O conceito mais bésico associado a teoria de Informacdo e Comunicacdes Digitais
€ o bit (abreviacdo do termo em inglés binary unit). Um bit pode assumir dois, e
somente dois, possiveis valores: 0 ou 1. Considerando condi¢des relacionadas a Fisica,
uma situacio que pode ser descrita por meio de um bit € a indicacdo de dois niveis de
tensdo distintos, por exemplo. Em relacdo a teoria da Informagao Quantica a unidade
fundamental de informacdo € conhecida por bit qudntico, e recebe a designagdo de qubit.
O interessante € que um qubit pode assumir dois possiveis valores e qualquer combinagdo
linear intermedidria entre eles em um espaco tridimensional. A titulo de informagdo, os
experimentos envolvendo polarizacdes do féton, ou os estados de excitacdo de um adtomo,
ou os estados de alinhamentos de um spin nuclear sdo citados como situagdes que podem
ser modeladas por meio da ideia de qubit. A seguir introduz-se o primeiro Postulado da
mecanica quantica que tem como propdsito estabelecer o ambiente matematico no qual se
desenvolve a teoria da Mecanica Quantica. E fundamental observar que, neste Capitulo,
serdo apresentados outros Postulados vinculados a Mecéanica Quantica. No entanto,

49
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essa exposi¢do seguird uma sequéncia diferente da ordem de apresentacao tradicional
encontrada em outras fontes, devido a adaptacdo a estrutura de escrita selecionada para
este texto.

Postulado 1. (1° Postulado da Mecanica Qudntica) Todo sistema fisico isolado estd
associado a um espaco de Hilbert, conhecido como espago de estados. O estado do
sistema é dado por um vetor unitdrio, chamado vetor de estado, que pertence a esse
espaco de estados. Dessa forma, o estado do sistema é completamente descrito pelo seu
vetor de estado, que é um elemento do espaco de Hilbert associado ao sistema.

Em func¢ao da proposta do presente trabalho, serdo considerados apenas espagos
de Hilbert que sejam isomorfos a ((C2)n. Nesse sentido, de acordo com Postulado 1,
um estado pode ser representado por um vetor coluna com n componentes complexas,
denominado "ket". A notacdo de Dirac usada para representar um ket ¢ dada por
|z). A cada ket corresponde um vetor linha de mesma dimensdo n, chamado "bra", e
representado por (x|, cujas componentes sdo dadas pelo conjugado das componentes
correspondentes do ket. Assim, um ket e um bra sdo representados, respectivamente,
da seguinte forma:

X

T2
lzy="1| |, e (x|=|2] 25 --- x|, (5.1

Tn
onde 2} indica o complexo conjugado de z;. Observe que, (x| = (Jz)*)” , isto é, o bra é
o conjugado transposto do ket. De acordo com [56], os termos bra e ket foram escolhidos
pois originam-se da divisdo do vocédbulo inglés braket, que significa colchete. Como se o
simbolo matematico representativo do colchete ( , ) resultasse da juncdo de um bra e um
ket. Como foi mencionado, a unidade bdsica da informacdo quantica é o qubit que, em
relagdo a notagdo de Dirac, pode assumir dois estados: |0) e |1). Os estados |0) e |1) sdo
representados, respectivamente, nas formas matriciais dadas por:

=] 1 e m=1| (5.2)

Na teoria da informacao cldssica os bits sdo representados como setas apontando
para cima (1) no caso do estado 1, e uma seta para baixo (J.) para indicar o estado 0. Na
teoria da informacdo quantica, uma maneira de representar um qubit € por meio da esfera
de Bloch que € representada conforme a Figura 5.1.

A esfera de Bloch é uma ferramenta importante na computacdo quantica e no
estudo dos sistemas quinticos de dois niveis. Nela, o polo norte equivale ao estado |0)
e o polo sul corresponde ao estado |1) e os outros locais na esfera sdo chamados de
superposi¢oes dos estados |0) e |1). A superposicdo de estados as vezes € retratada como
um Postulado adicional da mecanica. Aqui, este principio serd apresentado de modo
formal através da préxima definicdo.
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Figura 5.1: Esfera de Bloch e representagdo de um estado | ).

Definicao 5.1. Um estado de superposicao para um qubit é descrito pela forma:

|0} = a]0) + 5[1), (5.3)

em que o, 3 € C sdo as amplitudes dos estados |0) e |1), respectivamente, e satisfazem a
seguinte condigdo
laf* + 18] =1, (5.4)

sendo que |x| = x - x*, Vo € C.

Na teoria da mecénica quantica, a condi¢cao sobre um estado de superposicao,
apresentada em 5.4, se justifica pelo fato de que |a|* e | 3|* representam as probabilidades
de se encontrar os estados |0) e |1), respectivamente, apds se medir o qubit |¢). E,
como probabilidades, a soma deve ser sempre igual a 1. Neste sentido, o conceito de
superposicéo de estados € interpretado como se o estado |p) estivesse simultaneamente
nos estados |0) e |1) e, apds a medida o estado deve entrar em colapso tornando-se
|0) ou |1), com suas respectivas probabilidades. De acordo com [14], a propriedade
da superposi¢do faz parecer que um qubit pode conter uma quantidade infinita de
informagoes, devido as infinitas possibilidades de escolhas para « e 5 em C. No entanto,
essa conclusdo nao € verdadeira, pois ndo é possivel extrair uma quantidade infinita de
informagdes do qubit. Independentemente do tipo de medi¢do, a medida de um qubit
resultard sempre em um estado |0) ou |1). De toda forma, essa propriedade é muito
importante para a computacao quantica.
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5.2 O Produto Tensorial

Na teoria cldssica, ao considerar dois bits, obtém-se quatro estados diferentes:
00,01, 10, 11, que correspondem respectivamente as representacdes bindrias dos nimeros
0,1,2e 3. Algo similar ocorre na teoria quantica, uma vez que pode ser necessario definir
uma base que contenha multiplos qubits para que se possa modelar um determinado
sistema fisico isolado. A operacdo usual para definir esta base € o produto tensorial
entre qubits sobre o espaco vetorial complexo, em que as estruturas da mecanica quantica
sdo descritas. Nesta secdo serdo apresentados, de modo breve, os conceitos bdsicos
relacionados ao produto tensorial tomando como base a notagdo de Dirac para definir
o produto interno (-|-) do espago de Hilbert (C?)".

Definiciio 5.2. Dados quaisquer |z),|y) e |2) € C* e para quaisquer \;,\y € C o
produto interno de C*"', denotado por (-|-), é uma aplicacdo de C*" x C*" em C, que
satisfaz as seguintes condigoes:

i) (zly) = (ylz)*;

ii) (x|z) > 0 com aigualdade ocorrendo se, e so se,

x) =0;
iii) (x|\y+ A2z) = M (z]y) + Ao (x|2).
Assim, os estados |x) e |y) em C*" sdo ortogonais, quando (x|y) = 0.

Definido o produto interno, define-se a norma de um vetor em c?".

Definiciio 5.3. A norma de um estado |x) € C*", denotada por ||z

||z]] = v/ (xlz). (5.5)

, € dada por:

Quando ||z|| = 1, diz-se que |r) é um estado unitirio. Um conjunto de estado
{lz1),...,|zr)} € ortonormal quando todos os estados sdo unitdrios, e dois-a-dois
ortogonais.

Como a dimensio de C*" ¢ igual a 2", é possivel tomar um conjunto
{le1), |ea), ..., |ean)} de estados ortonormais, isto é, (e;|e;) = d; ;, onde d; ; representa o
delta de Kronecker. Com isso, para todo |z) € C*", segue que:

|z) = x1]er) + xalea) + - -+ + Ton|egn). (5.6)

Desta forma, o produto interno de dois vetores (x|y) pode ser escrito da seguinte
maneira:

n

Yo
(x|y) = [x‘{ xy e Tl - || =@y + 23y + -+ Tayon. (5.7)

Yon
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’

Definiciio 5.4. O produto transposto entre os estados |x), |y) € C*', denotado por |z)(y
é definido da seguinte forma:

T T1Y) T1Yy ot TiYan
T . i} Toy]  Tols 0 Tolsn
)yl = [yl Ys o Y| = | _ N PG XY
| Ton _xgnyi‘ Tonly -+ xgny;‘n_

Os conceitos vistos até aqui fornecem a caracterizacdo dos espagos vetoriais
complexos. A seguir sdo dadas as propriedades do produto tensorial de acordo com a
notacdo de Dirac.

Definicao 5.5. Suponha que V e W sejam espacos vetoriais de dimensoes m e n,
respectivamente. O produto tensorial V @ VW é um espago vetorial mn—dimensional.
Os elementos de V @ W sdo combinagdes lineares dos produtos tensoriais |v) ® |w),
com |v) € V e |lw)y € W, satisfazendo as seguintes propriedades: dados z €
C, |v),|v1),|va) € Ve |w), |wy), |wa) € W tem-se:

i) 2(|v) ® [w)) = z(jv)) © [w) = |v) @ (z[w)),
i) (Jv1) +[v2)) @ lw) = (Jv1) @ |w)) + (Jv2) @ [w)),
iii) [v) @ (Jwr) + [w2)) = ([v) @ |wi)) + (Jv) @ |ws)).

As notagdes |v)|w), |v,w) e |[vw) também sdo utilizadas para indicar o produto
tensorial |v) ® |w). Ainda em relagdo a notagdes, também é comum empregar as notagdes
|u)®" e V¥ para denotar, respectivamente o seguinte:

W) =)@ @u) e V=V V. (5.9)
—,_/ | SR ——
n estados ' espagos

Tendo em mente a ideia de produto tensorial apresenta-se o Postulado 2.

Postulado 2. (4° Postulado da Mecdnica Qudntica) O espago de estados de um
sistema composto é o produto tensorial dos espagos de estados dos componentes. Se
|©1), .-, [pn) descrevem os estados de n sistemas qudnticos isoladamente, o estado do
sistema composto é dado por |1) ® - -+ @ |@n).

Ao analisar o Postulado 2 poderia surgir o seguinte questionamento: por que usar
o produto tensorial? De acordo com [51] o motivo do uso do produto tensorial neste
Postulado estd relacionado ao uso do principio da superposi¢do. Note que para sistemas
compostos, parece natural que se |v) é um estado do sistema V e |w) é um estado do
sistema )V, entdo deve haver algum estado correspondente, que podemos denotar por
|v)|w), do sistema de composto ¥V @ W. Com isso o Postulado 2 é obtido ao se aplicar o
principio de superposi¢do a estados de produto dessa forma.
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O Postulado 2 esta relacionado com a modelagem de sistemas cujos estados com
mais de um qubit. De modo geral, o estado |v) com n qubits é uma superposi¢do dos 2"
estados de C*" representados por:

[00...0),]00...1),...,]11...1), (5.10)
de modo que a sequéncia dentro de cada ket em (5.10) € a representacdo bindria dos
ndmeros 0, 1,...,2" — 1. Portanto, observa-se que:

formam uma base ortonormal para o espago de estados com n qubits. Os estados
representados em (5.11) formam um conjunto que é chamado de base computacional
de estados com n qubits. Assim, para cada estado de n qubits [v) € C*", tBm-se:

2n—1
o) = D aili), (5.12)
i=0
com a restri¢cao:
2n—1
> =1 (5.13)
i=0

Para explicitar como, de fato, sdo feitos os célculos envolvendo o produto
tensorial, segue a préxima defini¢cdo que € a representacdo do produto tensorial por meio
de matrizes. Tal representacao é conhecida como o produto de Kronecker.

Definicdo 5.6. Sejam A = (a;j)nxm € B = (bij)sx: matrizes cujas entradas pertengam ao
corpo F. Sendo assim, a representacdo matricial do produto tensorial A @ B, conhecida
como produto de Kronecker, é dada por:

_anB a2 B --- almB_
anbB  axpB - ay,B

A@B=| _ e (5.14)
anlB anQB e CanB

Note que a matriz A ® B tem ordem ns x mt. Observe também que, por meio da
Defini¢do 5.6 constata-se que o produto tensorial ndo € comutativo.

_ 1 0
]eB: 0 —i —1t|, definidas

Exemplo 5.7. Considere as matrizes A = 0 1
-1 0 O

sobre o corpo C. Dessa forma, segue que:
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1 0 1 1 0 1 1 1 1
0O —2 — 0 -7 —1 o -1 0 -1
-1 0 0 -1 0 0 0 -1 —1 —i —1i
A® B = e B A=
0 0O 0 -1 -1 0 0 7 0 )
0 O 0 ) 7 -1 -1 0
0O 0 -1 0 0 0 1

A seguir, apresentam-se algumas propriedades relacionadas ao produto de
Kronecker.

Proposicao 5.8. Sejam A, B,C e D matrizes cujas entradas pertencam ao corpo F.
Dessa forma, supondo que em cada item as ordens das matrizes permitem realizar as
operagoes indicadas, por meio da Defini¢do 5.6 conclui-se que:

i) AQ(B+C)=A®B+A®C;

i) (B+C)QA®(B4+C)=B®A+C® A;

iii) ( MA)@ B=A® (AB)=AA®B), A€ F;

iv) A9 B)@C =A® (B C);

v) AR0=0® A =0, em que 0 representa a matriz nula;

vi) (A® B)- (C®D)=(A-C)®(B-D).

5.2.1 Operadores lineares

Neste ponto do texto se faz necessdrio introduzir o conceito de operador linear.
Operadores lineares estdo relacionados com outros Postulados da mecanica quantica.

Definicao 5.9. Sejam V e W espacos vetoriais. Uma aplicagdo A : V — W é chamada

de operador linear se:

Neste caso, a notacdo A|v) indica que o operador A estd aplicado em |v), isto é, Alv) =
A(|v)). Quando A -V — V), diz-se que o operador A estd definido no espaco vetorial
V. O operador identidade de V, denotador por I, é definido de modo que I|v) =
lv), ¥V |v) € V.

2

E comum a representacdo dos operadores lineares por meio de matrizes.
Considere que V e WV sdo espacos vetoriais sobre o corpo dos complexos. Dado um
operador A : V — W, suponha que By = {|v1),...,|vn)} e By = {|w1),. .., |wnm)}
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sejam bases , respectivamente, de V e V. Dessa forma, para cada j € {1,2,...,n}
existem nimeros complexos ai;, asj, - . . , Gy, tais que:
m
Alv;) = Z Aijlwr). (5.16)
i=1

Deste modo, a matriz (a;;), ., € denominada como a matriz do operador A com
respeito as bases By, e Byy. Nesta situacdo € usada a notacio:

A= (a;) (5.17)

nxm "’

Por meio da matriz do operador, pode-se caracterizar a composi¢do de dois
operadores A : YV — We B : W — U da seguinte forma:

(BoA)v) =(B-A)|v) =B(Alv)) =B - Alv), V |[v) € V. (5.18)

Quando se trata de operadores definidos em espagos vetoriais complexos, €
importante estabelecer o conceito de operadores Hermitianos € operadores unitdrios.
Para isso, € necessdrio definir o que é uma matriz adjunta.

Definiciio 5.10. Seja A = (a;;)nxm uma matriz cujas entradas sejam niimeros complexos.
Sendo assim, a matriz adjunta de A, denotada por A', é definida de modo que:

At = [(af)nxm] " - (5.19)

Isto é, A" é uma matriz obtida ao se conjugar todos as entradas de A e depois considerar
a sua transposta.

Definicao 5.11. Seja A um operador linear definido sobre um espaco complexo V. Sendo
assim:

i) A é um operador Hermitiano, se A = Af:
ii) A é um operador unitdrio, se A - A" = I,

Por intermédio do produto tensorial é possivel obter um operador linear através de
outros dois operadores previamente escolhidos. Tal fato € retratado na proxima defini¢ao.

Definicao 5.12. Dados dois operadores lineares A e B definidos sobre os espacos
vetoriais ¥V e W, respectivamente o operador linear A @ B em YV ® W é descrito por:

(A® B)(Jv) ® |w)) = Ajv) ® Blw), (5.20)
em que |v) € Ve |w) € W.

Com as no¢des de operador Hermitiano e operador unitdrio € possivel apresentar
o Postulado 3 da mecanica quantica.
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Postulado 3. (2° Postulado da Mecdnica Qudntica) A evolucdo temporal de um sistema
quantico fechado é descrita por um operador unitdrio. Isto é, se o estado do sistema
qudntico no instante t, € descrito pelo vetor |¢1), entdo no instante t, o estado do sistema
serd dado por |ps) de modo que | 1) e |p2) estdo relacionados por um operador unitdrio
U que depende apenas de t, e ts. E tal relacdo se dd da seguinte forma:

lp2) = Uln). (5.21)

O Postulado 3 ndo prediz quais sdo os operadores unitdrios que descrevem a
dindmica quantica do mundo real. A mecénica quantica apenas garante que a evolugcao
de qualquer sistema quantico fechado pode ser descrita dessa forma. Uma pergunta dbvia
para fazer é: quais operadores unitdrios sdo naturais a serem considerados? No caso de
qubits Unicos, segundo [51], verifica-se que qualquer operador unitdrio pode ser realizado
em sistemas realistas.

Ainda em relacdo ao Postulado 3, a acdo de um operador unitdrio sobre um estado
preserva sua norma. Portanto, se |¢) é um estado unitdrio o estado U|p), em que U é um
operador unitdrio, também o serd. Um algoritmo quantico consiste em uma prescricao de
uma sequéncia de operadores unitdrios aplicados a uma condicao inicial da forma:

‘Qpn> = (Un et Ul)‘901>- (5-22)

O estado |p,) é medido retomando o resultado do algoritmo. O Postulado da
evolugdo pode ser colocado sob a forma de uma equacido diferencial, chamada equacdo
de Schrodinger. Essa equacdo fornece um método para se obter o operador U quando
se é dado o contexto fisico em questdo. O objetivo da Fisica é descrever a dinamica
de sistemas fisicos, por isso, a equagdo de Schrodinger tem um papel fundamental. O
objetivo da ciéncia da computacdo € analisar e implementar algoritmos, logo, o cientista
da computagdo quer saber se € possivel implementar de alguma forma um operador
unitdrio previamente escolhido. A forma da equagdo (5.21) € conveniente para a area
de algoritmos quanticos.

Nessa dindmica, saber quando dois operadores lineares comutam entre si, cOmo
serd visto mais adiante, € algo importante dentro da teoria de cddigos quanticos.
Para auxiliar a verificacdo de tal fato serdo definidos os conceitos de comutador e
anticomutador.

Definicao 5.13. Sejam A e B dois operadores lineares em um mesmo espaco vetorial. O
comutador entre A e B, denotado por [A, B], da seguinte forma:

[A,B]=A-B-B-A. (5.23)

Analogamente, o anticomutador entre A e B, denotado por { A, B}, é definido da

seguinte maneira:
{A,B}=A-B+B-A. (5.24)
Note que, de acordo com a defini¢do 5.13, se [A,B] = Oentdio A- B = B - A.
Logo os operadores A e B comutam entre si. E se A, B = 0, entdo A e B anticomutam,
istoé, A-B=—-B-A.
E finalizando esta secio segue o Postulado 4, também conhecido como Postulado
das medidas.
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Postulado 4. (3° Postulado da Mecdnica Qudntica) As medidas qudnticas sdo obtidas
através de uma colecdo de operadores de medicdo M,. Esses operadores atuam no
espaco de estado do sistema que estd sendo medido. O indice n representa os resultados
possiveis que podem ocorrer durante a medicdo. Se o estado do sistema qudntico é |v)
logo antes da medicdo, entdo a probabilidade de que o resultado n aconteca é calculada

por meio de p(n) = (v| M} M,|v). Apés a medigdo, o estado do sistema é alterado para
Mp|v)

on) = oy

MM, = I, onde I é o operador de identidade.

Os operadores de medigcdo sdo regidos pela equacdo de completude

Em relacdo aos experimentos envolvendo sistemas modelados pela fisica quintica,
deve haver momentos em que o experimentalista, com seu equipamento experimental,
possa realizar uma observacao para descobrir o que estd acontecendo dentro do sistema.
Tal interacao torna o sistema nao mais fechado e, portanto, nao necessariamente sujeito a
evolucdo unitaria. Desta forma, a grosso modo, pode-se dizer que o Postulado 4 fornece
um meio para descrever os efeitos de medi¢des em sistemas quanticos.

Um tipo especial de operador de medicao é chamado de medicdo projetiva. Uma
medicao projetiva € descrita por um observavel, M, que é um operador Hermitiano no
espaco de estados do sistema em observacdo. O observavel possui uma decomposi¢ao

espectral, M = Zum, onde P, € o projetor sobre o espago proprio de M com

m
autovalor m. Os possiveis resultados da medi¢cdo correspondem aos autovalores, m,

7z

do observavel. Apds a medigdo do qubit |v), a probabilidade de obter m é igual a

p(m) = (v|Pylv). Se m ocorreu, o estado do sistema quintico apds a medi¢do é
Prn|v)
lom) = .
p(m)

Exemplo 5.14. Suponha que o estado |p) = «|0) + [|1) esteja associado a um sistema
quantico de C*. Considerando os operadores My = |0)(0| e M, = |1)(1|, observa-se que
{My, M1} é um conjunto de operadores de medi¢do. Deste modo, apds a medigcdo por

2 0(1) = |82, @
p(1) = |8 ]

s
po) = 7=10) e |p1) = @ID- De
modo geral, tomando C*", e a base computacional dada 5.11, segue o conjunto formado
pelos operadores My, = |k)(k|, com 0 < k < 2" — 1 é um conjunto de operadores de

tais operadores, segue que p(0) = |a

2n—1
medicdo. Logo, dado um estado |vp) € C*" da forma |)) = Z aglk), apds a medigao
k=0
por pelos medidores M), tem-se que p(k) = || e |pr) = |a—k‘\k> sendo (0 < k < 2"—1.
Qg

5.3 Coddigos Quanticos Corretores de Erros

Formalmente, um Cddigo Quantico Corretor de Erros (CQCE) € definido da
seguinte maneira:
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Definicao 5.15. Um codigo quantico corretor de erros (CQCE), é um subespaco C de
dimensdo ¢~ (q é poténcia de um niimero primo) de um espaco de Hilbert ((Cq)®n ~ CY",
A distancia minima d do CQCE C é a menor distancia de Hamming entre duas palavras
cédigo distintas. Ao cédigo qudntico C com comprimento n, dimensdo ¢*, e distancia
minima d pode ser representado por meio da seguinte notagdo C = [n, k, d],.

Assim como nos cddigos cldssicos, o problema de proteger uma informagdo de
uma interferéncia (ruido) também € um dilema evidenciado na teoria da informacao
e computacdo quantica. Diante disso, os cdédigos corretores de erros quanticos tem
como objetivo justamente recuperar um estado quantico original quando o mesmo ¢é
acometido por interferéncias entre o percurso percorrido até chegar ao receptor. Com
isso, muitos dos estudos referentes aos cddigos quanticos gira em torno de entender
como tais codigos agem para proteger a informacdo quando se insere no contexto um
canal pelo qual a informagdo ird transitar. Sendo assim, para entender a ideia de CQCE
(informagdes referentes aos parametros, caracteristicas algébricas de tais c6digos vistos
como subespacos vetoriais, etc), serdo mostrados alguns dos possiveis erros que podem
afetar um tnico qubit em tipos especificos de canais e depois tal no¢do serd ampliada para
situacdes que envolvam n qubits.

5.3.1 Operadores de Pauli

Na computagdo cldssica a manipulagdo nos bits ocorre por meio de operagdes
conhecidas como portas logicas. Tal manipulacio €, na sua esséncia, a conversdo de uma
forma para outra. Por exemplo, para portas que agem em um unico bit de informacao,
a Unica porta nao trivial é a que converte o bit 0 no bit 1 e vice-versa. No caso da
computacdo quantica, as manipulagdes ficam a cargo das portas qudnticas, das quais
as mais importantes, no caso da acdo em um qubit, sdo os operadores de Pauli. Tais
operadores sdo dados pelas seguintes matrizes:

10 01 0 — 1 0
I = , X = Y = | L= . (5.25)
01 10 v 0 0 -1

E comum encontrar na literatura a utilizacao das notacdes:
0o, 0x, Oy €0z, (5.26)

para se referir aos operadores I, X,Y e Z, respectivamente. No presente texto tais
notacdes também serdo empregadas de modo a ndo gerar confusdo. Os operadores de
Pauli sao Hermitianos e unitdrios. Com isso, pode-se mostrar que seus autovalores sao
iguais a 1 ou -1.

Considerando a notacdo de Dirac, os operadores de Pauli admitem as seguintes
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representacdes:

oo = [0){0] + [1)(1],

ox = [1)(0] + |0)(1], (5.27)
oy = i|1)(0] — 4]0)(1]
oz = |0){0] = [1)(1].

Assim, a acdo de cada operador de Pauli diferente da identidade sobre um estado
|1) = «|0) + B]1), é dada da seguinte forma:

ox|) = Bl0) + all);
oy[) = i(=Bl0) +all)); (5.28)
ozl) = «al0) - Bl1).

Em virtude das equagdes dadas em (5.28), os operadores o, oy € 0 recebem do
inglés, respectivamente, as denominacoes bit flip (inversora de bit), phase flip (inversora
de fase) e bit and phase flip (inversora de bit e de fase). O conceito de fase possui uma
relagdo com os coeficientes a e 3 do estado |1)) e admite mais de uma interpretacdo do
ponto de vista fisico. Além disso, existem outros tipos de portas quanticas que agem sobre
um qubit. A discussio de tais fatos ndo € objetivo do presente trabalho e para tais detalhes
indica-se a referéncia [51]. Mais propriedades relacionadas serdo vistas mais adiante.

5.3.2 Codigo Corretor de Erros Bit Flip para Trés Qubits

Esta secdo trata de apresentar um exemplo com o intuito de ilustrar como os
codigos quanticos funcionam na questdo de protecdo da informacdo. Para dar inicio,
suponha que por um canal sejam enviados qubits de forma que, este canal os inverte com
a probabilidade p e os mantém inalterados com probabilidade de 1 — p. Ou seja, tal
situacdo trata do canal bit flip cuja agdo € dada por meio matriz de Pauli X. Desde modo,
com base em [40], tal canal pode ser definido da seguinte maneira:

Definiciio 5.16. Dado o qubit |1)) = «|0) + (|1) o canal de inversdo de bits age sobre
|v) da seguinte forma:

o Xy = a|l) + 5|0) com probabilidade p;
* |1)) com probabilidade 1 — p.

Assim, para proteger a informacdo dada pelo qubit |¢)) decorrentes dos efeitos de
ruido do canal bit flip, utiliza-se o cddigo bit flip. Tal cédigo utiliza trés qubits e tal fato é
feito da seguinte maneira. Considere um qubit da forma |¢)) = «|0) + 3|1) e assuma que
|1) seja codificado com trés qubits da seguinte forma:

1)) coa = |000) + B|111). (5.29)
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Neste caso, define-se |000) e |111) como os estados légicos [0), e |[1)y,
respectivamente. Ou seja:

|0), :=[000) e |1) := [111). (5.30)
Na realidade, a expressdo (5.30) estabelece a seguinte codificacio:

codificacao codificacao
— —

10) 1000) e |1) 111). (5.31)

O canal bit flip € considerado independente, isto €, cada qubit passa pelo canal por
meio de uma cépia independente, significando portanto que a a¢do de erro ocorre de forma
separada em cada qubit ([40, 51]). Agora serd mostrado como realizar os procedimentos
de medi¢des neste canal para a identificacdo dos erros. Suponha que o estado inicial
|1) tenha sido codificado para o estado |¢)..q conforme a Eq. (5.29). Sabe-se que cada
um dos trés qubits passa pelo canal bit flip através de uma copia independente. Sendo
assim, assuma que tenha acontecido um erro em no miximo um qubit e que, por esse
motivo, se deseje corrigir tal erro sem que haja a perda da superposicao [1)..q = «|000)+
B|111). Para se corrigir o erro e recuperar o estado original é utilizado um procedimento
que consiste de duas etapas. A principio, deve-se realizar uma medida sobre o estado
quantico que ird detectar o erro, caso haja algum. O resultado desse processo de medi¢ao
¢ denominado sindrome de erro. Em relacdo ao canal bit flip existem quatro tipos de
sindromes de erro que correspondem aos operadores de projecdo dados por:

Py = |000)(000| + |111)(111]

) ( XS
Py = [100)(100| + [011)(011] (5.32)
X 3

P, = [010)(010] + [101) (101
Py = [001)(001] + [110)(110)|

O operador F, estd associado a ndo ocorréncia de erros, o operador P estd
associado a ocorréncia de erros no primeiro qubit, e os operadores P, e P; estdo
associados a ocorréncia de erros no segundo e no terceiro qubit, respectivamente. A seguir
segue a descricdo de como o processo de deteccdo de erros funciona de fato. Suponha,
sem perda de generalidade, que um erro tenha ocorrido no terceiro qubit. Deste modo, o
estado:

|1} coa = |000) + 5]111),
se torna:
) = a]001) + £]110).

Sendo assim, de acordo com o Postulado 4, ao se aplicar o operador Ps3, obtem-se a
probabilidade p3 de modo que:

ps = (V| Psldh)
= (*(001] + 5*(110])(|001)(001])(ct|001) + 3]110))
+((001] + B*(110])(]110)(110|)(ce|001) + B|110)) (5.33)
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Usando o fato de que os estados [001) e |110) fazem parte da base ortonormal para
o espago de estados em C®, segue da equacio (5.33) que:

p3 = <1/~1|P3|1;> =laf + 8 =1

Com esta sindrome se identifica o erro no terceiro qubit. Note que, se a medi¢ao
for feita, nesse caso, com os outros projetores, os resultados que encontrariamos seriam
iguais a zero. Observe também que, durante esse processo de detec¢cdo o estado afetado
pelos erros ndo € afetado pela medicao da sindrome. O que ocorre € que a sindrome
contém apenas informacdes sobre o qubit corrompido, mas nenhuma informagdo sobre
o estado que estd sendo medido uma vez que « e [ sdo desconhecidos. Para recuperar
o estado original |1))..q, basta utilizar novamente o c6digo bit flip em |¢)) para inverter
o terceiro qubit novamente. O procedimento mencionado para recuperacdo do estado
pode ser aplicado independente de em qual qubit tenha ocorrido o erro. Se nenhum erro
ocorrer neste processo, aplicando o operador F, tem-se py = 1, ou seja, nenhum erro
ocorreu. Procedendo da mesma forma, recupera-se o estado codificado original em todos
os casos ([40]).

Agora, serd mostrada uma forma alternativa para proceder o processo de medida.
Para esta parte serd introduzida uma nota¢do com o intuito de abreviar a representacao
de operadores que possuem varios fatores em relacao a representagdo com o produto de
Kronecker. Tal notacdo funcionard da seguinte forma: considere um operador que agem
em um estado de 5 qubits, porexemplo X /@ Z7QY ®[1e X QX RXRIRZRI®I. Nesta
situacdo usa-se, respectivamente, as notacdo X;73Y; e X7 X2Z3. Ou seja, nesta notacdo
o subindice indica em qual qubit o operador estd agindo e o operador / é sempre omitido.

Com isso, considere a substitui¢do dos quatro operadores de medida Fy, P, P, e
Ps, pelos seguintes operadores:

Zols i =1® 7R Z. (5.35)

Ambos operadores possuem autovalores —1 e 1. Suponha, desta vez, que a
transmissdo do estado [¢))..q = «|000) + 5|111) tenha resultado em uma altera¢do no
primeiro qubit, ou seja, [¢)) = a[100) + £]011). O operador Z; Z, compara o primeiro e o
segundo qubit da seguinte forma: se apds a transmissao os qubits em questdo forem iguais,
o resultado da medida serd igual a 1, caso contrdrio, a medida resultard em -1. De modo
andlogo, o operador Z,Z3 faz 0 mesmo processo no segundo e no terceiro qubit. Desta
maneira, existem quatro possiveis resultados de sindrome, seguindo a mesma linha do
processo utilizando os projetores. As quatro possibilidades sdo dadas pelas combinagdes
dos valores das possiveis medi¢des de Z; 25 e Z5Z3, conforme € mostrado na Tabela 5.1.

Assim, para recuperar o estado quantico, basta proceder como no primeiro caso
em que os projetores foram usados. A vantagem de se utilizar o segundo processo de
sindrome € que neste processo sao usados apenas dois operadores para detectar o erro ao
invés de quatro operadores para medi¢do como foi feito no primeiro processo apresentado.
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Tabela 5.1: Tabela de sindromes para os observdveis Z1Zs e ZoZs.

Resultado Resultado
da medida | da medida Conclusao
de Z 1 Z 2 de Z 2 Z 3

1 1 nao houve erro

1 -1 0 erro ocorreu no terceiro qubit
-1 1 0 erro ocorreu no primeiro qubit
-1 -1 o erro ocorreu no segundo qubit

5.3.3 Cdédigo Fase Shift para Trés Qubits

Outro tipo de codigo quantico € cddigo fase shift que se d4 ao considerar a acio do
canal de mesmo nome. O canal fase shift € representado pela agdo do operador de Pauli
Z. Assim como foi feito para o canal bit flip, segue a defini¢cao formal do canal fase shift.

Defini¢do 5.17. Dado |¢)) = a|0)+f|1), o canal fase shift age em |1)) da seguinte forma:
o Z|)y = a|0) — B|1) com probabilidade p;
* |¢)) com probabilidade 1 — p.

O codigo fase shift consiste em usar a dinamica do cédigo bit flip para recuperar
o estado codificado. Para isso usa-se um procedimento que consiste em "transformar"o
canal fase flip em um canal do tipo bit flip. Tal fato € feito por meio da base de qubits
dada por:

0) +11) 0) —11)
e |— . 5.36
I+ V2 = V2 (-3¢
Observe que Z|+) = |—) e Z|—) = |+), logo Z atua como um bit flip na base

{|-),]+)}- Assim como no cédigo bit flip, também define-se o qubits 16gicos para o
canal fase flip da seguinte maneira:

codificacao
10y P 0y, = |+ +4);

1) Do =1-—)

A mudanca de base dada pelas expressdes (5.37) € obtida através da aplicacdo da
porta quantica denominada porta de Hadamard, denotada por H e dada por:

b
H=—— , (5.38)

codificacdo (5:37)
—

V2 (1 —1
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sobre a base {|0), |1)}. Desta forma pode-se proteger ao menos um qubit contra erros de
inversdo de fase. Assim, o processo de codificacdo, deteccdo e recuperagdo € o mesmo que
o canal bit flip, porém em relagéo a base {|+), |—)}. Mais detalhes sobre o procedimento
de codificagdo para este canal podem ser vistos em [21].

5.3.4 Cédigo de Shor

O cddigo de Shor € o primeiro cédigo de corre¢do de erros quanticos capaz de
proteger um Unico qubit arbitrdrio contra qualquer erro quantico [16, 20, 40, 43, 51]. Ele
€ construido por meio da concatenagdo dos procedimentos de deteccdo e correcao de erros
ja conhecidos, a saber: bit flip e fase flip. As etapas de construcao do cédigo de Shor sao
as seguintes:

Etapa 1: A primeira etapa utiliza a codificacdo dada pelo canal fase flip. Isto é:

codificacao
0y TS 1,

1) [p—

Etapa 2: Na segunda etapa os qubits |—) e |+) sdo codificados por meio da aplicagio do
codigo bit flip, ou seja:

codificacdo
—

codificagdo |000) + |111)
H S

\/5 ;
codificagdo [000) — [111) (5.39)
H LS A ——

V2

O resultado deste processo € o codigo de Shor cujos qubits 16gicos sdo dadas por:

+)
=)

(1000) + [111))(]000) + [111))(]000) + |111))
22 ’

0) =10} =

(1000) — [111))(J000) — [111))(Jo00) — [111y) 40

2V/2 '

==

Considerando as etapas 1 e 2, serd mostrado a seguir como o cédigo de Shor
corrige os erros do tipo bit flip e fase flip.
Correcao de erros do tipo bit flip: sem perda de generalidade, assuma a existéncia de
um erro do tipo bit flip no primeiro bloco de trés qubits. Assim, realizando as medidas
de Z1 75 e ZyZ5 é possivel identificar em qual qubit ocorreu o erro e corrigi-lo. O mesmo
procedimento se aplica aos outros blocos: para se identificar erros no segundo bloco
realiza-se a medida de 7,75 e Z5 /g, e para identificar erros no terceiro bloco realiza-se a
medida de Z;Zg e ZgZq.
Correcao de erros do tipo fase shift: Seguindo um raciocinio similar a corre¢@o de erros
do tipo bit flip, serd determinado um modo para a corre¢do de erros do tipo fase shift. Por
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exemplo, se a medi¢ao do observavel X; X, X3 X, X5Xg for realizada, seguida da medida
de X, X5X¢X7XsXg, um erro fase flip em qualquer um dos blocos serd identificado e
com isso tal erro poderd ser revertido utilizado o processo pertinente.

Correcao de fase shift e bit flip no mesmo qubit: Este caso é uma aplicacdo direta dos
anteriores. Isto €, basta aplicar o procedimento de recuperacdo do qubit que foi afetado
pelo ruido do canal bit flip e depois aplicar o segundo procedimento para corrigir o erro
de fase shift. Isto pode ser feito uma vez que ambos os processos de correcdo de erros
ocorrem de forma independentes. Deste modo, o estabilizadores para o cddigo Shor de
nove qubits sdo dados pela Tabela 5.2

Tabela 5.2: Tabela com os geradores e operagdes logicas do codigo de Shor.

Geradores | Operagdes Logicas
M, AR,
M, AVAS
Ms YAV
M, AV
Ms AV
Ms ZsZy
My X1 X0 X3 X4 X5 X6
Mg X X5 X6 X7 X3 X9

O cédigo de Shor possui pardmetros [[9, 1, 3], isto é, o cédigo utiliza nove qubits
para codificar um qubit. Um dos pontos principais em relagao ao cédigo de Shor é o
fato deste codigo ser capaz de corrigir um erro quantico arbitrario. De fato, note que as
matrizes de Pauli formam uma base para o espago das matrizes quadradas de ordem 2
com entradas em C, M5(C). Com isso, dada uma matriz £ € M5(C) que é considerada
uma matriz erro com acao em um qubit, segue que:

E=ol+ X +asZ + (X - Z), (5.41)

sendo a; € C. Note que X - Z = Y. Dessa forma, se |¢)) é um qubit, da Eq. (5.41)
obtém-se:
El) = arl|) + o X[¢) + azZ|ih) + au(X - Z)|0). (5.42)

Pelos principios da mecénica quéntica, apés uma medi¢do o estado F|i) deve
colapsar para ) X |¢), Z|1) ou (X - Z)[1)). Assim, como as matrizes de Pauli sdo
inversiveis, é possivel aplicar uma operagdo inversa para recuperar o estado ). Isso
significa, que se o cédigo é capaz de corrigir erros do tipo bit flip (X), fase shift (Z), e bit
fase shift (X - Z), entdo este c6digo pode corrigir qualquer tipo de erro que é dada como
combinacao dos erros mencionados. Tal fato € uma aplicacdo do seguinte teorema:
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Teorema 5.18. [24] Se um cddigo quantico corrige erros do tipo A e do tipo B entdo ele
corrige qualquer combinacdo de erros de A e B.

5.3.5 Condicao para Correcao de Erros Quanticos

Por meio dos exemplos de codigos quanticos mencionados nesta se¢do, surge o
vislumbre de se obter uma teoria geral para a corre¢do de erros em c6digos quanticos,
que tenha como base uma estrutura matemdtica, que venham auxiliar aos projetistas
na analise se um determinado c6digo é capaz de detectar e corrigir erros quéanticos. E
importante mencionar que a existéncia de tal estrutura matemadtica baseada nesta teoria
nao € suficiente para se garantir a existéncia de bons cédigos quanticos. No entanto, ao
recapitular o processo que um estado quéntico percorre ao passar por um canal € possivel,
de modo intuitivo, estabelecer os conceitos para a teoria de corre¢do de erros quintica.
Até o momento, foi visto que um estado quantico de informagdo € codificado por meio
de portas quanticas, que por sua vez sdo operadores unitdrios. Além disso, sabe-se que
os codigos estdo ambientados em um espaco de Hilbert. Nesse processo de codificagao
o canal sofre interferéncias denominadas ruidos causadas por operadores erro, que fazem
com que o estado necessite passar pelo processo de medi¢cdo, chamado sindrome, para
que os erros ocasionados pelo ruido sejam identificados, possibilitando a recuperagdo do
estado enviado.

De acordo com [51], algumas consideracdes devem ser feitas na construcdo da
teoria que visa fornecer o processo de identificagdo de erro. Por exemplo, ao identificar
erros em cAdigos quanticos, é importante tomar cuidado para identificar corretamente o
subespaco para onde o estado quantico foi transportado. Para isso, é necessario garantir
que todos os espacos vetoriais de destino sejam ortogonais e ndo deformados em relagao
ao espaco vetorial original de codificagdo. Isso é importante para que seja possivel
aplicar processos corretivos por meio da sindrome. Outro ponto importante acerca da
estruturacdo de tal teoria € a de fazer o minimo de suposi¢des de modo a torna-la o mais
geral. Nesse ponto, a referéncia [51] sugere que uma abordagem geral ocorre ao descrever
o processo de acdo do ruido como uma operagdo quantica £ e o processo de recuperagao
como outra operacdo quantica R, sem fazer suposicdes sobre as etapas necessdrias para
a recuperacdo. Essa abordagem geral pode ser aplicada a diferentes tipos de codigos
quanticos e sistemas quanticos em geral, tornando a teoria de correcdo de erros mais
abrangente.

Para que o processo de correcdo seja bem-sucedido, € importante que qualquer
estado quantico descrito por 1), que pode ser, sem perda de generalidade, representado
na forma p = |1) (1|, satisfaga a seguinte equagdo:

(Ro E)p o p, (5.43)

em que o simbolo o € utilizado pelo fato de que em algumas ocasides pode ocorrer de £
ndo preservar o trago. Assim, para que a corre¢do R tenha sucesso com probabilidade 1,
pede-se que R preserve o traco ([2]). Portanto, os fatos mencionados até aqui permitem
estabelecer as condi¢cdes necessdrias para garantir se um determinado cédigo € capaz de
corrigir os efeitos causados por determinado tipo de erro sobre um estado quantico, por
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meio do préximo teorema. Sendo assim, tais condi¢des funcionam como uma ferramenta
util na tarefa de se construir bons CQCE.

Teorema 5.19. Seja C um codigo qudntico e P um projetor sobre C. Seja E uma operagdo
qudntica com elementos de operacdo { E;}. Uma condi¢do necessdria e suficiente para a
existéncia de uma operagdo de correcdo de erro R, corrigindo E sobre C, é que:

P-El-E;-P=ayP, (5.44)

para alguma matriz hermitiana A = [a;;] de niimeros complexos. Neste caso, os
elementos de operacdo {E;} do ruido E sdo chamados de erros, e se existir tal operacdo
R, diz-se que { E;} constitui um conjunto de erros corrigiveis([51]).

5.3.6 Limitadores Quanticos de Hamming

Além das condi¢des que foram apresentadas na Secdo 5.3.5, existem outros
critérios que sdo utilizados durante a constru¢do de CQCE, a saber: o limitante qudntico
de Hamming e o limitante qudntico de Singleton. Tais critérios fornecem restri¢des para a
quantidade de erros que um CQCE, que possui determinadas caracteristicas, pode corrigir
em fungdo de seus parametros, ou seja, comprimento, dimensdo e distancia minima. A
comegar pelo limitante quantico de Hammig, considere a seguinte defini¢ao:

Definicao 5.20. Se C é um CQCE que admite uma matriz Hermitiana A que satisfaz a Eq.
(5.44) e que tenha posto mdximo, entdo C é denominado CQCE ndo-degenerado, caso
contrdrio C é chamado de CQCE degenerado.

Segundo [23, 51], a caracteristica fundamental dos CQCE degenerados é a
impossibilidade de se distinguir em que qubit ocorreu determinado erro utilizando tais
codigos. Isso se deve ao fato de que o efeito do erro, para esta classe de cédigos, € igual
para diferentes qubits.

A definicio dos CQCE nao-degenerados se justifica devido ao fato de que o
limitante de quantico de Hamming, que sera apresentado em seguida, sé € vilido quando
se consideram estes tipos de codigos quanticos. No entanto, [21] chama aten¢do para o
fato de que o limitante de Hamming se verifica para todos os CQCE degenerados que se
conhece, porém ndo existe prova geral que garante a sua validade sobre todos os codigos
degenerados.

Teorema 5.21. O limitante quantico de Hamming para um CQCE ndo-degenerado de
comprimento n, dimensdo k, e com capacidade de corregdo de erros t é dado por:

3 (") 3ok < on. (5.45)

=0

Nesse sentido, o limitante quantico de Hamming se torna uma ferramenta mais
eficiente para garantir a existéncia ou ndo de um determinado c6digo ndo-degenerado.

O limitante quantico de Singleton determina qual é o nimero méaximo de erros que
podem ser corrigidos por um CQCE qualquer. Desse modo segue o seguinte resultado:
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Teorema 5.22. Seja C um CQCE com pardmetros [n, k, d]|,. Sendo assim, os parametros
de C devem satisfazer a seguinte desigualdade:

n—k>2d—1). (5.46)

A desigualdade (5.46) é denominada de limitante qudntico de Singleton. Diz-se que um
codigo é maximum distance separable (MDS) se seus pardmetros satisfazem a inequacdo
(5.46) com igualdade.

As duas dltimas sec¢des desse capitulo dizem respeito a duas classes de CQCE que
sdo temas de vdrias pesquisas: codigos C'SS e os cddigos estabilizadores.

5.4 Coddigos CSS

Os codigos CSS sdao CQCE cuja denominacdo ocorre em homenagem a
seus co-descobridores Robert Calderbank, Peter Shor e Andrew Steane [5] e [67],
respectivamente. Esses cddigos sdo interessantes porque ilustram como classes de
codigos cldssicos podem ser transformadas em classes de cédigos quanticos. A obtengao
de CQCE do tipo CSS € estabelecida por meio do préximo teorema, conhecido como
construcdo CSS [4, 6, 26, 41, 51, 65].

Teorema 5.23. Suponha que Cy e Cy sejam cddigos lineares de I, com pardmetros
[n, k1,d1]q e [n, ko, ds], respectivamente, tais que Co C Cy. Sendo assim, existe um
codigo quantico C = [n, ky — ko, d]|,. Neste caso, a distdncia minima d de C é dada por:

d =min{wty(c) : c € (C\C)U(Cy®\ Ci ")} > min{dy,dy}. (5.47)
Os codigos obtidos conforme C sdo denominados codigos CSS.

Dessa forma, ao se considerar c6digos auto-ortogonais Euclidianos, por meio do
Teorema 5.23 se estabelece o proximo resultado.

Corolario 5.24. Seja C C ) um cddigo linear, com parametros [n, k, d],, auto-ortogonal
com respeito ao produto interno euclidiano. Sendo assim, existe um codigo CSS com
pardmetros [n,n — 2k, d'],, de forma que:

d' = min{wty(c) : c€C#\C}, (5.48)
em que d’ é maior ou igual a distdncia de CE.

Exemplo 5.25. Um exemplo muito conhecido de codigo CSS é o codigo de Steane [66].
Para obter tal codigo, considere o codigo linear C C F ; cuja matriz geradora G é dada
por:

o O O =
S O = O
o = O O
- o o O
—_ = = O
= O =
= O = =
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Note que G estd na forma padrao, e que tal fato permite concluir que dim(C) = 4. Dessa

forma, de acordo com a Proposicio 3.24 , segue que o cédigo CF é gerado pela matriz
H, dada por:

H =

— = O
— O
S ==
— =

1 00
0 1 0f.
0 01

Perceba que quaisquer duas colunas de H formam um conjunto linearmente independente
e que a 1° coluna é uma combinacgdo linear da 6“ e 7° coluna. Sendo assim, de acordo
com o Teorema 3.25, dy (C) = 3. Agora, observe que H H" = 0. Tal fato, de acordo com
a proposicdo 3.24, mostra que C*% C C. Perceba também que, por defini¢do, a matriz
teste de paridade de C** é G. Isso mostra que dy(C*7) = 4. Assim, tomando C; = C
e Cy = C2, tem-se que C, = [7,4,3]5,Cy = [7,3,3]y e Co C Ci. Logo a construgdo
CSS garante que existe um codigo quantico qudntico obtido por meio de Cy e Cy com
pardmetros 7,1, 3]z.

5.5 Cédigos Estabilizadores

A sec¢do anterior apresentou uma classe de CQCE que é a classe dos codigos
CSS. Como foi visto, tais cédigos podem ser obtidos por meio de cédigos classicos que
possuem determinadas caracteristicas. Nesse sentido, a presente secdo tem por finalidade
introduzir uma nova classe de CQCE. A classe a ser apresentada aqui contém a classe dos
codigos CSS. Os codigos que pertencem a tal classe de CQCE sdo denominados cddigos
estabilizadores.

Para iniciar a discussdo sobre os codigos estabilizadores, serd feita uma discussao
sobre o formalismo dos estabilizadores.

5.5.1 Formalismo dos Estabilizadores

Esta secdo tem como base as referéncias [49, 50] e [71]. Na Secdo 5.3.1
foram introduzidas os operadores de Pauli. Estes operadores determinam um grupo
multiplicativo, chamado de Grupo de Pauli e denotado por P;, de modo que:

Py = {£], il £ X, £iX, Y, £iY, £ 7, £i 7). (5.49)

Nesse caso, os elementos de P; agem sobre um unico qubit. Por meio do produto tensorial
estende-se a no¢do de grupo de Pauli definindo-se o grupo multiplicativo P,,, denominado
grupo de Pauli que age sobre n-qubits. O grupo P, € definido da seguinte forma:

Po={ Mi@My® - @M, : M; € {I,X,Y,Z},ere{0,1,2,3}}. (5.50)

Note que X - Z =Y. Sendo assim, dado M € P,, tem-se que:

M=) (X - 2%), (5.51)
j=1



5.5 - Codigos Estabilizadores 70

em que a;,b; € {0,1} [71].
Mediante a representacdo dada na Eq. 5.51, considere as seguintes aplicacoes:

\Ifxipn—>Fg

M — Uy (f‘@(){“i .be)> = (a1,...,an). (5.52)

j=1
vy, P, — Fg
M — Uy, <iA®(X“J‘.ZbJ’)> = (b, ... by). (5.53)

j=1

Sendo assim, por meio das aplicagdes (5.52) e (5.53), define-se um homomorfismo
U : P, — F2" de modo que:

v:P, — F
M — (Ux(M),¥z(M)) = (a1,...,a,b1,...,by). (5.54)

Para que se consiga um isomorfismo por meio de W, considera-se o grupo
quociente:

P = Pa/{E1, £i}, (5.55)
e define-se:
U :Fr — P,
(alB) = Q) (x4 - 2%), (5.56)
j=1
de modo que o = (aq,...,a,) e = (by,...,b,). De acordo com a aplicagdo (5.56),

segue a identificacdo dos operadores de Pauli:
I:=9(00), X :=W(1]0), Y := ¥(1|1), Z := ¥(0[1). (5.57)

Observe que, da definicdio de comutador e anticomutador apresentadas na
Defnicao 5.13, segue que:

(X, Y| =2iZ, [Y,Z]=2iX, [Z,X]=2iY. (5.58)
No entanto, para n > 1 € possivel mostrar que se M e N pertencem a P,,, entdo:
[M,N]=0o0u {M,N} =0. (5.59)

Ou seja, os elementos de P, comutam ou anticomutam quando n > 1. De fato,
sejam M, N € P,,. Considerando-se a Eq. 5.51 segue que:

M = é} (X% . 2%) e N =i é) (Xaé : Z"9> , (5.60)
j=1 Jj=1
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we(rgo ) (g )

_ )\+)\’ ( Xaj ®ij> . ( . Xa;. ézb3>

donde:

=1 j=1

= PN (—1)Z b ®XaJ . (®X“§' . éZb;> .ézbﬁ'
=

Jj=1 Jj=1 Jj=1

= PN (—1)= b (®X ®X“j> : ((é)zbf-ézf%)

j=1 j=1

_ i)\—l—)\’( a “bj+ajb’ ' <® Xa ®Zb ) (é X% . é ij>
j=1 j=1

= (=1t N AL (5.61)

3

Ou seja, considerando a identificacdo:
M (Ux(M),¥z(M)) e N < (Ux(N), Vz(N)), (5.62)
a Eq. (5.61) implica em:
M-N = (_1)<\I’X(M)v\I’Z(N»E"r(\I’X(N)v\I’Z(M»EN M (5.63)

A identificacdo realizada em (5.57) estabelecerd a relacdo importante entre
matrizes bindrias e a préxima classe de CQCE que serd apresentada a seguir.

Definiciio 5.26. Considere um estado qualquer |u) € C*' e M € P, um operador
qualquer agindo em |u). Assim, |u) é estabilizado pelo operador M se M|u) = |u).
Neste caso, M é denominado operador estabilizador em relagdo a |u).

Exemplo 5.27. Considere o operador X,7573 € Ps. Note que X|0) = |1), X|1) = |0)
e Z|0) = |0). Dessa forma, tomando em C?, 0 estado |u), dado por:

_ |000) + [100)
u) = V2 ’
segue que:
X, ZaZofuy — X100 @ Z10) @ Z]0) + X1) @ 210) @ 2]0) (5.64)
V2
_ 1) ®]0)®]0) +0) ®[0) @ |0) (5.65)

V2

= [u).

Isso significa que |u) é estabilizado pelo operador X,757;.



5.5 - Codigos Estabilizadores 72

Definicao 5.28. Considere o grupo de Pauli P,,. Um grupo estabilizador S de P,, é um
subgrupo multiplicativo abeliano de P,, que ndo contém —I. Neste caso, diz-se que um
conjunto {Mj, ..., M;} C S de elementos linearmente independentes é um gerador de
S, e utiliza-se a notagdo:

S=(My,...,M), (5.66)

se todo elemento de S pode ser escrito como um produto tensorial dos elementos de

{My,..., M}
Tendo em vista a Defini¢ao 5.28, segue a defini¢do de cédigo estabilizador.

Definicao 5.29. Seja S um grupo estabilizador de P,. O cédigo estabilizador Cs
associado ao grupo estabilizador S é o autoespago simultdneo com autovalor 1 de todos
os elementos de S. Isto é:

Cs = {|u) € C*" : M|u) = |u), VM € S}. (5.67)
Para ilustrar as Defini¢cdes 5.28 e 5.29, considere o seguinte exemplo.

Exemplo 5.30. Considerando o grupo de Pauli para dois qubits Ps, tome os operadores:

000 1 10 0 0
0010 0 -1 0 0
XOX=10 100 %% |0 0 -1 0
1000 0 0 0 1

Observe que [X @ X, Z @ 7] =0e (X X2 = (Z®@ 2?2 =101 = I%. Além
disso, segue que (XX, 27y = {I* . X ©® X,Z ® Z,X @ X - ZZ}. Portanto, S =
(X ® X,Z ® Z) é um grupo estabilizador de Ps. Perceba que o autoespago associado a
1 para o operador X X ¢é gerado pelos estados |00) + |11) e |01) 4 |11) e para o operador
ZZ o autoespago associado a 1 é gerado pelos estados |00) e |11). Dessa forma, temos
que cddigo estabilizador Cg é o espago gerado por |00) + |11).

Perceba que o conjunto definido em (5.67) sugere a motivacdo para a denominac¢ao
estabilizador, uma vez que a Defini¢do 5.29 mostra que tais cddigos estdo relacionados
com estados que sao fixados (permanecem estdveis) mediante a aplica¢do de determinado
grupo de operadores. A fun¢do dos geradores para os cédigos estabilizadores estd no
fato de que eles, muitas vezes, atuam como uma ferramenta que auxilia a verificar se um
determinado estado pertence ou ndo ao cddigo. Pois, se para um grupo estabilizador &
tem-se S = (M, ..., M), basta verificar se |u) € fixado por cada M; com i € {1,...,l}
para concluir que |u) € Cs. Desse modo, percebe-se uma semelhanca entre os c6digos
estabilizadores e os cddigos lineares cldssicos uma vez que o conjunto gerador tem a
mesma utilidade da matriz de verificacdo. Em outras palavras, de acordo com tal fato,
pode-se considerar que os codigos estabilizadores sdo caracterizados em funcao de seus
geradores. Com o objetivo de explorar os parametros de um cddigo estabilizador, segue o
primeiro resultado.
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Teorema 5.31. Seja Cs um codigo estabilizador de modo que S possua n — k geradores.
Dessa forma segue que a dimensdo de Cs é igual a 2.

Para explorar o conceito de distincia minima associado aos cddigos
estabilizadores, € necessario definir o que se entende por operador erro.

Definiciio 5.32. Um operador erro E é um operador de P,, que leva um estado |u) € C*"
a um estado corrompido E|u), isto é, um estado que ndo é estabilizado por E.

Assim, dado um cddigo estabilizador Cgs, de acordo com a definicdo de operador
de Pauli, um operador erro £ comuta ou anticomuta com cada um geradores pertencentes
a S. Dessa forma, tem-se que:

E|u), = erro ndo detectdvel,

(M; - E)|u) = (5.68)

—F|u),= erro detectavel.

Com isso, para que ¢ = {FE\} C P, seja um conjunto de operadores erros que
podem ser corrigidos pelo cédigo estabilizador, deve-se ter:

El -E\, ¢ N(S)\'S, VE\, E\ €-¢, (5.69)
em que N (S) é o normalizador de S em P,, de modo que:
N@S)={NecP,:Nl.M-NecS,VMecS}. (5.70)

Dessa forma, é possivel observar que N (S) é, na verdade, a cole¢do de todos os
operadores de P,, que comutam com &, ou seja, no caso bindrio o normalizador é igual
ao centralizador de S. De fato, se N € N(S), entdo segue que, para qualquer M € S:

N M- N=+N.N-M=4+M=M-N=+N-M. (5.71)

Sabendo que a dltima equagdo dada em (5.71) € verdadeira para qualquer M € §
eque —/ ¢ S, segue que N € N(S) se, e sése [N, M] =0, paratodo M € S.

A distancia de um cédigo estabilizador é definida por meio do peso de Hamming
e do homomorfismo ¥ estabelecido em (5.54).

Definicao 5.33. Seja M € P,, e considere o vetor bindrio associado a M dado por
V(M) = (Ux(M),¥z(M)). Com isso, define-se o peso quéntico de M, denotado por
Wq(M), da seguinte forma:

Wo(M) = wty(Vx(M)) + wty(Vz(M)) — (Ux (M), Vz(M))p. (5.72)

Note que Wy (M) é igual ao nimero de fatores que sdo diferentes do operador de
Pauli I quando consideramos a representacao de M como produto tensorial de elementos

de Pl.
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Exemplo 5.34. Considere em Pg 0 operador M = X,75Y,X57Z5. Note que o niimero de
fatores diferentes da identidade na representacdo de M é igual a 5. Ao se representar M
conforme (5.51), tem-se que:

M=iX""Ze (X" 2o (X" ZHeo (X' - ZH o (X' - Z2°) ® (X - Z%).
Assim, utilizando a definicdo 5.33, segue que:

Wo(M) = wty(1,0,0,1,1,0)+wty(0,0,1,1,0,1)—((1,0,0,1,1,0),(0,0,1,1,0,1)) .
= WQ(M) = 5.

Diante destes fatos, a distancia minima de um cddigo estabilizador é dada por:
d=min{Wy(E) : E € N(S)\ S}, (5.73)

A partir de agora, a notagdo [n, k, d] serd usada para representar os pardmetros de
um codigo estabilizador. Esta notacdo difere da apresentada em (5.23) no subindice.

Exemplo 5.35. No exemplo 5.30, observa-se que Cs = [2,0,2]. Além disso, temos que
esse codigo atinge a distdncia mdxima de acordo com o limitante (5.46).

Agora, suponha que Cs seja um cédigo estabilizador com grupo estabilizador dado
por S = (My,...,M,_x) C P,. Ao considerar S e a identificacdo dada em (5.57),
pode-se associar a Cs uma matriz bindria da forma:

(M) (Ux (M), ¥z (M)
(M) (Vx(Mz), Vz(Ms))
H=| T |= . —[Hx!Hj, (574
_\D(Mn,k)_ _(@X(Mnfk)a \I]Z(Mn*k))_

onde as matrizes H x, H; sdo matrizes de ordem (n—k) xn que cujas linhas correspondem
aos vetores bindrios dados por Vx (M;) e W (M;), respectivamente. Logo, se S é um
grupo estabilizador para um cédigo Cs e M, N sdo dois geradores de S, como S € um
subgrupo de P, segue-se de (5.63) a seguinte igualdade:

(Ux (M), Uz(N))g+ (¥x(N),Vz(M))r =0 mod 2 (5.75)
Dessa forma, a matriz [H x | H ;] dada em (5.74) deve atender a seguinte condigio:
Hy-H,+Hz-Hy =0 mod 2 (5.76)

Sendo assim, segue a proxima defini¢ao.

Definicdo 5.36. Dado um grupo estabilizador S = (M, ..., M, ) C Pn, comn > 1, a
matriz bindria H, obtida por através dos geradores de S conforme o que foi estabelicido
em 5.74, é denominada matriz de paridade quantica associada a S. E a Eq. (5.76) é
denominada como condigdo SIP .
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A denominagdo condi¢ao SIP se deve a abreviac¢ao do termo em inglés Symplectic
Inner Product, uma vez que, para o caso bindrio, a Eq. (5.75) que justifica a Eq. (5.76)
equivale ao produto interno simplético definido em (4.20).

Observe que a matriz de paridade quintica pode auxiliar na determinacdo da
distAncia minima de um cédigo estabilizador. Suponha que £ € N(S) \ S. Sendo
assim, tem-se que £ comuta com todos os elementos de S e ndo pertence a S. Pelo fato
de comutar com todos os elementos de S, e considerando a matriz de paridade [Hy | Hyz]
deve-se ter:

Hx -Vy(E)Y' +Hy - Ux(E)' =0 mod 2 (5.77)

Dessa forma, a distdncia minima do cddigo Cgs pode ser interpretada como o
minimo dos pesos quanticos dos elementos &2 € P, que satisfazem (5.77) e que ndo
podem ser escritos como uma combinagdo linear dos geradores de S. Maiores detalhes
relacionados com o tratamento de cédigos estabilizadores por meio de matrizes bindrias
podem ser encontrados em [16, 35, 48, 59, 71].

No inicio desta secao foi mencionado que os cédigos CSS sao uma subclasse dos
codigos estabilizadores. Tal fato permite mostrar que a matriz de paridade associada a
um cédigo CSS obtido por meio de cédigos cldssicos C; e Co que atendem a condi¢do
Cy C (4, é dada por:

,,,,,,,,,,,, , (5.78)

) (n—k1+k2)x2n

sendo G(Cs) a matriz geradora de C, e H(C,) representa a matriz de verificacdo de
paridade de um cédigo C; ([48]). Nesta situagdo a condi¢do SIP € dada por:

G(Cy) - H(C))" =0. (5.79)

Exemplo 5.37. Assim sendo, retomando o Exemplo 5.25, temos que uma matriz de
paridade qudntica para o codigo de 7 qubits de Steane é dada por:

0001 1110000000
01 100110000000
1 0101010000000
0000000000111 1
0000000011001 1
0000000101010 1]

De tal forma que o grupo estabilizador S C P; para este codigo possui 6 geradores
que sdo dados por M1 = X4X5X6X7, MQ = X2X3X6X77 M3 = X1X3X5X7, M4 =
Lyl Ly, My = ZyZsZglis e Mg = Z1Z345207.



CAPITULO

CODIGOS ESTABILIZADORES VIA PEF
F2,

Este Capitulo tem como objetivo mostrar como utilizar a teoria que foi
desenvolvida no Capitulo 4 combinada com os conceitos de cddigos quanticos
apresentados no Capitulo 5 para apresentando algumas constru¢io de cddigos
estabilizadores. Como o nimero de colunas das matrizes norma sdo dados como
poténcia de 2, os exemplos que serdo dados apresentam operadores que possuem, em
sua representacao, um produto de kronecker que possui muitos fatores.

6.1 Cédigos CSS via PEF F?,

A primeira forma de se construir c6digos quénticos utilizando o PEF F3, serd por
meio da construcdo CSS introduzida pelo Teorema 5.23. Recorde-se que, pelo Teorema
4.24, os cédigos C(uwv) sdo auto-ortogonais Euclidianos, isto é C(uv) C (C(uwv))* .
Desse modo utilizando o Corolério 5.24 é possivel utilizar os cédigos C(uv) para obter
codigos quanticos utilizando a construcdo CSS.

Exemplo 6.1. Considere a matriz N(12) dada em (4.21) que aparece no Exemplo 4.11,
e que foi obtida via PEF T3,

06001100111100T11Q02®O0
N(12) = 110000110011 1100
110011000O0O11O00T1T71
0011110011O0O0O0O011

Perceba que a 4° linha de N (12) é combinagdo linear das outras trés primeiras linhas.
Nesse sentido, ao se retirar a 4° linha de N (12), obtém-se uma matriz G(12), que é dada
por:

76
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0011001111001T100
G12)=1[1100001100111100
11001100001100T1°1

Note que as linhas de G(12), formam um conjunto linearmente independente. Sendo
assim, segue que a G(12) gera um cdédigo linear C(12) que possui pardmetros [16, 3, 8|5
e que estd contido no seu dual Euclidiano C-# (12) que, por sua vez, possui pardmetros
[16,13,2]s. Logo, considerando o Coroldrio 5.24, conclui-se que por meio da matriz
N(12) € possivel garantir a existéncia de um CQCE, denotado por C2(12) em que o
subindice indica o parametro r = 2, tal que C2(12) = [16, 10, 2]. A matriz de paridade
qudntica de C5(12) é dada por (6.1). Ou seja, o grupo estabilizador de C5(12) é gerado
por 6 estabilizadores pertencentes a Pi¢ que sdo apresentados na Tabela 6.1.

Tomando como base o Exemplo 6.1 segue a Tabela 6.2 que apresenta os
parametros e os grupos estabilizadores dos cédigos quinticos obtidos com o auxilio do
PEF [} por meio da construgdo CSS.

A Tabela 6.2 mostra que os cédigos quanticos obtidos pela constru¢do CSS através
das matrizes norma N (uv) que estdo associadas ao PEF [F7 possuem distincia minima
igual a 2. Percebe-se também que, para tais codigos vistos como cddigos estabilizadores
sdo gerados por operadores que pertencem a Py, isto €, operadores que agem sobre 16
qubits.

Na sequéncia serd introduzida uma definicdo que mostrard que as matrizes
normas atendem a condi¢do SIP e, portanto, por meio delas é possivel obter cédigos
estabilizadores por meio de uma outra construcao diferente da CSS.

Definicdo 6.2. Dada a matriz norma N(uv) denote por Nx(uv) e Nz(uv) as matrizes
de ordem 2" x 2% 71 obtidas ao se considerar as primeiras 2°"~" colunas e as 2°"!
tltimas colunas de N (uv), respectivamente. Com isso, obtém-se mais uma representa¢o
matricial de N(uv), de modo que:

N(uv) = [Nx(uv) | Nz(uv)]. (6.2)

As matrizes Nx(uv) e Nz(uv) serdo denominadas, respectivamente, parte X e parte 7
da matriz norma N (uv).

Observe que no Capitulo 4 foi demonstrado no Teorema 4.24 que as matrizes
N(uw), satisfazem sdo auto ortogonais simpléticas. Sendo assim, considerando tal fato e
a representacdo das matrizes norma conforme a Eq. (6.2), segue que:

N (uv) - Qg2r1 - N(uv)T =0
[Nx (uv) } Nz(uv)] - Qo2r1 - [Nx (uv) | Nz(uv)]” =0

[Nx(uv) | Nz(uv)] - t---1-- R e =0. (6.3)
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Tabela 6.1: Geradores do grupo estabilizador do cédigo CSS Co(12).

gerador operador

M, X3 Xy X7 X Xg X10X13X14
M, X1 Xo X7 Xg X11 X12X13X14
M; X1 Xo X5 X6 X11X12X15 X716
M, Z3 Ly L ZigZgZhoZ13414
M; 2 Lo Zin Zig L1 Z12 213414
Ms Zh 2o ZisZe 21212215216

Como as matrizes em questao estdo definidas sobre [y, segue da Eq. (6.3) que:

| (Nx (uv))
Nz(uv) ' Nx(uv)| "~ [~~~ "7 =0
] (N7 (uv))"
Nz(uv) - N(uv)k + Nx(uv) - Ny(uv)' = 0. (6.4)

Assim, considerando a Definicdo 6.2 e a Eq. (6.4) chega-se ao préximo resultado
que representa mais uma das contribui¢des originais do presente trabalho.

Corolario 6.3. Dada a matriz norma N (uv) segue que a parte X e a parte Z de N(uv),

satisfazem a condi¢do SIP, isto é:

Nx(uv) - Ny(uv)” + N)z(uv - Nx(uv)’ =20 mod 2. (6.5)

Exemplo 6.4. Considerando mais uma vez o PEF T3 obtido conforme o Exemplo 4.11,
tome a matriz norma N (02) dada por:

N(02) =

_ = O O

11
11
0 0
0 0

0

0
1
1

1
0
0
1

S = = O
O = O
_ o O =
_ = O O
= O O
S = = O

11
0 0
0 0
11

O = = O

1
1
0
0

O O = =

Perceba que ao se retirar a iltima linha de N (02) obtém-se a matriz N'(02) cujas linhas
Sformam um conjunto linearmente independente, de modo que:

N'(02) =

_ o O

11
11
0 0

= o O

_ = O
e )

1
0
0

o O =
O =
_ o O
_ o O

1
1
0

— = O
o o =
o o =
— = O
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O niimero de colunas de N'(02) é igual a 16 e a parte X e a parte Z de N'(02), segue
que:

01101001 10010110
Ny@©2)=10 1 100 110 e Ny02)=|1 001100 1.
10010110 01101001

Observe que N%(02) - N,(02)7 + N,(02) - N%(02)Y = 0 mod 2. Isso mostra
que a matriz N'(02) pode ser vista como uma matriz de paridade qudntica. Nesse
caso, cada linha de N'(02) serd vista como um operador de Ps, de modo que tais
operadores sdo dados por: My = Z1 X9 X344 X54677:Xs, My = Z1 X0 X324, /5 X6 X725 €
My = X1 7Z,73X,75X6X7Z5. Assim, o cédigo estabilizador Cs(02) associado ao grupo
estabilizador S = (M, My, M3) possui pardmetros [[8, 5, 2].

Seguindo os passos do Exemplo 6.4 foi possivel determinar todos os cédigos
estabilizadores construidos por meio das matrizes normas construidas via PEF 7,
considerando o Coroldrio 6.3 e tais codigos sao apresentados na Tabela 6.3.

Perceba que os cddigos Cs(x2) e Cs(01) apresentados na tabela 6.3 apresentam a
distancia maxima permitida de acordo com o limitante quantico de Singleton. Tais tipos
de cdédigos sdo classificados em [27] como QMDS abreviacdo em inglés de Quantum
Maximum Distance Separable. Ou seja, a distancia entre os elementos dos cédigos
Cs(%2) e Cs(01) atinge o maior valor possivel. Mais detalhes sobre cédigos QMDS
podem ser encontrados em [27] e [32].

Seguindo a linha de raciocinio de se obter cddigos estabilizadores por meio de
matrizes que atendam a condi¢@o SIP que sejam obtidas através da teoria desenvolvida no
Capitulo 4, € apresentada a proxima definicao.

Definicio 6.5. Considerando as matrizes normas N(uv) e N((n), definimos a matriz
N(uv : (n), denominada matriz dupla norma em relacdo aos pares (u,v) e ((,n), de
modo que:

N(uv:(n) = t--+--- e e : (6.6)

O exemplo que se segue mostra que as matrizes dupla norma podem ser uteis para
obter c6digos quanticos com uma distancia maior.

Exemplo 6.6. Agora, considere r = 3 para tomar matrizes normas construidas com o
auxilio do PEF Fy. Nesse caso, o polindmio usado para se obter PEF Fj é o polindmio
f(z) = 2° + x + 1. Desse modo, o cédigo estabilizador que é obtido tomando-se em
PEF F a matriz norma N (x0) é o cédigo Cs(.o) cujo grupo estabilizador S(x0) possui
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os seguintes geradores:

M, = X4 X0 2325 X10214215X19 X 21 422223 Y28Y 32;

My =Y, Yy Xg X 10211213 X17218 420 223 X 07 X 29 Z30 431 ;
M3z = Z3725X6X7Y12Y16 X 184197421 Xo5X26Z30431;

My = 7,25 X6 X7211213X14X15Y20Y24 X 25 X6 Yo7 Z20;
My = Z1Zy X3 X529 7210 X124 X 15219291 222 Z23Y 28 Y 32;
Me = Y1Ys ZgZ10X11 X 132172418 X 92 X o3 Z27 X 29 X30 X31;
M7 = X3X52627Y12Y16 217218 X 19 X 21 Z25 2426 X 30 X 31

Assim, segue que Cs(.o) = [32,25,2]. E considerando a matriz N(x1) gera um cddigo
estabilizador Cs(.1), cujo grupo estabilizador S(x1) tem como geradores os seguintes
operadores:

Ny = X175 X6 2829 X 10214 X15218 X 19 X 00232 X o7 Xog Z29 Z32;
Ny = Z37, X5 Xg X9 Z13X14216217 X 18422 X 03496 X o7 X 28 Z31;
N3 = XoZ323 X7 211 212 X13X 16 X17 221 X 20224 225 X 26 Z30 X 31;
Ny = X175 X627 X10211 412X 15219 Z20 X 21 X214 X 25 Z29 X 30 X32;
N5 = 21 X526 X5 X9 Z10X14215 X 18 Z19 220 X 23 L7 Lo X 20 X 32;
No = X3X4 7573729 X13214X16X 172418 X 22 X203 X026 Z27428 X31;
N7 = Z5 X3 X427 X11X12213216 217X 21 X 20 Xo4 Xo5 226 X30 231

Com isso, tem-se que CS(*l) = [32,25,2]. Agora, levando-se em conta a Defini¢do 6.5,
tem-se que a matriz dupla norma N (x0 : x1) atende a condigcdo SIP quando vista sob a
forma da expressdo 6.6. Sendo assim, N(x0 : x1) gera um cédigo estabilizador Cs.o..1)
de modo que, para este caso, os geradores do grupo estabilizador S(*0 : x1) sdo dados
pelo através do conjunto:

Com isso, segue que Cs(.o.1) = [32, 18, 4]

No Exemplo 6.6 afirmou-se que a matriz N (0 : x1), satisfaz a condi¢do SIP. De
forma geral, dados u, v, ,n € Z,, para que uma matriz dupla norma N (uv : (n) satisfaca
a condicdo SIP, de acordo com a expressdo (5.76) e com a matriz dada em (6.6), deve-se
ter:

Nx(uv) - (Nz(¢n))" = Nz(uv) - (Nx(¢n))" . (6.7)

Assim, tendo como motivacado a Defini¢do 6.5, o Exemplo 6.6 e a Eq. (6.7), tem-se
o seguinte resultado.

Teorema 6.7. Se a matriz norma N(uv : (n) satisfaz a Eq. (6.7), entdo a mesma é a
matriz de paridade qudntica para um cddigo estabilizador Cs(y..cp) de modo que:

dim(N (uv : (7))
7 + lﬂ

Cs(uvicn) = |[22T, 22" — dim(N(uv : (7)), d < (6.8)
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Demonstracdo: O fato de que N(uv : (1) gera um cédigo estabilizador é consequéncia
direta da hipétese de que ela satistaz a condicdo SIP. E a determinagdo dos pardmetros
associados ao CQCE gerado é consequéncia do Teorema 5.31 e do limitante quantico de
Singleton. a

Para finalizar este capitulo € apresentada a Tabela 6.4 que presenta alguns
parametros de codigos estabilizadores que foram construidos via PEF Fé tomando como
base a Defini¢do 6.5, o Teorema 6.7. Como € possivel observar, foram obtidos cédigos
estabilizadores com distincia minima 2, 3 e 4.
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Tabela 6.2: Cédigos CSS via PEFF?

Coédigo | Geradores Parametros

Co(¥x) | My = X1 XeX11 X106, My = Xy X5 X10X15, M3 = X3XgXoX14, | [16,8,2]
My = XoX7X190X13, M5 = Z1Z6Z10%16, Me = Z4 25210215,
My = Z3Zs 29214, My = ZyZin 219713

CQ(*O) M1 - X1X2X5X6X11X12X15X16, M2 - [[16, 10, 2]]
X3 Xy X5 X6 XoX10X15X16, Mz = X3X4X7X8X9X10X13X14,
My = 217227576211 Z19 215016, M = Z3Z4Zis5Zi6 29210515216,
Mg = Z37477 2329210213714

Cg(*l) Ml = X1X4X6X7X10X11X13X16, MQ = [[16, 10, 2]]
X1 Xy X5 X X10X11 X14 X115, Mz = X2X3X5X8X9X12X14X15,
My = Z1 7426277210211 Z13 206, Ms = 212425728700 211 L1420 5,
Mg = ZyZ3 757329712214 715

CQ(*, 2) M1 = X1X3X6X8X9X11X14X16, M2 = [[16, 12, 2]]
Xo Xy X5 X7 X10X12X13 X105, M3z = Z1Z3262829211214 756,
My = ZyZ4 7577 2102127213215

C2(00) | My = XoX5X10X15, My = X3XX9X16, My = Xy X7X10X13, | [16,12,2]
My = Xa X X1 X4, Ms = ZyZ5719715, Me = Z3Z6Z9Z16,
My = Z4Z7 70213, My = 2123211214

62(01) Ml == X2X4X5X7X10X12X13X15, M2 == [[16, 12, 2]]
X1 X3 Xe Xs Xo X1 X1uXvg, Mz = ZyZ4Z5Z7710212713715,
My = 7173767379711 214716

62(02) M1 == X2X3X5X8X9X12X14X15, M2 == [[16, 10, 2]]
Xo X3 X6 X7 XogX12X13X16, M3z = X1X4X6X7X10X11X13X16a
My = ZyZ3757879 7195714015, Ms = ZoZisZigZinZg 212213216,
Mg = 212,727 210211213216

Co(11) | My = Xy X7 X10X13, My = X3 Xe X1 X14, My = XoX5X15 X5, | [16,8,2]
My, = X3XeXoXi6, M5 = ZyZ7Z10213, Mg = Z1ZgZ11214,
M7 = ZyZ5Z19Z15, My = Z3Z6 29216

62(12) M1 = X3X4X7X8X9X10X13X14, M2 = [[16, 10, 2]]
X1 Xo X7 Xg X11 X120 X13X14, M3 = X1X2X5X6X11X12X15X16,
My = Z32477 737970213214, M5 = 21252773711 212713214,
Mg = 217575267211 719715216

C2(22) | My = X3XsXo X1y, My = X5 X7X10X13, M3 = X1 X X11 X6, | [16,8,2]

My = Xy X5 X10X15, My = Z3ZgZoZva, Me = ZyZ7Z12743,
My = Z1ZsZ11 216, Mg = Zy 252102415
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Tabela 6.3: Cidigos estabilizadores via PEFF3 utilizando o coroldrio 6.3.

Caédigo Geradores de S Parametros

Cs(**) Ml = Xlngﬁzg, MQ = Z2X4X5Z7, M3 = ZngzGXg, [[8,4, 2]]
My = XoZyZ5 X7

CS(*O) M1 = X1X223Z4X5XGZ7Z8, MQ == 21Z2X3X4X5X6Z7Z8, [[8,5,2]]
M3 - ZIZQX3X4Z5ZGX7X8

Cs(x1) | My = X 12923 X 425 X6 X725, My = X 17573 X4X57677 X3 [8,5,2]
My = Z1 X0 X324, X547 X3

Cs(x2) | My = iYaYeYs, My = V;ViYs Y5 [8,6,2]

Cs(00) | My = XoZy X577, My = Z1X3XeZs, M3z = ZyX,7Z5X7, [8,4,2]
My = X17526X3

Cs(01) | My = YaY,YsYe, M, = V;Y3YeYs [8,6.2]

CS(OQ) M1 = Z1X2X3Z4X5Z6Z7, M2 == ZlX2X324Z5X6X7Z8, [[8,5,2]]
M3 - X1Z223X4Z5X6X728

Cs(11) | My = ZyXyZ5 X7, My = X17375Xs, M3z = XoZ, X577, [8,4,2]
My = 71 X5Xg 23

63(12) Ml - 2122X3X4Z5Z6X7X8, MQ = X1X223Z4Z5Z6X7X8, [[8,5,2]]
M3 = X1X223Z4X5X627Z8

Cs(22) | My = Z1X3Z6Xs, My = XoZ,Z5X7, Mz = X173X67s, [8,4,2]
My = 25X, X527

Tabela 6.4: Cidigos estabilizadores via PEFF3 utilizando o coroldrio 6.3.

Parametros Cdédigos

[32,18,4] | Cs(x0:41), Cs(x0:42) Cs(2:4) s Cs(01:40) » Cs(01:41) » Cs(01:42)» Cs(01:03) s Cs(01:05) » Cs(12:41)

[32,18,3] Cs(x2:43) s Cs(x2:45) s Cs(x2:46) Cs(01:44) s Cs(01:02)s Cs(01:04) Cs(01:06) C5(13:12)

[32,18,2] Cs(01:43) Cs(01:45)> Cs(01:46) , Cs(14:23), Cs(16:36)

[32,19,2] Cs(o1:43)




CAPITULO

CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho teve como proposta realizar um estudo de c6digos corretores de erros
por meio de uma ferramenta algébrica denominada como Plano Euclidiano Finito (PEF).
Tal ferramenta tem origem nos trabalhos realizados por Celniker [9], Medrano [52] e
Terras [69], nos quais os autores apresentam um conceito mais geral chamado espaco
Euclidiano finito n-dimensional a fim de pesquisarem aspectos relacionados a Teoria de
Grafos com uma ateng¢do especial para grafos de Ramanujan e também com implicacdes
na teoria de anélise harmonica realizada em espacos simétricos. A inspira¢do para utilizar
o PEF no estudo de cédigos originou-se do trabalho de Da Silva, Carneiro e Castelani
[12] em que foram apresentadas familias de cddigos cldssicos lineares bindrios e codigos
nao lineares e ndo bindrios por meio da defini¢do de outro conceito cuja origem também
remete aos trabalhos de Celniker, Medrano, e Terras, a saber: o Semi-Plano Superior
Finito.

Ao explorar o PEF, como mostrado no Capitulo 4, foi possivel obter uma familia
de codigos lineares bindrios quase-ciclicos auto-ortogonais em relagdo ao produto interno
Euclidiano e ao produto interno simplético. A caracterizacao desses cddigos foi realizada
por meio de suas matrizes geradoras, o que permitiu a determina¢do de suas propriedades,
incluindo comprimentos, dimensdes e distancias minimas. Essa familia de c6digos esta
relacionada a trés novos parametros que possuem uma natureza diferente dos parametros
j4 mencionados, e que estdo intrinsecamente relacionados aos conceitos associados ao
PEF.

As propriedades relacionadas a ortogonalidade dos cddigos obtidos no Capitulo 4
possuem implicacdes na Teoria da Computacdo e da Informacdo Quantica. Sendo assim,
tal fato motivou a desenvolver o estudo que foi apresentado nos Capitulo 6, onde foi
mostrado que a familia de cédigos quase-ciclicos obtida por meio do PEF possuem as
caracteristicas que proporcionam a obtencao de c6digos quanticos corretores de erros, em
especial codigos estabilizadores.

Assim, para a familia de c6digos quase-ciclicos obtida no Capitulo 4, foi adaptada
uma técnica de construcdo de codigos estabilizadores. E dentre os codigos estabilizadores
obtidos por tal técnica, chegou-se a cddigos quanticos que atingem o valor maximo
permitido para a distdncia minima de acordo com o limitante quantico de Singleton,
conforme € mostrado no Exemplo 6.4, considerando » = 2. Além disso, para r = 3,

85
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foram apresentados alguns exemplos de codigos estabilizadores com distancias minimas
iguaisa 2, 3 e 4.

Diante dos fatos apresentados, conclui-se que o uso do PEF se demonstrou uma
ferramenta promissora para a obtencao de c6digos lineares e c6digos quanticos corretores
de erros com caracteristicas importantes do ponto de vista da teoria da computagdo e da
informacdo. Portanto, o presente trabalho introduz uma abordagem original no que se
refere a concepgao de novos codigos corretores de erros cldssicos e também quanticos.
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