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RESUMO

O objetivo principal desse trabalho é enunciar o principio do méximo de Pontryagin
em variedades diferenciaveis. Iremos comecar nosso trabalho nos concentrando em
condic¢Oes para garantir a existéncia e unicidade de solu¢des no problema de valor
inicial de uma equagéo diferencial ordindria. Depois disso introduziremos problemas
variacionais em espacos vetoriais de dimensao finita, e mostraremos como as equagdes
de Hamilton impdem uma restrigdo limitando as fung¢des a serem candidatas a solugdo
do problema variacional. Por fim apresentamos as variedades diferencidveis e objetos
como a 1-forma tautolégica e a forma simplética em seu fibrado cotangente para que
possamos, através do formalismo Hamiltoniano, enunciar o principio do maximo de

Pontryagin em variedades diferencidveis.

Palavras-chave: Equacdes diferenciais ordindrias, condi¢des de Carathéodory, vari-

edades diferencidveis, forma simplética, principio do méximo de Pontryagin.



ABSTRACT

The main objective of this work is to present the Pontryagin’s maximum principle on
smooth manifolds. We will start our work focusing on conditions to guarantee the
existence and uniqueness of solutions in the problem of initial value of an ordinary
differential equation. After that, we will introduce variational problems in finite di-
mensional vector spaces, and show how the Hamilton equations will impose a restric-
tion on the functions that are candidates for solving the variational problem. Finally
we present the differentiable manifold and objects like the tautological 1-form and the
symplectic form on their cotangent bundle so that we can, through Hamiltonian for-

malism, present the Pontryagin maximum principle on smooth manifolds.

Keywords: ordinary differential equation, Carathéodory condition, smooth mani-

folds, symplectic form, Pontryagin maximum principle.
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INTRODUCAO

O Principio do Maximo de Pontryagin (PMP) é um teorema importante no estudo
de problemas de maximizac¢do e minimizacdo de funcionais utilizando-se a teoria de
controle. Para que o enunciado deste teorema fique bem posto é necessario uma ge-
neralizacdo do teorema de existéncia e unicidade de problemas de valor incial (PVI)
de equagdes diferencidis ordindrias: Em vez das hipéteses iniciais de uma funcédo ser
Lipschitz local em relagdo a varidvel de estado, utilizamos as chamadas condi¢des de
Carathéodory. Neste trabalho, desenvolveremos esta teoria de existéncia e unicidade
de um PVI

#(t) = f(t,2(t)),
x(tg) = wp.

com f satisfazendo as condi¢des de Carathéodory. Um segundo objetivo é enunciar o
PMP em variedades diferencidveis em vez de fazé-lo somente no espago Euclidiano.
Para isso introduziremos os objetos necessarios na teoria de variedades diferencidveis

incluindo as estruturas simpléticas no fibrado cotangente.
Apresentaremos a organizag¢do do trabalho a seguir.

Comecaremos o capitulo [l introduzindo conceitos de andlise essenciais para o de-
senvolvimento do trabalho. Em especial, apresentaremos ferramentas necessdrias para
estudarmos solugdes de equagdes diferenciais ordindrias. Na se¢do|l.1|apresentaremos
nogdes basicas de andlise funcional em espagos de Banach e diferenciabilidade. Na se-

cdo|1.2/iremos discorrer sob a existéncia e unicidade de pontos fixos de aplicagdes em
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espacos de Banach sobre determinadas condi¢gdes. Dentro desse assunto apresentare-
mos os teoremas de ponto fixo de Banach, Brouwer e Schauder, os quais serdo muito
significativos no estudo de existéncia e unicidade de solugdes para equagdes diferenci-
ais ordindrias. Na secao I.3|relembraremos a defini¢do e algumas propriedades funda-

mentais de diferenciabilidade e integrabilidade de fun¢des absolutamente continuas.

No capitulo [2| apresentaremos na segao [2.1{ condi¢des para que haja existéncia de
solugdes para uma equacdo diferencial com o teorema de Peano. Na secdo nos
ocuparemos em estudar o dominio dessa solugdo e mostrar que existe um intervalo
maximo para o qual essa solugdo pode ser estendida de forma que essa extensdo ainda
seja solugdo da equagdo. Depois disso nos ocuparemos em incluir mais hipéteses a fim
de garantir a unicidade da solugdo para a equagdo diferencial na sec¢do [2.3| através do
teorema de Picard Lindeloff. Para finalizar esse capitulo, na se¢do 2.4 generalizaremos
a teoria vista até a se¢do [2.3|introduzindo as condi¢des de Carathéodory. A solugao do
problema de valor inicial se torna absolutamente continua. Mostramos novas condi-

¢Oes para existéncia e unicidade de solugdes para esse novo problema.

A dindmica Hamiltoniana serd abordada no capitulo Esse capitulo apresenta
o conceito de sistemas dindmicos e cdlculo variacional. Também investiga relacdes
entre as solugdes do problema variacional, equagdes de Euler- Lagrange e equagdes de

Hamilton na segao|3.1.1

No capitulo [3.2) abordaremos a teoria bésica de variedades diferencidveis. A se¢do
esta dedicada a defini¢cdo de variedades diferencidveis e sua topologia. A secdo
concentra-se nos estudos do espaco tangente de um ponto na variedade e dife-
renciabilidade de uma funcgéo entre variedades. Na secdo estudaremos o fibrado
tangente, cotangente e o fibrado de tensores, que sdo importantes no enunciado do

PMP em variedades diferencidveis.

No capitulo [3.3| abordaremos o teorema principal dessa dissertagdo. Para isso fa-
remos o estudo de k-formas e derivada exterior na se¢do para definir a 1-forma
tautologica e a forma simplética candnica, que serdo utilizadas para caracterizar um
campo Hamiltoniano na tltima segdo. Por fim, na se¢do reformularemos a dina-
mica Hamiltoniana vista no capitulo[3.1para variedades diferenciaveis e enunciaremos

o Principio do Maximo de Pontryagin em variedades diferencidveis.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Este capitulo detalha os assuntos do capitulo 0 de [10] que serdo necessarios para
esse trabalho. Serdo estudados temas como andlise funcional, espacos de Banach, te-
oremas de ponto fixo e teoria da medida. Esses conceitos fornecem o embasamento
tedrico essencial para o desenvolvimento e compreensdo dos resultados apresentados

nos capitulos subsequentes. O leitor pode consultar [10], [13], [5] e [18].

1.1 Analise funcional

Nessa secao, apresentaremos os principais resultados e defini¢des de Andlise Funcional
referente a transformagodes lineares e fungdes. Um foco especial serd dado a teoria
dos espagos de Banach, que desempenham um papel fundamental no restante desta

dissertacao.

Definicdo 1.1. Seja (X, || - ||) um espago vetorial normado. Uma sequéncia (x,,)nen € dita uma
sequéncia de Cauchy se, para todo e > 0, existe N € N tal que ||z, — =, < € para todo

m,n > N.

Definicao 1.2. O espago vetorial X normado é dito espago de Banach se toda sequéncia de

Cauchy (x,,)nen em X converge para algum elemento x € X.



1.1 Anélise funcional 15

Exemplo 1.3. Seja R™ com as normas

D) [lzlar = (21, 2n) | = maxizy, il

i) |z]ls = (21, oo wa)lls = D25 [l

iti) ||| = [[(z1, -, wn) | = /220 (20)?,

que sdo respectivamente a norma do mdximo, a norma da soma e a norma euclidiana.
Todas essas normas sdo equivalentes, como serd mostrado no proximo exemplo. Sendo assim, se
uma sequéncia converge no espago R™ com uma dessas normas, entio ela também converge nas

demais. Logo o espago R™ com qualquer uma dessas normas é um espago de Banach.

Lema 1.4. Seja {z1,...,x,} um conjunto linearmente independente de vetores em um espago

vetorial normado X (de qualquer dimensdo). Entdo existe um niimero ¢ > 0 tal que para toda

escolha de escalares oy, - - - , cv,, temos
lonay + - + anaal| Z c(la| + - -+ + [an]). (1.1)
Demonstragio. Seja s = |oy| + -+ + |a,|. Se s = 0, entdo a; = -+ = a,, = 0, e assim

(1.1)) vale para qualquer ¢ € R. Se s > 0, entdo a desigualdade (1.1 é equivalente a

desigualdade

Hﬂlxl +oeet 5nan Z c, (1.2)
com > " |B;| = 1. Portanto é suficiente provar a existéncia de ¢ > 0 tal que ([1.2) é
satisfeita para todos os i, ..., 3, com > " |5;| = 1.

Suponhamos por absurdo que a desigualdade ([1.2) é falsa. Entdo para qualquer

m > 0, existem S 1, ..., Bom € R,com Y| |5im| = 1, tais que
1
Hﬁl,mxl + -+ Bn,man < —.
m
Sendo assim a sequéncia (¥, )men €m X dada por
Ym = 5l,mx1 + -+ 5n,mxna

satisfaz que >, |8i.m| = 1 para todo m € Ne ||y,,|| = 0 quando m — oc.
Como Y ", |Bim| = 1, entdo |f5;,,| < 1 para quaisquer i = 1,...,n e m € N. Por-
tanto, para cada ¢ fixado, a sequéncia (3 ,)men € limitada. Consequentemente, pelo

teorema de Bolzano-Weierstrass, (3, )men admite uma subsequéncia (@‘,mil )i,en con-
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vergente. Observe que a sequéncia (Y., )i en dada por

ymil = BLmilxl + - Bn,mil Tp

é uma subsequéncia de (y,,)men. Pelo mesmo argumento (ymi1 )i;en admite uma sub-
sequéncia (ymi2 )iren tal que ( Bam., )i,en € uma subsequéncia convergente de (ﬁQ,mil )isen-
Seguindo dessa forma, depois de n passos, obtemos uma subsequéncia (Y, )i,en de

(Ym)men cujos termos sdo da forma

ymin = Bl,minxl + -+ /Bn,minxn-

Tome f3; sendo o limite de (3;m, )i,en. Portanto y,,, —y =37, fiz;, onde Y " | |f;] =
1, e com isso nem todo f; pode ser zero. Como {z1, ..., z,} € um conjunto linearmente

independente, devemos ter que y # 0. Por outro lado, como y,,,, — ¥, a continuidade

da norma implica que ||y,

— ||ly||. Mas por hipétese ||y,,|| — 0, e comO (Y, )i en €
uma subsequeéncia de (¥, )men, devemos ter ||y, || — 0. Consequentemente ||y|| = 0, o

que é um absurdo, provando o lema. |

Proposicdo 1.5. Se X é um espago vetorial n-dimensional e || - ||1, || - ||2 sdo normas em X,

entdo existem m, M > 0 tais que m||z||2 < ||z||1 < M||z||2 para todo x € X.

Demonstragio. Seja {ei,...,e,} uma base de X. Entdo todo z € X tem uma tnica
representacao

r=2x1€1+ -+ xTHe,

comz; € R, i =1,---,n. Como o conjunto {ey,...,e,} é linearmente independente,

pelo lemal[l.4 existe ¢ > 0 tal que

n
c <ZI%I) < [z
j=1

Por outro lado, usando a desigualdade triangular, temos

n n
lzllz < D laslliellz < kD lal,
j=1 j=1
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onde k = max{||¢;||,j = 1,...,n}. Portanto, para m = { > 0, temos

c n n
mllzll2 < & (Z !%!) <c (Z \%’\) < =l
j=1 i=1

Seguindo o mesmo procedimento com as normas trocadas, obtemos que existe m >
0 tal que

mllzy <l

Tomando M = L temos

m

mllzlly < llzfl < Mzl
u

Exemplo 1.6. Seja D um subconjunto compacto de R™. Denotemos por C(D,R™) o espago
vetorial das fungoes continuas definidas em D com valores em R"™ munido com a norma do md-
ximo || f|l o = maxgep || f(x)||. Com isso, a topologia de C(D,R) é a topologia da convergéncia

uniforme.

Lema 1.7. Se uma sequéncia (¢;);en em C(D,R"™) converge uniformemente a ¢ : D — R”,

entdo ¢ € C(D,R™).

Demonstragio. Tome a sequéncia uniformemente convergente (¢;);ey em C(D,R™). En-

tdo para cada € > 0, existe N € N tal que

[6:(x) - o) < 3 (13)

paratodo: > N e todo z € D. Como ¢y é continua para todo z € D e D é compacto,

existe ¢, > 0 tal que
€

lon(2) = on )l < 5

(1.4)
sempre que ||z — y|| < d,. Entdo, por (1.3) e (L.4)) temos que, para todo ¢ > 0 e cada

rxeD

l6(2) = 6(w)ll = 16(2) = o (@)l + lon () = on(w)] + 6w (y) — o) < 5+ 5 +5 =¢

sempre que ||z — y|| < d,. Sendo assim ¢ : D — R" é continua e ¢ € C(D,R"). |
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Proposicdo 1.8. Seja D um subconjunto compacto de R". Entdo C(D,R"™) é um espago de

Banach com a norma || - || s

Demonstragio. De fato, tome uma sequéncia de Cauchy (¢;);ey em C(D,R™). Veja que,
se (¢n)nen € uma sequéncia de Cauchy, entdo para todo z € R™ e e > 0, existe N € N

tal que

sempre que n,m > N.

Sendo assim a sequéncia (¢, (z)),en € de Cauchy em R”. Como R"™ é um espago de
Banach, ¢(x) = lim,_,o ¢,(z) define uma fun¢do ¢ : D — R". Tomando m — oo na
equagao temos

[fn(z) — ¢(2)]| <€

sempre que n > N e para todo x € D. Sendo assim, temos que (¢,,),en € uniforme-

mente convergente. Dessa forma, pelo lema temos que ¢ € C(D,R"). |

Definicdo 1.9. Uma sequéncia de fungdes (¢;);en € uma sequéncia uniformemente limi-

tada em C(D,R") se existe M > 0 tal que ||¢;|| < M para todo j € N.

Defini¢ao 1.10. Um subconjunto Ade C(D,R") é dito uniformemente limitado em C(D,R")
se existe M > 0 tal que ||¢|| < M para todo ¢ € A.

Definicdo 1.11. Uma sequéncia de fungdes (¢,)jer € dita equicontinua em C(D,R™) se para
todo € > 0 existe 6 > 0 tal que ||¢;(x) — ¢;(y)|| < e para todo j € Ne z,y € D satisfazendo
lz =yl <.

Definicao 1.12. Uma fungio ¢ € C(D,R") é uma fungdo Lipschitziana se existe uma cons-

tante k > 0 tal que ||o(x) — ¢(y)|| < k||x — y|| para todo z,y € D.

As sequéncias de fung¢des equicontinuas mais utilizadas em C(D, R") sdo as sequén-

cias (¢, )nen de fungdes Lipschitzianas com constante de Lipschitz independente de n.

Lema 1.13 (Arzela-Ascoli). Seja D um subconjunto compacto de R™. Entdo uma sequéncia
uniformemente limitada e equicontinua de fungoes em C(D,R™) possui uma subsequéncia que

converge uniformemente em D.
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Demonstragio. Seja D um subconjunto compacto de R™. Enumeremos o conjunto dos

racionais m-dimensionais como
Q™ = {Qi}ieN

Para cada (4,7j) € N x N, considere 7; ; € B1(¢;) N D se B1(g;) N D # (. Observe que o
conjunto

W:{i'\i’ji (Z,j)eNXNGZ/L‘\ZJGB;(Z]\Z)HD%@}
J

é denso em D. De fato, para cada zp € D er € R tome j,7 € N tal que % < ze

7 — xo|| < 1. Sendo assim zy € B1(q;) N D, B1(q;) N D # (0 ez;; € W. Veja que
j 3 : J Jaq
~ ~ ~ ~ 1 1
1Zi; — ol = [1Zi; — Gl + [l — 2ol < 3 +3 <.

Portanto W é denso em D.

Re-enumeremos agora o conjunto {@,j}(i,j)eNxN por
W= {Ii}ieN-

Como a sequéncia (¢;(z1));en € limitada em um espaco euclidiano, pelo teorema de
Bolzano Weierstrass sabemos que existe uma subsequéncia (¢ ;),en de (¢;) en tal que
(¢1,(21))jen € convergente em R”. De modo analogo obtemos uma subsequéncia (¢s ;) jen
de (¢1,) en tal que (¢2;(22)) jen € convergente em R™. Prosseguindo esse processo obte-
mos um conjunto enumeravel de subsequéncias da sequéncia original, onde (¢, ;(zx)) en
converge se k < [. Portanto (¢, ;(z)),en € uma subsequéncia de (¢;(z));en que converge

para todo x € W.

Por outro lado, segue pela equicontinuidade de (¢; ;) en que dado € > 0, existe

0 > 0 tal que
€

. (1.6)

|j.5(w) — d5; ()l <

para todo j € N e sempre que ||z — y| < J§. Agora tome uma cobertura aberta
Bs(z;)},en de D. Como D é compacto, a cobertura {Bs(x;)} ey admite uma subco-
i) Si p i)

bertura finita, que denotaremos sem perda de generalidade por { Bs(x;)}i=1,.x. Dessa
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forma, para cada x € D temos que = € Bs(x;) paraalgumi =1,...,k, e assim
|z — ;]| <. (1.7)
Note também que (¢; j(x;));jen converge para i = 1,..., k. Assim existe n;, € N tal
que

650w = dus(@)ll <

sempre que j, s = n;. Tomando entdo N = max;—; k{ni}/ temos que

,,,,,

I65(x:) = Bus(w)l < = (18)

sempre que j,s > N paratodo z;com¢=1,... k.

Assim, por (1.6)), (1.7)) e (1.8), temos que para todo = € D,
165 (2) = bs.s(@)|| < N¢55(2) = Gig (@)l + [0 (i) — Ps,s(@)[| + [|ds,5(20) = Pss()]]
<i4i4-<
66 6 °
sempre que j,s > N paratodo z; com¢=1,... k.
Dessa forma, temos que ||¢; (z) — ¢ s(2)|| < e paratodoz € D ei,j > N. Assim,

se ¢(z) = limyo0 ¢4i(2), temos que ||¢;i(z) — ¢(z)|| < e parax € D ei > N. Portanto
(¢:,i)ien converge uniformemente a p em D e ¢ € C(D,R"™) pelo lema |

Definicao 1.14. Sejam X e Y espagos topoldgicos. Um homeomotfismo entre X e Y é uma
bijecdo continua f : X —'Y, cuja inversa f~* : Y — X também é continua. Diz-se entdo que

X eY sido homeomorfos.

Definic¢ao 1.15. Sejam X e Y espagos vetoriais normados. Uma transformacio T : X — Y é

dita limitada se existe uma constante k > 0 tal que || T(x)||y < k||z||x para todo x € X.

Lema 1.16. Suponha que X e Y sdo espagos vetoriais normados. Uma transformagdo linear

T : X — 'Y élimitada se, e somente se, é continua.

Demonstragio. (=) Suponha que 7' : X — Y é limitada. Entdo 7" é Lipschitz e portanto

continua.
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(<) Suponha que T': X — Y é continua. Pela continuidade na origem, existe § > 0
tal que
1T ()} <1

sempre que ||z|| < 0. Agora, para cada y € X tal que ||y|| # 0, consideremos

J
2]yl
Note que
oyl _ o
)l = 5 <9
2yl 2
Logo,
0y
1> el = |7 (5% | = gl Tl
2|l 2|yl
Portanto
2
I < 5yl
mostrando que 7' é um operador linear limitado. |
Sejam X e Y espagos vetoriais normados. A norma || - || de uma transformagdo

linear continua 7" : X — Y é definida por

1T = sup {[|T(x)lly}-

=]l x=1

E facil ver que ||T'|| é uma norma. Observe também que se = # 0, entdo

Tl = ()L, < s G|, = 0w

Com isso ||T'(z)||y < ||T]|||z||x paratodo z € X.

Exemplo 1.17. Seja X um espago vetorial normado, Y um espaco de Banach e L(X,Y) o
espago vetorial dos operadores lineares limitados T : X — Y. Entdo L(X,Y) é um espago de
Banach com a norma definida acima. De fato, considere (1},),en uma sequéncia de Cauchy em

L(X,Y). Entdo, para todo x € X e e > 0, existe N € N tal que

1T () = Ta(@)[| < T = Tullllz]] < €
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sempre que m,n > N. Com isso (T,,(x))nen € uma sequéncia de Cauchy em Y para todo
x € X e podemos considerar T'(x) = lim,,_,~ T,,(x). Para demonstrar a linearidade de T', veja

que para todo x,y € X e a € R temos que

T(ar+y) = nh_)nolo To(ax+y) = lim (aT,(x) + Tn(y))

n—oo

=« lim T,(x) + lim T,(y) = oT(x) + T(y),

n—o0 n—o0
0 que mostra que T é linear.

Para mostrar que T é continua (e portanto T € L(X,Y)), note que (T, ) nen € uma sequéncia

de Cauchy, e portanto uma sequéncia limitada. Logo
ITa (@) < [ITNllz ]l < Cll]
para algum C > 0etodon € N, e
IT()] = lim |T.(x)] < Clla]|

o que implica que T' é uma transformagdo linear limitada e portanto continua. Dessa forma
T e L(X,Y).

Por fim, seja ¢ > 0 e considere N € N tal que ||T,,, — T,,|| < 5 para todo m,n > N. Se v é
tal que ||z|| < 1, entdo existe n, € N com n, > N tal que ||T,,,(x) — T(z)|| < 5. Com isso, se

n > N, entdo

€ € €
1T () = T (@)} < 1 T(2) = T (@)l + [T, (2) = T @) < [T = T llllall + 5 < 5+ 5 =

sempre que ||z|| < 1. Portanto ||T,, — T'|| < esen > N e T, convergea T em L(X,Y), o que

prova que L(X,Y") é um espago de Banach.

Exemplo 1.18. Defina T : C(]0, 1], R") — R"™ por

1(6) = [ olsyis

A fungido T é linear e continua com | T|| = 1.
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De fato, tome ¢, € C([0,1],R") e a € R. Entdo

T(ad + ) = / (ad + ) (s)ds = / ad(s) + (s)ds

Y / o(s)ds + / W(s)ds = aT(¢) + T(),

e T é uma transformagdo linear.

Agora, veja também que

/0 (s)ds

Com isso temos que T' é Lipschitziana, sendo assim continua.

1 1
o) - | < [ otslas < [ max lolds = ol

Por fim, veja que

/0 ' (s)ds

e a igualdade vale para ¢ = 1. Portanto ||T'|| = 1.

I7) = sup {(IT(O)} = sup {\

ll¢l=1 lloll=1

1.2 Teoremas de ponto fixo

e {f oonerf <

As defini¢des de ponto fixo e de diferenciabilidade que serdo apresentadas nessa se¢do

serdo fundamentais para o capitulo [2, uma vez que garantiremos a existéncia de uma

solucdo para uma equagdo diferencial com certas condigdes através da existéncia do

ponto fixo de um funcional que definiremos na se¢ao Dessa forma, nessa se¢dao nos

ocuparemos em apresentar condi¢des suficientes para garantir a existéncia e unicidade

de pontos fixos de uma fun¢do em um espaco vetorial.

Definicao 1.19. Seja X um conjunto ndo vazio. Um ponto fixo de uma fungio f : X — X é

um ponto x € X tal que f(x) = .

Definicao 1.20. Sejam X e Y espacos de Banach e F C X. A fungdo f : F — Y é chamada

de contragdo em F se existe \ € [0,1) tal que

1f () = F)ll < Allz =yl
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para todo x,y € F. A constante \ é chamada de constante de contragdo de f em F.

Teorema 1.21 (Principio da Contracdo de Banach-Cacciopoli). Seja F um subconjunto
fechado de um espago de Banach X e f : F — F uma contracdo. Entdo f admite um iinico
ponto fixo x em F. Ainda, para v, € F tomado arbitrariamente, se tomarmos a sequéncia

(@ )nen definida por .1 = f(x,), teremos que T é o limite da sequéncia (z,,)nen €

A"[xy — ol
1=x)

onde \ € [0,1) é a constante de contragio de f em F.

Demonstragio. A demonstragdo desse teorema pode ser encontrada na pagina 5 de [10].

Proposicao 1.22. Sejam X um espaco de Banach, T : X — X uma transformagio linear
continua com ||T|| < 1 e I a fungdo identidade. Entdo I — T tem inversa limitada. Em outras
palavras, a equagio

(I =T)(x) =y (1.9)
tem solugdo vinica v € X que depende continuamente de y € X.

Demonstragio. Para cada n € N defina a fungdo S, (z) =z +T'(x) + - -- + T"(x). Sejam

n,m € N e sem perda de generalidade suponha que n < m. Entdo

190 (2) = Sm(@)l| = e+ T (@) +- -+ T (@) =2 =T (2) = - =T"(2) =T""(2) = - - = T™(a) |
=T @) + -+ T @) < AT+ -+ 1T D]

Logo, se ||z|| < 1, temos

18n(2) = Sm(@)I| < NT"H[ + -+ NI < T+ -+ 1T

a7y o 17t
17| 17|

=TI A+ T+ -+ T2+ Tt = )

Pelo fato de ||T'|| < 1, para todo € > 0, existe N € N tal que HIT_H|1|VT+”1 < €. Sendo assim,
T||n+1 T N+1
[50(e) — Sl < I < T o 1.10)

L=|[T] 1= {7
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sempre que m >n > N e |jz| < 1.

Como 7™ é limitada para todon € N, entdo S,, também é, sendo assim 5,, € L(X,Y))
para todo n € N. Como (5, )nen € uma sequéncia de Cauchy por e L(X,Y)éum
espago de Banach, existe uma fungao S € £(X,Y) tal que lim,_,, S, = S. Ainda, veja
que

(I = T)Su(x) = Sull = T)()
= I(z) - T(z) + T(z) — T%(2) + T%(z) + - - - — T" (2) + T"(x) — T"(2)
= (I =T"")(x).

Dessa forma, como ||T'|| < 1, temos que
lim |77 < lim ||T]|" = 0.
n—oo n—oo

Portanto

(I-T)S=SI~T)= lim (I -T)S, = lim S,(I -T) = lim (I —T"") =1,

n—oo n—oo n—oo
e concluimos que S = (I — 7). [ |

Definic¢ao 1.23. Sejam X e Y espagos de Banach e D um subconjunto aberto de X. Uma
fungio f : D — Y é dita Fréchet diferencidvel no ponto x € D se existe um operador linear

limitado A : X — Y tal que

[f (2 +h) = f(z) = A(@)h]| < p(IAl], ),

para todo h € X tal que v + h € D, onde p(||h]|, x) satisfaz lim o ’)(““}"1“‘"”) = 0. O operador

linear A(x) é chamado de derivada de f em z.

Proposicao 1.24. Sejam X e Y espagos de Banach, A um abertode X, f : A — Y e suponha

que
1o f o+ th) — f(xo)

t—0 t

= w(xg)h (1.11)

exista para todo xo € Ae h € X. Suponha que w(xy) é uma fungio linear continua para
todo xy € A e w uma fungio continua de A em L(X,Y). Entdo f é Fréchet diferencidvel com

derivada w(xg) em xy € A.
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Demonstragio. Vide proposicdo 3.2.15 de [7]. |

Exemplo 1.25. Uma transformagdo linear continua w(x) que satisfaz a equagdo 1)) pode

existir para todo h € X e ndo ser a derivada Fréchet de f em x, € A.

De fato, considere a fungio f : R* — R definida por

1, sey=22e(x, 0,0);
gy AL V= e @) £ (00)

0, caso contrario.

Note que se r é uma reta que passa pela origem, entdo f|, sempre se anula em uma vizinhanga
de (0,0). Logo se w,(0,0) é a derivada de f em xy na dire¢io de r, entdo w,(0,0) : R* — R
é a transformagdo linear nula. Entretanto f ndo é continua em (0,0). Logo f nio é (Fréchet)

diferencidvel em (0, 0).

Exemplo 1.26. Seja C*([0, 1], R™) 0 espago das fungdes continuamente diferencidveis x : [0, 1] —

R", com as operagoes de soma e multiplicagdo por escalar candnicas. Considere

]| = sup [lz(t)[| + sup [l&(t)]]
te[0,1] te[0,1]

onde i = 2. Entdo C'([0, 1], R™) é um espago de Banach.
De fato, tome uma sequéncia de Cauchy (¢, )nen em C*([0, 1], R™). Para todo € > 0 existe

N € N tal que

190 = Pmlloc = max [[¢n(t) — Pm(t)| < sUD [|Pn(t) = G ()] + sup 16 (1) = Sm(t)l]
t€[0,1] te€(0,1]

t€[0,1]

- ||¢n - ¢m||oo <€

sempre que m,n > N. Sendo assim, (¢, )nen € uma sequéncia de Cauchy em C([0, 1], R™) com a
norma ||-||oo. Da mesma forma, como é,, é continua para todon € N temos que (¢, )nen também
é uma sequéncia de Cauchy em C([0, 1],R™) com respeito a || - ||.. Como vimos na proposigio

C([0, 1], R™) é um espago de Banach com a norma || - ||o. Entdo existem ¢, g € C([0, 1], R")

tais que
lim ¢, =¢ e lim ¢, =g. (1.12)
n—oo n—r0o0

Entdo fo dn(T)dT converge uniformemente a fo 7)dT. Mas ¢,(t) fo dn(T)dT. Com isso

¢n(t) converge uniformemente a ¢(t) fO 7)dr. Portanto g(t) = ¢(t), ou seja, ¢,, converge
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uniformemente a ¢ e

lim [|¢, — ¢l = lim (sup l6n(t) — ()| + sup [|6n(t) —¢'>(t)||> =0.
n—0o0 N0\ tel0,1] t€[0,1]

Portanto C*([0, 1], R™) é um espago de Banach com a norma || - || ..

Definic¢ao 1.27. Sejam X eY espagos de Banach, F C X,G C Y e{T,,y € G} uma familia de
operadores tomados em F com valores em X. O operador T, é chamado de contragdo uniforme

em FseT, : F — F eexiste A satisfazendo 0 < A < 1 tal que
1Ty — T,2|| < Al — o]

paratodoy € Gex,z € F.

Lema 1.28. Sejam F um subconjunto fechado e limitado de um espago de Banach X, G um
subconjunto de um espago de Banach Y, f, : F — F uma contragdo uniforme em F para cada
y € Gey+— f,(x) continua para cada x € F fixo. Entdo a fungio dada pelo vinico ponto fixo

g(y) de f, é continua em y.

Demonstragido. Como f, : F — F é contra¢do uniforme, existe A € [0, 1) tal que ||, (z) —
fy(@)]| < M|z —7| paratodoy € Gex,7 € F. Seja g(y) a fungdo que nos dd a relagdo de
y com o unico ponto fixo da fungdo f,. Por y — f,(z) ser continua para todo = € F,

para todo € > 0, existe § > 0 tal que
1Fyn(9(0)) — Fylao)ll < (1= N)e (113)
sempre que ||h|| < 6. Como g(y) é ponto fixo de f, para cada y € G, obtemos
lg(y +h) = gl = Il fy4n(g(y + 1) = fy(gW))l

< fyenlg(y +h) = Fyrnlg@)I + 1 fyrn(9(y) — £y (g(W)) ]

< Algy + ) = gl + | fyrnlg()) — fu(g@))II-

Isso implica que

lg(y + ) — g)l < (1 =X) " fyen(g®) = fulg@)]l < (X=X 1 = Ae=e.
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para todo h satisfazendo ||| < §. Portanto y — ¢(y) é continua. [

Corolario 1.29. Sejam X e Y espagos de Banach, G C Y, A, : X — X operador linear
continuo para cada y € G, satisfazendo ||A,|| < 0 < 1 paratodoy € G ey —> A,z é continua
para cada x € X. Entdo o operador I — A, tem inversa limitada satisfazendo ||(I — A,) || <

(1-0)"te(y,z)— (I — A,)"*(z) é continua.

Demonstracido. Temos que (Id — A,) é um operador com inversa limitada para cada
y € G devido a proposicado
Note que z = (Id — A,)(x) se, e somente se, z = (Id — A,)(z) e

[l = WI(Id = Ay)(@)[| = [z = Ay(@)]| = [l=]] = [[Ay(@) [} = ||z]| = oljz]} = (1 = d)[|=[],

ou seja,

I(Zd = A) " ()]l = |zl < X = 8) " l=ll,

o que implica ||(Id — A4,)7'|| < (1 —46)" %

Provemos que (y, z) — (Id — A,)"!(z) é continua. Denote T}, , como sendo

T,.:X — X

r — Ay(r)+z

e g(y, z) sendo o ponto fixo de T, , em X. Entdo
gy +hz+k)=Ang(y+hz+k)+(z+k) e gy, 2) =Ayg(y,z) + 2
0 que implicam
gy +h,z+k) = (Id— Ayp) (2 + k) e g(y,2) = (Id— A,) 7 (2).
Considere € > 0. Entdo
9y +h,z+k) =gy, 2) = gly + h, 2+ k) =gy + h, 2) + 9(y + h, 2) — g(y, 2)

= (Id—Ayin) (k) +9(y+h,2) — gy, 2).
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Se ||k|| < EOT_‘S) e § é tal que

€

para todo ||h|| < 4, entdo

2

sempre que ||k, 1] < min{6<l—5>,5}. Logo (y,2) — gly,2) = (Id — A))"\(2) é

continua. [ |

Teorema 1.30. Suponha que estejamos nas condigoes do lema Se F e G sio os fechos dos
conjuntos abertos F° e G° respectivamente e f,(x) tem derivadas continuas A(x,y), B(x,y)

em relagdo a y e x respectivamente, entio g(y) tem derivada continua com respeitoay € G.

Demonstragio. Faremos essa demonstragdo em 3 partes:

Parte 1: Suponha que f,(x) tem derivadas continuas A(z, y) e B(x, y) com respeito a
y € G ex € F°. Se g for Fréchet diferenciavel, entdo dg, = [z — B(9(y),y)] " (A(9(v),y))

e (y,h) — dg,(h) é continua. De fato, consideremos a equagao

9(y) = fy(9(y))- (1.14)

Vamos supor que g é diferencidvel e determinar a derivada dg, de g em y.

Usando a regra da cadeia em (|1.14) temos que

dgy(h) = A(g(y),y)(h) + B(g(y), y)dg,(h),

onde h é um elemento arbitrdrio de Y (Veja [6]). Com isso, se g for diferenciavel, dg, (h)

devera ser a solucdo z~ da equagao

z=Ag(y), y)h+ B(g(y), y)z. (1.15)
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Como f, é uma contracdo uniforme,

<1

et )~ A@1 . A
g < _—
1B, y)l = lim, Il S e =

para todo z € F° e y € G°. Dessa forma, o corolario implica que (I — B(g(y),y))™"

é um operador linear limitado para cada y € G° e podemos escrever

z(y,h) = [I = Blg(y),»)] " (Alg(y).v))(h).

onde (y, h) — z(y, h) é continua. Note que [I—B(g(y), y)] ' (A(g9(v)), y)) é linear. Logo
dgy = [I — B(9(y),y)] " (A(9(y),y), onde (y, h) — dg,(h) é continua.

Parte 2: Tome w = g(y + h) — g(y), B(9(y),y) = B(y) e A(g(y),y) = A(y). Entdo w
satisfaz a equagdo

w— B(y)w — A(y)h + ¢ (w, h,y) =0, (1.16)

onde para cada e > 0 ey € G°, existe & > 0 tal que |[v)(w, h,y)|| < e(||w|| + ||k]]) para
cada ||| < 4.
De fato, (z,y) — f,(x) tem derivadas A(z,y) e B(z, y) em relagdo a y e x respecti-

vamente. Entdo, pela diferenciabilidade de (z,y) — f,(2),

9y +h) —g) = fyngly +h) = f,9(y) = B(g(y),y)(9(y + h) — g9(y)) + A(g(y), y)h

+e(llgy +h) — gl + [IAl]),

se

lg(y + h) — g@)Il, Bl <& (1.17)

para 6 > 0 suficientemente pequeno. Mas existe § > 0 tal que se ||A| < 4, entdo 1) é

satisfeito devido a continuidade de g, o que conclui a parte 4.

Parte 3: [I — B(g(y)),y)] *(A(g9(y),y)) é a derivada de g(y). De podemos

escrever w como

w=[I-By)] " (Ayh—v(w, hy)).

Pelo corolério w também satisfaz a equacdo

w—[I - B)] " Ay)h + F(w, h,y) =0 (1.18)
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onde || F(w, h,y)|| < e(1 — X)) (||w|| + ||1]]) para ||h|| < d e y € G°. De fato,
lw = [I = B)] 7' Aly)n] < (Il = B)] (@ (w, k)|l < e(1 = N7 ([lwll + [1A[D),

sempre que ||h|| < § devido a parte 4 e ao corolario Sendo assim, g é diferenciavel
em GY e

dgy(h) = [I = B(y)] " A(y)h.

Finalmente (y, h) — dg,(h) é continua devido ao corolario[1.29] |

1.2.1 Teorema do ponto fixo de Brouwer

O teorema do ponto fixo de Brouwer é um resultado fundamental da matemadtica, es-
tabelecido pelo matematico holandés Luitzen Egbertus Jan Brouwer. O teorema de
Brouwer tem utilidades importantes em vérias dreas da matematica e além. Por exem-
plo, ele é amplamente utilizado na teoria dos jogos, na economia e em problemas de
otimizagdo (veja [3]], [9], [13] e [15]). Nesta dissertacdo nés o utilizaremos para a de-
monstracao do teorema do ponto fixo de Schauder.

Esse teorema afirma que toda fun¢do continua de uma bola unitdria fechada no
espaco euclidiano em si mesma possui pelo menos um ponto fixo. Claramente uma
funcdo f : [0,1] — [0, 1] continua admite pelo menos um ponto fixo. Nosso objetivo
agora é generalizar esse teorema para subespagos topoldgicos de R"” homeomorfos a

bola fechada unitaria.

Proposigao 1.31. Seja §2 um aberto em R™ e

f:QCR" 5 R"

uma fungio de classe C'. Se || f(z)|| = 1 para todo = € Q, entdo seu Jacobiano serd identica-
mente nulo.
Demonstragio. Represente f = (fi,..., f,) em termos de suas fun¢des coordenadas.
Entao

(@) + (@) + -+ (fl2)* = L. (1.19)

Calculando as derivadas de (1.19) em relagdo a cada uma das varidveis z;, para i =
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1,...,n, temos o sistema linear

(

250 () fi(@) + - + 250 () fulw) = 0

200 (2) fu(x) + -+ 222(2) fulz) = 0.

\

Dividindo as equagdes por 2 e representando-as sob a forma de matriz teremos

Or(z) - U(x) || fila) 0
A= .|
Oiz) - Ura) || fule) 0

Assim det(A) = 0, pois se det(A) # 0 terfamos que A admite inversa, resultando em

o que é um absurdo, pois se || f(x)|| = 1 entdo f(z) é um vetor ndo nulo. Logo det(A) =
0. Como det(AT) = det(A) e AT é a matriz Jacobiana de F, entdo o Jacobiano de F' é

igual a zero. u

Utilizaremos o termo suave como sindnimo de infinitamente diferencidvel.

Lema 1.32. Seja S uma bola unitdria fechada em R™, com n > 1. Entdo qualquer fungio

¢ : S — S suave possui ao menos um ponto fixo.

Demonstragio. Considere ¢ : S — S uma funcdo suave e suponha por absurdo que

¢(x) # x para todo z € S. Seja a = a(z) € R a maior raiz da equagdo quadratica

lz + a(z)(z — ¢(x))|* = 1 (1.20)
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isto é,

(+a(x)(z = o)), 2 + a(z)(z - ¢(z))) = 1
(z,2) +2a(2) (2,2 — ¢(2)) + a*(2)(z — p(z), — $(2)) = 1
= lz = ¢(x)[*a*(z) + 2(z, z — d(x))a(z) + (|z]|* = 1) = 0.

4

Sendo assim, as raizes de (|1.20)) sdo

—2(z, 7 — ¢(x)) £ Az, 2 — ¢(2))? — 4]z — o(2)[*([|=]* — 1)
2|z — p(2)|? '

a(x) =

Mostraremos que o discriminante serd sempre positivo, para concluir que existe

raiz para (1.20)), e que a maior raiz dessa equagao é

—2(z, 7 — ¢(z)) + Az, x — ¢(x))* — 4l|lz — o) (2] — 1)
2[|z — o(a)[? ’

(1.21)

ou seja,

a(@)llr = ¢(@)|* = ~{z,x = d(x)) + V(w2 = ¢(2))? — ||z — d(2)[2([l«[* - 1).

De fato, se tomarmos ||z|| < 1 temos que (||z||* — 1) < 0 e como ¢ ndo possui ponto
fixo, ||z — ¢(x)||* > 0 para todo = € S. Dessa forma, quando ||z|| < 1 o discriminante
seréd estritamente positivo. Se ||z|| = 1, entdo (1 — ||z|*) = 0 e o discriminante serd
(z,x — ¢(x))? > 0. Garantimos a existéncia da raiz para a equagdo (1.20), mas para
que ([1.21)) seja de fato a maior raiz é necessario que (r,z — ¢(x)) > 0. Suponha que
(z,2 = ¢(x)) = 0. Entdo (z,2) = (z,¢(z)) = 1, ¢(z) # 0 e |[z[|[|¢(z)[| cos(f) = 1, onde
 é o angulo entre = e ¢(z). Mas para que a igualdade seja satisfeita, devemos ter
|lo(z)|| = 1ed =0, pois ||¢(z)]] < 1. Logo x = ¢(z), o que é um absurdo. Portanto
(x,x — ¢(z)) > 0 e o discriminante em é positivo e nunca se anula.

Observe ainda que se ||z|| = 1 e a(z) é a maior raiz da equacdo (1.20)) entdo a(z) = 0.

Agora, para cada t € R, considere

f(t,2) = 2 + ta(2)(@ - ¢(x)).
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Pelo fato de que a func¢do y — y% comy € Rt ésuave, entdo f é C* nas n+ 1 variaveis

(t,z1,...,x,) e assume valores em S.
E valido fazer algumas observagdes sobre a fungdo f. Para: = 1,...,n usaremos a
notagao
R

Derivando a funcdo f(¢, x) em relacdo a variavel ¢ temos

filt;x) = a(z)(z = ¢(1)).

f(0,z) = z para todo = € S, e pela defini¢do de a(x) em (1.20]) temos que || f(1,z)|| =1
para todo x € S. Ainda, considerando z satisfazendo ||z|| = 1, teremos a(z) = 0 e como

consequéncia disso f(t,z) = z paratodot € Re fi(t,z) = 0 para todo ¢t € R.

Por uma questdo de conveniéncia, denote =y = ¢,

f:R" 5 R®
) — (Y ™).

(Io,xl, ce

e M, i=0,1,...,n, sendo a matriz Jacobiana de f com a coluna da derivada parcial

em relacdo a x; omitida, ou seja

%() (:BO’ x) ;i—l (mO? x) I1i+1 (:I:O, x) szln ('x07 $)

2 (0, 2 (xg,x 2 (xg.x 2 (xo,x
M) = | T2l realamn @) Feon (20,2) N P!

;l()(IOJx) ;Z-,l(x()?x) QZ+1('T07I) f:?n(x()?x)

e chamemos o determinante de M, (z¢, z) de D;(xy, x).
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Veja que as derivadas parciais da i-ésima coordenada da funcdo f sdo

fao(@o,7) = 0+ a(2)(z; — ¢'(2))

. B da(x) ; ¢ (x)
Fizo.a) = 0+ 8 1y — 6 (0)) — mate) (52)

Oa(x)

f;ifl(:cg, x) = 0+

)

Dy (i1 — ¢'(x)) — moa(x) <

Fioa) = b an o) o = ) + aoala) (1~ 2512)

fo(@o,w) = 0% m()#('ff(‘ri—&-l —¢'(z)) — zoa(x) ( ai(jl))

~—

(o) = 0+ 205 0, = 6a) — moato) (25170

Olhando para as derivadas acima podemos perceber que em z, = 0 a matriz Mg (o, z)

é dada por

fr0,2) -+ f2(0,z) 1 .o 0

e portanto Dy (0, z) = 1.

Voltemos a varidvel ¢t = z e considere a integral
s
E facil ver que 1(0) é o volume de S. De fato

1(0) = /Do(o,x)dwl...dzn = / ldy, ...d,, =V(S)
o s

e portanto /(0) # 0. Por outro lado f(1,x) satisfaz || f(1,z)|| = 1, sendo assim, segue

pela proposicado que o Jacobiano Dy(1, ) é identicamente nulo e portanto /(1) = 0.

A contradi¢dao desejada serd obtida mostrando que I(¢) é constante, isto é, que
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I'(t) = 0. Para provar isto, derivamos sob a integral ([1.23)) e obtemos

0
I'(t) = 5 /SDo(t,x)d:El cdz, = . %Do(t, z)dxy ... dz,.

Afirmamos que

0 < i1 O
&DO_Z(_D a—%DZ.

=1

Vejamos o que ocorre para n = 2.

9Py =2 get o = det ae S + det o o
ot " ot 2 2 2 2 2 2
T To x1t T2 T rat
o 1 1 fLop 9 1 1 1 1
= _——det| """ T | —det| " T |4 det| "™ " | —det| """ T | (1.24)
0rq 2 g2 §2 g2 0o 2 2 2 2
t x2 t oI x1 t x1T2 t
0 0
=—D, - —D
3x1 ! 8x2 2

pois a segunda e a quarta parcela de (1.24)) diferem por uma permutacdo de colunas

que se anulam. No geral, os termos de ([1.24) que ndo sdo do tipo (—1)j+1%Dj sdo

determinantes de matrizes com f; na i-ésima coluna e f,,, na j-ésima coluna, j # i,
cuja soma com o determinante da matriz com f; na j-ésima coluna e f, ., na i-ésima

coluna vai ser nula. Portanto (|1.24)) fica

0 - 0 0
- — B RVE S > )
Do > (-1 axjpj.

Jj=1

Logo I'(t) é a soma das integrais da forma

0
+ /S a—xiDi(t, x)dry . ..dx,.

Lembre-se que D;(t,z) é o determinante da matriz quadrada M; definida em (1.22]).

Seja S; a bola fechada unitaria no espago de varidveis z,...,2;_1, Zit1,. .., 2,. Defina

of = T= @+ 4ol +al, + - +a) ea; = —af.

+ _ +
D = (X1, T, X Tty e e Ty
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p; = (l’l, ce ,xi,l,iC;,%‘H; s ,.fL'n)-

] )

Pelo teorema fundamental do calculo, I’ serd a soma das integrais da forma
:l:/ Dl(t,p;r)dl’l e d$1_1d$z'+1 R dIn + / Dl(t,p;)dl’l e dxi_1d$i+1 ce dIn

Mas ||pf || = |Ip; || = 1, e como fu, (t,x) fi(t,z) = 0 para ||z|| = 1, segue da defini¢do de
D; que o resultado destas integrais é zero, isto é, I'(t) = 0, o que contradiz a hip6tese

de que ¢(z) # x para qualquer z € S.

Portanto toda fungdo suave possui a0 menos um ponto fixo. |

Teorema 1.33 (Teorema do Ponto fixo de Brouwer). Seja S uma bola unitdria fechada em

R™, n > 1. Entdo qualquer fungio continua f : S — S possui ao menos um ponto fixo.

Demonstragio. Segue pelo teorema de aproximacdo de Weiertrass que toda fungdo con-
tinua ¢ : S — S é o limite uniforme de uma sequéncia de fungdes (¢x)ren Onde

¢ 1S — S édeclasse C* para cada k € N.

Seja (¢r)reny Uma sequéncia de fungdes ¢ : S — S de classe C™ para cada k € N
convergindo uniformemente para ¢ € C(S5, 5), isto é, dado € > 0 existe k; € N tal que

para todo k > ky, temos ||¢x(z) — ¢(z)|| < e paratodo z € S.

Como ¢ : S — S é de classe C* para cada k € N, pelo lema cada ¢y (z)
possui ao menos um ponto fixo. Desta forma, para cada k € N, existe z;, € S tal que

¢r(zr) = x1. Assim se k > ky, temos, em particular,

|lzx — d(an)|| = o (zr) — G| < §

Observe também que como S é compacto, existem ky > 0, zp € S e uma subsequéncia
de (x1)ken, que ainda denotaremos por () ey tais que

€

Jz; - ol < 5
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para todo j > k,. Ainda, como ¢ é continua, entdo existe k3 > 0 tal que

lé(x0) = dlan)ll < 5

sempre que k > k.

Considerando ko = max{ky, ks, k3}, temos que

[o(z0) — 2ol = [[@(20) — O(Thos1) + A(Trot1) — Thot1 + Thot1 — To|
< [o(xo) — d(wros1)l] + [[0(Tro+1) — Thost |l + [|7ke 41 — 2ol
< f+sts=e

Como € > 0 é arbitrario e ||¢(z9) — xo|| < € entdo ¢(z9) = xo. Isso mostra que toda

funcdo continua ¢ : S — S tem ao menos um ponto fixo. u

Corolario 1.34. Sejam S a bola unitdria fechada em R", A um subconjunto de R™ homeomorfo

aSef:A— Acontinua. Entdo f admite um ponto fixo em A.

Demonstragio. Seja h um homeomorfismo entre S e A. Entdo
hlofoh:8—S
¢ uma fungdo continua, e pelo teorema anterior admite um ponto fixo z em S. Entdo

h™to foh(z) = =x
= hohlo fo h(a:) = h(x)
= f(h(z)) = h(z).

Portanto h(z) € A é um ponto fixo de f em A. |

1.2.2 Teorema do ponto fixo de Schauder

O teorema do ponto fixo de Schauder é um resultado importante na teoria dos es-
pacos de Banach e é uma generalizagdo do teorema do ponto fixo de Brouwer para
espagos de dimensdo infinita. Ele estabelece condigdes sob as quais uma fungdo conti-

nua definida em um espaco de Banach possui um ponto fixo. O teorema de Schauder
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estabelece que se a funcdo f mapear conjuntos limitados em conjuntos pré-compactos,

entdo ainda é possivel garantir a existéncia de um ponto fixo.

Definicao 1.35. Seja X um espago topolégico e A C X. Dizemos que A é um retrato de X
se existir uma aplicagdo continua r : X — A, onde r = I sobre A. A fungdo r é chamada de

retracdo.

Definic¢ao 1.36. Diremos que um conjunto X tem a propriedade do ponto fixo se toda fungio

continua definida em X com valores em X admite um ponto fixo em X.

Teorema 1.37. Se X tem a propriedade do ponto fixo e A é um retrato de X, entdo A tem a

propriedade do ponto fixo.

Demonstragio. Sejar : X — Auma retracdoe f : A — A continua. Logo for : X —
A C X éuma fungdo continua. Assim, como X tem a propriedade do ponto fixo, existe
zo € X tal que (f or)(xo) = x¢. Agora, como zy = (f or)(zg) € A, segue que r(zo) = g

e f(xo) = Xy. [ |

Teorema 1.38. Se X tem a propriedade do ponto fixo e X é homeomorfo a Y, entdo Y tem a

propriedade do ponto fixo.
Demonstragio. A demonstracio é andloga a demonstragéo do corolério[1.34} |
Teorema 1.39. Todo conjunto K C R"™ convexo, fechado e nio vazio é um retrato de R™.

Demonstragio. Considere x € R™. Seja u(z) tal que
lz = u(z)|| = min [z —v]]. (1.25)

Considere os semi-espagos abertos 7, = {y € R"; (x —u(x),y —u(x)) > 0ten_ ={y €
R"; (z,u(x),y — u(x)) < 0} e o hiperplano my = {y € R"; (z — u(z),y — u(z)) = 0}.
Suponha, por absurdo, que exista z € 7, N K. Entdo o segmento [u(z), z] ligando =z
a u(x) estd contido em K. Considere \z + (1 — MNu(z) € [u(x),z], A € [0,1]. Entao
|z — (A2 + (1 — Nu(z))||? é a distancia ao quadrado de x a Az + (1 — Nu(z) e

d 2
Y - |l — Az + (1 = Nu(x))]|* = —2(z — u(z), x — u(x)) <0,
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pois z € m;. Logo existem pontos em [u(x), 2] C K cuja distancia a = é menor do que

|z — u(z)||, o que contraria a defini¢do de u. Portanto K’ C my U n_ e
(x —u(x),v—u(x)) <0 (1.26)

para todo v € K.

Defina R = ||u(x) — z||. Note que u(x) que satisfaz é unico. De fato, considere
S:(R) ={y € R" ||z — y|| = R}. Se u(x) é um ponto satisfazendo (1.25)), entdo

(i) a(x) € Sz(R) C my U mg;

(ii) K C m_ Um, ou seja, t(z) € mo;

(iii) Sz(R) Nmo = u(x).
Portanto @(z) = u(x). Dizemos que u(x) é a projecao de = sobre K.

Observe que u(x) é continua. De fato, como u(x),u(y) € K, temos de (1.26) que

(= u(z),uly) —u(r)) <O

(y —uly), u(x) — uly)) <0

Somando essas desigualdade temos

(y =z +ulr) —uly), u(z) —u(y)) < 0
= (u(x) = uly), ulz) —uly)) < (y—z ulr)—uy)
= lu(z) —u@)* < llz = yllllu(z) = u(y)| cos(0)
= lu(z) —u()ll < llz -yl
Portanto K é uma retracao de R". |

Exemplo 1.40. Todo conjunto K C R™ convexo, fechado, limitado e ndo vazio tem a proprie-

dade do ponto fixo.

De fato, sendo K limitado, seque que K C B[0, M| para algum M > 0 suficientemente
grande. Sendo assim, como K é um retrato de R" pelo teorema temos que K é um retrato
de B[0, M|, basta tomar a retragdo de R"™ em K restrita a B0, M]. Como B[0, 1] e B[0, M| sio
homeomorfas, seque do coroldrio que B0, M| possui a propriedade do ponto fixo. Por fim
como K é um retrato de B[0, M| entiio K possui a propriedade do ponto fixo pelo teoremal[1.37]
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Observacao 1.41. E possivel mostrar que todo subconjunto compacto e convexo em R™ é ho-
meomorfo a uma bola fechada unitdria, eventualmente com dimensdo menor que n. Apesar
disso, deixaremos o exemplo do jeito que estd, pois a demonstragdo estd mais no contexto da

teoria apresentada.

Definicao 1.42. Seja X um espaco de BanacheY C X. O menor convexo que contém Y serd
chamado de envoltoria convexa de Y e denotado por conv(Y'). O menor convexo fechado que

contém Y serd chamado de fecho convexo de Y .

Observacao 1.43. E ficil ver que a intersegdo de convexos é convexo e é imediato ver que a
intersegdo de fechados é fechado. Portanto a envoltdria convexa de Y C X é a intersegio de
todos os subconjuntos convexos de X que contém Y. De modo andlogo, o fecho convexo é a

intesegdo de todos os subconjuntos fechados e convexos de X que contém 'Y .

Proposicio 1.44. Seja X um espago de Banach e Y um subconjunto convexo de X. Entdo Y ¢é

convexo.

Demonstragio. Sejam x,y € Y. Considere uma sequéncia (7 )rey em Y convergindo
para x e uma sequéncia (yj)ken €m Y convergindo para y. Como Y é conexo, para
cada t € [0, 1], temos que tx; — (1 — t)y, € Y. Sendo assim, limy_,oo txy — (1 — )y, =

tr — (1 —t)y € Y paracadat € [0, 1]. Portanto Y é convexo. n

Proposicao 1.45. Seja X um espago de BanacheY C X. O fecho da envoltéria convexa de Y

é o fecho convexo de Y.

Demonstragio. Seja B o fecho convexo de Y. Como conv(Y) é o menor convexo que
contém Y, conv(Y') C B, sendo assim conv(Y') C B = B. Por outro lado, como conv(Y') é
convexo temos que conv(Y') é convexo pela proposi¢ao Sendo assim B C conuv(Y),

pois B é o menor conexo fechado de contém Y. [

Teorema 1.46. Em um espago de Banach, o fecho da envoltéria convexa de um conjunto com-

pacto é compacto.

Demonstragio. A demonstracdo de uma generalizacdo desse teorema se encontra na

referéncia [2], teorema 5.35. [ |

Introduziremos agora algumas notagdes importantes para os proximos resultados.

Seja X um espago de Banache Y = {uy,--- ,u,},comw; € X parai = 1,--- ,n. Para
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e > 0 fixo, denotamos

Ye = U?:lB(uiv 6)

e definimos para: = 1,...,n a aplicagdo w; : Y. — R por
wilu] := max{0, e — ||u — ;| }.

Note que w; é continua paracadai=1,...,n.

Seja agora K C X compacto e convexo. Para ¢ > 0 fixo, seja Y = {uy,...,unc} um
subconjunto de K tal que

K C UNSB(us,e) =Y,

o que é possivel pois K é compacto. Como K é convexoeY C K, segue que conv(Y') C

K.

A projecdo de Schauder é a aplicacdo P, : K — conv(Y') definida por

Ne . .
P[] = Z:le (1.27)
> iy wily]
Notemos que a projecdo de Schauder estd bem definida, pois se u € Y,, entdo u €
B(u;, €) para algum u; € Y, e assim w;[u] = ¢ — |lu — ;|| > 0. Portanto ™, w;[u] > 0.
Notando que cada F.[u] é a combina¢do convexa de elementos de Y, segue que P.[u] €

conv(Y').

Lema 1.47. Seja K C X um subconjunto compacto e convexo. A projecio de Schauder definida

acima é continua. Além disso, para todo u € K temos

|lu — P.Ju]|| <e.

~ 2 2 . N, ~
Demonstragido. Como w; é continua paracadai =1, - ,newlu] = > ., w;[u] > 0, entdo

a projecdo de Schauder é continua. Tome u € K. Entdo

wlu] >y wilu]u;
u— P lull| = u— ==
| [u]] o] T T
1 N, N 1 Ne
= ol sz[u]u — Zwi[u]uz = o[l Zwl[u}(u u;)
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1 & 1
< o ;wi[u]Hu — | < mw[u]e =

Teorema 1.48 (Teorema do Ponto Fixo de Schauder). Seja X um espago de Banach, K C X
compacto e convexo, e assuma que

A K=K
é continua. Entdo A possui um ponto fixo.

Demonstracio. Fixe ¢ > 0. Como K é compacto e convexo conseguimos tomar ¥ =
{ui,...,u,} C K de forma que conv(Y) C K C Y.. Considere a projecdo de Schauder
P. : K — conv(Y) definida anteriormente em (|1.27). Defina agora o operador A, :

conv(Y) — conv(Y') por
Afu] = PJA[u]] (u € conv(Y)).

Temos que A, é continua pois é a composi¢do das fung¢des continuas P, e A, onde P,
é continua pelo lema e A é continua por hipétese. Note que conv(Y') é convexo,
fechado e limitado, pois conv(Y) C K com K compacto. Além disso, conv(Y) é um
subconjunto de um espago vetorial de dimensao finita contido em span{u,, ..., un,}.
Dai segue que conv(Y') é homeomorfo a algum conjunto convexo, fechado e limitado
Z C R™ para algum m < N,. Segue dos teoremas e que existe u. € conv(Y)
satisfazendo

Acfue] = ue. (1.28)

Tomando ¢ = 1, temos que, para cada k € N existe u, € K satisfazendo (1.28). Isso
define uma sequéncia (uy)reny em K. Pela compacidade de K existe uma subsequéncia

(ug,)jen € um ponto v € K com uy, — u. Assim pelo lema temos

[k — Alui, )| = ([ Ak, (uny) = Alury )| = [[Pe; (Alur, ) — Alus)|| < ki

J

Como A é continua segue que A(uy,) — A(u), e a desigualdade implica que u = A(u).

Definicao 1.49. Sejam X,Y espagos de Banache f : X — Y. Entdo f é uma fun¢do com-

pacta se para todo conjunto limitado A € X tivermos que f(A) é compacto. Se além disso f
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for continua, a chamaremos de completamente continua.

Coroldrio 1.50. Seja A um subconjunto fechado, limitado e convexo de um espago de Banach

X e f: A— Acompletamente continua. Entdo f admite um ponto fixo em A.

Demonstragio. Seja BB o fecho convexo de f(A). Desde que A é fechado e convexo temos
que f(A) € B C A. Ainda, pela proposicio e pelo teorema m temos que B é
compacto. Se B C A, entdo f(B) C f(A) C B. O teorema [1.48 implica que existe um
ponto fixo de f em B C A. |

Exemplo 1.51 (Retirando a hipétese de compacidade). Se retirdssemos a hipétese de com-

pacidade do Teorema do Ponto Fixo de Schauder teriamos que a fungio

f:(0,1) — (0,1)

r — x2

admite um ponto fixo em (0, 1), 0 que é falso, pois se x* = x entdo x = 0 ou x = 1, pontos que

ndo estdo no intervalo (0, 1).

Exemplo 1.52 (Retirando a hipétese de convexidade). Seja S* a circunferéncia unitdria
em R? centrada em (0,0). Veja que S = {(cos(0),sin(f)) : 6 € [0,27)}. Observe que S é um

conjunto compacto de R? porém ndo é convexo. Tomando f definida como

f:9 = S
(cos(f),sin(f)) +—— (cos(f + 1),sin(f + 1)),

f ndo admite ponto fixo em S, pois se admitisse teriamos que cos() = cos(f + 1) e sin(f) =

sin(@ + 1), o que ndo é verdade para nenhum 0 < 6 < 2.

Exemplo 1.53. Um subconjunto compacto e convexo muito usado de C(1,R"), onde I é um
intervalo fechado e limitado de R, é obtido da sequinte maneira. Considere p, 5 > 0e A um
subconjunto de C(1,R") tal que para toda fungdo ¢ € A teremos que
i) [loll < 5,
ii) ||p(t) — o(t)|| < |t — t| para todo t,t € 1.

Observe que o conjunto A é convexo e fechado. De fato, se tomarmos duas fungdes quaisquer

¢, f € A paracada 0 < t < 1a fungio |, =t + (1 —t)f é continua pois é soma e produto
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de fungdes continuas. Além disso, temos que

[l = lite + (1 =) fll < [ltoll + 1L =) f = tloll + A =DfI <6+ (A -1)F =5

[(z) = (@) = lto(x) + (1 =) f(x) = to(z) — (1 =) f(7)]]
Stllo(z) = @) + (A =l f(2) = @) = tpulle =zl + (1 = Dpllz = 2| = pllz - 2],

pela defini¢do de A. Sendo assim, para toda fungio f,¢ € A temos que tp — (1 —t)f € A
parat € [0, 1] e A é convexo. Também observe que se ¢ é um ponto de acumulagdo de A entio
existe uma sequéncia (¢y)xen em A convergindo para ¢. Note que ¢ é uma fungio continua

pois C(I,R™) é um espago de Banach. Ainda, veja que
loll = Il lim ¢pf| = lim [lgp]| = lim 5 =3,
n—0o0 n—0o0 n—oo
e para todo x, % € I temos

o) =@} = | lim o) 4@ = lim () —~4(@) | < Jim pulle =] = ulla 7]

Com isso temos que ¢ € A, o que implica que A é fechado.

Além disso, segue direto da defini¢cdo de A que toda sequéncia (¢y)ren em A é uniforme-
mente limitada por 3 e todas as funcdes da sequéncia sdo Lipschitzianas com a mesma constante
de Lipschitz i, sendo assim (¢, )xen € equicontinua.

Portanto, para cada sequéncia (¢x,)ren em A, os lemas|(1.7|e implicam a existéncia de
uma subsequéncia (¢r,)jen de (¢r)ren € uma fungio ¢ € C(I,R") tal que lim, oo ¢ = ¢ €
C(I,R™). Mas A é fechado entdo ¢ € A e A é compacto.

1.3 Medida e integracao

Nesta se¢do relembraremos algumas defini¢des e propriedades de medida e integra-

cao.

Definicdo 1.54. Seja I = [a,b] um intervalo em R. A fungio ¢ : I — R" é dita ab-

solutamente continua em I se dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que, para toda colegio finita
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{lai, b }iz1,....m de intervalos disjuntos de I satisfazendo " | |b; — a;| < 0, temos que

lecb olai)]| < e.

Definicao 1.55. Seja I um intervalo em R. A fungio ¢ : I — R" é dita localmente ab-
solutamente continua se para todo ponto t € I existe uma vizinhanga V; de t tal que ¢ é

absolutamente continua em V;.

Observacgao 1.56. Dizer que ¢ : I — R™ é localmente absolutamente continua é o mesmo que
dizer que ¢(t) é absolutamente continua para todo intervalo compacto [a,b] C 1. De fato,

(=) Seja ¢ : I — R" localmente absolutamente continua e |a,b| um intervalo compacto
em I. Entdo para cada t € |a,b] temos que existe uma vizinhanga V; de t tal que ¢(t) é

absolutamente continua em V;. Considere uma cobertura aberta {V},cjap) por intervalos de

[a,b] em que ¢ é absolutamente continua em V; para todo t € [a,b] e tome {V;},—1 1 uma
subcobertura finita de {V; },c(q4. Podemos escolher esta cobertura de modo que:
(1) Vi = [c1,dv), Vi = (ck, di) e Vi(ei, di) parai = 2,... )k — 1, ondec; = aed, =0;
(2)d; <diyrec;<ciparai=1,....k—1;
B)ViNnViy1 #bparai=1,... . k— 1.

Nio ¢ dificil escolher a; € VN Vigy, i = 1,....k — 1, tais que a; < a;+1 para todo
i =1,....,k — 2. Denote ag = a e a, = b. Com isso, ¢ é absolutamente continua em cada
lai—1,a;) C Vi, i=1,... k. Sendo assim, se ¢; = ¢ |(4;.a,,,] PAratodoi =0,... k — 1, temos
que

= /at fi(s)ds

para alguma fungdo integrdvel f; definida em [a;, a;+1] (ver teorema 14 de [18]). Com isso nio
é dificil ver que ¢(t) f f(s)ds para alguma fungdo integrdvel f : [a,b] — R. Logo ¢(t)
absolutamente continua em [a, b].

(«<=) Seja ¢(t) absolutamente continua para todo intervalo compacto em I. Para cada ponto
t € I existem um compacto Uy C I e um aberto V, de I tal que t € V;, C U,. Entdo ¢(t) é

absolutamente continua em V. Logo ¢ é localmente absolutamente continua em 1.

Proposicao 1.57. Se ¢ : I — R"™ é absolutamente continua, entido ¢ é diferencidvel quase

sempre.

Demonstragdo. Se ¢ = (¢1,...,¢,) : I — R™ é absolutamente continua, entdo as fung¢des
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coordenadas ¢; : I — R, 7 = 1,...,n, sdo absolutamente continuas. Logo ¢; é dife-
rencidvel quase sempre (corolario 12 do livro [18]) e com isso ¢ é diferencidvel quase

sempre. [

Teorema 1.58. Uma funcgio ¢ é uma integral indefinida se, e somente se, é absolutamente

continua. Neste caso ¢ é uma integral indefinida de sua derivada.

Demonstragio. A demonstragdo para fungdes a valores reais pode ser encontrada em
[18]. A demonstracdo para valores no R" segue diretamente da andlise das funcdes

coordenadas de ¢, andloga aquela feita na proposi¢ao[1.57 |



CAPITULO 2

EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

As equagoes diferenciais ordindrias sdo ferramentas matematicas fundamentais usa-
das para descrever uma ampla variedade de fendmenos naturais e cientificos. Elas sdo
utilizadas para modelar o comportamento de sistemas dinamicos e prever seu desen-
volvimento ao longo do tempo. Se vocé ja se perguntou como calcular a trajetéria de
um foguete no espago, entender a taxa de crescimento de uma populagdo ou descre-
ver a vibragdo de uma corda, as equagdes diferenciais ordindrias sdo importantes para

obter respostas.

Nem sempre é possivel determinar uma solucdo para uma equagdo diferencial e
se for possivel nem sempre podemos garantir que existe uma tinica solucdo para essa
equacdo. Neste capitulo, ndo trataremos de métodos para resolver equagdes diferenci-
ais explicitamente, mas de condi¢des que garantirdo a existéncia e unicidade de solu-
¢Oes de uma equagdo diferencial ordindria. Esses resultados sdo encontrados em [10] e

[17].
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2.1 Problemas de valor inicial

Seja t um escalar real e D um aberto em R x R". Seja f : D — R" uma fung¢do continua

e denote & = 2. Uma equagéo diferencial ¢ a relagdo da forma

.I'(t) = f<t7x(t>>7 (21)

que também é escrito como & = f(t,x). N6s dizemos que z € solugdo de (2.1) em um
intervalo I C R se x é uma funcdo continuamente diferencidvel em /, (¢, z(t)) € D para
todo t € I e x satisfaz a equacao em [.

Se I = [a,b], entdo i(a) e ©(b) significam derivada a direita e a esquerda respectiva-

mente.

Exemplo 2.1. Tome D =R x Re f(t,x) = 2> Entdo a funcdo ¢(t) = — - € solugiio de

T=
em (—oo, —c) ou em (—c, 00).
Exemplo 2.2. Tome D = R?e
Ve, =0
flt,x) =
0, z <0
A fungio
(= ¢ ¢ e, 00)
4 ? )
o(t) =

¢ uma solugio de

(ﬁ:f(t,l‘)

Note que x(t) = 0 também é uma solugdo para esse problema.

Agora considere o ponto (to, zo) € R”. Um problema de valor inicial para a equagéo

(2.1) consiste na defini¢do do intervalo I com ¢, € I e uma solucgdo z : I — R" de ({2.1)
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satisfazendo x () = zo. NOs escrevemos esse problema simbolicamente como

w(t) = f(t, @) (tel)

x(to) = xo -

(2.2)

Se existe um intervalo I com t, € I e z satisfazendo ([2.2), nos referimos a = como

uma solucgdo de ([2.1)) satisfazendo x(tg) = xo.

Exemplo 2.3. Para o problema de valor inicial
(2.3)

do exemplo o intervalo I depende da constante c, pois necessitamos que a solugio ¢(t) =
— - do problema seja continuamente diferencidvel em I. Mas ¢ nio é definida em —c, portanto

o0 intervalo ndo deve conter a constante —c.

Observacao 2.4. O exemplo [2.3\mostra que intervalo de existéncia da solugdo do problema de

valor inicial I pode ndo ser a reta toda.

Observacao 2.5. Pode existir mais de uma solugdo para um problema de valor inicial, conforme

mostra o exemplo

Lema 2.6. Seja D C R x R"e f : D — R™ continua. A fungio x é solugdo do problema ([2.2)

no intervalo I se, e somente se, x satisfaz a equagio

x(t) = xo + /tt f(r,x(r))dr (2.4)

para todot € I.

Demonstragio. (=) Seja # uma solugdo do problema (2.2). Entdo @ = f(t,x(t)) para

todot € I. Como f é continua, pelo Teorema Fundamental do Célculo temos que

z(t) — x(ty) = /t f(r,z(7))dr

e com isso

z(t) = xg +/ f(r,z(1))dr.

to
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(<) Suponha que a fungdo = possa ser definida como

x(t) = xo +/t f(r,z(7))dr. (2.5)

Entdo, derivando essa equacdo obtemos que

x(t) = f(t,x(t)). (2.6)

Ainda, pela definicdao de f temos que (¢, x(t)) € D para todo t € I. Por fim, xz(ty) =

devido a ({2.5)). [

Teorema 2.7 (Teorema de Peano). Seja D um subconjunto abertode R x R"e f : D — R"

continua. Entdo para cada (to, zo) € D existe pelo menos uma solugdo de (2.2]).

Demonstragdo. Suponha que «, 5 > 0sdo escolhidos de forma que o "retdngulo fechado"
B(a, ) = Bla, B, to, 70) = {(t,x) : 1 € Lo, [z = zol| < B}, onde Lo(to) = {t : [t —to| < o},

estd contido em D. Tome
M = max{|f(t, )], (¢, ) € B0, 5)}.
Escolha &, 3 > 0 tais que @ < o, 5 < 8, Ma < j3 e defina o conjunto
A={p€Cls,R") : ¢(to) =z e ||p(t) —z0l| < B, t € Ia}.

Afirmamos que o conjunto A é convexo, fechado e limitado. De fato, se tomarmos 2
fungdes arbitrdrias ¢,1 € A, entdo para todo A satisfazendo 0 < A < 1 temos que

(1 — X\)¢ — M\ é continua. Além disso

(1= X)d = Ap)(E) — ol| = [[(1 = M)op(t) = (1 = A)zo = A (t) — Ao
< (L= Nlo@t) = ol + M @(t) —zo)[| < A =N)B+ A8 =5

para todot € I, e é imediato que ((1 — A\)¢ — A\¢)(to) = xo. Assim A é convexo.
Mostremos que A é fechado. Tome ¢ € J.A e uma sequéncia de fungdes (¢;);en em
A convergindo para ¢. Observe que como (¢;);cy € uma sequéncia de fungdes em A,

entdo (¢;);en € uma sequéncia no espago de Banach C(I5,R"), com isso ¢ = lim; ,o, ¢; €
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C(15,R™). Além disso
l¢(t) — ol = || lim ¢;(t) — @0l < lim § = 3
1—00 1—00

paratodot € I5e
P(to) = lllglo ¢i(to) = wo.
Assim ¢ € A e A é fechado.

Finalmente, para mostrar que A é limitado, para todo ¢ € A temos
161l = sup [6()]| < sup 6(t) — zo + 20| < B+ |0l
tely tels

Portanto A é limitado por § + ||z¢l|, 0 que demonstra a afirmagdo.

Para todo ¢ € A defina a fungdo 7'¢ : I — R" pela relacdo

To(t) =z + /tf(s, o(s))ds, tel,

Pelo lema encontrar o ponto fixo de T’ é equivalente a encontrar uma solugdo para
o problema de valor inicial (2.2). Sendo assim, nosso objetivo agora é mostrar a exis-
téncia de um ponto fixo de 7" em A utilizando o corolério [1.50}

E facil ver que a funcdo T'¢ : I — R™ é continua, pois f : D — R" e ¢ : I; = R" sdo
continuas, assim sua composta f(s, ¢(s)) também é. Como a integral de uma funcdo
continua é continua, T¢ € C(I,,R"). E evidente que (T'¢)(t;) = x, pela definigdo de
T¢. Além disso,

IT()(t) — ol =

<

xo + / f(s,0(s))ds — xg

t
/ Mds
to

para todo ¢t € I5. Entdo T': A — A pode ser vista como uma aplicagdo de A em A.

/t 1 (5, 6(s))lds

t
< / sup [1£(s, o(s)) |ds| < = M|t —to| < Ma < B,
t

o tels

Também veja que

IT(¢)(t) = T () (D) < < Mt — ] (2.7)

/t 1 (5, (s))lds

paratodot,t € I5. Isso implica que para todo B C A, T(B) é uma familia equicontinua.
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Dessa forma, pelo lema toda sequéncia (¢;);ey em 7'(B) admite uma subsequéncia
que converge uniformemente em C(/5,R"). Como T'(A) C A é fechado, o limite dessa

subsequéncia estd em 7'(B). Logo T'(B) é compacto e 7' é uma fungdo compacta.

Observe ainda que f(¢, x) é uniformemente continua no compacto B(«, ). Assim,
para todo € > 0 existe § > 0 tal que se ||¢ — ¢ < §, entdo || f(s, ¢(s)) — f(s, d(s))|| < £ e
t
/ gds
to Q

IT()(t) = T(e) ()]l =

<

/t 1£(5. 6(5)) — F (5, B(s))llds

€

= T|t - t0| <€
«

para todo ¢t € I5. Em outras palavras

IT¢ —To|l = sup [|To(t) — To(t)]| < e

SEI@

sempre que ||¢ — ¢|| < J. Disso temos que T é uma fungdo continua. Portanto, pelo
corolério podemos afirmar que existe um ponto fixo em A, provando que ha uma

solugdo para o problema de valor inicial ([2.2). |

Corolario 2.8. Seja U C D compacto e V C D aberto satisfazendo VC D e U C V. Entio

existe a > 0 tal que para todo (ty, o) € U, existe uma solugio do problema de valor inicial

(2.1) no intervalo [ty — o, to + a.

Demonstragio. Sem perda de generalidade, podemos supor V compacto. Para cada
(to, z9) € U, considere o retangulo fechado B(a, ,ty,x0) = {(t,x) : t € I, ||x — zo| <
B}, onde I,(ty) = {t : |t—to| < a}, contido em V. Basta considerar &, # > 0 satisfazendo
as condi¢oes da demonstragdo do teorema de Peano com M = max{||f(¢,x)||, (t,x) €

V1. (tomar a + 3 < dist(U, V), além das outras condi¢des é o suficiente). [

2.2 Extensao de solucoes

A secdo anterior nos apresenta condi¢des que garantem a existéncia de solugdes
para (2.2)) em um certo intervalo I. A presente se¢do procura estudar a possibilidade
de estender essa solucdo além do intervalo I de forma que a extensdo dessa fungdo

continue sendo solugdo de (2.2)).

Defini¢do 2.9. Seja ¢ a solugio do problema de valor inicial (2.2) no intervalo I. Nés dizemos
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que ¢ é uma continuacgdo de ¢ se ¢ é definida em um intervalo I que contém I, ¢ coincide com

pemle 5 é solugdo do problema de valor inicial 1' em 1.

Lema 2.10. Sejam a,b € R, com a < b. Seja D um subconjunto aberto de R"*te f : D — R"
continua e limitada em D. Entdo para qualquer solugio ¢ de definida no intervalo (a,b)
temos que limy_,,+ ¢(t) e limy_,,— ¢(t) existem. Além disso, se f(b,lim,_,,~ ¢(t)) é ou pode ser
definida de forma que f(t,x) é continua em (b, lim;_,,~ ¢(t)) entdo ¢(t) é solugio de ((2.1]) em

(a, b]. O mesmo pode ser dito para (a,lim; .+ ¢(t)).

Demonstragio. Tome ty € (a,b). Como ¢ é solugdo em (a, b) temos que

¢@:m+[f@wmw

parat € (a,b). Paraa < t; < t2 < b, temos

p(t1) — d(t2)|l =

%+Avwmm@—m—4ﬁ@ww@

< / (5, 6(5)) s < Mt — ),

onde M é um limitante superior de f(t,z) em D.

Portanto limy, 4, .+ [|¢(t2) —@(t1)|| = 0. Com isso temos que lim;_,,+ ¢(t) existe. Com

um argumento semelhante mostramos que lim, ;- qb(t) existe.

Ainda, considere 5 : (a,b] — R" como

~ , a,b
: (t) t € (a,b)

limy_p ¢(t), t=b.

Se f(t,z) é continua ou estendivel continuamente em (b, lim, ;- ¢(t)), entdo

wﬁwwz(%ﬁgﬂwmwﬁzm+éﬁ@&mm

parat € (a,b) e

~

¢@:mw@=g(m+£ﬂwmwﬁ=m+Lﬁwwmw

t—b
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parat = b. Assim, (E é solucdo de em (a,b]. O mesmo ocorre para uma extensao

correspondente ao intervalo [a, b). |

Teorema 2.11. Se D é um conjunto aberto em R™*!, f : D — R™ é continua e ¢(t) é solugdo
de (2.2)) em algum intervalo, entdo existe uma continuagio para ¢ em um intervalo mdximo
de existéncia. Além disso, se (a,b) é o intervalo mdximo de existéncia da solugio x(t) de (2.2))
entdo temos que uma das afirmagdes abaixo é verdadeira:

i) (t,x(t)) tende para a fronteira de D quandot — b (t — a);

i1) (t, x(t)) é ilimitada.

Demonstragio. Seja x(t) uma solu¢do do problema de valor inicial em um intervalo
I. Se I é o intervalo maximal ndo hd o que demonstrar. Se I ndo é intervalo maximal,
entdo = pode ser estendida para um intervalo T que contém propriamente /. Sendo
assim, pelo lema podemos eventualmente estender I a uma de suas extremidades
e assumir que [ é fechado neste lado. Suponha para fixar ideias, que seja a direita.
Mostraremos que x pode ser estendida a direita para um intervalo maximal. A prova
da extensdo a esquerda é similar. Observe que é possivel assumir que I = [a+¢, b] para

algum € > 0 e que = ndo pode ser estendida a direita a [a + €, c0).

Seja U C D compacto tal que (¢,z(t)) € U paratodo t € [a + €,b], com U C V para
algum aberto V' de forma que V C D. Como (b, z(b)) € U, pelo coroldrio 2.8/ temos que
existe uma solugdo passando por (b, z(b)), definida pelo menos em [b — a, b+ a, onde «
é dada conforme o corolario[2.8] Logo existe uma extensdo de x no intervalo [a+¢, b+0/].
Desde que U é compacto, pode-se continuar esse processo um ndmero finito de vezes
para concluir que existe uma extensdo de z(¢) para um intervalo [a + €, by] tal que

(by, z(by)) ndo pertence a U.

Agora, escolha a sequéncia (V},),ey de conjuntos abertos em D com fecho compacto
tais que V, C Vo1 € Uzozl V. = D. Para cada V,, existe uma sequéncia mondétona
crescente (b, )neny construida como acima, na qual a solugdo z(t) de (2.2) em [a + ¢, ]
tenha uma extensao no intervalo [a+e, b,] e (b,, 2(b,)) ndo estd em V.. Se b, — oo, entdo
(b, z(by,)) € ilimitado e o item (ii) é valido. Se (b,)nen estd limitada superiormente,
considere w = lim,,_, b,. E claro que z foi estendida para o intervalo [a + €,w) e ndo
pode ser estendida mais pois a sequéncia (bg, x(bx))ren € ilimitada ou tem pontos de
acumulagdo em 0D. De fato, suponha por absurdo que z : [a + €,w) — R" admite uma

extensdo 7 : [a + ¢,w] — R”. Com esse resultado temos que z([a + €,w]) é compacto
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e portanto limitado. Com isso também concluimos que o conjunto {(by, z(bx)), k € N}
é limitado, entdo a sequéncia (b, z(bx))ren admite uma subsequéncia (by,, 2(bx,))jen
convergente.

Tome a sequéncia (by;, z(bx,))jen convergindo para (w,y) € D. Como D = UV;
entdo (w,y) € V; paraalgum [ € N. Dessa forma (bx;, z(bx;)) € V; para qualquer j € N.
Mas se k; > I entdo (by,, z(by,)) ¢ Vi,, 0 que nos dd uma contradi¢do. Conclui-se aqui a
demonstracdo da primeira parte do teorema.

Agora seja z(t) definida no seu intervalo maximo de existéncia (a, b) (ndo necessa-
riamente construida como na primeira parte da demonstracédo) tal que (¢, z(t)) é limi-
tada, ou seja, a afirmacéo (ii) do enunciado é falsa. Suponha por absurdo que (¢, z(t))
ndo tende para a fronteira de D quando ¢ — b. Dessa forma existe y € R" e uma
sequéncia (t;, z(t;));en convergindo (b,y) € B(a, 5,b,y) C D para algum «, 8 > 0.

Como f é limitada em B(«, 3, b, y) temos que toda solucdo z(t) em B(«, 3,b,y) sa-

tisfaz

() — =(7)| :‘/ f(s,2(s))ds </ 1f (s, 2(s))llds < Myt — 7], (2.8)

Em particular, para & suficientemente grande, temos que ||, —b|| < § e ||z(tx) —y|| < g

Com isso, se ||t — t;]| < §, entdo

lo(e) — ol < lre) — i)l + Nelte) — yll < My + 5 <5, 29)

ou seja, z(t) € B(a, B,b,y) set € (ty — §,b) C (tx — 5.tk + 5)-
Portanto lim, ;- (t) existe pelo lema e z(t) pode ser estendida para (a,b], o

que é uma contradicdo. u

A demonstragdo do teorema nos diz que se conseguirmos mostrar que uma solugao
é limitada no seu intervalo méximo de existéncia, entdo converge para a fronteira de
D. Assim veremos no préoximo exemplo que se D = R"! entdo a solugdo esta definida

em um intervalo ilimitado em R.

Exemplo 2.12. Seja D = (t;,00) x B,(0) e f : D — R™ continua, onde B,(0) é a bola aberta
em R". Seja x : (t1,b) — R™ uma solugio do problema de valor inicial (2.2)) que admite

g€ (0,0)ety € (t1,b) tal que se T é uma continuagio de x, entio ||Z(t)|| < /5 para todo t > .



2.3 Propriedades de continuidade e unicidade 57

Entdo x admite uma continuagio em (t, 00).

De fato, tome T’ > ty e~y > 0 tal que B < v < a e o retdngulo
D, = {(t,l’) to <t < T, HLL’H < ’}/}

esteja contido em D. Observe que f(t,x) é continua em D,. Seja x(t) solugdo de tal
que (t,z(t)) € Dy. Dessa forma a solugio x(t) é limitada e pelo teorema ela pode ser
continuada para a fronteira de D. Mas como qualquer continuagio T de x satisfaz ||z|| < 5,
temos que (t, x(t)) se aproxima da fronteira de Dy quando t — T. Portanto x(t) estd definida

em [ty, T). Como T é qualquer temos que x(t) pode ser continuada em [ty, 00).

2.3 Propriedades de continuidade e unicidade

Definigdo 2.13. Seja D um aberto em R™**. Uma fungio f : D — R™ é dita ser localmente
Lipschitziana em x se para todo subconjunto fechado e limitado U em D existe um k = ky tal
que

(8 2) = fty)ll < kolle -y
para todo (t,z), (t,y) € U.

Observacao 2.14. Se f : D — R" tem as primeiras derivadas parciais continuas em relagio a

x entdo f é localmente Lipschitziana em x.

Para cada fechado e limitado U C D, tome a cobertura de U dada por
C = {(EOHEOZ) X (dloml;loc) X X (&naagno)}o&/\a

onde A é um conjunto de indices. Considere uma subcobertura finita

F = {(5i, ;) % (@i, b13) X -+ X (@i, bpi) Yiz1, .k

de U.

Agora considere uma cobertura de U formada por

F = {Ez = [Siatz’] X [aliybli] XX [ani,bm]}i—1 ks

.....
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com [s;,t;] C (8i,1;) e [aw, bis) C (@, b)) paratodo | = 1,. .., n. Denote

of
E=U'_E;, My= —(t, d= min {d(E,,E;),E;NE;, =g
im1 U= max Sta)| e d= min {d(E;, Ej) i =2}
se existirem i, j tais que E; N E; = @. Tome 0 = 2maxg e ||f(t,2)]]. Defina ky =
max{2My, %} se existirem i,j = 1,..., k tais que E; N E; = () e ky = 2My caso contrdrio.

Afirmagio: || f(t,x) — f(t,y)|| < kul||x — y|| para todo (¢, x), (t,y) € U.

Tome (t,z) € E;, (t,y) € E; e subdividiremos a andlise em dois casos. Considere o primeiro

caso em que E; N E; = &. Entdo
d < kulle =yl

Ul

(8 x) = fFE )l < [+ L&y < Q(g;?gUHf(t’x)H =0=

Jd no segundo caso quando E;NE; # @ temos E;NE; = [s,t] X [a1, b1] X - - - X [ay, b,]. Note que
se(t,x) = (t,zt,...,a") e(t,y) = (t,y',...,y") entdoexiste (t,z) = (¢, 2%,...,2") € ENE;

tal que z* estd entre ' e y* para todoi = 1, ... ,n. Entdo

1F(tx) = fE Il < [fE2) = f(E )N+ G 2) = fE )]

Iz = yll = Myllz = z|| + Mylly — =[],

of
%(t7x>

|z — z]| + max

0
< max —f(t, )
(tﬂ?)GEj

(tx)EE; || Ox
onde a sequnda desigualdade ocorre pela desigualdade do valor médio. Logo

£t z) = f(E, )l < Mu(llz — 2] + [ly — =) (2.10)

Pela escolha de z satisfazendo z; € (x;,v;) temos que (x; — 2;) e (2; — y;) tem o mesmo sinal ou

um deles é zero. Assim (x — z,z — y) > 0. Disso obtemos que
Iz =yl = ((z = 2) + (z —y), (2 = 2) + ( —¥))
= llz =2l + lly = 2" + 2(z = 2,2 —p)

> o —2l* + lly — 2|

Entdo
|z =yl > max{[[z — z||, [|ly — 2|}
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20|z —yll = [le =2l + lly — 2.

Logo, por [10), temos ||f(t,2) — f(t,y)| < 2Myllz - y| < kolle — yll. Portanto f ¢

Lipschitziana em relagdo a x com constante de Lipschitz k.

Ja vimos pelo teorema de Peano que se f(t,z) é continua em um dominio D entdo
para cada (g, z9) € D existe pelo menos uma solugdo z de satisfazendo x(ty) = .
Suponha que além disso, essa solugdo seja unica. Tomando (¢, zy) € D denotaremos
x(t, to, zo) a tnica solugdo de (2.1) satisfazendo z(ty) = zo, (a(to, o), b(to, o)) 0 in-
tervalo maximal de existéncia de z(¢,ty,79) e £ C R"*?* o0 dominio da defini¢do de

t — x(t, 19, x9) dado por
E = {(t,to,%o) : a(to,xg) <t< b(to,ﬂfo), (to,l’o) c D}

Definicdo 2.15. A trajetéria da solugio x do problema (2.2)) é o conjunto de pontos em R™!
dado por (t,z(t,t9,x0)) para t € (a(to, zo), b(to, To))-

O conjunto E é chamado de dominio da defini¢do de z(¢, ¢y, x).

Teorema 2.16 (Picard Lindel6ff). Seja D um aberto em R™™, f(t,x) continua em D e local-
mente Lipschitziana com respeito a x em D e E o dominio de defini¢do de x(t,t, ). Entdo para
todo (to, xo) € D, existe uma tinica solugio x(t,to, xo) de (2.1)) com z(ty,ty, xo) = xo. Além

disso, E C R""2 é aberto e x(t, ty, o) é continua em E.

Demonstragdo. Para qualquer subconjunto fechado e limitado U C D escolha «, 3 > 0

tais que B(«, (3, o, o) C D para cada (o, z9) em U de forma que se

V= U(tO@O)GUB(Oéa ﬁa to, xO)

entao V C D.

Tome M = sup, ,)ev || f(t,7)|| € k a constante de Lipschitz de f(¢, ) com respeito a

zem V. Escolha &, § > 0 satisfazendo @ < o, f < 5, Ma < B e ka < 1, e tome

F ={¢ € C(1a(0),R") : $(0) = 0,]4(t)| < B parat € I5(0)}.
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Para cada ¢ € F, defina a fung¢do T'¢ por

To(t) = / o f(s,p(s —to) + zo)ds

to

t € 15(0). Dividiremos a demonstragdo em 6 partes.

Parte 1: Para cada (9, z¢) € U existe uma tnica solugdo de tal que (¢, z(t)) €
B(a, 3, tg, ).

Considere T' como a fungdo ¢ — T'¢. Entdo os pontos fixos de 7" em F coincidem
com a solugdo z(t) = ¢(t — ty) + 70 de (2.2 e sdo tais que (t,z(t)) € B(a, §,to, z9) para
todo t € 1,(to). De fato, veja que z(t) é solugdo de (2.2) com (¢, z(t)) € B(a, 3, to, xo) se,
e somente se,

x@z%+[f@dm%

parat € I5(to). Mas como z(t) = ¢(t — to) + zo, a igualdade acima é equivalente a

igualdade
t+to
o) = [ fls.6ls = to) + z0)ds,

to

parat € 1;(0). Ainda, note que

T¢(O) = /t i f(S, ¢(8 - to) + $0)d8 =0

t+to
</ 1£(5, 65 — to) + o) |ds

to

t+to
/ f(s,o(s —to) + xo)ds

to

mwwnz\

t+to _
< Mds = Mt < B 2.11)

to

parat € I;(0). Portanto, T'(F) C FeT : F — F.

Além disso, observe que

IT6(t) — To(t)]| = (2.12)

/t+t° f(s, (s —to))ds — /tﬂo f(s,0(s —to))ds

to to

</ 17 (s, b5 — to)) — F(s, 35— to)) | ds

to

t+to
/ F(5,0(s — t0)) — F(s,B(s — to))ds

to

t+to B t+to
< / kll¢(s —to) — ¢(s — to)|ds < k/ sup |[|¢(s —to) — d(s — to)||ds

to to s€l5(0)
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t+to _ _ _
<k/ I6 — Gllds = kllé — gllt < kallé — |1

to

Sendo assim, para todo t € I;(0) temos que || Té(t) — Té(t)|| < kal||¢ — ¢||. Dessa forma
IT¢ — Tl < kallo — ¢ (2.13)

Desde que kv < 1, T é uma contragdo de F em F.

Como F é fechado e T' é uma contragdo de F em F, pelo Teorema do Ponto fixo de
Banach temos que existe um dnico ponto fixo ¢(t) = ¢(t,to, zo) de T em F, portanto
existe uma tnica solucdo de e tal que (¢, z(t)) pertence a B(a, B, to, 10).

Parte 2: Existe apenas uma solugdo da equacgao (2.2)) com (¢, z(t)) € U. De fato, se
existem duas solugdes z, y de (2.1)) com z(ty) = zo, y(to) = xo € (s,z5) € U tal que
z(s) = y(s) = x5, mas para todo n > 0 existe t,, € I,(s) tal que z(t,) # y(t,), entdo nods
podemos considerar as trajetérias definidas por z(t), y(t), parat € I5(s), de forma que
(t,z(t)), (t,y(t)) € B(a,p,ts, ;). Neste caso x(t) = y(t) para todo t € I4(s) devido a
parte 1, o que é uma contradigéo.

Parte 3: Para cada ¢ € F considere a fungao 7\, )¢ como

t+to
(to 70) / £(5, (5 — to) + z0)ds
to
parat € I5(0) e (to, z0) € U, e a fungao

o:U — F

(to,i’o) — Qb(t,to,l’o)’

onde t — ¢(t, to, z¢) é o0 tinico ponto fixo de Ty, 4,)(¢) em F. Mostremos que a funcao
(t,t0,x0) — &(t, to, xo) € continua para (tg,zo) € U et € I5(ty).

Como nos mostra que || Ty 0)® — Tito.20) || < k||¢ — ¢|| para todo (tg, z) € U
e ¢ € F, entdo T4, 4, € uma contragdo uniforme em F para (ty,29) € U. Sendo assim
podemos usar o teorema para concluir que (o, xg) — ¢(t, o, zo) € continua em
U desde que a funcao (to, o) — Tite,20)0(t) seja continua em U, o que sera verificado
abaixo. Para isso, provaremos que para todo € > 0, existe 6 > 0 tais que ||T{4,,2,)¢(t) —

T4, 20)0(t)|| < € sempre que ||(to, zo) — (t1,21)|| < é nos seguintes casos:

(1) to =tiet e [0,0_é],
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(iiytg > t1 et € [—a,0);

(iii) to < t1 et € ]0,a);

(iv)to <tyete[—a,0l.
Na verdade demonstraremos somente o caso (i). Nos outros casos indicaremos as
adaptagdes de (i) que sdo necessdrias para a demonstragao.

Caso (i): Considere Uy, = {(t1,z1) € U : t; < to}. Para todo (t1,21) € Uy, tal que
to —t1 < @, ¢(s — ty) estd definida em s = ¢ + ¢, parat € [0,a]. Sendo assim, para

€ [0, a] temos que, como ¢ é continua, para cada ¢; > 0 existe §; > 0 tal que

los — to) = o — 1) < g (214)

sempre que |(s —tg) — (s —t1)| = |[t1 — to| < 1. Veja também que pelo fato de f(¢, x) ser

localmente Lipschitziana em relagdo a x com constante de Lipschitz k, entdo

t+t1
/ 1£(5. 65 — to) + x0) — F(s, 05 — 1) + 1)ds

t1

t+t1
< / Fll6(s — to) + 20 — b5 — 1) — a1 | ds

t1

t+t1 t+t1
< / El6(s — to) — (s — 1) lds + / Kllzo — a1]lds

t1 t1

< Lt 4 kalzo — | < < + ka||zo — 2. (2.15)
S 8

sempre que |(s — to) — (s —t1)| = |[t1 — to| < 01, onde a terceira desigualdade se da por

- Entdo de (2.15), se tomarmos dy = min {41, &7, £ } teremos

t+to 4ty
/ f(s,0(s —tg) + xo)ds — / f(s,0(s —t1) + x1)ds

to t1

| Tt0,20)0(t) — Tiay,00)0(8)|| =

t+t1
o(s —to) + xo)ds + / f(s,0(s —to) + xo)ds (2.16)

t1

t+to 4+t
+/ f<s,¢(s—t0)+x0)—/ F(5,0(5 — t1) + 1)ds

t+t1 t

t+to

(s —to) + xo)ds|| + f(s,0(s —to) + xp)

t+t1

t+t1 t+t1
/ F(s,8(s — to) + 20) — / F(s5,8(5 — ) + )ds

t1 t1

+
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t+to

< / 1 (5, 6(s — to) + o) s + / 1 (5. 6(5 — to) + z0) | ds

t1 t+t1

tat
n / 1£(5. 65 — to) + 70) — F(s, B(s — 1) + 2)ds

t1

to t+to
< / Mds + Mds
t

1 t+t

t+t1
+/ Ell¢(s —to) + xo — P(s — t1) — w1||ds

t1
<Mty —t) + M(to — t1) + % + kal|zg — 4|

€1 €1 €1 _ € €1
CME L G g 8
st "Mt s Tk S

sempre que ||(to, o) — (t1,21)]| < b, 0 que conclui o caso (i).
Para o caso (ii), observe que ¢(s — t1) estd definida paras =t +tyset € [—a,0] e as

integrais

t+t) t+to to
/ f(s,o(s —t1) + x1)ds, / f(s,p(s —t1) +z1)ds e / f(s, (s —t1) + x1)ds

+to to

estdo bem definidas. Decompondo as integrais

t+to t+t1
/ f(s, (s —to) + xo)ds — / f(s,o(s —t1) + z1)ds

to t1

como

t+to to
/ F(5, 05 — to) + 0)ds — / F(s,6(s — 1) + 21)ds

to

t+to 4t
— / f(s, (s —t1) + x1)ds — / f(s,0(s —t1) 4+ x1)ds

to t+to
em e utilizando cdlculos similares aos feitos no caso (i), conseguimos demonstrar
o caso (ii). Para os casos (iii) e (iv), definimos U = {(¢1,z1) € U : t; > to} e demons-
tramos utilizando um argumento andlogo aos casos (i) e (ii). Portanto, pelo Lema da
Colagem ( teorema 18.3 de [14]) temos que (to, o) — T(1,20)P(t) é continua em (%o, zo)
no conjunto U = U, U U*. Como (ty, o) € arbitrario temos que (to, z0) — {1y u0)P(%)
é continua em U.
Parte 4: A funcao (¢, ¢y, x¢) — (1, %9, x9) é continua para (tg, xg) € U et € I5(t).

Como a fungéo (tg, xg) — &(-, to, xo) € continua em U, entdo (to, xg) — ¢(t, to, xo)
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é uniformemente continua em U. Sendo assim, para cada (¢, z9) € U e para todo e > 0

existe 9, > 0 tal que
€
Hgb(ta to, (L’(]> - ¢(t7t17 Il)” < 5

para todo ¢ € I; sempre que ||(to, xo) — (t1,21)]| < d2.
Mas t — ¢(t, ty, z9) é obviamente continua, pois é solucdo de (2.1). Assim para
cada t € I5(to) existe d3 > 0 tal que

€

H¢(Ev to,xo) - (b(ta toaxO)H < 9

sempre que |t — t| < d5. Sendo assim, se § = min {ds, I3} entdo

16(t, to, 20) — &(t, 1, 1)|| = [|9(L, to, x0) — &(t, Lo, w0) + G(L, to, 20) — (¢, t1, 21|

€

2

6(t, to, z0) — @(t, Lo, wo) || + ||B(t, to, x0) — G(t, 11, 1) < g +5 =€

para todo |t — |, || (to, xo) — (t1,21)]| < 0. Portanto (¢, ty, o) —> ¢(t, %o, o) é continua.
Com isso a funcdo z(t, to, z9) = ¢(t — to, to, o) + ¢ € uma fungdo continua em (¢, ¢y, o)
parat € I5(t) e (to, z9) € U.

Parte 5: Existe apenas uma solugdo do problema ([2.2) em todo conjunto D. De fato,
suponha por absurdo que existem duas solugdes diferentes x e y. Entdo existe (s, z;) €
D tal que z(s) = y(s) mas para todo n > 0 existe ¢, em I, (s) tal que x(t,) # y(t,). Entdo
no6s podemos considerar as trajetorias definidas por x(t), y(t) tais que (¢, z(t)) e (¢, y(t))
estejam contidas no conjunto compacto B(&, 3, s, 7(s)), 0 que é uma contradigao pelo
que mostramos na parte 2 dessa demonstracao.

Parte 6: I é aberto.

Mostremos que (t,to, zo) — x(t,to, o) é continua em E. Para isso tome algum
ponto (s,ty,z9) € E. Para fixar as ideias, tomaremos s > ¢;. O caso s < ¢, é tratado
da mesma maneira. Pela defini¢do de E temos que s pertence ao intervalo maximal de

existéncia de (¢, ty, z), isso implica que o conjunto fechado

U= {(t,m(t,to,ﬂfo)),to <t < S}
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estd contido em D. Tome uma cobertura de U dada por

V= U(towo)EUB(aa 3, to, iUo)

satisfazendo V C D. Seja p € Rtal que ¢y + (p — 1)a < s < ty + pa. Queremos mostrar
por indugdo que (¢, to, xo) — x(t, 1o, o) é continua para t € [to, to + pa).

i) O resultado é valido para p = 1, ou seja, z(t, to, zo) é continua em [to, ¢ + a].

ii) Suponha por hipétese que (¢, to, o) — z(t, to, zo) € continua em [to, tp +na] com
neNen<p.

iii) Tome & € [ty + na,to + (n + 1)a], ou seja, £ =t + to + nacom t € [0,al. Pela

unicidade da solucgao
(&, to, xo) = x(&, to + na, x(to + na, o, To)).-

Como (&, z(to + na, to, o)) — x(&, x(ty + na, to, zo)) € continua para & € [ty + (n —
Da,to+ (n+ 1)a], entdo (¢, t, xg) — (1, to, o) € continua para & € [to, (1 + 1)a/.
Portanto, pelo processo de indugéo, temos que (¢, ¢y, xo) — (¢, o, xo) € continua para
t € [to, (p+ 1)a]. Como £ é qualquer, x é continua em (s, tg, Zo).

Note que existem &, B > 0 tais que intB(a, B, s, x(s,to, o)) # () é uma vizinhanca

de (s, z(s,to, xo)) em D. Tomando

v:E — D
<t7t17‘r1) — (t7x(t7t17xl))a

temos que 7 é continua em E, pois é composi¢do de fung¢des continuas. Sendo as-
sim ¢! (int B(&, B, s, x(s, to, zo))) é uma vizinhanca de (s, to, zo) e (s, to, o) € um ponto

interior de F, o que implica que E é aberto pela arbitrariedade de (s, to, zo). |

2.4 Extensao do conceito de equacao diferencial

Considere D um aberto em R""! e f : D — R" uma fungdo ndo necessariamente

continua. Nosso problema é encontrar uma fungdo que é localmente absolutamente
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continua em um intervalo [ tal que (¢, z(t)) € D paratodot € [ e

z(t) = f(t,z(t)) q.s. (2.17)

Se tal fungdo = e intervalo I existirem, nés dizemos que = é uma solugdo de ((2.17).
Ainda, se = for uma solucdo de (2.17)) que satisfaz z(ty) = x¢ diremos que x é solugdo
do problema de valor inicial (PV])

l‘(to) = X29-

No6s omitiremos o termo "quase sempre" quando o mesmo estiver subentendido.

Definicdo 2.17. Seja D é um aberto em R" ™. Nés dizemos que f : D — R" satisfaz as

condigdes de Carathéodory em D se:
i) t — f(t, ) é mensurdvel para cada x fixo;
ii) v — f(t, x) é continua para cada t fixo;

i1i) para cada compacto U de D existe uma fungdo integrdvel my (t) tal que

LF ()] < mu(t)

para todo (t,z) € U.

Lema 2.18. Seja D C R x R" e f : D — R" satisfazendo as condigdes de Carathéodory. A

fungdo x é solugio do sistema
&= f(t, (1))

x(to) = 29

(2.18)

em I se, e somente se x satisfaz a equagdo

£(t) = 7o + / f(r, x(r))dr,

to

para todot € I.

Demonstragio. Esse resultado é consequéncia direta do teorema|L.58| |
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Teorema 2.19. Sejam D um conjunto aberto em R™"*! e f satisfazendo as condigdes de Ca-

rathéodory em D. Entdo para cada (to, xo) € D existe uma solugdo do problema de valor inicial

@(t) = f(t,x(t))
z(to) =

Demonstragdo. Sejam c, f ntimeros reais positivos tais que o retangulo B(«, 53, t, z¢) =
{t,z) : [t —to| < ]:L’ — x| < ﬁ} estd contido em D. Tome [, (ty) = {t : [t — to] < a},
M = M| B(aBitoz0) € M(t ft s)ds, onde m é a fungdo que satisfaz a terceira condigdo
de Carathéodory. Escolha &, 6 > 0taisquea < o, < Be|M(t) < Bparatodot € I,.

Tome A = {¢(t) € C(I4(to),R") : ¢(to) = w0, ||6(t) — 20| < B}. Por uma demonstra-
¢do muito similar a do exemplo temos que A é conexo, fechado e limitado. Para

¢ € A, defina a fungdo 7'¢ pela relagdo
t

o) =0+ [ Flsolo)ds b€ Lalt)
to

Observe que T'¢ estd bem definida para todo ¢ € A. De fato, como t — f(¢,z)
é mensurdvel para todo = e ¢(t) é mensurdvel pois é continua, entdo a composta
f(t,o(t)) é mensuravel e assim || f(¢, ¢(t))
1F(E, o(@))] < m(?), temos que [ f (2, 6(t))

Agora veja que se ¢ é ponto fixo de 1" entdo ¢ é solugdo do problema de valor inicial

(t) é integrdvel e

(t,¢(t)) é integravel.

o(t) = f(t,6(t)), t € Is(to)
¢(t0) = Zo,

(2.19)

pois ¢ é a integral indefinida de sua derivada (Veja o lema[2.18).

Note que T'¢ é continua para cada ¢ € A. Ainda, é imediato que T'¢(ty) = zo e

[T ¢(t) — ol < s))llds| < s| < M) < B.

N

Sendo assim, T'¢ € A, portanto, T pode ser considerado uma aplicacdo de A em A.

Também temos que o operador 7" é continuo em A. De fato, seja (¢,,),eny em A uma

sequéncia e ¢ € A tal que (¢,,),en converge para ¢ uniformemente. Como = — f(¢, z)
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é continua para todo ¢ temos que

ft, on(t)) — f(t,0(1)) ..

quando n — oco. Como (f(, ¢n(t)))nen € uma sequéncia de func¢des mensuraveis e
| f(t, on(t))]| < m(t), onde m(t) é integravel em I;(ty), pelo teorema da convergéncia

dominada de Lebesgue temos que

/t:f(s7¢n(3>>d8 - /t:f(smb(s))ds

quando n — oo para todo t € I;(ty). Isso prova a afirmacao.

Além disso, para todo ¢ € A, temos que

IT6(t) - To()| <\ [ ss.05)as

<| [ 1sts.otplas| < | [ msyis| < | [ mishas = [ msyas| = 3t - pr(o)l.
Assim
ITo(6) — To(r)l < M) - M), 220)

Observe também que 7" é uma fungdo compacta em .A. De fato, para todo subcon-
junto limitado B contido em A, temos que a sequéncia (T'¢,,(t)),en em T'(B) é equicon-

tinua por (2.20)), visto que M (t) é uniformemente continua em /;(¢p). Como

IT () = 1T(6(£) = zoll + lloll < B+ [laoll,

ela também é uniformemente limitada por 3 + |7g|. Pelo teorema de Arzela-Ascoli

(1.13) segue que a sequéncia (T'¢,,(t))nen possui uma subsequéncia (7', (1)) en unifor-

memente convergente em C(/5,R"). Mas como T'(B) é fechado temos que (T'¢y,; (t));en

converge uniformemente em 7'(B). Sendo assim 7'(B) é compacto e 7' é completamente

continua.

Portanto, como 7' : A — A é completamente continua e A é convexo, fechado e
limitado, temos que existe um ponto fixo de 7" em A pelo corolério Logo o PVI

admite uma tnica solucéo. [
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Lema 2.20. Sejam a,b € R com a < b, D um subconjunto aberto de R"** com fecho compacto
e f : D — R" admitindo uma extensio f : D — R™ que satisfaz as condigdes de Carathéodory.
Entdo para qualquer solugio ¢ de definida no intervalo (a,b) temos que lim, .+ ¢(t) e
lim, - ¢(t) existem. Além disso, definindo-se ¢p(a) = lim, ,,+ ¢(t) e ¢(b) = lim, - ¢(2),
o(t) é solugdo de ([2.17)) em [a, b] sempre que (a, p(a)), (b, (b)) € D.

Demonstragio. Tome t, € (a,b). Como ¢ é solugao em (a, b) temos que

¢®=%+[f@ﬂw®

parat € (a,b). Sea < t; <ty < b, entdo
[¢(t1) — d(t2)l| = [lzo + /t 1 f(s,¢(s))ds — xo — /t 2 f(s;9(s))ds|| < M(ta) — M(t1)

onde M (t) = fti mp(s)ds é uniformemente continua em |[a, b]. Portanto lim;_,,+ ¢(t) e
lim; - ¢(t) existem.
O restante da demonstragao utiliza o lema e é andlogo a demonstragao do lema

2,10} |

Teorema 2.21. Seja D um conjunto aberto em R™*?, f . D — R" satisfazendo as condigdes de
Carathéodory e ¢(t) a solugdo de (2.17)) em algum intervalo I. Entdo existe uma continuagio
para ¢ em um intervalo maximal de existéncia. Além disso, se (a,b) é o intervalo maximal de
existéncia da solugdo x(t) de (2.17)), temos que uma das afirmagdes abaixo é verdadeira:

i) (t,x(t)) tende para a fronteira de D quandot — b (t — a);

i1) (t, x(t)) é ilimitada.

Demonstragido. A demonstragdo da primeira parte do teorema é andloga a do teorema

A segunda parte é analoga também. Em vez da desigualdade ({2.8)), teremos que

() — 2 (7)]l = = [M(t) — M(7)]

%+A}uamw—m—éﬁ@umw>

onde M é absolutamente continua. Logo x(t) é uniformemente continua e o resultado

segue. |

Da mesma forma que na segdo anterior, queremos a defini¢do para uma funcdo que

associe a cada (g, x9) € D, a solugdo z(t) do P.V.I. satisfazendo z(ty) = zy. Suponha
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que além de existir uma solugdo para o sistema

p(t) = f(t,x(t))

[L'(to) = 29

para cada (o, z9) € D tenhamos que essa solucdo seja tinica. Denotaremos por (¢, ¢y, o)
a unica solugédo de (2.17)) satisfazendo x(to) = xo, (a(to, zo), b(to, zo)) 0 intervalo maxi-
mal de existéncia de z(t, ty, o) € E C R""? 0 dominio da defini¢do de ¢ — x(t, to, 7o)
dado por

E = {(t,to, o) : a(to, o) <t < b(to, o), (to,x0) € D}.

Defini¢do 2.22. A trajetéria da solugio x do problema (2.17)) satisfazendo x(ty) = xo é 0

conjunto de pontos em R" ™ dado por (t, z(t, to, zo)) para t € (a(to, xo), b(to, To)).

Teorema 2.23. Seja f(t,z) : D — R" satisfazendo as condigdes de Carathéodory e tal que para

cada compacto U C D, existe uma fungdo integrdvel ki (t) tal que

1F(t2) = Fty)ll < ko (®)]lz =y (2.21)

para todo (t,x), (t,y) € U. Entdo para todo (to, xo) em U, existe uma tinica solugio do sistema

#(t,to, 70) = f(t, x(t, b, 7)) (2.22)

.T(to, to, .fo) = X9-

Além disso, o dominio E C R™"? da definicio da fungdo x(t,to, x) é aberto e x(t,to, o) é

continua em E.

Demonstragio. Para qualquer compacto U C D escolha «, 8 > 0 tais que B(«, 3, to, zo) C

D para cada (to,z9) € U, e se
V= U{B(avﬁ7t07x0); (thl‘O) S U}7

entioV C D.

Tome M(t) = t':rto Mp(a,p(s)ds e K(t) = t';OH kp(ap) (s)ds. Escolha &, > 0 sa-

tisfazendo @ < o, B < B, [M(t)] < B e |K(t)] < 1 para todot € I5(0). Denote

K = maxycr, ) K(t) e tome F sendo o espago das fungdes ¢ : I5(0) — R™ absoluta-
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mente continuas tais que ¢(0) = 0 e ||¢(t)|| < B parat € I5(0). Para cada ¢ € F, defina
a fungdo t — T'¢(t) por

To(t) = /t+to f(s,0(s —to) + xo)ds, t € 15(0).

to

Dividiremos a demonstracdo em 6 partes

Parte 1: Segue de modo andlogo a parte 1 da demonstracao do teorema[2.16] A dife-
renga é que as condigdes || f(t,z)|| < M e ||f(t,z)— f(t,y)| < k||z —y| utilizadas nas de-
sigualdades e sdo substituidas pelas desigualdades || f(t,z)|| < mp(a,p)(t)
el f(t,x) = f(t,y)|| < kp(apllz — y| respectivamente.

Parte 2: E idéntica a demonstracio da parte 2 do teorema m

Parte 3: Vamos reescrever o caso (i) do teorema adaptado ao nosso caso. O

restante do argumento é analogo ao apresentado na demonstragéo do teorema [2.16|

Primeiramente mostremos que (to, zo) — T(1y.2)¢(t) € continua em (¢, z¢) no con-
junto compacto Uy, = {(t1,z1) € U : t1 < to}. Considere (to,z,) € U. Para todo
(t1,21) € Uy, tal que to — t1 < @, ¢(s — tp) estd definidaem s = ¢t + ¢; parat € [0,a].
Sendo assim para ¢ € [0, @] temos que, como ¢ é continua, para todo € > 0 existe §; > 0
talqued; < ae

€

65— to) — ols — 1)l < § 229)

sempre que ||(s —to) — (s — t1)|| = [[t1 — to|| < d1. Portanto se §, = min{g, d; } entdo

/ (5 60 — to) + 7o) — F(5 (s — t1) + 1) |ds

t1

t+t1
g/ k(s) |65 — to) + 70 — 6(5 — t1) — 21| ds

t1

t+t1

<[ KGels —to) — ols — t)llds+ [ K(s)lan s

t1 t1
€ t+t1 € t1 t+t1

< (- + o — :131||> / k(s)ds < & / k(s)ds / k(s)ds
8 t 4 to to

1
my(s)ds é uniformemente continua, existe d; > 0 tal

+

€ €
< -2K < —.
) 4 2

to+t

Além disso, como M (t) = t

que | M (t) — M(f)| < < sempre que ||{ — || < d3. Dessa forma, tomando 8, = min{d,, d3}
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temos que
t1 t+1t1
= f(S,gb(S—to)—Fl‘o)dS—F/ f(8,¢(8—t0)—|—$0)d8 (224)
t+to t+t1
+/t+t1 f(5>¢(3—t0)+$0)d3—/t1 f(s,0(s —t1) + x1)ds
t1 t+to
<[ [ rtsvots =ty v zopas| | [ 000 = ) 4 s
to t+t1
t+t1 t+t1
+\ [ psots 1)+ opis - [ f(s,¢(s—t1)+x1)ds‘
t t+to
< / 1 (5. 6(s — to) + z0)||ds| + / 1 £ (5. 65 — to) + o) |ds

t+t1
[ 5,005 o) - 20) = (5,005 — ) 1) s
t1
t t+to ¢
</ mB(aﬁ)(s)ds +/ mB(aﬁ)(s)ds + =
to t+t1 2

€
<!M(tl)—M(to)]+]M(t+t0)—M(t+t1)|+§
< € + € i € .
SpTyTo T
sempre que ||(tg, zo) — (t1,21)|| < dp. Sendo assim (tg, z¢) — (s, 2,)¢(t) é continua em
pre q H( ) ( )H (to,zo0)

(to,[[’g) € Uto set 2 0.

As partes 4, 5 e 6 sdo idénticas as da demonstragéo do teorema 2.16] [ |

Proposicao 2.24. Todo sistema linear
& = A(t)x + h(t),

onde A(t) é uma matriz n x n, h(t) é um vetor com n coordenadas, cujos elementos sdo integrd-
veis em todo intervalo limitado, satisfaz as condigoes de Carathéodory. Além disso, para cada

compacto U C D existe uma fungdo integrdvel ky (t) tal que

[A@)z + h(t) — Ay + h()[| < ku(@)llz —yll, (£ 2),(Ey) €U
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Portanto o problema de valor inicial

admite uma tvinica solucdo.

Demonstragio. Sejam A(t), x e h(t) como ditas no enunciado. Entao

[ An(t) Aw@) - Aw@) | | @ ha(t)
R I e B el S
i Anl(t) An2(t) R Ann(t> 1L Ty i | hn(t) i
[ A (D) + A(D)zs + -+ A (Oza +ha(t) | [ S0 Az + ha(t) |
| A+ A+ A+ ha(t) || S Ay () + ()
O+ fua O St hat) || S A0+ halt)

Para cada z fixo, como todas as entradas da fungao vetorial A(t)x + h(t) sdo integraveis
em intervalos compactos, entdo este é integravel e portanto mensuravel. Dessa forma
i) Como todo intervalo é unido de intervalos compactos, temos que para cada z fixo,
t — A(t)x + h(t) é mensuravel.

ii) v — A(t)z + h(t) com ¢ fixo é continua pois é uma funcdo afim.

iii) Para cada compacto U C D tome a fungdo m (t) como sendo

MUZ‘AU |+Z’h

i,7=1

onde My = max( v ||||s, com || - || s sendo a norma da soma definida em (/1.3]). Como
A;;(t) e hi(t) sdo integraveis em U, entdo my (t) é integravel. Ainda, veja que
> i1 Atz + M (?)

Y Ani(t)as +halt) ||| i

[A{)z + h(t)ls = t)z; + hi(t)

| 2o Ani (D) + ()

4 1S
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<> ( |Azj(t)xj\> +Z (D) <) <Z [Ai; (2)] Ifcj!> + Z ()]

i=1 i=1 \j=1

< Z ( |Aij(t>MU‘) + Z |hi(t)] .

De (i), (ii) e (iii) temos que f(¢, z) satisfaz as condi¢oes de Carathéodory em D.

Agora, observe que

[A(#)z + R(t) = (A)y + h(1))]| = [[A(®)z = Ayl = [[AD) (2 = y)lls

An(t) A12(t) T Aln(t> T1— WY
_ Aq(t) Agp(t) -+ Ag(t) To — Yo
i Anl(t) AnQ(t> e Ann<t) 1L LTn — Yn 1l

An(t)(xr —y1) + A@) (@2 —y2) + - + Aw(t)(zn — yn)
Aoi(t) (1 —y1) + An(t)(xa —y2) + -+ + Ao (t) (@0 — yn)

At (1 —y1) + Apa(t) (2 —y2) + -+ + Apn(t) (@0 — Yn)

s
= JAu(t)(z1 =) + Ap(t) (@2 —y) + -+ Ap(t) (@0 — ya)l
=1
<Y Aa@®] |z =l + [Aa®lez —yal + -+ A () || 20 — 0l
i=1
< Aa®lllz —yls + [Ae®lllz —ylls+ - +[An®) |z -yl
i=1
<z —wylls (ZZ |Az‘j(t)|> -
i=1 j=1
Como A;;(t) é integravel em U, entdo |A;;(t)| também é. Assim
[A@)z + h(t) — (A®)y + h®)] < llz -yl (Z > \Az’j(t)l) ,
i=1 j=1
0 que demonstra a proposicao. [ ]

Finalizamos o capitulo com um teorema de existéncia global de solu¢des de um
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P.VI. A sua demonstra¢do pode ser encontrada em [17], teorema I1.3.2.

Teorema 2.25. Seja f : D = (a,b) x R* — R™ uma fungdo satisfazendo as condicdes do

teorema Além disso, suponha que
1) < M@+ [|l]]),

onde M : (a,b) — R é uma fungdo integrdvel. Entdo o P.V.I

2(t) = f(t,z(t))

x(to) = xo

admite uma tinica solugdo x(t) definida em todo o intervalo (a, b).



CAPITULO 3

PRINCIPIO DO MAXIMO DE PONTRYAGIN EM
VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

3.1 Dinamica Hamiltoniana

A dindmica Hamiltoniana é um formalismo matemético poderoso usado na descri-
¢do do movimento de sistemas fisicos. Recebe esse nome em homenagem a William
Rowan Hamilton, um matematico e fisico irlandés que elaborou a mecanica Hamil-
toniana no século XIX. A abordagem Hamiltoniana é uma alternativa a formulagdo
Lagrangiana, oferecendo uma maneira diferente de analisar e resolver problemas de
movimento. Enquanto as equagdes Lagrangianas nos oferecem informages sobre a so-
lugdo de um problema variacional com uma equagdo de segunda ordem, as equagdes
Hamiltonianas nos oferecem equagdes de primeira ordem. Para estudar esse assunto,

embasamos nossos estudos em [8].

Nessa secdo iremos introduzir métodos variacionais que posteriormente serdo usa-

dos como motivacdo para o Principio do Maximo de Pontryagin.



3.1 Dindmica Hamiltoniana 77

3.1.1 Equacdes de Euler-Lagrange

Suponha que nos seja dada uma fungdo suave
L£:R"xR" 5 R,

L = L(x,v) que é chamada como Lagrangiano. Tome 7" > 0 e zp,z; € R™ dados. O
problema bdésico do célculo de variacdes é encontrar uma curva z* : [0,7] — R" suave

que minimize o funcional
T
I2] = / C(x(t), #(t))dt (3.1)
0

entre todas as fung¢des x satisfazendo z(0) = zy e z(T") = ;.

Agora assuma que z* resolve o problema variacional. A questdo fundamental é
encontrar uma forma de caracterizar x*.

Notagdo: No6s escrevemos £ = L(z,v) e consideramos a varidvel x denotando a

posigdo e a varidvel v denotando velocidade. As derivadas parciais de £ sdo

oL oL

=L, (1<i<n)

€ escrevemaos

Vol = (Lorse s Lo)y VoL= Loy Lo,).

Teorema 3.1 (Equagdes de Euler-Lagrange). Seja x* a fungio suave que minimiza (3.1)) e

satisfaz x(0) = xo e x(T") = x;. Entdo x* resolve as equacdes de Euler-Lagrange

VLl (0, ()] = VLl (1), (1), 32

Demonstragdo. 1) Tome uma curva de classe C' qualquer y : [0,7] — R", satisfazendo
y(0) = y(T') = 0. Usaremos = para representar z* na demonstragdo para simplificar a
notacao.

Defina

i(t) = Iz + Ty

para 7 € R. Note que z(0) + 7y(0) = z¢ e z(T) + 7y(T) = z; para todo 7 € R. Entdo

x + 1y é candidata a solu¢do do problema de variagdo para todo 7 € R.
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Desde que = é minimizante, nés temos que

Consequentemente i tem um minimo em 7 = 0, e entdo ¢/ (0) = 0.

2) Iremos agora calcular i'(7). Note primeiramente que

i(r) = /O L(x(t) + 7y(t), z(t) + Ty(t))dt,

e portanto #'(7) é igual a
[ (Z Lo (olt) + Ty(t), (0) + T9)t) + Z £ (alt) + 7i(0), 5(0) + Ty<t>>yi<t>> it
Tomando 7 = 0 temos

0= i'(0) = /O ! (Z Lo (2t), 30 (1) + Z:: Lo (a(t), x'(t))yi(t)> dt.

=1

3) Fixe j € Ncom 0 < j < n e escolha y tal que y;(t) = 0 parai # jey; = ¢(t),
onde ¢ : [0,7] — R" é uma fungdo suave arbitrdria. Usando y escolhido como acima

obtemos

0= /0 (Z Lo, ((t), &())yi(t) + Zﬁ (x(t%if(f))z)i(t)) dt

:/0 Lo, (x(t), &(t))y; (1) + Lo, (x(t), £(t))y;(t)dt.

Integrando ¢t — L, (z(t), #(t))y;(t) por partes e lembrando que 3;(0) = y;(T) = O e
y;(t) = ¢ (t) obtemos

_ /0 Lo (2(8), 2())y; (Dt + [Lo, (2(2), 2 (8)y; (8)] - — /0 dg;j (2(8), 2(t)) y; (t)dt
= [ |eatato.a0) - o] v 63)

Como isso acontece para todo ¢ : [0,7] — R suave com ¢ (0) = ¢(7') = 0, temos que

Lo (o(0) #(1)) — (£, (2(1), (1)) = 0
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para todo ¢ € [0, 7] pelo lema 1.2.2 de [12]]. |

3.1.2 Equacdes de Hamilton

Definicao 3.2. Para toda curva x dada, defina
p(t) = VoL(2(t),i(t)) tel.

N0s chamamos p de momento generalizado.

Nossa intencdo agora é reescrever as equagdes de Euler-Lagrange como um sistema

de EDOs de primeira ordem em z e p.

Hipétese: Assuma que para todo z,p € R", nés podemos resolver a equacio
p = V.L(x,0) (3.4)

para v em termos de z e p. Isto é, n6és supomos que podemos resolver a identidade

) parav = v(z,p).

Definicao 3.3. Definamos o Hamiltoniano H : R™ x R" — R pela férmula
H(;U,p) =p- U<I7p) - E((L’,’U(l’,p)),

com a fungdo v definida acima.

Notacgdo: As derivadas parciais de H sdo

OH OH
—=H,, — =H,
@1’1‘ ! 8pi pi

(1<i<n),

e nos denotamos

V.H = (H,,....,H,,), V,H=(Hp,...,H,,).

Teorema 3.4. Seja x uma solugdo das equagoes de Euler-Lagrange (E-L) e defina p como em
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(3.4). Entdo o par (x, p) resolve as equagdes de Hamilton:

(1) = VpH(x(t), p(t))
p(t) = =V H(z(t),p(t)) -

(3.5)

Reciprocamente, se (x(t),p(t)) satisfaz (3.5)), entdo x(t) satisfaz as equagdes de Euler-
Lagrange.

Além disso, nestes dois casos, a fungio t — H (z(t), p(t)) é constante.

Demonstragio. Veja que para todo z,p € R”

V. Hr.p) = (ai (e p) = £l o@p) o o [ple,p) — £ v(x,pm) |

Sendo assim, paracadai =1,...,n temos que
pv(a,p) = £l o(z,p))] = e (p- v(z,p) = (£, v(z,p)))
oz, p.ux,p T, 0T, p))] = o p-viz,p oz Z,vT,p
= ﬁ(9c ) — Ly, (z,v(x Zﬁ z,v(x 6’ L (z,p)
=p 5, @y ) v D)) 9, (P
ov ov
pal'z( p) ﬁzi(l’,?](l‘,p)) - vvﬁ(x>v(xap))a_xi(xap)'
Mas p = V,L(z,v(z,p)). Logo
o0H oL
a_xz(map> - _a_xi(xav(xap))
e

Agora pela hipétese (3.4), p(t) = V,L(z(t), ©(t)) se, e somente se, (t) = v(x(t), p(t)).
Portanto implica que

p(t) = Vo L(x(t), 2(t)) = Vo L(2(t), v(x(t), p(1))) = =V H (2(), p(t))-
Também temos para todo z,p € R"

VpH(z,p) = v(x,p) +p- Vyu(z,p) — V,L-Vyu(zr,p) =v(z,p).
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Isto implica que

Mas como p(t) = V,L(z(t),Z(t)), entdo &(t) = v(x(t),p(t)) e temos

#(t) = VypH (x(t), p(t)).

Portanto (x(t), p(t)) satisfaz as equagdes de Hamilton.

Suponha agora que (z(t), p(t)) seja uma solugdo de (3.5)). Entdo,

p(t) = =V H(x(t), p(t)) = VaL(x(t), v(x(t), p(t)))

devido a ({3.6). Por outro lado, derivando

p(t) = VoL(x(t), v(z(t), p(t)))

em relacdo a t, obtemos

d

B(t) = = (VoL(z(t), v(2(t), p(?))))

De (3.7) e (3.8), segue-se que z(t) satisfaz as equagdes de Euler-Lagrange.

Finalmente, note que

d

S (@), p(t)) = Vo H (2(t), p(t))2(t) + VpH (2(8), p(t))p(1)

= V,HV,H +V,H(-V H) = 0.

Exemplo 3.5 (Um exemplo fisico). Defina

L(z,v) = % — V(z),

. . . e 2 . . ~
que interpretaremos como energia cinética % menos a energia potencial V. Entdo

V.L(z,v) = —-VV(z), V,L(x,v) = muv.

(3.7)

(3.8)
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Portanto a equagio de Euler-Lagrange é

mi(t) = =VV(z(t)),
que é a lei de Newton. Além disso

p=V,L(x,v) =mv
é 0o momento, e o Hamiltoniano é

2 2 2
p D D m|p D
Hp =p- 2 (o 2) =0 B2 v = v

que é a soma da energia cinética e potencial. Para este exemplo, a equagio de Hamilton é dada

por

3.2 Variedades Diferenciaveis

Nossa intencdo a partir de agora é definir a dindmica Hamiltoniana em espagos
mais gerais do que o Euclidiano. Dessa forma estudaremos novos espagos para a defi-

ni¢do dessa teoria, que sdo as variedades diferencidveis.

Esses objetos matematicos nos permitem estudar diferenciabilidade em espacos to-
polégicos que possuem uma estrutura suave e se comportam localmente de maneira

semelhante ao espago euclidiano.

A compreensdo dos conceitos bédsicos desses espagos nos ajudard compreender a
defini¢do formal da forma simplética cujas propriedades serdo importantes para a for-
malizagdo dos sistemas Hamiltonianos em variedades diferencidveis. Para mais deta-
lhes da teoria o leitor pode consultar [4] e [11].

Por fim, seguiremos a convengédo utilizada em vérios livros em que o termo "dife-
rencidvel”" significa suave. assim, uma variedade diferencidvel ¢, a rigor, uma varie-

dade suave.
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3.2.1 Conceitos iniciais

Definicao 3.6. Uma variedade diferencidvel de dimensdo n é um conjunto M e uma fami-
lia {(Us,Xa) e, com A sendo um conjunto de indices, onde x,, : U, — M sdo aplicacoes

injetoras de abertos U, C R™ em M satisfazendo
(1) UaeAxa<Ua) - M,'
(2) Para todo o, f € A com x,(Us) Nxg(Ug) = W # 0, 0s conjuntos x,* (W) e x;' (W)

-1
o

sio abertos em R™ e a aplicagio x5" o xo - x,* (W) — x5 (W) é um difeomorfismo suave;

(3) A familia {(U,, x4) taca € mdxima em relagdo as condicdes (1) e (2).

O par (U, x,) é chamado parametrizacio de M e também pode ser denotado como x,, :
U, = M. Sep € x,(U,) entido dizemos que (Uy,,x,) é parametriza¢do de M em p ¢
Xo(Uy) € chamado de vizinhanga coordenada de p. Uma familia {(U,, X,) }aca satisfazendo
as condigoes (1) e (2) da definigdo é chamada de estrutura diferencidvel em M. Denotaremos

as coordenadas em U, por (z*, ..., x"), que formam um sistema de coordenadas em x,(U,).

Para qualquer estrutura diferencidvel em M, podemos facilmente completa-la em
uma méxima agregando a ela todas as parametrizag¢des, que junto com as parametri-
zagOes da estrutura satisfazem a condigdo (2). Portanto, com certo abuso de linguagem
podemos chamar um conjunto munido de uma estrutura diferencidvel de variedade

diferenciavel.

Observacao 3.7. Uma estrutura diferencidvel em um conjunto M induz de uma maneira
natural uma topologia em M. Basta definir que A C M é um aberto de M se x;'(A N x,(U,))
é um aberto de R™ para todo o € A. De fato, note que M é um aberto de M na topologia definida
acima, pois

xgl(M Uxa(Ua)> = xgl(xa(Ua)) = U,

que é aberto em R". Também temos que () é aberto de M, pois
x, (0 Nxa(Ua)) = x5 (0) = 0,

que é um aberto em R™. Ainda, tome uma familia qualquer {A;};cr de abertos de M, com T’
sendo um conjunto de indices. Entdo

X (Uiendi) Nxo (Uy)) = x,

67

! (UieAAi N xa(Ua)) = UiEAx;1 (Az N xoc(Ua)) .
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Como x.* (A; Nx,(U,)) € aberto de R™ para cada i € T, temos que Ujcrx,* (A; Nx,(U,)) é

aberto em R", assim U;cr A; é aberto em M pela topologia definida acima. Também teremos que
2, (N7 A) Nxa(Ua)) = N2 (Ai N x0(Ua)

¢é uma intersecio finita de abertos em R", sendo assim, um aberto em R™. Com isso N*; A; é

aberto em M.

Observe ainda que com a topologia definida dessa forma teremos x, (U, ) aberto em
M para todo a € A, pois x5 (Xa(Ua) N x5(Us)) € um aberto em R" pela defini¢do de
variedades diferencidveis. Uma consequéncia direta desse fato é que x, ¢ um homeo-

morfismo.

Exemplo 3.8. O espaco R" com a estrutura dada por (R™, Id) é uma variedade diferencidvel,
pois Id(R™) = R", Id~*(R") éabertoe Id~' o Id : R" — R™ é um difeomorfismo.
Exemplo 3.9. Superficies requlares sio variedades diferencidveis. Lembre que um subconjunto
S C R3 é uma superficie reqular se, para todo p € S existem uma vizinhanga V de p em R e
uma aplicagido x : U — V N S chamada de parametrizagdo de S em p, com U sendo um aberto
em R?, tais que
a)x: U — VNS éum homeomorfismo suave.
b) A diferencial (dx), : R* — R® é injetora para todo q € U.

A familia {x : U, — Vo N S}aen de todas as parametrizagdes é uma estrutura diferencidvel

de S. (Ver a observagio 2.2 da referéncia [4]).

Se M é uma variedade diferencidvel de dimensao n a denotaremos como M™.

3.2.2 Diferenciabilidade

Definicdo 3.10. Sejam M e M3 variedades diferencidveis. A fungio ¢ : My — My é suave
em p € M, se dada parametrizagdo (V,y) de My em ¢(p) existe uma parametrizacio (U, x) de

M, em p tal que ¢p(x(U)) C y(V') e a fungdo
y logox:UCR"— R"

é suave em x~*(p). Dizemos que ¢ é suave em um conjunto aberto de M, se é suave em todos

0s pontos desse conjunto.
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Observacao 3.11. A definicdo é independente da parametrizagio que tomarmos na estru-

tura diferencidvel. (Ver a referéncia [4, pdgina 6)

Definicdo 3.12. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma fungdo suave o : (—€,e) — M é
chamada curva suave em M. Seja o(0) = p € M e D o conjunto de fungdes de f : M — R que
sdo suave em p. O vetor tangente a curva suave o em t = 0 é o funcional linear o/ (0) : D — R
dada por

d(foa)

O/(O)(f):T B 7f€D'

Um vetor tangente em p é o vetor tangente a alguma curva diferencidvel o : (—e, €) — M
emt = 0com o(0) = p. O conjunto de todos os vetores tangentes de M em p serd denotado por

T,M.
Chamaremos as curvas suaves simplesmente como curvas neste trabalho.

Observacdo 3.13. Podemos dizer que « é diferencidvel considerando (—e, €) como uma varie-

dade diferencidvel, ou um aberto da variedade diferencidvel R.

Introduziremos agora uma convengao notacional comum no estudo de variedades
diferencidveis chamada convencdo de Einstein. Ela nos ajudara a simplificar o texto

por conta do grande uso de somatérios no estudo que se segue.

Definicao 3.14. Se o mesmo indice aparece duas vezes em wuma expressio, uma vez como indice
superior e outra como indice inferior, a convengdo de Einstein estabelece que ele seja entendido
como o somatdrio de todos os possiveis valores de indices, geralmente de 1 a dimensio do espago
em questdo. Se o indice estiver no denominador de algum termo, entdo indices superescritos no

denominador sdo subescritos na expressio e vice-e-versa.

Definicao 3.15. Seja M uma variedade diferencidvel, p € M e (U,x) uma parametrizagio de

M em p. Entdo chamaremos de curvas coordenadas as curvas diferenciduveis

I = M
1 1 +1
t — x(at,..., 7Nt T ad"),
ondej=1,...,nea',...,a ' a"™ ... a" sdo constantes reais fixas. Os vetores tangentes

as curvas coordenadas serdo denotados por % (0 que é coerente com o caso M = R™).
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Proposicdo 3.16. Sejap € M. Se o : (—€,¢) — M e 5 : (—e,€) — M sdo curvas suaves tais

que a(0) = B(0) = pec € R, entdo o/ (0) + 5'(0) e ca/(0) definidos por

(@'(0) + B(0)(f) = & (0)(f) + B'(0)(f)

para todo f € D respectivamente sio vetores tangentes em p. A familia de vetores tangentes

com esta soma e produto por escalar forma um espago vetorial n-dimensional.

Demonstragido. A demonstracdo pode ser encontrada em [4]. [ |

Definicao 3.17. O espago vetorial formado pelos vetores tangentes em p com soma e produto
por escalar definidos na proposicio é 0 espago tangente de M em p e serd denotado por
T,M.

Proposicdo 3.18. Se x : U — M é uma parametrizagdo, entdo {32(q), ..., 52 (q)} é uma
base de T; M.
Demonstragio. A demonstragdo pode ser encontrada em [4]. |

Proposicao 3.19. Sejam M e M3 variedades diferencidveis e ¢ : My — My uma fungdo
suave. Para todo p € M, e para cada v € T, M, escolha uma curva diferencidvel o : (—e, €) —

M, com a(0) = pe o/ (0) = v. Tome § = ¢ o . A fungio

dqbp : Tle — T¢(p)M2
v=2ad'(0) — F'(0)

é uma transformacgdo linear que ndo depende da escolha de o.

Demonstragio. A demonstra¢do pode ser encontrada em [4]. [ |

Defini¢ao 3.20. A transformagdo linear d¢, definida na proposicio é chamada diferencial
de ¢ em p.

Proposicdo 3.21. Sejam M, e M, variedades diferencidveis e ¢ : My — My suave em p € M.

Entdo ¢ é continua em p.
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Demonstragio. Para cada ponto p € M, e vizinhanga V' de ¢(p), tome uma parametri-
zagdo (V,y) de ¢(p) com y(V) C V'. Como ¢ é suave, existe uma parametrizagao (U, x)

de p tal que ¢(x(U)) C y(V) C V. Sendo assim ¢ é continua. ]

Proposicdo 3.22. Sejam M,, M, e M; variedades diferencidveis, p € My, ¢ : My — My e
Y : My — Ms, onde ¢ e 1) sdo fungdes suaves em p € ¢(p) respectivamente. Entdo d(y o ¢), =
dPg(p) © dPp.

Demonstragio. Tome um vetor v € T,M. Entdo existe uma curva diferenciavel o :

(—e,e) = M, com «(0) = p tal que /(0) = v. Aplicando d(¢ o ¢), em v temos que

d(1po9)p(a/(0)) = (podoa)(0) = (Yo(poa))'(0) = dibyq)((¢oa)'(0)) = dibypddy(a’(0)).

Definicao 3.23. Sejam M, e M, variedades diferencidveis. A fungio ¢ : My — My é um
difeomorfismo se for suave, bijetiva e sua inversa ¢~ for suave. A fungdo ¢ é dita um difeo-
morfismo local em p € M se existe uma vizinhanga U dep e V de ¢(p) tal que ¢ : U — V é

um difeomorfismo.

Proposicao 3.24. Seja (U, x) uma parametrizagio da variedade diferencidvel M. Entdo x :

U — x(U) é um difeomorfismo.

Demonstragio. Tome q € U e as parametrizagdes (U, Id) de U em g e (U,x) de M p =
x(q). Entdo podemos expressar x por meio de parametrizagdes como x * o x o Id = Id.
Como /d : U — U é um difeomorfismo, entdo x : U — x(U) é um difeomorfismo. W

3.2.3 Fibrados vetoriais em variedades diferenciaveis

Fibrado tangente

Seja M uma variedade diferencidvel. Denotamos como
TM ={(p,v):pe M,veT,M}

o conjunto de todos os vetores tangentes a variedade A/, onde cada elemento (p,v) €
T'M denota um ponto p na variedade (na primeira entrada do elemento) e um vetor v

tangente a esse ponto (na segunda entrada do elemento).
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Tome {(Uy,Xa)}aecn sendo a estrutura diferencidvel maxima de M. Denote por

0 i} a base associada ao espago

1 lk

@)ttt a

( B2l Ban

) as coordenadas em U, e por {

tangente de x, (U, ). Para todo «, defina

v, U xR" — TM

L VR VAL IS <xa(x(1x,...,:vZ),Z?zluiaia).

Geometricamente isto significa que estamos tomando como coordenadas de um

ponto (p,v) € TM a coordenada (z.,,...,z") de p juntamente com as coordenadas de v
i) )
na base {@, e @}.

Proposicdo 3.25. {y_ : (Uy x R",y,) = T'M}aca é uma estrutura diferencidvel em T'M.

Demonstragio. A demonstracdo dessa proposicdo pode ser encontrada em [4]. u
Definigao 3.26. 7'M munido com a estrutura diferencidvel {y_ : (Uy x R",y_ ) = T M }oen
é chamado de fibrado tangente de M.

Fibrado cotangente

Definicao 3.27. Seja M uma variedade diferencidvel e p € M. O espago dual de T,M é

chamado como espago cotangente de M em p e é denotado como Ty M.

Denote T"M = {(p,§) : p € M,§ € TyM}. Seja {(Ua;Xa)}aea a estrutura diferen-
cidvel maximal de M. Para cada parametrizacdo (U,,X,) € p € X,(U,) denotaremos

a base dual da base { 2 ... i} de T,M por {dz},... dz"}. Isso da origem a uma

1 Y n
oz}, oz

parametrizacdo

z, Uy, xR* — T"M

(xéa"' 7xga€17"'76n) L (xa<$éa"'7$g)7£idwg)

Proposicdo 3.28. Seja M uma variedade diferencidvel e {(U,, Xo) }aca uma estrutura diferen-

cidvel de M. Entdo {(U, X R™, z,) }aeca € uma estrutura diferencidvel de T* M.

Demonstragio. Para cada o, € A tais que x,(Us) N x5(Us) # 0, tome

X5 0 Xal(ga) = (25(da); - 75(4a)
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para todo ¢, = (z}, - ,2") € x; ! (xo(Us) Nx5(Us)). Fixe p € M. Considere as bases

(o2 paeY

0 0 0 0
5~ {gp o) ¢ B‘{a_a_}

de T,M. A mudanca de base é dada por

o oxl, 0
Pl Pl (3.9)
B g
Note que dz* = gz; (¢s)dxs. De fato, basta observar que
B

da” i — dxF %i _ 8:10’; _ ax’;dmi 8’
a 8:1:% a 81,/]8 ol axjﬁ 8:10’6 B ax‘jﬁ

paratodo j =1,...,n devidoa (3.9).
Dessa forma, para todo (z,,...,2%,&",...,") € x;' (xa(Us) Nx5(Up)) x R™ temos
que

zgl 0zo(zl,. .., 2" &, .., 6) = zgl (xa(a:(ll, o ,xg),ﬁidxfl)

oz’ ;
- 1 n o
= Zﬁ (Xa(.]?a, s 7$a)7 51 ((9%]6 (Q,B)dxz?))
oz ;
- 1 n o
=z, (xa(xa, coal), (fi—ax]é (q5)> d:r;é)

_ oz, oz,
= (Xﬂl ¢} Xa(fﬁi, Ce ’xa")’f’iﬁ_xé(qg)’ Ce 75187(615))

n
g

que € suave.

Pelo fato de que {dz;,, ..., dz}} é base de T M, entdo

(€1,...,&) — &da,

definida em R" cobre todo T;M )

Portanto, como UyeaXo(Uy) = M temos que

UncaZa(Ua X R?) = T*M
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e {(Us x R",z,)}aca é uma estrutura diferenciavel de 7% M. [ |

Definicdo 3.29. O Fibrado T* M munido com a estrutura diferencidvel {(U, X R™, z4) }aen é
chamado fibrado cotangente de M.
Fibrado de tensores

Generalizaremos agora a construcdo do fibrado tangente e cotangente. Seja I um es-
paco vetorial real de dimensdo finita e VV* o espaco vetorial dual de V. Um tensor de

tipo (k, () sobre V' é uma aplicagdo multilinear
T: V% xV*xVx---xV =R,

onde temos k parcelas V* e [ parcelas V. A soma e produto por escalar de tensores de
tipo (k, ) sdo definidos de maneira natural, de modo que se T; e 75 sdo tensores de tipo

(k,l) sobre V e a € R entao

(T + o), .oy ap, v,y v) =T, oy, v, e, 0,) + To(ag, ooy, vy, )

(aTh) (o, ..., ap,v1,...,0) =a(Ti(oq, ..., 0,01, ..,0))

onde ay,...,ap € V¥euvy,...,v, € V.
Denotaremos o espago vetorial de tensores de tipo (k,[) sobre V por V.

Se T, M é o espaco tangente de uma variedade diferencidvel M, entdo os tensores de
tipo (k, 1) sobre T, M serdo denotados por 7" M. Note que TV M = "M e T M
é naturalmente identificado com 7}, M.

Se {ey,...,e,} éumabasede Ve {c!,..., e"} é suabase dual em V*, entdo
e, ® e, @M @@t € VED Gy g, i€ {1, n}
definidos por
6, @ ®e, @@ - @el(e™, . €™ ey, .. e5) =005

formam uma base de V). Aqui, 4 é a fungdo delta de Kronecker. Em particular,



3.3 O principio do méximo de Pontryagin em variedades diferencidveis 91

dim V*!) = p*+! Representaremos um tensor do tipo (k,) como combinacio linear

T=T e, ® Qe Qe @@

O fibrado dos tensores de tipo (k, ) é dado pelo conjunto
TEIM = {(2,T),2 € M,T € TF) M}

com estrutura diferencidvel definida de modo similar ao de TM e T*M: Dada uma
estrutura {(U,, Xa) }aca de M, a familia de aplicagdes {(U, x ]R"W,za)}a@, z, : U, %

R — 7D M, definidos por

9 P ‘ .
1...1 1...1 n..n e a A
Za((‘rlv s ’xn)’ (Tl--'l ) Tl...2 T 7Tn...n)) - lel]lk Oxit Q- ® @ ®dr" @ - ® dz”
é uma estrutura diferencidvel em 7 M/ chamado de fibrado dos tensores de tipo (k, 1)

de M.

3.3 O principio do maximo de Pontryagin em variedades

diferencidveis

O principio do maximo de Pontryagin é um resultado fundamental na teoria de
controle 6timo, que fornece uma condi¢do necessdria para determinar a trajetéria 6tima
de um sistema dinamico sujeito a restri¢des. Esse principio foi desenvolvido por Lev

Pontryagin, um matematico russo, na década de 1950.

Essa ferramenta nos auxilia na busca pela solu¢do que maximize ou minimize um
funcional predeterminado levando em consideracéo as restri¢des impostas ao sistema.
Em vez de buscar diretamente a trajetéria que otimiza o funcional, o principio do ma-
ximo propde que a solucdo 6tima esteja relacionada a um sistema Hamiltoniano sujeito

a um controle.
Nosso objetivo nessa se¢do é enunciar esse resultado em variedades diferencidveis.
Portanto iremos reformular o Hamiltoniano para variedades direfenciaveis. As refe-

réncias para esse capitulo sao [1], [4], [11] e [16].



3.3 O principio do méximo de Pontryagin em variedades diferencidveis 92

3.3.1 Forma Simplética

Definicao 3.30. Sejam M e N variedades diferencidveis e m : M — N uma fungdo suave.

Uma segdo de m é uma fungio suave 6 : N — M tal que m o 0 = Idy.

Uma se¢do local de m é uma fungdo suave 0 : U — M definida em um aberto U C N

satisfazendo mo 0 = Idy.

Definigdo 3.31. Seja M uma variedade diferencidvel, T"™Y M o fibrado dos tensores de tipo
(k,l)de Men : T®*OM — M, w(x,T) — x, a aplicagio projecio. Um campo de tensores
de tipo (k,l) em M é uma secdo (global ou local) de w. Se (k,l) = (0,1), entdo T é uma
I-forma. Se (k,l) = (0,1) e T'(x) é uma forma l-linear alternada para todo x € M, entdo T é

uma l-forma. Um campo de vetores é uma secio em T'M.

Se um campo de tensores é escrito em sistema de coordenadas por

! . .
e 2o ... Ju
T — ({E,le_“jl e ® - ® S @dr" @ @da’t |,
entdo as fungdes coordenadas 77! " *, i, . . ., i, j1,-- -, Ji = 1,...,n, sd0 suaves.

Um campo de vetores X em M é caracterizado por sua agdo em f € D(M) como

derivada direcional X (f).

O colchete [ X, Y] de dois campos de vetores X e Y em M é definido por [X, Y](f) =
XY(f)) —Y(X(f)),onde f: M — R é uma fungdo suave. O colchete [X, Y] também

é um campo de vetores em M (Ver lema 8.25 de [11]).

Sejam ¢ : N — M uma fungdo suave e 7' uma [-forma em M. O pull-back de 7" com

respeito a ¢ é a [-forma em N definida por

(@) () (01, -, v) = T(ddp(va), . .., ddp(wr)).

Definicao 3.32. Seja M uma variedade diferencidvel e 7 : T*M — M a projecdo candnica. A

1-forma tautoldgica 0 em T* M é definida por

0(x,8) = 7€,

ouseja, 0 éal— formadeT*M que satisfaz 0(x,§)(v,n) = §(dmm.e(v,n)) = &(v).

Além disso, podemos escrever uma 1-forma ¢ em 7 M como uma segdo 6 : T*M —
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T*(T*M) dada por

onde 6;, 0™ : T*M — R sdo fung¢des continuas para i = 1,--- ,n. As fungdes 6;, "

(%5))

Definicao 3.33. Seja V' um espago vetorial de dimensdo finita. Um tensor T de tipo (0, k) em

sdo chamadas componentes de 6 e elas sdo caracterizadas por

0

6z, €) = b(z.) (a— 0

93

> e 0" (x,§) = 0(,¢) (

(2.8)

Também iremos denotar 6(z, &) por 0, ¢).

V é dito alternado se muda de sinal sempre que dois arqumentos sdo trocados. Isso significa
que para toda k-upla de vetores vy, --- ,v, € V e para todo par distinto de indices i, j, temos

que

O subespago de todos os funcionais k-lineares alternados em V é denotado por A*(V') C

TOR (V).

Definicao 3.34. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita. Para cada v € V, nés definimos
uma transformagdo linear i, : A¥(V) — A*Y(V), chamada multiplicacdo interior por v,

por

Tow (Wi, -« wk—1) = wW(v, Wi, We—1)-

Em outras palavras, i,w é obtido de w inserindo v na primeira entrada. Por convengio nds

interpretamos i,w como sendo zero quando w € A°(V') (isto é, um niimero).

Definicao 3.35. Uma forma bilinear w em um espago vetorial V' de dimensio finita é dita ndo

degenerada se a transformagdo linear & : V' — V* definido por
O(v) = dyw
é invertivel.

Se T' é uma [-forma em M, entdo a derivada exterior d7" de 7' é uma (! + 1)-forma
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em M definida por

I+1

dT(p)(vr, ..., o) = D (=) u(T(Xy, ., X Xig))

i=1

) (D)X X)) 01, B Ty Vi), (3.10)
1<J
onde X;, i =1,...,l+ 1, sdo campos de vetores suaves tais que X;(p) = v; e v; implica

que o vetor v; estd omitido da expressdo. A expressdo do lado direito de (3.11)) ndo
depende da escolha dos X;. Em particular, se (U, x) é uma parametrizagdo de M e T" é

uma 1-forma, entdao

o 0 0 0 0 0
7 (5550) =30 (7 (35)) -3 ( (55)). -

pois colchete de campos coordenados é sempre nulo pelo Teorema de Clairaut-Schwarz.

Se uma ([ + 1)-forma S é derivada exterior de uma [-forma 7, dizemos que S é uma

({41) forma exata. Se dT" é a (I +1)-forma nula, dizemos que 7" é uma /-forma fechada.
Teorema 3.36. Toda [-forma exata é uma [-forma fechada.

Definicao 3.37. Seja M uma variedade diferencidvel e 6 a 1-forma tautolégica em T*M. A

forma simplética candnica w é a 2-forma em M definida por

w = do.

Definicao 3.38. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma estrutura simplética em M é uma
2-forma nio degenerada em M. Uma variedade diferencidvel é chamada variedade simplética se

ela estiver munida com uma forma simplética.

Observacao 3.39. Tome U um aberto em R™ e (U,x) uma parametrizacio de x em M e
() 2™ &, -, &) o sistema de coordenadas correspondente em T* M. Tomando um vetor

Y

qualquer (v,n) € T(T*M) temos que

9]
&

(v,m) :U.aa
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Pela definigdo da 1-forma tautologica 6 temos que 6(x,€)(v,n) = £(v) e entdo

J
v —
ox’

0, €)(0,1) = £(0) = Exd ( 0 ) ot

Portanto

0z, ) = &da’, (3.12)

pois

6(x,6)(v.1) = Eda’ ( 9 ji) e

oz " o
Observacao 3.40. Se 0, e 05 sdo 1-formas em M, definimos 61 A 0 = 0; ® 03 — 0 ® 0;. Note

que 01 N 03 é uma 2-forma alternada em M.

Considere a 2-forma simplética candnica w = df em T* M. Entdo, por (3.11)) e (3.12)

o 0 o 0 0 0 0 0
“ <a_%) = (%%) = o (9 (%)) T o (9 (ax))

0 d
= 50 &) — 55&) =0 (3.13)
0 0 9 ) ) ) 0 0
o 0
w (% a_gj) = 0; (3.15)

Note que d&; A dx' aplicado em pares de vetores coordenados dd o mesmo resultado de w. Logo

w = d&; A dx'. Das equagdes (3.13), (3.14) e (3.15)), ndo é dificil ver que w é nio degenerada.

Logo w é uma forma simplética, pois ela é exata e portanto fechada.

3.3.2 Sistema de controle em variedades

Um sistema de controle em uma variedade diferencidvel M consiste em um conjunto

de controle

C c R™, (3.16)

uma familia de controles admissiveis

C={u:l—C}, (3.17)
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que é composto por fung¢des mensuraveis limitadas e uma familia de campos de vetores

suaves
X:MxC—TM (3.18)

parametrizados por C.
Seja (x',...,2™) um sistema de coordenadas em um aberto U de M. Represente a

familia X por

X, = X(z,u) = f'(z,u) 0

g (3.19)

Vamos supor que [ e ngE sdo continuas paratodoj =1,...,nem M x C. Essa hipotese

serd necessdria para que o principio de maximo de Pontryagin possa ser aplicado.
Seja f° : M x C — R a fungdo custo. Vamos supor que f° satisfaga as mesmas
condicdes de f?, parai = 1,...,n. Dados p,q € M o objetivo é determinar o controle

admissivel u(t) que minimize o funcional

J= /t " () u(t))dt. (3.20)

onde z(t) é solugdo da EDO
() = X(x(t), u(t)) (3.21)

satisfazendo x(ty) = p e z(t;) = ¢. Aqui ¢t; ndo estd fixo. Note que para u(t) fixo, a EDO
(3.21)) satisfazendo a condigdo inicial z(¢y) = p admite uma tinica solugdo. De fato, seja
x: [ — x(U) uma solugéo de (3.21) e denote x ! o x(t) = (x'(t),...,2"(¢)). Entdo

0
ort’

@(t) = a'(t) (3.22)

Dessa forma, por (3.19) e (3.22), solucionar a EDO ([3.21)) é o mesmo que solucionar o

problema

(&' (1), ...,3" (1) = (fY(z(t),u®)), ..., [M(x(t),u(t)). (3.23)

Agora queremos mudar o dominio de (f*(z(t), u(t)), ..., f"(x(t),u(t))) para U x (—¢,¢€)

para que possamos utilizar o teorema Considere a fungao

f:UxC — R"

(3.24)
(g;u) — (ff(x(q),u),. .., fr(x(q),u)).
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"Restringindo"a fungdo f ao controle admissivel u(t), podemos fazer a composicao e

denotar

Flat) = fla.u(t) = (f (x(@), u(t), ..., f"(x(q), u(t))). (3.25)

f (q,t) representa a fungdo f(¢,q) da deﬁnigéo Observe que paracadai=1,...,n
temos

(i) t — f(x(q),u(t)) é mensuravel para q fixo pois é composicdo de fungio conti-
nua com funcdo mensurével. Logo ¢t — f (q,t) é mensuravel para ¢ fixo;

(ii) ¢ — f'(x(¢), u(t)) é continua para todo ¢ fixo, pois a restrigdo de uma fungio
continua é continua. Logo ¢ — f (g,t) é continua para todo ¢ fixo;

(iti) Seja m : U x I — U a aplicagdo projecdo. Para cada compacto K C U x I,
7(K) é compacto. Defina Im{u(t)} = {u(t),t € I}. Como Im{u(t)} C R™ é limitado,
temos que Im{u(t)} é compacto. Como |f(x(q),u)| é continua no compacto 7(K) x
Im{u(t)} € R* x C, entdo existe C; tal que |f!(x(q),u)| < C) paratodoi = 1,...,n.
Logo, temos que || f(q,t)|| < v/nC; para todo (¢,t) € K, pois se (¢,t) € K, entdo q €
7(K), u(t) € Im{u(®)} e || f(x(q),u(t))|| < +/nCy. Com isso, basta considerar m (t) =
v/nCy como a fungdo de defini¢do das condi¢des de Carathéodory.

(iv) Note que f é uma fungdo que tem derivadas parciais em relagdo a z* continuas

em U x I. Logo, pela observacdo existe Cy > 0 tal que

1z t) = fly. )| < Collz =y (3.26)
para todo (z,t) € K. Com isso, basta tomar kx(t) = Cs.

De (7), (i), (ii7) e (iv) temos, pelo teorema que existe uma tinica solucao de

i'(t) = fix(@'(t),...,2"()),u(t)), (3.27)

i=1,...,nemU. Mas (3.27)) é a equacdo (3.21) no sistema de coordenadas (z',...,z").
Logo z(t) satisfaz (3.21) em x(U) se, e somente se, (z'(t),...,z"(t)) satisfaz (3.27) em U

(veja [4]), o que demonstra a unicidade de solucdes de (3.21]) em vizinhangas coorde-

nadas x(U).

Mostremos a unicidade de solugdes z(t) de (3.21)) que ndo estdo necessariamente

em vizinhancas coordenadas. Suponhamos por absurdo que para algum ponto p € M
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existam duas curvas z(t) e y(t) satisfazendo ez(0) =y(0) =p, equeexistat € R
tal que z(¢;) = y(t1) = r mas z(t) # y(t) parat > t;. Dessa forma z(t) e y(t), com
t pertencente a uma vizinhanga (1 — €,t; + €) suficientemente pequena de t;, € uma
solucdo de em uma vizinhanga coordenada e devem coincidir em (t; — €,¢; + €),
o que nos leva a contradi¢do. Portanto z(¢) e y(t) coincidem na intersecdo de seus

dominios.

3.3.3 Principio do maximo de Pontryagin em variedades diferencia-
veis

Defina M = R x M. Seja {(Ua, Xa) }aea a estrutura diferencidvel méxima de M. Entao

{(R x Uy, (Id,X4)) }acr, com

(Id,xo) :RxU, — RxM

(202t ) — (2% xu (2, ... 2),

é uma estrutura diferencidvel de R x M (vide [4]).

Considere o sistema de coordenadas natural (z°, z, &y, ¢) do fibrado cotangente T*M
(veja a proposi¢do|3.28). Usaremos a variavel 2° do termo R da variedade diferenciavel

M = R x M considerando

2(t) = / 10(a(s), u(s))ds,

ou seja, é o funcional J de que pretendemos minimizar. Denotemos Z(t) =
(z°(t), z(t)) = (2°(t),...,2"(t)). Defina o sistema de controle em M com os mesmos
conjuntos de controle C' e controles admissiveis C definidos respectivamente em ({3.16)
e (3.17), mas com a familia de campo de vetores suaves

X (2, z,u) = fo(x,u)% + X(x,u).

Definamos o Hamiltoniano no fibrado cotangente T*M com respeito a u € C por

~

Hy(2,&) = H(z, & u) = & f°(w,u) + E(X (x,0).
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O campo Hamiltoniano com respeito a u é definido como
H, : T*M — T(T*M),

onde H, = (dH,)# é o tinico campo de vetores em T*M tal que

Daqui em diante ¢ ird variar de 0 a n na convengdo de Einstein. Antes de enunciar
o PMP em variedades, é instrutivo ver seu enunciado em sistema de coordenadas,
que coincide com o caso onde M é um aberto de R". Em sistemas de coordenadas, se

£ = &dat, entdo

~ . 0
Rola) = Fiw )
e
Hy(2,8) = &0f*(a,u) + §(X (2,0)) = ['(z, u)é.
Entao
dH,(z,8) = f(z,u)d&; —i—&,af (x )dx
Afirmamos que
~ - 0 Oft(z,u) 0

Yor TN oa g

De fato, denote v = ) _'_ v* 8w3 + Vgpn e 8& = st + Vg e ag € T(T*M) Entao

. o o ~
W(’U, (dHu)#) = (dgk A dxk) (US O’ + Us-i—na_gsa (dHu)#)

= (d&, ® da* — da* ®d§k)< aas s+n£,(dﬁu)#)

= d¢, (w% + uwa%) da"((dH,)#) — da* (US% + vs+n%) &, ((dH,)#)
_ 9 9 ; Of (z,u)
- dgk < 8 s + Vs+n a£s> dl’k (f (l’ ) - 5@ axj 85])
o, 0 ; Aft(z,u) O
—dz* (U O’ a_fs) A& (f (2, u) or Si—— % Dok (%k)

= Uk+nfk(x7 u) - Uk <_£z%>



3.3 O principio do méximo de Pontryagin em variedades diferencidveis 100

Por outro lado, veja que
ifi(0) = (s + 625w ) (2 o)
= v e + g 2, 3.29)

~

Mudando alguns indices, note que (3.28) e (3.29) sdo iguais. Sendo assim w(v, (dH,)#) =
dH,(v) para todo v € T, (T*]\/Z)

Considerar trajetorias de H,(x, £) é resolver o sistema Hamiltoniano

da’ i ,
o = f(z,u), 1=0,...,n (3.30)
pT & i T 0,...,n. (3.31)

Optamos por manter x nos argumentos de f em vez de Z pois f ndo depende de z°.
Tomando um controle v : [tg, ;] — C' € C e uma condicdo inicial Z(ty) = (2°(to), z(to))
para algum z, € x(U), n6s podemos encontrar a solugdo z(t) = (z°(t), z(t)) da equagdo
(3-30). Vamos supor que a solugdo esté definida no intervalo [to, ¢;]. Substituindo u(t)
e z(t) no lado direito da equagdo (3.31), obtemos um sistema linear para as incégnitas
&. Note que este sistema linear satisfaz as condi¢des do teorema e sua solucao
estd definida em [tg,¢;]. Toda solugdo &(t) = (&o(t),&1(t), ..., &u(t)) encontrada dessa
forma serd chamada de solugdo do sistema que corresponde as fungdes u(t) e

~

x(t). Lembre que as fun¢des vetoriais =(t) e £(t) sdo absolutamente continuas pois sao

solugdes do sistema de equagdes diferenciais ((3.30)) e (3.31]).

Para valores fixados de E e x, a funcao H se torna uma funcdo de parametros u € C.
Denote

o~

M(z, &) = sup ﬁ(x,au)

ueC

Se ¢1(t) e ¢o(t) sdo duas fungdes de t tomadas no intervalo g < ¢t < ¢;, nds usamos

o simbolo

¢1(t)(=)2(?)

para denotar que ¢;(t) e ¢»(t) coincidem quase sempre.
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Com isso, podemos enunciar o principio do méximo de Pontryagin em sistemas de

coordenadas.

Teorema 3.41 (Principio do maximo de Pontryagin). Tome u : [to,t1] — C um controle
admisstvel de forma que a solugdo T(t) da equagdo para u(t) estd definida no intervalo
[to, t1] e satisfaz x(ty) = x¢ e x(t1) = x1. Para que x(t) seja 6tima para o problema de mi-
nimizagdo do funcional J = ;;1 FO(z(t), u(t))dt, com z(ty) = xo e x(t1) = x1 (t; ndo fixo),
é necessdrio que exista uma fungio vetorial £ = (&o(t), ..., &n(t)) absolutamente continua e
diferente de zero correspondente a fungio u(t) e x(t) tal que

1) A fungio f](x(t), E(t), w) da varidvel u € C atinge seu mdximo no ponto u(t) quase sempre

no intervalo [ty, 1], ou seja
H(a(t), £(1), u(t)) (=) M (2 (1), £(1)). (3.32)

2) No tempo final t, temos

~

&(t) <0 e M(z(ty),€(t) = 0. (3.33)

Além disso, se T(t), £(t) e u(t) satisfazem os sistemas (3.30), (3.31) e (3.32), entdo a fungdo
&o(t) e M(x(t), £(t)) sito constantes. Portanto 1} pode ser verificada em todo tempo t, com

t € [to,t1], e ndo somente em t;.

A demonstragdo deste teorema é longa e foge do escopo desta dissertagdo e pode
ser encontrada em [16].
O principio do maximo de Pontryagin em variedades é enunciado abaixo. Sua

demonstracdo pode ser encontrada em [1].

Teorema 3.42 (Principio do maximo de Pontryagin em variedades). Tome u : [ty,t1] —

C' um controle admisstvel de forma que Z(t) é a solucdo da equagdo

~

T'(t) = Xuw) (Z(2)),

e que x(ty) = x¢ e x(t1) = 1. Para que x(t) seja 6tima para o problema de minimizagdo de

J (t; ndo fixo) entre os caminhos x(t) que ligam xo a x,, é necessdrio que exista uma fungio
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absolutamente continua (z(-),£(+)) : [to, t1] — T*M com & (+) ndo nula, satisfazendo

~ A~

(T(1), € () = Hu (z(t), (1)) (3.34)

tal que
1) A funcio H((Z(t), £ (t)),w) na varidvel w € C atinge o seu mdximo no ponto u(t) quase

sempre no intervalo [ty, t1], ou seja,

H((w(t),&(1)), u(t)) (=) M(x(t), £(¢)): (3.35)

2) No tempo final t, temos

~

Eo(t1) <0eM(x(t),£(t1)) = 0. (3.36)

Além disso, se (ff(t),g(t)) e u(t) satisfazem e , entdo &(t) e M(a:(t),g(t)) sdo

constantes. Portanto (3.36)) é satisfeita para todo t € [to,t1] e ndo s6 para t,.
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