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Resumo

Neste trabalho estudaremos um método para encontrar os elementos idempotentes de
um anel comutativo R a partir dos elementos idempotentes do anel quociente %, onde N
pertence a uma colecao de ideais satisfazendo certas hipéteses. O método citado, chamado
de levantamento de idempotentes, servirda como ferramenta para encontrar os elementos
idempotentes de um anel de grupo RG, onde R é um anel de cadeia finito comutativo
com unidade e G' é um grupo abeliano finito. Com os elementos idempotentes de RG
e o gerador do ideal maximal de R caracterizaremos os cédigos abelianos de tal anel de
grupo e, tomando algumas hipoteses adicionais, exibiremos uma férmula para determinar
o peso de um cédigo ciclico de comprimento p™. Por fim, usaremos a teoria de elementos
idempotentes para identificar os codigos LCD sobre uma algebra de grupo RG, para o

caso onde R é um anel comutativo com unidade arbitrario.

Palavras-chave: Idempotentes, Levantamento de Idempotentes, Anéis de Grupo, Anéis

de Cadeia, Cddigos, Codigos Ciclicos, Codigos de Grupos, Complemento Dual, LCD.

i



Abstract

In this work we will study a method to find the idempotent elements of a commutative
ring R from the idempotent elements of the quotient ring %, where N belongs to a
collection of ideals satisfying certain assumptions. The aforementioned method, called
idempotent lifting, will be used as a tool to find the idempotent elements of a group
ring RG, where R is a commutative finite chain ring with unity and G is a finite abelian
group. With the idempotent elements of RG and the generator of the maximal ideal of
R we will characterize the abelian codes of such a group ring and, taking some additional
assumptions, we will obtain a formula to determine the weight of a cyclic code of length
p". Finally, we will use the theory of idempotent elements to identify the LCD codes on

a group algebra RG, for the case where R is an arbitrary commutative ring with unity.

Keywords: Idempotents, Idempotent lifting, Group Rings, Chain Ring, Codes, Cyclic
Codes, Group Codes, Dual Complement, LCD.
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Introducao

O Matematico Benjamin Peirce foi o primeiro a introduzir os nomes “nilpotente”e
“idempotente”em 1870, enquanto estudava algebras comutativas. Também foi ele quem
desenvolveu a Decomposicao de Pierce de moédulos semissimples. Desde entao, os ele-
mentos idempotentes foram amplamente usados por diversas areas de pesquisa além da
matematica, dentre elas temos fisica e quimica tedrica e economia. A Teoria de In-
formacao nao é excegao, principalmente na Teoria de Codigos Corretores de Erros, veja
[1,2,7,9, 14, 15, 23, 20].

Encontrar elementos idempotentes de um anel arbitrario pode ser uma tarefa dificil.
Na tentativa de encontrar esses elementos desenvolveram-se diversos trabalhos que buscam
idempotentes sob distintas condi¢oes. Como exemplo temos o trabalho de R. A. Ferraz e
C. P. Milies [9] no qual encontraram uma familia de idempotentes primitivos ortogonais
das élgebras de grupo IF,GG, onde I, ¢ um corpo finito de g elementos e G é um p-grupo, em
que q e p satisfazem certas hipdteses. Tal familia de idempotentes primitivos ortogonais
é determinada a partir do reticulado de subgrupos de G.

O objetivo deste trabalho é estudar o método desenvolvido por F. D. Melo Hernandez,
C. A. Hernandez Melo e H. Tapia-Recillas em [19] para encontrar idempotentes de um anel
comutativo R a partir de elementos idempotentes de um anel quociente %, onde N é um
ideal proprio de uma familia de ideais de R que satisfazem o que chamaremos de condi¢ao
CNC. Tal método sera chamado de Levantamento de Idempotentes e veremos como po-
demos aplica-lo na Teoria de Cdédigos Corretores de Erros e estudar as propriedades que
os codigos encontrados com esses idempotentes possuem.

O estudo dos codigos corretores de erros tiveram inicio na primeira metade do século
XIX, com o matematico americano R. W. Hamming, enquanto trabalhava no Bell Te-
lephone Laboratories. Naquela época, os computadores eram muito lentos e capazes ape-

nas de detectar um erro e quando isso acontecia o computador parava de processar o



programa que executava, pois nao era capaz de corrigi-lo, por isso muitos trabalhos eram
perdidos. Empenhado em resolver tal problema, em 1950, Hamming publicou um artigo
[10], onde ele descreve um c6digo capaz de detectar dois erros e corrigir um, se for tinico.

Hamming seguiu se perguntando se poderia encontrar cédigos melhores, mas foi um
colega de trabalho, chamado C. E. Shannon, quem conseguiu encontrar tal cédigo. Shan-
non publicou um artigo [24] em 1948, no qual descreveu um cédigo mais eficiente e o
atribuiu ao proprio Hamming. Tal trabalho possibilitou a criagao de duas teorias ampla-
mente estudadas atualmente, a Teoria dos Cdédigos Corretores de Erros e a Teoria
da Informacao.

A Teoria dos Codigos Corretores de Erros juntamente com suas aplicagoes torna a
Matematica Pura e a Aplicada cada vez mais préoximas. A fim de se obter uma teoria
matematica de Cédigos Corretores de Erros, os Codigos Lineares, os quais sao a classe
de cédigos mais estudadas, foram inicialmente definidos como subespacos vetoriais de um
espago vetorial F”, onde F é um corpo finito e representa o alfabeto do cédigo. Porém,
trabalhos como [6, 11, 23], que estudam cddigos lineares sobre Z4, tem motivado os estudo
de codigos sobre anéis mais gerais.

Como uma extensao natural de Z4, A. R. Calderbank e N. J. A. Sloane, em [3],
determinaram a estrutura de cédigos ciclicos, os quais sao uma classe de cédigos lineares,
sobre Z,m, onde p é um nuimero primo e m > 1. Em 1997, P. Kanwar e S. R. Loépez-
Permouth em [14], estudaram cédigos ciclicos sobre Z,m do ponto de vista de anéis de
polinomios. Mais tarde tais resultados foram estendidos para cédigos ciclicos sobre anéis
de Galois por Z. Wan em [26].

Tanto os anéis Z,~ quanto os anéis de Galois, sao exemplos de anéis de cadeia assim,
em 1999, G. H. Norton e A. Salagean, em [22], estenderam os resultados de [3] e [14]
para codigos sobre anéis de cadeia finitos. Mais recentemente, em 2004, H. Q. Dinh e S.
R. Lopez-Permouth em [8], demonstraram os mesmos resultados de [22] usando anéis de
polinoémios.

Em 2012, A. T. Silva, em [25] mostrou os mesmo resultados de [8] para cddigos ciclicos,
mas agora usando uma abordagem de anéis de grupo ao invés de usar a linguagem poli-
nomial empregada por Dinh e Léopez-Permouth. No presente, trabalho usaremos o levan-
tamento de idempotentes e as mesmas técnicas que Silva usou em [25] para descrever os

codigos abelianos sobre um anel de cadeia finito.



No primeiro capitulo deste trabalho veremos alguns conceitos que serao usados ao longo
do texto. Iniciaremos relembrando alguns resultados da Teoria de Médulos Semissimples e
Anéis de Grupos, definiremos Cddigos Lineares e mostraremos que podemos ver os codigos
como ideais de um anel de grupo e entao enunciaremos resultados sobre Anéis de Cadeia.

No capitulo 2 veremos o método de levantamento de idempotentes. Iniciaremos com
o resultado que nos motivou a buscar elementos idempotentes de um anel R a partir dos
elementos idempotentes do anel quociente %, onde N é um ideal nil de R. Mostraremos
que o processo de levantamento preserva propriedades dos idempotentes do quociente para
o anel R. Quando R é comutativo podemos garantir a unicidade do idempotente levantado
e exibir uma férmula para determinar os idempotentes obtidos pelo levantamento. Ainda
neste capitulo definiremos a condicao CNC, que nos permitirda determinar os elementos
idempotentes de R a partir de uma sequéncia de levantamentos passando por uma cadeia
de homomorfismos de anéis. Encerraremos o capitulo determinando os idempotentes de
um anel de grupo RG em que R possui uma colecao de ideais satisfazendo a condigao
CNC.

Com o Levantamento de Idempotentes como ferramenta, no terceiro capitulo, carac-
terizaremos os codigos abelianos sobre um anel de grupo RG, onde R é um anel de cadeia
finito comutativo com unidade e G é um grupo abeliano finito, a partir dos idempotentes
levantados e do gerador do ideal maximal de R. Tal caracterizagao nos permite determi-
nar quantos c6digos podemos obter no anel RG. O peso de um cédigo é uma informagao
fundamental, pois com ele é possivel determinar a capacidade de correcao de erros de um
codigo. Assim, apds caracterizarmos os cddigos sobre anéis de cadeia, poderemos calcular
o peso de cédigos ciclicos de comprimento p", onde p é um nimero primo. Para tal,
consideraremos as hipdteses sobre a quantidade de elementos de R e p descritas em [9]
por Ferraz e Milies. Nestas condi¢oes podemos determinar a cardinalidade de cada codigo
ciclico.

Outra classe de codigos lineares sao os codigos com complemento dual, conhecidos
como c6digo LCD. Tais cédigos foram introduzidos por J. L. Massey em [16] no ano
de 1992, onde foi mostrado que existem codigos LCD assintoticamente bons, ou seja,
existem codigos LCD que atingem algumas das cotas que relaciona peso e dimensao dos
cédigos. Os codigos LCD tiveram uma aplicagdo recém-descoberta em criptografia, e

assim o interesse em cédigos desse tipo foi renovado. Em particular, foi demonstrado que



os codigos LCD binarios desempenham um papel importante nas implementagoes contra
problemas como “side-channel attacks”e “fault injection attacks”, veja [4, 5].

Em 2018, J. de La Cruz e W. Willems, mostraram em [7] que os c6digos de grupo
LCD de FG, onde F é corpo e G é um grupo finito, sao gerados por certos elementos
idempotentes. No Capitulo 4, baseado em [7], mostraremos que é possivel estender os
resultados de La Cruz e Willems para cédigos LDC em RG, para o caso mais geral em
que R é um anel comutativo com unidade. Por fim, caracterizaremos os cédigos LCD
determinados pelos elementos idempotentes estudados por Ferraz e Milies em [9] de um
anel RG para o caso em que R é um anel de cadeia finito comutativo com unidade e G

um grupo ciclico de ordem p™.



Capitulo 1

Conceiltos Preliminares

O objetivo deste trabalho é estudar formas de encontrar idempotentes de anéis comu-
tativos. Aqui exibiremos alguns resultados que serao usados para o desenvolvimento da
teoria. De forma geral, os resultados apresentados nesse capitulo nao serao demonstrados,

mas indicaremos a referéncia caso se faga necessaria a consulta.

1.1 Moébdulos Semissimples e Anéis de Grupo

Definigao 1.1.1. Seja R um anel. Um grupo abeliano M (aditivo) é chamado de R-

modulo se para cada a € R e cada m € M temos am € M tal que:
1. (a+bym =am+bm, Va,b € R, Ym € M;
2. a(my + my) = amy + amg Ya € R, Ymy,ms € M;
3. a(bm) = (ab)m Va,b € R, Ym € M;
4. Se R tem unidade, entao 1m =m Vm € M.

Sejam R é um anel comutativo com unidade e A um R-médulo. Dizemos que A é uma
R-algebra se tem uma multiplicacao, definida em A tal que, com a adigao de A e essa

multiplicacao, A seja um anel tal que a seguinte condicao aconteca:
r(ab) = (ra)b = a(rb),

para todo r € R e todos a,b € A.



Definicao 1.1.2. Seja M um mddulo sobre R. Um subconjunto nao vazio N C M é

chamado de R-submddulo de M se as seguintes condigoes acontecem:
1. Para todos z,y € N, x +y € N;
2. Para todor € Retodon € N, rn € N.

Se R é comutativo e M é uma R-algebra, dizemos que N é uma R-subalgebra de M se

N for um submoédulo e um subanel de M.

Definicao 1.1.3. Um R-médulo M é chamado semissimples se todo submdédulo de M

for um somando direto.

Definicao 1.1.4. Um anel R sempre é um moédulo sobre si mesmo e quando R é um

modulo semissimples entao R é chamado de anel semissimples.

Teorema 1.1.5. [21] Seja R um anel. Entao as condigoes a seguir sao equivalentes:
1. Todo R-moédulo é semissimples.
2. R é um anel semissimples
3. R é soma direta de um numero finito de ideais minimais a esquerda.

Definicao 1.1.6. Seja R um anel. Dizemos que um elemento e € R é idempotente se

e? = e. Uma familia de idempotentes {ey,...,e;} satisfazendo:

ii. Se i # j entao e; e e; sao ortogonais, ou seja, e;e; = 0.
. 1=e;1+---+¢€.

/ I o5
i €5 Sa0

iv. e; é primitivo, ou seja, ndo pode ser escrito como e; = €} + €, em que e

idempotentes tais que e, e/ #0 e ee” =0, com 1 <i < t.

1) 71
¢ chamado de familia de idempotentes ortogonais primitivos.
Podemos usar idempotentes para caracterizar a decomposicao de anéis semissimples

como soma direta de ideais minimais a esquerda. Esta é chamada de decomposicao de

Peirce.



Teorema 1.1.7. [21] Seja R = &'_,L; uma decomposigdo de um anel R semissimples
como soma direta de ideias minimais & esquerda. Entao, existe uma familia {ey;--- ;e;}
de elementos idempotentes ortogonais primitivos de R tais que L; = Re;, para todo ¢ =
1,2,...,t. Reciprocamente, se exite uma familia de elementos idempotentes ortogonais

primitivos {ey, -+ , €}, entdo o ideal & esquerda L; = Re; é minimal e R = @!_, L;.

Neste trabalho usaremos ativamente os anéis de grupo e suas propriedades, aqui dare-
mos algumas defini¢oes e resultados basicos. Em [21] essa estrutura é estudada com mais

detalhes.

Definigao 1.1.8. Sejam R um anel e G um grupo. O conjunto denotado por RG e

formado pelas somas formais do tipo

21799,

geG

onde z, € R e x, = 0 exceto para um nimero finito de indices g € G, com as operagoes

de soma e multiplicacao definidas por:

Z&gg + Z beg = Z(ag +by)g;

geG geG geG
> b= 3 aghgn
geG 9eG g,heG

¢ um anel. O anel RG é chamado de anel de grupo de G sobre R.

Denotando o elemento neutro do grupo G por 1. Considere o homomorfismo injetor
de anéis v : R — RG dada por v(r) = ) a,g, onde a1, =7 e a; = 0 se g # 1. Com
essa identificacao podemos dizer que RgeéGum subanel de RG. Geralmente escrevemos
v(r) apenas por r em RG. Assim, quando R possui unidade, denotada por 1g, entdao RG
também possui unidade dada por 1 = v(1g).

Suponha R um anel com unidade. Podemos definir uma imersao i : G — RG atri-
buindo a cada elemento = € G o elemento i(x) = ) a,9, onde a, = lg e a; = 0 se g # .

geG
Podemos, portanto, considerar G um subconjunto de RG. Para todo g € G denotamos

i(g) apenas por g.



O anel de grupo RG possui estrutura de R-moédulo com a operacao

A (Z agg> = Z()\ag)g; A€ER.

geG geG

Note que se R for comutativo segue que RG é uma algebra sobre R chamada de
algebra de grupo de G sobre R. Considerando a imerc¢ao i, podemos dizer que G gera
os elementos de RG, ou seja, G é uma base para RG. Quando |G| é finito dizemos que

RG tem dimensao |G|.

Definig¢ao 1.1.9. Dado um elemento o = ) az9 de um anel de grupo RG. O suporte
geG

de « é o subconjunto de elementos de G que aparecem efetivamente na expressao de «,

ou seja,

supp(a) = {g € G; a4 # 0}.

Proposicao 1.1.10. Seja N éideal de R, entao NG = {Z ngg € RG; ng, € N,Vg € G}
geG

é ideal de RG, e mais
RG ( R)
—~ =G
NG N
Demonstragao. Sejam ) ngyg e Y myg elementos de NG, uma vez que N ¢ ideal de R,

geG geG
segue que n, —my, € N, para todo g € G, logo

ang - ngg = Z(ng —my)g € NG.

geG geG geG

Dado ) a,g9 € RG, temos
geG

Zagg . ang = Z agnpgh € NG,

geG geG g,h€CG

ang . Zagg = Z nganhg € NG,

geG 9eG g,heq
pois a, € R, para todo g € G. Por fim, basta considerarmos o homomorfismo sobrejetor

de anédis f : RG — (%) G definido por f (az9) = (ay + N)g, cujo Ker(f) = NG. [ |



Se H é subgrupo finito de G ¢ R é um anel com unidade, podemos escrever

|H|=14+14---+1€ RG.
————
|H]

E, caso |H| seja inversivel em RG, denotaremos por z ou por [H|~ Lo inverso de |H| em

RG.

H \

Proposicao 1.1.11. Seja R um anel com unidade e H um subgrupo finito de um grupo

G. Se |H| é invertivel em R, entao

¢ um idempotente de RG.

Demonstragao. Note que, como H é finito, entao b’ > h = > h para qualquer h' € H.

= P (Zh> ()
\HP’H’ 2t

heH
o
hEH

:ﬁ

Assim

Proposigao 1.1.12. [21] Sejam R um anel com unidade e H um subgrupo normal de um

grupo G. Se |H| é inversivel em R, entao
=~ G
RGH ~ R <—) .
H

Também é facil ver que, se 7 é uma transversal de H em G, entao {tH |t € 7} é uma



base de RGH. Dai, um elemento o em tal ideal é da forma

&:Zattﬁ, o € R.

ter

Agora, vejamos sob quais condi¢oes um anel de grupo é um anel semissimples.

Teorema 1.1.13. [21, Teorema de Maschke] Seja G um grupo. Entéao, o anel de grupo

RG é semissimples se, e somente se, as seguintes condicoes sao satisfeitas:
1. R é um anel semissimples.
2. G ¢ finito.
3. |G| ¢ invertivel em R.

O caso onde R = K é um corpo é um caso particular importante do Teorema de
Maschke. Neste caso, K é sempre semissimples e |G| é invertivel em K se, e somente se,

|G| # 0 em K, ou seja, char(K) t|G].

Corolario 1.1.14. [21] Seja G um grupo finito e seja K um corpo. Entao, KG é semis-

simples se, e somente se, char(K) 1 |G|.

1.2 (Cdbdigos Lineares

Chamaremos um conjunto finito .4 de alfabeto e denotaremos o niimero de elementos
de A por |A|. Um cédigo corretor de erros é um subconjunto préprio qualquer de
A" = A x -+ x A, para algum nimero natural n, em que seus elementos sao chamados
de palavras.

Dentre os varios tipos de cddigos corretores de erros, os cédigos lineares sao os mais
conhecidos e usados.

Considere R um anel finito com ¢ elementos como alfabeto e o R-médulo R™.

Definicao 1.2.1. um cédigo linear de comprimento n é um R-submddulo C de R™.
Podemos notar que se a dimensao do cédigo C for k, entdo |C| = ¢*, ou seja, C tem ¢*

palavras.
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Dadas duas palavras v = (u1,...,u,) € v = (vq,...,v,) do cédigo C podemos definir
a distancia entre estas palavras sendo o nimero de coordenadas distintas de u e v. Em
simbolos

du,v) = |{i; w #v;, 1 <i<n}.

Essa distancia é conhecida como distancia de Hamming.
Um conceito muito importante da Teoria de Cdédigos é a distdncia minima de um

cédigo C definida por

d(C) = min{d(u,v); u,v € C e u# v}.

Defini¢ao 1.2.2. Dada uma palavra v = (uq,...,u,) de um cédigo C definimos o seu

peso sendo o niimero inteiro

wu)={i; u; #0, 1 <i<n} =d(u,0).

O peso do cédigo C é definido como

w(C) = min{w(u); ue C—{0}}.

Temos que d(u,v) = w(u — v), para quaisquer u e v em C e d(C) = w(C).

Dentre os codigos lineares a classe dos codigos ciclicos se destacam e mostram ser
de grande utilidade, principalmente ao estudarmos codificacao e decodificacao quando

tomamos o alfabeto como sendo um corpo finito (veja [12]).

Definicao 1.2.3. Seja R um anel finito. Um cédigo linear C de R™ é chamado de
cédigo ciclico se quando (¢, ¢, ..., ¢,—1) ¢ uma palavra do cédigo C, entao a palavra
(Cn-1,€0,C1,--.,Cn_2), obtida a partir da troca ciclica de coordenadas i — i + 1, tomada

modulo n, também pertence a C, ou seja,

(co, €1y sCn1) €C = (cno1,¢0,C1,...,Cn2) €C.
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1.3 C(Cddigos Ciclicos em Anéis de Grupo

Nesta secao veremos que podemos estudar os codigos ciclicos como ideais de um anel
de grupo sobre um grupo ciclico. Desta maneira, podemos estender estes conceitos para
codigos sobre anéis de grupo sobre um grupo qualquer.

Tomando R um anel finito comutativo com unidade e C,, um grupo ciclico de ordem n
gerado por a e considerando o anel de grupo RC),, podemos definir o seguinte isomorfismo

de R-médulos:

Y R™ —  RC,
n—1 )
(CosC1yeevyCnor) > cat
i=0
Assim, sendo C C R™ um cédigo ciclico, sabemos que se ¢ = (¢g, 1, ..., 1) é uma
palavra de C entdo ¢ = (¢,_1,¢0,C1,- .., Cn_2) também estd em C. Com isso podemos
observar que
n—1 n—1
o(c) = E ca™ =a- E ca' = ap(c).
=0 i=0

Logo, uma troca ciclica em R™ é equivalente a multiplicar pelo gerador de C;,, em RC,,. E

mais, a'¢(c) € ¢(C), para todo i =0,1,...,n— 1.

Proposicao 1.3.1. Sejam C C R" um cddigo linear e C,, um grupo ciclico de ordem n

gerado por a. Entao C é um cédigo ciclico se, e somente se, ¢(C) é um ideal de RC,,.

Demonstracao. Seja C um cédigo ciclico de R"™, entao para todo ¢ € C temos que ¢ € C,
onde ¢ denota a palavra obtida pela troca ciclica das coordenadas de ¢. Logo, ¢(c) € ¢(C)
e ap(c) = ¢(¢) € p(C). Agora, como C é submddulo, para quaisquer ¢(z), ¢(y) € ¢(C)
temos ¢(x) — p(y) = p(x —y) € ¢(C), pois z,y € C, logo x —y € C. Seja nil hia' € RC,,

i=0
logo
n—1
Z hia' - p(z) = hoa’p(x) + hia'o(x) + -+ + hy_1a" ()
=0
= a’p(hoz) + a'o(hix) + -+ a" o(hp_1z).
Como, para todo ¢ = 0,1,...,n — 1, temos h; € R e C é fechado para a multiplicacao

por escalar, temos que h;z € C, logo p(h;z) € ¢(C). Assim, a‘p(h;z) € ¢(C), para todo
n—1

i=0,1,...,n—1. Portanto Y h;a’-¢(z) € ¢(C), o que mostra que p(C) é ideal de RC,,.
i=0
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Reciprocamente, suponha que ¢(C) é ideal de RC,. Tomando a = lga € RC,,
temos que ap(c) € ¢(C), para todo ¢ € C. Seja x € C. Denotando por T € R" a
palavra obtida pela troca ciclica das coordenadas de x, temos que ¢(Z) = ap(z). Logo,

7 = ¢ Yap(x)) € C, pois ap(x) € p(C). Portanto C é um codigo ciclico. [

Devido a essa equivaléncia, é comum dizermos que um cédigo ciclico C é um ideal de
anel de grupo RC),.

Inspirado nessa caracterizagao temos a seguinte definicao.

Definicao 1.3.2. Seja R um anel e G um grupo. Um subconjunto C de RG é dito ser
um cédigo de grupo a direita (esquerda) se C é um ideal a direita (esquerda) de RG.
Se C é um ideal de RG, entao é chamado de cédigo de grupo. Quando G ¢é abeliano, o

cédigo de grupo C é chamado de cédigo abeliano.

Observacao 1.3.3. Pela definicao anterior, temos que todo cédigo ciclico é um cédigo

abeliano.

Observacao 1.3.4. Podemos adaptar a distancia de Hamming para anéis de grupo, basta
notar que dados «, 8 € RG, entao d(«, 8) = |supp(a — B)|. Desta forma, o peso de « é
dado por w(a) = |supp(a)| e se C é um cédigo de grupo de RG, entao

w(C) = min{w(«a); a € C—{0}}.

1.4 Anéis de Cadeia

Definicao 1.4.1. Um anel R é dito anel de cadeia se o conjunto de todos os seus ideais

formam uma cadeia sob a inclusao.
Definicao 1.4.2. Um anel R é chamado de anel local se possui um unico ideal maximal.

Proposicao 1.4.3. [8] Seja R um anel comutativo finito com unidade. As seguintes

afirmagoes sao equivalentes:
1. R é um anel local e o ideal maximal M de R ¢é principal.
2. R é um anel local de ideais principais.

3. R é um anel de cadeia.
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Observacao 1.4.4. Seja R é um anel de cadeia finito comutativo com unidade e denote
por M = (a) o ideal maximal de R gerado por a. Entdo a ¢ um elemento nilpotente e

denotemos seu indice de nilpoténcia por t. Assim os ideais de R formam a cadeia

Proposigao 1.4.5. [17] Sejam R um anel de cadeia finito e comutativo com unidade,

com ideal maximal M = (a), t o indice de nilpoténcia de @ em R e R = ﬁ. Entao:

1. Para algum primo q e inteiros positivos k e [, tais que k > [, temos |R| = ¢*, |R| = ¢'

e as caracteristicas de R e R sdo potencias de .
2. Parai=0,1,...,t temos |(a’)| = |R|'"*. Em particular, |R| = |R|’, ou seja, k = lt.

Proposicao 1.4.6. [17] Seja e um idempotente ndo nulo de um anel R. As seguintes

condicoes sao equivalentes:
1. e é primitivo.
2. eRe é um anel local.
3. Re ¢é indecomponivel.
Como consequéncia direta da tltima proposi¢ao temos o seguinte corolario:

Corolario 1.4.7. Sejam R um anel comutativo e G um grupo comutativo. Seja e é um

idempotente da algebra de grupo RG. Sao equivalentes:
1. e é primitivo.
2. RGe é um anel local.

3. RGe é indecomponivel.
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Capitulo 2

Idempotentes de Anéis Comutativo

Neste capitulo estudaremos alguns resultados apresentados em [19]. Veremos como

obter os elementos idempotentes de um anel R a partir dos idempotentes do anel quociente

R
N

onde N é um ideal nil de R, através de um processo aqui chamado de levantamento
de idempotentes. Destacaremos o caso em que R é um anel comutativo, onde podemos
garantir a unicidade dos idempotentes levantados.

Aqui definiremos quando uma colecao de ideais de um anel comutativo satisfaz a
condicao CNC. Com essa caracterizacao, quando um anel comutativo R possuir uma
colecao de ideais {Ny, Na, ..., Ny} satisfazendo tal condi¢ao, poderemos obter os ele-
mentos idempotentes de R a partir de uma série de levantamentos desde o anel N% até
chegarmos novamente no anel R.

Por fim, veremos como obter os idempotentes de um anel de grupo RG, onde R é

anel comutativo que possui uma colecao de ideais satisfazendo a condicao CNC e G é um

grupo comutativo.

2.1 Levantamento de Idempotentes

O primeiro resultado dessa se¢ao é o que nos motiva a buscar os idempotentes de um
anel quociente e tentar, a partir destes, encontrar os idempotentes do anel quocientado.
Esta proposi¢ao se encontra em [13, Proposicao 7.14], e partir dele nos é permitido estudar
as propriedades preservadas ao levantarmos os idempotentes.

Lembrando que um ideal nil N de um anel R é um ideal em que todos os seus elementos

sao nilpotentes, ou seja, se a € N, entao existe um inteiro positivo ¢ tal que a’ = 0.
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Proposicdo 2.1.1. Sejam R um anel com unidade, N um ideal nilde Re f = f + N
um elemento idempotente do anel quociente %. Entao existe um elemento idempotente e

em R tal que e = f em %. Além disso, se R for comutativo, entao e é unico.

Demonstracio. Sendo f idempotente em %, entdo f = 72 se, e somente se, f — f2 =10
logo f — f? € N. Como N é um ideal nil, entdo existe um inteiro positivo n tal que
(f — f3)" = 0. Assim, se tomarmos ¢ = 1 — f teremos que (fg)" = (f — fA)" =0 e
fo=fA=f)=f-f2=0~f)f =gf Logo0=(fg)" = f"g". Agora, como 1= f+g
segue que

1 — 12n+1 — (f+g)2n+1 :h+€,

onde

i nzi 2n —1 fz In—1—i 2712:1 2n —1 fz 2n—1—1
; g ; g

i=0 i=n
Como f"g"™ = 0 e pelo que ja vimos f comuta com g entao eh = he = 0. Com isso e

do fato de h + e = 1, temos

e=cl=c(h+e)=ch+e*=¢?
h=hl=h(h+e)=h?+he = h

Logo h e e sdo elementos idempotentes de R. Além disso, como fg € N e

2n—2
_ 2n—1Y\ . op1-y 2n—1\ o,1 o
6_2< i )fg +(2n—1>f N

=n \ v 1
1

2n—2 om— 1
o e — f2n—1 _ Z ( 2 )fZQZn—l—z7

=n

entdo e — 21 € N. Assim e = f*» ! mod N. E mais, como

f=f=---=f""'mod N,

entdo e = f mod N, ou ainda, & = f.
Por fim, assumindo que R é um anel comutativo, vamos mostrar que e é inico elemento
idempotente de R tal que € = f. De fato, suponha que existe z € R um idempotente

tal que = f = e mod N, entao x — e = z € N, ou seja, z é nilpotente com indice de
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nilpoténcia t e x = e + z. Note que,

et+z=(e+2)?=e+2z+ 2" =c+2z+2?

= 22 = (1—2e¢)z.

Disso temos que 2® = (1—2¢)2% = (1—2¢)%z. Por indugao, obtemos que 2" = (1—2¢)" 1.

Sendo (1 —2¢)? =1 — 4e + 4e = 1, segue que 2" = (1 — 2¢)" "'z = 2z para todo inteiro

positivo n. Como 2! = 0, segue que z = 0. Portanto z = e. [ |

Definicao 2.1.2. Seja R um anel comutativo com unidade e N um ideal nil de R. Dado
um elemento idempotente f de %, chamaremos o elemento e de R, unicamente determi-

nado na Proposicio 2.1.1, de idempotente levantado de f.

Observacgao 2.1.3. As observagoes a seguir sao consequéncias diretas da Proposicao 2.1.1

quando R é comutativo.

1. Se f e h sao idempotentes ortogonais de % entao os respectivos idempotentes levan-
tados e e k de R também sdo ortogonais. De fato, sendo (ek)? = e?k? = ek segue
que ek é idempotente de R. Agora, como f =€ e h = k entdo ek = fh = 0, logo

ek € N. Uma vez que ek é um idempotente em um ideal nil N, entao ek = 0.

2. Se f é um idempotente primitivo, entdo o idempotente levantado e também é pri-
mitivo em R. De fato, suponha que existem idempotentes ortogonais g, h € R tais
que e = g + h. Assim temos f =& =g+ h, com G e h idempotentes ortogonais em
£ pois gh = gh = 0. Como f é primitivo, entdo g =0 ou h = 0, isto ¢, g € N ou

h € N e, desde que N ¢ ideal nil, segue que g =0 ou h = 0.

3. Da afirmacao anterior segue que se {fi, fa,..., fr} é um conjunto de idempoten-
tes ortogonais primitivos de %, entdao o conjunto correspondente {e, ey, ..., €.} de

idempotentes levantados de R tem as mesmas propriedades.

4. Denotaremos por E (R) o conjunto dos idempotentes do anel comutativo R. Assu-

mindo as hipéteses da Proposicao 2.1.1 segue que
R

E(R)| = E(—) )

Ewl=|E(3)]
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De fato, tome o homomorfismo canonico ¢ : R — %. Temos que ¢|g(r) ¢ uma bijegao
de E (R) em E(£), pois da Proposicao 2.1.1, dado f € E (£) existe e € E (R) tal
que € = f. Assim ¢|gm)(e) = € = f. Logo ¢|pw) ¢é sobrejetora. Com R é
comutativo, se f € E(%) entao existe um unico idempotente e € F (R) levantado

de f. Donde segue a injetividade.

Dado um inteiro positivo z e um conjunto nao vazio A, denotaremos por zA o conjunto

dos elementos da forma za = a+a+--- +a, para cada a € A.

z
No que segue, veremos maneiras de como calcular os idempotentes levantados de um

anel comutativo.

Proposigcao 2.1.4. Seja R um anel comutativo com unidade e N um ideal nilpotente

de indice t > 2 em R. Se f é um elemento idempotente do anel quociente % eeéo

idempotente levantado correspondente a f em R, entdo:

1. Para qualquer nimero primo p > t e para todo n € N existe r € R tal que

(e+n)’ =e+pnr.

2. Se existir um natural s > 1 tal que sN = 0, e todos os fatores primos do nimero s

sao maiores ou iguais que o indice de nilpoténcia t do ideal N, entao
e=f°.
3. Em particular, quando o indice de nilpoténcia t = 2 e sN = 0 para algum s > 2,

entao e = f*.

Demonstracao. 1. Seja p um niimero primo maior ou igual que ¢ e sabendo que n/ = 0

para todon € N e j >t temos

(e+n) = Z (?) P=ipd

J=0

t—1
()



p

Como p é primo, temos que p divide (;) = (p_p—;)!j!, para todo 1 < j < p—1, e como

t < p, entao
(e +n)? = e+ pn(kie + koen + -+ - + k;_ren'™?),

onde k; = (’]’) /p. Escrevendo r = kje+ koen +- -+ +k;_1en'™2 € R, temos enfim que

(e +n)P = e+ pnr.

2. Seja § = p1pa...pm a decomposicdo em primos do natural s. Desde que f = e,
entao f = e + n, para algum n € N. Como p; > t, do item 1 segue que existe
r1 € R tal que

ff = (e+n)’ =e+ pnr.

Da mesma maneira, como py > t e pynry € N, pois N é um ideal, entao existe

ry € R tal que

[ = (fP1)P? = (e + pinr ) = e + pa(pinr)re.

Seguindo o mesmo raciocinio para ps, P4, . . . , Pm, €Xistem 73,14, ..., 7, € R tais que

fripPm = e 4 (pyipy - - p)n(rire - Tm)
& fP=e+ sh,
onde h = nriry...r,, € N. Por hipétese, sN = 0, logo sh = 0. Portanto f* =e.

3. Todo primo da decomposicao de s é maior ou igual a t = 2. Assim, pelo item 2,
segue que e = f*.

Relembrando que dado um ideal N de um anel R e k > 1, N* denota o ideal gerado

por todos os produtos da forma xiz5...x, onde cada x; € N,Vi=1,2,... k.

Defini¢ao 2.1.5. Dizemos que a cole¢aio N = {Ny, Ny, ..., N;} de ideais de um anel

comutativo R satisfaz a uma condigao CNC se:
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1. Condigao de cadeia: Os ideais de N formam uma cadeia como a seguir:

{O}ZNkCNk_l C---C Ny CNy.
2. Condigao de nilpoténcia: Para cada:=1,2,...,k—1, existe um inteiro positivo
t; > 2 tal que Nf C Niqq.

3. Condicgao caracteristica: Para:=1,2,...,k — 1 existe um inteiro s; > 1 tal que

s;N; C N;;1. E mais, os fatores primos de s; sao maiores ou iguais que t;.

Chamaremos o menor inteiro ¢; que satisfaz a condi¢ao de nilpoténcia de indice de
nilpoténcia do ideal N; no ideal N;;;. O menor inteiro s; que satisfaz a condi¢ao carac-

teristica sera chamado de caracteristica de V; em N;,;.
As condigoes de nilpoténcia e caracteristica podem ser lidas como segue:

Proposigao 2.1.6. Sejam R um anel comutativo e N' = {Ny, Ny, ..., Ny} uma familia

de ideais de R que satisfaz a condigao de cadeia.

1. A condicao de nilpoténcia acontece se, e somente se, para ¢ = 1,2,...,k — 1 o

quociente NLH ¢ um ideal nilpotente de indice ¢; do anel %'

2. A condicao caracteristica ocorre se, e somente se, para cadai = 1,2, ..., k—1 existir
um numero natural s; > 1 tal que si< N; ) = 0 no anel .
Nit1 Nit1
Demonstragao. Vejamos:
1. Para quaisquer ¢; elementos ni, ng, ..., n;, € N; temos que nyng---ny, € N C Niyy

se, e somente se,

0 + Ni+1 =MN1Ng - - Ny, + Ni—i—l = (n1 + NZ'_H)(’/LQ + Nz'+1) s (nti + Nz'—i—l)

N;
N1

se, e somente se, ¢ um ideal nilpotente de indice ¢; do anel ﬁ'
1

2. Basta notar que s;n € s;N; C N;;1, paratodon € N; se, e somente se, s;(n+N;; 1) =

sin + N1 = 0+ N;;1 se, e somente se, 8i<NN+i1> = 0.
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Sempre que tivermos um ideal nilpotente de um anel comutativo com unidade teremos

uma colecao de ideais que satisfaz a condi¢ao CNC.

Lema 2.1.7. Seja R um anel comutativo com unidade. Seja N um ideal nilpotente de R
com indice k e seja s > 1 a caracteristica do anel quociente %. Entao a colegao de ideais
N = {N,N?% ... ,N*} de R, formada pelas poténcias do ideal N, satisfaz a condigao
CNC.

Demonstragdo. Uma vez que N D N2 D ... D N*¥ = 0, entdo a condigao de cadeia é
satisfeita. Como i + 1 < 2i, para todo i = 1,2,...,k — 1, segue que (N%)? = N% C N1
Portanto A satisfaz a condicao de nilpoténcia e o indice de nilpoténcia de N**! em N é
igual a 2, para todoi=1,2,...,k — 1. Agora, sendo s a caracteristica do anel %, entao
s(1g+N) =0+ N, ouseja, s = slg € N. Assim, sN' =nN' C N**! onden = slg € N.
E conclufmos que a caracteristica de N“*t em N? ¢é s, paratodoi = 1,2,... k—1. Por fim,
como s > 2, entao os primos da sua fatoracao sao todos maiores ou iguais a 2. Portanto

N é uma colecao de ideais de R que satisfazem a condicao CNC. |

Veremos a seguir que, desde que tenhamos uma colecao finita de ideais de um anel
comutativo R, que satisfazem a Definicao 2.1.5, podemos determinar os idempotentes de

R a partir de repetidos levantamentos.

Teorema 2.1.8. Sejam R um anel comutativo e N' = {Ny, N, ..., N} uma colegao de
ideais de R que satisfazem a condicao CNC, onde s; e t; sao a caracteristica e o indice de
nilpoténcia do ideal V; no ideal N1, respectivamente. Se f + N; é um idempotente do
anel N%, entao

f5152"'5k—1

¢ um idempotente do anel R. Além disso, |E (R)| = |E (Nzi1> |=---=|F <N%> |.

Demonstracao. Como N; 1 C N;, faz sentido olharmos para o anel NNL' Seja f + Ny é

um idempotente no anel

R R/N,
Ny Ni/Ny
- Ny« . R/N» 5
Entao (f + Na) + ¢ um elemento idempotente de anel NN Desde que a colecao N
satisfaz a condicdo CNC, temos que Ni* C N,. Logo, % ¢ um ideal nilpotente de indice

t1 no anel N%, e mais, como s;N; C No, entao s; (%) = (0 e sy > ty, pois os fatores primos
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de sy sao todos maiores ou iguais que t;. Logo do item 2 da Proposicao 2.1.4, segue que
f*1 + Ny é um idempotente do anel Nﬂ
De maneira analoga, uma vez que

RN
Ny Ny/Nj

temos que (f*' + N3) —I— é um idempotente do anel ]5’2 //NJ\Z, Sendo um ideal nilpotente

de indice %, de , S9 N1 =0 e sy > ty, segue que f*1°2 + N3 é um 1demp0tente de £
N3

Continuando com esse Processo, como

~ BfNiwa (2.1)
N = N,/Nipx '

teremos que f*1°2% 4+ N,,; é um idempotente do anel %. Finalmente, como N; = 0,
temos que fo1527%k-1 4 N = £51525%-1 é um idempotente de & N = R.

Considere a restrigdo do isomorfismo dado em (2.1) ao conjunto de idempotentes do

R/Nit1

Xi m Unico idem n
Ni/Ni+1) existe um unico idempotente

anel % Como para cada idempotente em FE (

correspondente em F (%), entao a restricao ¢ uma bijecao entre F <N5> e B (%)
Portanto
o (2)] - o ()] oz
Agora, uma vez que N satisfaz a condicao CNC, temos da Proposicao 2.1.6 que N],-Vil é
um ideal nilpotente de indice t; em % e como R é comutativo, da Observacao 2.1.3,
segue que
'E<R/Ni+1>‘ _ ‘E( R )'
N;/N;iq Nit1
Portanto ‘E ‘ = ’E )‘ paratodoi=1,2,..., k— 1. [ |
Desta forma podemos concluir que se tomarmos uma colegao de ideais N’ = {Ny, No, ..., Ny}

de um anel comutativo R, que satisfaz a condicao CNC, qualquer elemento idempotente
f+ Ny do anel é levantado para o idempotente f*' + Ny do anel . Por sua vez, esse
novo 1dempotente é levantado no idempotente f*'*2 + N3 do anel , € assim por diante.

No final desse processo obteremos o elemento idempotente f5182'"‘9’€—1 de R.
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Considere a cadeia de homomorfismos

k-1 R 4 R
_) _ —_
Ny Ny

i ¥
N, Ni_4

R

R:

R ¢ 1) R

onde ¢;(x + N;y1) = x + N;, para todo ¢ = 1,2,...,k — 1. Vimos na demonstracio do
Teorema 2.1.8 que cada homomorfismo ¢; desta cadeia induz uma bijecao quando restrito
ao conjunto de idempotentes F (%) em F (%), para todoi=1,2,.... k— 1.

Assim, para determinar os elementos idempotentes de R, é suficiente que tenhamos
uma cole¢ao N = {Ny, Ny, ..., Ni} de ideais de R que satisfazem a condi¢ao CNC e que
saibamos todos os idempotentes do anel quociente Nﬁl. Desta forma temos que o conjunto

de idempotentes de R pode ser dado por:

s {rs res (D)

2.2 Idempotentes em Anéis de Grupo Comutativos

Vejamos como determinar os idempotentes de um anel de grupo RG, onde R é um
anel comutativo que possui uma colecao de ideais que satisfazem a condicao CNC e G ¢

um grupo comutativo, usando os resultados estudados anteriormente.

Proposicao 2.2.1. Seja R um anel comutativo com unidade e seja G um grupo comu-
tativo. Seja N'= {Ny, Ny, ..., N} uma colecao de ideais de R satisfazendo a condigao

CNC. Se f + N;G é um idempotente do anel de grupo <N%) G, entao

f5152"'5k71

¢ um idempotente do anel de grupo RG. Além disso, |E (RG)| = ‘E ((%) G) ‘

Demonstrag¢ao. Primeiro, mostremos que B = {N1G, NoG, ..., NyG} é uma colegao de
ideais de RG que satisfaz a condicao CNC. De fato, como N; C N;,1, para todo i =
1,2,...,k — 1, claramente temos N;,G C N;;1G, para todo i = 1,2,...,k — 1. Logo
a condicao de cadeia ¢ satisfeita. Seja ¢; o indice de nilpoténcia de N; em N;., entao

Nf C N;11, 0 que implica que N;iG C N;+1G. Agora note que

S (NiG)ti S o= Z Ng, g1 Z NgyGa - Z Mg, Gt; = ang c N;iG’

g €G g2€G gt,€G geG

23



onde ng = ngng, - ng, € N} para todo g = giga--- g, € G. Assim, (N;G)% = NIG.
Entao (NV;G)% C N;;1G, provando que a colecao B satisfaz a condigao de nilpoténcia.
Temos que como s; é a caracteristica de N; em N;,i, temos que s;N; C N;i1, logo

(s1N;)G C N;;11G. Veja que

a € (;N;)G & a= Zsmgg = Z(ng+ng+---+ng)g =s; Z ngg € si(N;G),

geG geG g1€G

Si

o que prova que B satisfaz a condigao caracteristica, uma vez que s;(N;G) = (s;N;)G C
N;+1G. Uma vez que N satisfaz a condicao CNC, temos que os primos na decomposicao
de s; sao todos maiores ou iguais a t;, para todo i = 1,2,...,k — 1. Com isso, provamos
que B satisfaz a condigao CNC.

Por 1ultimo, sendo f 4+ N;G um idempotente de <N%) G ~ ;%%, segue do Teorema
2.1.8 que f#527%-1 é um idempotente do anel de grupo RG e |E (RG)| = ‘E (%)’ =

2((#)6)] .

Observacgao 2.2.2. Podemos concluir da demonstracao da Proposicao 2.2.1 que quando o
anel R possui uma colegao de ideais N' = {Ny, N, ..., Ni} que satisfazer a condi¢gao CNC,
entao o anel de grupo RG também possui uma colecao de ideais com essa propriedade.

Tal colegao de ideais de RG é dada por B = { NG, N»>G, ..., N;G}.

Corolario 2.2.3. Sejam R um anel comutativo com unidade, N um ideal nilpotente de R
de indice k£, G um grupo comutativo e s a caracteristica do anel quociente %. Se f+NG é

um idempotente do anel de grupo (%) G, entao f‘”ki1 ¢ um idempotente no anel de grupo

RG. Além disso, |E (RG)| = |E ((£) G)|.

Demonstragdo. Do Lema 2.1.7 temos que {N,N?%, ..., N*} ¢ uma colecao de ideais de
R que satisfaz a condicao CNC. Assim, o resultado segue da Proposicao 2.2.1. Da
Observacao 2.2.2, sabemos que {NG, NG, ..., N*¥G} é a colecao de ideais de RG que

também satisfaz a condicao CNC. |

Corolario 2.2.4. Sejam R um anel comutativo com unidade, a um elemento nilpotente
de R de indice k, G um grupo comutativo e s a caracteristica do anel quociente %. Se
f + (a)G é um idempotente do anel de grupo (%) G, entao fsk_1 ¢ um idempotente no

anel de grupo RG. Além disso, |E (RG) | = )E ((%) G) )
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Demonstra¢ao. Temos que (a) é um ideal nilpotente de indice k£ em R. Assim o resultado

segue do Corolario 2.2.3 [ |

Daremos destaque ao caso em que R é um anel de cadeia finito comutativo com
unidade e G um grupo comutativo. Segue da Proposi¢ao 1.4.3, que R possui um tnico
ideal maximal M = (a), para algum a € R. Se k denota o indice de nilpoténcia de a e

R= % é um corpo de caracteristica s, do Corolario 2.2.4, segue que
E(RG)={f"; r=s""e fe E(RG)}.

Dentre os exemplos de anéis de cadeia finito, comutativo e com unidade temos o anel
dos inteiros médulo p*, denotado por Zyyk, onde p é um inteiro positivo e & > 1. Para
este caso, o ideal nilpotente maximal é (p), com indice de nilpoténcia k em Z, e, ainda,
Z K -

ﬁ ~ Z,. Entao,
E(ZyG) ={f"; r=p"e fe E(Z,G)}.
Exemplo 2.2.5. Sejam Zss o anel dos inteiros médulo 5% e Crs um grupo ciclico de ordem

7% gerado por g.

Temos que os subgrupos de C7s formam a seguinte cadeia:
C7SIG03G13G23G3:{6}.

Cada subgrupo possui ordem igual a |G;| = 737, 0 <4 < 3.
Sabemos que o conjunto dos elementos idempotentes do anel de grupo Zs:Crs e da

forma

E(Zs5:Cp) = {75 T € E(Z:Cs)} .

Da Proposicao 1.1.11 temos que éi, em que 0 < ¢ < 3, sao elementos idempotentes de

Z5C7s, dados por

G0:§Zg7 1:ZZg7
L g€Go L geG1
2=3 > g G3 =1lg
geG2
Podemos notar que CA?_;), = 1 é a unidade do anel de grupo ZsC7s. Uma vez que @i,

0 <4 < 3, sao idempotentes de Zss Crs, segue que (@i)52 = CA},-, assim temos os respectivos
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idempotentes levantados:

Go =82 Z g,
g€Go

@2 =18 Z g,
geGa

@1:7_ Z g;
e geGy
Gz =1

No Préximo capitulo, consideraremos um anel de grupo sobre um anel de cadeia finito,

veremos como podemos caracterizar todos os codigos abelianos sobre esse anel a partir

dos idempotentes obtidos pelo processo de levantamento.
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Capitulo 3

Cddigos Abelianos em um Anel de

Grupo Sobre um Anel de Cadeia

Em [8], Dinh e Lépez-Permouth usaram anéis de polindomios para caracterizar os
codigos ciclicos de comprimento n sobre um anel de cadeia R, com ¢* elementos, onde ¢ é
um numero primo que nao divide n. Na tese de doutorado [25], Silva usou o trabalho de
Dinh e Loépez-Permouth como base e caracterizou os cédigos ciclicos usando uma abor-
dagem de anéis de grupo. Tal caracterizagao se fundamenta em determinar os codigos a
partir de poténcias do gerador do ideal maximal de um anel de cadeia R e idempotentes
do anel de grupo RG, onde G é um grupo abeliano de ordem n. Com algumas adaptagoes,
na primeira segao deste capitulo seguiremos os passos de Silva, mas agora considerando
G um grupo abeliano. Assim, com o levantamento de idempotentes como ferramenta,
podemos buscar os idempotentes de um anel de grupo RG, com R um anel de cadeia
finito comutativo com unidade, e desta forma caracterizar os codigos abelianos de RG.

Na se¢ao seguinte, vamos considerar o caso particular dos codigos ciclicos de com-
primento p”, com p primo, sobre um anel de cadeia R, com ideal maximal M. Neste

caso, Ferraz e Polcino Milies em [9], encontraram os idempotentes da élgebra de grupo

semissimples (%) Cpn, que sao determinados a partir da estrutura dos subgrupos de Cyn.
Finalizaremos o capitulo calculando o peso dos cédigos ciclicos de comprimento p™ inspi-

rados no trabalho feito por Melo em [18].
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3.1 Caracterizacao de Cdédigos Abelianos sobre Anéis

de Cadeia

Nesta secao, R denotara sempre um anel de cadeia finito comutativo com unidade.
Sabemos da Proposicao 1.4.3 que R possui um tnico ideal maximal M gerado por um
nilpotente a € R. Denotaremos o corpo residual % por R. A Proposicdo 1.4.5 diz que
existe um niimero primo ¢ tal que |R| = ¢* e |R| = ¢! e ainda, a caracteristica de R
também é potencia de ¢ e a caracteristica de R é q.

Seja G um grupo abeliano de ordem n, tal que mecd(n,q) = 1. Logo, char(R) 1 |G],
portanto, do Corolario 1.1.14, temos que RG é semissimples. Desta maneira, existem uma

familia de idempotentes ortogonais primitivos {fg, f1,..., f.,} de RG tal que
RG = RGfy® RGf, ® - & RGf,,

com RG f; um ideal minimal de RG, para todo i =0,1,...,m.

Uma vez que ﬁ—% ~ RG, levantando estes idempotentes para o anel RG, sabemos da

Proposicao 2.1.1 que existe um unico e¢; € RG tal que €; = f,, para todo i =0,1,...,m.
E mais, {eg, €1, ..., €e,} é uma familia de idempotentes ortogonais primitivos de RG tais
que

RG = RGey @ RGey @ --- @ RGey,.

Sabemos que, para cada i = 0,1,...,m, o anel RGe; é comutativo finito com unidade
e;. Do Corolario 1.4.7, temos que RGe; é um anel local, pois e; é primitivo para todo
1=0,1,...,m.

Agora vamos caracterizar todos os ideais deste anel RGe; a partir do gerador do ideal

maximal M de R. Para simplificar a notagio denotaremos (RG)a*e; por (ae;).

Teorema 3.1.1. Sejam R e G como assumido anteriormente. Seja M = (a) o ideal
maximal de R, com t o indice de nilpoténcia de a em R. Se J é ideal de RGe;, para
algum i = 0,1,...,m, entdo J = (a¥ie;), com 0 < k; < t.

Demonstragdo. Claramente temos que RGe; = (a%;) e 0 = (a'e;), pois a' = 0. Tome J

RGe;

Ve RGe; o qual é uma

um ideal préprio de RGe; e seja x € J nao nulo. Veja que
componente simples comutativa com unidade de RG. Entdo, RGe; é corpo, portanto,

MGe; é ideal maximal de RGe;. Sabemos que RGe; é anel local, logo M Ge; é o tnico
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ideal maximal. Entao temos J C MGe; e assim x € MGe;. Lembrando que M = (a),

podemos escrever

JIIZ gez— ZT’gg ae;,

geG geG
com r, € R, para todo g € G. Entao = € (ae;). Portanto J C (ae;).
Agora, seja k o maior inteiro positivo tal que J C (a¥e;), claramente 0 < k < t. Logo,

k+1 . Provaremos que = T'CLkG com r € RGe; inversivel.
(3 )

existe y € J tal que y ¢ (a
De fato, suponha que r nao seja inversivel, logo r € MGe;. Entao, existe w € RGe; tal
que r = wae; € assim

y = rafe; = wa"e; € (aFe;),
o que é uma contradicao. Logo r é inversivel em RGe;, com isso, temos

a*e; = a*(rr~Ye; = (rafe;))rt € J,

pois y = rafe; € J. Portanto (a*e;) C J, concluindo que J = (a¥e;). |
Vejamos o seguinte lema:

Lema 3.1.2. Sejam R um anel local finito com unidade, M = (a) o ideal maximal de R e
t o indice de nilpoténcia de a. Dados z € Re 0 < k < t, entdao xa'~* = 0 se, e somente se,

x € (a*). E mais, se G é um grupo, dado a € RG, aa® = 0 se, e somente se, a € {(a"*)G.

Demonstracao. Suponha que za'™* = 0. Se x for inversivel, entdo a** = 0, o que nao
ocorre uma vez que t — k < t. Logo, x nao é inversivel e, portanto, = € (a). Suponha
que z ¢ (a¥), entdo existe r < k tal que r é o maior inteiro positivo com z € (a”). Assim
r = x1a”, com x; € R inversivel, pois se x; nao for inversivel, entdao x; € (a), ou seja,

T1 = x9a 0 que implica que = xoa" € (a" '), 0 que nao ocorre pois r < r + 1. Veja

t—k+r _ t—k

Ta = 0 e como x; possui inverso, segue que a'~**"

que, x10a = 0. Note que

t — k +r < t, contradizendo o fato de ¢ ser o menor inteiro positivo tal que a' = 0.

k

Portanto = € {a*). Reciprocamente, se x € (a*), entdo z = 2’a*, com 2’ € R. Portanto,

t—k __ /at—k-i-k

xal=F =2 =2'al = 0.
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Agora, tome a = ) z,9 € RG. Temos que
geG

ad® =0 < Z(a:gak)g =0

geG
& x,a" =0, Vg€ G
& x, € (a), VgeG

& a € (MG,

Assim obetemos o seguinte Corolario do Teorema 3.1.1.

Coroldrio 3.1.3. Sejam R e G como assumido anteriormente. Seja M = (a) ideal
maximal de R, com t o indice de nilpoténcia de a em R. Entao, para todos=0,1,...,m,

o anel RGe; é um anel de cadeia indecomponivel e o ideal (a'~'e;) é minimal.

Demonstracao. Para qualquer ¢ = 0,1,...,m sabemos que RGe; é um anel local co-
mutativo finito com unidade cujo tinico ideal maximal é principal gerado por ae;. Da

Proposigao 1.4.3 o anel RGe; é um anel de cadeia. A cadeia de ideais de RGe; é dada por

RGe; = (a'¢;) 2 {a'e;) 2 --- D (a"te;) 2 (a'e;) = 0.

Fe;), com

De fato, da Proposi¢ao 3.1.1 sabemos que todo ideal de RGe; é da forma (a
0< k<t E facil ver que {a¥e;) D (a’e;), para 0 < k < s < t. Mostremos que se
k # s, entdo (a*e;) # (a®e;). Suponha que existe k e s, com 0 < k < s < ¢, tais que
(a¥e;) = (a®e;). Logo existe a € RG tal que a*e; = aa’e;. Multiplicando por a'~* obtemos
att*=se; = 0. Como k < s, temos t +k —s =t — (s — k) < t e, portanto, a**'=% # 0. Pelo
Lema 3.1.2 temos que como a'~*"Fe; = 0 entdo ¢; € (a**)G € MG. Como MG é ideal
com fndice de nilpoténcia ¢, entdo el = 0, o que é um absurdo, pois ¢; ¢ um idempotentes
nao nulo. Portanto (a¥e;) # (a’e;).

t—1

Evidentemente (a'~'e;) é minimal e do Coroldrio 1.4.7 RGe; é indecomponivel uma

vez que e; é idempotente primitivo. [ |

No proximo resultado iremos caracterizar os cédigos abelianos do anel de grupo RG
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a partir dos ideais de cada RGe;, ou seja, iremos caracterizar todos os ideais do anel de

grupo RG.

Teorema 3.1.4. Sejam R e G como assumido anteriormente. Seja M = (a) ideal maximal

de R, com t o indice de nilpoténcia de a em R. Se J ¢ ideal de RG, entao
T = (a"eg) ® (a"e)) @ -+ @ (a"ep,),

com 0 < k; <t, paratodo:=0,1,...,m.

Demonstracao. Seja J um ideal proprio de RG. Sendo RG um anel finito, segue que J
tem finitos elementos. Desta forma podemos listar os elementos de J = {x1,xa, ..., z4}.
Uma vez que eg,eq, ..., €, sao idempotentes ortogonais primitivos, pela Definicao 1.1.6

podemos escrever a unidade de RG como 1 = ey + ey + -+ + €,,. Assim,

T1 =T1€p + X161 + -+ T1€m,

To =To€g + To€1 + - -+ + Tolpy,

Tg =Xs€) + T+ + L€y

Repare que cada zje; € RGe;, para todo i € {0,1,...,m} e todo j € {1,2,...,s}.
Como, para cada i € {0,1,...,m}, temos que RGe; é um anel de cadeia, entao existe
Ji € {1,2,...,s} tal que (xje;) C (xje;), para todo j € {1,2,...,s}. Do Teorema 3.1.1,
para cada ¢ € {0,1,...,m}, temos (x;e;) = (a¥e;), onde 0 < k; < t. Assim, dado

j€{1,2,...,s}, temos que

r; = xjeg+ xie1+ -+ xjen, € (xjeg) + (rjer) + - -+ (Tjem)
Clzjoeo) + (zje1) + - + (L5, 6m)

=(a™eg) + (a"er) + -+ (a"mey,).

Portanto J C (a*oeg) + (a'ey) + -+ + (a*me,,). Note que, como z;, € J, para todo
ji € {1,2,..., s}, entdo z;e; € J, logo (a¥e;) = (zj,e;) C T, paratodo i € {0,1,...,m}.
Concluindo que J = (akoeg) + (a*e;) + - -+ + (a*me,,). Como RGe; N RGe; = 0, quando

i # 4, segue que J = (a¥ee) @ (aFler) @ - - @ (b ey). -
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Agora podemos contar quantos codigos abelianos o anel de grupo RG possui.

Teorema 3.1.5. Sejam R e G como assumido anteriormente. Seja M = (a) ideal maximal
de R, com t o indice de nilpoténcia de a em R. O anel de grupo RG possui (¢ + 1)™!

codigos abelianos.

Demonstracao. Para cada ¢ = 0,1,...,m, sabemos do Corolario 3.1.3 que RGe; é um
anel de cadeia finito, desta forma temos que RGe; tem t + 1 ideais distintos. Seja J um
ideal de RG, entao J = (a™ey) @ (aF'e;) @ -+ @ (a*me,,), com 0 < k; < t, para todo
t=20,1,...,m. Uma vez que temos m + 1 idempotentes, pelo principio fundamental da

m+41

contagem segue que RG tem (¢ + 1) c6digos abelianos. [

Teorema 3.1.6. Sejam R e G como assumido anteriormente. Seja M = (a) ideal maximal

de R, com t o indice de nilpoténcia de a em R. Entao RG é um anel de ideais principais.

Demonstragio. Seja C = (a*eq) @ (a1e;) @ - -+ @ (a*me,,) um ideal de RG. Denote por
c = a"ey + a*ey + -+ + a¥e,, € RG. Uma vez que e, eq,...,e, sao idempotentes
ortogonais, ou seja, e;e; = 0 sempre que 7 # j entao, para qualquer ¢ =0, 1,...,m, temos
que

k

e;c= akoeieo + akleiel + -4 akiq2 +-- 4 akmeiem =a‘te;.

Entao a*e; € {c), o que implica que (a*e¢;) C {c), para todo i = 0,1,...,m. Portanto
C C {c). Evidentemente ¢ € C, o que garante que (¢) C C. Assim, concluimos que

C = (c). [

3.2 C(Cddigos Ciclicos de Comprimento p" sobre Anéis

de Cadeia

Para esta se¢do continuaremos a considerar R um anel de cadeia finito comutativo
com unidade, onde M = (a) denota o ideal maximal de R.
Seja G um grupo ciclico de ordem p™, com p primo, o reticulado de subgrupos de G

formam uma cadeia, denotada por:

G=GyD>G DGy D DG, ={lg}.
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Da Proposicio 1.1.11 sabemos que G; = 11_‘

e > g, com 0 < i < 3, sdo elementos idem-

9€G;
potentes de RG.
Proposicao 3.2.1. Seja F um corpo finito com ¢* elementos, onde ¢ ¢ um nimero primo.
Seja G um grupo ciclico G de ordem p", com p primo. Se mdc(q,p) = 1, entdo eqg =
G e e = @Z — éi_l, com i = 1,2,...,n sao idempotentes ortogonais de FG tais que

eo+e+---+e, =1

Demonstra¢ao. Suponha que |G;| ndo é inversivel em F, para algum ¢ = 0,1, ..., n. Entdo
|G;| = 0, logo p* = |G| = 0 em F, ou seja, char(F) | p". Isto é um absurdo, pois
char(F) é uma poténcia de g e mdc(q,p) = 1. Portanto |G;| é inversivel em FF para todo
1 =0,1,...,n. Da Proposicao 1.1.11 temos que CAJZ ¢ um idempotente de FG, para todo
i=0,1,....n

Agora, tome ¢ < j, assim temos G; C G;. Em FG temos que

~ 1 1
@ (|G¢|gzg> el 2"

hGG]'

&= (Gi—C)
=G? - 2G,Giy — G2
=G; —2Gi_1 — Gy
= G- Gy
= e;.
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Agora, tomando e; e ej, com 1 <i < j<n,temost—1<7<j—1<j. Assim,

(@)

-~

CAJ Gj + @i—lé\j—l

Gi—

€i€; =

/N

Gint)
T

= az - @z — §¢—1 + @i—l

pois G; C Gj_1 C G; C G;—;. Uma vez que G; C G , para qualquer j > 0, temos

A~ A~

606]':G(Gj—§j,1):a—é:0.

Portanto, e, €1, ..., e, sao idempotentes ortogonais de FG.

Por fim, é facil ver que eg + €1 +--- 4+ ¢, = 1. [ |

Observacao 3.2.2. Da demonstracao da Proposicao 3.2.1 sempre que H e K sao sub-
grupos de um grupo finito G, tais que H C K, com |H| e |K| invertiveis em R, entdo

ﬁk\:f{\em RG.

Com a Proposicao 3.2.1 temos uma familia de idempotentes ortogonais, basta sabermos
sob quais condigbes tais idempotentes sao primitivos. Em [9], Ferraz e Milies forneceram

tais condigoes.

Proposigao 3.2.3. [9, Corolario 4] Sejam F um corpo finito com ¢* elementos e G um
grupo ciclico de ordem p", onde ¢ e p sdo primos com mecd(q,p) = 1. Entao o conjunto
de idempotentes dados na Proposicao 3.2.1 é o conjunto de idempotentes ortogonais pri-

mitivos de FG se, e somente se, vale o seguinte:
l.p=2en=1eqéimpar,oun=2eq=3 (mod 4).
2. p é um primo impar e (q) = U(Zyn).

No que segue, consideraremos R um anel de cadeia finito comutativo com unidade, tal
que |R| = ¢*, M = (a) o ideal maximal de R. O corpo residual £ serd denotado por R e
| M| = ¢', com k = It, onde t ¢ o indice de nilpoténcia de a. Ainda G serd um grupo ciclico

de ordem p", com ¢ e p primos distintos satisfazem as hipoteses da Proposicao 3.2.3.
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Pela Proposicao 3.2.3 temos que ¢5 = Ge e; = @Z — @i_l, com 1 < i < n, formam
o conjunto de idempotentes ortogonais primitivos de RG. Do levantamento de idem-
potentes, Corolario 2.2.4, denotando a caracteristica de R por s, temos que eftil, com
1 = 0,1,...,n, formam uma familia de idempotentes ortogonais primitivos de RG. E
mais, sabemos que em RG o elemento @Z ¢é idempotente. Logo e; é idempotente em RG,

t—1

0 que garante que ef = e;.

Desta forma concluimos que {eg,eq,...,e,} é a colecao de idempotentes ortogonais

primitivos de RG e, ainda,
RG = RG@Q D RG@l D---D RGen

Para esse conjunto de idempotentes ortogonais primitivos podemos calcular quantos
elementos tem cada cédigo ciclico de RG.
Para os préximos resultados, quando for conveniente, denotemos o ideal (z) em RG

por RGx.

Teorema 3.2.4. Sejam R e G como fixado. Se C é um codigo ciclico de RG da forma

C = (a*ey) ® (a*e)) @ - @ (a*e,), com 0 < k; < n, entao

0| = )

Demonstragdo. Como C é soma direta de ideais, entao |C| = [(aoeo)|[(a*1e))] - - - [(a*e,,)|.

Vamos determinar |(a*ie;)|. Seja 0 < i < n, note que aie; = a*G; — a*G;_;, assim

akie; + a"G;_y = a*G;. Agora, como G; C G;_1, entao

61'61‘—1 = (az - éi—l)ai—l = @i—l - @z‘—1 =0.

Logo,
RGak’@Z = RGak"ei D RGCLkZ @i—l
Assim,
}RGakiei‘ = -
‘RGCL’“ Gi—l ‘

Considere ¢ : RG — RGa*, dada por ¢(z) = za*. Temos que ¥ é um homomorfismo
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de grupos aditivos, pois ¥(x + y) = (x + y)a* = xa* + ya*. Dado za* € RGa* basta

k

tomar x € RG e teremos que ¥ (x) = xa", o que mostra que v é sobrejetora. Do Lema

3.1.2 temos que za® = 0 se, e somente se, z € {(a"*)G. Portanto,

. RG < R )
k'LN ~Y
RGa = e = ey ) €

Denotando (at% por Ry, temos

)
|RGAd"G;| = Ry, GGi.

Pela Proposicao 1.1.12, temos que EkiGéi ~ Ry, <Gﬁ) Como & é base do médulo

3 Gl
Ry, (g), entao

~ - o~ — lal —
|RGakZGZ| = |szGGl| = |Rki||G“ = |sz P
De forma anéloga, |[RGa*G;_y| = [Ry,|P"". Logo,
E . pi - 7 i—
}RGakiei‘ = —‘_ hi — = |Ry,|"? '
’sz P
Temos, da Proposicao 1.4.5, que
5 |B| BI" _ i
Br| = = = = = 1B
]~ TR

Entao,

|RGa"ie,| = |R| (ko =)

Agora, tome i = 0. Como ey = @, analogamente ao o que foi feito antes, temos que
|RGa*eo| = |[RGa™G| = |R,,, GG,
onde fiko = FR’COY Assim,
k - &l Bk
|RGa™ey| = | Ry, |11 = |R|"™™.

. — (in: (f—kj)(pj—pj*1)+(t—k0))
Concluindo que |C| = |R|\i=! ‘

Estudaremos todos os possiveis pesos dos codigos de RG, ou seja, calcularemos w(C) =
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min{w(a); a € C—{0}}, para cada ideal C de RG (veja a Observagao 1.3.4). Veremos que
nas condicoes fixadas os pesos dos cédigos de RG dependem diretamente dos subgrupos

de G.

Proposigao 3.2.5. Sejam R e G como fixado. Entao w(RGG;) = |G|, para todo i =
0,1,...,n.

Demonstracao. Sejay € RGG,. Seja T uma transversal de G; em G. Logo, v = > xhh@i,
her

com xp € R, para todo h € 7. Como ﬁ ¢é inversivel em R, entao xhﬁ = 0, para todo
h € 7 tal que x;, # 0. Assim, podemos concluir que w(v) é multiplo de |G;|. Dali,
w(RGG;) > |Gy]. Como G; € RGG; e w(G;) = |Gil, logo, w(RGG;) = |Gil. |
Observacao 3.2.6. Da demonstracao anterior podemos concluir que para R e GG como

fixado, qualquer palavra de RG da forma a@i, com « € RG, tem peso miltiplo de |G;].

Teorema 3.2.7. Sejam R e G como fixado. Entao, para 0 < k <t — 1, quando i # 0
temos w(RGae;) = 2|Gy| e w(RGa*ey) = |G].

Demonstrag¢ao. Tome ¢ # 0. Primeiro, note que e,@i = (@Z — éH)@- = ¢;. Desta forma,
RGe; C RG@. Seja 7 uma transversal de GG; em G. Portanto, toda palavra de RGCA;Z- é

da forma >’ xhh@i, com x, € R, para todo h € T.
het

Como RGad*e; C RGak@i, entdao qualquer palavra de RGaFe; é da forma xhakh@i,
her
com z, € R, para todo h € 7.

Seja v = thakh@i € RGa"e;, entdo w(y) é multiplo de |G;]. Suponha que
her

|supp(y)| = 1, ou seja, apenas um coeficiente de v, digamos xja”

, € nao nulo. Uma vez
que, xhakh@i € RGa*e; C RGe;, entdo existe B € RG, tal que xhakhai = BaFe; Logo,
1,0 hGGy_, = BaFe;G;_. Como e,Giy = 0 e GiGiy = Gi_1, entdo z,a"hG;; = 0,
o que implica que zpa* = 0. Logo xhakh@i = 0, o que é uma contradicao. Portanto,
w(RGdre;) > 2|G,l.

Como o peso de um cédigo é o minimo dos pesos das suas palavras nao nulas, basta

encontrarmos uma palavra com peso exatamente 2|G;|. Para isso, tome x € G;_1\G;,
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considere (1 — x)a*e; € RGa*e;. Como

e supp(ak@i) N supp(a:ak@) = (), pois x € G;, logo g € G;, para todo g € G;. Desta
forma w((1 — x)a*e;) = 2|G;|. Concluindo que w(RGa*e;) = 2|G;l.
Agora tome i = 0. Temos que RGa*ey = RGa*G. Se v € RGa*G nio nulo, entdo

= > rgakg@ = > rgak@, com r, € RG. Temos que w(vy) = k|G|, para algum inteiro
geG geG

positivo k, ou seja, o peso de todas as palavras de RGey é miltiplo de |G|. Assim,

w(RGey) > |G|. Como a*G € RGey é tal que w(abG) = |G|, entdo w(RGe) = |G|. M

Teorema 3.2.8. Sejam R e G como fixado. Seja C = Cy®C;D---®Cj, com 0 < j <n—1,
onde C; = RGa*iej e 0 < k; <t — 1. Entao w(C) = |Gy].

Demonstragao. Seja v € C, entao existem xg, z1,...,2; € RG, tais que
v = xgakoeo +xaMe + -+ xjakjej.
Uma vez que G; C G;, para 1 <17 < j — 1, entao

Gjeizéj@i—@j@,;_l:@i—éi_lzei, VZ:1,2,,j—1

Assim, yCAJj = ~. Portanto, C C RG@]- e assim w(C) > CU(RGG\]‘) = |G|
Seja k = max{ko, k1, ..., k;}. Entao,

RGakCA}j C RGdfeq ® RGaFey @ -+ @ RGakej.
Como k > k;, para todo 1 =0,1,...,7, e RGe; é anel de cadeia, temos que

RGdFe; ¢ RGd¥e;, Vi=0,1,...,7.
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Logo RGafey ® RGake, @ --- & RGa*e; C RGa™ey & RGa*e) & --- & RGarie;. Entao,
RGakéj C C. Assim, |G;| = w(RGak@j) > w(C). Concluimos que w(C) = |G| |

Teorema 3.2.9. Sejam R e G como fixado. Sejam C; = RGa%ie;, com 0 < k; <t — 1.
Seja {j1,j2,---,jr-} um subconjunto de indices tais que j; < jit1 e {Jj1,72,---,0r} &
{0,1,...,4:}. SeC=C;, ®Cj, ®--- & Cj,, entao w(C) = 2|Gj,|.

Demonstragao. Considere inicialmente
C=C,®Cp® - D,

com j; # 0 e j; < ji—1, paral <r < r. Sejay € C. Logo, existem z;,,xj,,...,2;,,

elementos de RG tais que

k

_ kj ; k),
Y =T At + Tja e, + o+ TG, Ja7TEj,

Como G, C Gy, paral <1¢ <r —1, temos G + jrej, = €j,, para 1 <7 <r —1. Assim,
v = ’y@jr € RG@F Portanto, C C RGCA}’]-T. Seja 7 uma transversal de G; em G. Assim
podemos escrever v = > xhhéjT, com xp € R. Suponha que |supp(vy)| = 1, ou seja,

heT
existe apenas um hy € 7, tal que z,, # 0. Assim,

~

_ ks k. k;
Tholo Gy, = Tja ey, + xpat e, + -+ xjare,.

Uma vez que G, C Gj,_1, para 1 <1 < r, entao CA}’jiCAle_l = @jl_l’ para 1 <1 < r. Logo,

Gj,—1e;, = 0, para 1 < ¢ < r. Disso segue que

& ~

Thoho G, G = (w00 ey, + wpat2eg, + -+ wjatre; ) G

~ xhohOGjl—l = 0.

Concluindo que x5, = 0, o que contradiz a nossa escolha inicial de x,, # 0. Portanto,
w(C) > 2|Gj,|. Por outro lado, como C;, C C, entao 2|Gj,.| = w(Cj,) > w(C). Concluindo
que, w(C) = 2|Gj, |-

Agora considere o caso em que

C=CaC, @ aC,
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com jz < ji—i—la para 1 S i S re {jlaj?a s 7j7‘} g {172a cee 7j7“}-
como assumido anteriormente, uma vez que C;, C C, entao 2|G;, | = w(C;,) > w(C).

Seja v € C. Entao existem xg, z;,,...,z; € RG, tais que
k kj kj
v =1xoa"Cey + x50 e; + -+ xjare; .

Assim, VCAJJ-T = 7. Portanto, C C RGCAJJ»T. Tome 7 a transversal de G; em G, assim
podemos escrever y = Y mhhéw com z, € R. Suponha que existe apenas um ty € 7 tal

her
que x4, # 0. Assim,

~ k k; k;
Ty, toGj, = 1o eg + 15,07 ey, + - F Xy a e,

Como {j1,72,---,0r} & {1,2,...,7:}, existe s € {1,2,...,75.}\{j1,7J2,---,7r}. Tome s
sendo o menor indice pertencente & {1,2,...,7,} e que nao pertence a {ji,j2,...,/jr}-
Logo, 1,2,...,s — 1 € {j1,J2,-..,jr}. Sabemos que, para todo j; > s temos G;, C Gj.

o~

Assim, se j; > s, entao e;,G5; = 0. Desta forma,

~ ~

xtOtOG]’T@S = (zoa*eq + zjae; + -+ 205 ¢;)G,

& xtotoas = xoakoeo +xaMe + -+ :Es_laksfles_l.
Logo xtotgas € C' = RGa*ey ® RGa*e; @ --- @ RGa*—1e,_;. Do Teorema 3.2.8 temos
que w(C') = |Gy, e como x4, toGy € C', segue que w(zy,teGs) > w(C'). O que ¢ um

absurdo, pois w(ztoGs) = |Gs| < |Gs—1], uma vez que Gy & Gs_1. Logo w(C) > 2|G,, |.
Portanto, w(C) = 2|G}, |. |

Exemplo 3.2.10. Retomemos o exemplo 2.2.5. Temos que o anel Z;C%s satisfaz as
hipéteses da Proposigao 3.2.3, assim temos os seguintes idempotentes primitivos ortogo-

nais de ZsCrs:

g9€Go geG1 g€Go
a=3> 9-4% g es=11c-3 > ¢
geGa geG1 geG2
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Os elementos obtidos pelo levantamento de idempotentes, dados por

c=r¢ =823 g =€ =TAY g-82 % g
9€Go g€G1 9€Go
=6 =18 Y. g—T4 Y ¢gi e3=e) =11a—18 3 ¢.
g€Ga geG1 g€Ga

formam uma colecao de idempotentes ortogonais primitivos de ZssCys (lembrando que
agora os coeficientes de cada e;, com 0 < i < 3, s@o elementos do anel Zs3). Assim, temos
que

ZssCrs = (eo) @ (e1) ® (e2) D (e3)-

Sabemos que (5) é o ideal maximal do anel Zss e o indice de nilpoténcia de 5 neste
mesmo anel é 3. O Teorema 3.1.5 nos garante que ZssCys possui (3 + 1)3T! = 41 = 256
codigos ciclicos.

Usando a caracterizacdo dada pelo Teorema 3.1.4, considere o cédigo C = (eg) @
(25¢1) @ (5es) de ZssCqs, do Teorema 3.2.9 temos que w(C) = 2|G3| = 2, uma vez que
G3 = {1g}. Tome outro cédigo C' = (Beg) @ (e1) & (5ea) de ZssCrs, o Teorema 3.2.8
garante que o peso de C’ ¢ igual a |Gy| = 7.

Com o Teorema 3.2.4 podemos calcular quantos elementos héd em cada um desses

cédigos:

|C| _ |Z5|[(3—2)(7—1)+(3—3)(72—7)+(3—1)(73—72)+(3—0)] _ 5597'

C'| = |Z5|[(370)(771)+(371)(7277)+(373)(73772)+(371)] _ 5lo4.
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Capitulo 4

Cddigos de Grupo com

Complemento Dual

Neste capitulo estudaremos os cédigos lineares com complemento dual, os quais cha-
mamos de Cédigos LCD (linear code complementary dual). Esses cddigos foram definidos
por Massey em [16] como cddigos lineares tais que a intersegdo com seu dual é trivial.
Veremos que as algebras de grupo possuem uma forma bilinear simétrica que nos permite
definir o dual de um cédigo de grupo e mostraremos algumas propriedades de tal forma
bilinear. Por fim, mostraremos o resultado que nos permite determinar se um cédigo é

LCD caso ele seja gerado por um idempotente autoadjunto.

4.1 Cobdigos LCD Gerados por Idempotentes

Os resultados nesta se¢gao nao se restringem apenas a codigos abelianos, dessa forma,
a fim de obtermos resultados mais gerais tomaremos o anel de grupo RG, com R sendo
um anel comutativo com unidade e G um grupo finito qualquer. Consideraremos sempre
os ideais a direita, pois o caso para ideais a esquerda sera andlogo. Quando nao nos
referirmos a direita nem a esquerda é por que estamos olhando para um ideal bilateral.

Nesta secao tomaremos sempre R um anel comutativo com unidade e G um grupo

finito.
Lema 4.1.1. Seja A uma R-algebra com unidade de dimensao finita. Entao:

1. Se A = A, & Ay, com A; e A, ideais a direita de A, entao existe um idempotente

ec Atal que Ay =eAde Ay =(1—e)A.
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2. Se e € A é um idempotente, entdao A = eA @ (1 — e)A.
Demonstracao. Vejamos

1. Suponha que A = A; & A,. Logo existem a; € Ay e ay € Ay tais que 1 = a; + as.
Assim a; = a? + asa; e ay = ajay + a3. Dai, a; — a3 = aza; e ay — a3 = aas.
Como A; e Ay sdo ideais & direita e A; N Ay = 0 segue que a; = a2, ay = a3 e
airas = asa; = 0. Portanto, a; e as sao idempotentes de A.

Como a; € Ay e as € As, entao a1 A C Ay e asA C Ay. Agora, se v € Aq, entao
T = a1x + asx, assim x — a1 = asx € A1 N Ay =0, logo z = a1z € a1 A. Entao
Ay = a1 A. Da mesma forma, se y € As, temos y = a1y + asy, logo y = asy € arA.

Entao AQ = CLQA.

Tomando e = ay, temos 1 — e = ag, e assim segue que

A=eA® (1-e)A.

2. Seja e € A um elemento idempotente. Considere os ideais a direita eA e (1 —e)A
de A. Note que 1 = e+ (1 —e), logo A = eA + (1 — e)A. Basta mostrar que
eAN(1—e)A=0. De fato, seja z € eAN (1 —e) A, entdo existem a,b € A tais que

ea =x = (1 —e)b. Como €? = e, segue que
r=ea=ec(ea) =e(l —e)b= (e —e?)b=0.

Portanto, A =eA & (1 —e)A.
|

Definigao 4.1.2. Sejam R um anel comutativo e G um grupo finito. A algebra de grupo
RG carrega naturalmente uma forma bilinear simétrica definida por ( , ) : RGx RG — R

onde

1, seg=nh
(g,h) = para g,h € G.

0, seg#h
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Assim, dados Y azg e Y byh elementos de RG, temos
geq heG

<Z ag9, ) bhh> = agh,.

geG heG geG

A forma bilinear ( , ) é ndo-degenerada em RG, ou seja, se x € RG é tal que (z,y) = 0,

para todo y € RG, entdo z = 0. De fato, seja x = ) x,9 € RG tal que (z,y) = 0,
geG

para todo y € RG. Em particular, como podemos ver os elementos de G da forma

g = 1rg € RG, entao (z,g) = 0, para todo g € G, assim
r,=(x,9) =0, Vgedq.

Logo x = 0. Portanto, { , ) é uma forma bilinear simétrica nao-degenerada.

Note que, dado k € G, temos

<Z agg -k, buh- k:> = aghy (kg kh)

geG heG geG

= Z agbh <g7 h>

geG

= Z agbg

geG

— <Zagg,2bhh>,

geG heG

pois kg = kh se, e somente se, g = h, para todo g,h € G. Assim, dizemos que (, ) é
G-invariante.

Agora, considere a aplicacao

* RG — RG
> agg (E agg) = agg_l

geG 9eG geG

chamada de involugao classica de RG.
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Note que

(Z agg + Z%g) * = <Z(a9 + bg)g> *

geqG geqG geG

= Z(ag + bg)g_l

geG

= Z:agg*1 + Z:bgg*1

geG geG

() +(3)

e ainda

(Z aggagg> * - < > (agbh)gh> *

geG geG g,heG
= ) (aghn)(gh) ™"
g,heG
= Z (brag)h g™
g,heG
=D _bog™ D agg
geG geG

- (3u) (o)

Logo * é um anti-homomorfismo de anéis.

Mais ainda, dado r € R, segue que

(150a) - (S S (30)

geqG geqG geqG geqG geqG

concluindo que * é um homomorfismo de R-algebras.

Definicao 4.1.3. Dado a € RG, dizemos que a* é o adjunto de a em RG. Dizemos que
a é autoadjunto quando a = a*.

Proposicao 4.1.4. Dados a,b, ¢ € RG, entao (ab, c) = (a,cb*) = (b, a*c).

Demonstracao. Sejam a = Y azg e b= > byh elementos de RG. Facilmente vemos que,
geG heG
dado ¢ € RG, entao

(g.¢) =99 " eg™") = (Leg™),
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para todo g € G, pois { , ) é G-invariante. Assim, para h € G, segue

Por fim, temos

(ah,c) = <Z aggh, c>

geG
= Z (Zg <gh7 C)
geG
= Z ag <g, ch_1>
geG
— <Z agg, Ch1>
geG
= <a, ch_1>

(ab,c) = <Z agg Z byh, c>

geG heG
= < Z agbpgh, c>
g,heG
= Z agbh (gh,c}
g,heG
— <Z aqg,c Z bhh1>
9eG hea
= (a,cb™).
Analogamente obtemos que (ab, c) = (b, a*c). [

Definicao 4.1.5. Sejam R um anel comutativo com unidade e G um grupo finito. Dado

um codigo de grupo a direita C de RG, definimos o dual de C como sendo o conjunto

Ct={r € RG; (z,¢) =0, Ve C}.

Um cédigo de grupo a direita C de RG é chamado de cédigo com complemento dual

ou LCD se

RG=Ca®C*,
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ou seja, C N C*+ = {0}.

Proposicao 4.1.6. Seja C um cédigo de grupo a direita de RG, entdao C*+ também é um
cédigo de grupo a direita de RG. E mais, se C for um cédigo de grupo de RG, entdo C*

também é.

Demonstra¢ao. Suponha que C é um codigo de grupo a direita de RG. Uma vez que
{c,0) = 0, para todo ¢ € C, segue que 0 € C+. Sejam a,b € C*. Dado ¢ € C, temos que
(a —b,c) = (a,c) — (b,c) = 0. Agora, dado r € RG entao (ar,c) = (a,cr*) = 0, uma vez
que cr* € C. Portanto, a — b € C* e ar € C*, provando que C* ¢ um cédigo de grupo a
direita de RG.

Se C é um cddigo de grupo, basta notar que (ra,c) = (a,r*c) = 0, e assim teremos

que C* é um cédigo de grupo de RG. [ |

Em [7] de la Cruz e Willems demonstraram o resultado a seguir para o caso em que
R = K é um corpo finito. Com algumas adaptagoes pudemos demonstrar este resultado

para o caso mais geral, em que R é um anel comutativo com unidade, como segue:

Teorema 4.1.7. Sejam R um anel comutativo com unidade e G um grupo finito. Seja C
um codigo de grupo a direita de RG. O cédigo C é um codigo LCD de RG se, e somente

se, existe e € RG um idempotente autoadjunto tal que C = eRG.

Demonstragdo. Suponha que C é um cédigo LCD de RG, ou seja, RG = C @ C*. Como
C e C* sdo ideais a direita de RG, do Lema 4.1.1, existe um idempotente e € RG tal que
C =eRG e Ct = (1 — e)RG. Agora falta apenas mostrarmos que e é autoadjunto. Para

tal, tome a € RG qualquer, temos que ea € C, assim

0= (ea,l1 —e)=(a,e’(l—e)).

Uma vez que tomamos a € RG é arbitrario, segue que (z,e*(1 —e)) = 0, para todo
r € RG. Como a forma bilinear (, ) é ndo-degenerada, entdao e*(1 —e) = 0, ou seja,

e* = e*e. Com isso e usando propriedades da involugao segue que

Portanto, e é um idempotente autoadjunto.
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Reciprocamente suponha que C = eRG, onde e € RG é tal que e? = e = e*. Pelo
Lema 4.1.1, como e é um idempotente, entao RG = eRG® (1 —e) RG. Vamos mostrar que
Ct = (1 —e)RG. De fato, dados a,b € RG, temos ea € eRG =C e (1 —e)b € (1 —e)RG.
Vejamos que

(ea, (1 —e)b) = (a,e"(1 —e)b) = (a,e(1 —e)b) = 0.

Disso segue que, (1 — e)RG C C*. Por outro lado, dado z € C*, temos que {(ea,z) = 0,

para todo a € RG. Assim
0= (ea,z) = (a,e"z) = (a,ex), VaecRG.

Sendo ( , ) ndo-degenerada, segue que ex = 0. Como = € RG = eRG @ (1 — e) RG, entao
existem xq,x2 € RG tais que © = ex; + (1 — e)xy. Desta forma, multiplicando por e em

ambos os lados, temos

ex = e*xy +e(l —e)xy
& 0=er;+ (e —e)xy

& 0=-ex;.

Logo, = (1—e)zy € (1—e)RG. Concluindo que C* C (1—e)RG. Entdo, C+ = (1—e)RG,
logo RG = C & C*. Portanto, C é um cédigo LCD. [ |

Novamente consideraremos R um anel de cadeia finito comutativo com unidade, tal
que |R| = ¢*, com ¢ primo e k um inteiro positivo. Seja M = (a) o ideal maximal de
R, com indice de nilpoténcia ¢, e denote o corpo residual % por R, onde }§| = ¢!, com
k = [lt. Tome G um grupo ciclico de ordem p”, com ¢ e p primos distintos satisfazem as
hipoteses da Proposicao 3.2.3.

Aplicando o Teorema 4.1.7 para R e GG nestas condi¢oes podemos determinar todos os

c6édigos LCD em RG e RG.

Como vimos no Capitulo 3, temos que ey = G e € = @Z — @-,1, com 1 < i < n,
formam o conjunto de idempotentes ortogonais primitivos do anel semissimples RG.

Corolario 4.1.8. Sejam R e G como fixado. Entdo todos os cédigos de RG sdo LCD.
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Demonstracdao. Note que, como G ¢é finito, para ¢ =0,1...,n temos

-~

G =G Y gt =1al Y g=G.
9eG;

9eG;

logo @l é autoadjunto em RG, para todoi=0,1...,n. Assim, parai=1,2...,n, temos

que & também é autoadjunto em RG, pois

)
)

&' =Gi—Gi =G —Giy =Gi—Gii=v

Portanto, do Teorema 4.1.7, segue que RGe; é um cédigo LCD de RG. Sabemos que,
nessas condicoes, se J é um cédigo de RG, entdo existe um subconjunto de indices
J C{0,1,...,n} tal que J = jGEBJRGe_j. Como €;e; = 0, quando ¢ # j, entao para ¢ € J
temos € » € = €. Assim, tomando o idempotente E = Z e; podemos concluir que
RGe; C ]J_%ECJ?E, para todo i = 0,1,...,n. Logo, J = RGE, u]rfl; vez que £ € J. E mais,

como * define um anti-homomorfismo de anéis, segue que
%
* = e = e.r = €. =
E-(E e]> —E e]_EeJ_E.
jeJ jeJ jed

Assim, do Teorema 4.1.7, J é um cédigo LCD de RG. Como a escolha do cédigo J é

arbitraria, segue que todos os cédigos ciclicos de RG sdo LCD. |

Com o levantamento dos idempotentes, temos que
RG = RGey & RGe; & - - - & RGe,,.

onde {eg, e ...,e,} formam a familia de idempotentes primitivos ortogonais de RG. Se

C é um codigo abeliano de RG, entao do Teorema 3.1.4
C = (a*e) ® (a™e)) @ - - @ (d*re,,),

com 0 < k; <t.
Corolario 4.1.9. Sejam R e G como fixado. Tomando um subconjunto de indices J C
{0,1,...,n}, entdao C = @ RGe; é um codigo LCD de RG.

icJ
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Demonstracao. Pelo Teorema 3.1.6 temos

C = RGE,

onde F = ) ¢; é um idempotente de RG. Analogamente ao que fizemos no Corolario

i€J
4.1.8, temos que E* = FE, ou seja, F é um idempotente autoadjunto em RG. Logo C é
um cédigo LCD de RG. |

Proposigao 4.1.10. Sejam R e G como fixado. Seja C = (a*0ep) ® (a*e;) - - - D (aFre,),
com 0 < k; < t, um ideal de RG. Se para algum [ € {0,1,...,n} tivermos 0 < k; < t,

entao C nao é um cédigo LCD.

Demonstragio. Considere o ideal (a*%¢;) de RG. Seja x € C, logo
T = :cgakoeo + xlaklel + -+ xna "€n,

onde xg,r1,...,z, € RG. Observe que como eg, ey, ...e, sao idempotentes ortogonais e

autoadjuntos entao

<at_klel, x> = at_klel, zoafoey + ziafe; + - - + xpak en>

at’klel, moakoeo> + -+ <at7k’el, xlaklel> + -+ <at*klel, xnak“en>

k

at_kl, l‘oak0€061> + 4+ <at_kl, xlaklel6l> + -+ <Clt_kl,517na

(
(

= ('™, zoa™eoe]) + -+ (0T maee)) + - + (a7, mparener)
( ener)
(

I
=)
T
T
IS
&
—~
—
8
D
~

Como x € C é arbitrdrio, segue que a'~*e; € Ct. Portanto (a'~*e;) C C*.
Como 0 < k; < t, entdo 0 # a¥e; € C. E mais, 0 < t — k; < t e, como ja vimos,
0 # a'~%e; € Ct. Considere os seguintes casos:
1. Se k; < t — ky, entdao (a%e) D (a'~%e¢;), ou seja, a'*e; € (afe;) C C. Portanto
CNCt #{0}.

20



2. Se k; >t — ki, entao (afe;) C (a'Fie;), ou seja, afe; € (a'Fie)) € Ct. Portanto

cnect £ {ol.

Em ambos os casos o cdédigo C tem intersecao nao trivial com seu dual. Portanto C nao é

LCD. [ |

Desta forma determinamos que os tnicos cdédigos LCD de RG sao do tipo @ RGe;,
ieJ

onde J é um subconjunto de indices de {0,1,...,n} e o nulo, uma vez que o ideal nulo é

sempre gerado por 0 em RG, que por sua vez ¢ um idempotente autoadjunto.
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