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Resumo

Neste trabalho, apresentaremos resultados relacionados a conjugacao e equivalén-
cia topologica para alguns tipos de sistemas dinamicos. Comecaremos com o sistema
dindmico continuo em R", depois passaremos pelo discreto em R™ e por fim, um tipo
de sistema dindmico continuo em um grupo de Lie. Como resultado principal deste
estudo, provaremos que, se A e B sao matrizes hiperbolicas, entao os fluxos associa-
dos a x,.1 = Ax, e r,.1 = Bx, sao topologicamente conjugados se, e somente se, 0s
subespacos estaveis de A e B possuem as mesmas dimensoes.

No caso continuo, o principal resultado mostra que se A, B € gl(d,R) sdo matrizes
hiperboélicas, entao os fluxos de & = Ax e y = Bx sao topologicamente conjugados se, e
somente se, os subespagos estaveis de A e B tem as mesmas dimensoes.

No caso discreto, provamos que se A, B € gl(d,R) s@o contragbes na mesma compo-
nente conexa do conjunto de contragoes, entao os fluxos de ;1 = Axy e de ypr1 = Byg
sao topologicamente conjugadas.

Por fim, no contexto de grupos de Lie, mostramos que sistemas dindmicos continuos
em um grupo de Lie, nilpotente e simplesmente conexo, dados por campos em sua alge-
bra, tem sempre dominio fundamental, estes os quais sao sempre homeomorfos, e assim,

provamos que seus fluxos sao sempre topologicamente conjugados.

Palavras-chave: conjugacao topologica, matrizes hiperbolicas, equagoes diferencias

lineares, tempo discreto, expoentes de Lyapunov.
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Abstract

In this work, we will present results related to conjugation and topological equivalence
for some types of dynamical systems. We will star with the continuous dynamical system
in R", then we will go through the discrete dynamical system in R™, and finally, a type
of continuous dynamical in a Lie group. As the main result of this estudy, we will prove
that, if A and B are hyperbolic matrices, then the flows associated with z,,,1 = Az, and
Tni1 = Bz, are topologically conjugate, if and only if, the stable subspaces of A and B
have the same dimensions.

In the continuous case, the main result shows that A, B € gl(d,R) are hyperbolic
matrices, then the flows & = Ax e y = Bux are topologically conjugated, if and only if,
the stable subespaces of A and B has the same dimensions.

In the discrete case, we prove that if A, B € gl(d,R) are contractions in the same
connected component of the set of contractions, then the flows of z,,; = Az, and of
Yk+1 = By are topologically conjugated.

Finally, in the context of Lie groups, we show that continuous dynamical systems in
a Lie group, nilpotent and simply connected, given by fields in their algebra, always have
fundamental domains, which are always homeomorphic, and thus, we prove that their

flows are always topologically conjugated.

Keywords: topological conjugacy, hyperbolic matrices, linear difference equation,

discrete-time, Lyapunov exponents.
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Introducao

Nesta dissertagao nosso objetivo principal é estudar a classificacao de sistemas dinami-
cos em tempo discreto com espaco estado sendo o R?. Para isso nos estudamos os resul-
tados semelhantes no caso continuo. Também estudamos o mesmo tipo de classificacao
para sistemas cujo espaco estado sao grupos de Lie de matrizes nilpotentes.

Ideias primitivas da teoria de sistemas dinamicos apareceram no século XVI em tra-
balhos de mecénica celeste. A mecéanica classica, a partir dos trabalhos de Isaac Newton,
deu um grande impulso para a jovem teoria de sistemas dindmicos. Mas foram nos anos
de 1960 que a teoria de sistemas dinamcos alcancou a maturidade e expandiu muito com
o advento dos computadores. No entanto, o matemético francés Henri Poincaré é con-
siderado como um dos pais da teoria moderna de sistemas dinamicos. De fato, foi ele
que introduziu grande parte dos conceitos do estudo qualitativo das equacoes diferenciais
que permitiram estudar propriedades assintoticas das solugoes, estabilidade, periodici-
dade, etc. A partir disso tal teoria alcancou um grande desenvolvimento no mundo e em
especial no Brasil.

Na nossa dissertacao estamos interessados em estudar um tipo de classificagao para al-
guns casos de sistemas dindmicos. A saber, a classificacao que estamos interessados neste
trabalho é via conjugacao topologica e os sistemas que abordaremos serao de trés tipos.
Os dois primeiros tipos sao os sistemas dindmicos definidos por sistemas de equacgoes
lineares (ordinarias) a tempo continuo e a tempo discreto, ambas agindo em espagos eu-
clidianos. E o terceiro tipo serd um estudo inicial de sistemas dindmicos formados por
campos invariantes em grupos de Lie de matrizes nilpotentes. Os dois primeiros tipos

foram estudados basicamente a partir do livro [CK]. Ja o terceiro tipo de sistemas foram



estudados a partir do artigo [KRS]. Para a primeira parte, tem uma referéncia também
muito interessante pois os autores detalham bastantes a teoria, veja [AR].

Para entender melhor nosso trabalho, considere dois sistemas dindmicos, ou melhor,
seus fluxos ® e ¥ nos espacos métricos M e N respectivamene. Num contexto mais
geral, conjugacao topologica pretende estabelecer condigoes nestes fluxos para que exista
um homeomorfismo entre M e N que leva ®-trajetorias em W-trajetorias, preservando a
parametrizacao por tempo. Para sistemas de equacoes diferenciais o resultado principal
estudado nesta dissertacao diz que no caso de sistemas hiperbolicos, dois sistemas sao
topologicamente conjugados se e somente se as dimensdes dos subespagos (do espago

estado) coincidem. Mais especificamente, considere dois sistemas & = Az, © = Bz

A B

com A, B € gl(d,R) e z € R Recorde que os fluxos lineares e’z e e’z sdo ditos
topologicamente conjugados se existe um homeomorfismo A : R? — RY tal que h(e?tz) =

eBth(z) para todo z € R? e t € R. Para provar este resultado classico, a existéncia de

A B

dominios fundamentais homeomorfos, um para e’z e outro para e‘x, ¢ essencial para
construir a conjugacao h. E neste caso os dominios fundamentais sao esferas.

No caso discreto, a abordagem tem certa semelhanca com o caso continuo. Primeiro
note que dois sistemas dinamicos ®4 e Pp em tempo discreto, gerados pelas matrizes
A, B € GIl(d,R), respectivamente (z,+3 = Az, e x,41 = Bux,), sdo topologicamente

conjugados se existe um homeomorfismo
h:R* — R
tal que para todo n € Z e para todo z € R? tem-se
h(Az) = B(h(x)).

Mostraremos entao o principal teorema desta parte, ou seja, que se A, B € Gl(d,R)
sao contracoes lineares na mesma componente conexa por caminhos do conjunto das
contragoes lineares, entao seus correspondentes sistemas discretos sao topologicamente
conjugados. Onde temos que uma matriz C' € GI(d,R) é chamada de contracdo linear
se para cada autovalor u de C' temos |u| < 1. No caso discreto, no entando, os dominios

fundamentais sao regioes anulares, o que torna a demonstra¢ao mais dificil.



Na terceira parte, estudamos este mesmo tipo de classficagdo mas para um ambi-
ente mais sofisticado, ou seja, para sistemas invariantes em grupos de Lie de matrizes
nilpotentes e neste caso mostramos que o dominio fundamental sao hiperplanos no grupo
nilpotente, para isso usamos o isomorfismo entre o grupo e a algebra com o produto de
Baker-Campbell-Hausdorff.

Para desenvolvermos bem nosso trabalho, fizemos um longo estudo de algebra linear,
sendo assim grande parte dos conceitos relativos & esta teoria podem ser encontrado
nos livros [EL] e [HK]. E claro que os conceitos bésicos de equacoes diferenciais foram
essenciais e as referéncias principais usadas aqui foram os livros [SW], [KH] e [CR] e o
artigo [MS] para o estudo de exponencial no caso de grupos de Lie de matrizes. Também
foram consultados os artigos [ACK], [CS], [CS2], [KRS] e [RSV] para conhecer algumas
das generalizagoes dos estudos desta dissertacao. Os topicos necessarios da teoria de
grupos e algebras de Lie foram consultados no livro [SM].

Sobre a estrutura deste trabalho, no Capitulo 1 estudamos alguns conceitos e topi-
cos de algebra linear, de equagoes diferenciais e grupos e algebras de Lie de matrizes
necessarios para o desenvolvimento desta dissertacao. No Capitulo 2 abordamos o estudo
de solugoes de equacoes. No Capitulo 3 estudamos a teoria e classificagao de sistemas lin-
eares a tempo continuo. Ja no Capitulo 4 fizemos o estudo dos sistemas lineares a tempo
discreto. No Capitulo 5 estudamos a classificacao dos sistemas abordados no capitulo
anterior. E por fim na tltima secao do Capitulo 5 fizemos a classificagao para o caso de

sistemas invariantes nos grupos de Lie de matrizes nilpotentes.



Chapter 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar uma revisao sobre os conceitos que serao em-
pregados ao longo desse trabalho. Relembraremos algumas defini¢oes, propriedades e
resultados de algebra linear, tais como forma candnica de Jordan e exponencial de uma
matriz. Depois faremos uma breve introducao aos grupos e algebras de Lie de matrizes,
assim como também de equagao diferencial, onde projetaremos alguns retratos de fase
para nortear o comportamento das solugoes dessas equagoes. Neste momento, por simpli-
cidade, trabalharemos em R?. Também revisaremos um pouco da descricao de solugoes

de uma equacao diferencial linear via a forma real de Jordan, e suas expressoes.

1.1 Algebra Linear

Embora abordadas em cursos basicos de Algebra Linear, optamos por apresentar al-
gumas defini¢oes, resultados e propriedades para que o trabalho fique mais completo.
Nesta secao apresentaremos os pontos mais relevantes e importantes para o nosso tra-
balho, sendo assim, alguns detalhes serao omitidos.

O conceito de espaco vetorial é a base para o desenvolvimento de toda a Algebra

Linear.

Definicao 1.1 Denomina-se espaco vetorial sobre o corpo K o conjunto nao vazio V, de

4



modo que

1. Existe uma adicao:

+:¥V¥xV — V
(u,v) — u+wv
satisfazendo as propriedades:
Associativa: ¥V u,v,w € V,u+ (v+w) = (u+0v) +w
Comutativa: YV u,v e V,u+v=v+u
Elemento neutro: 30V |[VueV,u+0=04+u=u

Elemento oposto: Yu e V,3 (—u) e V|u+ (—u)=(—u)+u=0
2. Existe uma multiplicacao por escalar:

S KxV =V

(,u) — au

satisfazendo as propriedades:
NVa,feKueV=a(fu)=(af)u
Na,feKueV = (a+p)u=au+ fu
NVaeKuveV=a(utv)=au+av

J1eK|VueV=1(u)=u

Notagao: Denotaremos um espago vetorial por (V,+,-) ou simplesmente por V

quando as operacoes estiverem claras no contexto.
Observacao 1.2 F ¢ corpo.

Determinamos o subconjunto W C V como subespago vetorial de V desde que o
mesmo seja um espaco vetorial considerando as operagoes restritas a ele.

Ao nos depararmos com um espago vetorial (V. + -) e ) £ U, W C V dois subespagos
vetoriais de V, de modo que U+ W =V e UNW = {0}, dizemos que V é a soma direta

de U e W e os chamamos de suplementares. Notamos por U & W.



A base de um espago vetorial finitamente gerado é um subconjunto finito B C V
que gera V, além de ser um conjunto de vetores linearmente independentes. Aos espagos
finitamente gerados, chamamos de dimensao de V os ntimeros de vetores associados a
base B.

Uma transformagao linear T : V — W entre dois espacos vetoriais V,W é uma
correspondéncia que associa a cada vetor v € V um vetor 7' (v) =T -v = Tv € W de

modo que valham para quaisquer u,v € V, e a € F as relagoes:

Tu+v) = Tu+Tv,

T(a-v) = a-To.

Quando o dominio e o contradominio coincidem, chamamos de operador linear.
De agora em diante, para nos, V serd um espago vetorial de dimensao finita sobre o
corpo F e L (V) sera o conjunto de todos os operadores lineares de V.

Recordemos os conceitos de autovalor e autovetor.

Definigao 1.3 Seja T : V — V um operador linear. X\ € dito autovalor de T se 3 v #

0 € v tal que T'(v) = Mv. O vetor v associado a X é chamado autovetor de T

Denominamos por autoespago de T' o subespago A(A) de V tal que
AN ={veV; T(v) = \v}.

Tratando-se A de um autovalor referente ao operador linear 7" : V — V. O subconjunto
definido por
W, : {v eT:(T—x @) = Oan}

¢ nomeado autoespago generalizado, para algum £k > 0.

Dada uma matriz quadrada A € M, xn)(K), chamamos a matriz (¢, — A) de matriz
caracteristica de A, onde t é uma indeterminada. Por sua vez, o polinémio em ¢ fornecido
pelo determinante dessa matriz é chamado de polinémio caracteristico o qual denotamos
por Py(t).

Seja T' € L (V). Logo, existe um polindmio caracteristico de grau n de modo que

Pr(T) = 0. Tal ideia é expressa pelo teorema seguinte.

6



Teorema 1.4 (Teorema de Cayley-Hamilton). Sejam A € M(,xn)(K) e Pa(A) o polinomio

caracteristico. Entao Py(A) = O(nxn)-

Uma das consequéncias do teorema acima, é o fato de a poténcia A™ de uma ma-
triz A € M, xn)(K) poder ser escrita como combinacao linear das poténcias de A com
expoentes de grau menor do que n.

Considerando o ideal I(A) = {p(t) € K[t] : p(A) = 0}, definimos o polinémio minimo
de A como sendo o polinémio ménico m4(t) de menor grau em I(A).

De forma simples, uma matriz A € M, ) (K) é diagonalizavel se, e somente se, existir
uma matriz D € My,xn) (K) inversivel, tal que D~!AD seja uma matriz diagonal. Temos
por sua vez, que a matriz D é formada pelos autovetores da base de A.

Veremos o conceito de forma canodnica de Jordan. Dado um operador linear 7' : V — V
em um espaco complexo de dimensao finita, existe uma base de V na qual a matriz T;
de T é formada por uma série de blocos de Jordan por toda a extensao da diagonal.
Um bloco de Jordan é uma matriz triangular inferior onde os elementos diagonais sao
todos iguais a um mesmo autovalor de 7" e os elementos abaixo da diagonal sao iguais a
1. Porém, quando V possui a base formada por autovetores de T', a forma canonica de
Jordan para T' é uma matriz diagonal.

Dado um operador linear 7' : V — V| dizemos que o mesmo é nilpotente se existe
T* = 0 para algum k € N. Isso, significa-nos que 7%~! # 0. Consequentemente, dizemos
que uma matriz N é nilpotente se existe um inteiro £ € N tal que N* = 0.

Dizemos que um subespago vetorial W C V é T- invariante quando 7' (W) C W. Em
ocasioes de o espaco vetorial V possuir dimensao finita, a interpretacao pode ser feita de

forma simples através de matrizes.

Exemplo 1.5 Um exemplo simplorio de matriz nilpotente é o fornecido por wuma matriz

n X n, onde a n-ésina coluna € o vetor nulo, e para 1 < 7 <n —1, sua j-ésima coluna €



ej+1 € R". Para n =5, tal matriz possui a sequinte forma:

(000 0 0
10000
A={o 100 0
00100
0001 0

Claramente tem-se A> =0 e A" 1 = A% £ 0. Assim, o indice de nilpoténcia é igual a 5.

Para o operador linear T : V — V, com v € V um vetor satisfazendo 7" v # 0 e
T"u = 0, os vetores w, Tu, T?u,--- , 7" ! sao linearmente independentes. Na eminencia

de a dimg (V) = n e o indice nilpotente ser n, h4 uma base de V com a abaixo expressa:

-0 0 0 0 O-
1 00 0 0
010 00

0 0

_0 0 0 1 O_

E mais, existem inteiros k =k > ko > --- > k. > 0,demodoque T = E1®E;®---DFE,,

onde cada FE; é um subespaco ciclico de dimensao k;. De forma evidente, n = ki + ko +

et ke
Claramente vemos que se {Tvy,Tva, - -+ ,Tv,} é uma base da imagem de T : V — V,
e {wy,ws, - ,w,} é uma base do nicleo de T', entdo {vy,vq,- -+ ,Vp, Wy, Wa, -+ , W4} €

uma base de V.

Parte final desta revisao, gira em torno da existéncia da forma candnica de Jordan
para um operador linear complexo de dimensao finita. A mesma é uma matriz triangular
inferior, onde os autovalores que formam sua diagonal sao repetidos consecutivamente de
acordo com suas multiplicidades algébricas, sem deixar de lado o fato de os elementos

abaixo da diagonal sao iguais a 0 ou 1, com os demais sendo elementos nulos.

Teorema 1.6 SejaT :'V — V um operador linear em um espaco vetorial K de dimensdo

finita. Podemos decompor V.= U @& W como soma direta de subespagos invariantes U

8



e W, de forma que T seja nilpotente em U e inversivel em W. FE mais, se ng for a
multiplicidade algébrica do autovalor 0 de T, implica que dim (U) = ng. Além disso, U €

o niucleo e W é a imagem de T™ : V — V.

Do teorema anterior nos é permitido concluir sobre a unicidade da decomposicao de

V=UoW.

Teorema 1.7 Seja A\, Ao, -+, A\, 08 autovalores distintos de T' : V — V¥V com dimensao
finita. Para cada i = 1,2,---,r, sejam n; a multiplicidade algébrica de \;, e V; =

ker (T — N\I)™]. Entao dimV;=n; e V=V, &V, &---dV,.

E compreensivel percebermos que os subespacos ker [(T — \;1)"] sdo invariantes para
qualquer operador S : V — V que comute com 7. e Consequentemente, que sao invari-
antes por 7.

Um bloco de Jordan n x n é uma matriz triangular inferior do seguinte modo:

Ji”) = 1

kp,
Os mesmos sao agrupados consecutivamente J /(\’:1), J /(\1:2), s /\(l pz), em que ki + ko +
-+ + kp, = n; = multiplicidade algébrica do autovalor A; associado a matriz fornecida.
Para todo operador linear de dimensao finita existe uma base onde a matriz pode ser

expressa na forma candnica de Jordan.

1.2 Grupos e Algebras de Lie e E.D.O.

Nesta secao apresentaremos alguns resultados basicos referentes a teoria de grupos e

algebras de matrizes, e da existéncia de solugoes de equacgoes diferencias lineares, fazendo



uso principalmente do conceito de exponencial de uma matriz. Além disso, sua dependén-
cia continua no valor inicial.
Para o inicio, comegaremos recordando um pouco sobre a teoria de exponencial de
matrizes.
A norma do operador que usaremos é definida por
||A]] = sup [Az| = sup |Az|
|z|<1 |z|=1

com A € gl(d,R), e | - | sendo a norma euclidiana de R?. Temos que
IAB[| < [[A[l]|B]| (1.1)
e para cada m € N vale

[JA™]] < [|A|™.

As solugao de equagoes diferencias lineares é dada em fun¢ao da exponencial da matriz.

Deste modo, veremos a defini¢ao seguinte.

Defini¢ao 1.8 Para uma matriz A € gl(d,R) a exponencial é definida como

1 1 1 1

A _ 2 3 k _ k

e —I+A+§A +§A +"'—|-EA —l-"'—kE HA GGl(d,R) (1.2)
=0

onde GI(d,R) é o conjunto das matrizes inversiveis d x d com entradas reais.

Justificaremos a seguir alguns resultados importantes para nossa sequencia de estudos.

Proposicao 1.9 A série 1.2 € absolutamente convergente.

Demonstragao:

De fato, seja m o maior |a;;| em A. Entdo na série 1.2 temos que o

maior elemento no 12 termo é 1.
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maior elemento no 22 termo é m

maior elemento no 3° termo é <

maior elemento no 42 termo é <

e assim sucessivamente.

: .. e an n2m3
Assim, temos que qualquer 75 sequéncia é limitada por 1, m, < o < T
k-2, k—1 I I

n®**m _ ) ' '
< —( F— 1) . Aplicando o teste da razao na sequéncia maximal temos
nk—lmk (/{7 . 1)| B nm
(k) nF=2mb-1 k
k,n+1
! Entlopl kK k-nl
L = lim (n+n) = n _ o omen
n!

onde podemos ver que o limite converge para 0 quando k tende ao infinito, pois n e m

sao fixos. Logo, a série é absolutamente convergente.

A_B A+B

Lema 1.10 Temos que e“e” = e (=4) = 4.

se [A,B] = 0 e consequentemente e+ =e
e 4.

Demonstracao: Pelo teorema da existéncia e unicidade de equacoes diferenciais, é
suficiente provar que O(t) = e/“+8) ¢ P(t) = e!e!P satisfazem o mesmo problema de
valor inicial. Nao é dificil mostrar que O'(t) = (A + B)O(t) e que O(0) = I. Também
temos que P(0) = I e, assim P'(t) = Ae!e!P + et BetP = (A + B)et4e!B = (A+ B)P(t)

pois B com et devido ao fato de comutar com A. O
Lema 1.11 Temos que (4 = e4 . e74 sempre que [A, —A] = 0.
Demonstragao:
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Como A e —A comutam, visto que seu comutador [A,—A] = A-(-A)—(—A)-A

temos a seguinte proposi¢ao garantida.

Lema 1.12 A inversa de e € e 4.

Demonstragao:

Para que duas matrizes sejam inversas, devemos ter

Assim sendo, segue que

Comprovando entdo, que a inversa de e? é e=4.

Lema 1.13 As matrizes A e e sdo comutdveis, ou seja, A-e? = et - A.

Demonstracao:

Constatemos que de fato as matrizes comutam. Veja que

X A" A0 AL A2 A8
A— . — P . — — — —
A-et=A (Zn!>_A <0!+1|+2,+3,+ )

n=0
2 A3

A
A T+A-ATA T A Gt

2 3
=1-A+A. A+A— A+%-A~--=

A0 Al A2 A3 OoAn "
(01+F+5+§+ > A:<ZH)'A:€ A

n=0

12



Lema 1.14 Para toda matriz S € Gl(d,R), temos 5457 = SeAS—1.

Demonstracao:

Note que valem as seguintes propriedades
(SAS™H" = (SAS™H)(SAS™Y) .- (SAS™H)

S(C+D)S™'=8SCS '+ SDS™.
Dai usando a definicao de exponencial de matrizes podemos concluir o resultado. O

Tais propriedades sao mantidas para as matrizes com entradas complexas.

Veremos alguns conceitos de grupos e algebras de Lie necessarios para a parte final
desta dissertagdo. Denotamos por Gl(n,R), como usual, o grupo das transformagoes
lineares de R” em R"™ (das matrizes quadradas de ordem n), e inicialmente denotaremos

por gl(n,R) o espago vetorial das matrizes quadradas de ordem n.

Defini¢ao 1.15 Um subgrupo G de Gl(n,R) o qual é subespago fechado é chamado de

grupo de Lie de matrizes, grupo linear ou simplesmente grupo de matrizes sobre R.

Um exemplo de grupo de matrizes é o grupo das matrizes triangulares superiores com
1 na diagonal. Pode-se mostrar que este grupo é simplesmente conexo.

Agora recordamos a definicao de algebras de Lie.

Definicao 1.16 Uma dlgebra de Lie consiste de um espaco vetorial g munido de um
produto, chamado de colchete ou comutador de Lie [, ] : g X g — g com as sequintes
propriedades:

1. E bilinear

2. Anti-simétrica

3. Satisfaz a identidade de Jacobi, isto €, para todo X,Y,Z € g, temos

XY, Z)) + [2.[X, Y]] + [V [Z.X]] = 0.

A igualdade acima pode ser reescrita alternativamente de uma das duas formas:

o) [X,[Y, Z]] = [[X, Y], Z] + [, [X, Z]);

b) (X, Y), 2] = [[X, 2), Y] + [X, 1Y, Z]).
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O colchete ou comutador de Lie, em geral, nao é associativo, pois em qualquer circunstan-

cia [[X, X], Y] = 0 e no entanto, [X, [X, Y]] nem sempre se anula. De fato, se tomarmos

10 01
Y
10 0 1
entdao [X, X] = XX — XX =0. Logo [[X, X],Y] =0. Mas [X,[X,Y]] #0

Exemplo 1.17 Seja g um espago vetorial com base { X1, Ya, Z3} e sejam escalares o, 3, 7.
Defina o colchete como: [W, W] = 0 para qualquer W € g, [X1,X5] = 0, [X3, X3] =
aXi + BXs, [Xo, X3) =vX1 + 0Xy. Com este colchete g torna-se uma dlgebra de Lie.

De fato observemos inicialmente que a identidade de Jacobi serd satisfeita em g se a
mesma for satisfeita para os elementos da base.

Sejam A =3 a;X;, B = Z?Zlijj, C =3 _ cx Xy, trés elementos arbitrdrios de g.
Entao

[A,[B,C| + [B,[C, Al + [C,[A, B]] = [La; X, Xbjck [ X, Xi]] + [0, X, Bepa; [ Xk, Xi]]+

[Ber Xk [Baib;[Xi, Xj]] = [Saibjen[Xs, [Xj, Xi]] + Bbjerai[ X, [ X, Xi]]+

Tepaibi [ X, [Xi, Xj]] = Basbjer (X, [X5, Xi]] + [X5, [ X, Xa] 4 [Xk, [Xi, X))

Com a notagdo introduzida nao € dificil verificar que [ X, [X;, Xi]] = 0 para i, j, k €
{1,2,3}. Como ilustragao, tomei =1, j =2, k =3 dai [ X1, [Xo, X3]] = [X1,aX1+0Xs] =
a[Xy, X1] + B[ X2, Xo] = a0+ 80 = 0. E assim g € uma dlgebra de Lie.

Definicao 1.18 Seja g uma dlgebra de Lie. Uma subdlgebra de g é um sub-espaco veto-

rial b de g que € fechado para o colchete, isto é [X,Y] € h se X,Y € b.

Exemplo 1.19 Seja A uma dlgebra associativa arbitrdria, onde entende-se por dlgebra
um espago vetorial com aplicacao bilinear. Entao A torna-se uma dlgebra de Lie se

definirmos o colchete da sequinte maneira:
[z,y] = xy — yx, para quaisquer x,y € A.
Para verificarmos nossa afirmac¢ao temos que mostrar que | , | satisfaz as trés condi¢oes

a Sequar:
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1. [, ] € bilinear. Para isto sejam x1,x5 € A e « escalar arbitrdrio, entao para todo

y € A fizado, temos
[a(z1 + 22),y] = alzy + 22,y] = az1 + 22)y — ya(z: + 22) = a1y + Qx2y—
Yar] — Yars = Ty — Yar, + ATy — YaTy = QT1Y — QYT + ATy — QYTo =

a (1Y — yr1 + T2y — yr2) = [z, y] + [12,9])

2. [, ] € anti-simétrica. Sejam x ey € A, entao temos que

— [y, 2] = —(yr — wy) = vy —yx = [,y]

3. [, ] satisfaz a identidade de Jacobi. Sejam z,y,z € A, entao
[z, [y, 2]] + [z, [z, 9] + [y, [2, 2]] = [2, (yz — 29)] + [2, (wy — y2)] + [y, (22 — 22)] =
w(yz — zy) — (yz — zy)z + 2(zy —yx) — (2y —yx)z +y(ez —xz) — (20 — w2)y =
TYZ — XY — Y& + 2Yr + 2oy — 2yr — Y2 +yrz + yze + yze — yrz — zey + xzy = 0.

Logo este colchete define em A uma estrutura de dlgebra de Lie.

Definicao 1.20 Dizemos que uma dlgebra de Lie g € abeliana se
[X,Y] =0 para quaisquer X,Y € g.

Neste caso a estrutura de algebra de Lie nao acrescenta nada a estrutura de espago
vetorial.

Um exemplo nao trivial de élgebra de Lie ¢ o conjunto das matrizes triangulares com
zeros na diagonal principal. Este conjunto forma uma algebra de Lie com o colchete dado
por [A,B] = AB — BA.

Seja g uma algebra de Lie. Consideremos a seguinte sequéncia de subespagos desta
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algebra:

g =g
o = ¢=({XY]: XY eg})

g = ({[X,Y]: XeqYeg})

g = ({[X,)Y]: XegYeg'}

k—l]

Observe que gF = [g, g*~!]. Para mostrar que g* ¢ um ideal de g precisamos do seguinte

lema:

Lema 1.21 Para quaisquer nimeros naturais i,j > 1, tem-se a inclusao ({[X,Y]: X €

g Y eg'h)y Cg'ti.

Demonstragao: Utilizamos indugao sobre o indice j. Como ¢/ = ({[X,Y] : X €
g,Y € g/}) a inclusao é valida para j = 1. Suponhamos que a inclusdo ¢ vélida para j e

mostremos que ela é valida para 7 + 1. Com efeito

{xY] : Xeghveg ™) ={X,[25)]:Xeg, Zecg, Secg})
c {[X,2],8]: Xeg,Zecg' Sca})+
+{[Z,[X,S] : Xeg Zecg, Secg})

c X, V]: XegHyegh+{[X,Y]: Xeg,Vecgt)

- gi+j+1

Proposicao 1.22 Tem-se que g* € ideal de g para todo k > 1.

Demonstracao: Com efeito, inicialmente, mostraremos que g* é o subespaco gerado por
todos os possiveis colchetes que possuam k elementos de g. Para fazer isto, utilizaremos

inducao sobre k. Para k = 2 é imediato a partir da definicio de g*. Suponhamos que
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k=1 ¢ o subespaco gerado por todos os possiveis colchetes que possuam k — 1 elementos

g
de g. Os elementos de g¢¥~! podem ser escritos como > . o;Y; sendo que Y; é o produto de
k — 1 elementos de g. Logo, g* ¢ gerado por elementos da forma > _.[X;, Y], ou seja, por
produtos de k£ elementos. Por outro lado, decorre do Lema 1.21 que todo elemento de g
que pode ser escrito como produto de k elementos estd em g¥. Agora, como o produto

de k 4 1 elementos também é o produto de k elementos temos que, g"*' C g*. Portanto,

se X €geY € g temos que [X,Y] € gFtt C g O

Como todo ideal é uma subélgebra, temos que gF é uma subalgebra de g. Obtemos,

assim, a seqiiéncia decrescente
cgtltcgtc-.cg’cy.
A seqiiéncia definida acima é chamada de série central descendente.

Definicao 1.23 Uma dlgebra de Lie g é dita nilpotente se um dos termos de sua série

central descendente se anula.

Assim, uma algebra de Lie g é nilpotente se, e somente se, existir k; > 1 tal que
g = 0. Observe que neste caso g* = 0 para todo k > k.

E imediato que toda algebra abeliana é nilpotente, uma vez que g é abeliana se, e
somente se, g’ = g% = 0.

Seja g uma algebra de Lie de dimensao dois. Temos que g é abeliana ou existe uma
base {A, B} de g tal que [A, B] = A. Se g ¢ abeliana, temos pela proposi¢ao anterior que
g é nilpotente. Se g nao for abeliana g’ é unidimensional e sua série central descendente
se estabiliza no subespaco gerado por A, ou seja, g* = g. Portanto, a algebra de Lie

bidimensional que possui {A, B} como base nao é nilpotente.

Exemplo 1.24 A dlgebra de Heisenberg definida por

0 a b
hb=<10 0 ¢| e M3x3,R):a,bc,eR
00 0
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¢ uma dlgebra de Lie nilpotente. Com efeito,

00 b
h>=H'=[bh =0 0 0| :beR
000

e h® = [h,h°] = 0.

Exemplo 1.25 O espaco das matrizes triangulares superiores com zeros na diagonal

( B T )
0 app --- QAin
0 0
Nn,R)=qAeMnxnR): A=
A(n—1)n
0 0 0
\ L A/

€ uma dlgebra de Lie Nilpotente.

De uma forma mais direta e simples podemos definir a dlgebra de Lie de um grupo

de Lie de matrizes.

Definigao 1.26 Seja G um grupo de matrizes. A dlgebra de Lie de G, denotada por g,

€ o conjunto de todas as matrizes X tal que exptX esta em G para todo real t.

Exemplo 1.27 Denote por H o grupo de Heisenberg e por by a dlgebra de Heisenberyg.
Note que dado X € b, temos que exptX € H. Por outro lado se X € uma matriz tal que
d
exptX € H, entao todas entradas de X = E(exth)tzo que estao na diagonal ou abaixo

dela devem ser zero, assim X € .

Na parte final desta segao, discutiremos um pouco de sistemas de equacgoes diferencias

lineares.

Definigao 1.28 Uma equagao diferencial linear auténoma (com coeficientes constantes),
€ uma equagao dada por uma matriz A € gl(d,R) via ©(t) = Ax(t), onde & representa a

diferenciacao com respeito a t.

O espago gl(d,R) é o conjunto das matrizes d X d com entradas reais, o qual também

¢ um espaco vetorial.
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Definigao 1.29 Toda fungio diferencidvel x : R — R® tal que i(t) = Ax(t) para todo

t € R, € chamada de uma solu¢ao de © = Ax

Definicao 1.30 Um problema de valor inicial para uma equacgao diferencial linear © =
Ax, consiste em encontrar, para um dado valor inicial xo € R?, a solucdo de x(-,xq) que

satisfaca a condi¢ao inicial x(0,zq) = xo.

Podemos também chamar uma equacao diferencial linear auténoma de invariante no
tempo, onde t € R é interpretado como tempo.
Veremos como fica a expressao da solugao z(t) = e xy da equagao escalar & = ax no

A

caso matricial, ou seja, z(t) = e”**xy como solugao de & = Az. Neste momento, estamos

considerando t € R.

Os resultados subsequentes sao classicos, assim nao demonstraremos todos.

Teorema 1.31 Para cada matriz A € gl(d,R) as solugoes de & = Ax formam um

subespago vetorial d- dimensional Sol(A) C C* (R,Rd) sobre R onde

c> (R,Rd) = {f ‘R — R | f¢ infinitamente diferencidvel} .

Teorema 1.32 Para cada problema de valor inicial dado por A € gl(d,R) e xy € R, i.e.,

i = Az com x(0,10) = 79, a solugdo z(-, o) € dada de forma tinica por x(t, zo) = elay.
Demonstracgao:
Consideremos a expressao em série
oo
A
ey = g . (1.3)
n!

n=0

Veja que
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d . o Alth) _ gA®)
el - 1
gile w0 = fimg h o
pAt . AR _ G A1)
- hh—1>n0 h o
Ah
. e —1T
- hh—n>lo eAt( h ) o
Ah
w1
- ° hh_r}n() B0
Ah _
Resolvendo lim por meio de 1.3 segue que
h— 0
A%h? A3R3
I+ Ah+ + 4+ =1 Ah
. 2! 3! i 2T
lim = lim =A.
h—s 0 h h—0 h
Ah _
De et lim xo temos
h— 0
d 4

— ey = e Axy

dt

Consequentemente, e?*z, é uma solucdo para o problema de valor inicial.
Vejamos que a solugao ¢ tnica.
Seja z(t) qualquer solugio para o problema de valor inicial, e tomemos y(t) = e~*Ax(t).

Pela regra do produto de derivagao temos

y(t) = (ie_At) z(t) + e Mi(t)

dt
= —AeMx(t) + e M Ax(t)
= e M (—Ax(t) + Ax(t))

= 0

Portanto, y(¢) é uma constante, i.e., para dado = uma solu¢ao qualquer, temos que z(t)
¢ uma constante vezes e, que por sua vez é a propria solucao. Deste modo, qualquer
solucdo ¢ multipla de e'4.

Como y(0) = x¢g = z(0), entao y(t) = x(t). Assim, y(t) = z(t) V t € R. Provando

assim a unicidade.
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Teorema 1.33 Para uma base vi, vy, v3, - -+ ,vq de R, a fungao

:L'('a Ul)a il'(', 02)7 :L'('a U3)7 T ,.Z'(‘, Ud)
forma uma base do espago solugao.
Demonstracao:
De acordo com o Teorema 1.31 ja sabemos que o espago vetorial Sol(A) é d-dimensional.

Assim, basta mostrarmos que z(-,v1), (-, v2), (-, v3), -+ , (-, vq) gera Sol(A).

Observe que para cada t € R
z:R? — R
xo —  x(t,xo)

é um isomorfismo linear, ou seja, toma o valor inicial e leva na solugao com valor inicial.

Tomemos entao no lugar de z, a base de R, de modo que

v = x(t,v)
ve +— x(t,v9)

vy +—  x(t,v3)

vg +— z(t,vg)

Deste modo, temos um isomorfismo linear que leva a base v em z(t, v), implicando
RY —  Sol(A)
rg — x(-,x0)

que também é um isomorfismo.
Desta forma, a aplicagao é linearmente independente por conta do isomorfismo, e que
gera, devido ao fato de a aplicacdo estar levando cada elemento da base de R?, em um

elemento da base da solugao Sol(A).
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Observagao 1.34 A fung¢ao matricial

X() = [Jf(',vl),x(',UQ),JI(',’U3), T 7$('7Ud)]

¢ chamada solug¢do fundamental (ou matriz fundamental) de & = Az e X (t) = AX(t),t €
R.
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Chapter 2

Formulas de Solucao

2.1 Forma Real de Jordan

A chave para encontrarmos explicitamente solu¢oes de equagoes diferenciais lineares
invariantes no tempo sao os autovalores, autovetores e a Forma Real de Jordan da matriz
do sistema. Nosso objetivo neste momento é deduzir a forma de Jordan Complexa.

Sabemos que toda matriz A € gl(d, C) é semelhante a uma matriz na forma canonica

de Jordan sobre os nimeros complexos. Ou seja, existe uma matriz S € Gl(d,C)

satisfazendo J® = S7!'AS com forma diagonal de blocos do seguinte modo: J¢ =
[J1, Jo, -+, Js]. Os blocos J; sao fornecidos pelos autovalores p de A
_H 1 O_
0 p 1
J; =
0 pu 1
_O 0 1]

Para cada autovalor u de A, as dimensoes dos blocos sao tnicas. E além disso,

o autoespago complexo generalizado associado ao autovalor u € C é caracterizado por
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ker(A—pl)™, com n sendo a dimensao do maior bloco de Jordan relacionado a p. Podemos
também escrever C? como soma direta de todos esses autoespagos generalizados associado
a matriz A.

Veremos a seguir um lema que trabalha semelhanca sobre R e sobre C.

Lema 2.1 Dadas duas matrizes A, B € gl(d,R), suponha que exista S € Gl(d,C) com
B = S7'AS. Neste caso, hd também uma matriz T € Gl(d,R) tal que T"'AT = B.

Demonstragao:

Por hipotese temos que exite S € GI(d,C) tal que B = S™1AS. Por sua vez
B=S"1AS = SB=_85"AS = AS. (2.1)
<~

Facamos a decomposicao de S de forma a separar as entradas reais e as entradas
imaginarias. Assim,

S =51 +1i5s.

No entanto, por (2.1) temos que
SlB = ASl € SQB = ASQ

Logo,
(Sl +$SQ)B = A(Sl+$S2) Vel

Nos resta provar entdo que existe z € R de modo que (S; + xS;) é inversivel. Tal
fato ocorre devido ao fato de o polindémio de det (S; + xS2) em x, com coeficientes reais,
cumpre em r = ¢ que

det S = det (Sl + ZSQ) 7é 0.

Portanto, o polindmio nao é nulo, havendo assim x € R com det (S; + 25;) # 0.

|

Uma consequéncia imediata do lema 2.1 é que se J© possuir apenas entradas reais, a
matriz A sera semelhante sobre os reais a J®. Por consequéncia teremos apenas de lidar

com os autovalores complexos.
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Para uma matriz A € gl(d,R), sabemos que os autovalores complexos sempre apare-
cem em pares conjugados devido ao polinémio caracteristico. Assim, sendo pu = A + w
um autovalor de A, segue que 1 = A — iv também sera, para A\, p € R. Vale lembrar que
a representacao matricial de um niamero complexo é da forma:

a —b

a4+ bi =
b a

A fim de determinar a forma Real de Jordan, consideraremos primeiro um bloco de

Jordan complexo unidimensional para autovalores p, i de A.

Proposicao 2.2 Eziste uma matriz S € GI(2,C) de forma que

A =0 A+ v 0
=95 St
VoA 0 A — v

Demonstragao:
—1 1
-1 i

Definamos S =

Calculemos sua inversa S™1 = -adj S. Note que

det S

det S=(—i)-i—(-1)=—(-1)+1=2.

Como 511 = i, Slg = 1, Sgl = —1, SQQ = —¢ entao

i1
cof(S) =
-1 —
dai
1 —1
adij(S) =
1 —
112 —1
Deste modo S~1 = 5 , € assim
1
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A+ v 0 o1 —i 1| [A+w 0 1] —1
0 A—iv 1 i 0 A—dv| 2|1 —i
r . AM—v —A—
_ A+ v 0 )\2' ./\2
0 A — 1w W
- 2 2
A =
voA

a

Podemos concluir do Lema 2.1 e da Proposi¢ao 2.2 que para toda matriz A € gl(2,R),

ha uma matriz T € GI(2,R) satisfazendo T—'AT = J € gl(2,R), em que J ou ¢ uma
: : A v .
matriz com autovalores reais ou J = para autovalores em pares conjugados.
vooA

O teorema que veremos a seguir é de fundamental importancia, uma vez que descreve

a forma real de Jordan J® para matrizes em gl(d, R).

Teorema 2.3 Para cada matriz real A € gl(d,R), hd uma matriz real inversivel S €
Gl(d,R) de forma que J® = STYAS € uma matriz diagonal de blocos J* = [Jy, Jo, -+, Ji],

0s blocos de Jordan reais € dado em fungao de p € spec(A) NR e tem a forma

-/i 1 .. ()-
0 p 1
J; = (2.2)
0 p 1
_0 0 H]
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e por pu, i = A v € spec(A),v > 0 da forma

A —v 1 0 0 0|

oA 0 1 0 0

00 A —v 0 0

0 0 v A 0 0

Ji = (2.3)

A —v 1 0
v A 0 1

0 0 0 0 A -z

0 0 00 v A

Demonstragao: A matriz A € gl(d,R) C gl(d,C define uma aplicagdo linear
F.C%— C

Entao para u € spec(F) N R pode-se encontrar uma base de modo que a restri¢ao de
F para o subespago de um bloco de Jordan tem a representacao matricial da forma (2.2).
Consequentemente, é suficiente considerar os blocos de Jordan para os pares complexos
conjugados p # . O primeiro passo a ser feito, ¢ mostrar que as dimensoes dos blocos
relacionados a 1 e 1 coincidem.

Com efeito, caso exista S € gl(d, C) tal que J© = S71AS, logo as matrizes conjugadas

satisfazem

JC=S5-TAS = S-1AS.

A unicidade da forma canénica de Jordan implica que JC e JC se distinguem por no
méaximo pela ordem dos blocos.

Caso J seja um bloco de Jordan m-dimensional da forma (2.2) que se corresponda
com o autovalor 41, teremos por consequéncia que J serd um bloco m-dimensional que se
corresponde com .

Considere z; = a; +1ib; € C™, j = 1,2,--- ,m os vetores da base de J, com a;, b;, €

R™. Isso quer dizer que F'(z1) tem coordenada p com respeito a z; e para j =2,--- ,m
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a imagem F'(z;) tem coordenada 1 com respeito a z;_; e pu com respeito a z;. Todas as

outras coordenadas sao nulas.

Assim sendo, F(z1) = pz1 e F(z;) = zj_1 + pzj para j = 1,2,--- ,m. Logo, F (Z1) =

Azl =Azy=fzZ e F(z})=Az; =2 — 1+ %, com j = 2,--- ,m, implicando assim
que z_l,g,-~~ . Zm € uma base para J.
Definamos para j =1,2,--- ,m
1 m
;== (% +%5)=v2a €R™ ¢

V2

yj = %\/5(%’ — %) = V2b; e R™

A vista disso, temos que estas sao as partes reais e imaginarias dos autovetores general-
izados z;. Calculando assim entao para j = 2,--- ,m, implicando assim que 1, Z3, - - - , Z,

segue que:

Fle) = —2(F(5)+ F (@) = 5 (4t +75 + 5+ 570)
= S 2 e B
= (Rep)xy—(Imp)y; + ;-1 = Avj — vy, +x51
1 o 1 _ -
Fy;) = Y (F(z) = F (%)) = 3 (12 — 1zj + 2j-1 — Zj—1)
= M E T 5 ) (5 - )| + e

= (Imp)xj+ (Re p)y; + yj—1 = va; + Ayj + Y1

Perceba que no caso em que j = 1, as tltimas parcelas a direita podem ser ignoradas.
Podemos identificar os vetores z;,y; € R™ C C™ com elementos de C*™ simplesmente
adicionando zeros abaixo e acima de forma respectiva. Note que tais vetores formam uma
base para C?™, visto que sao obtidos de 21, , Zm, 21, - - , Zm através de uma transfor-

magao inversivel.
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Temos assim, mostrado que o subespacgo correspondente a aplicacao F' pode ser rep-
resentado matricialmente por (2.3) no que se refere a esta base. Assim sendo, temos que
a matriz A é semelhante perante so complexos a matriz de blocos fornecida por (2.2) e
(2.3). Enfim, pelo lema 2.1 mostramos que a mesma também ¢ semelhante sobre os reais.

a

Observagao 2.4 O Teorema anterior nao nos mostra a forma da matriz S, porém

mostra que A é semlhante sobre os complexos a wma matriz dada por (2.2) e (2.3).

Observacao 2.5 O lema 2.1 garante que se resolvermos para os complexos, ndos também

resolvemos para os reais.

Tenha a base de R? correspondente a forma real de Jordan. O autoespaco real gener-
alizado pelos elementos da base correspondentes aos blocos de Jordan dado por u , i.e.,
ker(A — puI)™, onde n é a dimensdo do maior bloco de Jordan para f.

O autoespago real generalizado por um par de autovalores complexos conjugados u, i@
é o subespaco gerado pelos elementos da base correspondentes aos bloco real de Jordan

para u e f1. De forma analoga, definimos os autoespacos reais.

Definicao 2.6 Para A € gl(d,R), facam-se py, k = 1,2,--- ry, os autovalores de
Woe g, k=1,2---.7ry 0s pares de autovaalores compleros conjugados de modo que
r =11+ 2ry < d. Os autoespagos reais generalizados sio denotados por E(A, uy,) C R?

ou meramente por Ey para k =1,2,--- 7.

E usual chamarmos os elementos do autoespaco acima definido por autovetores gen-

eralizados.

Observagao 2.7 Caso o autovalor p seja real, temos que a sua multiplicidade algébrica
coincide com a sua dimensao do autoespaco real generalizado correspondente, i.e., ny =

Observagao 2.8 Caso o autovalor seja complexo, a dimensao do autoespaco real gen-
eralizado correspondente é dado por np = dim Ey = 2m, em que m € a multiplicidade

algébrica de autovalor .
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Observagao 2.9 Toda matriz tem um conjunto de autovetores reais generalizados que

formam uma base para RY, de outra forma, ®_, E; = RY.

2.2 Campo Vetorial

Antes de falarmos sobre campo vetorial, recordemos que dada uma matriz A € gi(d, R)
a curva eMv é uma solucdo de © = Az se, e somente se, A for um autovalor de A com
autovetor v.

Campo vetorial nada mais é do que uma fun¢ao onde em cada ponto nés "desenhamos"

um vetor mostrando como que a "forca" estd atuando. De maneiro formal, podemos

definir do modo seguinte.

Definicao 2.10 Um campo vetorial € uma funcao F : D — R™ com D C R™ a qual a

cada ponto x € D associa um vetor F(z) € R".

Para simplificar, vamos trabalhar em R?, desta forma, um campo vetorial em R? ¢
uma funcao F: D C R? — R™. Note que neste caso, o campo vetorial pode ser escrito

em termos de suas componentes P e () da seguinte forma:

F(r,y) = P(z,y)i+ Q(z,y)j = (P(z,y),Q(z,y)) .

Veja que P e () sao campos escalares, i.e., fungoes de duas variaveis.

Vamos estudar o comportamento das solu¢oes de uma equagao diferencial linear por
meio de seus campos vetoriais.

Consideremos A € gl(2,R) e z = (x,y) na sua forma conjugada. Deste modo, temos

trés casos a considerar em relagao a seus autovalores.

1. Duas raizes reais e distintas: A\; # Ag;
2. Duas raizes reais e iguais: \; = Ao;

3. Duas raizes complexas conjugadas: y = A +iv, 1 = A — 1.

30



. Analisando o primeiro caso: A\; # Ay com A1, Ay € R.

Deste modo, temos que A em sua forma conjugada é do seguinte modo:

A 0
D=
0 Ao
Logo, temos que o sistema é dado por:
)\1 0 i . .
Dx = = Mzi+ A\yj.
0 A |y

Ou seja, para analisar a questao de campo vetorial de um sistema deste tipo, tomare-

mos a funcao

F(x,y) = Mzi+ Ayj|.

Vamos entender o comportamento da funcao via campo de vetores. Para tanto

atribuiremos valores a x e y, além de analisar os sinais dos autovalores.
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Figure 2.1: A\ e Ay positivos, com A; < Ay. No exemplo \; =1 e Ay = 2.
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. Analisando o segundo caso: \; = Ay = A com A € R.

Deste modo, temos que A em sua forma de Jordan é do seguinte modo:

Al
J =
0 A
Logo, temos que o sistema é dado por:
A1 |z . .
Jr = = (A\z +y)i+ Ayj.
0 A |y

Ou seja, para analisar a questao de campo vetorial de um sistema deste tipo, tomare-

1mos

F(z,y) = Az +y)i+ \yj|.
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Ha também em questao, o caso em que A é da forma A, ou seja, multipla da matriz

identidade. Assim,

A0
A —
0 A
Assim o sistema é dado por:
A O] |x
Ax = = \zi+ A\yj.
0 M| |y

Por consequéncia, o campo vetorial serd estudado em

F(z,y) = Xei+ A\yj |

Analisaremos os sinais dos autovalores.
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. Analisando o terceiro caso: = A+ v, 1= A —iv, com u,u € C.
Para tais autovalores complexos conjugados aos pares, temos o seguinte bloco de

Jordan associado:

A —v
J =
v
Portanto o sistema é dado por:
A vl |z . .
Jr = = Az —vy)i+ (vz + \y)j.
v Y

Onde entao o campo vetorial serd estudado em

F(z,y) = (Ax —oy)i+ (vx + A\y)j|.
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Observagao 2.11 FE importante ver que esses campos vetoriais tangenciam as solucoes

do sistema linear, estas que por sua vez, dependem do valor inicial escolhido.

2.3 Solucao para Equacoes do tipo x = Ax

Para expressar de forma explicita a solucao de uma equacao diferencial linear do tipo
& = Ax usa-se a forma real de Jordan da matriz A, e neste momento nosso objetivo

principal é descrever tal processo.

Proposicao 2.12 Considere A, B € gl(d,R) de modo que para algum S € GIl(d,R) seja
satisfeito B = STYAS. Diante disso, as solugoes y(t,yo) e z(t,z¢) de y = By e & = Ax

respectivamente, sao relacionadas por

y(ta yU) - S_ll'(t, SZ/O)) comt € R.

Demonstracao: Veja que dado t € R,

y(t,yo) = e“yo=e Yo

a

A seguir veremos dois teoremas que nos auxiliarao na deducao das solu¢oes implicitas
destas equacoes. Porém antes disso, vale ressaltar que em matrizes na forma real de
Jordan o célculo da exponencial se torna mais simples, e a proposicao 2.4 nos permite

trabalhar com matrizes dessa forma.

Teorema 2.13 Considere {vy, v, -, v4} uma base de autovetores reais generalizados de
A, ou seja, uma base de R?. Para todo t € R, se xy = Ele a;v;, entao x(t,xg) =

Zle a;x(t,v;).
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Demonstracao: Com efeito, escrevendo ry em fungao da base temos
d
Tog = QU] + QU + + -+ + QqUg = E ;.
i=1

Devido ao fato da solugao do sistema ser linear, temos que

x(t,xg) = x(t, v + Qovg + - -+ + aquy)
= xz(t,oqvr) + z(t, agua) + - - - 4+ x(t, aqug)

= aix(t, a1v1) + asx(t, agve) + - - - + agx(t, agug)
d
= Z Oéil’(t, Ui)'
i=1

Desta maneira, as solucoes & = Ax podem ser encontradas calculando as solugoes
para os blocos de Jordan de A.

|

Consideremos a base canonicaa de R, ou seja, e; = (1,0,--+,0),eo = (0,1,0,---,0),- -

(0,---,1,0). Pelo teorema 1.33, temos que x(-,e1),z(,e3), -+ ,z(-, eq) forma uma base
para o espaco solucao de A. Por certo, dado zy € R? segue que g = aie;+asea+- - +aqeq,
com a; € Rel < i <d. Recordando o teorema 1.32 detemos que a solu¢ao (-, xq) é

A

tnica e dada por z(t, xg) = e*'xg, com ¢t € R. Logo, conciliando tais informagoes, com a

proposicao 2.13 segue que

z(t,rg) = e

= €At<a1€1 + ageg + -+ - + aded)
= eAt(alel) + €At(a2€2) 4+t eAt(aded)

= ae™(er) + aze™(es) + -+ + age™(eq)
Assim segue o resultado.

Teorema 2.14 Dada uma equagao diferencial linear & = Ax, se xy € Ey entdo z(t,zo) =

etz € By, para todo t € R.
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Demonstracao: Com efeito, se ¢y € Ej, de acordo com a definicdo de autoespaco real
generalizado, temos que existe p € N tal que (A — upI)P(z9) = 0. Note que e’ e A

comutarem, segue que
(A= pi)? e () = (A — )P () = €™ (0) = 0.

Consequentemente, Fj, é invariante para a equacgao diferencial linear © = Ax.

a

A importancia do teorema 2.14 em nossos estudos é que devido ao fato de o espaco
estado R? ser dividido em autoespacos reais generalizados, e sendo o ponto inicial dado
em um determinado autoespaco generalizado, a solucao (trajetoria) estard inteiramente
contida no mesmo autoespaco generalizado.

Veremos as formulas para as solugoes de & = Ax em algumas situagoes importantes

para nos.

Exemplo 2.15 Caso a matriz A € gl(d,R), as solugoes sao quase triviais. Seja A =
diag(py, pa, - -+, fha) uma matriz diagonal.

Dentre as propriedades de uma matriz diagonal, temos que a base candnica e, ez, -+ , €4
de R? consiste de autovetores de A e a solucio de uma equacao diferencial linear © = Ax

com valor inicial g € R é dada por

elu'lt

e“Qt
ey = xg (2.4)

e:u‘dt

Lembremo-nos que para matrizes diagonais, a poténcia da matriz € obtida pela potén-

cia dos elementos da diagonal. Deste modo,
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A% A3
A — — — .« ..
et = I+A+ 5 + i +
= diaa(l.--- .1 di di 1 2 00 2 di l L A
- Z(Ig(, ; )+ Zag(,ula 7:ud)+ Zag2(lu17 7:ud)+ Zag3'<lu17 7#’(1)_‘_
| 1, 1, 1, 1,
= diag Lt gt gt b pat gpg + g + -
= diag(e't et .- eld).
Consequentemente, et = diag (e!t, et2t, ...  ekal),

Vimos anteriormente, que para dada matriz A € gl(d,R), caso a mesma nao seja di-
agonalizavel, nos conseguimos reescreve-la pelo menos na forma real de Jordan. Faremos
uso disto, e da proposicao 2.12 para prosseguir com as dedugoes implicitas das solugoes

das equagoes do tipo = = Ax.

Exemplo 2.16 Dada uma matriz A € gl(d,R), denotemos por J um bloco de Jordan

com dim(J) = n, associado a um autovalor real . Desta forma, para

_ _ r t2 tn—l -
wol Lty 1)
pol 1t :
J = wo . toma-se e’t = et 1 - ﬁ . (2.5)
21
1 t
! ’e 1
Melhor dizendo, para xo = (x1,%2,+ ,Tm)? a j-ésima componente da solugdo de

x = Jx € descrita do sequinte modo

th—j
(k —j)!

zi(t, zo) = et T, com 1 <j<n. (2.6)

k=j

Para ficar mais claro o raciocinio empregado no exemplo 2.6 tomemos um bloco de

Jordan J com dimensao 4 por exemplo, também associado ao autovalor real p. Assim
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ut t 0 0 ut 0 0 0 0t 00
0 ut t 0 0 ut 0 0 00 ¢t 0
Jt = - + = Iut + Nt.
0 0 ut t 0 0 wt O 0 0 0 ¢t
0 0 0 ut 0 0 0 ut| |00 00
Veja, que assim temos e/t = ef#+Nt — olit . oNt - Consequentemente,
0t 00 00 ¢t 0 000 ¢
. oo tol L oo , o000
Nt = I, Nt' = NE? = e Nt =
00 0 ¢ 00 0 O 000 O
0000 00 0 O 000 O
Perceba que isto implica em
_ 2
1t = —
ol 3
t2
eJtze’ut' 0 1 t 5
00 1 ¢
00 0 1

Seja g = (1, %9, 73, 24)7. Vejamos como sdo as j-ésimas componentes da solugao

& =Jz,com 1 < j <4 a efeito de comparagao entre matriz e formula geral. Neste caso,

temos

4 .

tk -7
z; = e Tk (2.7)

’ kz (k—)!

J
t2 t3
. 21(t, x0) = e (I1 + txy + §$3 + 55104) ;

2
. 2o(t, xp) = et (:(:2 +trs + ﬁm) :

< 13(t, ) = et (13 + txy);

- 2y(t, z0) = et (ay) .

De acordo com o exemplo 2.16, vimos que a equagcao 2.5 é solugao de um bloco. Assim,

para saber a solucao do sistema, basta aplicarmos a férmula bloco a bloco.

60



—v
Exemplo 2.17 Seja J = um bloco de Jordan associado ao autovalor complexo
v

= \+iv de uma dada matriz A € R%. Considere o € Epu, logo a solucdo z(t,xq) de

T = Jx € dada por:

A | cos vt —sinvt
x(t,xg) =€ Zo. (2.8)
sinvt coswvt

B , cosvt —sinvt ,
Observacao 2.18 A matriz R := ¢ comumente chamada de matriz

sinvt coswvt
rotac¢ao.

Alguns comentarios referente ao exemplo 2.17 a fim de entender melhor o processo de
sua construcao.

Temos que p ¢ um autovalor complexo, podemos representéa-lo por p = A 4+ iv. Tra-
balharemos com p = A +1v tendo em vista que a fungao seno é impar, conservando assim
o resultado.

Deste modo,

A-iv)t At vt

2(t, z0) = ety = el xo = e - ey,

Pela formula de Euler, temos e®! = coswvt + isinvt, e mais, como v,t € R segue que
sinvt, cosvt € R. Assim sendo, cosvt + isinvt € C, o que por sua vez pode ser escrito

matricialmente por:

cosvt —sinvt

sinvt coswvt

Devido a isto, obtemos a solucao 2.8 para @ = Jz, visto que e - ™'z, pode ser escrito

co1m

cosvt —sinwvt
et =M. R.

sinvt coswvt
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Exemplo 2.19 Dada uma matriz A € gl(d,R), considere J um bloco de Jordan associ-

ado ao autovalor complexo pn = X+ iv com dimensao 2m = n. Tenha

10
D = , 1= e R:= R(t),

- t2 t3 tm—l .
[ i R tR =R =R
D 1 217 3l (m—1)!
t2 tm—Q
D I R tR =R
2! (m — 2)!
D I :
J = ,tem-se et = eM R IR )
. "
b R ER
I !
tR
D
L i ] R |
Em outras palavras, para o = (T1,Y1,T2,Y2," " * > T, Ym) € R*™ € 1 < m, a solugdo
de © = Jx € dada por:
z(t, z0) = Z ) (xy cos vt — yg sinvt) (2.9)
! —7)
k=j
A th
y;(t, o) = e = (zg sin vt + yx cos vt) . (2.10)
k=j )

Tomemos um bloco de Jordan com dimensao 4, ou seja, um bloco onde m = 2, em

que o autovalor associado seja p € C. Assim,

M —vt ot 0
D 1 vt Mt 0 t
J = — Jt =
D At —ut
vt A

Assim,
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1 000 M —ovt t 0
Py 0100 ot X 0t
e = + +
0010 0 0 M —ut
0001 0 0 ot M
Nt —0?t2 =2 wt? I\t? —ut?
2 \wt? A2t? — 0?2 2ut? 20t?
T
2 0 0 22 22 2\t
0 0 2 \ut? A2t2 — 2t?
A3 — 3 %t 03 — 3%t 33 — 3PP
1 | =033 + 3 20t3v  A3t3 — 3?3 6t
+ R
3l 0 0 M3 — 3 023
0 0 —03t3 4+ 3\2ut3

—6ut?
3N — 303
v3t3 — 3203
A3t3 — 3?3

Antes de prosseguir, tenhamos claro as seguintes defini¢oes analiticas.

- X x X
I T

ZE2 1'4 {L‘6
COSI:1_§+Z_E+

2

— T x T
60 = +SL’+§+§+E+"‘.
Considerando e’! = (a;j)4x4. Veja,
Y 212 212 33 \u23
e TR TR TR
A2t2 N33 22
= (1+)¢+7+T+"'>(1—7+"'>
= M. cosut
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. A1l = Ag — Agz = Ayyq = eM . cos vt

343 2,43
B 5 U At
A1 = O—Ut—)\Ut‘i‘?— ol

\2t2 v3d o0
= (1+)\t+7+-~) (—vt+———+"->

= M. (—sinwt)

. ajy = agy = M - (—sinwvt)

v Nt

JR— 2_—
« A1 — 0+ vt 4+ vt 31 + o
\2¢2 vt 0o
= (1+)\t+7+"‘) (Ut—T—FT—"')
= M. sinuvt

‘. agy = ags3 = eM - sinwt

A28 %8
_ 2 R
13 = 0404+ M+ 51 o +
2t2
- (1+>\t+---)-t<1—%+---)

= M. tcosut

‘. Ay =agy = e - tcosut

A4 = 0+0—Ut2—’0)\t2+

2t2
= (1+)\t+---)~t<—vt+%—--->
= M. tsinut
sazs = 04+ 0+ vt 4+ dotd 4+ .-
'U3t3
= (1+)\t+...)...<vt_7+...)
= M. sinot
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Reescrevendo, temos:

eMcosvt eM(—sinvt) eM-tcosvt e t(—sinuvt)

0 eMsinvt  eMcosvt  eM-tsinvt  eM - tcosut
e g
0 0 eMcosvt  eM(—sinovt)
0 0 eM sin vt eM cos vt
R tR
_ M
0 R

Seja xg = (71, y1,22,92)7 € R% Vejamos como sao as x;-ésimas e y;-ésimas coorde-
nadas da solugao de = Jr com j: 1 < j < 2.
11 (t, 29) = M [(21 cos vt — yy sinvt) + t(xg cos vt — yp sinvt)];
<1 (t, m9) = M (g sinvt + y; cosvt) + t(zg sin vt + ya cos vt)];
X (

« To(t, mg) = e (xq cos vt — yg sin vt);

- Yo(t, zo) = eM(xgsin vt + yo cosvt).
Deste modo, concluimos as féormulas de solucao para equacoes diferencias lineares do

tipo & = Ax.
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Chapter 3

Estabilidade e Sistemas Dinamicos

Neste capitulo serao apresentadas as ideias de expoentes de Lyapunov e suas relagoes.
A fim de preparar o ambiente para os capitulos seguintes, também estudaremos a decom-

posicao do espaco euclidiano R? em subespacos estével, instével e central.

3.1 Espacos de Lyapunov

O comportamento assintotico das solugoes de uma equagao diferencial linear relaciona
nossos conhecimentos de algebra linear e sistemas dindmicos. A ferramenta que faz tal
ligagao sao os expoentes de Lyapunov.O maior expoente de Lyapunov serd o nosso foco

principal, uma vez que o mesmo determina o comportamento geral do sistema.

Definicao 3.1 Dada uma equagao diferencial linear & = Ax e sua solugio z(-,0), o

expoente de Lyapunov € definido para xo # 0 como
Awo) = lim sup -+ In]Ja(t, z0)|
%) = lim sup — In[|z(t, 2
onde || - || € uma norma qualquer em RY.

Veja que a norma escolhida em R? é indiferente.
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De fato, ja vimos que a solugao de uma equacao diferencial linear + = Az com

Aty,, com t € R.

problema da valor inicial é dado de forma tnica por x(t,z¢) = e
Pode-se mostrar que o expoente de Lyapunov nao depende da norma.
Antes da defini¢cao seguinte, vamos deixar claro alguns conceitos a serem usados ao
longo do capitulo. Trabalharemos com uma matriz A € gl(d,R), cujos pr = A, + vy,

com k =1,2,---,r sao os autovalores associados.

Definicao 3.2 Ordenando as partes reais dos autovalores de ordem crescente , i.e., \; <

Ag < -+ <N\, 1 <1 <7 <d definimos o espago de Lyapunov associado a \; como
L(Xj); = @E(uu),

onde E(uy) € o autoespago real generalizado associado ao autovalor py, cuja parte real é

Aj.
Observagao 3.3 Note que
RY=L(A) @ @ L\) =&\ L(\)).

Assim, como vimos, dadas duas matrizes A, B € gl(d,R) e, S € Gl(d,R) satisfazendo
B = S71AS as solucoes se relacionam, o mesmo ocorre para os expoentes de Lyapunov.
Ou seja, A(yo, B) = A(Syo, A), assim A(xg) e A(yo) s@o os expoentes de Lyapunov respec-
tivos.

De fato, sendo z(t,zg) e y(t,yo) as solugoes respectivas de & = Az e y = By, vimos

que as mesmas se relacionam por y(t,4) = S~ x(t, Sy). Deste modo,
) 1
AMyo, B) = lim sup —In ||y(t, yo)||
t—o00 t
1
= lim sup ~ In ||S~ (¢, Syo)||

t—o00 t

1 1

< . L 1 . L

tliglo sup - In||[S7 +tli>r<r)10 sup - In ||z(t, Syo)||

Escrevendo xg = S(S7 1), obtém-se também a desigualdade inversa.
Veremos a seguir o teorema mais importante desta secao, uma vez que o mesmo

elucida a relagao entre os expoentes de Lyapunov e a parte real dos autovalores.

67



Teorema 3.4 Para & = Az hd exatamente | expoentes de Lyapunov \(xo), onde | rep-
resenta as partes reais distintas \; dos autovalores de A. Para uma solugdo x(-, xg), com

xg # 0, tem-se
.1
Aj(zo) = tgrinoo n In||z(t, zo)|| = A\j <= 20 € L()\)).

Demonstragao: Ja vimos que dada uma matriz A € g¢l(d,R), existe uma matriz
T € GI(d,R) que nos fornece a forma real de Jordan J®, ou seja, J® = T-1AT.

Para facilitar os calculos, consideraremos os blocos 2 x 2.

Suponha que o expoente de Lyapunov A(zp) de uma solu¢do z(-,xo), com zy # 0
satisfaz

o1
Aj(zo) = lim —Inflz(t, zo)]l = A;.

Demonstraremos que zy € L(J;).
Seja J® a matriz formada pelos blocos de Jordan reais, associados aos pares de auto-
valores complexos p1 = A\ £ vy, -+, = A\ £ 00, com A < Ay < --- < \,.. De forma

matricial podemos representar por:

Al Uy

U1 A1

Deste modo, temos

eMtcosvit —eMisinogt

eMtginot eMtcos gt
et — :
erMtcosu,t —eMtsin v, t
eMtsinu,t et cosu,t
entao,
e‘]ﬁtxo = [eAlt(xl cos vt — xo sinvgt, xysinwvt + xe cosvit), - - -

LM (1g_y cos vt — xgsinvt, Tq_qsinvt + rqcosuv,t)]
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em que xg = (T1,Tg, " ,Tq).
Lembremo-nos de que

RI=L, DLy DD Ly,

e que para todo y € R?, temos

Y= (Y192, ,Ur),

onde y; € L(\;), j=1,2,--- 1.

Porém, como neste caso L(\;) tem dimensao 2, podemos escrever y; = (21, %2), Yo =
(x3,24), ", Yr = (Tg_1,Tq), quer dizer y = (1, X2, , Tg_1,Tq)-

Portanto, se xg = (21,22, - ,Zq) € T1 = Ty = -+ = Tj_g = Tjy1 = -+ = Tq = 0.

Temos que zy € L(\;). Mostremos entdo que isso acontece.

. 1 JRt
Mao) = lim o In Je/itay|
_ gy DVEN (@) o V(g0 ) £+ e (0a10)
t+oo t
=\
onde 1 < j<r eay= x? +x%,a374 = x3 + a3, - VA1 = x?_l + x?, yAd—1,d =

T3+ 24
Observagao 3.5 Veja que a9 = a3 + x5 vem do fato de

2 2 2 2
A1 2 _ 62)\1tcos vitxy + 62)\1tsm vitrs

— 2eM¢t cos vtz sin vty

(3.1)

(e’\lt cos v tr; — e Ml sin Ultazg)

. 2 s02 2 2 2 .
(e’\lt sin vty + et cos vltxg) = ehtsinTutey | 2MtcosTuitrs 4 9o gin 4t cos vyt (3.2)

Fazendo 3.1 + 3.2 temos

62)‘1t($% + :L‘%)

O que por sua vez € andlogo para os demais.
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Retornando ao calculo do exponencial de Lyapunov A(zp), e evidenciando e?*! temos

In \/€2Ajt (6(2)\172)\j)t(a172) R (a'j—l,j) + 6(2)\T72)\j)t(ad_l7d))
thm / = >\j'
—00

A fim de simplificar, fagamos

et (e(le—z,\j)tmm) RS (aj_Lj) + 6(2,\T—2,\j)t(ad_1’d)) ~F,

assim, segue

InVeit . | o InVeNt + InVE
m

im SV B — )
t—00 t t—o0 t
o InVeAit . InVvE
= lim —— + lim
t—o00 t t—o0 t

ou seja, temos

1
Aj + lim ;ln\/ﬁz)\j.

t—o0
1
Portanto, lim —Inv E = 0.
t—oo ¢

Suponha que a;_1; =27 | +2? >0paraj+1<I1<dej<q<r. Entao
(6(2)\172)\j)t(a1’2) I (ajfl,j) + 6(2)\T72)\j)t(ad71’d)) > 62)\472>\jt<a171,l>-

Porém,

1 1
lim —In \/e(”q*”‘ﬂ')t(al_l ;) = lim —1In (v ePra=20)t . [ (a4 l))
t—oo t ’ t—oo ¢ ’
1
= lim = <ln VeAa=2X)t 4 In (az—l,z))

t—oo t
I I WHE S WV
= lim = Ine" Y% + lim — Iny/(a;_1,)
t—o0 t—oo t ’

= A=A\ >0
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Logo,

1
lim —In \/6(2)‘1_2)‘j)t(al,2) + -+ (ajo1y) + ePA 22 ag_y 4) > 0.

t—o0
O que por sua vez é um absurdo, e assim a;_1; = 0 para [ = j + 1,--- ,d. Implicando
assim, Ty = -+ = xq = 0.

Considere a;_1; = x?_l + x? >0paral <[<j—2el1<g<j. Entao
(e(2>\1—2)\j)t(a172) NS (Clj—l,j) + 6(2)\r—2)\j)t(ad_17d)) > €2>\q—2>\jt<al_1’l).

Porém,

1
lim - In \/e(”l_%)t(am) o (ajory) F e gy ) <

t——00 -

1
< lim =1In \/6(2/\‘1_2/\1')75(&1—1,1)'

t——o0
e
1 1
lim —Inq/(e® 2Nt (g, ;) = lim —1In | VePa=2)t . /(a1 ;)
t——oco t ’ t——oco t ’
1
= tlim n <ln\/e(2)‘q_2)‘f)t +1In (az1,z))
——00
.1 (2Xg—2j)t 1
= lim —Ine™* =" 4+ lim —1In/(ai_1)
t——oo t t—00
= /\q — )‘j < 0.
Logo,
1
tgr_noo ‘n \/e(2>\1—2>\j)t(a172) N (ajq,j) + 6(2’\7"—2)‘1')’?(@(1,1,(1) < 0.
O que por sua vez é um absurdo, e assim a;_1; = 0 para l = 1,--- ,j — 2. Implicando
assim, r; = -+ = xj_o = 0.

Portanto,

1
lim —1In \/62)‘1t((11,2) + -+ 62)‘3'15(@]'_173') + -+ 62)‘Tt((ld_1’d) = /\j-

t—doo t

Desta forma, segue que
Ty =Ty=-- =1 =2Tj4 = =2x4=0, ouseja,zy € L(\j).
Reciprocamente, suponhamos que zy € L(\;).
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Para blocos de Jordan correspondentes aos pares de autovalores complexos de A,

temos que a j-ésima componente da solucao de & = J%z é dada por:

m

th=i

,(t, 1g) = e Z = )‘(xk cos vt — yg sin vt)
k=j J):
e
N~ :
yi(t,xo) =€ Z G —j)'(xk sin vt 4 yj cos vt),
k=j ’
COmj = 1727”' ,m e onde Ty = (x17y17x27y27”' 7xm7ym) S E(M)

Consideremos as componentes da solugao

Ty (ta mO)a Y1 (ta l‘o), {Eg(t, "L‘U)7 y2<t7 Io), T :L‘m(ty xO)v ym<t7 Io)-

em seguida, facamos
« [} = x5 cosvt — y;sinvt;
. f{ = xjcosvt + y; sinvt;
- tg} = (2 cOSVE — Yajsinut);

. tg? = t(xQJ Sin vt + y2jcosvt)‘

Entao,
lz(t,zo)| = Vo1t 20)? + y1(t,20)2 + -+ + T (E, 20)2 + Y (£, 0)?
= V([T +tgh)? + (M + tg]))? + -+ (N[ + tgs))? + (X fi + tgh))?
_ ()2
onde,

F@&)y =D [(fF +tg0)* + (f! +tg?)?] .

J=1

A vista disso,

Sl o) = i/ )

1 1
= —In/(eM)?+ —In+/f(t)
t t
Veja que
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lim 1ln f(t) =

t—4oo ¢

1 1 1
lim ~Iny/(eX)2 = lim —IneM = lim -\t =\

t—+oo ¢ t—+oo ¢ t—+oo ¢

3.2 Estabilidade em Sistemas DinAmicos em R?

Nesta secao, faremos um estudo do comportamento das solucoes, no contexto de
estabilidade.

Considere N(z,e) = {y € R?: |1 — z|| <&} com & > 0, uma e-vizinhanga de z € R?.

Definicao 3.6 Seja x* € R? um ponto fizo da equacio diferencial & = Ax, isto é, ao
aplicarmos este ponto na solu¢ao x(t, xg), seque que x(t,z*) = x*, para todo t € R. Desta

forma, x* é chamado de:

1. Estavel: se para todo € > 0, existe d > 0 de modo que x(t,x¢) € N(z*, €), para todo

t >0 quando xg € N(x*,¢);

2. Assintoticamente Estdvel: se € estavel e existe v > 0 de modo que 1tlim x(t,xo) = x
—00

quando xo € N(z*,7);

3. Exponencialmente Estavel: se existe « > 1 e ,m > 0 de modo que para cada

1o € N(x*,1), a solugdio satisfaz ||z(t,x0) — 2*|| < allxg — x*||e P!, para todo t > 0;
4. Instavel: caso nao seja estdvel.

Observacao 3.7 Note que para & = Ax, x* € um ponto fixo se, e somente se x* € ker A.

E mais, a origem € um ponto fixo em qualquer equacao diferencial linear.

Como visto na secao anterior, podemos decompor R? em soma direta de espacos
de Lyapunov, i.e., R? = @;ZlL(Aj). Fazendo uso de tais subespacos, e da pequena

introducao referente aos conceitos de estabilidade, daremos a seguinte definicao.
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Definigao 3.8 Os subespagos estdvel, central e instdvel relacionados a matriz A € gl(d, R)

sao definidos de forma respectiva do sequinte modo:
1. L~ =@®L(\) : A\j <0
2. L0 =®L(\): N =0;
3. Lt =@®L()\;) : \; > 0.

Perceba que de acordo com a definicdo acima, o espaco estado R? pode ser decomposto

em soma direta dos subespacos estavel, central e instavel. De outra forma,
Ri=L " @L'aL"
Vejamos a seguir, alguns exemplos das defini¢oes acima.
Exemplo 3.9 Considere A € gl(4,R) com os sequintes autovalores
w1 =—3=E2, pus=2 e pus=0>0.
Neste exemplo, claramente
R'= E(-3+2i)® E(2) ® E(0).
Contudo,
E(=342i) = ker(A?+ 6z + 13),
E(2) = ker(A-—2),
E(0) = kerA,
e consequentemente,
R* = ker(A* + 6z + 13) @ ker(A — 2) @ ker A.

Tendo em vista que —3,2, e 0 sao as partes reais dos autovalores relativos a matriz

A, acertamos que os espacos de Lyapunov sao:
L(-3) = FE(—3+2i) = ker(A%+ 6z + 13),
L(2) = E(2)=ker(A—-2),
L(0) = E(0) =kerA,
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Isto posto, temos

L™ =L(-3),L° = L(0) e LT = L(2)

como sendo os subespacos estdvel, central e instavel respectivamente.

Exemplo 3.10 Considere A € gl(d,R), e p = X+ iv como sendo o modelo de seus
autovalores, de modo que X\ # 0. O espaco central é o conjunto vazio, visto que L° =

{L(\;); \; =0} = 0. Por consequéncia,
Ri=L"@L"

O teorema a seguir é importante, uma vez que possibilita a caracterizacao de estabil-

idade por meio dos autovalores.

Teorema 3.11 Para uma equacdo diferencial linear & = Ax em RY, as sequintes afir-

magoes sao equivalentes:
1. A origem 0 € R? € assintoticamente estdvel.
2. A origem 0 € R? € exponencialmente estdvel.

3. Todos os expoentes de Lyapunov sao negativos (em outras palavras, todas as partes

reais dos autovalores sao negativas).

4. O subespaco estdvel L~ satisfaz L~ = R<.

Demonstracao: Observemos primeiro que a estabilidade assintotica e exponencial de
ponto fixo z* € RY em uma vizinhanca N(x*,v) implica a estabilidade assintética e
exponencial, respectivamente, para todos os pontos zy € R¢.
De fato, suponha que a origem tenha estabilidade exponencial em N(0,~). Entao
para todo zo € R% o ponto
7 To

T1,= 5

2 |laoll
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e, deste modo,

lz(t,zo)|| = |le* ol
- [ g
7y 2 |||

9

= Aol e )
f)/

< 2||$0||-Oz”£(]1||6_6t

= aonHe’Bt.

Por meio do resultado, de forma anéloga mostramos a estabilidade assintética.

Provemos as equivaléncias.

(2) = (1) O resultado sai de forma direta por meio da defini¢ao de assintoticamente
estavel.

(1) = (3) Repare que se a origem ¢é assintoticamente estavel, e’ry — 0 quando
t — 00.

Suponha que um dos expoentes de Lyapunov nao é negativo. Assim, um dos auto-
valores, p por exemplo, tem parte real nao negativa.

p real positivo, isto é, = A, onde A € R;. Se w é o autovetor relativo a p,

A

entdo a solucdo correspondente a esse autovetor é ada por e*w = eMw. Além dp mais,

A A

quando ¢ — oo temos que ew — oo para A > 0, e eMw = w ¢ um ponto fixo para
A = 0. Logo, a solugao correspondente ao autovetor w, nao tende para a origem quando
t — 00.

. Seja u = A+iv com A > 0 e v # 0. Mostraremos este caso para um bloco de Jordan

relacionado ao par u = A £ iv. Entao, a solucao é dada por

6At Ty = eAt (

cos vt - 1 — sinvt - x9, sinvt - x1 + cosvt - x9), onde xo = (x1,23). (3.3)

Atpg — oo para A > 0, e a equacao (3.3) é a

Deste modo, quando t — oo, temos e
rotacao em xy para A = 0. Portanto, neste caso também temos que a solu¢ao nao tende
para a origem quando t — 0.

(3) = (2) Considere, por absurdo, que a origem nao é exponencialmente estéavel, ou
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seja, para todos «, 5,1 > 0 existe xo inN(0,7) tal que
lleol| > a|zolle™,

para t > 0. Porém, deste modo,

lim e
(0.0}

zoll > lim aljaglle™ =0,
t— t—ro0

assim, lim |le#zq|| > 0, o que por sua vez é um absurdo, pois se todos os expoentes de
t—>ro0

Atry — 0 quando t — oo, isto

Lyapunov sao negativos, temos que R? = L™, e assim, e
¢,
lim ez = 0.
t—>00

(3) <= (4) Sabemos que R = L= ¢ L° @ L. Entao, RI =L~ <= L' =0e LT = 0.
O que por sua vez, ocorre se, e somente se, todos os expoentes de Lyapunov de A sao

negativos.

3.3 Classificacao dos Sistemas Lineares Hiperbolicos

no Plano

O Plano de Fase é uma representagao geométrica das curvas da solugao de um sistema
z = Ax. Essas cuvas, sao chamadas de trajetorias.

Veremos o Plano Tracgo-Determinante. Apresentaremos as propriedades em funcao
apenas do traco e do determinante.

Por simplicidade adotaremos uma matriz 2 x 2 para representar o sistema.

b T

Sendo A = ex = , temos
c d Y
ar +b
Az = Yl = (azx + by, cx + dy).
cr + dy
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Sabemos que a equagao det(A — AI) = 0 é denominada equagao caracteristica da

matriz A, onde suas raizes sao os autovalores associados a A. Assim,

a— A b
det(A—XI) = =0
c d— )\

= (a—AN)(d—A)—cb=0
— M —(a+dX+(ad—cb) =0
= N —(Tr A))\+detA=0

Note que

—(=Tr A)£/(=Tr A)2—4-1-det A
2

2
_ TrAi\/{TTA} det A
2 2

Veja que a equacao teré raizes reais se, e somente se, A > 0, ou seja,

(Tr A)* —4det A > 0.

Note que conseguimos encontrar o sinal das raizes, sem ter de resolver os sistemas. Note

que

detA:)\l-)\geTrA:Al—i-)\Q.

. Quando det A é negativo, temos

Tr A]? Tr A
— A >
I - [,

o que implica autovalores reais, e com sinais distintos. Em tal casos, o plano de fase é

do tipo ponto de sela.
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Figure 3.1: Trajetoria tipo Sela com p; = —2 e g = 2

. Quando det A é positivo, mas

2
0<detA< {TTA] ,

temos duas solugoes reais de mesmo sinal. Em tal caso, o plano de fase é do tipo fonte

caso o sinal seja positivo, ou do tipo poco caso o sinal seja negativo.

Figure 3.2: Trajetoria tipo Fonte com py =2 e pus =4
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Figure 3.3: Trajetoria tipo Pogo com py = —4 e g = —2

2

. Quando o det A é exatamente igual a {T] , temos uma tnica raiz real. Em tal
caso, se A = A o plano de fase é do tipo n6 proprio, se A é qualquer o plano de fase é
do tipo n6 improprio. Neste ultimo caso, se for positivo seréd chamado repulsivo, e se for

negativo sera chamado de atrativo.

Figure 3.4: Trajetoria tipo N6 com p =1
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1
Figure 3.5: Trajetoria tipo N6 Repulsivo com p = 3

Figure 3.6: Trajetoria tipo N6 Atrativo com p = —2

Veja que a equacao teré raizes complexas se, e somente se, A < 0, ou seja,

Tr A)?
TT)<detA.

(Tr A)? —4det A < 0 = (
Assim, as raizes serao do seguinte modo,
p=A+wenp=A—iv="Tr A=2\,

e desta forma, o sinal do trago é dado pelo sinal de \.
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. Quando Tr A < 0, o plano de fase é do tipo espiral convergente. a que por sua vez

chamamos de atrativa.

Figure 3.7: Trajetoria tipo Espiral Atrativa com pu; = —-1—2ie uy = -1+ 2

. Quando Tr A > 0, o plano de fase é do tipo espiral divergente, a que por sua vez

chamamos de repulsiva.

Figure 3.8: Trajetoria tipo Espiral Repulsiva com s =1 —2ie u; =1+ 22

. Quando Tr A = 0, o plano de fase é ciclico, o que por sua vez chamamos de centro.
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Figure 3.9: Trajetoria tipo Centro com p; = —i e pus =1

Observacao 3.12 Uma equacao diferencial linear, € dita hiperbdlica quando todos os

autovalores da matriz que o origina possui parte real nao nula.

De acordo com nossas analises, podemos esquematizar o plano traco-determinante do

seguinte modo.
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det A 4

ra

det A = 1“2 A
Espiral Atrativa | Espiral Repulsiva

Poco Fonte

Centro

N6 Atrativo N6 Repulsivo

1
> —Tr A
2

Sela Sela

Figure 3.10: Plano Tracgo-Determinante

A figura acima foi inspirada numa figura presente na pégina do Professor Jaime
Villate, da Universidade do Porto.

De modo sucinto, podemos tabelar os resultados vistos nesta secao, a fim de classificar

os sistemas a nivel de estabilidade por meio de seus autovalores.
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Autovalores Trajetoria Estabilidade

1, o € R, ambos positivos Fonte Instével
1, o € R, ambos negativos Poco Estéavel
Wi, e € R, sinais opostos Sela Instavel
€ R, positivo N6 Repulsivo Instavel

1 € R, negativo N6 Atrativo Estavel

u, it € C, parte real positiva | Espiral Repulsiva Instavel
w, 1 € C, parte real negativa | Espiral Atrativa Estéavel
i, i € C, parte real nula Centro Estavel

Table 3.1: Estabilidade via Autovalores
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Chapter 4

Equacoes Diferenciais Lineares em

Tempo Discreto

Neste capitulo, introduziremos o conceito de equacao diferencial linear em tempo
discreto, assim como também discutiremos as féormulas de solugao e as propriedades de

estabilidade.

4.1 Equacoes Diferenca

Em varias areas encontramos situagoes em que as varidveis mudam de forma discreta.
As equagoes que articulam tais relacOes entre as variaveis recebem o nome de equagoes
diferenca, as quais apresentam uma relagao de recorréncia.

Perceba, que nesta situacao trabalhamos com o chamado tempo-discreto, em que
nosso dominio de tempo passa a ser Ny ou Z, dependendo da situacao. Fornecida uma

matriz A € gl(d,R), temos que a equagao é obtida por
T(nt1) = A:En. (4.1)

Por outro lado, é facil ver que ao considerarmos apenas o tempo positivo, as solugoes
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©(n, xy) sao dadas por
o(n,xg) = x, = A"xg, com n € N, (4.2)

De fato, como haviamos mencionado, ha uma recorréncia em equagoes diferenca. Uma
solucdo para equagoes do tipo (4.1) pode ser encontrada por meio de iteragdes, embora

haja outros métodos os quais veremos posteriormente. Veja que

0(0,20) = Azo =1
@(1,1‘0) = Al.illo = AZL’O = X

©(2,x9) = Axy = A(Alxg) = 29

o(n,rg) = A"zg= A(A" '20) =2,
on+1,79) = A" = A(A"x) = Az, = Tpps

1 2 1
Exemplo 4.1 Seja A = € gl(2,R) e xg = com n € N. Iterando, podemos

0 1 1
encontrar x5 = Axy da sequinte forma:

Zo , L1 = , Tg = , I3 = y T4 = , € XI5 =

Caso A seja inversivel, a formula (4.2) vale para todo n € Z. Em nossos estudos,

consideraremos as matrizes hiperbolicas a qual definiremos a seguir.

Definicao 4.2 Uma matriz A € R € dita ser hiperbdlica, se a parte real dos seus auto-

valores € nao nula, i.e., ndao possui autovalores em seu eiro 1magindrio.

Observacao 4.3 Perceba que as matrizes hiperbolicas sao inversiveis, logo podemos tra-

balhar tranquilamente com n € 7.

4.2 Foérmulas de Solugao para x,,.1 = Ax,
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Para o caso discreto, conseguimos, em algumas situagoes, informacoes similares a que
temos no caso continuo. Por exemplo, no caso discreto continua sendo valido a existéncia
e unicidade das solugbes, como também o fato de que dado uma matriz A € Gi(d,R), o
conjunto de solugoes ¢(n, xg), com n € Z, forma um espago linear d-dimensional.

Como comentamos anteriormente, se A € Gl(d,R) a féormula (4.2) vale para todo n €
Z., e mais, A" forma uma soluc¢ao fundamental. Assim consideraremos, no caso discreto,
sempre A € Gl(d,R), e tomaremos por Fj, como sendo o autoespago real generalizado em
relagao aos autovalores g, g, -+, € C, onde k =1,2,--- ,r. Em tal caso, ny indicara
a dimensao de Ej.

Em relacao as formulas de solugao, temos de acordo com o teorema 2.3, as seguintes
propriedades analogas ao tempo continuo, organizadas em forma de teorema para o caso

de tempo discreto.

Teorema 4.4 Considerando a matriz A, seque que:

1. Se A = T7YJRT, entio A" = T-(J®)"T, em outras palavras, para o cilculo de
poténcia de matrizes, € suficiente conhecermos as poténcias das matrizes em sua

forma real de Jordan;

2. Sendo vy, vy, - ,vq uma base de R, por exemplo, a constituida por todos os au-

. . d . .
tovetores reats generalizados de A. Se xg =) ;_, a;vi, entdo

d
Qp(na xO) = Z 0490(7% Ui)?
i=1
para todo n € Z;

3. Cada autoespago real generalizado Ej, € invaariante para a equacgao diferencial linear
x, = A"xg, ou seja, para vo € Ey a solugdo correspondente satisfaz p(n,zq) € Ej

para todo n € 7.

O teorema acima nos mostra que as solugoes para as equagoes diferencias lineares em
tempo discreto, podem ser formuladas por meio dos célculos das iteracoes dos blocos de
Jordan. Tendo em vista tais informacoes, vejamos de forma detalhada as féormulas destas

solugoes, tanto referente aos autovalores reais, quanto aos complexos.
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Comecemos por considerar o caso em que os autovalores sao reais. Entao, sendo .J

um bloco de Jordan cuja dimensao é m, relativo a um autovalor real u. Perceba que,

L1 0 0 (10 0 ol fo1 o 0|

0 p 1 01 0 00 1
J=1 0 u ol =n| 0 1 ol+| o0 o 0
1 0 1
0 u 0 1 0 0
' ST Y - S ¥ ~

— J=ul + N, com N =0, i.e., N é nilpotente.

Para n € N, temos

J" = (ul + N)"

I
I 3
o
Y
<. 3
N————
=
i
<

E mais, note que paran > m — 1,

m—1
—m T\ m—1—i pri
o(n,y0) = J"yo = "y ()u TNy (4.3)
im0 \'
Conseguimos ainda mais, dado yo = [y1,¥2, " ,¥m]|’, a j-ésima componente da

solugdo p(n,yo) de y,11 = Jy, pode ser encontrada do seguinte modo:

n n n n—1
@j(nayo) = 0 w1y, + ) 1 Yir1 +-+

Acompanhe a seguir a explicagao para tal fato. Veja que paran >m — 1,

m—1
n n+l—-m n m—1—i p1t
Tryo = p Z(z‘)“ "INy
i=0

m—1
n —inTi
= (Z)u" N'yo,
i—0

7
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pois,

<g)ﬂnN0 i (?)MnlNl_i_”._’_

n n—m+1Nm—1 n n—n Nm
O e I

zero a partir daqui.

Vejamos um exemplo, para melhor entender o que foi exposto acima.

1 10 0 1
Exemplo 4.5 Considere J = . Assim, J = 2 - + , comm = 2.
0 2 0 1 00
Tomando n =3 e yo = [y1, y2]*, temos

1
3 —1 ATL
e(3,y0) = Jyo= Mzzo (Z)Ml N'yo

= A((1p-1) + (3- N))yo
w0 0 3
= + Yo
0 u 0 0
JT
= Yo
0 w
IR T
0 Yo

O que tmplica em
13y 4+ 3uys como sendo a 1% componente da solucgdo, e

13ys como sendo a 2% compoente da solugdo.

Se ao 1mvés dessa construcao, aplicarmos a formula para cada componente, obtemos

0 mesmo resultado,

3
p1(3,%) = (0) 1y + (1)u2y2 = 1Py1 + 3pys,

w

@2(&1/0) -
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Consideraremos o caso em que os autovalores sao complexos. Entao, sendo J um bloco
de Jordan cuja dimensao é 2m, relativo a um par de autovalores conjugados y = a4 3.

Sendo

D a —p ol — 10 |
b« 0 1
obtemos J como sendo escrito por
D 1, 1 [p oo 1 fo ]
0 D I 0 D 0 0 0 I
J = 0o D . = 0o D . + 0 O
I, SR
I 0 D_ B 0 D_ - 0 0]

Deste modo, vemos facilmente que J é a soma de uma matriz bloco-diagonal D com
blocos D, e uma matriz nilpotente N, onde N™ = 0.

De fato, N™ = 0, visto que NN possui dimensao 2m, e a cada poténcia temos que os
blocos I, deslocam-se para a direita.

Observemos que DeN comutam, isto é, DN = ND. Com efeito, visto que D & uma
matriz bloco-diagonal, e N é uma matriz bloco-superdiagonal.

Assim, calculamos paran > m — 1

J* = (D+N)"= mi:l ("> DN

- 1
=0

= ("D (")D'N4+- (") DrmO et
0 1 m—1

Observe que |u| = y/a? + (2, portanto com ¢ € [0, 27| sendo determinado por cos ¢ =
o

JZ P

como

. Deste modo, temos que p = |u| - €, e assim, podemos escrever a matriz D

a —f cosy —sin
= |p| - R, com R := v v

g« singp  cosp

S
I
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Desta forma, D descreve uma rotacao pelo angulo ¢ seguido pela multiplica¢ao por |u|.
Denotemos por R a matriz bloco-diagonal com blocos R. Assim, paran > m — 1, a

formula de solugao é a seguinte:

m—1
n n n—i pn—i ATi
) = m =3 ()l R
i=0
m—1 n "
— |,u|n+1—m Z (Z) |M|m—l—an—zNzy0. (44)
i=0

Conseguimos chegar na férmula (4.4) visto que

-1

3

n —1—i+n+1—m pn—i nré
<Z)|M‘m 1—i+n+1 R NyO

<.
Il
=)

m—1

n —i Pn—inTi
_ (Z.)w FriNtyg

1=0

(S)W-E"-J + (Tf)\,u\"‘l-R”—l-NJr---

n
4 ( )|M‘nm+l . Rnfm+1 A Nmfl
m—1

n nfm. nfm. m
(e am

zera a partir daqui.

pois,

Facamos a dedugdo das ¢, e ¢, -ésimas componentes da solugao ¢(n, 29) de z,41 =

Jzy, onde zg = [Z1,Y1, T2, Y2, » Tns Y] € 0 valor inicial. Assim,
m—1 n
_ ., _ m—1—i pm—1—i p1i
olm ) = Tz = 3 (Z.)w BN,
i=0

considerando ate m — 1 visto que N™ = (. Lembrando que j : 1 < j < m, segue

n

potnza) = ()l (ay coslng) ~ gy sinfug)
(

3

) U™ (551 cos((n — 1)) — g1 sin((n — 1))

—_

(mn— j) || (2, cos((n — m 4 5)p) — ymsin((n —m + 7)),
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(&

eulnz) = (o)l (ay s + 3y costang)

()" s sinf(n = 1)) + gy cos( (i~ 1)

n n—m . . .
(" Yl amsin(n = -+ )+ g cos((n = m -+ )0,
Para melhor entender, tomemos um exemplo.

Exemplo 4.6 Seja

2 =11 0 2 =10 0 0010
I 2 0 1 1 2 0 0 0001
J = = +
0 0 2 -1 0 0 2 -1 0000
0 0 1 2 0 0 1 2 0000
b N

_ : _ : / _ T
Neste caso, tomamos m = 2 e vamos considerar n = 3. Seja também zq = [x1,y1, T2, Ya]",

assim, temos o sequinte,

©(3,20) = Jlyo =

(
= bl (3 - R () ) 4

cosp —sing 0 0
sin coS 0 0
S L0 +
0 0 cosy —singp
0 0 singp  cosp
- -2 - - - -
cosp —sing 0 0 0010 1
sin coS 0 0 0001
0 0 cosy —singp 0000 T
0 0 sinp  cosp 00 0O Yo
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cos3p —sindp 0 0
sin 3 cos 3 0 0
= e T -
0 0 cos3p —sin3dp
0 0 sin3p  cos3p
- - 2 - - - -
cos2p —sin2p 0 0 0010 T
sin 2 cos 2 0 0 0 0 01
0 0 cos2¢ —sin2yp 00 0O To
0 0 sin2p  cos2p 00 0O Yo

|2 cos3p  —|ulPsin3p 3|u|?cos2¢ —3|u[?sin2¢| |z
lwPsin3p  |u[*cos3p  3|pl?sin2p  3|p|? cos2p Y1
0 0 P cos3p  —|ul?sin3p Ty

0 0 nPsinde  |ulfeos3e | |

Deste modo, temos
o (3, 20) = P - (21 cos 3 — g 5in 3 + 3l cos 2 — g sin 2);
0y, (3,20) = || - (21 8in 3¢ + y1 cos 3 + 3| |22 sin 2¢ + Yo cos 2¢p);
e 0, (3, 20) = |pf* - (w2 cos 3p — o sin 3p);

e 0y, (3,20) = |pf? - (w2510 3 + o cos 3pp).

Agora, fagamos por meio da férmula que acabamos de deduzir

3 ) 3 )
- Oy, = (O) |13 (21 cos 3 — yy sin 3p) + (1) |12 (5 cos 3p — ya8in 3p);

=1 -
3 . 3 |
s Py = (0 | |3 (21 sin 3 + y; cos 3p) + (1) |11|2 (22 sin 3¢ + o cos 3p) ;
~——~ -
=1 3
3 .
* Pay = (O> |1]? (2 cos 3p — Yo sin 3p);
~—
=1
3 :
* Py = (0 |1|? (22 8in 3 + Yo cos 3p).
~——~

=1
Ou seja, realmente coincidiram. Logo, € mais vidvel usarmos as formulas para en-

contrar as componentes @, € p,. da trajetoria w(n, 29).

Podemos simplificar ¢, (1, 20) € ¢y, (n,) do seguinte modo:
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oy, 20) mZ () Gapssconltn = 0] = pessinlin = )

s (12 70) mz (7 Gapsasintn = )¢l + gyscoslin = )

4.3 Espacos de Lyapunov e Estabilidade

Assim como visto no tempo continuo, veremos aqui o comportamento assintotico das
trajetorias de p(n,zg) = Axg. Para tal fim, comegaremos com a definigdo de expoentes

e espagos de Lyapunov para o tempo discreto.

Definigao 4.7 Dada uma equagao diferencial linear x,+1 = Ax, e sua solu¢ao p(n, o) =

A'xo,n € Z, o expoente de Lyapunov € definido para xo # 0 como
Aro) = Jim sup I [lp(n, zo)|
2o) = lim sup = In [|p(n, zo)],
onde || - || € uma norma qualquer em R.

Antes da definicao seguinte, é importante relembramos que para nés, Ejy, com k =

1,2,---r sao os autoespacos reais generalizados associados aos autovalores p; de A.

Definicao 4.8 Suponha que exista 1 < | < d mddulos distintos dos autovalores ji, e
sejam Ay > Ay > -+ > N os logaritmos desses modulos. Ordenando-os como Ay > Ay >

- > N\, em que 1 <1 <r, definimos o espago de Lyapunov associado a \; como
L()\l) —- @Ek,

ou seja, soma direta de todos os autoespacos reais generalizados Ej associados aos auto-

valores g com g = In |pgl.

Vale notar que o espaco estado R? pode ser decomposto como soma direta dos espacos

de Lyapunov referentes ao tempo discreto, i.e., R? = EB 1 L(N).
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Exemplo 4.9 Veja para o caso escalar, x,.1 = \,, 0 # X € R, as solucoes sao

o(n, o) = N'xg. O expoente de Lyapunov é um limite dado por:

1 1
lim —In|A\"zg] = lim —In(JA]") + lim —In|z
n—too N n—+oo N n—too N
= In|\|.
Para um trajetéria x,,n € Z de x,,1 = Az,, a funcio z,.; = A e, n € Z é

denominada equacao invertida no tempo.
Veremos a seguir um teorema que relaciona os expoentes de Lyapunov de z,,, = Ax
com os modulos dos autovalores de A € Gl(d,R), associando-os a decomposicao de R?

como soma direta dos espacos de Lyapunov.

Teorema 4.10 Considerando uma equacao diferencial linear A € Gl(d,R). Decompo-

mos o espaco estado R? como soma direta dos espagos de Lyapunov,
RY=LA\) @ L)@@ L(\),

e o expoente de Lyapunov \(zg) para zo € R? sao dados pelos logaritmos \; dos mddulos

dos autovalores de A. Para uma trajetoria ¢(-, o), onde x # 0, tem-se

. 1
Mao) = Tim1n [lp(n,z0)]| = Xy <= 20 € ()

Demonstragao: J4 provamos que para qualquer matriz A, temos A = TJ®T~!, onde
T € GI(d,R) e J sendo a forma real de Jordan. Deste modo, podemos usar as formulas
de solugao referente aos autoespagos generalizados para provar as asser¢oes do teorema.
Provaremos aqui para o caso em que p é um autovalor real, por meio da férmula (4.3).

Assim, para n > m — 1 segue,

1 n+1—m
—Inflo(n,xo)| = ————In|u[+
n n

m—1
(n) Mm—l—iNil,O
7
=0

1=

1
4+ —In
n
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Assumindo os maximo em 7, com 0 < ¢ < m — 1, e podemos realizar a seguinte

estimativa para cada i e n — 00:

m—1 n
E ( .)Mm—l—zNsz
i—0 \!
Para cada ¢ e n — oo podemos também estimar

1 1 -1 (n—1—1
—In (n) = _lnn(n ) (n i-1) <max —(Inn —Ini!) — 0.
n 1 n 7! n

1
—1In
n

‘ < Inm+ maxIn (n) + maxIn (|p|™ | N'aol]) -
i ) i

Assim, tomando o limite para n na expressao acima, encontramos que o expoente de
Lyapunov é igual a In || para cada valor inicial xg, neste proprio autoespago generalizado.

De forma anéloga, conseguimos provar para o caso de autovalores complexos.

Por fim, para valores iniciais na soma direta de autoespacos generalizados referentes
a autovalores com moédulos diferentes, temos que o maior expoente determina o expoente
de Lyapunov. O mesmo ocorre quando n —» —oo.

|

O teorema seguinte, permitira concluir o raciocinio para conclusao da demonstracao

do teorema 4.10 de forma direta.

Teorema 4.11 Considere a equagio diferencial linear x,,3 = Az, com A € Gl(d,R),
e os espagos de Lyapunov correspondentes L(X;), Ay > Ao > --- > N. Definamos os
sequintes subespagos:

Vigr = Wy = {0},
eparal < j<I

Vi=Li@---®LjeW;:=L;®--- D L.

Entao a solugao (-, xg) com xg # 0, satisfaz

) 1
lim —1In H(p(n,xo)H = —)\j <~ Ip € Wj \ VVj,L

n—rr—oo ’n’

De modo particular,

1
lim —In|p(n,z)|| = £N; <= 20 € L(A;) =V, NW;

n—y4oo |n|
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A prova do Teorema acima pode ser realizada fazendo uso das formulas de solucao e
argumentos semelhantes aos utilizados na demonstragao do teorema 4.10.

E importante ressaltar que os autoespacos generalizados e os espacos de Lyapunov
L(—),), coincidem com os autoespacos generalizados e espacos de Lyapunov L(\;) re-

spectivamente.
Estabilidade

Assim como visto para o caso continuo, para o caso discreto também conseguimos
descrever o comportamento assintotico de ¢(n, xy) para n — oo. Uma das ferramentas
que nos possibilita tal fato é o conceito de expoente de Lyapunov.

Vimos que uma trajetoria com expoente de Lyapunov negativo tende a origem, en-
quanto que quando o expoente de Lyapunov tende ao infinito a trajetoria torna-se ilimi-

tada. Contudo, em geral define-se as trajetorias para x > 0.

Definicao 4.12 Seja 2* € R? um ponto firo da equacio diferencial T,1 = Az, isto é,
ao aplicarmos este ponto na solug¢ao p(n,x*) com valor inicial (0, 2*) = z* seque que

p(n,z*) = x*, para todo n € N. Desta forma, ©* é chamado de:

1. Estdvel: se para todo € > 0, existe § > 0 de modo que p(n,xy) € N(x*,¢), para

todo n € N quando xy € N(x*,¢);

2. Assintoticamente Estdvel: se € estdvel e existir v > 0 de modo que tlim o(n,zg) =
—00

x* quando xy € N(x*,7);

3. Exponencialmente Estdvel: se existe « > 1, 71> 0 e § € (0,1) de modo que para
cada xy € N(x*,n), a solucdo satisfaz ||o(n,zo) — z*|| < aB|zo — z*||e™?, para

todo n € N;

4. Instavel: caso nao seja estdvel.

Definicao 4.13 Os subespagos estavel, central e instdvel relacionados a matriz A €

Gl(d,R) sao definidos de forma respectiva do sequinte modo:
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1. L= = EB)\J,<0 L()\J) : >\j < 0y
2. LO = @L()\]) : )\j = 0,’
3 LT = Dx;>0 L()\j) : )\j > 0.

Por meio dos autovalores de A é possivel caracterizarmos a estabilidade assintotica e

exponencial da origem para z,,, = Az,.

Teorema 4.14 Para uma equacio diferencial linear x, ., = Ax,. em R?, as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:
1. A origem 0 € R? € assintoticamente estdvel.
2. A origem 0 € RY ¢ exzponencialmente estdvel.

3. Todos os expoentes de Lyapunov sao negativos (em outras palavras, todos os médulos

dos autovalores sao menores que 1).

4. O subespaco estdvel L~ satisfaz L~ = RY.

Demonstracao: Anélogo ao caso continuo ja demonstrado neste trabalho. O

Para concluir esta secao, vale ressaltar que os expoentes de Lyapunov sozinhos nao
nos permitem caracterizar a estabilidade. Na verdade, os mesmos estao relacionados a

estabilidade assintdtica, nao detectando assim, estabilidades polinomiais.
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Chapter 5

Conjugacao e Equivaléncia de Fluxos

Lineares no Espaco Euclidiano

Neste capitulo veremos dois resultados importantes neste trabalho, relacionados a
conjugacao e equivaléncia topologica para alguns tipos de sistemas dinamicos, tanto para
o tempo continuo, quanto para o tempo discreto.

Algo primordial na teoria de sistemas dinamicos consiste em saber quando podemos
comparar dois sistemas, isto ¢, em qual situacao podemos deduzir que ambos possuem o
mesmo comportamento.

Um conceito padrao para a classificagao destes sistemas sao as conjugacgoes, que

mapeiam trajetorias em trajetorias.

5.1 Fluxos Lineares em R

Nesta secao faremos a caracterizacao de fluxos em espagos métricos e nogoes de con-
jugacao.

Comegamos recordando a defini¢cao de fluxo.

Definicao 5.1 Um fluxo topoldgico sobre um espago métrico X € definido como uma
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aplicacao continua

P:Rx X —X
munido das sequintes propriedades:
1. &(0,z) =z, para todo x € X;

2. O(s+t,z)=D(s,P(t,z)), para todo s,t € R e todo x € X.

Defini¢ao 5.2 Para cada x € X, o conjunto {@(t,z);t € R} é chamado de orbita (ou

trajetoria) do fluxo por meio de x.

Para cada t € R, a aplica¢ao tempo é definida como ¢, = @(t,-) : X —> X. Para esta

nova aplica¢ao, conseguimos reescrever as propriedades 1 e 2 acima do seguinte modo:
1. o = idx (aplicagao identidade de X);
2. psit = s 0 @y, para todo s,t € R.

1 _

Proposicao 5.3 A aplicagao ¢, tem inversa dada por (o) ™' = p_y. Alids, o : X — X

€ um homeomorfismo.

Exemplos padrao para sistemas dindmicos continuos sao fornecidos por solugoes de

equacoes diferenciais.

Exemplo 5.4 Dado A € gl(d,R), as solugoes de & = Ax formam um sistema dindmico
continuo, para todo t € R, com o espago estado X = R?.

Note que aqui @ : R x R? — R? ¢ definido por
D(t,xo) = x(t, x9) = e
Temos aqui verificado facilmente as condi¢oes para ser um sistema dindmico.

1. @(0,20) = x(0,z0) = xo,
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(s +t,x0) = a(s+t,20) =Ty
— (GAS . eAt)xO — 6As . (eAtaco)
= e™(a(t, ) = (s, 2(t, 20))

— (s, d(t, x0)).

Exemplo 5.5 Seja F' uma fung¢ao com problema de valor inicial e localmente Lipschitz

continua, de modo que para todo ro € R? existem solugoes p(t,zo) definidas para todo

t € R. Assim, o(t,z0) = o(t, z0) define um sistema dindmico @ : R x R — RY,
Verifiguemos que de fato as condigoes de fluxo sao satisfeitas neste exemplo.

1. @(0,20) = (0, 20) = xo;
2.
(s +t,m9) = @(s+1t,20) = ((s) o p(t))zg

= w(s) o (@(t)zo) = @(s) 0 p(t, 0)
= &(s,PD(t, x0))

Neste caso, o campo vetorial F' € chamado de completo.

As duas definig¢oes seguintes sao tipos especificos de érbitas.

Definigao 5.6 Um ponto fizo (ou equilibrio) de um sistema dindmico @ € um ponto

x € X com a propriedade ®(t,x) = z, para todo t € R.

Definigao 5.7 Uma orbita {®(t,x),t € R} de um sistema dindmico ¢ é chamada per-
iddica se existe P € RY tal que ®(P + s,x) = P(s,x) para todo s € R.
O infimo de
{PeR;P(P+s,z)=2D(s,z)}

¢ o periodo da orbita {P(t,x),t € R}.
Perceba que uma 6rbita de periodo 0 é um ponto fixo.
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Proposicao 5.8 Um ponto x¢ € um ponto fixo de um sistema dindmico @ associado a
equagao diferencial & = F(x) se, e somente se, F(xg) = 0. Perceba que F € um campo

vetorial

Demonstracao: Considerando zy € X um ponto fixo do sistema dindmico &, o0 mesmo
por sua vez satisfaz para todo s € R que @(s, zg) = xo. Certo de que (s, x0) = (s, 0) =
To, temos

0=a(s,x0) = F(z,(s,20)) = f(xo).

Assim, F'(zq) = 0.
Por outro lado, considere F'(xy) = 0, de modo que &y = F(z7) = 0. Dessa maneira,
(s, x9) = 0, ou seja, z(s, o) = k, onde k é uma constante real. Contudo, como z(0, xy) =

xg, acha-se x(s, xg) = xo para todo s € R. a

Proposicao 5.9 Um ponto xy € R? € um ponto fizo de um sistema dindmico @ associado

a equacao diferencial linear = Ax se, e somente se, xg € ker A.

Demonstracgao:

Admita que z( seja um ponto fixo do sistema dindmico & = Az, em outras palavras,
&(s,x9) = ez — xy. Derivando com respeito ao tempo s temos Ae?*zy = 0. Dado que
e xy = o, temos que Axy = 0, isto é, zy € ker A.

Mutuamente, seja xo ker A. Deste modo, Azy = 0 e e*(Axg) = 0. Consequentemente,

A

ey = k, onde k é uma contante real. Como e¥

A

To = T, temos que e**xy = o, para

todo s € R.

Observagao 5.10 Note que se uma matriz A € GI(d,R) € inversivel, entdo o 0 € o
unico ponto fixo dos sistemas dindmicos associados a equagao diferencial linear © = Ax.

De fato, seja @ um sistema dindmico associado a © = Ax. Sabemos que o 0 é um
ponto fizo de . Resta-nos mostrar que ele é o unico. Seja ey um outro ponto fizo de
&. Logo, pela proposi¢ao anterior A(eq) = 0. Portanto, como A é inversivel, temos que

60:0.
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5.2 Conjugacao e Equivaléncia de Fluxos Lineares no

Espaco Euclidiano em Tempo Continuo

Nesta secao definiremos conjugacao topoldgica, e exibiremos que a mesma fornece

uma relagao de equivaléncia.
Definicao 5.11 Sejam X um espaco métrico e,
O U:R— X
dois sistemas dindmicos continuos. Dizemos que sao:
1. C°-conjugados (ou topologicamente conjugados), se existe um homeomorfismo
h: X — X de modo que
h@(t, x)) = W(t, (h(x)),
para todo x € X e para todo t € R.
2. C%-equivalentes ( ou topologicamente equivalentes), se existe um homeomorfismos
h: X — X,
de modo que para todo x € X existe uma aplicagao parametrizada continua
7. : R — R (estritamente crescente), de modo que
h(®(t, x)) = W(7x(t), h(z))
para todo t € R.
3. Ck-conjugados com k > 1 se existe um difeomorfismo
h: X — X de modo que
h@(t, x)) = W(t, (h(x)),

para todo x € X e para todo t € R. Também chamamos h de conjugacao suave

neste caso.
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Observagao 5.12 Podemos representar a propriedade de conjugagao com o sequinte di-

agrama comutativo.

Wt -
X ;) » X
hl Jh
U (t, h(x))
X B > X I
h(®(t,x))

Figure 5.1: Diagrama comutativo de conjugacao.

Veremos mais uma definicdo importante para este trabalho.

Definicao 5.13 Considere um fluxo ® : R x X — X. Um dominio fundamental ® €
um par (Z,7) onde Z € um subconjunto de X e 1 : X — X € uma fungdo continua tal

que para todo v € X wvale: ®(t,x) € Z se e somente set = 7(x).

Observagao 5.14 Note que a existéncia de um dominio fundamental € uma propriedade
bem restritiva para um fluro. Por exemplo, suponha que o fluro ® : R x RY — R? tem
um equilibrio v € R, Entdo para qualquer dominio fundamental (Z,7), o conjunto Z
contem x. Dai ®(t,x) = x € Z para todo t € R, contradizendo a defini¢ao de dominio

fundamental. Stmilarmente, vemos que ® nao pode ter nenhuma trajetoria periodica.

Observagao 5.15 Perceba que a conjugacao topoldgica h leva drbitas de ®(t,x) em or-
bitas de U (t, z) preservando o tempo, enquanto que a equivaléncia topoldgica nao o preser-

vard necessariamente.

No caso de sistemas dinamicos, temos que a conjugagao esta relacionada com a semel-
hanca das matrizes, de modo em que se preservam muitas propriedades. Vejamos alguns

desses resultados a seguir.

Proposicao 5.16 Sejam @,V : R x X — X dois sistemas dindmicos em um espaco

métrico X e h : X — X wuma conjugagao topoldgica destes dois sistemas.
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1. Entao , o ponto fizo p € X € um ponto fizo de ¢ se, e somente se, h(p) é um ponto

fixo de V.

2. Considere além disso, g : Y — Y wma conjugac¢ao topoldgica de dois sistemas
dindmicos @,,V, : R XY — Y em um espaco métrico Y. Entao o fluxo produto

de d X ®, eV x VU, em X XY sao topologicamente conjugados via

hxg: XxY —XxY.

Demonstracao:

1. Temos por hipotese que @ e ¥ sao topologicamente conjugados por meio de h :

X — X, isto é, h é um homeomorfismo tal que

h(®(t,x)) = V(t, h(x)).

Seja p um ponto fixo de @, entao
h(p) = h(®(t, p)) = ¥(t, h(p)).

Uma vez que h é homeomorfismo e p é um ponto fixo, temos que a orbita (¢, h(p))

deve ser um ponto, ou seja,
U(t, h(p)) = h(p) para todo t.

Assim, h(p) é um ponto fixo. Deste modo, a aplicagdo conjugagao leva ponto fixo

em ponto fixo.

De forma anéloga provamos a volta.

2. Temos que h x g ¢ um homeomorfismo. De fato, hx g é produto de fun¢oes continuas

e portanto continua, é bijetora, e sua inversa (h x ¢g)~! ¢ continua.

Além disso, para x € X,y € Y et € R nos temos
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(h x g)(@x &.)(x,y) = (h(P(t,7)),9(Pu(t,y)))
= (W(t, h(x)), V.(t, 9(y)))
= (U x W), (hx g)(z,y)).

Portanto, sao topologicamente conjugados.

O
Para fluxos lineares associados a equagoes diferencias do tipo © = Az, conseguimos

caracterizar a conjugacao de forma direta pela matriz A

Teorema 5.17 Para dois fluzos lineares @ e W associados a & = Ax e & = Bx respecti-

vamente em R?, temos as sequintes equivaléncias:
1. @ eV sio C*-conjugacdio para k > 1;

2. @ eV sao linearmente conjugados, isto €, a aplicagdo conjugacao h é um operador

linear inversivel em R%;

3. A e B sio matrizes semelhantes, isto é, B = SAS™! para algum S € GI(d,R).

Demonstracao:

(3) — (2) Temos por hipotese que A e B sao semelhantes, em outras palavras, que
A = SAS™! para algum S € GI(d,R).

Repare que A = SAS™! = et = SePlS! «—= S7leAt = PG~ Admita a

aplicagao
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Veja que a mesma ¢ um operador linear inversivel, pois

h(z+ay) = Sz + ay)
= Sz + S (ay)
= S7Hz)+aS—1(y)
= h(z) — ah(y)

E mais, possui inversa S, onde
S1loS=508"1=1

Portanto h é de fato um operador linear inversivel.

Além disso, veja que h é de faro aplicagao conjugacao entre @ e W, visto que

h(d(t,z)) = h(ets)
= S (eMr)
= PSS a)
= ¢"(h(x))
= W(t, h(x)).

Portanto, @ e Psi sao linearmente conjugados.
(2) — (1) Por hipotese temos que @ e ¥ sao linearmente conjugados. Assim sendo,

existe uma aplicagao linear de conjugacgao
h:RY — R?

C*-difeomorfa, tal que h(®(t,r)) = U(t, h(x)), em outras palavras, h(etx) = eBt(h(x))
para todo t € R e para todo z € RY.

Logo, de acordo com a definicao temos que @ e ¥ sao C* conjugados.

(2) — (3) Por hipotese existe uma aplica¢ao de conjugacao linear, ou seja, para todo

t € R e para todo € R? temos:

h(D(t,x)) = h(eMte) = B0 — w(t, h(x)).
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Derivando as igualdades anterior com respeito a x, com o auxilio da regra da cadeia,

chegamos em

B (eAtx) - e = B b/ (z).

Tomemos S~ := I/(z), e devido ao fato de h ser linear e difeomorfa por hipotese,

segue que
S_leAt — h/(o)eAt — eBth/(O) — €Bt8_1,
ou seja,
SfleAt — eBtSfl.

Portanto, A = SBS™!, e A e B sao semelhantes.

(1) — (2) Temos por hipotese que @ e ¥ sao C*-conjugados. Desta forma, existe
uma C*-aplicacdo de conjugacao

h:RY — R?

de modo que

h(@(t,x)) = h(e™'x) = e (h(x)) = (t, h(z)),

para todo t € R e para todo z € R%.

Devido ao fato de (2) — (3), temos que S~'A4 = BS™! onde S™! = 1/(0). Como
por hipotese temos que h'(0) é inversivel, temos assim definida a conjugagao linear.

(1) — (3) Por hipotese temos que @ e ¥ sdo C*-conjugados. Logo pela equivaléncia
anterior temos S™!A = BS™!, donde S! & inversivel. Assim sendo, temos A = SBS~!
ou seja, A e B sao semelhantes.

(3) — (1) Temos por hipdtese que A e B sao semelhantes. Logo, como provamos que
o mesmo equivale a dizer que @ e ¥ sao linearmente conjugados, temos por sua vez que
sao C*-conjugacdo. Dai, por consequéncia de matrizes semelhantes sao C*-conjugadas.

|

Observacao 5.18 Note que cada uma das assercoes do teorema 5.17 equivale a pro-

priedade de que A e B possuem a mesma forma de Jordan.

Perceba que o teorema 5.17 esclarece que para fluxos de conjugacao suave os auto-

valores e as dimensoes dos blocos de Jordan permanecem invariantes, enquanto que os
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autovetores e autoespagos generalizados sao mapeados uns sobre os outros. Veremos que
para o caso de conjugacao topologica a situacao é diferente, e para isso iremos formalizar

a definicao de hiperbolicidade.

Defini¢ao 5.19 Uma matriz A € gl(d,R) € dita ser hiperbdlica se nao possui autovalores
sobre o eizo imagindrio. Podemos também dizer em outras palavras, que a mesma €

hiperbolica se nenhum de seus autovalores possui parte real nula.

Exemplo 5.20 Seja

A= b € gl(2,R).
O polindomio caracteristico é
|A— | = \* — 2\ + 5.
Consequentemente, seus autovalores sao:
p=1—2i e pup =1+ 2i.
Logo, A € uma matriz hiperbdlica.

Exemplo 5.21 Seja
1 =2

B = € gl(2,R).
2 -1
O polinémio caracteristico €
|B — M| =\ + 3.
. Consequentemente, seus autovalores sao:

t1 =1iVvV3 e,u2:—i\/§.

Logo, B nao é uma matriz hiperbolica, visto que possui autovalor com parte real nula.

110



Exemplo 5.22 Seja

-1 -2
A= € gl(2,R).
0 2

O polinémio caracteristico €
|C — M| =X\ —\—2.
. Consequentemente, seus autovalores sao:
pr=—1 e ps=2.
Logo, C' € uma matriz hiperbolica.

Observagao 5.23 Em matrizes hiperbolicas, costumamos chamar também seus fluzos

de hiperbolicos.

Observacao 5.24 Toda matriz hiperbolica € inversivel, visto que nao possui autovalor

nulo.

Observagao 5.25 Devido ao fato de as matrizes hiperbolicas serem inversiveis, temos

que a origem € o unico ponto fizo de um fluxo hiperbdlico.

Atentemo-nos ao lema seguinte.

Lema 5.26 Seja A € gl(d,R) uma matriz hiperbélica associada a equagao diferencial
& = Az. Se B € gl(d,R) possui entradas suficientemente prozimas das entradas de A,

entdao B também € hiperbolica e © = Bz induz um fluzo et de modo que

dimL, =dimL; e dim LT = dim LE.

Demonstragao:
Denotemos p4 e pg como sendo os polinémios caracteristicos de A e B respectiva-

mente.
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Por hipotese temos que B esta suficientemente préoxima de A, o que por vez implica
que pp também esta suficientemente préoximo de py.

Em decorréncia disso deduzimos que o nimero de autovalores com parte real positiva
de A e B sao os mesmos, assim como também o ntimero de autovalores com parte real
negativa.

A vista disso,

dimL, =dimL; e dim LT = dim L;g.
O

Denotemos por H(d, R%) o conjunto das matrizes hiperboélicas em gl(d, R), e vejamos

a proposicao seguinte.

Proposicao 5.27 O conjunto das matrizes hiperbélicas € aberto e denso em gl(d,R), e
para cada matriz hiperbélica A, hd uma vizinhan¢a U C gl(d,R) de modo que todo B € U

¢ topologicamente equivalente a A.

Demonstragao:

Sabemos que toda matriz A hiperbdlica possui autovalor com parte real nao nula.
Assim, os autovalores de uma matriz B C U diferem dos autovalores de A por depen-
derem de U. Logo, se tomarmos uma vizinhanga suficientemente pequena, teremos que
os autovalores de B estao suficientemente proximos dos autovalores de A uma vez que
suas partes reais sao nao nulas. Consequentemente, por meio do lema 5.26 temos que as
dimensoes dos subespagos estaveis e instaveis coincidem. Portanto, A e B sao topologi-
camente equivalentes, e mais, A é estruturalmente estavel.

Devido ao fato de U ser aberto, temos que todos os seus elementos sao estruturalmente
estaveis. Logo, U C H(d,R?%) e como por hipétese A C U, concluimos que H(d,R?) é
aberto uma vez que é uniao de conjuntos abertos.

Provemos por fim a densidade de H(d,RY) em g¢i(d,R). Suponha que A € gi(d,R),
mas A ¢ H(d,R?). Estando A em uma e-vizinhanga, existe uma matriz B que pode ser
tomada suficientemente proxima de A tomando e suficientemente pequeno, de modo que

B = A+ €l é hiperbolica para quase todo € # 0. Desta forma, todo elemento de gi(d, R)
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esta arbitrariamente préximo dos elementos de H(d, R?). Consequentemente, H(d, R?) &
um subconjunto denso em g¢l(d, R).

|

Prosseguindo, enunciaremos e demonstraremos uma proposicao muito importante
para a caracterizacao de fluxos lineares topologicamente conjugados (ou C°-conjugados).

Mas antes precisamos da seguinte defini¢ao:

Definigao 5.28 A norma || - |4 sobre R, com a > 0 e para todo v € R, de modo que
para todo t > 0 tem-se

lez]la < el a,
€ chamada de norma adaptada para A.

Proposigao 5.29 Para & = Az, onde A € gl(d,R), temos que as sequintes propriedades

sao equivalentes:
1. Para todo autovalor i de A, tem-se R(p) < 0;

2. Para toda norma || - || em RY, existem constantes a > 0, e ¢ > 1 tal que para todo
t>0,

leta]l < ¢ e™||]);

3. Bxiste uma norma || - || 4 em R? (norma adaptada) tal que para algum a > 0 e para

todo x € R?, tem-se para t > 0,

le* a4 < el

Demonstracgao:
(3) = (2) Em R? duas normas quaisquer sido equivalentes. Dado que em R? duas
normas ||z|| e ||z||4 s@o equivalentes se existem ¢; > 0 e ¢ > 0 satisfazendo para todo

x € RY

allzl] < llzlla < ezl
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temos assim para t > 0
1 1
ledta)l < —lletzlla < —eza < ezl
C1 C1 C1

c
Tomando entdo ¢ = — temos pela desigualdade desenvolvida acima que
(8]

leta]l < ¢ e™||]).

Mostrando assim que realmente (3) = (2).

(2) = (1) Aceitamos por absurdo, que exista um autovalor p = A +iv cuja R(pu) > 0,
isto é, com A > 0.

Deste modo, o bloco de Jordan relacionado ao autovalor = A+ v tem solucao dada
por

At At (

e™xy = e (cos(vt)xy — sin(vt)xe, sin(vt)zy + cos(vt)xs),

A

onde g = (1, 22). Desta forma, para A > 0 quando ¢ — oo, temos que e*'xy — oco.

Ja para A = 0 temos a rotacao de xq visto que

eMag = (cos(vt)zy — sin(vt)zy, sin(vt)zy + cos(vt)zs).

Por consequéncia, temos que e?*0 — (0 quando ¢ — 00, 0 que por sua vez contraria
nossa hipotese. Mostramos assim, que (2) = (1).
(2) = (3) Vamos mostrar nossa ultima implicagao. Seja b € (0,a), logo pela nossa

hipotese, para qualquer norma em R? temos para t > 0 o seguinte:

le®zllc - e™a]l = ¢ =N || = ¢ 7 e 2.

Deste modo, existe 7 > 0 de forma que ¢ - e®~®* < 1 para todo t > 7. Consequente-
mente,
lez]| < e |lz]|. (5.1)
Entao,

)
el = / etz ds,
0

define uma norma para z € R

114



Mostremos que ||z|[4 é de fato uma norma em R
Com efeito,

|z]|4 = 0 = e¥le**z| = 0.

Para s € [0, 7], tal fato ocorre se, e somente se, x = 0.

Prosseguindo, veja que

]
lala =t/e“w“mmww
OT
= /ebSHaeAstds

0
]
_ /eb5|a|||eAsx||ds
0
)
~ fal | fetosfas
0

= lelllz]la.
Quanto a desigualdade triangular, note que

lotula = [ el to o g)lds
0

,
= / e’ |le sz + e*y||ds
0

< /°é%k“ﬂ++k“mmm
0

T T
= /ebSHeAstds—i-/ e’ ||e**y||ds
0 0

= lzlla+llylla.

Portanto, |z||4 ¢ de fato uma norma em R

Para t > 0, escrevamos t =n7 + 1, com 0 < T <7 e n € Ny, e assim alcangamos
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-
||€AtxHA — / €bs||€As€AtSL‘||d8
0
_ /T €b5||€As€A(nT+T)I'||dS
0

=T T
— / ebs ||€A(s+nT+T)€Atx||d$ + / ebs ||6A(s+nT+T) 6Atl‘||d8
0 =T

-T T
— /T ebs HeA(n‘r+T+s)€Atde8 + / ebs ”eA(n+1)7'+Tf‘r+seAtde8
0 =T

=T T
_ / 6bs ||€A(nr)eA(T+s)x||dS + / ebs ||€A(n+1)’r€A(T—T+s)I||dS )
0 =T

& J/ NG V2
-~ -~

* *3k

Em (*) tomemos o := T + s e, em (**) tomemos ¢ := T — 7 + s. Fazendo uso do

Teorema de Mudancga de variaveis, chegamos ao seguinte:

T—T T
/ ebs‘|€A(nT)€A(T+S)$||dU _ / eble=T) ||€A"TeAax||dU,
0 T

poisparas=0=—oc =T, paras=7—1T =—oc=T7,ecomoo=T+s=—=s=0c-—T.

T
/7’ ebs ||6A(n+1)T6A(T_T+S)I'”dO' _ / 6b(U—T+’T) ||€b(n+1)76Aax||d0
=T 0

poisparas=7—T =—oc=T—-7+7-T=0,paras=7—-T—=0c=T—-7+7=T,
ecomoo=1T—17+s=—=s=0-T+T.

A vista da desigualdade 5.1, segue

T
HeAtxHA _ / 6b(0’—T+T) ’|€b(n+l)T6Aa$HdU + /T 6b(o—T) HeAnTeAUl’HdU
0 T

T T
< / eb(U—T+T)—(n+1)T HGAU.T“dO' + / eb(a—T—nT) ||6AU£L'||CZU
0 T

i
= e_bt/ eb”HeA”:z:Hda
0

= e "z/a.
Mostramos assim entao, que

let*[la < e™]|z]|a
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por meio da hipotese |[eAz]| < c¢-e x|/, com t > 0,a > 0,c¢ > 1, e para todo z € R%

Ou seja, mostramos que (2) = (3), concluindo assim a demonstragao.

Proposigao 5.30 Dada ||-||4 uma norma adaptada qualquer em R?, temos consequente-

mente que a mesma € continua em R,

Demonstracao:
Facamos a priore uma organizacao de informacoes.
. Sabemos que todas as normas em R? sdo equivalentes, e que tal fato ocorre se, e

somente se, existem a > 0 e b > 0 satisfazendo

all - flu(2) < [ - ll2(2) <0l - [l (),

onde || - ||1, || - || s30 normas em R? e z € R<,

. Sendo | - || uma norma qualquer em R¢, temos V z,y € R? que

Il =1yl < llz =yl

. Sabemos que toda fungao uniformemente continua é continua.
Tendo em vista estas informagoes, podemos realizar a demonstracao.
Tomemos || - || como sendo a norma usual em R? Devido ao fato de duas normas

quaisquer em R serem equivalentes, temos que existem a > 0 e b > 0 tais que

allz —ylla < [lz —y[| <0 comd >0, (5.2)
e
[ lzlla = llylla < Ollllz]la = [lylla |4 (5.3)
Desta forma, para qualquer ¢ > 0, tomemos § = %, com quaisquer z,y € RY e
|z —yll < 6.
Assim, por (5.2) seque que
)

lz = ylla <~ (5.4)
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Aplicando (5.3) em (5.4) segue que
b-o
iz lla = lylla I < bl llzlla = llylla | S bllz =yl < — =€

Portanto, mostramos que || - |4 é continua em R? pois

Iz = ylla <o = [l llzlla = llylla la <€

O
Lema 5.31 Seja || - || wma norma tal que sao satisfeitos o sequinte:
e z|la < e 2|4 para t >0, (5.5)
e
leAz|| 4 > e z||a para t <0, (5.6)

onde a >0 e x € R%. Considere a aplicacdao

f.:R¥ — R
T — HeAt:I;HA.

Entao existe um tinico tempo t € R de modo que ||e?tz||a = 1.

Demonstragao:

Ao aplicar o limite vemos que, quando ¢ — oo = e~ “||z||4 — 0, consequente-
mente pela desigualdade (5.5) da hipotese temos que ||eAx|[4 — 0. Quando t —
—o00 = ¢Wl||z||4 — oo, consequentemente pela desigualdade (5.6) da hipotese temos
que |ez||4 — 0.

Portanto, fazendo uso do teorema do Valor Intermediério, sabemos que existe pelos
menos um ¢ € R tal que |lez||4 = 1. Mostremos que existe um tnico ¢ € R que satisfaz.

Suponhamos que existam t1, to tais que

letz]la =1 = le*a] 4,
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e considere sem perda de generalidade que t5 > ¢;. Entao,

et Atz = et e g

Y

e assim

lfla = e 4

Note que pela hipotese

A=)y < e ]|y com a >0,

e deste modo,

Jolla < et 4 = 1 < e,

No entanto, como —a < 0 e to—t; > 0, segue que —a(ta—t;) < 0, e consequentemente

e~l2=1) < 1 o que prontamente implica que

efa(tgftl) — 1’

0 (ue por sua vez ocorre se, e somente se, t; — to. Mostramos assim a unicidade.

Teorema 5.32 Sejam A, B € gl(d,R). Se todos os autovalores de A e de B possuem

parte real negativa, entio os fluros et e ePt sao topologicamente conjugados.

Demonstracao:
Dadas as matrizes A e B, consideremos ||-||4 e ||-|| 5 como sendo as respectivas normas

adaptadas. Assim sendo, existem constantes a > 0 e b > 0 satisfazendo para todo t > 0

er € R? que
le?zlla < e |zl e,
le”z||p < e™"||z]|-
Para e, eP! e —t, tomando as inequacoes acima, e considerando ¢ < 0, segue que

letz]la > el e,
leal|s > e"||z]| 5.
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Deste modo,

—At |

lefla = lle™ - eMalla < e®[lealla e,

el = ™" - e'xllp < e"||e” ] 5.

Tome as esferas unitarias
Sa={zreR'||lzfa=1} e

Sp = {:c c R ||z||p = 1},

A B

como sendo os dominios fundamentais dos fluxos e e eP! respectivamente, isto ¢, pos-
suem um e apenas um ponto da trajetoria de e4? e de eB.

Para todo = € S4, defina a aplicacao entre as esferas do seguinte modo:

ho:S4 — Sg
v ) =g
onde a inversa ¢é definida por
hal:SB — 5S4
v W=

Constatemos que hg ¢ um homeomorfismo, ou seja, que é uma aplicacao bijetora,
continua e com inversa continua.
Pela proposicao 5.30 provamos que qualquer norma adaptada em R? é continua, assim,

segue que ||z]|a e ||z]|p sdo continuas em R Além disso, sabemos que o quociente de

fungoes continuas é ainda uma func¢ao continua. Sendo entao e

continuas,
zlla — llylls

chegamos que hg e hy' sdo de fato aplicacdes continuas.

Como a bijecao ja saiu de forma direta pela forma a qual definimos as fungoes hg e
hy ', concluimos que realmente hy é um homeomorfismo.

Nosso objetivo é estender hg para todo o R?. Lembre que pelo lema 5.31 para todo

x # 0 existe um tnico tempo 74(z) € R tal que [[eA™@)z| 4 = 1. Portanto,
Ta(eMz) = 74(z) — t, (5.7)
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visto que e=ATa(e™ ) L pATA(@) g — ALy
De forma semelhante, para todo x # 0 existe um tnico tempo 75(x) € R tal que
|eBE@)z|| 5 = 1. Assim,
mp(eP'z) = 15(z) — t, (5.8)

pois e—BTB(eBtm) . eBB(®)  — Bty

A fim de simplificar, visto que o mesmo é valido tanto para 74(z) quanto para 75(x),
consideraremos 7(z). Isso implica na continuidade da aplicagao = — 7(z).

Com efeito, tomando z € R? considere uma sequéncia (z,,) também em R¢ de modo
que z,, converge para x. Usaremos aqui, sem perda de generalidade a norma || - || 4, pois
para || - ||g é analogo e ja estamos considerando 7(z). De acordo com a propriedade de

| - 1|4, segue que
||6A(T(wn)—7(r))(xn — )]s < e‘“(T(‘””)‘T(“’))||xn — z| 4.

Veja que a > 0 e 7(x,) — 7(z) > 0, implicando assim que

e_a(T(l’n)_T(:C)) <1

— I

e por consequéncia

—a(r(zn)—7

¢ Dz — 2lla < 2a - 4.

Como por hipétese temos que x, converge para x, de forma equivalente podemos

escrever ||z, — z||4 — 0, por isso
ACE) @) |3 gl — 0 = [[eATE)TE (3 — )[4 — 0.
Agora
AT (@n) (eA(T(xn)—T(x))(xn — 7)) — 0= eAT@) (g — 1) — 0,

por 1sso

eAT(zn) (xn) . eAT(J;n) ([L’) —5 0.

No entanto, desta forma

lim (eAT(m)(xn)) = lim (eAT(’”)(”)) — lim [ (2,)[|4 = lim ||e27@) ()] 4.
n—oo n—oo

n—oo n—0o0
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Devido ao fato de ||eA7®") (x,,)||4 = 1 para todo n, somos obrigados a lim ||eA7@™) (2,,)||4 =
n—oo

1, por consequéncia temos lim [|eA™@)(z)||4 = 1. Assim,
_>
T : T li A
lim [|e47) (@)]|4 = | lim A7) ()4 = e ()]0 = 1. (5.9)
n—oo n—oo

Observe que At(x,) é uma matriz, onde ao aplicarmos o limite passamos a ter uma
sequéncia de matrizes. Por sua vez, o limite dessa exponencial é o limite da soma de
matrizes, em outras palavras, ¢ uma série. Como a exponencial de matrizes é uma
série convergente, podemos aplicar o fato de o limite da exponencial de matrizes ser a
exponencial do limite das mesmas. Outro ponto importante é o fato de a norma ser
continua, possibilitando assim que o limite da composicao de fungoes entre para dentro
da composta. Permitindo-nos assim, usar tais igualdades.
Dai vemos que

lim 7(z,) — 7(x).

n—oo

Mostrando assim, que a aplica¢do = — 7(x).

Neste momento, defina
h:RY — R?

r — h(z)= {eBTA(x)h o 0@, =70

07 r = 0
Mostremos que a aplicagao h é um conjugacao, visto que para todo ¢t € R e para todo
r € RY,
h(eAtSC) _ efBTA(eAt.T) ho(eATA(eAtx)) (eAta:))
e Blra(z)—] ho(eA[m(x)ft] ) (eAta:))

6Bte—B’rA(x) ho(eATA(x)l,)

= eP'h(x)

Vejamos a continuidade. Note que devido ao fato de as aplicacoes e, eB! e 7(z)

serem continuas, temos que h é continua em z # 0.
Resta-nos verificar a continuidade em z = 0. Para tanto, tomemos uma sequéncia

(z;) em R? de modo que z; convirja para 0. Nosso intuito serd mostrar que h(z;)
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converge para h(0) = 0. Seja 7; o tempo em que |[e?7z;||4 = 1, entdo teremos que
7; = T1(x;) — —00.

Com efeito, suponhamos que 7; > 0. Diante disto,
L= [le?alla <— e laylla — 0,

0 que por vez é um absurdo.

Al cruza uma

Tomemos agora 7; < 0. Como ja visto, para cada x # 0, a trajetoria e
tnica vez a esfera S4, logo para cada j ha um tnico 7; € R_ e um tnico y; € Sy de
modo que ez, = y;.

Vamos supor que |7;| < K, para qualquer j e K € R. Pelo teorema de Bolzano-
Weiertrass existe uma sequéncia 7;; convergindo para to € R.

A sequéncia e?7ix;; estd no compacto Su, portanto, hd uma subsequéncia y;;, de

modo que

Yji, — Yo, Yo € Sa.
Consequentemente, e Tji,, = Yji -
Desta forma, quanto k& — oo, temos,
Tiip —7 to, Tjiy, — 0 e Yii, — Yo-
Assim sendo,
At
e (0):y0:>y0:(),

o que é um absurdo.
Logo, 7, — —o0 quando z; — 0.

Defina y; := ho(e!z;). Desta forma,

i, | el
. — h ATj . — -3 — Ll Ll =1
Il = (e )l = | o | =i <
e por esse motivo,
e lls = e ho(e ;) < ™5 allhole™™a,) s = e < el — 0.

quando 7 — oo.
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Resulta que [|h(z;)||p — 0, ou seja, h(x;) — 0 quando z; — 0, mostrando assim
que h é também continua em x = 0. Concluindo assim a continuidade da aplicagao h.

Temos que a aplicagao h é inversivel, cuja inversa é dada por:

—Arp(z)p,—1( ,Brp(z)
h_l(l‘) — {6 hO (6 (I)), x7é0

0, xr=0"

De fato, em virtude de 75(e?x) = 15(x) — t e ho(e™@z) € Sp assuma que
75(e BTN by (eATA @) 1) = 75(ho(e™ P z)) + T4 () = Ta().
Entao,

(htoh)(z) = h7'(h(x))
— hfl(efBrA(x)hO(eArA(x)<x))
= e AT P ho(ATA @) o1 Bra(emPTA o (eATAW @) (o~ Bra@) p (oATAR) (1))

_ e—ATA (z) hal (6BTA(J:)€’BTA(JJ) ho(eATA(m)l,))

=
Note que em virtude de 74(e4'z) = 74(x) — t e hy 1(e2@x) € S4 podemos assumir
(e AT (B ) = 1y (g () + () = ().
Entao,

(hoh™)(z) = h(h™'(x))
_ h(e—ATB((IJ)hal(eBTB($)(x))

e*BTA (e’ATB(Z)hEI(eBTB@) (x))ho(eATA (e’ATB(I)hgl(eB"'B@)(:p)) (efATB (z) hal (eBTB (z) <$>>

G*BTB () ho(eATB (x)e’ATB(x) hal (eBTB (x)x))

= I.

Portanto, temos que de fato h ¢ um homeomorfismo, e consequentemente apds nossa

construgao mostramos que A e B sao topologicamente conjugados.
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Observagao 5.33 Temos a sequinte interpretacao geométrica da igualdade da equagao

(5.7), Ta(ez) = 74(x) — t usada no teorema 5.32.

E'A T‘T; (x) T

Figure 5.2: 74(ex) = 74(x) — ¢

A%, que o ponto ez estd na mesma e-trajetoria de x, e mais, que

Veja que v = e
eAma@) g também estd na mesma e-trajetoria de x. Tendo em vista que partindo do ponto
x precisamos do tempo t para chegarmos ao ponto ez, e de modo semelhante, partindo

Ata(z)

do ponto x precisamos do tempo T4(x) para chegarmos ao ponto e T, Seque que

At

Ta(z) =t + T(eMz) = Ta(eMa) = T4(x) — 1.

De modo andlogo, verificamos que Tg(ePlx) = 15(x) — t.

Corolario 5.34 Sejam A, B € gl(d,R). Se todos os autovalores de A e de B possuem

At

parte real positiva, entio os fluzos et e eBt também sdo topologicamente conjugados.

Demonstragao:
Com efeito, visto que todos os autovalores de —A e — B possuem partes reais negativas,

logo pelo teorema 5.32 segue que

—A(-t)

sao topologicamente conjugados. Portanto,
At Bt

(& e e

sao topologicamente conjugados.
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Exemplo 5.35 Sejam

-2 3 -5 =2
A= e B=
-3 -2 2 =5
As matrizes A e B possuem respectivamente j1; = —2—3i e g = —2+43i, 1 = —5—2i

e —b5 4+ 2i como seus autovalores. Como ambos os autovalores de A e B possuem partes

At

reais negativas, podemos concluir que os fluzos et e eB! sio topologicamente conjugados.

Formularemos a seguir, o teorema mais importante desta secao.

Teorema 5.36 Se A e B sdo matrizes hiperbdlicas, entao os fluros lineares associados

‘ D eV R? sa logi wal logi -
respectivamente ® e W em sao topologicamente equivalentes (e topologicamente con
Jugados) se, e somente se, as dimensoes dos subespagos estdveis (e consequentemente as

dimensodes dos subespagos instdveis) de A e B coincidem.

Demonstracao:
Se A e B sao matrizes hiperbolicas, entao A e B nao possuem autovalores sobre o
eixo imaginario, ou seja, nao possuem autovalores cuja parte real seja nula. Desta forma

podemos decompor R? do seguinte modo:
RI=L,®L, e Ri=Lz® L},

no qual L e L denotam respectivamente os subespagos estaveis e instéaveis de A, e Ly
e L} denotam respectivamente os subespagcos estdveis e instéveis de B. Represente as

projecoes naturais por:

R — L

— + -
Tp=2,Dxy —> T4,
i RY — LY
Ta=z, Pl — x},
_Rd L_

7B * » Lp

— + -
rp=xpPbr5 — ITp,
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+ . od +
g RY — L}

rp=1p® s — k.

— + ~ . . — _l’_ ~ . .
Os subespacos L e L7 sao invariantes por A, e os subespagos L e L}, sao invariantes

por B. Tome as seguintes equacoes diferenciais lineares:
x':A|LXx e x':A|LZx (5.10)

i':B|L§x e x':B|L§x. (5.11)

Perceba que as solugoes de # = Ax podem ser escritas de forma tnica como a soma
direta das solugdes das equagoes (5.10), e que as solugoes de & = Bx podem ser escritas
de forma tunica como a soma direta das solugoes das equagoes (5.11).

Por hipoétese temos que os subespagos estaveis e instaveis possuirem a mesma di-
mensao, pelo teorema 5.32 existem as equivaléncias topologicas h™ e h't, ou seja, os

homeomorfismos
h™: L, — Lgtal que h™(eMz) = e™®Dh~(z), no qual z € Ly;

ht L — L} tal que bt (etz) = e=®Oht(z), no qual = € LT,

em que 7, : R — R é uma aplicacao continua.
Portanto, estabelecemos uma equivaléncia topologica h : R¢ — R%, de e e P, do

seguinte modo:
h(z) = h™(my(x)) + b (w3 (2)).

Temos que h é bijetora, onde sua inversa h~! : R — R? ¢ dada por:

W (x) = (h7) " H(mp () + () (5 ().
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De fato, tomando z = z; & z7}, segue que

h~t o h(z)

e, tomando x =

hoh™(z) =

Deste modo,

= (h7) N mp(h () + K (@) + (BF) TN (mj (A () + hF (2h)))
= (A7) (h(23)) + (B) 7 (W (2)))
= x, B}

- +
rgp ® xg, segue que

h((h™)Hmp (@) + (B7) " Hmp (@)

h((h7) " (mp(ap @ 2F)) + (W)~ (15 (25 ® 2)))

h((h™) " (@p) + (h*) " (25))

h (3 ((h7) " (ap) + (BF) (@) + R (m i ()" (@p) + (A7) (@h)))
W= ()" (@) + () (2))

Ty D}

x.

h e h™ sao continuas, visto que h=, h*, (h™)~! e (hT)~! sdo aplicagoes

continuas, e soma de aplicagoes continuas é continua. De onde chegamos que de fato h é

um homeomorfismo.
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De mais a mais, tendo x = x, @z, a aplicagdo h satisfaz a condigao de equivaléncia.

M) = b (mp(etx)) + b (g (')

“(my(eM @y @ a))) + h (i (e (2 @ 7))
(mh(eMay @ eMah)) + ht (7] (eMay @ eMal))

“(eMay) + bt (eMa))

= PHOp (27) 4+ PORY (1)

= PPOR (m (o) © 7)) + P ORT (] (a) © o))

= PO (n5(2)) + P=OnT (1] (2))

= PO (n7(2) + b (x5 (x)))

= B=Op(g).

De forma reciproca, suponha que os fluxos lineares ® e ¥ em R?. Temos por hipotese
que existe um homeomorfismo A : R — R? de modo que h(ez) = eP'h(x), ou melhor
reescrevendo

h:L;®L, — Ly ® L}
de forma que
h(e(zy @ 23)) = e"'h(ay & o),

uma vez que as matrizes A e B sao hiperbdlicas.

Devido ainda ao fato de as matrizes A e B serem hiperbolicas, a mesma é por sua vez
inversivel. Para toda matriz inversivel o tinico ponto fixo associado ao sistema dinamico é
0 0. Como a aplicagao conjugacao leva ponto fixo em ponto fixo, temos aqui que h(0) = 0.

Admita x; € L . Assim, quando t — 400 temos que

At~
e o, — 0.

Prontamente,

: At — _ : Bt —\ __ 1imtﬁ+oo Bt - _
tl}inoo h(e™xy) = t£+mooe h(z;) =e h(xz;) =0,

implicando assim que h(z,) € Ly, isto é, h(L,) C L.
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Suponha que xy € L} . Assim, quando ¢ — —o0 temos que

ezl — 0.

Prontamente,

: At 4\ _ 1o OBty oo\ o lime, oo Bty Y
1tgr_nooh(e a:A)—tEr_nooe h(z}) =e h(z}) =0,

implicando assim que h(z}) € L, isto é, h(L}) C L}.
Nosso objetivo final é mostrar que os subespagos estaveis (e instaveis) possuem a
mesma dimensao.
Sejam h; e hy as restrigoes de h respectivamente em relagao aos subespagos LY e L7,
ou seja,
hi=h|,-: Ly — Lg;
hy = h|L; LY — L},
Adote 5 € L. Tendo em vista a sobrejetividade de h, existe z; @z}, € L, & L} de

B

modo que h(z, ® ) = x5. Porém, veja que eP'h(z, & x) = ePlay, e

lim eP'h(z; ®2%) = lim ePla2n =0
t——+oo ( A A) t——+o0 B ’

em outras palavras,
eBih(zy @ k) = hler ] @ eMay).
Observa-se que
lim h(ez} @eta))=0= 2} =0,

t——+o0

uma vez que etz — 0 e ezl — 400, quando t — +00.

Portanto, para todo 2z € Ly 3 z, € L, de modo que hy(z,) = hi(z; +0) = 5,

isto é, hy é sobrejetora. Ademais, h; também é injetora, uma vez que
hl(ZL‘l) = h1<l’2) — hl(l'l + 0) = hQ(ZEQ + O) — h(fEl + O) = h(l’Q + 0) — 1 = T9.

Concluindo assim, que h; é bijetora.
De forma analoga, mostra-se que hy € sobrejetora.
A vista disso, temos que as dimensoes dos subespagos estaveis e instaveis de A e B

coincidem.
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Exemplo 5.37 Sejam

-3 4 0 O -5 4 0 O

-4 -3 0 O -4 -5 0 0
A - [ B =

0 0 4 -2 0 0 9 -1

0 0 2 4 0O 0 1 9

Perceba que a matriz A possui autovalores
= —3+4i, po=—-3—-41, us=4—21 wpy =4+ 21,
e que a matriz B possui autovalores
yi=—-0—4i, o =-H+4, \3=9—-1ev =9+

Visto que todos os autovalores, tanto de A, quanto de B possuem parte real nao nula,

temos por consequéncia que as matrizes A e B sao hiperbolicas. Além do mais,
Ly=L(-3)=2, Ly =L4)=2, Ly=L(-5)=2e L} = L(9) = 2.

A wista disso, as dimensoes dos subespacgos estdveis e instdveis das matrizes A e B
coincidem, logo, pelo teorema 5.36, os fluros et e eBt associados respectivamente aos

sistemas lineares © = Ax e £ = Bx sao topologicamente conjugados.

5.3 Conjugacao e Equivaléncia de Fluxos Lineares no

Espaco Euclidiano em Tempo Discreto

Temos por objetivo nesta segao definir formalmente os sistemas dindmicos em tempo
discreto, e entao classifica-los de acordo com as classes de conjugagao dos sistemas dinami-

cos gerados por equagoes diferencias lineares autonomas da forma z(,41) = Ax,, com

A € Gl(d,R).

Definicao 5.38 Um sistema dindmico continuo em tempo discreto sobre o conjunto da

tempo 7, e com espago estado X sendo um espago métrico, € definido como uma aplica¢ao
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continua

D:Zx X — X,

satisfazendo as sequintes propriedades:
1. ®(0,x) = x para todo x € X,

2. (m+n,z) = ®(m,P(n,x)) para todo m,n € Z e todo x € X.

Definigao 5.39 Para cada x € X, o conjunto ®(n,z) :n € Z é chamado de orbita do

sistema através do ponto x.

Para cada n € Z, a aplicagao tempo ¢é definida como ¢, = ®(n,-) : X — X. Para
esta nova aplicagao, conseguimos reescrever as propriedades 1 e 2 acima do seguinte

modo:
1. @9 = idx (aplicacdo identidade de X);
2. Omin = ©m O @y, para todo m,n € Z.

Como consequéncia imediata da definigao, percebemos que os sistemas dinamicos em

tempo discreto sao completamente determinados por sua aplicagao tempo.

Proposicao 5.40 Para cada n € Z, a aplicagao tempo ¢, € dada por ¢, = (¢1)". Em
particular, cada aplicagdo tempo-n @, tem uma inversa (p,) ' = p_,, e o : X — X
€ um homeomorfismo. Um sistema dindmico em tempo discreto € um grupo com respeito

({pn :n € Z},0), com o denotando composi¢ao de aplicagoes satisfazendo os aziomas, e
0:(Z,4+) — ({pn:n €L}, o),

definida por p(n) = ¢, € um homeomorfismo de grupos.

Demonstragao:

De fato,
on=o(n,): X — X

para todo n é um grupo.
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. Satisfaz a propriedade do fecho, visto que Vm,n € Z, segue por definicao que

©m © Pn = Pm+n-

. Satisfaz a propriedade associativa, visto que para todo Ym,n,p € Z, segue

(@m © @n) CYp = (me+n) o Yp = (@erner) = Pm © <§0n+p> = Pm O (Qpn © Sop)-

. Satisfaz a existéncia do elemento neutro, visto que para todo n € Z
¥00C ¥Pn = Potn = Pn €

©n © Yo = Pnt+o = Pn-
Satisfaz a existéncia do elemento simétrico, uma vez que para todo n € 7Z, existe

—n € Z de modo que
Pn O P_n = Pnt(—n) = Po, €
P—-n © Pn = Lnin = Po-
Portanto, temos que ({y, : n € Z},0) é um grupo.
Vejamos que é um homeomorfismo de grupos.
Com efeito,
T2 (Z7+) — ({Qon ‘n GZ}’O)
no— p(n) =,

¢ um homeomorfismo de grupo, pois para todo m,n € Z, devemos ter p(m-+n) = @00,

por defini¢ao. Desta forma temos para todo r € X

Pm O P = P © P = Pg = 1d.

Ou seja, hé inversa e a mesma ¢é continua.
Portanto, é de fato um homeomorfismo de grupos.

|

A proposicao 5.40 nos garante que todo homeomorfismo f define um sistema dinamico
continuo em tempo discreto por ¢, : f",n € Z. Em particular, é valido para f dado por

uma matriz A € GIl(d,R).
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Uma das principais diferencgas entre o caso continuo e o caso discreto, vem do fato de
que ao contrario de e??, a matriz A pode ndo ser inversivel, ou de forma equivalente, 0
pode ser um autovalor de A. Neste caso, obtém-se uma aplicagao

$:NyxR? — R4
(n,z) — @&(n,z)=A"x,
a qual podemos ver facilmente que o segundo argumento é linear e satisfaz a propriedade
2 apenas para m,n > 0. Para o caso em que A é inversivel, a aplicagdo @ pode ser
estendida para @ : Z x R? — R?.

Por tal motivo e tendo em mente o teorema principal desta se¢ao, consideraremos a

partir deste momento apensas A € Gl(d,R).

Sejam

DU :ZxX — X

sistemas dinamicos gerados pelos homeomorfismos
[g: X — X,

respectivamente. Recorde que esses sistemas (e também f e g) sdo ditos serem topologi-

camente conjugados se existir um homeomorfismo
h:X — X tal que para todon € Z e todo x € X

h®(n, x)) = W(n, (h(z)))-

Ou seja, temos que dois sistemas dinamicos ¢4 e 5 em tempo discreto, gerados pelas
matrizes A, B € GI(d,R), respectivamente, sdo topologicamente conjugados se existe um
homeomorfismo

h:R* — R?
tal que para todo n € Z e para todo € R? tem-se
h(Az) = B(h(x)).

Enunciaremos a seguir uma proposic¢ao a fim de introduzir o conceito de norma adap-

tada para sistemas dindmicos em tempo discreto.
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Proposicao 5.41 Para x,.1 = Ax,, com A € GI(d,R), as sequintes propriedades sio

equivalentes.

1. Eziste uma norma || - ||4 em R?, chamada de norma adaptada, tal que para algum

0 <a <1, para todo x € R e para todo n > 0,

[A"]la < a"[z][a-

2. Para toda norma || - || em R?, existem 0 < a < 1, e ¢ > 0, tal que para todo v € R?
e para todo n > 0,

la"z| < c-a®[|z].

3. Para todo autovalor p de A, tem-se

|l < 1.

Demonstragao:
(1) = (2) Em R? duas normas quaisquer sdo equivalentes. Entao dadas em R? duas

normas ||z|| e ||z]|4, as mesmas sdo equivalentes se existem ¢; > 0 e ¢ > 0 satisfazendo
allzl < lzla < cof ]

para todo € RY. Temos assim para n > 0

1 1 C2

[A"z]| < —[|A"2]la < —a"||z][, < = - a"|[]]

C1 C1 C1

Tomando ¢ = @, temos pela desigualdade desenvolvida anteriormente que
&1
[A ]| < c-a”[|].

Provando assim a implicagao.
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(2) = (3) Como a € (max |p|,1) temos a implicancia da estabilidade assintética, e
assim sendo, é equivalente.
(2) = (1) Tome b € (a,1). Entéo por hipotese segue que para todo n > 0

n n a " ‘2
|4 < - atflall = e () 5"

Qa n
Logo, existe um ny € N de modo que ¢ (Z) < 1 para todo n > ng, e portanto

[A"z]] < 0"[|]].

O
Enfatizaremos aqui algumas defini¢oes, inclusive a de norma adaptada antes de enun-

ciar e demonstrar o teorema principal desta secao.

Definicao 5.42 Seja X um espaco topologico, e x,y € X. Um caminho em X ligando

x ay € uma aplicacao continua
fila,b CR— X

de modo que f(a) =x e f(b) =y. Dizemos que X € conexo por caminhos se todo par de

pontos de X pode ser ligado por um caminho em X.

Definicao 5.43 Dados X um espacgo topoldgico, e x,y € X, defina a sequinte relagcao de
equivaléncia:

T~y < existe um caminho em X ligando x ay.
As classes de equivaléncia sequndo ~. sao chamadas de componentes conexras por cam-

inhos de X.

Observagao 5.44 Embora tenhamos definido componente conexa por caminhos para es-
pacos topoldgicos, tenha em mente que para o principal resultado desta segao iremos
considerar o caminho em Gl(d,R), onde os caminhos serdao dados via transformagao de

matrizes.

Recordemos a definicao de norma adaptada.
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Definigao 5.45 Para x,,, = Az, com A € GI(d,R), existe uma norma || - |4 em R?
chamada de norma adaptada para A, tal que para algum 0 < a < 1, para todo x € R?, e
para todo n > 0, tem-se

[A"z][a < a"|[z]|a.

Definigao 5.46 A matriz A € GI(d,R) que satisfaz a condigio de norma adaptada, ou

equivalentemente, |u| < 1 para todos os autovalores de A, é denominada contragao linear.

Teorema 5.47 (Ponto fizo para contragao) Seja A : R" — R"™ uma contragdao
linear, entao A possui um unico ponto fixo. E mais, sob a acao de iteragoes de A, todos

0s pontos convergem com velocidade exponencial.

Definigao 5.48 A matriz A € GI(d,R) que satisfaz a condi¢io |u| > 1 para todos os
autovalores de A, € denominada expansao linear. Consequentemente, todos os autovalores

de A™' possuem mddulos menores que 1.
Definigao 5.49 Em termos da norma padrao, uma n-esfera é definida do sequinte modo:
S"=gz e R 2| =1,
enquanto que uma n-esfera de raio r € definida como:
S"(r)y =z € R"™ : ||z|| =r.

Defini¢ao 5.50 Um anel em R™ € a regido entre duas esferas S™~* concéntricas de raios

distintos.
Definicao 5.51 Seja

G:V — U

r — G(x)
uma aplica¢ao afim em x. Logo, para todo x,y € V', e para a € [0, 1], seque que
Glaz + (1 - a)y) = aG(x) + (1 - a)G(y).
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Teorema 5.52 Sejam A, B € GIl(d,R) contragées lineares em uma mesma componente
conexa por caminho do conjunto de contragoes lineares, ou seja, encontramos contracoes
lineares Ay, t € [0,1], dependendo continuamente de t, com Ag = B e Ay = A. Entao os

sistemas dindmicos gerados por ® 4 e ®p sao topologicamente conjugados.

Demonstragao:

Seja Ay, t € [0, 1], a curva em GI(d,R) ligando A e B, de modo que Ay = Be A; = A.
Considerando as normas adaptadas ||-||4 € ||-|| s correspondentes a A e B respectivamente,
vamos construir um disco e uma esfera, tanto para a contracao A, quanto para a contracao
B.

Dy:={zeR*:|z]|la<1l} Sa:={zeR’:|zlla=1},
Dp = {:U cR?: ||z||p < 1} Sp = {;E cR%: ||z||p = 1}.
Definamos para A e B os seguintes anéis

Fa:=cl(Ds\ AD4) e Fp:=cl(Dg\ BDp)

como sendo os respectivos dominios fundamentais associados aos sistemas dindmicos.
Ou seja, existe um tnico tempo ja € Z onde A’4x € Fy, de forma semelhante para Fpg.
Verifiquemos entao, que de fato isto ocorre.

Com efeito, por definicao de norma adaptada, e tendo em vista que A é uma contracao,
se ||z|la > 1, entdo existe j € N, de modo que [[A71x|[4 > 1 e [|[A||4 < 1 visto que
A é contracao, desta forma, pela propria definicio do anel temos que Alz € Fy =
cl(Dg \ AD4). Note que devido ao fato de A ser contragao, nao existe [ > j € N de
forma que Alx € Fy.

Perceba que a fronteira externa de Fy é S (esfera em A de raio 1), enquanto que a

fronteira interna é ASy, isto é, a contragao de S4. O mesmo ¢é verificado para a contragao

B.

Sa

Figure 5.3: Fronteiras externa e interna de Flj.
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Vamos construir uma conjugagao (homeomorfismo)
ho : F4 — Fp onde ho(Ax) = Bho(z),z € Fja,

para que posteriormente possamos estender para todo o espaco estado R?.

A ideia de hg é levar a fronteira externa de Iy na fronteira externa de Fz, e de modo
semelhante, levar a fronteira interna de F4 na fronteira interna de Fg. Para o caso das
fronteiras externas hg serd a projecao radial de S4 em Sp.

Para o caso de fronteira interna a construgao serda um pouco mais complexa, porém
significativa para o contexto de conjugacao.

Antes de prosseguir, e embora ja explicado anteriormente iremos reforcar como se da
cada fronteira.

OcatF'a = Sa € OmiFa = ASa,
OctF'p = Sp ¢ 0yuFp = BSp.

Enfatizado assim tais notagoes, conseguirmos prosseguir. Tomando x € 0; Fa =

A7z € AN 0y Fa) = A7 (ADewt Fa) = Dot Fa. Feito isto, projetaremos de forma radial

o A7 'z, e este caird em 0.+ Fp = Sp. A este elemento apliquemos B, e por sua vez caira

em O;, Fg, visto que B(0ert F'5) = Oini F.

e lial projecao radial
projecéao radia

Figure 5.4: Construcao de hy.

Portanto, fica facil ver que hy se torna uma conjugacao. E mais ainda, essa construgao

separa a componente radial, da componente angular em S9!,
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Seja S9! a esfera em R? cujo raio é igual a 1 na norma candnica, uma vez que para
as normas || - ||a e || - || 0 raio ndo precisa necessariamente ser igual a 1.

Defina por h, a aplicagao do cilindro [0,1] x S?* no anel Fy, e de forma anloga,
defina por hp a aplicagao do cilindro [0, 1] x S%~! no anel Fp.

Prosseguindo, defina H : [0,1] x S471 — [0, 1] x S971. Vejamos o diagrama seguinte:

] g ha
[0,1] % S P
1] §'
Fa

H

Iy
| 5 ki
" ]: —
0 st

Figure 5.5: Diagrama explicativo das aplicagoes hy, hp e H.

Note que H foi definida usando o caminho de B ate A. Neste momento, os valores
de t sao preservados, a modo que para os valores S?! usamos A;A~!. Devido ao fato de
Ay = B e Ay = A, temos que o ponto (0,z) € [0,1] x S & levado em (0, 4gA™'z) =
(0, BA™'z), e o ponto (1,z) € [0,1] x St & levado em (1, AA™') = (1,z). De forma
consequente, conseguimos perceber que H |y, g1 = Id.

Sendo mais rigorosos, defina as aplicagoes 74 e h4 do seguinte modo:
74:[0,1] x S — R, e hy:[0,1] x ST — Fy.

por

hA(tVT) = TA(tv J}) © T,

onde 74 é uma aplicacao a fim em ¢, dada por
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Ta(l2) = ||z

1
74(0,2) = A2l

Perceba que ||z||4 com z € S ! ndo é necessariamente 1.
Note como hy se comporta nos pontos (1,z) e (0,z), em que o primeiro encontra-se

no topo do cilindro, e o segundo na base do mesmo.

i € SA = aextFAa

hA(lax) = TA(L:C) "=
[ 4

hA(va) = TA(07w>'$
= z-[[A72||a

= AA'z||A 2|4
—1
- A( Az )eASA

A~ ]| 4
= A(ae:ctFA)

= OimFa.

Ou seja, percebemos que ha(1,x) leva os pontos do topo do cilindro na 0. Fa, en-
quanto que h4(0,z) leva os ponto da base do cilindro na 0, Fs.

Tendo a aplica¢do como caracteristica 74 ser afim ¢, para t € [0, 1] segue que

Ta(t,z) = Talt-14+(1—1)-0,2)

= t- TA(LCL’) + (1 — t)TA(O,SL’)
t n 1—1
lzlla 1A 2 ]a

Prosseguindo, desta forma, para y € Sq e z = somos capazes de definir neste

y
1Ayl

momento a aplicacao h4 nos pontos nao pertencentes a base e ao topo do cilindro. Segue
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entao que

hal0,0) = ha (0,755

[

A

[ Ayl
llylla

[ Ay]|

Ay - [ Ay||
[ Ay[l - 1yl a
Ay

[yl

= Ay €S54.

Definimos a aplicagao h;' da seguinte forma:

ht(Ay) = (0, Hfl—z!l) .

Perceba que h é uma bijecao.

Com efeito,

_ A
ha oy (Ay) = ha (0’ I\Az|\>

= Ay.
e também

hy'oh(z) = hy'(Ay)
Ay

| Ayl

= x.
De modo analogo, definimos as seguintes aplicagoes 75 € hg do seguinte modo:
5 :[0,1] x S™!' — R, e hp:[0,1] x St — Fp.
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por

hB(t,ZE) = TB(t,J7> ",

onde 75 é uma aplicagao a fim em ¢, dada por

75(1,7) = ||z||5'

1
m(0,2) = 1B,

Assim, podemos obter

Bzx Bzx Bzx T
hB (0, ) = (S hB <1, > = .
| B|| [E4F | B|| 2|5

Neste momento, usaremos o caminho A; que liga a matriz B na matriz A, com Ay = B

e Ay = A, com o intuito de construir uma aplicacao
H:[0,1] x St —[0,1] x S**

de modo que o raio seja preservado, e o angulo em S%! varie continuamente.

Definamos entao
AtAill' )
H(t,z):=(t —“— ",
)= (o iy

e assim, para x € S%! segue que
H(l,z) = (1,z)vistoque A; =Ae|z| =1,

BA 11
HO.2) = (0’ ||BA—1x||) ‘

Az Bx
H (0—) _ (0—) |
| Az | B||

Com isto posto, podemos definir rigorosamente a aplicagao

Portanto,

hoiFA—>FB, onde hoiIhBOHthl.

Note que claramente a aplicagao hg é injetora, uma vez que é composicao de aplicagoes

injetoras. E mais, hg é uma conjugagao, ou seja, Bhy(z) = ho(Ax).
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De fato, tomemos = € F)y, o que por sua vez implica que Ax € Fy, e em particular

x € S4. Conseguimos entao assim, a seguinte igualdade:

Bho(x) = hgoHohy' ()

= hpoHo (1, i)
(|

Bzx

15

Calculemos
ho(Az) = hpo Hohy'(Ax)
Ay )
= hgoHo <0, —
7 [Ay]

Bzx
- oike)
| Bz||
Bzx

]l

= Bho(x).

Ficando assim provada a conjugacao de ho(Az) = Bhy(0).
Feito todo este processo, nosso objetivo é estender hy para todo o R? por meio de

uma conjugacao h. Definamos entao h da seguinte forma:

h:R? — R4,
onde para j(z) € N,
h(0) :=0 para x =0,
h(x) := B7i®)ho(A1®) (2)) para x # 0.

Note que aqui j(x) € N é definido com o intuito de satisfazer A7®)z € Fy.
Analisemos os dois casos abaixo a priore.
Se Alx € Frpe A w € Fy = ho(A7z) = B’ (ho(z)) e ho(A"'2) = BT (ho(z)) .

N N
* kK

Em relacdo a igualdade (*x) conseguimos construir
B ho(ATx) = hy(x), (5.12)
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enquanto que pela igualdade (x) construimos que
ho(l’) = Bijho(AjI). (513)
Juntando (5.12) e (5.13) temos:

B hg(AT2) = Bhg(Alx)
— BB 'Bhy(A'x)
— B 'Bhy(Alz).

Portanto, se j e j+ 1 sao tais que Az € Fy e A7"x € F4, implica que B~ ho(Alx) =
B~U+Dho(A7 1 2). Tendo em vista que A e B sdo contraces, temos que se j e j-+I sdo tais
que Alx € Fy e AVtly € Fy, teremos que Ay, A2 ... AIt-1x ¢ F,. Entao temos
que se j e j+1 sdo tais que Alx € Fy e Aty € Fy = B7ho(Alz) = B~U+Dhy(AT* ).

Assim, temos que a aplicacao h estd bem definida.

Verifiquemos se h é continua em todo R?. Da forma pela a qual construimos h, a
mesma ¢ claramente continua em R?\ 0, restando-nos assim, mostrar que h também é
continua em 0.

Perceba que se * — —00 = j(r,) — —oo. Como B~! ¢ uma expansio linear
e ||ho(A7@)z,)||5 < 1 devido ao fato de A1)z, € Fy = ho(A'@)z,) € Fg, e como
|z|lz < 1 para z € Fg = ho(A’@)z,,) é uma sequéncia limitada.

E mais, temos que h(z,) = B7@)ho(A7@)g,) — 0, dado que h(z,) é produto de
uma sequéncia contrativa (B~7()) convergindo para zero, uma vez que j(x,) — —00,
aplicado em algo que é limitado. Assim, segue que h(x,) — 0.

De modo anélogo, trocando A por B temos que h~! também ¢ continua.

Em sintese, provamos que de fato h é uma aplicacao continua, concluindo assim, a

demonstracao do nosso teorema.
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5.4 Classificacao de Sistemas Dinadmicos no caso de
grupos de Lie Nilpotentes

Nesta ultima se¢ao estudamos alguns resultados do artigo [KRS|. A saber, estudamos
a classificacao de sistemas continuos, com abordagem semelhante & usada nas secoes
anteriores, mas com o espaco estado sendo grupos de Lie de matrizes nilpotentes no lugar
do espagos euclidianos. Ou seja, estudamos conjugacao topolégica de fluxos em grupos
de Lie (de matrizes) nilpotentes usando o método do dominio fundamental. Mostramos
que em grupos de Lie nilpotentes (e abelianos) simplesmente conexos quaisquer dois
fluxos sao topologicamente conjugados. Veremos que o dominio fundamental aqui sera
um hiperplano no lugar de uma esfera e um anel, usados nos Teoremas 5.36 e 5.52
respectivamente.

Comegamos tomando uma variedade diferenciavel M e denotando por X(M) o espago
vetorial de todos os campos diferenciaveis em M. Seja também X, Xy € X(M) campos
vetoriais completos e ®; e $, seus fluxos associados.

No caso de grupos de Lie, consideraremos campos vetoriais invariantes a esquerda.
Ou melhor, estudaremos aqueles que sao dados por combinagoes de fluxos originados da
exponencial de elementos da algebra de Lie (correspondente ao grupo de Lie).

Agora mostraremos que a existéncia de dominios fundamentais homeomorfos nos
garante conjugacao topologica num contexto bem geral. Note que a demonstracao é

uma generaliza¢cao da demonstracoes dos Teoremas 5.36 e 5.52.

Teorema 5.53 Sejam ®;, i = 1,2 fluros em um espaco topologico M com dominios
fundamentais (Z;,1;), i = 1,2. Suponha que Zy é homeomorfo d Zy. Entio ®1 e o sao

topologicamente conjugados.

Demonstracao: Defina h : M — M por h(z) := Oo(—71(2), ho(P1(71(x),2))), onde
ho : Zy — Z5 ¢ um homeomorfismo. Provaremos que h é uma conjugacao topologica.
Primeiro provaremos a propriedade de conjugar. Para isso note que se x € M, t € R,

e s =T1(d(t,z)), entdo Py(s, P1(t,x)) = P1(s + t,z) € Z;. Isso implica s +t = 7 (z),
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assim s = 7 (P (¢, z)) = 7 (x) — t. Com isso podemos provar a conjugagao, de fato

h®@i(t ) = Po(—71(P1(t, 7)), ho(P1 (T (P1(E, 7)), Pu(2,7))))

(=
2(t = 71(x), ho(P1(11(2) — 1, By (2, 7))))
(
(,

I
KA

I
<2

2(t = 11(), ho(P1(71(2), 7))
= Oy(t, Po(=71(2), ho(P1(7a(), 7)) = Po(t, h(x)).

Veremos a propriedade de homeomorfismo. Para ver que h é injetora, suponha que

h(z1) = h(zy). Tome 7 := (7). Nesse caso
h(®: (7, 1)) = (7, (1)) = Bo(r, h(ws)) = h(Dy (7, 72)).
Assim
h(® (7, 21)) = h(®y (7, 72)) € Zo, visto que &y (r,21) € Zy e h(Z1) = Zs.

Como h leva apenas Z; em Z,, temos que ®;(7,x2) € Z;. Entédo, pela unicidade 7 =

71(x1) = 11 (22). Usando
ho(®1(7, 21)) = h(P1(7,21)) = h(P1(T, 22)) = ho(P1(T, 22))
e sabendo que hyé injetora, temos
Oy (7,21) = D1(7, 22), therefore z1 = xs.

Para mostrar que h é sobrejetora, tome y € M. Entao ®o(m2(y),y) € Z. Assim, existe
z € Zy tal que ho(z) = Po(12(y),y). Seja x := ®1(—72(y),z). Usando o fato que
71(x) = 72(y), nao é dificil provar que h(z) = y.

Além disso note que h é continua por ser composicao de fungoes continuas. Por fim,

trocando a posicao de ®; e ®, vemos que h~! também é continua O

Sejam M e P espacgos topologicos e m : M x P — M a projecao canonica. Se ®
¢ um fluxo em M x P, o qual é semiconjugado ao fluxo ® em M via a aplicacao T,
entdo o domfnio fundamental de ® pode ser levantado a um dominio fundamental de ®.

Implicando no seguinte resultado:
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Corolario 5.54 Sejam M e P espagos topoldgicos e : M x P — M a projegcdo candnica.
Assume que Cf)l e &)2 sao fluxos em M, e &1 e Oy fluros em M X P da que o diagrama
dado por ®;(t,-) : M x P — M x P, : M x P — M e ®;(t,-) : M — M, commuta para
cada t € R. Suponha que existam dominios fundamentais (Wi,ﬁ) para 0s fluxos &)l tal

que Wl é homeomorfo d Wg. Entao @, € topologicamente conjugado d P,.

Demonstracgao: Denote por h: W; — W5 0 homeomorfismo entre os dominios funda-

mentais e seja W, := W_l(/MZ), i = 1,2. Entao define
h:Wy = Wy, h(z,y):= (E(x),y) )

E claro que h é um homeomorfismo. Defina 7, : M x P — R por 7; := T, 0om, i = 1,2.

Assim

it (w.y) €W, & w(Dilt, (z,y))) € W,

—~

<~ Ef%(t,l’) < Wl

& t=7(r) =7(r(x,y)) =1z, y).

Isso prova que (W;, ;) ¢ um dominio fundamental para ®;, como queriamos provar. O

5.4.1 Caso nilpotente

Comecamos recordando alguns fatos e notacoes de 4lgebras e grupos de Lie necessarios
para esta segdo. Para mais detalhes ver o livro [SM].

Denote por G um grupo de Lie conexo e nao compacto e seja g sua algebra de Lie, i.e.,
o espago tangente a G no elemento identidade e € G, T.G. Recorde que se considerarmos
o conjunto X%(G) dos campos vetoriais invariantes 4 direita em G com o colchete de Lie
dos campos vetoriais, entdao X4(G) pode ser identificado com T,G.

Considere um campo vetorial invariante a direita X em G e seja ®, seu fluxo, ou seja,
a solugao da equagao diferencial § = X (g). Entdo X é um campo vetorial completo,
i.e., todas solugoes ®,(g) se estendem para todo ¢t € R. A partir destas trajetorias nos
definimos a aplicagdo exponencial exp(tX) = ®,(e) e obtemos que exp : g — G é um

difeomorfismo entre uma vizinhanga 0 € g e uma vizinhanga de e € G.
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Seja N um grupo de Lie nilpotente simplesmente conexo. Na se¢ao 10.2 de [SM] é
mostrado que N é isomorfo & sua élgebra de Lie n, via aplicagao exponencial, considerando
n com o produto de Campbell-Hausdorff. Os primeiros termos deste produto sao dados
da seguinte forma, tome X,Y € n, entao o produto de Campbell-Hausdorff de X com Y
é

X*Y=X+Y +Ry+ R+ -+ Ry,
onde R; ¢ dado pelos colchetes X, Y e R; € nfonde 0 =nff' Ccnf C..-cn?Cnéa
série central descendente de n.

Identificando N com (n,*) via exponencial, o fluxo ®(¢, X) associado & A € n pas-
sando por um ponto X € n é a aplicagao ®(¢t,X) =tA* X, ondet € Re X € n.

No resultado a seguir, vamos mostrar que se A € n é nao nulo entao existe um dominio

fundamental em N para o fluxo de A.

Proposicao 5.55 Em um grupo de Lie N nilpotente e simplesmente conexo, cada fluxo
induzido por um elemento nao nulo da correspondente dlgebra de Lie n tem um dominio

fundamental.

Demonstracao:

Tome A € n com A # 0. Vamos mostrar que existe um dominio fundamental em n
de ®(t, X) = tA* X. De fato, tome j um inteiro positivo tal que A € n/ mas A ¢ n/*1.
Considere um hiperplano h de n contendo /™! e tal que A € h. Se X ¢ n,t € Re
sabendo que A € n/ segue que qualquer colchete de tA e X esta contido em n/*™! C h.
Assim, tAx X € h se e somente se tA+ X € h. Como h é um hiperplano que nao contém
A, existe um tnico ¢t € R tal que tA+ X € h. Agora defina 7:n — R por 7(X) =t see
somente se tA+ X € h. Como 7 é continua temos que (h,7) ¢ um dominio fundamental

do fluxo induzido por A. O

Teorema 5.56 Quaisquer dois fluxos em um grupo de Lie nilpotente simplesmente conexo

N induzidos por elementos nao nulos da dlgebra de Lie sao topologicamente conjugados.

Demonstracao: Sejam A e B dois campos de vetores nao nulos em N. Selecionemos

dois dominios fundamentais hy e hg de n que sejam respectivamente transversais aos
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campos A e B. Como hy e hp sdo homeomorfos, na verdade sao isomorfos , entao o

resultado segue do Teorema 5.53. |

Observe que o caso abeliano é consequéncia imediata deste resultado.

Corolario 5.57 Quaisquer dois fluxos em um grupo de Lie abeliano simplesmente conexo

induzidos por elementos nao nulos da dlgebra de Lie sao topologicamente conjugados.

Se o grupo nilpotente nao for simplesmente conexo o resultado acima nao vale, i. e.,
dois fluxos nao sao necessariamente topologicamente conjugados, como vemos no exemplo

abaixo.

Exemplo 5.58 Considere o toro bidimensional T? = R?/Z* e um elemento A = (ay, az)

de sua dlgebra de Lie R%. O correspondente fluxo ¢
ot, X +7*) =tA+ X + 7>

1
Se A = (1,1), entao cada ponto X + Z* € T? € 1-periddico. Se A = (5,5), entao
cada ponto € 2-periodicos, e se A = (1,\/5), nenhum ponto € periodico. Desde que
conjugagao topologica leva orbitas periodicas em orbitas periodicas, preservando o periodo,

fica demonstrado a afirmagao.
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