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Orientador: Prof. Dr. Alexandre José San-
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Resumo

Neste trabalho, apresentaremos resultados relacionados à conjugação e equivalên-

cia topológica para alguns tipos de sistemas dinâmicos. Começaremos com o sistema

dinâmico contínuo em Rn, depois passaremos pelo discreto em Rn e por fim, um tipo

de sistema dinâmico contínuo em um grupo de Lie. Como resultado principal deste

estudo, provaremos que, se A e B são matrizes hiperbólicas, então os fluxos associa-

dos a xn+1 = Axn e xn+1 = Bxn são topologicamente conjugados se, e somente se, os

subespaços estáveis de A e B possuem as mesmas dimensões.

No caso contínuo, o principal resultado mostra que se A,B ∈ gl(d,R) são matrizes

hiperbólicas, então os fluxos de ẋ = Ax e ẏ = Bx são topologicamente conjugados se, e

somente se, os subespaços estáveis de A e B tem as mesmas dimensões.

No caso discreto, provamos que se A,B ∈ gl(d,R) são contrações na mesma compo-

nente conexa do conjunto de contrações, então os fluxos de xk+1 = Axk e de yk+1 = Byk

são topologicamente conjugadas.

Por fim, no contexto de grupos de Lie, mostramos que sistemas dinâmicos contínuos

em um grupo de Lie, nilpotente e simplesmente conexo, dados por campos em sua álge-

bra, tem sempre domínio fundamental, estes os quais são sempre homeomorfos, e assim,

provamos que seus fluxos são sempre topologicamente conjugados.

Palavras-chave: conjugação topológica, matrizes hiperbólicas, equações diferencias

lineares, tempo discreto, expoentes de Lyapunov.
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Abstract

In this work, we will present results related to conjugation and topological equivalence

for some types of dynamical systems. We will star with the continuous dynamical system

in Rn, then we will go through the discrete dynamical system in Rn, and finally, a type

of continuous dynamical in a Lie group. As the main result of this estudy, we will prove

that, if A and B are hyperbolic matrices, then the flows associated with xn+1 = Axn and

xn+1 = Bxn are topologically conjugate, if and only if, the stable subspaces of A and B

have the same dimensions.

In the continuous case, the main result shows that A,B ∈ gl(d,R) are hyperbolic

matrices, then the flows ẋ = Ax e ẏ = Bx are topologically conjugated, if and only if,

the stable subespaces of A and B has the same dimensions.

In the discrete case, we prove that if A,B ∈ gl(d,R) are contractions in the same

connected component of the set of contractions, then the flows of xk+1 = Axk and of

yk+1 = Byk are topologically conjugated.

Finally, in the context of Lie groups, we show that continuous dynamical systems in

a Lie group, nilpotent and simply connected, given by fields in their algebra, always have

fundamental domains, which are always homeomorphic, and thus, we prove that their

flows are always topologically conjugated.

Keywords: topological conjugacy, hyperbolic matrices, linear difference equation,

discrete-time, Lyapunov exponents.
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Introdução

Nesta dissertação nosso objetivo principal é estudar a classificação de sistemas dinâmi-

cos em tempo discreto com espaço estado sendo o Rd. Para isso nós estudamos os resul-

tados semelhantes no caso contínuo. Também estudamos o mesmo tipo de classificação

para sistemas cujo espaço estado são grupos de Lie de matrizes nilpotentes.

Ideias primitivas da teoria de sistemas dinâmicos apareceram no século XVI em tra-

balhos de mecânica celeste. A mecânica clássica, a partir dos trabalhos de Isaac Newton,

deu um grande impulso para a jovem teoria de sistemas dinâmicos. Mas foram nos anos

de 1960 que a teoria de sistemas dinâmcos alcançou a maturidade e expandiu muito com

o advento dos computadores. No entanto, o matemático francês Henri Poincaré é con-

siderado como um dos pais da teoria moderna de sistemas dinâmicos. De fato, foi ele

que introduziu grande parte dos conceitos do estudo qualitativo das equações diferenciais

que permitiram estudar propriedades assintóticas das soluções, estabilidade, periodici-

dade, etc. A partir disso tal teoria alcançou um grande desenvolvimento no mundo e em

especial no Brasil.

Na nossa dissertação estamos interessados em estudar um tipo de classificação para al-

guns casos de sistemas dinâmicos. A saber, a classificação que estamos interessados neste

trabalho é via conjugação topológica e os sistemas que abordaremos serão de três tipos.

Os dois primeiros tipos são os sistemas dinâmicos definidos por sistemas de equações

lineares (ordinárias) a tempo contínuo e a tempo discreto, ambas agindo em espaços eu-

clidianos. E o terceiro tipo será um estudo inicial de sistemas dinâmicos formados por

campos invariantes em grupos de Lie de matrizes nilpotentes. Os dois primeiros tipos

foram estudados basicamente a partir do livro [CK]. Já o terceiro tipo de sistemas foram
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estudados a partir do artigo [KRS]. Para a primeira parte, tem uma referência também

muito interessante pois os autores detalham bastantes a teoria, veja [AR].

Para entender melhor nosso trabalho, considere dois sistemas dinâmicos, ou melhor,

seus fluxos Φ e Ψ nos espaços métricos M e N respectivamene. Num contexto mais

geral, conjugação topológica pretende estabelecer condições nestes fluxos para que exista

um homeomorfismo entre M e N que leva Φ-trajetórias em Ψ-trajetórias, preservando a

parametrização por tempo. Para sistemas de equações diferenciais o resultado principal

estudado nesta dissertação diz que no caso de sistemas hiperbólicos, dois sistemas são

topologicamente conjugados se e somente se as dimensões dos subespaços (do espaço

estado) coincidem. Mais especificamente, considere dois sistemas ẋ = Ax, ẋ = Bx

com A,B ∈ gl(d,R) e x ∈ Rd. Recorde que os fluxos lineares eAtx e eBtx são ditos

topologicamente conjugados se existe um homeomorfismo h : Rd → Rd tal que h(eAtx) =

eBth(x) para todo x ∈ Rd e t ∈ R. Para provar este resultado clássico, a existência de

domínios fundamentais homeomorfos, um para eAtx e outro para eBtx, é essencial para

construir a conjugação h. E neste caso os domínios fundamentais são esferas.

No caso discreto, a abordagem tem certa semelhança com o caso contínuo. Primeiro

note que dois sistemas dinâmicos ΦA e ΦB em tempo discreto, gerados pelas matrizes

A,B ∈ Gl(d,R), respectivamente (xn+1 = Axn e xn+1 = Bxn), são topologicamente

conjugados se existe um homeomorfismo

h : Rd −→ Rd

tal que para todo n ∈ Z e para todo x ∈ Rd tem-se

h(Ax) = B(h(x)).

Mostraremos então o principal teorema desta parte, ou seja, que se A,B ∈ Gl(d,R)

são contrações lineares na mesma componente conexa por caminhos do conjunto das

contrações lineares, então seus correspondentes sistemas discretos são topologicamente

conjugados. Onde temos que uma matriz C ∈ Gl(d,R) é chamada de contração linear

se para cada autovalor µ de C temos |µ| < 1. No caso discreto, no entando, os domínios

fundamentais são regiões anulares, o que torna a demonstração mais difícil.
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Na terceira parte, estudamos este mesmo tipo de classficação mas para um ambi-

ente mais sofisticado, ou seja, para sistemas invariantes em grupos de Lie de matrizes

nilpotentes e neste caso mostramos que o domínio fundamental são hiperplanos no grupo

nilpotente, para isso usamos o isomorfismo entre o grupo e a álgebra com o produto de

Baker-Campbell-Hausdorff.

Para desenvolvermos bem nosso trabalho, fizemos um longo estudo de álgebra linear,

sendo assim grande parte dos conceitos relativos à esta teoria podem ser encontrado

nos livros [EL] e [HK]. É claro que os conceitos básicos de equações diferenciais foram

essenciais e as referências principais usadas aqui foram os livros [SW], [KH] e [CR] e o

artigo [MS] para o estudo de exponencial no caso de grupos de Lie de matrizes. Também

foram consultados os artigos [ACK], [CS], [CS2], [KRS] e [RSV] para conhecer algumas

das generalizações dos estudos desta dissertação. Os tópicos necessários da teoria de

grupos e álgebras de Lie foram consultados no livro [SM].

Sobre a estrutura deste trabalho, no Capítulo 1 estudamos alguns conceitos e tópi-

cos de álgebra linear, de equações diferenciais e grupos e álgebras de Lie de matrizes

necessários para o desenvolvimento desta dissertação. No Capítulo 2 abordamos o estudo

de soluções de equações. No Capítulo 3 estudamos a teoria e classificação de sistemas lin-

eares a tempo contínuo. Já no Capítulo 4 fizemos o estudo dos sistemas lineares a tempo

discreto. No Capítulo 5 estudamos a classificação dos sistemas abordados no capítulo

anterior. E por fim na última seção do Capítulo 5 fizemos a classificação para o caso de

sistemas invariantes nos grupos de Lie de matrizes nilpotentes.
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Chapter 1

Preliminares

O objetivo deste capítulo é apresentar uma revisão sobre os conceitos que serão em-

pregados ao longo desse trabalho. Relembraremos algumas definições, propriedades e

resultados de álgebra linear, tais como forma canônica de Jordan e exponencial de uma

matriz. Depois faremos uma breve introdução aos grupos e álgebras de Lie de matrizes,

assim como também de equação diferencial, onde projetaremos alguns retratos de fase

para nortear o comportamento das soluções dessas equações. Neste momento, por simpli-

cidade, trabalharemos em R2. Também revisaremos um pouco da descrição de soluções

de uma equação diferencial linear via a forma real de Jordan, e suas expressões.

1.1 Álgebra Linear

Embora abordadas em cursos básicos de Álgebra Linear, optamos por apresentar al-

gumas definições, resultados e propriedades para que o trabalho fique mais completo.

Nesta seção apresentaremos os pontos mais relevantes e importantes para o nosso tra-

balho, sendo assim, alguns detalhes serão omitidos.

O conceito de espaço vetorial é a base para o desenvolvimento de toda a Álgebra

Linear.

Definição 1.1 Denomina-se espaço vetorial sobre o corpo K o conjunto não vazio V, de

4



modo que

1. Existe uma adição:

+ : V× V → V

(u, v) → u+ v

satisfazendo as propriedades:

Associativa: ∀ u, v, w ∈ V, u+ (v + w) = (u+ v) + w

Comutativa: ∀ u, v ∈ V, u+ v = v + u

Elemento neutro: ∃ 0 ∈ V | ∀ u ∈ V, u+ 0 = 0 + u = u

Elemento oposto: ∀ u ∈ V,∃ (−u) ∈ V | u+ (−u) = (−u) + u = 0

2. Existe uma multiplicação por escalar:

· : K× V → V

(α, u) → αu

satisfazendo as propriedades:

� ∀ α, β ∈ K, u ∈ V⇒ α (βu) = (αβ)u

� ∀ α, β ∈ K, u ∈ V⇒ (α + β)u = αu+ βu

� ∀ α ∈ K, u, v ∈ V⇒ α (u+ v) = αu+ αv

� ∃ 1 ∈ K | ∀ u ∈ V⇒ 1 (u) = u

Notação: Denotaremos um espaço vetorial por ⟨V,+, ·⟩ ou simplesmente por V

quando as operações estiverem claras no contexto.

Observação 1.2 F é corpo.

Determinamos o subconjunto W ⊂ V como subespaço vetorial de V desde que o

mesmo seja um espaço vetorial considerando as operações restritas a ele.

Ao nos depararmos com um espaço vetorial ⟨V,+, ·⟩ e ∅ ≠ U,W ⊂ V dois subespaços

vetoriais de V, de modo que U+W = V e U ∩W = {0}, dizemos que V é a soma direta

de U e W e os chamamos de suplementares. Notamos por U⊕W.
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A base de um espaço vetorial finitamente gerado é um subconjunto finito B ⊂ V

que gera V, além de ser um conjunto de vetores linearmente independentes. Aos espaços

finitamente gerados, chamamos de dimensão de V os números de vetores associados a

base B.

Uma transformação linear T : V → W entre dois espaços vetoriais V,W é uma

correspondência que associa a cada vetor v ∈ V um vetor T (v) = T · v = Tv ∈ W de

modo que valham para quaisquer u, v ∈ V, e α ∈ F as relações:

T (u+ v) = Tu+ Tv,

T (α · v) = α · Tv.

Quando o domínio e o contradomínio coincidem, chamamos de operador linear.

De agora em diante, para nós, V será um espaço vetorial de dimensão finita sobre o

corpo F e L (V) será o conjunto de todos os operadores lineares de V.

Recordemos os conceitos de autovalor e autovetor.

Definição 1.3 Seja T : V → V um operador linear. λ é dito autovalor de T se ∃ v ̸=

0 ∈ v tal que T (v) = λv. O vetor v associado a λ é chamado autovetor de T .

Denominamos por autoespaço de T o subespaço A(λ) de V tal que

A(λ) = {v ∈ V; T (v) = λv} .

Tratando-se λ de um autovalor referente ao operador linear T : V→ V. O subconjunto

definido por

Wλ :
{
v ∈ T : (T − λv)k (v) = 0n×n

}
é nomeado autoespaço generalizado, para algum k > 0.

Dada uma matriz quadrada A ∈M(n×n)(K), chamamos a matriz (tIn − A) de matriz

característica de A, onde t é uma indeterminada. Por sua vez, o polinômio em t fornecido

pelo determinante dessa matriz é chamado de polinômio característico o qual denotamos

por PA(t).

Seja T ∈ L (V). Logo, existe um polinômio característico de grau n de modo que

PT (T ) = 0. Tal ideia é expressa pelo teorema seguinte.
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Teorema 1.4 (Teorema de Cayley-Hamilton). Sejam A ∈M(n×n)(K) e PA(A) o polinômio

característico. Então PA(A) = 0(n×n).

Uma das consequências do teorema acima, é o fato de a potência An de uma ma-

triz A ∈ M(n×n)(K) poder ser escrita como combinação linear das potências de A com

expoentes de grau menor do que n.

Considerando o ideal I(A) = {p(t) ∈ K [t] : p(A) = 0}, definimos o polinômio mínimo

de A como sendo o polinômio mônico mA(t) de menor grau em I(A).

De forma simples, uma matriz A ∈M(n×n)(K) é diagonalizável se, e somente se, existir

uma matriz D ∈M(n×n)(K) inversível, tal que D−1AD seja uma matriz diagonal. Temos

por sua vez, que a matriz D é formada pelos autovetores da base de A.

Veremos o conceito de forma canônica de Jordan. Dado um operador linear T : V→ V

em um espaço complexo de dimensão finita, existe uma base de V na qual a matriz Ti

de T é formada por uma série de blocos de Jordan por toda a extensão da diagonal.

Um bloco de Jordan é uma matriz triangular inferior onde os elementos diagonais são

todos iguais a um mesmo autovalor de T e os elementos abaixo da diagonal são iguais a

1. Porém, quando V possui a base formada por autovetores de T , a forma canônica de

Jordan para T é uma matriz diagonal.

Dado um operador linear T : V → V, dizemos que o mesmo é nilpotente se existe

T k = 0 para algum k ∈ N. Isso, significa-nos que T k−1 ̸= 0. Consequentemente, dizemos

que uma matriz N é nilpotente se existe um inteiro k ∈ N tal que Nk = 0.

Dizemos que um subespaço vetorial W ⊂ V é T - invariante quando T (W) ⊂W. Em

ocasiões de o espaço vetorial V possuir dimensão finita, a interpretação pode ser feita de

forma simples através de matrizes.

Exemplo 1.5 Um exemplo simplório de matriz nilpotente é o fornecido por uma matriz

n× n, onde a n-ésina coluna é o vetor nulo, e para 1 ≤ j ≤ n− 1, sua j-ésima coluna é
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ej+1 ∈ Rn. Para n = 5, tal matriz possui a seguinte forma:

A =



0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0


.

Claramente tem-se A5 = 0 e An−1 = A4 ̸= 0. Assim, o índice de nilpotência é igual a 5.

Para o operador linear T : V → V, com v ∈ V um vetor satisfazendo T n−1v ̸= 0 e

T nu = 0, os vetores u, Tu, T 2u, · · · , T n−1 são linearmente independentes. Na eminencia

de a dimK (V) = n e o índice nilpotente ser n, há uma base de V com a abaixo expressa:

0 0 0 · · · 0 0

1 0 0 · · · 0 0

0 1 0 · · · 0 0
...

...
... · · · 0 0

0 0 0 · · · 1 0


.

E mais, existem inteiros k = k1 ≥ k2 ≥ · · · ≥ kr > 0, de modo que T = E1⊕E2⊕· · ·⊕Er,

onde cada Ei é um subespaço cíclico de dimensão ki. De forma evidente, n = k1 + k2 +

· · ·+ kr.

Claramente vemos que se {Tv1, T v2, · · · , T vp} é uma base da imagem de T : V→ V,

e {w1, w2, · · · , wq} é uma base do núcleo de T , então {v1, v2, · · · , vp, w1, w2, · · · , wq} é

uma base de V.

Parte final desta revisão, gira em torno da existência da forma canônica de Jordan

para um operador linear complexo de dimensão finita. A mesma é uma matriz triangular

inferior, onde os autovalores que formam sua diagonal são repetidos consecutivamente de

acordo com suas multiplicidades algébricas, sem deixar de lado o fato de os elementos

abaixo da diagonal são iguais a 0 ou 1, com os demais sendo elementos nulos.

Teorema 1.6 Seja T : V→ V um operador linear em um espaço vetorial K de dimensão

finita. Podemos decompor V = U ⊕W como soma direta de subespaços invariantes U
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e W, de forma que T seja nilpotente em U e inversível em W. E mais, se n0 for a

multiplicidade algébrica do autovalor 0 de T , implica que dim (U) = n0. Além disso, U é

o núcleo e W é a imagem de T n0 : V→ V.

Do teorema anterior nos é permitido concluir sobre a unicidade da decomposição de

V = U⊕W.

Teorema 1.7 Seja λ1, λ2, · · · , λr os autovalores distintos de T : V → V com dimensão

finita. Para cada i = 1, 2, · · · , r, sejam ni a multiplicidade algébrica de λi, e Vi =

ker [(T − λiI)
ni ]. Então dimVi = ni e V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vr.

É compreensível percebermos que os subespaços ker [(T − λiI)
ni ] são invariantes para

qualquer operador S : V → V que comute com T . e Consequentemente, que são invari-

antes por T .

Um bloco de Jordan n× n é uma matriz triangular inferior do seguinte modo:

J
(n)
λ =



λ

1 λ

1
. . .
. . . λ

1 λ


.

Os mesmos são agrupados consecutivamente J
(k1)
λi

, J
(k2)
λi

, · · · , J(kpi)λi
, em que k1 + k2 +

· · · + kpi = ni = multiplicidade algébrica do autovalor λi associado a matriz fornecida.

Para todo operador linear de dimensão finita existe uma base onde a matriz pode ser

expressa na forma canônica de Jordan.

1.2 Grupos e Álgebras de Lie e E.D.O.

Nesta seção apresentaremos alguns resultados básicos referentes a teoria de grupos e

álgebras de matrizes, e da existência de soluções de equações diferencias lineares, fazendo
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uso principalmente do conceito de exponencial de uma matriz. Além disso, sua dependên-

cia contínua no valor inicial.

Para o início, começaremos recordando um pouco sobre a teoria de exponencial de

matrizes.

A norma do operador que usaremos é definida por

||A|| = sup
|x|≤1

|Ax| = sup
|x|=1

|Ax|

com A ∈ gl(d,R), e | · | sendo a norma euclidiana de Rd. Temos que

||AB|| ≤ ||A|| ||B|| (1.1)

e para cada m ∈ N vale

||Am|| ≤ ||A||m .

As solução de equações diferencias lineares é dada em função da exponencial da matriz.

Deste modo, veremos a definição seguinte.

Definição 1.8 Para uma matriz A ∈ gl(d,R) a exponencial é definida como

eA = I + A+
1

2!
A2 +

1

3!
A3 + · · ·+ 1

k!
Ak + · · · =

∞∑
k=0

1

k!
Ak ∈ Gl(d,R) (1.2)

onde Gl(d,R) é o conjunto das matrizes inversíveis d× d com entradas reais.

Justificaremos a seguir alguns resultados importantes para nossa sequencia de estudos.

Proposição 1.9 A série 1.2 é absolutamente convergente.

Demonstração:

De fato, seja m o maior |a1j| em A. Então na série 1.2 temos que o

maior elemento no 1º termo é 1.
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maior elemento no 2º termo é m

maior elemento no 3º termo é ≤ nm2

2!

maior elemento no 4º termo é ≤ n2m3

3!

e assim sucessivamente.

Assim, temos que qualquer ij sequência é limitada por 1, m, ≤ nm2

2!
, ≤ n2m3

3!
, . . . ,

≤ nk−2mk−1

(k − 1)!
. Aplicando o teste da razão na sequência maximal temos

nk−1mk

(k)!

(k − 1)!

nk−2mk−1
=

nm

k
.

L = lim
n→∞

kn+1

(n+ 1)!
kn

n!

=
kn+1 · n!

kn · [(n+ 1)]
=

kn

kn
· k · n!
(n+ 1)!

onde podemos ver que o limite converge para 0 quando k tende ao infinito, pois n e m

são fixos. Logo, a série é absolutamente convergente.

2

Lema 1.10 Temos que eAeB = eA+B se [A,B] = 0 e consequentemente eA+(−A) = eA ·

e−A.

Demonstração: Pelo teorema da existência e unicidade de equações diferenciais, é

suficiente provar que O(t) = et(A+B) e P (t) = etAetB satisfazem o mesmo problema de

valor inicial. Não é difícil mostrar que O′(t) = (A + B)O(t) e que O(0) = I. Também

temos que P (0) = I e, assim P ′(t) = AetAetB + etABetB = (A+B)etAetB = (A+B)P (t)

pois B com etA devido ao fato de comutar com A. 2

Lema 1.11 Temos que eA+(−A) = eA · e−A sempre que [A,−A] = 0.

Demonstração:
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Como A e −A comutam, visto que seu comutador [A,−A] = A · (−A)− (−A) ·A = 0,

temos a seguinte proposição garantida.

2

Lema 1.12 A inversa de eA é e−A.

Demonstração:

Para que duas matrizes sejam inversas, devemos ter

eA · e−A = I = e−A · eA

Assim sendo, segue que

eA · e−A = eA+(−A) = e0 = I e

e−A · eA = e−A+A) = e0 = I

Comprovando então, que a inversa de eA é e−A.

2

Lema 1.13 As matrizes A e eA são comutáveis, ou seja, A · eA = eA · A.

Demonstração:

Constatemos que de fato as matrizes comutam. Veja que

A · eA = A ·

(
∞∑
n=0

An

n!

)
= A ·

(
A0

0!
+

A1

1!
+

A2

2!
+

A3

3!
+ · · ·

)

= A · I + A · A+ A · A
2

2!
+ A · A

3

3!
+ · · · =

= I · A+ A · A+
A2

2!
· A+

A3

3!
· A · · · =

=

(
A0

0!
+

A1

1!
+

A2

2!
+

A3

3!
+ · · ·

)
· A =

(
∞∑
n=0

An

n!

)
· A = eA · A

2
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Lema 1.14 Para toda matriz S ∈ Gl(d,R), temos eSAS−1
= SeAS−1.

Demonstração:

Note que valem as seguintes propriedades

(SAS−1)
n
= (SAS−1)(SAS−1) · · · (SAS−1)

S(C +D)S−1 = SCS−1 + SDS−1.

Daí usando a definição de exponencial de matrizes podemos concluir o resultado. 2

Tais propriedades são mantidas para as matrizes com entradas complexas.

Veremos alguns conceitos de grupos e álgebras de Lie necessários para a parte final

desta dissertação. Denotamos por Gl(n,R), como usual, o grupo das transformações

lineares de Rn em Rn (das matrizes quadradas de ordem n), e inicialmente denotaremos

por gl(n,R) o espaço vetorial das matrizes quadradas de ordem n.

Definição 1.15 Um subgrupo G de Gl(n,R) o qual é subespaço fechado é chamado de

grupo de Lie de matrizes, grupo linear ou simplesmente grupo de matrizes sobre R.

Um exemplo de grupo de matrizes é o grupo das matrizes triangulares superiores com

1 na diagonal. Pode-se mostrar que este grupo é simplesmente conexo.

Agora recordamos a definição de álgebras de Lie.

Definição 1.16 Uma álgebra de Lie consiste de um espaço vetorial g munido de um

produto, chamado de colchete ou comutador de Lie [ , ] : g × g → g com as seguintes

propriedades:

1. É bilinear

2. Anti-simétrica

3. Satisfaz a identidade de Jacobi, isto é, para todo X, Y, Z ∈ g, temos

[X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y ]] + [Y, [Z,X]] = 0.

A igualdade acima pode ser reescrita alternativamente de uma das duas formas:

a) [X, [Y, Z]] = [[X, Y ], Z] + [Y, [X,Z]];

b) [[X, Y ], Z] = [[X,Z], Y ] + [X, [Y, Z]].
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O colchete ou comutador de Lie, em geral, não é associativo, pois em qualquer circunstân-

cia [[X,X], Y ] = 0 e no entanto, [X, [X, Y ]] nem sempre se anula. De fato, se tomarmos

X =

 1 0

1 0

 , Y =

 0 1

0 1


então [X,X] = XX −XX = 0. Logo [[X,X], Y ] = 0. Mas [X, [X, Y ]] ̸= 0

Exemplo 1.17 Seja g um espaço vetorial com base {X1, Y2, Z3} e sejam escalares α, β, γ.

Defina o colchete como: [W,W ] = 0 para qualquer W ∈ g, [X1, X2] = 0, [X1, X3] =

αX1 + βX2, [X2, X3] = γX1 + δX2. Com este colchete g torna-se uma álgebra de Lie.

De fato observemos inicialmente que a identidade de Jacobi será satisfeita em g se a

mesma for satisfeita para os elementos da base.

Sejam A = Σ3
i=1aiXi, B = Σ3

j=1bjXj, C = Σ3
k=1ckXk, três elementos arbitrários de g.

Então

[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = [ΣaiXi,Σbjck[Xj , Xk]] + [ΣbjXj ,Σckai[Xk, Xi]]+

[ΣckXk[Σaibj [Xi, Xj ]] = [Σaibjck[Xi, [Xj , Xk]] + Σbjckai[Xj , [Xk, Xi]]+

Σckaibj [Xk, [Xi, Xj ]] = Σaibjck([Xi, [Xj , Xk]] + [Xj , [Xk, Xi]] + [Xk, [Xi, Xj ]]).

Com a notação introduzida não é difícil verificar que [Xi, [Xj, Xk]] = 0 para i, j, k ∈

{1, 2, 3}. Como ilustração, tome i = 1, j = 2, k = 3 daí [X1, [X2, X3]] = [X1, αX1+βX2] =

α[X1, X1] + β[X2, X2] = α0 + β0 = 0. E assim g é uma álgebra de Lie.

Definição 1.18 Seja g uma álgebra de Lie. Uma subálgebra de g é um sub-espaço veto-

rial h de g que é fechado para o colchete, isto é [X, Y ] ∈ h se X, Y ∈ h.

Exemplo 1.19 Seja A uma álgebra associativa arbitrária, onde entende-se por álgebra

um espaço vetorial com aplicação bilinear. Então A torna-se uma álgebra de Lie se

definirmos o colchete da seguinte maneira:

[x, y] = xy − yx, para quaisquer x, y ∈ A.

Para verificarmos nossa afirmação temos que mostrar que [ , ] satisfaz as três condições

a seguir:
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1. [ , ] é bilinear. Para isto sejam x1, x2 ∈ A e α escalar arbitrário, então para todo

y ∈ A fixado, temos

[α(x1 + x2), y] = α[x1 + x2, y] = α(x1 + x2)y − yα(x1 + x2) = αx1y + αx2y−

yαx1 − yαx2 = αx1y − yαx1 + αx2y − yαx2 = αx1y − αyx1 + αx2y − αyx2 =

α (x1y − yx1 + x2y − yx2) = α([x1, y] + [x2, y])

2. [ , ] é anti-simétrica. Sejam x e y ∈ A, então temos que

− [y, x] = −(yx− xy) = xy − yx = [x, y]

3. [ , ] satisfaz a identidade de Jacobi. Sejam x, y, z ∈ A, então

[x, [y, z]] + [z, [x, y]] + [y, [z, x]] = [x, (yz − zy)] + [z, (xy − yx)] + [y, (zx− xz)] =

x(yz − zy)− (yz − zy)x+ z(xy − yx)− (xy − yx)z + y(zx− xz)− (zx− xz)y =

xyz − xzy − yzx+ zyx+ zxy − zyx− xyz + yxz + yzx+ yzx− yxz − zxy + xzy = 0.

Logo este colchete define em A uma estrutura de álgebra de Lie.

Definição 1.20 Dizemos que uma álgebra de Lie g é abeliana se

[X, Y ] = 0 para quaisquer X, Y ∈ g.

Neste caso a estrutura de álgebra de Lie não acrescenta nada a estrutura de espaço

vetorial.

Um exemplo não trivial de álgebra de Lie é o conjunto das matrizes triangulares com

zeros na diagonal principal. Este conjunto forma uma álgebra de Lie com o colchete dado

por [A,B] = AB −BA.

Seja g uma álgebra de Lie. Consideremos a seguinte sequência de subespaços desta
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álgebra:

g1 = g

g2 = g′ = ⟨{[X, Y ] : X, Y ∈ g}⟩

g3 = ⟨{[X, Y ] : X ∈ g, Y ∈ g′}⟩
...

gk = ⟨{[X, Y ] : X ∈ g, Y ∈ gk−1}⟩
...

Observe que gk = [g, gk−1]. Para mostrar que gk é um ideal de g precisamos do seguinte

lema:

Lema 1.21 Para quaisquer números naturais i, j ≥ 1, tem-se a inclusão ⟨{[X, Y ] : X ∈

gi, Y ∈ gj}⟩ ⊂ gi+j.

Demonstração: Utilizamos indução sobre o índice j. Como gj+1 = ⟨{[X, Y ] : X ∈

g, Y ∈ gj}⟩ a inclusão é válida para j = 1. Suponhamos que a inclusão é válida para j e

mostremos que ela é válida para j + 1. Com efeito

⟨{[X, Y ] : X ∈ gi, Y ∈ gj+1}⟩ = ⟨{[X, [Z, S]] : X ∈ gi, Z ∈ gj, S ∈ g}⟩

⊂ ⟨{[[X,Z], S] : X ∈ gi, Z ∈ gj, S ∈ a}⟩+

+⟨{[Z, [X,S] : X ∈ gj, Z ∈ gi, S ∈ g}⟩

⊂ ⟨{[X, Y ] : X ∈ gi+j, Y ∈ g}⟩+ ⟨{[X, Y ] : X ∈ gj, Y ∈ gi+1}⟩

⊂ gi+j+1

2

Proposição 1.22 Tem-se que gk é ideal de g para todo k > 1.

Demonstração: Com efeito, inicialmente, mostraremos que gk é o subespaço gerado por

todos os possíveis colchetes que possuam k elementos de g. Para fazer isto, utilizaremos

indução sobre k. Para k = 2 é imediato a partir da definição de gk. Suponhamos que
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gk−1 é o subespaço gerado por todos os possíveis colchetes que possuam k − 1 elementos

de g. Os elementos de gk−1 podem ser escritos como
∑

i αiYi sendo que Yi é o produto de

k − 1 elementos de g. Logo, gk é gerado por elementos da forma
∑

i[Xi, Yi], ou seja, por

produtos de k elementos. Por outro lado, decorre do Lema 1.21 que todo elemento de g

que pode ser escrito como produto de k elementos está em gk. Agora, como o produto

de k+ 1 elementos também é o produto de k elementos temos que, gk+1 ⊂ gk. Portanto,

se X ∈ g e Y ∈ gk, temos que [X, Y ] ∈ gk+1 ⊂ gk. 2

Como todo ideal é uma subálgebra, temos que gk é uma subálgebra de g. Obtemos,

assim, a seqüência decrescente

· · · ⊂ gk+1 ⊂ gk ⊂ · · · ⊂ g2 ⊂ g.

A seqüência definida acima é chamada de série central descendente.

Definição 1.23 Uma álgebra de Lie g é dita nilpotente se um dos termos de sua série

central descendente se anula.

Assim, uma álgebra de Lie g é nilpotente se, e somente se, existir k1 ≥ 1 tal que

gk1 = 0. Observe que neste caso gk = 0 para todo k ≥ k1.

É imediato que toda álgebra abeliana é nilpotente, uma vez que g é abeliana se, e

somente se, g′ = g2 = 0.

Seja g uma álgebra de Lie de dimensão dois. Temos que g é abeliana ou existe uma

base {A,B} de g tal que [A,B] = A. Se g é abeliana, temos pela proposição anterior que

g é nilpotente. Se g não for abeliana g′ é unidimensional e sua série central descendente

se estabiliza no subespaço gerado por A, ou seja, gk = g. Portanto, a álgebra de Lie

bidimensional que possui {A,B} como base não é nilpotente.

Exemplo 1.24 A álgebra de Heisenberg definida por

h =



0 a b

0 0 c

0 0 0

 ∈M(3× 3,R) : a, b, c,∈ R
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é uma álgebra de Lie nilpotente. Com efeito,

h2 = h′ = [h, h] =



0 0 b

0 0 0

0 0 0

 : b ∈ R


e h3 = [h, h2] = 0.

Exemplo 1.25 O espaço das matrizes triangulares superiores com zeros na diagonal

N(n,R) =


A ∈M(n× n,R) : A =


0 a12 · · · a1n

0 0
. . . ...

... . . . . . . a(n−1)n

0 · · · 0 0




é uma álgebra de Lie Nilpotente.

De uma forma mais direta e simples podemos definir a álgebra de Lie de um grupo

de Lie de matrizes.

Definição 1.26 Seja G um grupo de matrizes. A álgebra de Lie de G, denotada por g,

é o conjunto de todas as matrizes X tal que exptX esta em G para todo real t.

Exemplo 1.27 Denote por H o grupo de Heisenberg e por h a álgebra de Heisenberg.

Note que dado X ∈ h, temos que exptX ∈ H. Por outro lado se X é uma matriz tal que

exptX ∈ H, então todas entradas de X =
d

dt
(exptX)t=0 que estão na diagonal ou abaixo

dela devem ser zero, assim X ∈ h.

Na parte final desta seção, discutiremos um pouco de sistemas de equações diferencias

lineares.

Definição 1.28 Uma equação diferencial linear autônoma (com coeficientes constantes),

é uma equação dada por uma matriz A ∈ gl(d,R) via ẋ(t) = Ax(t), onde ẋ representa a

diferenciação com respeito a t.

O espaço gl(d,R) é o conjunto das matrizes d× d com entradas reais, o qual também

é um espaço vetorial.
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Definição 1.29 Toda função diferenciável x : R → Rd tal que ẋ(t) = Ax(t) para todo

t ∈ R, é chamada de uma solução de ẋ = Ax

Definição 1.30 Um problema de valor inicial para uma equação diferencial linear ẋ =

Ax, consiste em encontrar, para um dado valor inicial x0 ∈ Rd, a solução de x(·, x0) que

satisfaça a condição inicial x(0, x0) = x0.

Podemos também chamar uma equação diferencial linear autônoma de invariante no

tempo, onde t ∈ R é interpretado como tempo.

Veremos como fica a expressão da solução x(t) = eatx0 da equação escalar ẋ = ax no

caso matricial, ou seja, x(t) = eAtx0 como solução de ẋ = Ax. Neste momento, estamos

considerando t ∈ R.

Os resultados subsequentes são clássicos, assim não demonstraremos todos.

Teorema 1.31 Para cada matriz A ∈ gl(d,R) as soluções de ẋ = Ax formam um

subespaço vetorial d- dimensional Sol(A) ⊂ C∞ (R,Rd
)

sobre R onde

C∞ (R,Rd
)
=
{
f : R −→ Rd | fé infinitamente diferenciável

}
.

Teorema 1.32 Para cada problema de valor inicial dado por A ∈ gl(d,R) e x0 ∈ R, i.e.,

ẋ = Ax com x(0, x0) = x0, a solução x(·, x0) é dada de forma única por x(t, x0) = eAtx0.

Demonstração:

Consideremos a expressão em série

eAtx0 =
∞∑
n=0

Antn

n!
. (1.3)

Veja que
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d

dt
(eAtx0) = lim

h−→ 0

eA(t+h) − eA(t)

h
x0

= lim
h−→ 0

eAt · eAh − eA(t)

h
x0

= lim
h−→ 0

eAt

(
eAh − I

)
h

x0

= eAt lim
h−→ 0

eAh − I

h
x0

Resolvendo lim
h−→ 0

eAh − I

h
por meio de 1.3 segue que

lim
h−→ 0

I + Ah+
A2h2

2!
+

A3h3

3!
+ · · · − I

h
= lim

h−→ 0

Ah

h
= A.

De eAt lim
h−→ 0

eAh − I

h
x0 temos

d

dt
eAtx0 = eAtAx0

Consequentemente, eAtx0 é uma solução para o problema de valor inicial.

Vejamos que a solução é única.

Seja x(t) qualquer solução para o problema de valor inicial, e tomemos y(t) = e−tAx(t).

Pela regra do produto de derivação temos

ẏ(t) =

(
d

dt
e−At

)
x(t) + e−Atẋ(t)

= −Ae−Atx(t) + e−AtAx(t)

= e−At (−Ax(t) + Ax(t))

= 0

Portanto, y(t) é uma constante, i.e., para dado x uma solução qualquer, temos que x(t)

é uma constante vezes etA, que por sua vez é a própria solução. Deste modo, qualquer

solução é múltipla de etA.

Como y(0) = x0 = x(0), então y(t) = x(t). Assim, y(t) = x(t) ∀ t ∈ R. Provando

assim a unicidade.
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2

Teorema 1.33 Para uma base v1, v2, v3, · · · , vd de Rd, a função

x(·, v1), x(·, v2), x(·, v3), · · · , x(·, vd)

forma uma base do espaço solução.

Demonstração:

De acordo com o Teorema 1.31 já sabemos que o espaço vetorial Sol(A) é d-dimensional.

Assim, basta mostrarmos que x(·, v1), x(·, v2), x(·, v3), · · · , x(·, vd) gera Sol(A).

Observe que para cada t ∈ R

x : Rd → Rd

x0 7→ x(t, x0)

é um isomorfismo linear, ou seja, toma o valor inicial e leva na solução com valor inicial.

Tomemos então no lugar de x0 a base de Rd, de modo que

v1 7→ x(t, v1)

v2 7→ x(t, v2)

v3 7→ x(t, v3)

...

vd 7→ x(t, vd)

Deste modo, temos um isomorfismo linear que leva a base v em x(t, v), implicando

Rd → Sol(A)

x0 7→ x(·, x0)

que também é um isomorfismo.

Desta forma, a aplicação é linearmente independente por conta do isomorfismo, e que

gera, devido ao fato de a aplicação estar levando cada elemento da base de Rd, em um

elemento da base da solução Sol(A).

2
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Observação 1.34 A função matricial

X(·) := [x(·, v1), x(·, v2), x(·, v3), · · · , x(·, vd)]

é chamada solução fundamental (ou matriz fundamental) de ẋ = Ax e Ẋ(t) = AX(t), t ∈

R.
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Chapter 2

Fórmulas de Solução

2.1 Forma Real de Jordan

A chave para encontrarmos explicitamente soluções de equações diferenciais lineares

invariantes no tempo são os autovalores, autovetores e a Forma Real de Jordan da matriz

do sistema. Nosso objetivo neste momento é deduzir a forma de Jordan Complexa.

Sabemos que toda matriz A ∈ gl(d,C) é semelhante a uma matriz na forma canônica

de Jordan sobre os números complexos. Ou seja, existe uma matriz S ∈ Gl(d,C)

satisfazendo JC = S−1AS com forma diagonal de blocos do seguinte modo: JC =

[J1, J2, · · · , Js]. Os blocos Ji são fornecidos pelos autovalores µ de A

Ji =



µ 1 · · · 0

0 µ 1
...

... . . . . . .

0 µ 1

0 0 µ


.

Para cada autovalor µ de A, as dimensões dos blocos são únicas. E além disso,

o autoespaço complexo generalizado associado ao autovalor µ ∈ C é caracterizado por
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ker(A−µI)n, com n sendo a dimensão do maior bloco de Jordan relacionado a µ. Podemos

também escrever Cd como soma direta de todos esses autoespaços generalizados associado

a matriz A.

Veremos a seguir um lema que trabalha semelhança sobre R e sobre C.

Lema 2.1 Dadas duas matrizes A,B ∈ gl(d,R), suponha que exista S ∈ Gl(d,C) com

B = S−1AS. Neste caso, há também uma matriz T ∈ Gl(d,R) tal que T−1AT = B.

Demonstração:

Por hipótese temos que exite S ∈ Gl(d,C) tal que B = S−1AS. Por sua vez

B = S−1AS ⇒ SB = SS−1︸ ︷︷ ︸AS = AS. (2.1)

Façamos a decomposição de S de forma a separar as entradas reais e as entradas

imaginárias. Assim,

S = S1 + iS2.

No entanto, por (2.1) temos que

S1B = AS1 e S2B = AS2.

Logo,

(S1 + xS2)B = A (S1 + xS2) ∀ x ∈ R.

Nos resta provar então que existe x ∈ R de modo que (S1 + xS2) é inversível. Tal

fato ocorre devido ao fato de o polinômio de det (S1 + xS2) em x, com coeficientes reais,

cumpre em x = i que

detS = det (S1 + iS2) ̸= 0.

Portanto, o polinômio não é nulo, havendo assim x ∈ R com det (S1 + xS2) ̸= 0.

2

Uma consequência imediata do lema 2.1 é que se JC possuir apenas entradas reais, a

matriz A será semelhante sobre os reais a JC. Por consequência teremos apenas de lidar

com os autovalores complexos.
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Para uma matriz A ∈ gl(d,R), sabemos que os autovalores complexos sempre apare-

cem em pares conjugados devido ao polinômio característico. Assim, sendo µ = λ + iv

um autovalor de A, segue que µ = λ− iv também será, para λ, µ ∈ R. Vale lembrar que

a representação matricial de um número complexo é da forma:

a+ bi =

a −b
b a

 .

A fim de determinar a forma Real de Jordan, consideraremos primeiro um bloco de

Jordan complexo unidimensional para autovalores µ, µ de A.

Proposição 2.2 Existe uma matriz S ∈ Gl(2,C) de forma que

λ −v

v λ

 = S

λ+ iv 0

0 λ− iv

S−1.

Demonstração:

Definamos S =

−i 1

−1 i

 .

Calculemos sua inversa S−1 =
1

detS
· adj S. Note que

detS = (−i) · i− (−1) = −(−1) + 1 = 2.

Como S11 = i, S12 = 1, S21 = −1, S22 = −i então

cof(S) =

 i 1

−1 −i


daí

adj(S) =

i −1
1 −i

 .

Deste modo S−1 =
1

2

i −1
1 −i

, e assim
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S

λ+ iv 0

0 λ− iv

S−1 =

−i 1

−1 i

λ+ iv 0

0 λ− iv

 · 1
2

i −1
1 −i



=

λ+ iv 0

0 λ− iv


λi− v

2

−λ− iv

2
λ− iv

2

iλ− v

2


=

λ −v

v λ

 .

2

Podemos concluir do Lema 2.1 e da Proposição 2.2 que para toda matriz A ∈ gl(2,R),

há uma matriz T ∈ Gl(2,R) satisfazendo T−1AT = J ∈ gl(2,R), em que J ou é uma

matriz com autovalores reais ou J =

λ −v

v λ

 para autovalores em pares conjugados.

O teorema que veremos a seguir é de fundamental importância, uma vez que descreve

a forma real de Jordan JR para matrizes em gl(d,R).

Teorema 2.3 Para cada matriz real A ∈ gl(d,R), há uma matriz real inversível S ∈

Gl(d,R) de forma que JR = S−1AS é uma matriz diagonal de blocos JR = [J1, J2, · · · , Jl],

os blocos de Jordan reais é dado em função de µ ∈ spec(A) ∩ R e tem a forma

Ji =



µ 1 · · · 0

0 µ 1
...

... . . . . . .

0 µ 1

0 0 µ


. (2.2)
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e por µ, µ = λ± iv ∈ spec(A), v > 0 da forma

Ji =



λ −v 1 0 · · · 0 0

v λ 0 1 · · · 0 0

0 0 λ −v · · · 0 0

0 0 v λ · · · 0 0
... . . .

λ −v 1 0

v λ 0 1

0 0 · · · 0 0 λ −x

0 0 · · · 0 0 v λ



. (2.3)

Demonstração: A matriz A ∈ gl(d,R) ⊂ gl(d,C define uma aplicação linear

F : Cd −→ Cd.

Então para µ ∈ spec(F ) ∩R pode-se encontrar uma base de modo que a restrição de

F para o subespaço de um bloco de Jordan tem a representação matricial da forma (2.2).

Consequentemente, é suficiente considerar os blocos de Jordan para os pares complexos

conjugados µ ̸= µ. O primeiro passo a ser feito, é mostrar que as dimensões dos blocos

relacionados a µ e µ coincidem.

Com efeito, caso exista S ∈ gl(d,C) tal que JC = S−1AS, logo as matrizes conjugadas

satisfazem

JC = S−1AS = S−1AS.

A unicidade da forma canônica de Jordan implica que JC e JC se distinguem por no

máximo pela ordem dos blocos.

Caso J seja um bloco de Jordan m-dimensional da forma (2.2) que se corresponda

com o autovalor µ, teremos por consequência que J será um bloco m-dimensional que se

corresponde com µ.

Considere zj = aj + ibj ∈ Cm, j = 1, 2, · · · ,m os vetores da base de J , com aj, bj,∈

Rm. Isso quer dizer que F (z1) tem coordenada µ com respeito a z1 e para j = 2, · · · ,m
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a imagem F (zj) tem coordenada 1 com respeito a zj−1 e µ com respeito a zj. Todas as

outras coordenadas são nulas.

Assim sendo, F (z1) = µz1 e F (zj) = zj−1 + µzj para j = 1, 2, · · · ,m. Logo, F (z1) =

Az1 = Az1 = µ z1 e F (zj) = Azj = zj − 1 + µ zj, com j = 2, · · · ,m, implicando assim

que z1,
←−z2 , · · · , zm é uma base para J .

Definamos para j = 1, 2, · · · ,m

xj =
1√
2
(zj +

←−zj ) =
√
2aj ∈ Rm e

yj =
1

i

√
2 (zj −←−zj ) =

√
2bj ∈ Rm.

À vista disso, temos que estas são as partes reais e imaginárias dos autovetores general-

izados zj. Calculando assim então para j = 2, · · · ,m, implicando assim que z1, z2, · · · , zm
segue que:

F (xj) =
1√
2
(F (zj) + F (zj)) =

1√
2
(µzj + µzj + zj−1 + zj−1)

=
1√
2
(µ+ µ)

(zj + zj)√
2

+
i

2
(µ+ µ)

(zj + zj)

i
√
2

+ xj−1

= (Re µ)xj − (Im µ) yj + xj−1 = λxj − vyj + xj−1

F (yj) =
1

i
√
2
(F (zj)− F (zj)) =

1

i
√
2
(µzj − µzj + zj−1 − zj−1)

=
1

i
√
2

[
1

2
(µ− µ) (zj + zj) +

1

2
(µ+ µ) (zj − zj)

]
+ yj−1

= (Im µ)xj + (Re µ) yj + yj−1 = vxj + λyj + yj−1

Perceba que no caso em que j = 1, as últimas parcelas a direita podem ser ignoradas.

Podemos identificar os vetores zj, yj ∈ Rm ⊂ Cm com elementos de C2m simplesmente

adicionando zeros abaixo e acima de forma respectiva. Note que tais vetores formam uma

base para C2m, visto que são obtidos de z1, · · · , zm, z1, · · · , zm através de uma transfor-

mação inversível.
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Temos assim, mostrado que o subespaço correspondente a aplicação F pode ser rep-

resentado matricialmente por (2.3) no que se refere a esta base. Assim sendo, temos que

a matriz A é semelhante perante so complexos a matriz de blocos fornecida por (2.2) e

(2.3). Enfim, pelo lema 2.1 mostramos que a mesma também é semelhante sobre os reais.

2

Observação 2.4 O Teorema anterior não nos mostra a forma da matriz S, porém

mostra que A é semlhante sobre os complexos a uma matriz dada por (2.2) e (2.3).

Observação 2.5 O lema 2.1 garante que se resolvermos para os complexos, nós também

resolvemos para os reais.

Tenha a base de Rd correspondente a forma real de Jordan. O autoespaço real gener-

alizado pelos elementos da base correspondentes aos blocos de Jordan dado por µ , i.e.,

ker(A− µI)n, onde n é a dimensão do maior bloco de Jordan para µ.

O autoespaço real generalizado por um par de autovalores complexos conjugados µ, µ

é o subespaço gerado pelos elementos da base correspondentes aos bloco real de Jordan

para µ e µ. De forma análoga, definimos os autoespaços reais.

Definição 2.6 Para A ∈ gl(d,R), façam-se µk, k = 1, 2, · · · , r1, os autovalores de

µ e µk, k = 1, 2, · · · , r2 os pares de autovaalores complexos conjugados de modo que

r = r1 + 2r2 ≤ d. Os autoespaços reais generalizados são denotados por E(A, µk) ⊂ Rd

ou meramente por Ek para k = 1, 2, · · · , r.

É usual chamarmos os elementos do autoespaço acima definido por autovetores gen-

eralizados.

Observação 2.7 Caso o autovalor µ seja real, temos que a sua multiplicidade algébrica

coincide com a sua dimensão do autoespaço real generalizado correspondente, i.e., nk =

dimEk.

Observação 2.8 Caso o autovalor seja complexo, a dimensão do autoespaço real gen-

eralizado correspondente é dado por nk = dimEk = 2m, em que m é a multiplicidade

algébrica de autovalor µ.
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Observação 2.9 Toda matriz tem um conjunto de autovetores reais generalizados que

formam uma base para Rd, de outra forma, ⊕r
k=1Ek = Rd.

2.2 Campo Vetorial

Antes de falarmos sobre campo vetorial, recordemos que dada uma matriz A ∈ gl(d,R)

a curva eλtv é uma solução de ẋ = Ax se, e somente se, λ for um autovalor de A com

autovetor v.

Campo vetorial nada mais é do que uma função onde em cada ponto nós "desenhamos"

um vetor mostrando como que a "força" está atuando. De maneiro formal, podemos

definir do modo seguinte.

Definição 2.10 Um campo vetorial é uma função F : D −→ Rm com D ⊂ Rm a qual a

cada ponto x ∈ D associa um vetor F (x) ∈ Rn.

Para simplificar, vamos trabalhar em R2, desta forma, um campo vetorial em R2 é

uma função F : D ⊂ R2 −→ Rm. Note que neste caso, o campo vetorial pode ser escrito

em termos de suas componentes P e Q da seguinte forma:

F (x, y) = P (x, y)i +Q(x, y)j = (P (x, y), Q(x, y)) .

Veja que P e Q são campos escalares, i.e., funções de duas variáveis.

Vamos estudar o comportamento das soluções de uma equação diferencial linear por

meio de seus campos vetoriais.

Consideremos A ∈ gl(2,R) e x = (x, y) na sua forma conjugada. Deste modo, temos

três casos a considerar em relação a seus autovalores.

1. Duas raízes reais e distintas: λ1 ̸= λ2;

2. Duas raízes reais e iguais: λ1 = λ2;

3. Duas raízes complexas conjugadas: µ = λ+ iv, µ = λ− iv.
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� Analisando o primeiro caso: λ1 ̸= λ2 com λ1, λ2 ∈ R.

Deste modo, temos que A em sua forma conjugada é do seguinte modo:

D =

λ1 0

0 λ2

 .

Logo, temos que o sistema é dado por:

Dx =

λ1 0

0 λ2

x
y

 = λ1xi + λ2yj.

Ou seja, para analisar a questão de campo vetorial de um sistema deste tipo, tomare-

mos a função

F (x, y) = λ1xi + λ2yj .

Vamos entender o comportamento da função via campo de vetores. Para tanto

atribuiremos valores a x e y, além de analisar os sinais dos autovalores.
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Figure 2.1: λ1 e λ2 positivos, com λ1 < λ2. No exemplo λ1 = 1 e λ2 = 2.
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Figure 2.2: λ1 e λ2 negativos, com λ2 < λ1. No exemplo λ1 =
−1
2

e λ2 =
−2
3

.
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Figure 2.3: λ1 e λ2 positivos, com λ2 < λ1. No exemplo λ1 = 2 e λ2 = 1.
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Figure 2.4: λ1 e λ2 negativos, com λ1 < λ2. No exemplo λ1 =
−2
3

e λ2 =
−1
2

.
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Figure 2.5: λ1 e λ2 opostos, com λ1 = −λ2. No exemplo λ1 =
1

2
e λ2 =

−1
2

.
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Figure 2.6: λ1 e λ2 opostos, com λ1 = −λ2. No exemplo λ1 =
−1
2

e λ2 =
1

2
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Figure 2.7: λ1 < 0 e λ2 = 0. No exemplo λ1 = −1.
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Figure 2.8: λ1 > 0 e λ2 = 0. No exemplo λ1 = 1.
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Figure 2.9: λ1 = 0 e λ2 > 0. No exemplo λ2 = 1.
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Figure 2.10: λ1 = 0 e λ2 < 0. No exemplo λ2 = −1.
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� Analisando o segundo caso: λ1 = λ2 = λ com λ ∈ R.

Deste modo, temos que A em sua forma de Jordan é do seguinte modo:

J =

λ 1

0 λ

 .

Logo, temos que o sistema é dado por:

Jx =

λ 1

0 λ

x
y

 = (λx+ y)i + λyj.

Ou seja, para analisar a questão de campo vetorial de um sistema deste tipo, tomare-

mos

F (x, y) = (λx+ y)i + λyj .
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Figure 2.11: λ > 0. No exemplo λ = 1.
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Figure 2.12: λ < 0. No exemplo λ = −1.
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Figure 2.13: λ = 0.
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Há também em questão, o caso em que A é da forma λI, ou seja, múltipla da matriz

identidade. Assim,

A =

λ 0

0 λ

 .

Assim o sistema é dado por:

Ax =

λ 0

0 λ

x
y

 = λxi + λyj.

Por consequência, o campo vetorial será estudado em

F (x, y) = λxi + λyj .

Analisaremos os sinais dos autovalores.
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Figure 2.14: λ > 0. No exemplo λ = 1.
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Figure 2.15: λ < 0. No exemplo λ = −1.
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� Analisando o terceiro caso: µ = λ+ iv, µ = λ− iv, com µ, µ ∈ C.

Para tais autovalores complexos conjugados aos pares, temos o seguinte bloco de

Jordan associado:

J =

λ −v

v λ

 .

Portanto o sistema é dado por:

Jx =

λ −v

v λ

x
y

 = (λx− vy)i + (vx+ λy)j.

Onde então o campo vetorial será estudado em

F (x, y) = (λx− vy)i + (vx+ λy)j .
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Figure 2.16: λ = 0 e v > 0. No exemplo v = 1.
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Figure 2.17: λ = 0 e v < 0. No exemplo v = −1.
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Figure 2.18: λ > 0 e v > 0. No exemplo λ = 1 e v = 1.
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Figure 2.19: λ > 0 e v < 0. No exemplo λ = 1 e v = −1.
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Figure 2.20: λ < 0 e v > 0. No exemplo λ = −1 e v = 1.
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Figure 2.21: λ < 0 e v < 0. No exemplo λ = −1 e v = −1.
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Observação 2.11 É importante ver que esses campos vetoriais tangenciam as soluções

do sistema linear, estas que por sua vez, dependem do valor inicial escolhido.

2.3 Solução para Equações do tipo ẋ = Ax

Para expressar de forma explícita a solução de uma equação diferencial linear do tipo

ẋ = Ax usa-se a forma real de Jordan da matriz A, e neste momento nosso objetivo

principal é descrever tal processo.

Proposição 2.12 Considere A,B ∈ gl(d,R) de modo que para algum S ∈ Gl(d,R) seja

satisfeito B = S−1AS. Diante disso, as soluções y(t, y0) e x(t, x0) de ẏ = By e ẋ = Ax

respectivamente, são relacionadas por

y(t, y0) = S−1x(t, Sy0), comt ∈ R.

Demonstração: Veja que dado t ∈ R,

y(t, y0) = eBty0 = eS
−1ASy0

= S−1eASy0

= S−1x(t, Sy0).

2

A seguir veremos dois teoremas que nos auxiliarão na dedução das soluções implícitas

destas equações. Porém antes disso, vale ressaltar que em matrizes na forma real de

Jordan o cálculo da exponencial se torna mais simples, e a proposição 2.4 nos permite

trabalhar com matrizes dessa forma.

Teorema 2.13 Considere {v1, v2, ·, vd} uma base de autovetores reais generalizados de

A, ou seja, uma base de Rd. Para todo t ∈ R, se x0 =
∑d

i=1 αivi, então x(t, x0) =∑d
i=1 αix(t, vi).
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Demonstração: Com efeito, escrevendo x0 em função da base temos

x0 = α1v1 + α2v2 + · · ·+ αdvd =
d∑

i=1

αivi.

Devido ao fato da solução do sistema ser linear, temos que

x(t, x0) = x(t, α1v1 + α2v2 + · · ·+ αdvd)

= x(t, α1v1) + x(t, α2v2) + · · ·+ x(t, αdvd)

= α1x(t, α1v1) + α2x(t, α2v2) + · · ·+ αdx(t, αdvd)

=
d∑

i=1

αix(t, vi).

Desta maneira, as soluções ẋ = Ax podem ser encontradas calculando as soluções

para os blocos de Jordan de A.

2

Consideremos a base canônicaa de Rd, ou seja, e1 = (1, 0, · · · , 0), e2 = (0, 1, 0, · · · , 0), · · · , ed =

(0, · · · , 1, 0). Pelo teorema 1.33, temos que x(·, e1), x(·, e2), · · · , x(·, ed) forma uma base

para o espaço solução de A. Por certo, dado x0 ∈ Rd segue que x0 = a1e1+a2e2+· · ·+aded,

com ai ∈ R e 1 ≤ i ≤ d. Recordando o teorema 1.32 detemos que a solução x(·, x0) é

única e dada por x(t, x0) = eAtx0, com t ∈ R. Logo, conciliando tais informações, com a

proposição 2.13 segue que

x(t, x0) = eAt

= eAt(a1e1 + a2e2 + · · ·+ aded)

= eAt(a1e1) + eAt(a2e2) + · · ·+ eAt(aded)

= a1e
At(e1) + a2e

At(e2) + · · ·+ ade
At(ed)

Assim segue o resultado.

Teorema 2.14 Dada uma equação diferencial linear ẋ = Ax, se x0 ∈ Ek então x(t, x0) =

eAtx0 ∈ Ek para todo t ∈ R.
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Demonstração: Com efeito, se x0 ∈ Ek, de acordo com a definição de autoespaço real

generalizado, temos que existe p ∈ N tal que (A − µkI)
p(x0) = 0. Note que eAt e A

comutarem, segue que

(A− µkI)
p eAt (x0) = eAt(A− µkI)

p (x0) = eAt (0) = 0.

Consequentemente, Ek é invariante para a equação diferencial linear ẋ = Ax.

2

A importância do teorema 2.14 em nossos estudos é que devido ao fato de o espaço

estado Rd ser dividido em autoespaços reais generalizados, e sendo o ponto inicial dado

em um determinado autoespaço generalizado, a solução (trajetória) estará inteiramente

contida no mesmo autoespaço generalizado.

Veremos as fórmulas para as soluções de ẋ = Ax em algumas situações importantes

para nós.

Exemplo 2.15 Caso a matriz A ∈ gl(d,R), as soluções são quase triviais. Seja A =

diag(µ1, µ2, · · · , µd) uma matriz diagonal.

Dentre as propriedades de uma matriz diagonal, temos que a base canônica e1, e2, · · · , ed
de Rd consiste de autovetores de A e a solução de uma equação diferencial linear ẋ = Ax

com valor inicial x0 ∈ Rd é dada por

eAtx0 =


eµ1t

eµ2t

. . .

eµdt

x0 (2.4)

Lembremo-nos que para matrizes diagonais, a potência da matriz é obtida pela potên-

cia dos elementos da diagonal. Deste modo,
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eA = I + A+
A2

2!
+

A3

3!
+ · · ·

= diag(1, · · · , 1) + diag(µ1, · · · , µd) + diag
1

2
(µ2

1, · · · , µ2
d) + diag

1

3!
(µ3

1, · · · , µ3
d) + · · ·

= diag
(
1 + µ1 +

1

2
µ2
1 +

1

3!
µ3
1 + · · · , · · · , 1 + µd +

1

2
µ2
d +

1

3!
µ3
d + · · ·

)
= diag (eµ1 , eµ2 , · · · , eµd) .

Consequentemente, eAt = diag (eµ1t, eµ2t, · · · , eµdt).

Vimos anteriormente, que para dada matriz A ∈ gl(d,R), caso a mesma não seja di-

agonalizável, nós conseguimos reescreve-la pelo menos na forma real de Jordan. Faremos

uso disto, e da proposição 2.12 para prosseguir com as deduções implícitas das soluções

das equações do tipo ẋ = Ax.

Exemplo 2.16 Dada uma matriz A ∈ gl(d,R), denotemos por J um bloco de Jordan

com dim(J) = n, associado a um autovalor real µ. Desta forma, para

J =



µ 1

µ 1

µ
. . .
. . . 1

µ


, toma-se eJt = eµt



1 t
t2

2!
· · · tn−1

(n− 1)!

1 t
. . . ...

1
. . . t2

2!
. . . t

1


. (2.5)

Melhor dizendo, para x0 = (x1, x2, · · · , xm)
T a j-ésima componente da solução de

ẋ = Jx é descrita do seguinte modo

xj(t, x0) = eµt
n∑

k=j

tk − j

(k − j)!
xk, com 1 ≤ j ≤ n. (2.6)

Para ficar mais claro o raciocínio empregado no exemplo 2.6 tomemos um bloco de

Jordan J com dimensão 4 por exemplo, também associado ao autovalor real µ. Assim
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Jt =


µt t 0 0

0 µt t 0

0 0 µt t

0 0 0 µt

 =


µt 0 0 0

0 µt 0 0

0 0 µt 0

0 0 0 µt

+


0 t 0 0

0 0 t 0

0 0 0 t

0 0 0 0

 = Iµt+Nt.

Veja, que assim temos eJt = eIµt+Nt = eIµt · eNt. Consequentemente,

Nt0 = I,Nt1 =


0 t 0 0

0 0 t 0

0 0 0 t

0 0 0 0

 , Nt2 =


0 0 t2 0

0 0 0 t2

0 0 0 0

0 0 0 0

 , e Nt3 =


0 0 0 t3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 .

Perceba que isto implica em

eJt = eµt ·


1 t

t2

2!

t3

3!

0 1 t
t2

2!

0 0 1 t

0 0 0 1


Seja x0 = (x1, x2, x3, x4)

T . Vejamos como são as j-ésimas componentes da solução

ẋ = Jx, com 1 ≤ j ≤ 4 a efeito de comparação entre matriz e fórmula geral. Neste caso,

temos

xj = eµt
4∑

k=j

tk − j

(k − j)!
xk. (2.7)

� x1(t, x0) = eµt
(
x1 + tx2 +

t2

2!
x3 +

t3

3!
x4

)
;

� x2(t, x0) = eµt
(
x2 + tx3 +

t2

2!
x4

)
;

� x3(t, x0) = eµt (x3 + tx4) ;

� x4(t, x0) = eµt (x4) .

De acordo com o exemplo 2.16, vimos que a equação 2.5 é solução de um bloco. Assim,

para saber a solução do sistema, basta aplicarmos a fórmula bloco a bloco.
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Exemplo 2.17 Seja J =

λ −v

v λ

 um bloco de Jordan associado ao autovalor complexo

µ = λ + iv de uma dada matriz A ∈ Rd. Considere x0 ∈ Eµ, logo a solução x(t, x0) de

ẋ = Jx é dada por:

x(t, x0) = eλt

cos vt − sin vt

sin vt cos vt

x0. (2.8)

Observação 2.18 A matriz R :=

cos vt − sin vt

sin vt cos vt

 é comumente chamada de matriz

rotação.

Alguns comentários referente ao exemplo 2.17 a fim de entender melhor o processo de

sua construção.

Temos que µ é um autovalor complexo, podemos representá-lo por µ = λ ± iv. Tra-

balharemos com µ = λ+ iv tendo em vista que a função seno é ímpar, conservando assim

o resultado.

Deste modo,

x(t, x0) = eµtx0 = e(λ+iv)tx0 = eλt · eivtx0.

Pela fórmula de Euler, temos eivt = cos vt + i sin vt, e mais, como v, t ∈ R segue que

sin vt, cos vt ∈ R. Assim sendo, cos vt + i sin vt ∈ C, o que por sua vez pode ser escrito

matricialmente por:

R =

cos vt − sin vt

sin vt cos vt


Devido a isto, obtemos a solução 2.8 para ẋ = Jx, visto que eλt ·eivtx0 pode ser escrito

com

eλt ·

cos vt − sin vt

sin vt cos vt

 = eλt ·R.

.
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Exemplo 2.19 Dada uma matriz A ∈ gl(d,R), considere J um bloco de Jordan associ-

ado ao autovalor complexo µ = λ+ iv com dimensão 2m = n. Tenha

D :=

λ −v

v λ

 , I :=

1 0

0 1

 e R := R(t),

com R sendo a matriz de rotação em R2. Para

J =



D I

D I

D I

D
. . .
. . . I

D


, tem-se eJt = eλt



R tR
t2

2!
R

t3

3!
R · · · tm−1

(m− 1)!
R

R tR
t2

2!
R · · · tm−2

(m− 2)!
R

R tR
. . . ...

R
. . . t2

2!
R

. . . tR

R


Em outras palavras, para x0 = (x1, y1, x2, y2, · · · , xm, ym) ∈ R2m e 1 ≤ m, a solução

de ẋ = Jx é dada por:

xj(t, x0) = eλt
m∑
k=j

tk−j

(k − j)!
(xk cos vt− yk sin vt) , (2.9)

yj(t, x0) = eλt
m∑
k=j

tk−j

(k − j)!
(xk sin vt+ yk cos vt) . (2.10)

Tomemos um bloco de Jordan com dimensão 4, ou seja, um bloco onde m = 2, em

que o autovalor associado seja µ ∈ C. Assim,

J =

D I

D

 =⇒ Jt =


λt −vt t 0

vt λt 0 t

λt −vt

vt λt

 .

Assim,
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eJt =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

+


λt −vt t 0

vt λt 0 t

0 0 λt −vt

0 0 vt λt

+

+
1

2!


λ2t2 − v2t2 −2λvt2 2λt2 −2vt2

2λvt2 λ2t2 − v2t2 2vt2 2λt2

0 0 λ2t2 − v2t2 −2λvt2

0 0 2λvt2 λ2t2 − v2t2

+

+
1

3!


λ3t3 − 3λv2t3 v3t3 − 3λ2vt3 3λ2t3 − 3v2t3 −6vλt3

−v3t3 + 3λ2vt3v λ3t3 − 3λv2t3 6vλt3 3λ2t3 − 3v2t3

0 0 λ3t3 − 3λv2t3 v3t3 − 3λ2vt3

0 0 −v3t3 + 3λ2vt3 λ3t3 − 3λv2t3

+ · · · .

Antes de prosseguir, tenhamos claro as seguintes definições analíticas.

� sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
− x7

7!
+ · · · .

� cosx = 1− x2

2!
+

x4

4!
− x6

6!
+ · · · .

� ex = 1 + x+
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+ · · · .

Considerando eJt = (aij)4×4. Veja,

� a11 = 1 + λt+
λ2t2

2!
− v2t2

2!
+

λ3t3

3!
− λv2t3

2!
+ · · ·

=

(
1 + λt+

λ2t2

2!
+

λ3t3

3!
+ · · ·

)(
1− v2t2

2!
+ · · ·

)
= eλt · cos vt
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∴ a11 = a22 = a33 = a44 = eλt · cos vt

� a12 = 0− vt− λvt2 +
v3t3

3!
− λ2vt3

2!
+ · · ·

=

(
1 + λt+

λ2t2

2!
+ · · ·

)(
−vt+ v3t3

3!
− v5t5

5!
+ · · ·

)
= eλt · (− sin vt)

∴ a12 = a34 = eλt · (− sin vt)

� a21 = 0 + vt+ λvt2 − v3t3

3!
+

λ2vt3

2!
+ · · ·

=

(
1 + λt+

λ2t2

2!
+ · · ·

)(
vt− v3t3

3!
+

v5t5

5!
− · · ·

)
= eλt · sin vt

∴ a21 = a43 = eλt · sin vt

� a13 = 0 + 0 + λt2 +
λ2t3

2!
− v2t3

2!
+ · · ·

= (1 + λt+ · · · ) · t
(
1− v2t2

2!
+ · · ·

)
= eλt · t cos vt

∴ a13 = a24 = eλt · t cos vt

� a14 = 0 + 0− vt2 − vλt2 + · · ·

= (1 + λt+ · · · ) · t
(
−vt+ v2t2

2!
− · · ·

)
= eλt · t sin vt

� a23 = 0 + 0 + vt2 + λvt3 + · · ·

= (1 + λt+ · · · ) · · ·
(
vt− v3t3

3!
+ · · ·

)
= eλt · sin vt
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Reescrevendo, temos:

eJt =


eλt cos vt eλt(− sin vt) eλt · t cos vt eλt · t(− sin vt)

eλt sin vt eλt cos vt eλt · t sin vt eλt · t cos vt

0 0 eλt cos vt eλt(− sin vt)

0 0 eλt sin vt eλt cos vt


= eλt

R tR

0 R

 .

Seja x0 = (x1, y1, x2, y2)
T ∈ R4. Vejamos como são as xj-ésimas e yj-ésimas coorde-

nadas da solução de ẋ = Jx com j : 1 ≤ j ≤ 2.

� x1(t, x0) = eλt [(x1 cos vt− y1 sin vt) + t(x2 cos vt− y2 sin vt)];

� y1(t, x0) = eλt [(x1 sin vt+ y1 cos vt) + t(x2 sin vt+ y2 cos vt)];

� x2(t, x0) = eλt(x2 cos vt− y2 sin vt);

� y2(t, x0) = eλt(x2 sin vt+ y2 cos vt).

Deste modo, concluímos as fórmulas de solução para equações diferencias lineares do

tipo ẋ = Ax.
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Chapter 3

Estabilidade e Sistemas Dinâmicos

Neste capitulo serão apresentadas as ideias de expoentes de Lyapunov e suas relações.

A fim de preparar o ambiente para os capítulos seguintes, também estudaremos a decom-

posição do espaço euclidiano Rd em subespaços estável, instável e central.

3.1 Espaços de Lyapunov

O comportamento assintótico das soluções de uma equação diferencial linear relaciona

nossos conhecimentos de álgebra linear e sistemas dinâmicos. A ferramenta que faz tal

ligação são os expoentes de Lyapunov.O maior expoente de Lyapunov será o nosso foco

principal, uma vez que o mesmo determina o comportamento geral do sistema.

Definição 3.1 Dada uma equação diferencial linear ẋ = Ax e sua solução x(·, 0), o

expoente de Lyapunov é definido para x0 ̸= 0 como

λ(x0) = lim
t→∞

sup
1

t
ln ∥x(t, x0)∥

onde ∥ · ∥ é uma norma qualquer em Rd.

Veja que a norma escolhida em Rd é indiferente.
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De fato, já vimos que a solução de uma equação diferencial linear ẋ = Ax com

problema da valor inicial é dado de forma única por x(t, x0) = eAtx0, com t ∈ R.

Pode-se mostrar que o expoente de Lyapunov não depende da norma.

Antes da definição seguinte, vamos deixar claro alguns conceitos a serem usados ao

longo do capítulo. Trabalharemos com uma matriz A ∈ gl(d,R), cujos µk = λk + ivk,

com k = 1, 2, · · · , r são os autovalores associados.

Definição 3.2 Ordenando as partes reais dos autovalores de ordem crescente , i.e., λ1 <

λ2 < · · · < λl, 1 ≤ l ≤ r ≤ d definimos o espaço de Lyapunov associado a λj como

L(λj); = ⊕E(µk),

onde E(µk) é o autoespaço real generalizado associado ao autovalor µk cuja parte real é

λj.

Observação 3.3 Note que

Rd = L(λ1)⊕ · · · ⊕ L(λl) = ⊕l
j=1L(λj).

Assim, como vimos, dadas duas matrizes A,B ∈ gl(d,R) e, S ∈ Gl(d,R) satisfazendo

B = S−1AS as soluções se relacionam, o mesmo ocorre para os expoentes de Lyapunov.

Ou seja, λ(y0, B) = λ(Sy0, A), assim λ(x0) e λ(y0) são os expoentes de Lyapunov respec-

tivos.

De fato, sendo x(t, x0) e y(t, y0) as soluções respectivas de ẋ = Ax e ẏ = By, vimos

que as mesmas se relacionam por y(t, y0) = S−1x(t, Sy0). Deste modo,

λ(y0, B) = lim
t→∞

sup
1

t
ln ∥y(t, y0)∥

= lim
t→∞

sup
1

t
ln ∥S−1x(t, Sy0)∥

≤ lim
t→∞

sup
1

t
ln ∥S−1∥+ lim

t→∞
sup

1

t
ln ∥x(t, Sy0)∥

= λ(Sy0, A).

Escrevendo x0 = S(S−1x0), obtém-se também a desigualdade inversa.

Veremos a seguir o teorema mais importante desta seção, uma vez que o mesmo

elucida a relação entre os expoentes de Lyapunov e a parte real dos autovalores.
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Teorema 3.4 Para ẋ = Ax há exatamente l expoentes de Lyapunov λ(x0), onde l rep-

resenta as partes reais distintas λj dos autovalores de A. Para uma solução x(·, x0), com

x0 ̸= 0, tem-se

λj(x0) = lim
t→±∞

1

t
ln ∥x(t, x0)∥ = λj ⇐⇒ x0 ∈ L(λj).

Demonstração: Já vimos que dada uma matriz A ∈ gl(d,R), existe uma matriz

T ∈ Gl(d,R) que nos fornece a forma real de Jordan JR, ou seja, JR = T−1AT .

Para facilitar os cálculos, consideraremos os blocos 2× 2.

Suponha que o expoente de Lyapunov λ(x0) de uma solução x(·, x0), com x0 ̸= 0

satisfaz

λj(x0) = lim
t→±∞

1

t
ln ∥x(t, x0)∥ = λj.

Demonstraremos que x0 ∈ L(λj).

Seja JR a matriz formada pelos blocos de Jordan reais, associados aos pares de auto-

valores complexos µ1 = λ1 ± iv1, · · · , µr = λr ± ivr, com λ1 < λ2 < · · · < λr. De forma

matricial podemos representar por:

λ1 −v1
v1 λ1

. . .

λr −vr
vr λr


Deste modo, temos

eJ
R
At =



eλ1t cos v1t −eλ1t sin v1t

eλ1t sin v1t eλ1t cos v1t
. . .

eλrt cos vrt −eλrt sin vrt

eλrt sin vrt eλrt cos vrt


,

então,

eJ
R
Atx0 = [eλ1t(x1 cos v1t− x2 sin v2t, x1 sin v1t+ x2 cos v1t), · · ·

· · · , eλrt(xd−1 cos vrt− xd sin vrt, xd−1 sin vrt+ xd cos vrt)]
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em que x0 = (x1, x2, · · · , xd).

Lembremo-nos de que

Rd = L1 ⊕ L2 ⊕ · · · ⊕ Lr,

e que para todo y ∈ Rd, temos

y = (y1, y2, · · · , yr),

onde yj ∈ L(λj), j = 1, 2, · · · , r.

Porém, como neste caso L(λj) tem dimensão 2, podemos escrever y1 = (x1, x2), y2 =

(x3, x4), · · · , yr = (xd−1, xd), quer dizer y = (x1, x2, ·, xd−1, xd).

Portanto, se x0 = (x1, x2, · · · , xd) e x1 = x2 = · · · = xj−2 = xj+1 = · · · = xd = 0.

Temos que x0 ∈ L(λj). Mostremos então que isso acontece.

λ(x0) = lim
t±∞

1

t
ln ∥eJR

Atx0∥

= lim
t±∞

ln
√

e2λ1t(a1,2) + · · ·+ e2λjt(aj−1,j) + · · ·+ e2λrt(ad−1,d)

t

= λj

onde 1 ≤ j ≤ r, e a1,2 = x2
1 + x2

2, a3,4 = x2
3 + x2

4, · · · , aj−1,j = x2
j−1 + x2

j , · · · , ad−1,d =

x2
d−1 + xd.

Observação 3.5 Veja que a1,2 = x2
1 + x2

2 vem do fato de

(
eλ1t cos v1tx1 − eλ1t sin v1tx2

)2
= e2λ1t cos2 v1tx2

1 + e2λ1t sin
2 v1tx2

2 − 2eλ1t cos v1tx1 sin v1tx2

(3.1)

(
eλ1t sin v1tx1 + eλ1t cos v1tx2

)2
= e2λ1t sin

2 v1tx2
1 + e2λ1t cos2 v1tx2

2 + 2eλ1t sin v1t cos v1t (3.2)

Fazendo 3.1 + 3.2 temos

e2λ1t(x2
1 + x2

1).

O que por sua vez é análogo para os demais.
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Retornando ao cálculo do exponencial de Lyapunov λ(x0), e evidenciando e2λjt temos

lim
t→∞

ln
√

e2λjt
(
e(2λ1−2λj)t(a1,2) + · · ·+ (aj−1,j) + e(2λr−2λj)t(ad−1,d)

)
t

= λj.

A fim de simplificar, façamos

e2λjt
(
e(2λ1−2λj)t(a1,2) + · · ·+ (aj−1,j) + e(2λr−2λj)t(ad−1,d)

)
= E,

assim, segue

lim
t→∞

ln
√
e2λjt · E
t

= lim
t→∞

ln
√
e2λjt + ln

√
E

t
= λj

=⇒ lim
t→∞

ln
√
e2λjt

t
+ lim

t→∞

ln
√
E

t

= λj

ou seja, temos

λj + lim
t→∞

1

t
ln
√
E = λj.

Portanto, lim
t→∞

1

t
ln
√
E = 0.

Suponha que al−1,l = x2
l−1 + x2

l > 0 para j + 1 ≤ l ≤ d e j < q ≤ r. Então

(
e(2λ1−2λj)t(a1,2) + · · ·+ (aj−1,j) + e(2λr−2λj)t(ad−1,d)

)
≥ e2λq−2λjt(al−1,l).

Porém,

lim
t→∞

1

t
ln
√

e(2λ1−2λj)t(a1,2) + · · ·+ (aj−1,j) + e(2λr−2λj)t(ad−1,d) ≥

≥ lim
t→∞

1

t
ln
√
e2λq−2λjt(al−1,l).

e

lim
t→∞

1

t
ln
√

e(2λq−2λj)t(al−1,l) = lim
t→∞

1

t
ln

(√
e(2λq−2λj)t ·

√
(al−1,l)

)
= lim

t→∞

1

t

(
ln
√
e(2λq−2λj)t + ln

√
(al−1,l)

)
= lim

t→∞

1

t
ln e(2λq−2λj)t + lim

t→∞

1

t
ln
√

(al−1,l)

= λq − λj > 0.
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Logo,

lim
t→∞

1

t
ln
√

e(2λ1−2λj)t(a1,2) + · · ·+ (aj−1,j) + e(2λr−2λj)t(ad−1,d) > 0.

O que por sua vez é um absurdo, e assim al−1,l = 0 para l = j + 1, · · · , d. Implicando

assim, xj+1 = · · · = xd = 0.

Considere al−1,l = x2
l−1 + x2

l > 0 para 1 ≤ l ≤ j − 2 e 1 ≤ q < j. Então

(
e(2λ1−2λj)t(a1,2) + · · ·+ (aj−1,j) + e(2λr−2λj)t(ad−1,d)

)
≥ e2λq−2λjt(al−1,l).

Porém,

lim
t→−∞

1

t
ln
√

e(2λ1−2λj)t(a1,2) + · · ·+ (aj−1,j) + e(2λr−2λj)t(ad−1,d) ≤

≤ lim
t→−∞

1

t
ln
√
e(2λq−2λj)t(al−1,l).

e

lim
t→−∞

1

t
ln
√

(e(2λq−2λj)t(al−1,l) = lim
t→−∞

1

t
ln

(√
e(2λq−2λj)t ·

√
(al−1,l)

)
= lim

t→−∞

1

t

(
ln
√
e(2λq−2λj)t + ln

√
(al−1,l)

)
= lim

t→−∞

1

t
ln e(2λq−2λj)t + lim

t→∞

1

t
ln
√

(al−1,l)

= λq − λj < 0.

Logo,

lim
t→−∞

1

t
ln
√

e(2λ1−2λj)t(a1,2) + · · ·+ (aj−1,j) + e(2λr−2λj)t(ad−1,d) < 0.

O que por sua vez é um absurdo, e assim al−1,l = 0 para l = 1, · · · , j − 2. Implicando

assim, x1 = · · · = xj−2 = 0.

Portanto,

lim
t→±∞

1

t
ln
√

e2λ1t(a1,2) + · · ·+ e2λjt(aj−1,j) + · · ·+ e2λrt(ad−1,d) = λj.

Desta forma, segue que

x1 = x2 = · · · = xj−1 = xj+1 = · · · = xd = 0, ou seja , x0 ∈ L(λj).

Reciprocamente, suponhamos que x0 ∈ L(λj).
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Para blocos de Jordan correspondentes aos pares de autovalores complexos de A,

temos que a j-ésima componente da solução de ẋ = JRx é dada por:

xj(t, x0) = eλt
m∑
k=j

tk−j

(k − j)!
(xk cos vt− yk sin vt)

e

yj(t, x0) = eλt
m∑
k=j

tk−j

(k − j)!
(xk sin vt+ yk cos vt),

com j = 1, 2, · · · ,m e onde x0 = (x1, y1, x2, y2, · · · , xm, ym) ∈ E(µ).

Consideremos as componentes da solução

x1(t, x0), y1(t, x0), x2(t, x0), y2(t, x0), · · · , xm(t, x0), ym(t, x0).

em seguida, façamos

� fx
j = xj cos vt− yj sin vt;

� f y
j = xj cos vt+ yj sin vt;

� tgxj = t(x2j cos vt− y2j sin vt);

� tgyj = t(x2j sin vt+ y2j cos vt).

Então,

∥x(t, x0)∥ =
√

x1(t, x0)2 + y1(t, x0)2 + · · ·+ xm(t, x0)2 + ym(t, x0)2

=
√

(eλt(fx
1 + tgx1 ))

2 + (eλt(f y
1 + tgy1))

2 + · · ·+ (eλt(fx
m + tgxm))

2 + (eλt(f y
m + tgym))2

=
√
(eλt)2

onde,

f(t) =
m∑
j=1

[
(fx

j + tgxj )
2 + (f y

j + tgyj )
2
]
.

A vista disso,

1

t
ln ∥(x, tx0)∥ =

1

t
ln
√
(eλt)2 · f(t)

=
1

t
ln
√
(eλt)2 +

1

t
ln
√

f(t)

Veja que
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lim
t→±∞

1

t
ln
√

f(t) = 0

e

lim
t→±∞

1

t
ln
√

(eλt)2 = lim
t→±∞

1

t
ln eλt = lim

t→±∞

1

t
λt = λ.

2

3.2 Estabilidade em Sistemas Dinâmicos em Rd

Nesta seção, faremos um estudo do comportamento das soluções, no contexto de

estabilidade.

Considere N(x, ε) =
{
y ∈ Rd : ∥1− x∥ < ε

}
com ε > 0, uma ε-vizinhança de x ∈ Rd.

Definição 3.6 Seja x∗ ∈ Rd um ponto fixo da equação diferencial ẋ = Ax, isto é, ao

aplicarmos este ponto na solução x(t, x0), seque que x(t, x∗) = x∗, para todo t ∈ R. Desta

forma, x∗ é chamado de:

1. Estável: se para todo ε > 0, existe δ > 0 de modo que x(t, x0) ∈ N(x∗, ε), para todo

t ≥ 0 quando x0 ∈ N(x∗, ε);

2. Assintoticamente Estável: se é estável e existe γ > 0 de modo que lim
t→∞

x(t, x0) = x∗

quando x0 ∈ N(x∗, γ);

3. Exponencialmente Estável: se existe α ≥ 1 e β, η > 0 de modo que para cada

x0 ∈ N(x∗, η), a solução satisfaz ∥x(t, x0)−x∗∥ ≤ α∥x0−x∗∥e−βt, para todo t ≥ 0;

4. Instável: caso não seja estável.

Observação 3.7 Note que para ẋ = Ax, x∗ é um ponto fixo se, e somente se x∗ ∈ kerA.

E mais, a origem é um ponto fixo em qualquer equação diferencial linear.

Como visto na seção anterior, podemos decompor Rd em soma direta de espaços

de Lyapunov, i.e., Rd = ⊕l
j=1L(λj). Fazendo uso de tais subespaços, e da pequena

introdução referente aos conceitos de estabilidade, daremos a seguinte definição.
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Definição 3.8 Os subespaços estável, central e instável relacionados a matriz A ∈ gl(d,R)

são definidos de forma respectiva do seguinte modo:

1. L− = ⊕L(λj) : λj < 0;

2. L0 = ⊕L(λj) : λj = 0;

3. L+ = ⊕L(λj) : λj > 0.

Perceba que de acordo com a definição acima, o espaço estado Rd pode ser decomposto

em soma direta dos subespaços estável, central e instável. De outra forma,

Rd = L− ⊕ L0 ⊕ L+.

Vejamos a seguir, alguns exemplos das definições acima.

Exemplo 3.9 Considere A ∈ gl(4,R) com os seguintes autovalores

µ1 = −3± 2i, µ2 = 2 e µ3 = 0.

Neste exemplo, claramente

R4 = E(−3± 2i)⊕ E(2)⊕ E(0).

Contudo,

E(−3± 2i) = ker(A2 + 6x+ 13),

E(2) = ker(A− 2),

E(0) = kerA,

e consequentemente,

R4 = ker(A2 + 6x+ 13)⊕ ker(A− 2)⊕ kerA.

Tendo em vista que −3, 2, e 0 são as partes reais dos autovalores relativos a matriz

A, acertamos que os espaços de Lyapunov são:

L(−3) = E(−3± 2i) = ker(A2 + 6x+ 13),

L(2) = E(2) = ker(A− 2),

L(0) = E(0) = kerA,
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Isto posto, temos

L− = L(−3), L0 = L(0) e L+ = L(2)

como sendo os subespaços estável, central e instável respectivamente.

Exemplo 3.10 Considere A ∈ gl(d,R), e µ = λ + iv como sendo o modelo de seus

autovalores, de modo que λ ̸= 0. O espaço central é o conjunto vazio, visto que L0 =

{L(λj);λj = 0} = ∅. Por consequência,

Rd = L− ⊕ L+.

O teorema a seguir é importante, uma vez que possibilita a caracterização de estabil-

idade por meio dos autovalores.

Teorema 3.11 Para uma equação diferencial linear ẋ = Ax em Rd, as seguintes afir-

mações são equivalentes:

1. A origem 0 ∈ Rd é assintoticamente estável.

2. A origem 0 ∈ Rd é exponencialmente estável.

3. Todos os expoentes de Lyapunov são negativos (em outras palavras, todas as partes

reais dos autovalores são negativas).

4. O subespaço estável L− satisfaz L− = Rd.

Demonstração: Observemos primeiro que a estabilidade assintótica e exponencial de

ponto fixo x∗ ∈ Rd em uma vizinhança N(x∗, γ) implica a estabilidade assintótica e

exponencial, respectivamente, para todos os pontos x0 ∈ Rd.

De fato, suponha que a origem tenha estabilidade exponencial em N(0, γ). Então

para todo x0 ∈ Rd o ponto

x1; =
γ

2
· x0

∥x0∥
∈ N(0, γ),
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e, deste modo,

∥x(t, x0)∥ = ∥eAtx0∥

=

wwww2∥x0∥
γ
· eAt · γ

2
· x0

∥x0∥

wwww
=

2∥x0∥
γ
· ∥x(t, x1)∥

≤ 2∥x0∥
γ
· α∥x1∥e−βt

= α∥x0∥e−βt.

Por meio do resultado, de forma análoga mostramos a estabilidade assintótica.

Provemos as equivalências.

(2) =⇒ (1) O resultado sai de forma direta por meio da definição de assintoticamente

estável.

(1) =⇒ (3) Repare que se a origem é assintoticamente estável, eAtx0 −→ 0 quando

t −→∞.

Suponha que um dos expoentes de Lyapunov não é negativo. Assim, um dos auto-

valores, µ por exemplo, tem parte real não negativa.

� µ real positivo, isto é, µ = λ, onde λ ∈ R+. Se w é o autovetor relativo a µ,

então a solução correspondente a esse autovetor é ada por eAtw = eλtw. Além dp mais,

quando t −→ ∞ temos que eλtw −→ ∞ para λ > 0, e eλtw = w é um ponto fixo para

λ = 0. Logo, a solução correspondente ao autovetor w, não tende para a origem quando

t −→∞.

� Seja µ = λ+ iv com λ > 0 e v ̸= 0. Mostraremos este caso para um bloco de Jordan

relacionado ao par µ = λ± iv. Então, a solução é dada por

eAtx0 = eλt (cos vt · x1 − sin vt · x2, sin vt · x1 + cos vt · x2) , onde x0 = (x1, x2). (3.3)

Deste modo, quando t −→ ∞, temos eAtx0 −→ ∞ para λ > 0, e a equação (3.3) é a

rotação em x0 para λ = 0. Portanto, neste caso também temos que a solução não tende

para a origem quando t −→∞.

(3) =⇒ (2) Considere, por absurdo, que a origem não é exponencialmente estável, ou
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seja, para todos α, β, η > 0 existe x0 inN(0, η) tal que

∥eAtx0∥ > α∥x0∥e−βt,

para t ≥ 0. Porém, deste modo,

lim
t−→∞

∥eAtx0∥ > lim
t−→∞

α∥x0∥e−βt = 0,

assim, lim
t−→∞

∥eAtx0∥ > 0, o que por sua vez é um absurdo, pois se todos os expoentes de

Lyapunov são negativos, temos que Rd = L−, e assim, eAtx0 −→ 0 quando t −→∞, isto

é,

lim
t−→∞

∥eAtx0 = 0.

(3) ⇐⇒ (4) Sabemos que Rd = L− ⊕ L0 ⊕ L+. Então, Rd = L− ⇐⇒ L0 = ∅ e L+ = ∅.

O que por sua vez, ocorre se, e somente se, todos os expoentes de Lyapunov de A são

negativos.

2

3.3 Classificação dos Sistemas Lineares Hiperbólicos

no Plano

O Plano de Fase é uma representação geométrica das curvas da solução de um sistema

ẋ = Ax. Essas cuvas, são chamadas de trajetórias.

Veremos o Plano Traço-Determinante. Apresentaremos as propriedades em função

apenas do traço e do determinante.

Por simplicidade adotaremos uma matriz 2× 2 para representar o sistema.

Sendo A =

a b

c d

 e x =

x
y

, temos

Ax =

ax+ by

cx+ dy

 = (ax+ by, cx+ dy).
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Sabemos que a equação det(A − λI) = 0 é denominada equação característica da

matriz A, onde suas raízes são os autovalores associados a A. Assim,

det(A− λI) =

∣∣∣∣∣∣a− λ b

c d− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0

=⇒ (a− λ)(d− λ)− cb = 0

=⇒ λ2 − (a+ d)λ+ (ad− cb) = 0

=⇒ λ2 − (Tr A)λ+ detA = 0

Note que

λ =
−(−Tr A)±

√
(−Tr A)2 − 4 · 1 · detA

2

=
Tr A

2
±

√[
Tr A

2

]2
− detA

Veja que a equação terá raízes reais se, e somente se, △ ≥ 0, ou seja,

(Tr A)2 − 4 detA ≥ 0.

Note que conseguimos encontrar o sinal das raízes, sem ter de resolver os sistemas. Note

que

detA = λ1 · λ2 e Tr A = λ1 + λ2.

� Quando detA é negativo, temos√[
Tr A

2

]2
− detA ≥

[
Tr A

2

]
,

o que implica autovalores reais, e com sinais distintos. Em tal casos, o plano de fase é

do tipo ponto de sela.
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Figure 3.1: Trajetória tipo Sela com µ1 = −2 e µ2 = 2

� Quando detA é positivo, mas

0 < detA <

[
Tr A

2

]2
,

temos duas soluções reais de mesmo sinal. Em tal caso, o plano de fase é do tipo fonte

caso o sinal seja positivo, ou do tipo poço caso o sinal seja negativo.

Figure 3.2: Trajetória tipo Fonte com µ1 = 2 e µ2 = 4
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Figure 3.3: Trajetória tipo Poço com µ1 = −4 e µ2 = −2

� Quando o detA é exatamente igual a
[
Tr A

2

]2
, temos uma única raíz real. Em tal

caso, se A = λI o plano de fase é do tipo nó próprio, se A é qualquer o plano de fase é

do tipo nó impróprio. Neste último caso, se for positivo será chamado repulsivo, e se for

negativo será chamado de atrativo.

Figure 3.4: Trajetória tipo Nó com µ = 1
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Figure 3.5: Trajetória tipo Nó Repulsivo com µ =
1

2

Figure 3.6: Trajetória tipo Nó Atrativo com µ = −2

Veja que a equação terá raízes complexas se, e somente se, △ < 0, ou seja,

(Tr A)2 − 4 detA < 0 =⇒ (Tr A)2

4
< detA.

Assim, as raízes serão do seguinte modo,

µ = λ+ iv e µ = λ− iv =⇒ Tr A = 2λ,

e desta forma, o sinal do traço é dado pelo sinal de λ.
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� Quando Tr A < 0, o plano de fase é do tipo espiral convergente. a que por sua vez

chamamos de atrativa.

Figure 3.7: Trajetória tipo Espiral Atrativa com µ1 = −1− 2i e µ1 = −1 + 2i

� Quando Tr A > 0, o plano de fase é do tipo espiral divergente, a que por sua vez

chamamos de repulsiva.

Figure 3.8: Trajetória tipo Espiral Repulsiva com µ1 = 1− 2i e µ1 = 1 + 2i

� Quando Tr A = 0, o plano de fase é cíclico, o que por sua vez chamamos de centro.
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Figure 3.9: Trajetória tipo Centro com µ1 = −i e µ2 = i

Observação 3.12 Uma equação diferencial linear, é dita hiperbólica quando todos os

autovalores da matriz que o origina possui parte real não nula.

De acordo com nossas análises, podemos esquematizar o plano traço-determinante do

seguinte modo.
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Figure 3.10: Plano Traço-Determinante

A figura acima foi inspirada numa figura presente na página do Professor Jaime

Villate, da Universidade do Porto.

De modo sucinto, podemos tabelar os resultados vistos nesta seção, a fim de classificar

os sistemas a nível de estabilidade por meio de seus autovalores.
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Autovalores Trajetória Estabilidade

µ1, µ2 ∈ R, ambos positivos Fonte Instável

µ1, µ2 ∈ R, ambos negativos Poço Estável

µ1, µ2 ∈ R, sinais opostos Sela Instável

µ ∈ R, positivo Nó Repulsivo Instável

µ ∈ R, negativo Nó Atrativo Estável

µ, µ ∈ C, parte real positiva Espiral Repulsiva Instável

µ, µ ∈ C, parte real negativa Espiral Atrativa Estável

µ, µ ∈ C, parte real nula Centro Estável

Table 3.1: Estabilidade via Autovalores
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Chapter 4

Equações Diferenciais Lineares em

Tempo Discreto

Neste capítulo, introduziremos o conceito de equação diferencial linear em tempo

discreto, assim como também discutiremos as fórmulas de solução e as propriedades de

estabilidade.

4.1 Equações Diferença

Em várias áreas encontramos situações em que as variáveis mudam de forma discreta.

As equações que articulam tais relações entre as variáveis recebem o nome de equações

diferença, as quais apresentam uma relação de recorrência.

Perceba, que nesta situação trabalhamos com o chamado tempo-discreto, em que

nosso domínio de tempo passa a ser N0 ou Z, dependendo da situação. Fornecida uma

matriz A ∈ gl(d,R), temos que a equação é obtida por

x(n+1) = Axn. (4.1)

Por outro lado, é fácil ver que ao considerarmos apenas o tempo positivo, as soluções
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φ(n, x0) são dadas por

φ(n, x0) = xn = Anx0, com n ∈ N. (4.2)

De fato, como havíamos mencionado, há uma recorrência em equações diferença. Uma

solução para equações do tipo (4.1) pode ser encontrada por meio de iterações, embora

haja outros métodos os quais veremos posteriormente. Veja que

φ(0, x0) = A0x0 = x0

φ(1, x0) = A1x0 = Ax0 = x1

φ(2, x0) = A2x0 = A(A1x0) = x2

...

φ(n, x0) = Anx0 = A(An−1x0) = xn

φ(n+ 1, x0) = An+1 = A(Anx0) = Axn = xn+1

Exemplo 4.1 Seja A =

1 2

0 1

 ∈ gl(2,R) e x0 =

1
1

 com n ∈ N. Iterando, podemos

encontrar x5 = Ax4 da seguinte forma:

x0 =

1
1

 , x1 =

3
1

 , x2 =

5
1

 , x3 =

7
1

 , x4 =

9
1

 , e x5 =

11
1

 .

Caso A seja inversível, a fórmula (4.2) vale para todo n ∈ Z. Em nossos estudos,

consideraremos as matrizes hiperbólicas a qual definiremos a seguir.

Definição 4.2 Uma matriz A ∈ R é dita ser hiperbólica, se a parte real dos seus auto-

valores é não nula, i.e., não possui autovalores em seu eixo imaginário.

Observação 4.3 Perceba que as matrizes hiperbólicas são inversíveis, logo podemos tra-

balhar tranquilamente com n ∈ Z.

4.2 Fórmulas de Solução para xn+1 = Axn
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Para o caso discreto, conseguimos, em algumas situações, informações similares à que

temos no caso contínuo. Por exemplo, no caso discreto continua sendo válido a existência

e unicidade das soluções, como também o fato de que dado uma matriz A ∈ Gl(d,R), o

conjunto de soluções φ(n, x0), com n ∈ Z, forma um espaço linear d-dimensional.

Como comentamos anteriormente, se A ∈ Gl(d,R) a fórmula (4.2) vale para todo n ∈

Z, e mais, An forma uma solução fundamental. Assim consideraremos, no caso discreto,

sempre A ∈ Gl(d,R), e tomaremos por Ek como sendo o autoespaço real generalizado em

relação aos autovalores µ1, µ2, · · · , µr ∈ C, onde k = 1, 2, · · · , r. Em tal caso, nk indicará

a dimensão de Ek.

Em relação as fórmulas de solução, temos de acordo com o teorema 2.3, as seguintes

propriedades análogas ao tempo contínuo, organizadas em forma de teorema para o caso

de tempo discreto.

Teorema 4.4 Considerando a matriz A, segue que:

1. Se A = T−1JRT , então An = T−1(JR)nT , em outras palavras, para o cálculo de

potência de matrizes, é suficiente conhecermos as potências das matrizes em sua

forma real de Jordan;

2. Sendo v1, v2, · · · , vd uma base de Rd, por exemplo, a constituída por todos os au-

tovetores reais generalizados de A. Se x0 =
∑d

i=1 αivi, então

φ(n, x0) =
d∑

i=1

αφ(n, vi),

para todo n ∈ Z;

3. Cada autoespaço real generalizado Ek é invaariante para a equação diferencial linear

xn = Anx0, ou seja, para x0 ∈ Ek a solução correspondente satisfaz φ(n, x0) ∈ Ek

para todo n ∈ Z.

O teorema acima nos mostra que as soluções para as equações diferencias lineares em

tempo discreto, podem ser formuladas por meio dos cálculos das iterações dos blocos de

Jordan. Tendo em vista tais informações, vejamos de forma detalhada as fórmulas destas

soluções, tanto referente aos autovalores reais, quanto aos complexos.
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Comecemos por considerar o caso em que os autovalores são reais. Então, sendo J

um bloco de Jordan cuja dimensão é m, relativo a um autovalor real µ. Perceba que,

J =



µ 1 0 · · · 0

0 µ 1
. . . ...

0 µ
. . . 0

. . . . . . 1

· 0 µ


= µ



1 0 0 · · · 0

0 1 0
. . . ...

0 1
. . . 0

. . . . . . 0

· 0 1


︸ ︷︷ ︸

I

+



0 1 0 · · · 0

0 0 1
. . . ...

0 0
. . . 0

. . . . . . 1

· 0 0


︸ ︷︷ ︸

N

=⇒ J = µI +N, com Nm = 0, i.e., N é nilpotente.

Para n ∈ N, temos

Jn = (µI +N)n =
n∑

i=0

(
n

i

)
µn−iN i.

E mais, note que para n ≥ m− 1,

φ(n, y0) = Jny0 = µn+1−m

m−1∑
i=0

(
n

i

)
µm−1−iN iy0. (4.3)

Conseguimos ainda mais, dado y0 = [y1, y2, · · · , ym]T , a j-ésima componente da

solução φ(n, y0) de yn+1 = Jyn pode ser encontrada do seguinte modo:

φj(n, y0) =

(
n

0

)
µnyj +

(
n

1

)
µn−1yj+1 + · · ·+

+

(
n

m− j

)
µn−(m−j)ym

=

m−j∑
i=0

(
n

i

)
µn−iyj+1.

Acompanhe a seguir a explicação para tal fato. Veja que para n ≥ m− 1,

Jny0 = µn+1−m

m−1∑
i=0

(
n

i

)
µm−1−iN iy0

=
m−1∑
i=0

(
n

i

)
µn−iN iy0,
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pois, (
n

0

)
µnN0 +

(
n

1

)
µn−1N1 + · · ·+

+

(
n

m− 1

)
µn−m+1Nm−1 +

(
n

m

)
µn−n Nm︸︷︷︸

zero a partir daqui.

.

Vejamos um exemplo, para melhor entender o que foi exposto acima.

Exemplo 4.5 Considere J =

2 1

0 2

. Assim, J = 2 ·

1 0

0 1

 +

0 1

0 0

, com m = 2.

Tomando n = 3 e y0 = [y1, y2]
T , temos

φ(3, y0) = J3y0 = µ2

1∑
i=0

(
3

i

)
µ1−iN iy0

= µ2((1µ · I) + (3 ·N))y0

= µ2

µ 0

0 µ

+

0 3

0 0

 y0

= µ2

µ 3

0 µ

 y0

=

µ3 3µ2

0 µ3

y1
y2

 .

O que implica em

µ3y1 + 3µ2y2 como sendo a 1ª componente da solução, e

µ3y2 como sendo a 2ª compoente da solução.

Se ao invés dessa construção, aplicarmos a fórmula para cada componente, obtemos

o mesmo resultado,

φ1(3, y0) =

(
3

0

)
µ3y1 +

(
3

1

)
µ2y2 = µ3y1 + 3µ2y2,

φ2(3, y0) =

(
3

0

)
µ3y2 = µ3y2.
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Consideraremos o caso em que os autovalores são complexos. Então, sendo J um bloco

de Jordan cuja dimensão é 2m, relativo a um par de autovalores conjugados µ = α+ iβ.

Sendo

D =

α −β

β α

 e I2 =

1 0

0 1

 ,

obtemos J como sendo escrito por

J =



D I2 ·

0 D I2

0 D
. . .

. . . . . . I2

· 0 D


=



D 0 ·

0 D 0

0 D
. . .

. . . . . .

· 0 D


+



0 I2 ·

0 0 I2

0 0
. . .

. . . . . . I2

· 0 0


.

Deste modo, vemos facilmente que J é a soma de uma matriz bloco-diagonal D̃ com

blocos D, e uma matriz nilpotente N , onde Nm = 0.

De fato, Nm = 0, visto que N possui dimensão 2m, e a cada potência temos que os

blocos I2 deslocam-se para a direita.

Observemos que D̃ e N comutam, isto é, D̃N = ND̃. Com efeito, visto que D̃ é uma

matriz bloco-diagonal, e N é uma matriz bloco-superdiagonal.

Assim, calculamos para n ≥ m− 1

Jn = (D̃ +N)n =
m−1∑
i=0

(
n

i

)
D̃n−1N i

=

(
n

0

)
D̃nI +

(
n

1

)
D̃n−1N + · · ·+

(
n

m− 1

)
D̃n−(m−1)Nm−1.

Observe que |µ| =
√
α2 + β2, portanto com φ ∈ [0, 2π] sendo determinado por cosφ =

α√
α2 + β2

. Deste modo, temos que µ = |µ| · eiφ, e assim, podemos escrever a matriz D

como

D =

α −β

β α

 = |µ| ·R, com R :=

cosφ − sinφ

sinφ cosφ

 .
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Desta forma, D descreve uma rotação pelo ângulo φ seguido pela multiplicação por |µ|.

Denotemos por R̃ a matriz bloco-diagonal com blocos R. Assim, para n ≥ m − 1, a

fórmula de solução é a seguinte:

φ(n, y0) = Jny0 =
m−1∑
i=0

(
n

i

)
|µ|n−iR̃n−iN iy0

= |µ|n+1−m

m−1∑
i=0

(
n

i

)
|µ|m−1−iR̃n−iN iy0. (4.4)

Conseguimos chegar na fórmula (4.4) visto que

m−1∑
i=0

(
n

i

)
|µ|m−1−i+n+1−mR̃n−iN iy0

=
m−1∑
i=0

(
n

i

)
|µ|n−iR̃n−iN iy0

pois, (
n

0

)
|µ|n · R̃n · I +

(
n

1

)
|µ|n−1 ·Rn − 1 ·N + · · ·

+

(
n

m− 1

)
|µ|n−m+1 ·Rn−m+1 ·Nm−1

+

(
n

m

)
|µ|n−m ·Rn−m · Nm︸︷︷︸

zera a partir daqui.

Façamos a dedução das φyj e φxj
-ésimas componentes da solução φ(n, z0) de zn+1 =

Jzn, onde z0 = [x1, y1, x2, y2, · · · , xm, ym]
T é o valor inicial. Assim,

φ(n, z0) = Jnz0 =
m−1∑
i=0

(
n

i

)
|µ|m−1−iR̃m−1−iN iz0,

considerando ate m− 1 visto que Nm = 0. Lembrando que j : 1 ≤ j ≤ m, segue

φxj
(n, z0) =

(
n

0

)
|µ|n(xj cos(nφ)− yj sin(nφ))

+

(
n

1

)
|µ|n−1(xj+1 cos((n− 1)φ)− yj+1 sin((n− 1)φ))

+ · · ·

+

(
n

m− j

)
|µ|n−m+1(xm cos((n−m+ j)φ)− ym sin((n−m+ j)φ),
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e

φyj(n, z0) =

(
n

0

)
|µ|n(xj sin(nφ) + yj cos(nφ))

+

(
n

1

)
|µ|n−1(xj+1 sin((n− 1)φ) + yj+1 cos((n− 1)φ))

+ · · ·

+

(
n

m− j

)
|µ|n−m+1(xm sin((n−m+ j)φ) + ym cos((n−m+ j)φ).

Para melhor entender, tomemos um exemplo.

Exemplo 4.6 Seja

J =


2 −1 1 0

1 2 0 1

0 0 2 −1

0 0 1 2

 =


2 −1 0 0

1 2 0 0

0 0 2 −1

0 0 1 2


︸ ︷︷ ︸

D̃

+


0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0


︸ ︷︷ ︸

Ñ

.

Neste caso, tomamos m = 2 e vamos considerar n = 3. Seja também z0 = [x1, y1, x2, y2]
T ,

assim, temos o seguinte,

φ(3, z0) = J3y0 = (D̃ +N)3

= |µ|2
((

3

0

)
|µ| · (R̃)3 · I +

(
3

1

)
|µ|0 · R̃2 ·N1

)
z0

= |µ|3 ·
(
|µ| · R̃3 + 3 · R̃2 ·N

)
z0

=

|µ|
3 ·


cosφ − sinφ 0 0

sinφ cosφ 0 0

0 0 cosφ − sinφ

0 0 sinφ cosφ



3

+

+ 3|µ|2 ·


cosφ − sinφ 0 0

sinφ cosφ 0 0

0 0 cosφ − sinφ

0 0 sinφ cosφ



2

·


0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0



 ·

x1

y1

x2

y2
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=

|µ|
3 ·


cos 3φ − sin 3φ 0 0

sin 3φ cos 3φ 0 0

0 0 cos 3φ − sin 3φ

0 0 sin 3φ cos 3φ

+

+ 3|µ|2 ·


cos 2φ − sin 2φ 0 0

sin 2φ cos 2φ 0 0

0 0 cos 2φ − sin 2φ

0 0 sin 2φ cos 2φ



2

·


0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0



 ·

x1

y1

x2

y2



=


|µ|3 cos 3φ −|µ|3 sin 3φ 3|µ|2 cos 2φ −3|µ|2 sin 2φ

|µ|3 sin 3φ |µ|3 cos 3φ 3|µ|2 sin 2φ 3|µ|2 cos 2φ

0 0 |µ|3 cos 3φ −|µ|3 sin 3φ

0 0 |µ|3 sin 3φ |µ|3 cos 3φ

 ·

x1

y1

x2

y2

 .

Deste modo, temos

� φx1(3, z0) = |µ|3 · (x1 cos 3φ− y1 sin 3φ+ 3|µ|2x2 cos 2φ− y2 sin 2φ);

� φy1(3, z0) = |µ|3 · (x1 sin 3φ+ y1 cos 3φ+ 3|µ|2x2 sin 2φ+ y2 cos 2φ);

� φx2(3, z0) = |µ|3 · (x2 cos 3φ− y2 sin 3φ);

� φy2(3, z0) = |µ|3 · (x2 sin 3φ+ y2 cos 3φ).

Agora, façamos por meio da fórmula que acabamos de deduzir

� φx1 =

(
3

0

)
︸︷︷︸
=1

|µ|3(x1 cos 3φ− y1 sin 3φ) +

(
3

1

)
︸︷︷︸
=3

|µ|2(x2 cos 3φ− y2 sin 3φ);

� φy1 =

(
3

0

)
︸︷︷︸
=1

|µ|3(x1 sin 3φ+ y1 cos 3φ) +

(
3

1

)
︸︷︷︸
=3

|µ|2(x2 sin 3φ+ y2 cos 3φ);

� φx2 =

(
3

0

)
︸︷︷︸
=1

|µ|3(x2 cos 3φ− y2 sin 3φ);

� φy2 =

(
3

0

)
︸︷︷︸
=1

|µ|3(x2 sin 3φ+ y2 cos 3φ).

Ou seja, realmente coincidiram. Logo, é mais viável usarmos as fórmulas para en-

contrar as componentes φxj
e φyj da trajetória φ(n, z0).

Podemos simplificar φxj
(n, z0) e φyj(n,z0) do seguinte modo:
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φxj
(n, z0) =

m−j∑
i=0

[(
n

i

)
|µ|n−i (xj+i cos[(n− i)φ]− yj+i sin[(n− i)φ])

]
;

e

φyj(n, z0) =

m−j∑
i=0

[(
n

i

)
|µ|n−i (xj+i sin[(n− i)φ] + yj+i cos[(n− i)φ])

]
.

4.3 Espaços de Lyapunov e Estabilidade

Assim como visto no tempo contínuo, veremos aqui o comportamento assintótico das

trajetórias de φ(n, x0) = Ax0. Para tal fim, começaremos com a definição de expoentes

e espaços de Lyapunov para o tempo discreto.

Definição 4.7 Dada uma equação diferencial linear xn+1 = Axn e sua solução φ(n, x0) =

Anx0, n ∈ Z, o expoente de Lyapunov é definido para x0 ̸= 0 como

λ(x0) = lim
t→∞

sup
1

t
ln ∥φ(n, x0)∥,

onde ∥ · ∥ é uma norma qualquer em Rd.

Antes da definição seguinte, é importante relembramos que para nós, Ek, com k =

1, 2, · · · r são os autoespaços reais generalizados associados aos autovalores µk de A.

Definição 4.8 Suponha que exista 1 ≤ l ≤ d módulos distintos dos autovalores µk, e

sejam λ1 > λ2 > · · · > λl os logaritmos desses módulos. Ordenando-os como λ1 > λ2 >

· · · > λr, em que 1 ≤ l ≤ r, definimos o espaço de Lyapunov associado a λj como

L(λl) := ⊕Ek,

ou seja, soma direta de todos os autoespaços reais generalizados Ek associados aos auto-

valores µk com λk = ln |µk|.

Vale notar que o espaço estado Rd pode ser decomposto como soma direta dos espaços

de Lyapunov referentes ao tempo discreto, i.e., Rd = ⊕l
j=1L(λj).
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Exemplo 4.9 Veja para o caso escalar, xn+1 = λn, 0 ̸= λ ∈ R, as soluções são

φ(n, x0) = λnx0. O expoente de Lyapunov é um limite dado por:

lim
n→±∞

1

n
ln |λnx0| = lim

n→±∞

1

n
ln(|λ|n) + lim

n→±∞

1

n
ln |x0|

= ln |λ|.

Para um trajetória xn, n ∈ Z de xn+1 = Axn, a função xn+1 = A−1xn, n ∈ Z é

denominada equação invertida no tempo.

Veremos a seguir um teorema que relaciona os expoentes de Lyapunov de xn+1 = Ax

com os módulos dos autovalores de A ∈ Gl(d,R), associando-os a decomposição de Rd

como soma direta dos espaços de Lyapunov.

Teorema 4.10 Considerando uma equação diferencial linear A ∈ Gl(d,R). Decompo-

mos o espaço estado Rd como soma direta dos espaços de Lyapunov,

Rd = L(λ1)⊕ L(λ2)⊕ · · · ⊕ L(λl),

e o expoente de Lyapunov λ(x0) para x0 ∈ Rd são dados pelos logaritmos λj dos módulos

dos autovalores de A. Para uma trajetória φ(·, x0), onde x ̸= 0, tem-se

λ(x0) = lim
t→±∞

1

t
ln ∥φ(n, x0)∥ = λj ⇐⇒ x0 ∈ (λj).

Demonstração: Já provamos que para qualquer matriz A, temos A = TJRT−1, onde

T ∈ Gl(d,R) e J sendo a forma real de Jordan. Deste modo, podemos usar as fórmulas

de solução referente aos autoespaços generalizados para provar as asserções do teorema.

Provaremos aqui para o caso em que µ é um autovalor real, por meio da fórmula (4.3).

Assim, para n ≥ m− 1 segue,

1

n
ln ∥φ(n, x0)∥ =

n+ 1−m

n
ln |µ|+

+
1

n
ln

wwwww
m−1∑
i=0

(
n

i

)
µm−1−iN ix0

wwwww .
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Assumindo os máximo em i, com 0 ≤ i ≤ m − 1, e podemos realizar a seguinte

estimativa para cada i e n −→∞:

 1n ln

wwwww
m−1∑
i=0

(
n

i

)
µm−1−iN ix0

wwwww
 ≤ lnm+max

i
ln

(
n

i

)
+max

i
ln
(
|µ|m−1−i∥N ix0∥

)
.

Para cada i e n→∞ podemos também estimar

1

n
ln

(
n

i

)
=

1

n
ln

n(n− 1) · · · (n− i− 1)

i!
≤ max

1

n
(lnn− ln i!) −→ 0.

Assim, tomando o limite para n na expressão acima, encontramos que o expoente de

Lyapunov é igual a ln |µ| para cada valor inicial x0, neste próprio autoespaço generalizado.

De forma análoga, conseguimos provar para o caso de autovalores complexos.

Por fim, para valores iniciais na soma direta de autoespaços generalizados referentes

a autovalores com módulos diferentes, temos que o maior expoente determina o expoente

de Lyapunov. O mesmo ocorre quando n −→ −∞.

2

O teorema seguinte, permitirá concluir o raciocínio para conclusão da demonstração

do teorema 4.10 de forma direta.

Teorema 4.11 Considere a equação diferencial linear xn+1 = Axn com A ∈ Gl(d,R),

e os espaços de Lyapunov correspondentes L(λj), λ1 > λ2 > · · · > λl. Definamos os

seguintes subespaços:

Vl+1 = W0 := {0} ,

e para 1 ≤ j ≤ l

Vj := Ll ⊕ · · · ⊕ Lj e Wj := Lj ⊕ · · · ⊕ L1.

Então a solução φ(·, x0) com x0 ̸= 0, satisfaz

lim
n−→−∞

1

|n|
ln ∥φ(n, x0)∥ = −λj ⇐⇒ x0 ∈ Wj \Wj−1.

De modo particular,

lim
n−→±∞

1

|n|
ln ∥φ(n, x0)∥ = ±λj ⇐⇒ x0 ∈ L(λj) = Vj ∩Wj
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A prova do Teorema acima pode ser realizada fazendo uso das formulas de solução e

argumentos semelhantes aos utilizados na demonstração do teorema 4.10.

É importante ressaltar que os autoespaços generalizados e os espaços de Lyapunov

L(−λj), coincidem com os autoespaços generalizados e espaços de Lyapunov L(λj) re-

spectivamente.

Estabilidade

Assim como visto para o caso contínuo, para o caso discreto também conseguimos

descrever o comportamento assintótico de φ(n, x0) para n −→∞. Uma das ferramentas

que nos possibilita tal fato é o conceito de expoente de Lyapunov.

Vimos que uma trajetória com expoente de Lyapunov negativo tende a origem, en-

quanto que quando o expoente de Lyapunov tende ao infinito a trajetória torna-se ilimi-

tada. Contudo, em geral define-se as trajetórias para x ≥ 0.

Definição 4.12 Seja x∗ ∈ Rd um ponto fixo da equação diferencial xn+1 = Axn, isto é,

ao aplicarmos este ponto na solução φ(n, x∗) com valor inicial φ(0, x∗) = x∗ seque que

φ(n, x∗) = x∗, para todo n ∈ N. Desta forma, x∗ é chamado de:

1. Estável: se para todo ε > 0, existe δ > 0 de modo que φ(n, x0) ∈ N(x∗, ε), para

todo n ∈ N quando x0 ∈ N(x∗, ε);

2. Assintoticamente Estável: se é estável e existir γ > 0 de modo que lim
t→∞

φ(n, x0) =

x∗ quando x0 ∈ N(x∗, γ);

3. Exponencialmente Estável: se existe α ≥ 1, η > 0 e β ∈ (0, 1) de modo que para

cada x0 ∈ N(x∗, η), a solução satisfaz ∥φ(n, x0) − x∗∥ ≤ αβn∥x0 − x∗∥e−βt, para

todo n ∈ N;

4. Instável: caso não seja estável.

Definição 4.13 Os subespaços estável, central e instável relacionados a matriz A ∈

Gl(d,R) são definidos de forma respectiva do seguinte modo:
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1. L− = ⊕λj<0 L(λj) : λj < 0;

2. L0 = ⊕L(λj) : λj = 0;

3. L+ = ⊕λj>0 L(λj) : λj > 0.

Por meio dos autovalores de A é possível caracterizarmos a estabilidade assintótica e

exponencial da origem para xn+1 = Axn.

Teorema 4.14 Para uma equação diferencial linear xn+1 = Axn. em Rd, as seguintes

afirmações são equivalentes:

1. A origem 0 ∈ Rd é assintoticamente estável.

2. A origem 0 ∈ Rd é exponencialmente estável.

3. Todos os expoentes de Lyapunov são negativos (em outras palavras, todos os módulos

dos autovalores são menores que 1).

4. O subespaço estável L− satisfaz L− = Rd.

Demonstração: Análogo ao caso contínuo já demonstrado neste trabalho. 2

Para concluir esta seção, vale ressaltar que os expoentes de Lyapunov sozinhos não

nos permitem caracterizar a estabilidade. Na verdade, os mesmos estão relacionados a

estabilidade assintótica, não detectando assim, estabilidades polinomiais.
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Chapter 5

Conjugação e Equivalência de Fluxos

Lineares no Espaço Euclidiano

Neste capítulo veremos dois resultados importantes neste trabalho, relacionados à

conjugação e equivalência topológica para alguns tipos de sistemas dinâmicos, tanto para

o tempo contínuo, quanto para o tempo discreto.

Algo primordial na teoria de sistemas dinâmicos consiste em saber quando podemos

comparar dois sistemas, isto é, em qual situação podemos deduzir que ambos possuem o

mesmo comportamento.

Um conceito padrão para a classificação destes sistemas são as conjugações, que

mapeiam trajetórias em trajetórias.

5.1 Fluxos Lineares em Rd

Nesta seção faremos a caracterização de fluxos em espaços métricos e noções de con-

jugação.

Começamos recordando a definição de fluxo.

Definição 5.1 Um fluxo topológico sobre um espaço métrico X é definido como uma
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aplicação contínua

Φ : R×X −→ X

munido das seguintes propriedades:

1. Φ(0, x) = x, para todo x ∈ X;

2. Φ(s+ t, x) = Φ(s, Φ(t, x)), para todo s, t ∈ R e todo x ∈ X.

Definição 5.2 Para cada x ∈ X, o conjunto {Φ(t, x); t ∈ R} é chamado de órbita (ou

trajetória) do fluxo por meio de x.

Para cada t ∈ R, a aplicação tempo é definida como φt = Φ(t, ·) : X −→ X. Para esta

nova aplicação, conseguimos reescrever as propriedades 1 e 2 acima do seguinte modo:

1. φ0 = idX (aplicação identidade de X);

2. φs+t = φs ◦ φt, para todo s, t ∈ R.

Proposição 5.3 A aplicação φt tem inversa dada por (φt)
−1 = φ−t. Aliás, φt : X −→ X

é um homeomorfismo.

Exemplos padrão para sistemas dinâmicos contínuos são fornecidos por soluções de

equações diferenciais.

Exemplo 5.4 Dado A ∈ gl(d,R), as soluções de ẋ = Ax formam um sistema dinâmico

contínuo, para todo t ∈ R, com o espaço estado X = Rd.

Note que aqui Φ : R× Rd −→ Rd é definido por

Φ(t, x0) = x(t, x0) = eAtx0.

Temos aqui verificado facilmente as condições para ser um sistema dinâmico.

1. Φ(0, x0) = x(0, x0) = x0,
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2.

Φ(s+ t, x0) = x(s+ t, x0) = eA(s+t)x0

= (eAs · eAt)x0 = eAs · (eAtx0)

= eAs(x(t, x0)) = x(s, x(t, x0))

= Φ(s, Φ(t, x0)).

Exemplo 5.5 Seja F uma função com problema de valor inicial e localmente Lipschitz

contínua, de modo que para todo x0 ∈ Rd existem soluções φ(t, x0) definidas para todo

t ∈ R. Assim, φ(t, x0) = φ(t, x0) define um sistema dinâmico Φ : R× Rd −→ Rd.

Verifiquemos que de fato as condições de fluxo são satisfeitas neste exemplo.

1. Φ(0, x0) = φ(0, x0) = x0;

2.

Φ(s+ t, x0) = φ(s+ t, x0) = (φ(s) ◦ φ(t))x0

= φ(s) ◦ (φ(t)x0) = φ(s) ◦ φ(t, x0)

= Φ(s, Φ(t, x0))

Neste caso, o campo vetorial F é chamado de completo.

As duas definições seguintes são tipos específicos de órbitas.

Definição 5.6 Um ponto fixo (ou equilíbrio) de um sistema dinâmico Φ é um ponto

x ∈ X com a propriedade Φ(t, x) = x, para todo t ∈ R.

Definição 5.7 Uma órbita {Φ(t, x), t ∈ R} de um sistema dinâmico Φ é chamada per-

iódica se existe P ∈ R∗
+ tal que Φ(P + s, x) = Φ(s, x) para todo s ∈ R.

O ínfimo de {
P ∈ R∗

+;Φ(P + s, x) = Φ(s, x)
}

é o período da órbita {Φ(t, x), t ∈ R}.

Perceba que uma órbita de período 0 é um ponto fixo.
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Proposição 5.8 Um ponto x0 é um ponto fixo de um sistema dinâmico Φ associado a

equação diferencial ẋ = F (x) se, e somente se, F (x0) = 0. Perceba que F é um campo

vetorial

Demonstração: Considerando x0 ∈ X um ponto fixo do sistema dinâmico Φ, o mesmo

por sua vez satisfaz para todo s ∈ R que Φ(s, x0) = x0. Certo de que Φ(s, x0) = x(s, x0) =

x0, temos

0 = ẋ(s, x0) = F (x, (s, x0)) = f(x0).

Assim, F (x0) = 0.

Por outro lado, considere F (x0) = 0, de modo que ẋ0 = F (x0) = 0. Dessa maneira,

ẋ(s, x0) = 0, ou seja, x(s, x0) = k, onde k é uma constante real. Contudo, como x(0, x0) =

x0, acha-se x(s, x0) = x0 para todo s ∈ R. 2

Proposição 5.9 Um ponto x0 ∈ Rd é um ponto fixo de um sistema dinâmico Φ associado

a equação diferencial linear ẋ = Ax se, e somente se, x0 ∈ kerA.

Demonstração:

Admita que x0 seja um ponto fixo do sistema dinâmico ẋ = Ax, em outras palavras,

Φ(s, x0) = eAsx0 − x0. Derivando com respeito ao tempo s temos AeAsx0 = 0. Dado que

eAsx0 = x0, temos que Ax0 = 0, isto é, x0 ∈ kerA.

Mutuamente, seja x0 kerA. Deste modo, Ax0 = 0 e eAs(Ax0) = 0. Consequentemente,

eAsx0 = k, onde k é uma contante real. Como eA0x0 = x0, temos que eAsx0 = x0, para

todo s ∈ R.

2

Observação 5.10 Note que se uma matriz A ∈ Gl(d,R) é inversível, então o 0 é o

único ponto fixo dos sistemas dinâmicos associados à equação diferencial linear ẋ = Ax.

De fato, seja Φ um sistema dinâmico associado a ẋ = Ax. Sabemos que o 0 é um

ponto fixo de Φ. Resta-nos mostrar que ele é o único. Seja e0 um outro ponto fixo de

Φ. Logo, pela proposição anterior A(e0) = 0. Portanto, como A é inversível, temos que

e0 = 0.
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5.2 Conjugação e Equivalência de Fluxos Lineares no

Espaço Euclidiano em Tempo Contínuo

Nesta seção definiremos conjugação topológica, e exibiremos que a mesma fornece

uma relação de equivalência.

Definição 5.11 Sejam X um espaço métrico e,

Φ,Ψ : R −→ X

dois sistemas dinâmicos contínuos. Dizemos que são:

1. C0-conjugados (ou topologicamente conjugados), se existe um homeomorfismo

h : X −→ X de modo que

h(Φ(t, x)) = Ψ(t, (h(x)),

para todo x ∈ X e para todo t ∈ R.

2. C0-equivalentes ( ou topologicamente equivalentes), se existe um homeomorfismos

h : X −→ X,

de modo que para todo x ∈ X existe uma aplicação parametrizada contínua

τx : R −→ R (estritamente crescente), de modo que

h(Φ(t, x)) = Ψ(τx(t), h(x))

para todo t ∈ R.

3. Ck-conjugados com k ≥ 1 se existe um difeomorfismo

h : X −→ X de modo que

h(Φ(t, x)) = Ψ(t, (h(x)),

para todo x ∈ X e para todo t ∈ R. Também chamamos h de conjugação suave

neste caso.
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Observação 5.12 Podemos representar a propriedade de conjugação com o seguinte di-

agrama comutativo.

Figure 5.1: Diagrama comutativo de conjugação.

Veremos mais uma definição importante para este trabalho.

Definição 5.13 Considere um fluxo Φ : R × X −→ X. Um domínio fundamental Φ é

um par (Z, τ) onde Z é um subconjunto de X e τ : X → X é uma funa̧ão contínua tal

que para todo x ∈ X vale: Φ(t, x) ∈ Z se e somente se t = τ(x).

Observação 5.14 Note que a existência de um domínio fundamental é uma propriedade

bem restritiva para um fluxo. Por exemplo, suponha que o fluxo Φ : R × Rd → Rd tem

um equilíbrio x ∈ Rd. Então para qualquer domínio fundamental (Z, τ), o conjunto Z

contem x. Daí Φ(t, x) = x ∈ Z para todo t ∈ R, contradizendo a definição de domínio

fundamental. Similarmente, vemos que Φ não pode ter nenhuma trajetória periódica.

Observação 5.15 Perceba que a conjugação topológica h leva órbitas de Φ(t, x) em ór-

bitas de Ψ(t, x) preservando o tempo, enquanto que a equivalência topológica não o preser-

vará necessariamente.

No caso de sistemas dinâmicos, temos que a conjugação está relacionada com a semel-

hança das matrizes, de modo em que se preservam muitas propriedades. Vejamos alguns

desses resultados a seguir.

Proposição 5.16 Sejam Φ,Ψ : R × X −→ X dois sistemas dinâmicos em um espaço

métrico X e h : X −→ X uma conjugação topológica destes dois sistemas.
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1. Então , o ponto fixo p ∈ X é um ponto fixo de Φ se, e somente se, h(p) é um ponto

fixo de Ψ.

2. Considere além disso, g : Y −→ Y uma conjugação topológica de dois sistemas

dinâmicos Φ∗,Ψ∗ : R × Y −→ Y em um espaço métrico Y . Então o fluxo produto

de Φ× Φ∗ e Ψ×Ψ∗ em X × Y são topologicamente conjugados via

h× g : X × Y −→ X × Y.

Demonstração:

1. Temos por hipótese que Φ e Ψ são topologicamente conjugados por meio de h :

X −→ X, isto é, h é um homeomorfismo tal que

h(Φ(t, x)) = Ψ(t, h(x)).

Seja p um ponto fixo de Φ, então

h(p) = h(Φ(t, p)) = Ψ(t, h(p)).

Uma vez que h é homeomorfismo e p é um ponto fixo, temos que a órbita Ψ(t, h(p))

deve ser um ponto, ou seja,

Ψ(t, h(p)) = h(p) para todo t.

Assim, h(p) é um ponto fixo. Deste modo, a aplicação conjugação leva ponto fixo

em ponto fixo.

De forma análoga provamos a volta.

2. Temos que h×g é um homeomorfismo. De fato, h×g é produto de funções contínuas

e portanto contínua, é bijetora, e sua inversa (h× g)−1 é contínua.

Além disso, para x ∈ X, y ∈ Y e t ∈ R nós temos
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(h× g)(Φ× Φ∗)(x, y) = (h(Φ(t, x)), g(Φ∗(t, y)))

= (Ψ(t, h(x)),Ψ∗(t, g(y)))

= (Ψ×Ψ∗)(t, (h× g)(x, y)).

Portanto, são topologicamente conjugados.

2

Para fluxos lineares associados a equações diferencias do tipo ẋ = Ax, conseguimos

caracterizar a conjugação de forma direta pela matriz A

Teorema 5.17 Para dois fluxos lineares Φ e Ψ associados a ẋ = Ax e ẋ = Bx respecti-

vamente em Rd, temos as seguintes equivalências:

1. Φ e Ψ são Ck-conjugação para k ≥ 1;

2. Φ e Ψ são linearmente conjugados, isto é, a aplicação conjugação h é um operador

linear inversível em Rd;

3. A e B são matrizes semelhantes, isto é, B = SAS−1 para algum S ∈ Gl(d,R).

Demonstração:

(3) −→ (2) Temos por hipótese que A e B são semelhantes, em outras palavras, que

A = SAS−1 para algum S ∈ Gl(d,R).

Repare que A = SAS−1 ⇐⇒ eAt = SeBtS−1 ⇐⇒ S−1eAt = eBtS−1. Admita a

aplicação

h : Rd −→ Rd

x 7−→ h(x) = S−1(x).
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Veja que a mesma é um operador linear inversível, pois

h(x+ αy) = S−1(x+ αy)

= S−1x+ S−1(αy)

= S−1(x) + αS−1(y)

= h(x)− αh(y)

E mais, possui inversa S, onde

S−1 ◦ S = S ◦ S−1 = I.

Portanto h é de fato um operador linear inversível.

Além disso, veja que h é de faro aplicação conjugação entre Φ e Ψ, visto que

h(Φ(t, x)) = h(eAtx)

= S−1(eAtx)

= eBt(S−1x)

= eBt(h(x))

= Ψ(t, h(x)).

Portanto, Φ e Psi são linearmente conjugados.

(2) −→ (1) Por hipótese temos que Φ e Ψ são linearmente conjugados. Assim sendo,

existe uma aplicação linear de conjugação

h : Rd −→ Rd

Ck-difeomorfa, tal que h(Φ(t, x)) = Ψ(t, h(x)), em outras palavras, h(eAtx) = eBt(h(x))

para todo t ∈ R e para todo x ∈ Rd.

Logo, de acordo com a definição temos que Φ e Ψ são Ck conjugados.

(2) −→ (3) Por hipótese existe uma aplicação de conjugação linear, ou seja, para todo

t ∈ R e para todo x ∈ Rd temos:

h(Φ(t, x)) = h(eAtx)︸ ︷︷ ︸
1

= eBt(h(x))︸ ︷︷ ︸
2

= Ψ(t, h(x)).
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Derivando as igualdades anterior com respeito a x, com o auxílio da regra da cadeia,

chegamos em

h′(eAtx) · eAt = eBt · h′(x).

Tomemos S−1 := h′(x), e devido ao fato de h ser linear e difeomorfa por hipótese,

segue que

S−1eAt = h′(0)eAt = eBth′(0) = eBtS−1,

ou seja,

S−1eAt = eBtS−1.

Portanto, A = SBS−1, e A e B são semelhantes.

(1) −→ (2) Temos por hipótese que Φ e Ψ são Ck-conjugados. Desta forma, existe

uma Ck-aplicação de conjugação

h : Rd −→ Rd

de modo que

h(Φ(t, x)) = h(eAtx) = eBt(h(x)) = Ψ(t, h(x)),

para todo t ∈ R e para todo x ∈ Rd.

Devido ao fato de (2) −→ (3), temos que S−1A = BS−1, onde S−1 = h′(0). Como

por hipótese temos que h′(0) é inversível, temos assim definida a conjugação linear.

(1) −→ (3) Por hipótese temos que Φ e Ψ são Ck-conjugados. Logo pela equivalência

anterior temos S−1A = BS−1, donde S−1 é inversível. Assim sendo, temos A = SBS−1

ou seja, A e B são semelhantes.

(3) −→ (1) Temos por hipótese que A e B são semelhantes. Logo, como provamos que

o mesmo equivale a dizer que Φ e Ψ são linearmente conjugados, temos por sua vez que

são Ck-conjugação. Daí, por consequência de matrizes semelhantes são Ck-conjugadas.

2

Observação 5.18 Note que cada uma das asserções do teorema 5.17 equivale a pro-

priedade de que A e B possuem a mesma forma de Jordan.

Perceba que o teorema 5.17 esclarece que para fluxos de conjugação suave os auto-

valores e as dimensões dos blocos de Jordan permanecem invariantes, enquanto que os

109



autovetores e autoespaços generalizados são mapeados uns sobre os outros. Veremos que

para o caso de conjugação topológica a situação é diferente, e para isso iremos formalizar

a definição de hiperbolicidade.

Definição 5.19 Uma matriz A ∈ gl(d,R) é dita ser hiperbólica se não possui autovalores

sobre o eixo imaginário. Podemos também dizer em outras palavras, que a mesma é

hiperbólica se nenhum de seus autovalores possui parte real nula.

Exemplo 5.20 Seja

A =

1 −2
2 1

 ∈ gl(2,R).

� O polinômio característico é

|A− λI| = λ2 − 2λ+ 5.

� Consequentemente, seus autovalores são:

µ1 = 1− 2i e µ2 = 1 + 2i.

Logo, A é uma matriz hiperbólica.

Exemplo 5.21 Seja

B =

1 −2
2 −1

 ∈ gl(2,R).

� O polinômio característico é

|B − λI| = λ2 + 3.

� Consequentemente, seus autovalores são:

µ1 = i
√
3 e µ2 = −i

√
3.

Logo, B não é uma matriz hiperbólica, visto que possui autovalor com parte real nula.
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Exemplo 5.22 Seja

A =

−1 −2
0 2

 ∈ gl(2,R).

� O polinômio característico é

|C − λI| = λ2 − λ− 2.

� Consequentemente, seus autovalores são:

µ1 = −1 e µ2 = 2.

Logo, C é uma matriz hiperbólica.

Observação 5.23 Em matrizes hiperbólicas, costumamos chamar também seus fluxos

de hiperbólicos.

Observação 5.24 Toda matriz hiperbólica é inversível, visto que não possui autovalor

nulo.

Observação 5.25 Devido ao fato de as matrizes hiperbólicas serem inversíveis, temos

que a origem é o único ponto fixo de um fluxo hiperbólico.

Atentemo-nos ao lema seguinte.

Lema 5.26 Seja A ∈ gl(d,R) uma matriz hiperbólica associada a equação diferencial

ẋ = Ax. Se B ∈ gl(d,R) possui entradas suficientemente próximas das entradas de A,

então B também é hiperbólica e ẋ = Bx induz um fluxo eBt de modo que

dimL−
A = dimL−

B e dimL+
A = dimL+

B.

Demonstração:

Denotemos pA e pB como sendo os polinômios característicos de A e B respectiva-

mente.
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Por hipótese temos que B está suficientemente próxima de A, o que por vez implica

que pB também está suficientemente próximo de pA.

Em decorrência disso deduzimos que o número de autovalores com parte real positiva

de A e B são os mesmos, assim como também o número de autovalores com parte real

negativa.

À vista disso,

dimL−
A = dimL−

B e dimL+
A = dimL+

B.

2

Denotemos por H(d,Rd) o conjunto das matrizes hiperbólicas em gl(d,R), e vejamos

a proposição seguinte.

Proposição 5.27 O conjunto das matrizes hiperbólicas é aberto e denso em gl(d,R), e

para cada matriz hiperbólica A, há uma vizinhança U ⊂ gl(d,R) de modo que todo B ∈ U

é topologicamente equivalente a A.

Demonstração:

Sabemos que toda matriz A hiperbólica possui autovalor com parte real não nula.

Assim, os autovalores de uma matriz B ⊂ U diferem dos autovalores de A por depen-

derem de U . Logo, se tomarmos uma vizinhança suficientemente pequena, teremos que

os autovalores de B estão suficientemente próximos dos autovalores de A uma vez que

suas partes reais são não nulas. Consequentemente, por meio do lema 5.26 temos que as

dimensões dos subespaços estáveis e instáveis coincidem. Portanto, A e B são topologi-

camente equivalentes, e mais, A é estruturalmente estável.

Devido ao fato de U ser aberto, temos que todos os seus elementos são estruturalmente

estáveis. Logo, U ⊂ H(d,Rd) e como por hipótese A ⊂ U , concluímos que H(d,Rd) é

aberto uma vez que é união de conjuntos abertos.

Provemos por fim a densidade de H(d,Rd) em gl(d,R). Suponha que A ∈ gl(d,R),

mas A /∈ H(d,Rd). Estando A em uma ϵ-vizinhança, existe uma matriz B que pode ser

tomada suficientemente próxima de A tomando ϵ suficientemente pequeno, de modo que

B = A+ ϵI é hiperbólica para quase todo ϵ ̸= 0. Desta forma, todo elemento de gl(d,R)
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está arbitrariamente próximo dos elementos de H(d,Rd). Consequentemente, H(d,Rd) é

um subconjunto denso em gl(d,R).

2

Prosseguindo, enunciaremos e demonstraremos uma proposição muito importante

para a caracterização de fluxos lineares topologicamente conjugados (ou C0-conjugados).

Mas antes precisamos da seguinte definição:

Definição 5.28 A norma ∥ · ∥A sobre Rd, com a > 0 e para todo x ∈ Rd, de modo que

para todo t ≥ 0 tem-se

∥eAtx∥A ≤ e−at∥x∥A,

é chamada de norma adaptada para A.

Proposição 5.29 Para ẋ = Ax, onde A ∈ gl(d,R), temos que as seguintes propriedades

são equivalentes:

1. Para todo autovalor µ de A, tem-se ℜ(µ) < 0;

2. Para toda norma ∥ · ∥ em Rd, existem constantes a > 0, e c ≥ 1 tal que para todo

t ≥ 0,

∥eAtx∥ ≤ c · e−at∥x∥;

3. Existe uma norma ∥ · ∥A em Rd (norma adaptada) tal que para algum a > 0 e para

todo x ∈ Rd, tem-se para t ≥ 0,

∥eAtx∥A ≤ e−at∥x∥A.

Demonstração:

(3) ⇒ (2) Em Rd duas normas quaisquer são equivalentes. Dado que em Rd duas

normas ∥x∥ e ∥x∥A são equivalentes se existem c1 > 0 e c2 > 0 satisfazendo para todo

x ∈ Rd

c1∥x∥ ≤ ∥x∥A ≤ c2∥x∥,
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temos assim para t ≥ 0

∥eAtx∥ ≤ 1

c1
∥eAtx∥A ≤

1

c1
e−at∥x∥A ≤

c2
c1
e−at∥x∥.

Tomando então c =
c2
c1

temos pela desigualdade desenvolvida acima que

∥eAtx∥ ≤ c · e−at∥x∥.

Mostrando assim que realmente (3)⇒ (2).

(2)⇒ (1) Aceitamos por absurdo, que exista um autovalor µ = λ± iv cuja ℜ(µ) ≥ 0,

isto é, com λ ≥ 0.

Deste modo, o bloco de Jordan relacionado ao autovalor µ = λ± iv tem solução dada

por

eAtx0 = eλt(cos(vt)x1 − sin(vt)x2, sin(vt)x1 + cos(vt)x2),

onde x0 = (x1, x2). Desta forma, para λ > 0 quando t −→ ∞, temos que eAtx0 −→ ∞.

Já para λ = 0 temos a rotação de x0 visto que

eAtx0 = (cos(vt)x1 − sin(vt)x2, sin(vt)x1 + cos(vt)x2).

Por consequência, temos que eAtx0 ↛ 0 quando t −→ ∞, o que por sua vez contraria

nossa hipótese. Mostramos assim, que (2)⇒ (1).

(2) ⇒ (3) Vamos mostrar nossa última implicação. Seja b ∈ (0, a), logo pela nossa

hipótese, para qualquer norma em Rd temos para t ≥ 0 o seguinte:

∥eAtx∥c · e−at∥x∥ = c · e(−a+b−b)t∥x∥ = c · e(b−a)t · e−bt∥x∥.

Deste modo, existe τ > 0 de forma que c · e(b−a)t < 1 para todo t ≥ τ . Consequente-

mente,

∥eAtx∥ ≤ e−bt∥x∥. (5.1)

Então,

∥x∥A :=

∫ τ

0

ebs∥eAsx∥ds,

define uma norma para x ∈ Rd.
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Mostremos que ∥x∥A é de fato uma norma em Rd.

Com efeito,

∥x∥A = 0⇐⇒ ebs∥eAsx∥ = 0.

Para s ∈ [0, τ ], tal fato ocorre se, e somente se, x = 0.

Prosseguindo, veja que

∥αx∥A =

∫ τ

0

ebs∥eAs(αx)∥ds

=

∫ τ

0

ebs∥αeAsx∥ds

=

∫ τ

0

ebs|α|∥eAsx∥ds

= |α|
∫ τ

0

ebs∥eAsx∥ds

= |α|∥x∥A.

Quanto a desigualdade triangular, note que

∥x+ y∥A =

∫ τ

0

ebs∥eAs(x+ y)∥ds

=

∫ τ

0

ebs∥eAsx+ eAsy∥ds

≤
∫ τ

0

ebs(∥eAsx∥+ ∥eAsy∥)ds

=

∫ τ

0

ebs∥eAsx∥ds+
∫ τ

0

ebs∥eAsy∥ds

= ∥x∥A + ∥y∥A.

Portanto, |x∥A é de fato uma norma em Rd.

Para t ≥ 0, escrevamos t = nτ + T , com 0 ≤ T ≤ τ e n ∈ N0, e assim alcançamos
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∥eAtx∥A =

∫ τ

0

ebs∥eAseAtx∥ds

=

∫ τ

0

ebs∥eAseA(nτ+T )x∥ds

=

∫ τ−T

0

ebs∥eA(s+nτ+T )eAtx∥ds+
∫ T

τ−T

ebs∥eA(s+nτ+T )eAtx∥ds

=

∫ τ−T

0

ebs∥eA(nτ+T+s)eAtx∥ds+
∫ T

τ−T

ebs∥eA(n+1)τ+T−τ+seAtx∥ds

=

∫ τ−T

0

ebs∥eA(nτ)eA(T+s)x∥ds︸ ︷︷ ︸
∗

+

∫ τ

τ−T

ebs∥eA(n+1)τeA(T−τ+s)x∥ds︸ ︷︷ ︸
∗∗

.

Em (*) tomemos σ := T + s e, em (**) tomemos σ := T − τ + s. Fazendo uso do

Teorema de Mudança de variáveis, chegamos ao seguinte:

∫ τ−T

0

ebs∥eA(nτ)eA(T+s)x∥dσ =

∫ τ

T

eb(σ−T )∥eAnτeAσx∥dσ,

pois para s = 0 =⇒ σ = T , para s = τ − T =⇒ σ = τ , e como σ = T + s =⇒ s = σ− T .

∫ τ

τ−T

ebs∥eA(n+1)τeA(T−τ+s)x∥dσ =

∫ T

0

eb(σ−T+τ)∥eb(n+1)τeAσx∥dσ

pois para s = τ − T =⇒ σ = T − τ + τ − T = 0, para s = τ − T =⇒ σ = T − τ + τ = T ,

e como σ = T − τ + s =⇒ s = σ − T + τ .

A vista da desigualdade 5.1, segue

∥eAtx∥A =

∫ T

0

eb(σ−T+τ)∥eb(n+1)τeAσx∥dσ +

∫ τ

T

eb(σ−T )∥eAnτeAσx∥dσ

≤
∫ T

0

eb(σ−T+τ)−(n+1)τ∥eAσx∥dσ +

∫ τ

T

eb(σ−T−nτ)∥eAσx∥dσ

= e−bt

∫ τ

0

ebσ∥eAσx∥dσ

= e−bt∥x∥A.

Mostramos assim então, que

∥eAtx∥A ≤ e−bt∥x∥A
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por meio da hipótese ∥eAtx∥ ≤ c · e−at∥x∥, com t ≥ 0, a > 0, c ≥ 1, e para todo x ∈ Rd.

Ou seja, mostramos que (2) =⇒ (3), concluindo assim a demonstração.

2

Proposição 5.30 Dada ∥·∥A uma norma adaptada qualquer em Rd, temos consequente-

mente que a mesma é continua em Rd.

Demonstração:

Façamos a priore uma organização de informações.

� Sabemos que todas as normas em Rd são equivalentes, e que tal fato ocorre se, e

somente se, existem a > 0 e b > 0 satisfazendo

a∥ · ∥1(x) ≤ ∥ · ∥2(x) ≤ b∥ · ∥1(x),

onde ∥ · ∥1, ∥ · ∥2 são normas em Rd e x ∈ Rd.

� Sendo | · ∥ uma norma qualquer em Rd, temos ∀ x, y ∈ Rd que

∥∥x∥ − ∥y∥∥ ≤ ∥x− y∥.

� Sabemos que toda função uniformemente contínua é contínua.

Tendo em vista estas informações, podemos realizar a demonstração.

Tomemos ∥ · ∥ como sendo a norma usual em Rd. Devido ao fato de duas normas

quaisquer em Rd serem equivalentes, temos que existem a > 0 e b > 0 tais que

a∥x− y∥A ≤ ∥x− y∥ < δ com δ > 0, (5.2)

e

∥ ∥x∥A − ∥y∥A ≤ b∥∥x∥A − ∥y∥A ∥A. (5.3)

Desta forma, para qualquer ϵ > 0, tomemos δ =
a · ϵ
b

, com quaisquer x, y ∈ Rd e

∥x− y∥ < δ.

Assim, por (5.2) seque que

∥x− y∥A <
δ

a
. (5.4)
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Aplicando (5.3) em (5.4) segue que

∥ ∥x∥A − ∥y∥A ∥ ≤ b∥ ∥x∥A − ∥y∥A ∥ ≤ b∥x− y∥ < b · δ
ϵ

= ϵ.

Portanto, mostramos que ∥ · ∥A é contínua em Rd pois

∥x− y∥A < δ =⇒ ∥ ∥x∥A − ∥y∥A ∥A < ϵ

. 2

Lema 5.31 Seja ∥ · ∥ uma norma tal que são satisfeitos o seguinte:

∥eAtx∥A ≤ e−at∥x∥A para t ≥ 0, (5.5)

e

∥eAtx∥A ≥ ea|t|∥x∥A para t ≤ 0, (5.6)

onde a > 0 e x ∈ Rd. Considere a aplicação

fx : Rd −→ R

x 7−→ ∥eAtx∥A.

Então existe um único tempo t ∈ R de modo que ∥eAtx∥A = 1.

Demonstração:

Ao aplicar o limite vemos que, quando t −→ ∞ =⇒ e−at∥x∥A −→ 0, consequente-

mente pela desigualdade (5.5) da hipótese temos que ∥eAtx∥A −→ 0. Quando t −→

−∞ =⇒ ea|t|∥x∥A −→ ∞, consequentemente pela desigualdade (5.6) da hipótese temos

que ∥eAtx∥A −→ 0.

Portanto, fazendo uso do teorema do Valor Intermediário, sabemos que existe pelos

menos um t ∈ R tal que ∥eAtx∥A = 1. Mostremos que existe um único t ∈ R que satisfaz.

Suponhamos que existam t1, t2 tais que

∥eAt1x∥A = 1 = ∥eAt2x∥A,

118



e considere sem perda de generalidade que t2 > t1. Então,

∥eAt1 · e−At1x∥ = ∥eAt2 · e−At1x∥,

e assim

∥x∥A = ∥eA(t2−t1)x∥A.

Note que pela hipótese

∥eA(t2−t1)x∥A ≤ e−a(t2−t1)∥x∥A com a > 0,

e deste modo,

∥x∥A ≤ e−a(t2−t1)∥x∥A =⇒ 1 ≤ e−a(t2−t1).

No entanto, como −a < 0 e t2−t1 > 0, segue que −a(t2−t1) ≤ 0, e consequentemente

e−a(t2−t1) ≤ 1 o que prontamente implica que

e−a(t2−t1) = 1,

o que por sua vez ocorre se, e somente se, t1 − t2. Mostramos assim a unicidade.

2

Teorema 5.32 Sejam A,B ∈ gl(d,R). Se todos os autovalores de A e de B possuem

parte real negativa, então os fluxos eAt e eBt são topologicamente conjugados.

Demonstração:

Dadas as matrizes A e B, consideremos ∥·∥A e ∥·∥B como sendo as respectivas normas

adaptadas. Assim sendo, existem constantes a > 0 e b > 0 satisfazendo para todo t ≥ 0

e x ∈ Rd que

∥eAtx∥A ≤ e−at∥x∥A e,

∥eBtx∥B ≤ e−bt∥x∥B.

Para eAt, eBt e −t, tomando as inequações acima, e considerando t ≤ 0, segue que

∥eAtx∥A ≥ ea|t|∥x∥A e,

∥eBtx∥B ≥ eb|t|∥x∥B.
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Deste modo,

∥x∥A = ∥e−At · eAtx∥A ≤ eat∥eAtx∥A e,

∥x∥B = ∥e−Bt · eBtx∥B ≤ ebt∥eBtx∥B.

Tome as esferas unitárias

SA =
{
x ∈ Rd, ∥x∥A = 1

}
e,

SB =
{
x ∈ Rd, ∥x∥B = 1

}
,

como sendo os domínios fundamentais dos fluxos eAt e eBt respectivamente, isto é, pos-

suem um e apenas um ponto da trajetória de eAt e de eBt.

Para todo x ∈ SA, defina a aplicação entre as esferas do seguinte modo:

h0 : SA −→ SB

x 7−→ h0(x) =
x

∥x∥B
,

onde a inversa é definida por

h−1
0 : SB −→ SA

y 7−→ h−1
0 (y) =

y

∥y∥A
.

Constatemos que h0 é um homeomorfismo, ou seja, que é uma aplicação bijetora,

contínua e com inversa contínua.

Pela proposição 5.30 provamos que qualquer norma adaptada em Rd é contínua, assim,

segue que ∥x∥A e ∥x∥B são contínuas em Rd. Além disso, sabemos que o quociente de

funções contínuas é ainda uma função contínua. Sendo então
x

∥x∥A
e

y

∥y∥B
contínuas,

chegamos que h0 e h−1
0 são de fato aplicações contínuas.

Como a bijeção já saiu de forma direta pela forma a qual definimos as funções h0 e

h−1
0 , concluímos que realmente h0 é um homeomorfismo.

Nosso objetivo é estender h0 para todo o Rd. Lembre que pelo lema 5.31 para todo

x ̸= 0 existe um único tempo τA(x) ∈ R tal que ∥eAτA(x)x∥A = 1. Portanto,

τA(e
Atx) = τA(x)− t, (5.7)
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visto que e−AτA(eAtx) · eAτA(x)x = eAtx.

De forma semelhante, para todo x ̸= 0 existe um único tempo τB(x) ∈ R tal que

∥eBτB(x)x∥B = 1. Assim,

τB(e
Btx) = τB(x)− t, (5.8)

pois e−BτB(eBtx) · eBτB(x)x = eBtx.

A fim de simplificar, visto que o mesmo é válido tanto para τA(x) quanto para τB(x),

consideraremos τ(x). Isso implica na continuidade da aplicação x 7−→ τ(x).

Com efeito, tomando x ∈ Rd considere uma sequência (xn) também em Rd de modo

que xn converge para x. Usaremos aqui, sem perda de generalidade a norma ∥ · ∥A, pois

para ∥ · ∥B é análogo e já estamos considerando τ(x). De acordo com a propriedade de

∥ · ∥A, segue que

∥eA(τ(xn)−τ(x))(xn − x)∥A ≤ e−a(τ(xn)−τ(x))∥xn − x∥A.

Veja que a > 0 e τ(xn)− τ(x) ≥ 0, implicando assim que

e−a(τ(xn)−τ(x)) ≤ 1,

e por consequência

e−a(τ(xn)−τ(x))∥xn − x∥A ≤ ∥xn − x∥A.

Como por hipótese temos que xn converge para x, de forma equivalente podemos

escrever ∥xn − x∥A 7−→ 0, por isso

eA(τ(xn)−τ(x))∥xn − x∥A −→ 0 =⇒ ∥eA(τ(xn)−τ(x))(xn − x)∥A −→ 0.

Agora

eAτ(xn)
(
eA(τ(xn)−τ(x))(xn − x)

)
−→ 0 =⇒ eAτ(xn)(xn − x) −→ 0,

por isso

eAτ(xn)(xn)− eAτ(xn)(x) −→ 0.

No entanto, desta forma

lim
n→∞

(
eAτ(xn)(xn)

)
= lim

n→∞

(
eAτ(x)(x)

)
=⇒ lim

n→∞
∥eAτ(xn)(xn)∥A = lim

n→∞
∥eAτ(xn)(x)∥A.
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Devido ao fato de ∥eAτ(xn)(xn)∥A = 1 para todo n, somos obrigados a lim
n→∞

∥eAτ(xn)(xn)∥A =

1, por consequência temos lim
n→∞

∥eAτ(xn)(x)∥A = 1. Assim,

lim
n→∞

∥eAτ(xn)(x)∥A = ∥ lim
n→∞

eAτ(xn)(x)∥A = ∥e lim
n→∞

Aτ(xn)
(x)∥A = 1. (5.9)

Observe que Aτ(xn) é uma matriz, onde ao aplicarmos o limite passamos a ter uma

sequência de matrizes. Por sua vez, o limite dessa exponencial é o limite da soma de

matrizes, em outras palavras, é uma série. Como a exponencial de matrizes é uma

série convergente, podemos aplicar o fato de o limite da exponencial de matrizes ser a

exponencial do limite das mesmas. Outro ponto importante é o fato de a norma ser

contínua, possibilitando assim que o limite da composição de funções entre para dentro

da composta. Permitindo-nos assim, usar tais igualdades.

Daí vemos que

lim
n→∞

τ(xn) −→ τ(x).

Mostrando assim, que a aplicação x 7−→ τ(x).

Neste momento, defina

h : Rd −→ Rd

x 7−→ h(x) =

{
e−BτA(x)h0(e

AτA(x)(x)), x ̸= 0

0, x = 0
.

Mostremos que a aplicação h é um conjugação, visto que para todo t ∈ R e para todo

x ∈ Rd,

h(eAtx) = e−BτA(eAtx)h0(e
AτA(eAtx))(eAtx))

= e−B[τA(x)−t]h0(e
A[τA(x)−t])(eAtx))

= eBte−BτA(x)h0(e
AτA(x)x)

= eBth(x)

.

Vejamos a continuidade. Note que devido ao fato de as aplicações eAt, eBt e τ(x)

serem contínuas, temos que h é contínua em x ̸= 0.

Resta-nos verificar a continuidade em x = 0. Para tanto, tomemos uma sequência

(xj) em Rd de modo que xj convirja para 0. Nosso intuito será mostrar que h(xj)
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converge para h(0) = 0. Seja τj o tempo em que ∥eAτjxj∥A = 1, então teremos que

τj := τ(xj) −→ −∞.

Com efeito, suponhamos que τj ≥ 0. Diante disto,

1 = ∥eAτjxj∥A ≤−→ e−aτj∥xj∥A −→ 0,

o que por vez é um absurdo.

Tomemos agora τj ≤ 0. Como já visto, para cada x ̸= 0, a trajetória eAt cruza uma

única vez a esfera SA, logo para cada j há um único τj ∈ R− e um único yj ∈ SA de

modo que eAτjxj = yj.

Vamos supor que |τj| < K, para qualquer j e K ∈ R. Pelo teorema de Bolzano-

Weiertrass existe uma sequência τji convergindo para t0 ∈ R.

A sequência eAτjixji está no compacto SA, portanto, há uma subsequência yjik de

modo que

yjik −→ y0, y0 ∈ SA.

Consequentemente, eAτjikxjik = yjik .

Desta forma, quanto k −→∞, temos,

τjik −→ t0, xjik −→ 0 e yjik −→ y0.

Assim sendo,

eAt(0) = y0 =⇒ y0 = 0,

o que é um absurdo.

Logo, τj −→ −∞ quando xj −→ 0.

Defina yj := h0(e
Aτjxj). Desta forma,

∥yj∥B = ∥h0(e
Aτjxj)∥B =

wwww eAτjxj

∥eAτjxj∥B

wwww
B

=
∥eAτjxj∥B
∥eAτjxj∥B

= 1,

e por esse motivo,

∥h(xj)∥B = ∥e−Bτjh0(e
Aτjxj)∥B ≤ ∥e−Bτj∥B∥h0(e

Aτjxj)∥B = ∥e−Bτj∥B ≤ e−b|τj | −→ 0,

quando j −→∞.
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Resulta que ∥h(xj)∥B −→ 0, ou seja, h(xj) −→ 0 quando xj −→ 0, mostrando assim

que h é também contínua em x = 0. Concluindo assim a continuidade da aplicação h.

Temos que a aplicação h é inversível, cuja inversa é dada por:

h−1(x) =

{
e−AτB(x)h−1

0 (eBτB(x)(x)), x ̸= 0

0, x = 0
.

De fato, em virtude de τB(e
Btx) = τB(x)− t e h0(e

τA(x)x) ∈ SB assuma que

τB(e
−BτA(x))h0(e

AτA(x)x) = τB(h0(e
τA(x)x)) + τA(x) = τA(x).

Então,

(h−1 ◦ h)(x) = h−1(h(x))

= h−1(e−BτA(x)h0(e
AτA(x)(x))

= e−AτB(e−BτA(x)h0(e
AτA(x)(x))h−1

0 (eBτB(e−BτA(x)h0(e
AτA(x)(x))(e−BτA(x)h0(e

AτA(x)(x))

= e−AτA(x)h−1
0 (eBτA(x)e

−BτA(x)h0(e
AτA(x)x))

= x.

Note que em virtude de τA(e
Atx) = τA(x)− t e h−

0 1(e
τB(x)x) ∈ SA podemos assumir

τA(e
−AτB(x))h−1

0 (eBτB(x)x) = τA(h
−1
0 (eτB(x)x)) + τB(x) = τB(x).

Então,

(h ◦ h−1)(x) = h(h−1(x))

= h(e−AτB(x)h−1
0 (eBτB(x)(x))

= e−BτA(e−AτB(x)h−1
0 (eBτB(x)(x))h0(e

AτA(e−AτB(x)h−1
0 (eBτB(x)(x))(e−AτB(x)h−1

0 (eBτB(x)(x))

= e−BτB(x)h0(e
AτB(x)e

−AτB(x)h−1
0 (eBτB(x)x))

= x.

Portanto, temos que de fato h é um homeomorfismo, e consequentemente após nossa

construção mostramos que A e B são topologicamente conjugados.

2
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Observação 5.33 Temos a seguinte interpretação geométrica da igualdade da equação

(5.7), τA(eAtx) = τA(x)− t usada no teorema 5.32.

Figure 5.2: τA(e
Atx) = τA(x)− t

Veja que x = eA0x, que o ponto eAtx está na mesma e-trajetória de x, e mais, que

eAτA(x)x também está na mesma e-trajetória de x. Tendo em vista que partindo do ponto

x precisamos do tempo t para chegarmos ao ponto eAtx, e de modo semelhante, partindo

do ponto x precisamos do tempo τA(x) para chegarmos ao ponto eAτA(x)x, segue que

τA(x) = t+ τ(eAtx) =⇒ τA(e
Atx) = τA(x)− t.

De modo análogo, verificamos que τB(e
Btx) = τB(x)− t.

Corolário 5.34 Sejam A,B ∈ gl(d,R). Se todos os autovalores de A e de B possuem

parte real positiva, então os fluxos eAt e eBt também são topologicamente conjugados.

Demonstração:

Com efeito, visto que todos os autovalores de−A e−B possuem partes reais negativas,

logo pelo teorema 5.32 segue que

e−A(−t) e e−B(−t)

são topologicamente conjugados. Portanto,

eAt e eBt

são topologicamente conjugados.

2
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Exemplo 5.35 Sejam

A =

−2 3

−3 −2

 e B =

−5 −2
2 −5

 .

As matrizes A e B possuem respectivamente µ1 = −2−3i e µ2 = −2+3i, γ1 = −5−2i

e −5 + 2i como seus autovalores. Como ambos os autovalores de A e B possuem partes

reais negativas, podemos concluir que os fluxos eAt e eBt são topologicamente conjugados.

Formularemos a seguir, o teorema mais importante desta seção.

Teorema 5.36 Se A e B são matrizes hiperbólicas, então os fluxos lineares associados

respectivamente Φ e Ψ em Rd são topologicamente equivalentes (e topologicamente con-

jugados) se, e somente se, as dimensões dos subespaços estáveis (e consequentemente as

dimensões dos subespaços instáveis) de A e B coincidem.

Demonstração:

Se A e B são matrizes hiperbólicas, então A e B não possuem autovalores sobre o

eixo imaginário, ou seja, não possuem autovalores cuja parte real seja nula. Desta forma

podemos decompor Rd do seguinte modo:

Rd = L−
A ⊕ L+

A e Rd = L−
B ⊕ L+

B,

no qual L−
A e L+

A denotam respectivamente os subespaços estáveis e instáveis de A, e L−
B

e L+
B denotam respectivamente os subespaços estáveis e instáveis de B. Represente as

projeções naturais por:

π−
A : Rd −→ L−

A

xA = x−
A ⊕ x+

A 7−→ x−
A,

π+
A : Rd −→ L+

A

xA = x−
A ⊕ x+

A 7−→ x+
A,

π−
B : Rd −→ L−

B

xB = x−
B ⊕ x+

B 7−→ x−
B,

126



π+
B : Rd −→ L+

B

xB = x−
B ⊕ x+

B 7−→ x+
B.

Os subespaços L−
A e L+

A são invariantes por A, e os subespaços L−
B e L+

B são invariantes

por B. Tome as seguintes equações diferenciais lineares:

ẋ = A|L+
A
x e ẋ = A|L−

A
x (5.10)

ẋ = B|L+
B
x e ẋ = B|L−

B
x. (5.11)

Perceba que as soluções de ẋ = Ax podem ser escritas de forma única como a soma

direta das soluções das equações (5.10), e que as soluções de ẋ = Bx podem ser escritas

de forma única como a soma direta das soluções das equações (5.11).

Por hipótese temos que os subespaços estáveis e instáveis possuírem a mesma di-

mensão, pelo teorema 5.32 existem as equivalências topológicas h− e h+, ou seja, os

homeomorfismos

h− : L−
A −→ L−

B tal que h−(eAtx) = eτx(t)h−(x), no qual x ∈ L−
A;

h+ : L+
A −→ L+

B tal que h+(eAtx) = eτx(t)h+(x), no qual x ∈ L+
A,

em que τx : R −→ R é uma aplicação contínua.

Portanto, estabelecemos uma equivalência topológica h : Rd −→ Rd, de eAt e eBt, do

seguinte modo:

h(x) = h−(π−
A(x)) + h+(π+

A(x)).

Temos que h é bijetora, onde sua inversa h−1 : Rd −→ Rd é dada por:

h−1(x) = (h−)−1(π−
B(x)) + (h+)−1(π+

B(x)).

127



De fato, tomando x = x−
A ⊕ x+

A, segue que

h−1 ◦ h(x) = h−1(h−(π−
A(x)) + h+(π+

A(x)))

= h−1(h−(π−(x−
A ⊕ x+

A)) + h+(π+(x−
A ⊕ x+

A)))

= h−1(h−(x−
A) + h+(x+

A))

= (h−)−1(π−
B(h

−(x−
A) + h+(x+

A))) + (h+)−1(π+
B(h

−(x−
A) + h+(x+

A)))

= (h−)−1(h−(x−
A)) + (h+)−1(h+(x+

A))

= x−
A ⊕ x+

A

= x,

e, tomando x = x−
B ⊕ x+

B, segue que

h ◦ h−1(x) = h((h−)−1(π−
B(x)) + (h+)−1(π+

B(x)))

= h((h−)−1(π−
B(x

−
B ⊕ x+

B)) + (h+)−1(π+
B(x

−
B ⊕ x+

B)))

= h((h−)−1(x−
B) + (h+)−1(x+

B))

= h−(π−
A((h

−)−1(x−
B) + (h+)−1(x+

B))) + h+(π+
A((h

−)−1(x−
B) + (h+)−1(x+

B)))

= h−((h−)−1(x−
B)) + h+((h+)−1(x+

B))

= x−
B ⊕ x+

B

= x.

Deste modo, h e h− são contínuas, visto que h−, h+, (h−)−1 e (h+)−1 são aplicações

contínuas, e soma de aplicações contínuas é contínua. De onde chegamos que de fato h é

um homeomorfismo.
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De mais a mais, tendo x = x−
A⊕x+

A, a aplicação h satisfaz a condição de equivalência.

h(eAtx) = h−(π−
A(e

Atx)) + h+(π+
A(e

Atx))

= h−(π−
A(e

At(x−
A ⊕ x+

A))) + h+(π+
A(e

At(x−
A ⊕ x+

A)))

= h−(π−
A(e

Atx−
A ⊕ eAtx+

A)) + h+(π+
A(e

Atx−
A ⊕ eAtx+

A))

= h−(eAtx−
A) + h+(eAtx+

A)

= eBτx(t)h−(x−
A) + eBτx(t)h+(x+

A)

= eBτx(t)h−(π−
A(x

−
A ⊕ x+

A)) + eBτx(t)h+(π+
A(x

−
A ⊕ x+

A))

= eBτx(t)h−(π−
A(x)) + eBτx(t)h+(π+

A(x))

= eBτx(t)(h−(π−
A(x)) + h+(π+

A(x)))

= eBτx(t)h(x).

De forma reciproca, suponha que os fluxos lineares Φ e Ψ em Rd. Temos por hipótese

que existe um homeomorfismo h : Rd −→ Rd de modo que h(eAtx) = eBth(x), ou melhor

reescrevendo

h : L−
A ⊕ L+

A −→ L−
B ⊕ L+

B

de forma que

h(eAt(x−
A ⊕ x+

A)) = eBth(x−
A ⊕ x+

A),

uma vez que as matrizes A e B são hiperbólicas.

Devido ainda ao fato de as matrizes A e B serem hiperbólicas, a mesma é por sua vez

inversível. Para toda matriz inversível o único ponto fixo associado ao sistema dinâmico é

o 0. Como a aplicação conjugação leva ponto fixo em ponto fixo, temos aqui que h(0) = 0.

Admita x−
A ∈ L−

A . Assim, quando t −→ +∞ temos que

eAtx−
A −→ 0.

Prontamente,

lim
t→+∞

h(eAtx−
A) = lim

t→+∞
eBth(x−

A) = elimt→+∞ Bth(x−
A) = 0,

implicando assim que h(x−
A) ∈ L−

B, isto é, h(L−
A) ⊂ L−

B.
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Suponha que x+
A ∈ L+

A . Assim, quando t −→ −∞ temos que

eAtx+
A −→ 0.

Prontamente,

lim
t→−∞

h(eAtx+
A) = lim

t→−∞
eBth(x+

A) = elimt→−∞ Bth(x+
A) = 0,

implicando assim que h(x+
A) ∈ L+

B, isto é, h(L+
A) ⊂ L+

B.

Nosso objetivo final é mostrar que os subespaços estáveis (e instáveis) possuem a

mesma dimensão.

Sejam h1 e h2 as restrições de h respectivamente em relação aos subespaços L+
A e L−

A,

ou seja,

h1 = h|L−
A
: L−

A −→ L−
B;

h2 = h|L+
A
: L+

A −→ L+
B.

Adote x−
B ∈ L−

B. Tendo em vista a sobrejetividade de h, existe x−
A ⊕ x+

A ∈ L−
A ⊕ L+

A de

modo que h(x−
A ⊕ x+

A) = x−
B. Porém, veja que eBth(x−

A ⊕ x+
A) = eBtx−

B, e

lim
t→+∞

eBth(x−
A ⊕ x+

A) = lim
t→+∞

eBtx−
B = 0,

em outras palavras,

eBth(x−
A ⊕ x+

A) = h(eAtx+
A ⊕ eAtx−

A).

Observa-se que

lim
t→+∞

h(eAtx+
A ⊕ eAtx−

A) = 0 =⇒ x+
A = 0,

uma vez que eAtx−
A −→ 0 e eAtx+

A −→ +∞, quando t −→ +∞.

Portanto, para todo x−
B ∈ L−

B ∃ x−
A ∈ L−

A de modo que h1(x
−
A) = h1(x

−
A + 0) = x−

B,

isto é, h1 é sobrejetora. Ademais, h1 também é injetora, uma vez que

h1(x1) = h1(x2) =⇒ h1(x1 + 0) = h2(x2 + 0) =⇒ h(x1 + 0) = h(x2 + 0) =⇒ x1 = x2.

Concluindo assim, que h1 é bijetora.

De forma análoga, mostra-se que h2 é sobrejetora.

À vista disso, temos que as dimensões dos subespaços estáveis e instáveis de A e B

coincidem.

2
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Exemplo 5.37 Sejam

A =


−3 4 0 0

−4 −3 0 0

0 0 4 −2

0 0 2 4

 e B =


−5 4 0 0

−4 −5 0 0

0 0 9 −1

0 0 1 9

 .

Perceba que a matriz A possui autovalores

µ1 = −3 + 4i, µ2 = −3− 4i, µ3 = 4− 2i w µ4 = 4 + 2i,

e que a matriz B possui autovalores

γ1 = −5− 4i, γ2 = −5 + 4i, γ3 = 9− i e γ4 = 9 + i.

Visto que todos os autovalores, tanto de A, quanto de B possuem parte real não nula,

temos por consequência que as matrizes A e B são hiperbólicas. Além do mais,

L−
A = L(−3) = 2, L+

A = L(4) = 2, L−
B = L(−5) = 2 e L+

B = L(9) = 2.

À vista disso, as dimensões dos subespaços estáveis e instáveis das matrizes A e B

coincidem, logo, pelo teorema 5.36, os fluxos eAt e eBt associados respectivamente aos

sistemas lineares ẋ = Ax e ẋ = Bx são topologicamente conjugados.

5.3 Conjugação e Equivalência de Fluxos Lineares no

Espaço Euclidiano em Tempo Discreto

Temos por objetivo nesta seção definir formalmente os sistemas dinâmicos em tempo

discreto, e então classifica-los de acordo com as classes de conjugação dos sistemas dinâmi-

cos gerados por equações diferencias lineares autônomas da forma x(n+1) = Axn, com

A ∈ Gl(d,R).

Definição 5.38 Um sistema dinâmico contínuo em tempo discreto sobre o conjunto da

tempo Z, e com espaço estado X sendo um espaço métrico, é definido como uma aplicação
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contínua

Φ : Z×X −→ X,

satisfazendo as seguintes propriedades:

1. Φ(0, x) = x para todo x ∈ X,

2. (m+ n, x) = Φ(m,Φ(n, x)) para todo m,n ∈ Z e todo x ∈ X.

Definição 5.39 Para cada x ∈ X, o conjunto Φ(n, x) : n ∈ Z é chamado de órbita do

sistema através do ponto x.

Para cada n ∈ Z, a aplicação tempo é definida como φn = Φ(n, ·) : X −→ X. Para

esta nova aplicação, conseguimos reescrever as propriedades 1 e 2 acima do seguinte

modo:

1. φ0 = idX (aplicação identidade de X);

2. φm+n = φm ◦ φn, para todo m,n ∈ Z.

Como consequência imediata da definição, percebemos que os sistemas dinâmicos em

tempo discreto são completamente determinados por sua aplicação tempo.

Proposição 5.40 Para cada n ∈ Z, a aplicação tempo φn é dada por φn = (φ1)
n. Em

particular, cada aplicação tempo-n φn tem uma inversa (φn)
−1 = φ−n, e φn : X −→ X

é um homeomorfismo. Um sistema dinâmico em tempo discreto é um grupo com respeito

({φn : n ∈ Z}, ◦), com ◦ denotando composição de aplicações satisfazendo os axiomas, e

φ : (Z,+) −→ ({φn : n ∈ Z}, ◦),

definida por φ(n) = φn é um homeomorfismo de grupos.

Demonstração:

De fato,

φn = Φ(n, ·) : X −→ X

para todo n é um grupo.
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� Satisfaz a propriedade do fecho, visto que ∀m,n ∈ Z, segue por definição que

φm ◦ φn = φm+n.

� Satisfaz a propriedade associativa, visto que para todo ∀m,n, p ∈ Z, segue

(φm ◦ φn) ◦ φp = (φm+n) ◦ φp = (φm+n+p) = φm ◦ (φn+p) = φm ◦ (φn ◦ φp).

� Satisfaz a existência do elemento neutro, visto que para todo n ∈ Z

φ0 ◦ φn = φ0+n = φn e,

φn ◦ φ0 = φn+0 = φn.

� Satisfaz a existência do elemento simétrico, uma vez que para todo n ∈ Z, existe

−n ∈ Z de modo que

φn ◦ φ−n = φn+(−n) = φ0, e

φ−n ◦ φn = φ−n+n = φ0.

Portanto, temos que ({φn : n ∈ Z}, ◦) é um grupo.

Vejamos que é um homeomorfismo de grupos.

Com efeito,

φ : (Z,+) −→ ({φn : n ∈ Z}, ◦)

n 7−→ φ(n) = φn

é um homeomorfismo de grupo, pois para todo m,n ∈ Z, devemos ter φ(m+n) = φm◦φn

por definição. Desta forma temos para todo x ∈ X

φm ◦ φ−m = φ−m ◦ φm = φ0 = id.

Ou seja, há inversa e a mesma é contínua.

Portanto, é de fato um homeomorfismo de grupos.

2

A proposição 5.40 nos garante que todo homeomorfismo f define um sistema dinâmico

contínuo em tempo discreto por φn : fn, n ∈ Z. Em particular, é válido para f dado por

uma matriz A ∈ Gl(d,R).
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Uma das principais diferenças entre o caso contínuo e o caso discreto, vem do fato de

que ao contrário de eAt, a matriz A pode não ser inversível, ou de forma equivalente, 0

pode ser um autovalor de A. Neste caso, obtém-se uma aplicação

Φ : N0 × Rd −→ Rd

(n, x) −→ Φ(n, x) = Anx,

a qual podemos ver facilmente que o segundo argumento é linear e satisfaz a propriedade

2 apenas para m,n ≥ 0. Para o caso em que A é inversível, a aplicação Φ pode ser

estendida para Φ : Z× Rd −→ Rd.

Por tal motivo e tendo em mente o teorema principal desta seção, consideraremos a

partir deste momento apensas A ∈ Gl(d,R).

Sejam

Φ,Ψ : Z×X −→ X

sistemas dinâmicos gerados pelos homeomorfismos

f, g : X −→ X,

respectivamente. Recorde que esses sistemas (e também f e g) são ditos serem topologi-

camente conjugados se existir um homeomorfismo

h : X −→ X tal que para todo n ∈ Z e todo x ∈ X

h(Φ(n, x)) = Ψ(n, (h(x))).

Ou seja, temos que dois sistemas dinâmicos ΦA e ΦB em tempo discreto, gerados pelas

matrizes A,B ∈ Gl(d,R), respectivamente, são topologicamente conjugados se existe um

homeomorfismo

h : Rd −→ Rd

tal que para todo n ∈ Z e para todo x ∈ Rd tem-se

h(Ax) = B(h(x)).

Enunciaremos a seguir uma proposição a fim de introduzir o conceito de norma adap-

tada para sistemas dinâmicos em tempo discreto.
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Proposição 5.41 Para xn+1 = Axn, com A ∈ Gl(d,R), as seguintes propriedades são

equivalentes.

1. Existe uma norma ∥ · ∥A em Rd, chamada de norma adaptada, tal que para algum

0 < a < 1, para todo x ∈ Rd e para todo n ≥ 0,

∥Anx∥A ≤ an∥x∥A.

2. Para toda norma ∥ · ∥ em Rd, existem 0 < a < 1, e c ≥ 0, tal que para todo x ∈ Rd

e para todo n ≥ 0,

∥anx∥ ≤ c · an∥x∥.

3. Para todo autovalor µ de A, tem-se

|µ| < 1.

Demonstração:

(1) =⇒ (2) Em Rd duas normas quaisquer são equivalentes. Então dadas em Rd duas

normas ∥x∥ e ∥x∥A, as mesmas são equivalentes se existem c1 > 0 e c2 > 0 satisfazendo

c1∥x∥ ≤ ∥x∥A ≤ c2∥x∥

para todo x ∈ Rd. Temos assim para n ≥ 0

∥Anx∥ ≤ 1

c1
∥Anx∥A ≤

1

c1
an∥x∥A ≤

c2
c1
· an∥x∥.

Tomando c =
c2
c1

, temos pela desigualdade desenvolvida anteriormente que

∥Anx∥ ≤ c · an∥x∥.

Provando assim a implicação.
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(2) =⇒ (3) Como a ∈ (max |µ|, 1) temos a implicância da estabilidade assintótica, e

assim sendo, é equivalente.

(2) =⇒ (1) Tome b ∈ (a, 1). Então por hipótese segue que para todo n ≥ 0

∥Anx∥ ≤ c · an∥x∥ = c
(a
b

)n
bn∥x∥.

Logo, existe um n0 ∈ N de modo que c
(a
b

)n
< 1 para todo n ≥ n0, e portanto

∥Anx∥ ≤ bn∥x∥.

2

Enfatizaremos aqui algumas definições, inclusive a de norma adaptada antes de enun-

ciar e demonstrar o teorema principal desta seção.

Definição 5.42 Seja X um espaço topológico, e x, y ∈ X. Um caminho em X ligando

x a y é uma aplicação contínua

f : [a, b] ⊂ R −→ X

de modo que f(a) = x e f(b) = y. Dizemos que X é conexo por caminhos se todo par de

pontos de X pode ser ligado por um caminho em X.

Definição 5.43 Dados X um espaço topológico, e x, y ∈ X, defina a seguinte relação de

equivalência:

x ∼c y ⇐⇒ existe um caminho em X ligando x a y.

As classes de equivalência segundo ∼c são chamadas de componentes conexas por cam-

inhos de X.

Observação 5.44 Embora tenhamos definido componente conexa por caminhos para es-

paços topológicos, tenha em mente que para o principal resultado desta seção iremos

considerar o caminho em Gl(d,R), onde os caminhos serão dados via transformação de

matrizes.

Recordemos a definição de norma adaptada.
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Definição 5.45 Para xn+1 = Axn com A ∈ Gl(d,R), existe uma norma ∥ · ∥A em Rd

chamada de norma adaptada para A, tal que para algum 0 < a < 1, para todo x ∈ Rd, e

para todo n ≥ 0, tem-se

∥Anx∥A ≤ an∥x∥A.

Definição 5.46 A matriz A ∈ Gl(d,R) que satisfaz a condição de norma adaptada, ou

equivalentemente, |µ| < 1 para todos os autovalores de A, é denominada contração linear.

Teorema 5.47 (Ponto fixo para contração) Seja A : Rn −→ Rn uma contração

linear, então A possui um único ponto fixo. E mais, sob a ação de iterações de A, todos

os pontos convergem com velocidade exponencial.

Definição 5.48 A matriz A ∈ Gl(d,R) que satisfaz a condição |µ| > 1 para todos os

autovalores de A, é denominada expansão linear. Consequentemente, todos os autovalores

de A−1 possuem módulos menores que 1.

Definição 5.49 Em termos da norma padrão, uma n-esfera é definida do seguinte modo:

Sn = x ∈ Rn+1 : ∥x∥ = 1,

enquanto que uma n-esfera de raio r é definida como:

Sn(r) = x ∈ Rn+1 : ∥x∥ = r.

Definição 5.50 Um anel em Rn é a região entre duas esferas Sn−1 concêntricas de raios

distintos.

Definição 5.51 Seja

G : V −→ U

x −→ G(x)

uma aplicação afim em x. Logo, para todo x, y ∈ V , e para α ∈ [0, 1], segue que

G(αx+ (1− α)y) = αG(x) + (1− α)G(y).
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Teorema 5.52 Sejam A,B ∈ Gl(d,R) contrações lineares em uma mesma componente

conexa por caminho do conjunto de contrações lineares, ou seja, encontramos contrações

lineares At, t ∈ [0, 1], dependendo continuamente de t, com A0 = B e A1 = A. Então os

sistemas dinâmicos gerados por ΦA e ΦB são topologicamente conjugados.

Demonstração:

Seja At, t ∈ [0, 1], a curva em Gl(d,R) ligando A e B, de modo que A0 = B e A1 = A.

Considerando as normas adaptadas ∥·∥A e ∥·∥B correspondentes a A e B respectivamente,

vamos construir um disco e uma esfera, tanto para a contração A, quanto para a contração

B.

DA :=
{
x ∈ Rd : ∥x∥A < 1

}
SA :=

{
x ∈ Rd : ∥x∥A = 1

}
,

DB :=
{
x ∈ Rd : ∥x∥B < 1

}
SB :=

{
x ∈ Rd : ∥x∥B = 1

}
.

Definamos para A e B os seguintes anéis

FA := cl(DA \ ADA) e FB := cl(DB \BDB)

como sendo os respectivos domínios fundamentais associados aos sistemas dinâmicos.

Ou seja, existe um único tempo jA ∈ Z onde AjAx ∈ FA, de forma semelhante para FB.

Verifiquemos então, que de fato isto ocorre.

Com efeito, por definição de norma adaptada, e tendo em vista que A é uma contração,

se ∥x∥A > 1, então existe j ∈ N, de modo que ∥Aj−1x∥A > 1 e ∥Aj∥A ≤ 1 visto que

A é contração, desta forma, pela própria definição do anel temos que Ajx ∈ FA =

cl(DA \ ADA). Note que devido ao fato de A ser contração, não existe l > j ∈ N de

forma que Alx ∈ FA.

Perceba que a fronteira externa de FA é SA (esfera em A de raio 1), enquanto que a

fronteira interna é ASA, isto é, a contração de SA. O mesmo é verificado para a contração

B.

Figure 5.3: Fronteiras externa e interna de FA.
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Vamos construir uma conjugação (homeomorfismo)

h0 : FA −→ FB onde h0(Ax) = Bh0(x), x ∈ FA,

para que posteriormente possamos estender para todo o espaço estado Rd.

A ideia de h0 é levar a fronteira externa de FA na fronteira externa de FB, e de modo

semelhante, levar a fronteira interna de FA na fronteira interna de FB. Para o caso das

fronteiras externas h0 será a projeção radial de SA em SB.

Para o caso de fronteira interna a construção será um pouco mais complexa, porém

significativa para o contexto de conjugação.

Antes de prosseguir, e embora já explicado anteriormente iremos reforçar como se dá

cada fronteira.

∂extFA = SA e ∂intFA = ASA,

∂extFB = SB e ∂intFB = BSB.

Enfatizado assim tais notações, conseguirmos prosseguir. Tomando x ∈ ∂intFA =⇒

A−1x ∈ A−1(∂intFA) = A−1(A∂extFA) = ∂extFA. Feito isto, projetaremos de forma radial

o A−1x, e este cairá em ∂extFB = SB. A este elemento apliquemos B, e por sua vez cairá

em ∂intFB, visto que B(∂extFB) = ∂intFB.

Figure 5.4: Construção de h0.

Portanto, fica fácil ver que h0 se torna uma conjugação. E mais ainda, essa construção

separa a componente radial, da componente angular em Sd−1.
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Seja Sd−1 a esfera em Rd cujo raio é igual a 1 na norma canônica, uma vez que para

as normas ∥ · ∥A e ∥ · ∥B o raio não precisa necessariamente ser igual a 1.

Defina por hA a aplicação do cilindro [0, 1] × Sd−1 no anel FA, e de forma análoga,

defina por hB a aplicação do cilindro [0, 1]× Sd−1 no anel FB.

Prosseguindo, defina H : [0, 1]×Sd−1 −→ [0, 1]×Sd−1. Vejamos o diagrama seguinte:

Figure 5.5: Diagrama explicativo das aplicações hA, hB e H.

.

Note que H foi definida usando o caminho de B ate A. Neste momento, os valores

de t são preservados, a modo que para os valores Sd−1 usamos AtA
−1. Devido ao fato de

A0 = B e A1 = A, temos que o ponto (0, x) ∈ [0, 1] × Sd−1 é levado em (0, A0A
−1x) =

(0, BA−1x), e o ponto (1, x) ∈ [0, 1] × Sd−1 é levado em (1, AA−1) = (1, x). De forma

consequente, conseguimos perceber que H|{1}×Sd−1 = Id.

Sendo mais rigorosos, defina as aplicações τA e hA do seguinte modo:

τA : [0, 1]× Sd−1 −→ R, e hA : [0, 1]× Sd−1 −→ FA.

por

hA(t, x) = τA(t, x) · x,

onde τA é uma aplicação a fim em t, dada por
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τA(1, x) = ∥x∥−1

A

τA(0, x) =
1

∥A−1x∥A
Perceba que ∥x∥A com x ∈ Sd−1 não é necessariamente 1.

Note como hA se comporta nos pontos (1, x) e (0, x), em que o primeiro encontra-se

no topo do cilindro, e o segundo na base do mesmo.

hA(1, x) = τA(1, x) · x =
x

∥x∥A
∈ SA = ∂extFA,

hA(0, x) = τA(0, x) · x

= x · ∥A−1x∥A

= AA−1x∥A−1x∥A

= A

(
A−1x

∥A−1x∥A

)
∈ ASA

= A(∂extFA)

= ∂intFA.

Ou seja, percebemos que hA(1, x) leva os pontos do topo do cilindro na ∂extFA, en-

quanto que hA(0, x) leva os ponto da base do cilindro na ∂intFA.

Tendo a aplicação como característica τA ser afim t, para t ∈ [0, 1] segue que

τA(t, x) = τA(t · 1 + (1− t) · 0, x)

= t · τA(1, x) + (1− t)τA(0, x)

=
t

∥x∥A
+

1− t

∥A−1x∥A
.

Prosseguindo, desta forma, para y ∈ SA e x =
Ay

∥Ay∥A
somos capazes de definir neste

momento a aplicação hA nos pontos não pertencentes a base e ao topo do cilindro. Segue
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então que

hA(0, x) = hA

(
0,

Ay

∥Ay∥

)

= A

 A−1 · Ay

∥Ay∥wwwwA−1 · Ay

∥Ay∥

wwww
A



=

Ay

∥Ay∥wwww y

∥Ay∥

wwww
A

=

Ay

∥Ay∥
∥y∥A
∥Ay∥

=
Ay · ∥Ay∥
∥Ay∥ · ∥y∥A

=
Ay

∥y∥A
= Ay ∈ SA.

Definimos a aplicação h−1
A da seguinte forma:

h−1
A (Ay) =

(
0,

Ay

∥Ay∥

)
.

Perceba que hA é uma bijeção.

Com efeito,

hA ◦ h−1
A (Ay) = hA

(
0,

Ay

∥Ay∥

)
= Ay.

e também

h−1
A ◦ h(x) = h−1

A (Ay)

=
Ay

∥Ay∥
= x.

De modo análogo, definimos as seguintes aplicações τB e hB do seguinte modo:

τB : [0, 1]× Sd−1 −→ R, e hB : [0, 1]× Sd−1 −→ FB.
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por

hB(t, x) = τB(t, x) · x,

onde τB é uma aplicação a fim em t, dada por


τB(1, x) = ∥x∥−1

B

τB(0, x) =
1

∥B−1x∥B
Assim, podemos obter

hB

(
0,

Bx

∥Bx∥

)
=

Bx

∥x∥B
e hB

(
1,

Bx

∥Bx∥

)
=

x

∥x∥B
.

Neste momento, usaremos o caminho At que liga a matriz B na matriz A, com A0 = B

e A1 = A, com o intuito de construir uma aplicação

H : [0, 1]× Sd−1 −→ [0, 1]× Sd−1

de modo que o raio seja preservado, e o ângulo em Sd−1 varie continuamente.

Definamos então

H(t, x) :=

(
t,

AtA
−1x

∥AtA−1x∥

)
,

e assim, para x ∈ Sd−1 segue que

H(1, x) = (1, x) visto que A1 = A e ∥x∥ = 1,

H(0, x) =

(
0,

BA−1x

∥BA−1x∥

)
.

Portanto,

H

(
0,

Ax

∥Ax∥

)
=

(
0,

Bx

∥Bx∥

)
.

Com isto posto, podemos definir rigorosamente a aplicação

h0 : FA −→ FB, onde h0 := hB ◦H ◦ h−1
A .

Note que claramente a aplicação h0 é injetora, uma vez que é composição de aplicações

injetoras. E mais, h0 é uma conjugação, ou seja, Bh0(x) = h0(Ax).
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De fato, tomemos x ∈ FA, o que por sua vez implica que Ax ∈ FA, e em particular

x ∈ SA. Conseguimos então assim, a seguinte igualdade:

Bh0(x) = hB ◦H ◦ h−1
A (x)

= hB ◦H ◦
(
1,

x

∥x∥

)
=

Bx

∥x∥B

.

Calculemos

h0(Ax) = hB ◦H ◦ h−1
A (Ax)

= hB ◦H ◦
(
0,

Ay

∥Ay∥

)
= hB

(
0,

Bx

∥Bx∥

)
=

Bx

∥x∥B
= Bh0(x).

Ficando assim provada a conjugação de h0(Ax) = Bh0(0).

Feito todo este processo, nosso objetivo é estender h0 para todo o Rd por meio de

uma conjugação h. Definamos então h da seguinte forma:

h : Rd −→ Rd,

onde para j(x) ∈ N, {
h(0) := 0 para x = 0,

h(x) := B−j(x)h0(Aj(x)(x)) para x ̸= 0.

Note que aqui j(x) ∈ N é definido com o intuito de satisfazer Aj(x)x ∈ FA.

Analisemos os dois casos abaixo a priore.

Se Ajx ∈ FA e Aj+1x ∈ FA =⇒ h0(A
jx) = Bj(h0(x))︸ ︷︷ ︸

∗

e h0(A
j+1x) = Bj+1(h0(x))︸ ︷︷ ︸

∗∗

.

Em relação a igualdade (∗∗) conseguimos construir

B−j−1h0(A
j+1x) = h0(x), (5.12)
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enquanto que pela igualdade (∗) construímos que

h0(x) = B−jh0(A
jx). (5.13)

Juntando (5.12) e (5.13) temos:

B−j−1h0(A
j+1x) = B−jh0(A

jx)

= B−jB−1Bh0(A
jx)

= B−j−1Bh0(A
jx).

Portanto, se j e j+1 são tais que Ajx ∈ FA e Aj+1x ∈ FA, implica que B−jh0(A
jx) =

B−(j+1)h0(A
j+1x). Tendo em vista que A e B são contrações, temos que se j e j+l são tais

que Ajx ∈ FA e Aj+lx ∈ FA, teremos que Aj+1x,Aj+2x, · · · , Aj+l−1x ∈ FA. Então temos

que se j e j+ l são tais que Ajx ∈ FA e Aj+lx ∈ FA =⇒ B−jh0(A
jx) = B−(j+l)h0(A

j+lx).

Assim, temos que a aplicação h está bem definida.

Verifiquemos se h é contínua em todo Rd. Da forma pela a qual construímos h, a

mesma é claramente contínua em Rd \ 0, restando-nos assim, mostrar que h também é

contínua em 0.

Perceba que se x −→ −∞ =⇒ j(xn) −→ −∞. Como B−1 é uma expansão linear

e ∥h0(A
j(xn)xn)∥B ≤ 1 devido ao fato de Aj(xn)xn ∈ FA =⇒ h0(A

j(xn)xn) ∈ FB, e como

∥z∥B ≤ 1 para z ∈ FB =⇒ h0(A
j(xn)xn) é uma sequência limitada.

E mais, temos que h(xn) = B−j(xn)h0(A
j(xn)xn) −→ 0, dado que h(xn) é produto de

uma sequência contrativa (B−j(xn)) convergindo para zero, uma vez que j(xn) −→ −∞,

aplicado em algo que é limitado. Assim, segue que h(xn) −→ 0.

De modo análogo, trocando A por B temos que h−1 também é continua.

Em síntese, provamos que de fato h é uma aplicação contínua, concluindo assim, a

demonstração do nosso teorema.

2
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5.4 Classificação de Sistemas Dinâmicos no caso de

grupos de Lie Nilpotentes

Nesta última seção estudamos alguns resultados do artigo [KRS]. A saber, estudamos

a classificação de sistemas contínuos, com abordagem semelhante à usada nas seções

anteriores, mas com o espaço estado sendo grupos de Lie de matrizes nilpotentes no lugar

do espaços euclidianos. Ou seja, estudamos conjugação topológica de fluxos em grupos

de Lie (de matrizes) nilpotentes usando o método do domínio fundamental. Mostramos

que em grupos de Lie nilpotentes (e abelianos) simplesmente conexos quaisquer dois

fluxos são topologicamente conjugados. Veremos que o domínio fundamental aqui será

um hiperplano no lugar de uma esfera e um anel, usados nos Teoremas 5.36 e 5.52

respectivamente.

Começamos tomando uma variedade diferenciável M e denotando por X(M) o espaço

vetorial de todos os campos diferenciáveis em M . Seja também X1, X2 ∈ X(M) campos

vetoriais completos e Φ1 e Φ2 seus fluxos associados.

No caso de grupos de Lie, consideraremos campos vetoriais invariantes à esquerda.

Ou melhor, estudaremos aqueles que são dados por combinações de fluxos originados da

exponencial de elementos da álgebra de Lie (correspondente ao grupo de Lie).

Agora mostraremos que a existência de domínios fundamentais homeomorfos nos

garante conjugação topológica num contexto bem geral. Note que a demonstração é

uma generalização da demonstrações dos Teoremas 5.36 e 5.52.

Teorema 5.53 Sejam Φi, i = 1, 2 fluxos em um espaço topológico M com domínios

fundamentais (Zi, τi), i = 1, 2. Suponha que Z1 é homeomorfo á Z2. Então Φ1 e Φ2 são

topologicamente conjugados.

Demonstração: Defina h : M → M por h(x) := Φ2(−τ1(x), h0(Φ1(τ1(x), x))), onde

h0 : Z1 → Z2 é um homeomorfismo. Provaremos que h é uma conjugação topológica.

Primeiro provaremos a propriedade de conjugar. Para isso note que se x ∈M , t ∈ R,

e s = τ1(Φ1(t, x)), então Φ1(s,Φ1(t, x)) = Φ1(s + t, x) ∈ Z1. Isso implica s + t = τ1(x),
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assim s = τ1(Φ1(t, x)) = τ1(x)− t. Com isso podemos provar a conjugação, de fato

h(Φ1(t, x)) = Φ2(−τ1(Φ1(t, x)), h0(Φ1(τ1(Φ1(t, x)),Φ1(t, x))))

= Φ2(t− τ1(x), h0(Φ1(τ1(x)− t,Φ1(t, x))))

= Φ2(t− τ1(x), h0(Φ1(τ1(x), x)))

= Φ2(t,Φ2(−τ1(x), h0(Φ1(τ1(x), x)))) = Φ2(t, h(x)).

Veremos a propriedade de homeomorfismo. Para ver que h é injetora, suponha que

h(x1) = h(x2). Tome τ := τ1(x1). Nesse caso

h(Φ1(τ, x1)) = Φ2(τ, h(x1)) = Φ2(τ, h(x2)) = h(Φ1(τ, x2)).

Assim

h(Φ1(τ, x1)) = h(Φ1(τ, x2)) ∈ Z2, visto que Φ1(τ1, x1) ∈ Z1 e h(Z1) = Z2.

Como h leva apenas Z1 em Z2, temos que Φ1(τ, x2) ∈ Z1. Então, pela unicidade τ =

τ1(x1) = τ1(x2). Usando

h0(Φ1(τ, x1)) = h(Φ1(τ, x1)) = h(Φ1(τ, x2)) = h0(Φ1(τ, x2))

e sabendo que h0é injetora, temos

Φ1(τ, x1) = Φ1(τ, x2), therefore x1 = x2.

Para mostrar que h é sobrejetora, tome y ∈ M . Então Φ2(τ2(y), y) ∈ Z2. Assim, existe

z ∈ Z1 tal que h0(z) = Φ2(τ2(y), y). Seja x := Φ1(−τ2(y), z). Usando o fato que

τ1(x) = τ2(y), não é difícil provar que h(x) = y.

Além disso note que h é contínua por ser composição de funções contínuas. Por fim,

trocando a posição de Φ1 e Φ2 vemos que h−1 também é contínua 2

Sejam M e P espaços topológicos e π : M × P → M a projeção canônica. Se Φ

é um fluxo em M × P , o qual é semiconjugado ao fluxo Φ̃ em M via a aplicação π,

então o domínio fundamental de Φ̃ pode ser levantado a um domínio fundamental de Φ.

Implicando no seguinte resultado:
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Corolário 5.54 Sejam M e P espaços topológicos e π : M×P →M a projeção canônica.

Assume que Φ̃1 e Φ̃2 são fluxos em M , e Φ1 e Φ2 fluxos em M × P da que o diagrama

dado por Φi(t, ·) : M × P →M × P, π : M × P →M e Φ̃i(t, ·) : M →M , commuta para

cada t ∈ R. Suponha que existam domínios fundamentais (W̃i, τ̃i) para os fluxos Φ̃i tal

que W̃1 é homeomorfo á W̃2. Então Φ1 é topologicamente conjugado á Φ2.

Demonstração: Denote por h̃ : W̃1 → W̃2 o homeomorfismo entre os domínios funda-

mentais e seja Wi := π−1(W̃i), i = 1, 2. Então define

h : W1 → W2, h(x, y) :=
(
h̃(x), y

)
.

É claro que h é um homeomorfismo. Defina τi : M × P → R por τi := τ̃i ◦ π, i = 1, 2.

Assim

Φi(t, (x, y)) ∈ Wi ⇔ π(Φi(t, (x, y))) ∈ W̃i

⇔ Φ̃i(t, x) ∈ W̃i

⇔ t = τ̃i(x) = τ̃i(π(x, y)) = τi(x, y).

Isso prova que (Wi, τi) é um domínio fundamental para Φi, como queríamos provar. 2

5.4.1 Caso nilpotente

Começamos recordando alguns fatos e notações de álgebras e grupos de Lie necessários

para esta seção. Para mais detalhes ver o livro [SM].

Denote por G um grupo de Lie conexo e não compacto e seja g sua álgebra de Lie, i.e.,

o espaço tangente à G no elemento identidade e ∈ G, TeG. Recorde que se considerarmos

o conjunto Xd(G) dos campos vetoriais invariantes á direita em G com o colchete de Lie

dos campos vetoriais, então Xd(G) pode ser identificado com TeG.

Considere um campo vetorial invariante a direita X em G e seja Φt seu fluxo, ou seja,

a solução da equação diferencial ġ = X(g). Então X é um campo vetorial completo,

i.e., todas soluções Φt(g) se estendem para todo t ∈ R. A partir destas trajetórias nós

definimos a aplicação exponencial exp(tX) = Φt(e) e obtemos que exp : g → G é um

difeomorfismo entre uma vizinhança 0 ∈ g e uma vizinhança de e ∈ G.
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Seja N um grupo de Lie nilpotente simplesmente conexo. Na seção 10.2 de [SM] é

mostrado que N é isomorfo á sua álgebra de Lie n, via aplicação exponencial, considerando

n com o produto de Campbell-Hausdorff. Os primeiros termos deste produto são dados

da seguinte forma, tome X, Y ∈ n, então o produto de Campbell-Hausdorff de X com Y

é

X ∗ Y = X + Y +R2 +R3 + · · ·+Rk,

onde Ri é dado pelos colchetes X, Y e Ri ∈ ni,onde 0 = nk+1 ⊂ nk ⊂ · · · ⊂ n2 ⊂ n é a

série central descendente de n.

Identificando N com (n, ∗) via exponencial, o fluxo Φ(t,X) associado à A ∈ n pas-

sando por um ponto X ∈ n é a aplicação Φ(t,X) = tA ∗X, onde t ∈ R e X ∈ n.

No resultado a seguir, vamos mostrar que se A ∈ n é não nulo então existe um domínio

fundamental em N para o fluxo de A.

Proposição 5.55 Em um grupo de Lie N nilpotente e simplesmente conexo, cada fluxo

induzido por um elemento não nulo da correspondente álgebra de Lie n tem um domínio

fundamental.

Demonstração:

Tome A ∈ n com A ̸= 0. Vamos mostrar que existe um domínio fundamental em n

de Φ(t,X) = tA ∗X. De fato, tome j um inteiro positivo tal que A ∈ nj mas A ̸∈ nj+1.

Considere um hiperplano h de n contendo nj+1 e tal que A ̸∈ h. Se X ∈ n, t ∈ R e

sabendo que A ∈ nj segue que qualquer colchete de tA e X está contido em nj+1 ⊂ h.

Assim, tA∗X ∈ h se e somente se tA+X ∈ h. Como h é um hiperplano que não contém

A, existe um único t ∈ R tal que tA+X ∈ h. Agora defina τ : n→ R por τ(X) = t se e

somente se tA+X ∈ h. Como τ é contínua temos que (h, τ) é um domínio fundamental

do fluxo induzido por A. 2

Teorema 5.56 Quaisquer dois fluxos em um grupo de Lie nilpotente simplesmente conexo

N induzidos por elementos não nulos da álgebra de Lie são topologicamente conjugados.

Demonstração: Sejam A e B dois campos de vetores nao nulos em N . Selecionemos

dois domínios fundamentais hA e hB de n que sejam respectivamente transversais aos
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campos A e B. Como hA e hB são homeomorfos, na verdade são isomorfos , então o

resultado segue do Teorema 5.53. 2

Observe que o caso abeliano é consequência imediata deste resultado.

Corolário 5.57 Quaisquer dois fluxos em um grupo de Lie abeliano simplesmente conexo

induzidos por elementos não nulos da álgebra de Lie são topologicamente conjugados.

Se o grupo nilpotente não for simplesmente conexo o resultado acima não vale, i. e.,

dois fluxos não são necessariamente topologicamente conjugados, como vemos no exemplo

abaixo.

Exemplo 5.58 Considere o toro bidimensional T 2 = R2/Z2 e um elemento A = (a1, a2)

de sua álgebra de Lie R2. O correspondente fluxo é

φ(t,X + Z2) = tA+X + Z2.

Se A = (1, 1), então cada ponto X + Z2 ∈ T 2 é 1-periódico. Se A = (
1

2
,
1

2
), então

cada ponto é 2-periódicos, e se A = (1,
√
2), nenhum ponto é periódico. Desde que

conjugação topológica leva órbitas periódicas em órbitas periódicas, preservando o período,

fica demonstrado a afirmação.
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