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Resumo

Alguns fenômenos temporais podem ser modelados por meio de equações diferenciais parciais
de evolução. Para estudar a estabilidade desses fenônemos, é importante que o modelo apre-
sente mecanismos de amortecimento, sejam eles inseridos de forma externa ou advindos do
material de referência. Nesta tese estudaremos duas equações diferenciais parciais de evolução
cujos mecanismos de amortecimento são dados por termos de memória. O primeiro problema
abordado é uma equação semilinear de Moore-Gibson-Thompson (MGT) sujeita à efeitos vis-
coelásticos a qual pode ser deduzida a partir da equação MGT original considerando um termo
de relaxação molecular [16]. O segundo problema a ser considerado, descreve o comportamento
das vibrações de uma viga composta de material viscoelástico sob as hipóteses de Timoshenko
[68, 69]. Neste caso, os termos de memória agem tanto na força de cisalhamento, quanto no
momento fletor e podem ser implementados no sistema de Timoshenko por meio da teoria de
viscoelasticidade linear proposta por Boltzmann [6, 7]. Por essa razão, chamaremos esse sistema
de Timoshenko-Boltzmann.

Palavras-Chave: Equação MGT; Núcleo de memória; Sistema de Timoshenko.
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Abstract

Some temporal phenomena can be modeled using evolutionary partial differential equations.
To study the stability of these phenomena, the model should be subjected damping mechanisms,
whether they come from an external force or they come from the material. In this thesis, we study
two evolutionary PDEs whose damping mechanisms are given by memory terms. The first
problem is a semilinear Moore-Gibson-Thompson (MGT) equation in the presence of a memory,
them which can be deduced from the original MGT by considering a molecular relaxation term
[16]. The second one describes the behavior of vibrations of a beam composed by viscoelastic
material under Timoshenko’s hypotheses [68, 69]. In this case, the memory terms act on both
shear force and bending moment and they can be implemented in Timoshenko systems through
the linear viscoelasticity theory proposed by Boltzmann [6, 7]. For this reason, this system is
called Timoshenko-Boltzmann system.

Key-words: MGT equation; Memory kernel; Timoshenko system.
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Introdução

Neste trabalho estudamos dois modelos de evolução sujeitos à efeitos viscoelásticos
dados pelos termos de memória. Discorremos a seguir os modelos estudados.

O modelo de Moore-Gibson-Thompson

O estudo de propagação de ondas acústicas não lineares tem atraı́do a atenção de muitos
pesquisadores e esse modelo tem um grande número de aplicações na medicina e indústria,
onde é usado ultrassom de alta intensidade.

A equação de Kuznetsov, equação de Westervelt e equação de KZK são exemplos
clássicos de equações de segunda ordem no tempo que modelam efeitos acústicos não lineares
com amortecimento do tipo viscoelástico. Esses modelos usam a clássica lei de Fourier que
resulta no paradoxo da velocidade com propagação infinita. Para contornar esse problema, o
Matemático ilatiano Carlo Cattaneo introduziu o tempo caracterı́stico de relaxamento térmico e
o modelo resultante é à equação de terceira ordem no tempo

τuttt + αutt − c2∆u− b∆ut = ∂tt

(
ξ

c2
u2
)
. (1)

A idéia norteadora é que quantidades fı́sicas, como fluxos termodinâmicos, normalmente dados
por relações constitutivas, são governados por equações de evolução com um tempo de relaxação
adequado. Em (1), u denota o potencial de velocidade acústica, τ é uma constante positiva
relacionada ao tempo necessário para atingir a estabilidade termodinâmica que depende do
material considerado, α > 0 está relacionada à viscosidade do fluido, c > 0 é a velocidade do
som, b = δ + σc2, δ é a difusividade do som e ξ é um parâmetro de não linearidade (ver Jordan
[40]). A equação acima é denominada de equação MGT (Moore-Gibson-Thompson). Veja [66]
para um estudo pioneiro envolvendo a versão linear de (1).

Em uma formulação abstrata, a equação MGT se reduz à equação

uttt + αutt + c2Au+ bAut + f(u, ut, utt) = 0, (2)

onde A é um operador auto-adjunto definido em um espaço de Hilbert; α, b > 0 e c ̸= 0 são
constantes estruturais; f representa um termo fonte e aqui adotamos τ = 1 por simplificação.
Vários autores estudaram (2) do ponto de vista fı́sico (ver [41, 42, 58, 67]) e também do ponto de
vista matemático, explorando as relações dos parâmetros estruturais para estabelecer a existência
de soluções e o comportamento das mesmas quando o tempo t cresce indefinidamente. (ver
[13, 14, 15, 28, 43, 44, 45, 46, 57]).
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Dentre essas relações, destacamos o número de estabilidade dado por

κ := b− c2

α
.

É possı́vel classificar a equação MGT (2) de acordo com os valores de κ:

• Subcrı́tico, se κ > 0,

• Crı́tico, se κ = 0,

• Supercrı́tico, se κ < 0.

Para o caso f ≡ 0, foi provado em [44] que o problema (2), para κ > 0, tem boa
colocação global e decaimento exponencial das soluções, enquanto que no caso κ = 0 o sistema
é conservativo. Já para o caso κ < 0, há soluções que podem ter blow-up em tempo finito (veja
[23]).

Do mencionado acima, podemos adicionar à equação (2) um mecanismo dissipativo
adicional dado pelo termo de memória. Consideremos, portanto, o seguinte modelo MGT
integro-diferencial.

uttt + αutt +A

[
c2u−

∫ t

t0

µ(t− s)Θj(u, ut)(s) ds+ but

]
+ f(u, ut, utt) = 0, (3)

onde µ representa o núcleo de memória, t0 ∈ [−∞, 0] é chamado tempo de criação (veja [36, 31])
e

Θj(u, ut) =


u se j = 1,

ut se j = 2,

ζu+ ut se j = 3,

(4)

em que ζ > 0. Observe que Θj(u, ut) é a função que representa os diferentes tipos de memória,
cuja denominação usada na literatura é ”memória do tipo j”; j = 1, 2, 3. A presença do termo
memória em equações de evolução de terceira ordem é fisicamente justificada quando uma
relaxação molecular é considerada [16, 51, 59]. Para mais detalhes fı́sicos e modelagens re-
lacionadas à equação (3), veja por exemplo [3, 27, 51, 52, 53]. A seguir destacamos algumas
contribuições importantes relacionadas à equação MGT com memória.

Estado da arte

A adição do termo de memória na equação (3) entra em questão à medida que os diferen-
tes tipos de mecanismos de amortecimento presentes em (3) interagem/cooperam/competem
entre si e essa interação/cooperação/competição colaboram na obtenção da existência local e
global de soluções e também a estabelecer os resultados de estabilidade exponencial.

Estas questões devem ser analisadas considerando cada um dos três tipos de memória
dados em (4) separadamente.
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Quanto aos resultados de existência e estabilidade relacionados aos três tipos de memória,
citamos os trabalhos de Lasiecka e seus colaboradores [51, 52, 53], quando t0 = 0 e o trabalho de
Alves et al. [3], quando t0 = −∞.

Memória do tipo 1. Este tipo de memória depende apenas do deslocamento u e está frequen-
temente presente nas equações de evolução de segunda ordem. Aparentemente, no que diz
respeito à estabilização exponencial, o termo de memória proporciona uma dissipação extra para
(3) e é natural pensar que é possı́vel transitar do regime subcrı́tico (κ > 0) para o crı́tico (κ = 0),
como acontece no sistema MGT-Fourier [24]. Infelizmente, a estabilização exponencial ocorre no
caso crı́tico se, e somente se, A for um operador linear limitado (ver [27]), o que implica que a
memória do tipo 1 sozinha não é suficiente para estabilizar o sistema quando A é um operador
ilimitado. Por esta razão, a maioria dos trabalhos presentes na literatura existente se restringem
ao caso subcrı́tico (κ > 0).

Ao lidar com a equação MGT na presença de um termo de memória tipo 1, a convexidade
do núcleo de memória µ desempenha um papel essencial. Dependendo da topologia do espaço
de energia, µ pode ser convexo ou não. Mencionamos aqui os resultados estabelecidos em [3]
(Seção 2.4), onde os autores consideram os seguintes casos.

µ �
��*

HH
Hj

Convexo (Espaço com peso {−µ}′)

Não convexo + µ(0) pequeno (Espaço com peso µ)

No caso em que o núcleo da memória µ é não convexo, µ(0) é dada em função de κ pela
relação

µ(0) < σ0α
2κ, (5)

em que σ0 ∈ (0, 1). Recentemente, esta condição foi removida quando núcleos não convexos são
considerados (veja [23]).

Apresentaremos na sequência alguns resultados relativos ao problema (3) na presença
do termo de memória do tipo 1, núcleo de memória µ e κ > 0.

Começamos com o caso sem história passada (t0 = 0), onde em [53] os autores estabele-
cem o resultado de estabilidade supondo f ≡ 0, µ não convexo e µ(0) suficientemente pequeno,
o que também pode ser verificado em [56]. No entanto, considerando f ≡ 0 e µ convexa, em
[52] os autores obtém a estabilidade exponencial para as soluções do sistema. Ainda conside-
rando f ≡ 0, µ não convexo e domı́nio do operador A limitado, em [23] os autores provaram
a estabilidade exponencial. Em [51], com f(u, ut, utt) = − d2

dt2
u2, dados iniciais pequenos e µ

convexo os autores apresentaram a estabilidade exponencial. Já em [27], para f ≡ 0 e µ convexo,
os autores obtiveram a estabilidade forte, considerando um espaço de fase fraco, estabilidade
exponencial, se A é um operador limitado e estabilidade polinomial, na condição de dados
regulares pequenos.
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No que concerne o contexto da história passada, isto é, quando t0 = −∞, na literatura
existente encontramos poucos trabalhos relativos à existência e à estabilidade da solução de (3).
Dentre as contribuições existentes, citamos a referência [3], onde os autores obtém resultados de
boa colocação e estabilidade exponencial considerando f ≡ 0 e µ convexo ou não convexo, onde
no último caso é adicionada a hipótese de µ(0) ser suficientemente pequeno. Além disso, em
[55], para f ≡ 0 (também para κ = 0), µ convexo e dados iniciais limitados, a estabilidade geral
fraca e forte é obtida.

Para outros resultados de estabilidade para a equação MGT com memória do tipo 1, veja
[11, 39, 49, 70, 72].

Memória do tipo 2. Como pontuado em [51] Observação 1.5, os efeitos desse tipo de memória
não são suficientes para estabilizar o sistema. Na verdade, mesmo para núcleos do tipo exponen-
cial, o sistema pode não ser dissipativo, veja, por exemplo, [3] Observação 3.2 e [27] Observação
1.3. Assim, para estudar a estabilidade exponencial é necessário restringir a análise ao regime
subcrı́tico, onde o sistema MGT por si só contém um mecanismo de amortecimento.

Na sequência destacamos brevemente algumas das principais contribuições relacionadas
à equação MGT (3) com memória do tipo 2, núcleo de memória µ e κ > 0.

Para o caso sem história passada, constatamos a estabilidade exponencial alcançada
em [52] para f ≡ 0 e, considerando dados iniciais suficientemente pequenos, para o caso
f(u, ut, utt) = − d2

dt2
u2, tal estabilidade também pode ser verificada em [51]. Ainda para o caso

t0 = 0 e f ≡ 0, em [73] é provada a estabilidade polinomial com a condição do domı́nio limitado
e em [26] (também para κ = 0) e f ≡ 0 foi provado o comportamento de Blow up exponencial.

Para o caso de história passada (t0 = −∞) e f ≡ 0, mencionamos a estabilidade expo-
nencial alcançada em [3] com uma condição adicional relacionando κ e µ.

Podemos também encontrar mais estudos relacionados à equação de MGT com memória
do tipo 2 em [8, 9, 10].

Memoria do tipo 3. Na presença da memória do tipo 3 a equação MGT (3) se comporta como
uma equação da onda decorrente da viscoelasticidade linear e o termo de memória não produz
efeitos anti-dissipativos. Assim, na presença desse tipo de memória, o sistema é estável, mesmo
no caso crı́tico. No que segue, citaremos alguns resultados referentes à equação (3) na presença
do termo de memória do tipo 3.

Para t0 = 0, κ ≥ 0 e f ≡ 0, em [52] é provada a estabilidade exponencial, o que também
pode ser verificado em [51] para o caso f(u, ut, utt) = − d2

dt2
u2 e dados iniciais pequenos. Já em

[3], vemos a estabilidade esponencial alcançada para t0 = −∞, κ > 0 e f ≡ 0.

Agora, estamos em condições de apresentar o primeiro problema que estudamos e
destacaremos nossas principais contribuições.
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O modelo estudado

Dado Ω um subconjunto aberto e limitado de R3 com fronteira suave ∂Ω, consideremos
a equação de Moore-Gibson-Thompson (MGT) semilinear com história passada

uttt + αutt −∆

[
c2u−

∫ t

−∞
µ(t− s)Θj(u, ut)(s) ds+ but

]
+ f(ut + αju) = 0, (6)

com condição de fronteira de Dirichlet

u = 0 on ∂Ω× [0,∞) (7)

e dados iniciais u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), utt(x, 0) = u2(x),

Θj(u, ut)(x, t) = ϑj(x, t), (x, t) ∈ Ω× (−∞, 0).
(8)

Aqui, α, b > 0 e c ̸= 0, µ representa o núcleo de memória, f representa uma força externa,
Θj(u, ũ) é dado em (4) e ζ ∈ [ c

2

b , α). Com o intuito de provar a existência global de solução
para o problema (6)-(8), assumiremos algumas hipóteses a cerca das funções µ, f e também
dos parâmetros α, b, c e ζ. Por simplificação, adotaremos as seguintes notações que estão
relacionadas à equação (6) de acordo com cada tipo de memória a ser considerada:

aaaaaaaaaaa
Parâmetros

Tipo de memória
1 2 3

αj α α ζ

βj b b− ρ b− ρ

γj c2 − ρ c2 c2 − ζρ

κj b− c2

α b− ρ− c2

α b− c2

ζ

Tabela 1: Parâmetros indexados de acordo com o tipo de memória.

Os parâmetros αj , βj , γj e κj , apresentados na Tabela 1, são positivos para j = 1, 2, 3.

Quanto ao núcleo de memória, assumiremos que µ ∈W 1,1(R+) tem massa total

ρ :=

∫ ∞

0
µ(s)ds > 0 e µ(0) := lim

s→0+
µ(s) < +∞.

Além disso, µ′ é uma função absolutamente contı́nua, µ′′ ≥ 0 quase sempre em R+ e existe δ > 0

tal que, para todo s > 0,
µ′(s) + δµ(s) ≤ 0. (9)
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Quanto à função f : R → R, é tal que f(0) = 0 e

0 ≤ f̂(s) :=

∫ s

0
f(τ)dτ ≤ f(s)s+

ωj

2
aj |s|2, ∀ s ∈ R, (10)

em que aj ∈ [0, cp), onde cp é dado em pela desigualdade de Poincaré, e ωj :=
γj
αj

> 0, j = 1, 2, 3.

Adicionalmente, f satisfaz

|f(s1)− f(s2)| ≤ k0(1 + |s1|2 + |s2|2)|s1 − s2|, ∀ s1, s2 ∈ R, (11)

para alguma constante k0 > 0.

Organização e principais contribuições

No capı́tulo 2 Estabelecemos a boa-colocação global e resultados de estabilidade expo-
nencial (local e uniforme) para o problema (6)-(8), j = 1, 2, 3. Os resultados obtidos no presente
trabalho estendem aqueles estabelecidos em [3] no que concerne à existência de um termo de
fonte semilinear. Além disso, melhoramos as hipóteses acerca de µ(0), onde µ é o núcleo do
termo de memória.

Os resultados obtidos foram redigidos na forma de artigo e este submetido em revista
especializada da área, intitulado Exponential stabilization of a semilinear third order in time equation
with memory.

O modelo de Timoshenko

Equações diferenciais são fundamentais para descrever uma variedade de fenômenos
que ocorrem em função do tempo. No que se refere a vibração de vigas, um modelo amplamente
estudado é o sistema de Timoshenko [68, 69], que relaciona a chamada força de cisalhamento S
e o momento fletor M de acordo com o sistemaρ1ϕtt = Sx,

ρ2ψtt =Mx − S,
(12)

em que ϕ(x, t) é o deslocamento transversal da vibração, ψ(x, t) o ângulo de rotação de uma
seção transversal com relação à seção normal no ponto x ∈ [0, L], L > 0 o comprimento da viga
considerada, ρ1, ρ2 > 0 são constantes relacionadas às caracterı́sticas fı́sicas da viga e t ≥ 0. De
acordo com os pressupostos de Timoshenko [29, 64], ao considerarmos o modelo elástico ou
conservativo, as leis constitutivas para a força de cisalhamento e o momento fletor são dadas porS = κ(ϕx + ψ),

M = bψx,
(13)
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com κ > 0 e b > 0 constantes que dependem do cisalhamento e do módulo de elasticidade de
Young, respectivamente. Ao combinar (12) e (13) temosρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ)x = 0 em (0, L)× R+,

ρ2ψtt − bψxx + κ(ϕx + ψ) = 0 em (0, L)× R+.
(14)

A ausência de forças ou mecanismos que dissipam energia torna o sistema (14) con-
servativo. Além disso, conforme pontuado em [71], a estabilidade assintótica de (14) está
intrinsicamente ligada aos parâmetros ρ1, ρ2, κ e b. Mais precisamente, o sistema (14) com
dissipação em apenas uma de suas equações é exponencialmente estável se, e somente se, vale a
relação

ρ1
κ

=
ρ2
b
, 2

caso contrário, ele decai polinomialmente (Ver [1]). Esse é o caso dos dois problemas apresenta-
dos a seguir.

Ao tratarmos de materiais viscoelásticos, é importante conhecer a história de deformação
do material, pois essas informações exercem influência no sistema de Timoshenko. Para o
caso com história passada, podemos considerar (14), por exemplo, com viscoelasticidade no
momento fletor M , assumindo assim a forma

ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ)x = 0,

ρ2ψtt − bψxx − b

∫ t

−∞
g2(t− s)ψxx(s)ds+ κ(ϕx + ψ) = 0,

(15)

em que g1 é denominado o núcleo da memória. No caso de viscoelasticidade na força de
cisalhamento S em (14), temos o sistema

ρ1ϕtt − κ(ϕx + ψ)x − κ

∫ t

−∞
g1(t− s)(ϕx + ψ)x(s)ds = 0,

ρ2ψtt − bψxx − κ

∫ t

−∞
g1(t− s)(ϕx + ψ)(s)ds+ κ(ϕx + ψ) = 0.

(16)

em que g2 é o núcleo da memória.

Os sistemas (15) e (16) são denominados problemas viscoelásticos Timoshenko-Boltzmann
e nascem da combinação das equações de vigas [50, 68, 69], da teoria de viscoelasticidade mo-
derna postulada por Boltzmann [6, 7], e da teoria de materiais viscoelásticos com história
passada [29, 31, 64]. Mais Detalhes sobre a incorporação de termos de memória em sistemas de
Timoshenko podem ser encontrados em [35, Remark A.1].

2Essa relação é conhecida na literatura como igualdade de velocidade.
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O modelo estudado

Motivados pelos sistemas parcialmente viscoelásticos (15) e (16), consideramos um
sistema viscoelástico completo com ambas as dissipações apresentadas, que é o objeto de estudo
do capı́tulo 3 deste trabalho, isto é, estudamos o sistema de Timoshenko-Boltzmann dado por

ρ1ϕtt − κ[ϕxx + ψx] + κ

∫ ∞

0
g1(s)[ϕxx + ψx](· − s) ds = 0 em (0, L)× R+,

ρ2ψtt − bψxx + b

∫ ∞

0
g2(s)ψxx(· − s)ds+ κ[ϕx + ψ]

−κ
∫ ∞

0
g1(s)[ϕx + ψ](· − s)ds = 0 em (0, L)× R+,

(17)

com condições de Dirichlet

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = 0, t ∈ R+, (18)

e dados iniciais ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x), x ∈ (0, L),

ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x), x ∈ (0, L).
(19)

O comportamento assintótico das soluções do sistema (17)-(19) foi estudado inicialmente
em [54]. Os autores mostraram que o semigrupo S(t) gerado pelas soluções generalizadas de
(17)-(19) é exponencialmente estável em um espaço de Hilbert adequado H (Veja Definição 1.57).
Para isso, eles assumiram que as funções g1 e g2 satisfazem para todo s ∈ R+ e para algum ν > 0

e m > 0:

(H1) g1, g2 ∈ C1(R+) ∩ L1(R+);

(H2) g1(s), g2(s) > 0;

(H3) g′1(s), g
′
2(s) ≤ 0;

(H4)
∫ ∞

0
g1(s) ds,

∫ ∞

0
g2(s) ds ∈ (0, 1);

(H5) g′1(s) + νg1(s) ≤ 0, g′2(s) + νg2(s) ≤ 0;

(H6) g1(s) ≤ mg2(s).

Quase dez anos depois, em [38] foi estudada uma versão semilinear de (17)-(19). Sob as
hipóteses (H1)-(H6) e assumindo adicionalmente que

(H7) lim
s→0

g1(s) < +∞, lim
s→0

g2(s) < +∞,

os autores estabeleceram a existência de um atrator uniforme para o sistema dinâmico gerado
pelas soluções do problema estudado. Além disso, devido ao uso do método dos multiplicadores
e da hipótese (H7), a estabilidade exponencial de S(t) foi obtida com uma taxa de decaimento
explicita. Os detalhes podem ser encontrados em [38, Corolário 3.2].
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Ao abordar o sistema (17)-(19) no Capı́tulo 3, nosso objetivo é mostrar que a estabilidade
exponencial de S(t), obtida em [38, 54], é válida para uma classe mais geral de núcleos de
memória. Mais especificamente, mostraremos que o semigrupo S(t) é exponencialmente estável
desde que os núcleos de memória sejam admissı́veis, isto é, funções da forma g : R+ → R+, em
que g é absolutamente contı́nua, não-crescente e integrável com

∫∞
0 g(s) ds ∈ (0, 1). Precisa-

mente, nossa contribuição à literatura, no que concerne ao problema (17), está relacionada aos
seguintes objetivos alcançados nesse trabalho:

• Enfraquecer as hipóteses A1-A6 e obter os mesmos resultados apresentados em [54].

• Caracterizar a estabilidade exponencial em termos dos núcleos de memória g1 e g2.

Vale observar que se g é um núcleo admissı́vel então g′(s) existe e é não-positiva para
quase todo s ∈ R+. Equivalentemente, basta exigir que a hipótese (H2) seja válida para quase
todo s ∈ R+. Mais ainda, g pode ser ilimitada em s = 0. Além disso, podemos enfraquecer
mais ainda esta hipótese considerando núcleos admissı́veis contendo um número finito de
descontinuidades ou uma sequência infinita decrescente de descontinuidades [33, Observação
2.1]. Para estudar a estabilidade do semigrupo S(t), usaremos núcleos que cumprem a δ-condição,
que são funções g tais que

g(t+ s) ≤ Ce−δtg(s),

para algum δ > 0, C ≥ 1, todo t > 0 e quase todo s > 0.

Um exemplo é a função

g(s) =


e−2s, se 0 < s ≤ 1,

e−2, se 1 < s ≤ 3
2 ,

e−2s+1, se s > 3
2 ,

que satisfaz a delta condição para C = 2 e δ = 1, como indicado na seguinte ilustração.

Figura 1: Funções α(s) = 2e−δtg(s) e β(s) = g(s+ t), para t igual a
1

2
, 1 e

3

2
.
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Núcleos de memória que satisfazem a δ-condição permitem “zonas de achatamento”,
isto é, partes de seu domı́nio em que são constantes, o que não é possı́vel para funções que
satisfazem a condição usual

g′(s) + νg(s) ≤ 0, ∀s > 0,

para algum ν > 0.

Outro benefı́cio da δ-condição é a possibilidade de caracterização da estabilidade ex-
ponencial de semigrupos advindos de problemas viscoelásticos com história passada. Outros
estudos relacionados a sistemas de Timoshenko podem ser encontrados em [5, 17, 18, 20, 22, 33,
35, 61, 62].

Os resultados obtidos no capı́tulo 3 também encontram-se submetidos, sob a forma de
artigo, em revista especializada da área, cujo tı́tulo é Exponential characterization of a fully damped
Timoshenko-Boltzmann system.



Capı́tulo 1

Resultados preliminares

Neste capı́tulo apresentaremos os resultados que serão utilizados ao longo de todo o
trabalho. Mais especificamente, exibiremos resultados clássicos de Análise Funcional, espaços
Lp, espaços de Sobolev e da teoria de Semigrupos. Grande parte dos resultados do presente
capı́tulo não serão demonstrados, contudo indicaremos as referências nas quais encontram-se
suas demonstrações.

1.1 Análise funcional

Definição 1.1. Seja X um espaço vetorial normado. Dizemos que duas normas ∥ · ∥1 e ∥ · ∥2 são
equivalentes (e denotamos ∥ · ∥1 ∼ ∥ · ∥2) se existem constantes c1, c2 > 0 tais que

c1∥x∥1 ≤ ∥x∥2 ≤ c2∥x∥1, ∀ x ∈ X.

Lema 1.2. Seja (X, ∥ · ∥X) um espaço vetorial normado. Então, para todo C0 > 0 vale,

∥f + g∥2X + C0∥g∥2X ∼ ∥f∥2X + ∥g∥2X , ∀ f, g ∈ X.

Demonstração. Veja [52, Lema 2.6].

Lema 1.3. Seja X um espaço vetorial normado. Suponha que ∥ · ∥1 e ∥ · ∥2 são normas equivalentes.
Então

(X, ∥ · ∥1) é Banach ⇐⇒ (X, ∥ · ∥2) é Banach.

De agora em diante, consideremos X um espaço de Banach, com norma ∥ · ∥X e A :

D(A) ⊂ X → X um operador linear, com domı́nio D(A). Em particular, quando X for um
espaço de Hilbert, denotaremos seu produto interno por (·, ·)X .

Definição 1.4. Dizemos que X é reflexivo quando o funcional

J : X → X
′′

x 7→ Jx(f) = f(x)

é sobrejetor.

Proposição 1.5. Todo espaço de Hilbert é reflexivo.

Demonstração. Veja [48, Teorema 4.6-6]
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Definição 1.6. Um funcional f : X → C é dito anti-linear se

f(αu+ βv) = αf(u) + βf(v), ∀ x, y ∈ X, ∀ α, β ∈ C.

Ademais, uma forma a : X ×X → C é denominada sesquilinear se

• a(λu+ v, w) = λa(u,w) + a(v, w);

• a(u, λv + w) = λa(u, v) + a(u,w),

para todo u, v, w ∈ X e para todo λ ∈ C.

Teorema 1.7 (Lax-Milgram). Sejam X um espaço de Hilbert real (complexo) e uma forma bilinear
(sesquilinear) contı́nua e coerciva a : X ×X → R(C). Então, para todo funcional linear (antilinear) f
limitado, existe um único x ∈ X tal que a(x, y) = ⟨f, y⟩, para todo y ∈ X .

Demonstração. Para o caso real, ver [12], página 140, Corolário 5.8. Para o caso complexo, ver
[60], página 529, Corolário 6.6.2.

Definição 1.8. Seja X um espaço de Hilbert. Um operador linear A é dito dissipativo se,

Re(Ax, x) ≤ 0, ∀ x ∈ D(A).

Definição 1.9. Seja A um operador não limitado, densamente definido em X . O conjunto resolvente de
A, o qual denotamos por ρ(A), é o conjunto formado por todos λ ∈ C tais que

(R1) (λI −A)−1 existe;

(R2) (λI −A)−1 é limitado;

(R3) (λI −A)−1 é densamente definido.

Definimos o espectro de A e denotamos por σ(A), ao conjunto σ(A) = C\ρ(A).

Definição 1.10. Sob as hipóteses da definição 1.9, definimos os conjuntos

σp(A) :=
{
λ ∈ C ; (λI −A)−1 não existe

}
;

σc(A) :=
{
λ ∈ C ; (λI −A)−1 existe, satisfaz (R3), mas não vale (R2)

}
;

σr(A) :=
{
λ ∈ C ; (λI −A)−1 existe, mas não vale (R3)

}
.

Os conjuntos σp(A), σc(A) e σr(A) são chamados espectro pontual, espectro contı́nuo e espectro residual
de A, respectivamente.

Definição 1.11. O espectro pontual aproximado de A é o subconjunto de σ(A) definido por

σap(A) := {λ ∈ C; existe (xn) ∈ D(A), ∥xn∥X = 1 e (Iλ−A)xn → 0 em X}. (1.1)
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1.2 Os Espaços Lp(Ω)

A partir de agora, Ω denotará um subconjunto aberto do espaço RN com fronteira
suficientemente regular ∂Ω e |Ω| sua medida de Lebesgue. Resultados e conceitos gerais da
Teoria da Medida, especificamente, a medida de Lebesgue, podem ser consultados em [32].

Definição 1.12. Seja 1 ≤ p < ∞. Denotaremos por Lp(Ω) o conjunto de todas as classes de funções
mensuráveis u : Ω → R tais que |u|p é integrável em Ω no sentido de Lebesgue.

O conjunto Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞, é um espaço vetorial normado com norma

∥u∥p =
(∫

Ω
|u(x)|pdx

)1/p

, 1 ≤ p <∞,

e
∥u∥∞ = {u : Ω −→ C |u é limitada quase sempre em Ω}.

Definição 1.13. Uma função mensurável u : Ω −→ C é dita localmente integrável se∫
K
u(x)dx <∞, ∀K ⊂ Ω compacto.

Proposição 1.14 (Desigualdade de Young). Sejam 1 < p < ∞ e q ∈ R tais que 1/p + 1/q = 1.
Dados a, b ≥ 0, então

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Demonstração. Ver [47], página 28, Lema 2.2.1.

Proposição 1.15 (Desigualdade de Young com ε). Dados a, b ≥ 0 e ε > 0 vale

ab ≤ εa2 +
b2

4ε
.

Demonstração. Basta notar que (2εa− b)2 ≥ 0.

Definição 1.16. Seja 1 ≤ p <∞. Dizemos que um número real q é expoente conjugado de p quando
1/p+ 1/q = 1.

Teorema 1.17 (Desigualdade de Hölder). Seja 1 ≤ p ≤ ∞ e q o expoente conjugado de p. Se
u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω), então uv ∈ L1(Ω) e ∥uv∥1 ≤ ∥u∥p∥v∥q. No caso particular p = q = 2 obtemos
a Desigualdade de Cauchy-Schwarz para o espaço L2(Ω).

Demonstração. Ver [2], página 24, Teorema 2.4.

Teorema 1.18. Seja 1 ≤ p <∞. O espaço (Lp(Ω), ∥ · ∥p) é um espaço de Banach. Em particular, L2(Ω)

é um espaço de Hilbert com produto interno definido por

(u, v) =

∫
Ω
u(x)v(x) dx.
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Demonstração. Ver [2], página 26, Teorema 2.16.

Proposição 1.19 (Desigualdade de Young para convoluções). Sejam f ∈ L1(Rn) e h ∈ Lp(Rn)

com 1 ≤ p ≤ ∞. Então para quase todo x ∈ Rn, a função

F : Rn → R

y 7→ F (y) = f(x− y)h(y)

é integrável sobre Rn. Definimos a convolução de f com h por

(f ∗ h)(x) =
∫
Rn

F (y) =

∫
Rn

f(x− y)h(y) dy.

Então, f ∗ h ∈ Lp(Rn) e

||f ∗ h||Lp(Rn) ⩽ ||f ||L1(Rn) ||h||Lp(Rn).

Demonstração. Veja [32, Teorema 8.7].

1.3 Os Espaços de Sobolev

Definição 1.20. O espaço das funções teste é o conjunto C∞
0 (Ω) munido da seguinte noção de

convergência: dizemos que uma sequência de funções (ϕn)n∈N pertencente a C∞
0 (Ω) converge para uma

função ϕ ∈ C∞
0 (Ω) se, e somente se, existe um subconjunto compacto K de Ω tal que

• supp(ϕn) ⊂ K, ∀n ∈ N;

• supp(ϕ) ⊂ K;

• Dαϕn → Dαϕ uniformemente sobre K, para todo α ∈ ZN
+ .

Denotaremos o espaço das funções teste por D(Ω).

Definição 1.21. Seja α = (α1, . . . , αN ) ∈ ZN
+ . O operador derivação de ordem α é dado por

Dα :=
∂|α|

∂xα1
1 . . . ∂xαN

N

,

onde |α| = α1 + . . .+ αN . No caso α = 0 = (0, . . . , 0) temos D0 = Id.

Definição 1.22. Sejam α ∈ ZN
+ e u, v ∈ Lp(Ω). Dizemos que v é a derivada fraca de ordem α de u

quando ∫
Ω
u(x)Dαϕ(x)dx = (−1)|α|

∫
Ω
v(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ C∞

0 (Ω).

Proposição 1.23 (Du Bois Raymond). Seja u ∈ L1
loc(Ω). Se∫

Ω
u(x)ϕ(x)dx = 0, ∀ϕ ∈ C∞

0 (Ω),
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então u(x) = 0 para quase todo x ∈ Ω.

Demonstração. Ver [19], páginas 20 e 21, Proposição 4.

Proposição 1.24. Seja u ∈ Lp(Ω). Se v e w são derivadas fracas de ordem α ∈ ZN
+ de u, então v = w

quase sempre em Ω.

Demonstração. Basta usar a definição de derivada fraca de ordem α para v e w e aplicar a
Proposição 1.23.

Definição 1.25. Uma distribuição sobre Ω é um funcional linear T : D(Ω) → R que é contı́nuo no
sentido do espaço das funções teste, isto é, se (ϕn)n∈N converge para a função nula em D(Ω), então
(⟨T, ϕn⟩)n∈N converge para zero em R. Denotaremos o espaço das distribuições por D′(Ω).

Definição 1.26. Diremos que uma sequência de distribuições (Tn)n∈N em Ω converge para uma
distribuição T ∈ D′(Ω) quando

⟨Tn, ϕ⟩ → ⟨T, ϕ⟩ , ∀ϕ ∈ D(Ω).

Definição 1.27. Seja α ∈ ZN
+ . A derivada distribucional de ordem α de uma distribuição T ∈ D′(Ω)

é a distribuição

DαT : D(Ω) → R

ϕ 7→ (−1)|α| ⟨T,Dαϕ⟩ .

Observação 1.28. Vale a pena notar que se u ∈ Ck(Ω) então a derivada de ordem α no sentido da
distribuições e no sentido clássico coincidem para |α| ≤ k.

Proposição 1.29. Se T ∈ D′(Ω), então DαT existe para todo α ∈ ZN
+ . Mais ainda, o operador

Dα : D′(Ω) → D′(Ω)

T 7→ DαT

é linear e contı́nuo no sentido da convergência definida em D′(Ω).

Demonstração. Ver [19], página 29.

Se u ∈ Lp(Ω), então a derivada fraca de ordem α (quando existe) coincide com as
derivada de ordem α no sentido distribucional.

Definição 1.30. Sejam 1 ≤ p ≤ ∞ e m ∈ Z+. O espaço de Sobolev Wm,p(Ω) é o conjunto de todas as
funções u ∈ Lp(Ω) tais que as derivadas fracas de ordem α existem, |α| ≤ m. No caso p = 2 denotamos
Hm(Ω) :=Wm,2(Ω). Note que se m = 0 e p = 2 então H0(Ω) = L2(Ω).

Teorema 1.31. Os espaços Wm,p(Ω) são espaços de Banach com as normas definidas por

∥u∥m,p :=

 ∑
|α|≤m

∥Dαu∥pp

1/p

, 1 ≤ p <∞;
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∥u∥m,∞ :=
∑

|α|≤m

∥Dαu∥∞, p = ∞.

Em particular, os espaço Hm(Ω) são espaços de Hilbert com produto interno definido por

((u, v))m :=
∑

|α|≤m

(Dαu,Dαv)2.

Demonstração. Ver [30], página 249, Teorema 2.

Teorema 1.32 (Imersões de Sobolev). Suponha que Ω seja limitado.

• Se mp < N , então

Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω),
1

q
=

1

p
− m

n
.

• Se mp < N e 1 ≤ q′ ≤ q, então

Wm,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω),

1

q
=

1

p
− m

n
.

• Se mp = N , 1 ≤ p <∞, então
Wm,p(Ω)

c
↪→ Lp(Ω).

Demonstração. Ver [2], página 85, Proposição 4.12.

Observação 1.33. De acordo com [2], o Teorema 1.32 também é válido se trocarmos os espaços Wm,p(Ω)

pelos espaços Wm,p
0 (Ω), os quais veremos a seguir.

1.3.1 O Espaço Wm,p
0 (Ω)

Definição 1.34. Sejam 1 ≤ p < ∞ e m ∈ Z+. Denotaremos por Wm,p
0 (Ω) o fecho de C∞(Ω) em

Wm,p(Ω), isto é,
Wm,p

0 (Ω) := C∞(Ω)
Wm,p(Ω)

.

Além disso, no caso p = 2 temos Hm
0 (Ω) :=Wm,2

0 (Ω).

Segue da própria definição que (Wm,p
0 (Ω), ∥ · ∥m,p) é um espaço de Banach.

Definição 1.35. Sejam u ∈Wm,p(Ω) e {e1, . . . , eN} a base canônica do espaço RN . Definimos

∂u

∂xi
:= Deiu ∈ Lp(Ω), i = 1, . . . , N.

O gradiente de u é o vetor

∇u :=

(
∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xN

)
∈ [Lp(Ω)]N = Lp(Ω)× . . .× Lp(Ω)︸ ︷︷ ︸

N−vezes
.
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Observação 1.36. Podemos reescrever a norma e o produto interno do espaçoH1(Ω) da seguinte maneira:

∥u∥21,2 = ∥u∥22 + ∥∇u∥22, ((u, v))1 = (u, v)2 + (∇u,∇v)2, ∀u, v ∈ H1(Ω),

onde

∥∇u∥22 =
N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥2
2

, (∇u,∇v)2 =
N∑
i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)
2

.

Teorema 1.37 (Desigualdade de Poincaré). Se |Ω| <∞ então existe uma constante cp = cp(Ω) > 0

tal que
∥u∥2 ≤ cp∥∇u∥2, ∀u ∈ H1

0 (Ω), (1.2)

onde cp > 0 é o primeiro autovalor do Laplaciano com condição de fronteira de Dirichlet.

Demonstração. Ver [12], página 290, Corolário 9.19.

Observação 1.38. Uma aplicação direta da Desigualdade de Poincaré nos diz que no espaço H1
0 (Ω) as

normas
∥u∥1,2 =

(
∥u∥22 + ∥∇u∥22

)1/2 e |||u|||1,2 = ∥∇u∥2

são equivalentes.

Definição 1.39. Seja ei ∈ ZN
+ o i-ésimo vetor da base canônica de RN , i = 1, . . . , N . O Laplaciano é o

operador

D(−∆) = H2(Ω), −∆u := −
N∑
i=1

∂2u

∂x2i
,

onde
∂2u

∂x2i
:= D2eiu.

Teorema 1.40 (Teorema de Green). Para todo u ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) e v ∈ H1(Ω), vale

(−∆u, v)2 = (∇u,∇v)2 −
∫
∂Ω

∂u

∂ν
(x) v(x) d∂Ω.

Demonstração. Ver [19], página 413, Proposição 7.

1.3.2 Espaços com Peso

Seja g : R+ → R+ uma função absolutamente contı́nua e integrável.

Definição 1.41. Seja X um espaço de Banach e 1 ≤ p <∞. Definimos o espaço com peso g por

Lp
g(R+;X) :=

{
η : [0,∞) → X |

∫ ∞

0
g(s)∥η(s)∥pXds <∞

}
. (1.3)

Observação 1.42. Se 1 ≤ p <∞, então o espaço Lp
g(R+;X) é um espaço de Banach com a norma

∥η∥Lp
g(R+;X) :=

(∫ ∞

0
g(s)∥η(s)∥pXds

)1/p

.
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Em particular, se X é um espaço de Hilbert, então Mg(X) = L2
g(R+;X) é um espaço de Hilbert com

produto interno definido por

(η, ζ)Mg(X) :=

∫ ∞

0
g(s)(η(s), ζ(s))Xds.

Proposição 1.43. Seja g ∈ L1(R+) uma função não-crescente. Se η ∈ Mg(X), então a função

Υη(s) :=

∫ s

0
e−(s−y)η(y)dy, (1.4)

pertence a Mg(X) e
∥Υη∥Mg(X) ≤ ∥η∥Mg(X).

Demonstração. Temos do fato que g é não-crescente que∫ ∞

0
g(s)∥Υη(s)∥2Xds ≤

∫ ∞

0
g(s)

(∫ s

0
e−(s−y)∥η(y)∥Xdy

)2

ds

≤
∫ ∞

0

(∫ s

0
e−(s−y)[g(y)]1/2∥η(y)∥Xdy

)2

ds.

Por outro lado, como e−(·) ∈ L1(R+) e [g(·)]1/2∥η(·)∥X ∈ L2(R+), aplicando a desigualdade de
Young para convoluções (Proposição 1.19) obtemos∫ ∞

0
g(s)∥Υη(s)∥2Xds ≤

∫ ∞

0

(∫ s

0
e−(s−y)[g(y)]1/2∥η(y)∥Xdy

)2

ds ≤ ∥η∥2Mg(X).

Portanto, Υη ∈ Mg(X).

1.4 Teoria de semigrupos

Definição 1.44. Uma famı́lia de operadores lineares limitados T (t) : X → X , é denominada semigrupo
de operadores lineares limitados em X se

i) T (0) = I (I é o operador identidade em X);

ii) T (t+ s) = T (t) ◦ T (s) para todo t, s ≥ 0 (Propriedade de semigrupos).

Além disso, T (t) é um semigrupo de classe C0, ou um C0-semigrupo se

lim
t→0+

T (t)x = x, ∀ x ∈ X.

Por fim, dizemos que um C0-semigrupo T (t) é de contrações se

∥T (t)∥L(X) ≤ 1, ∀ t ≥ 0,

em que L(X) é o espaço de operadores lineares limitados definidos em X .
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Definição 1.45. Seja T (t) um semigrupo de operadores lineares limitados. O operador linearA : D(A) ⊂
X → X definido por

D(A) =

{
x ∈ X; lim

t→0+

T (t)x− x

t
existe

}
e

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x

t
, ∀ x ∈ D(A)

é o gerador infinitesimal de T (t). Nesse caso, denotamos T (t) = etA.

Teorema 1.46 (Lumer-Phillips). Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear. Se

i) A é dissipativo,

ii) A densamente definido em X ,

iii) existe λ0 > 0 tal que λ0I −A é sobrejetor,

então A é um gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações em X.

Demonstração. Consultar [63, Teorema 4.3].

Proposição 1.47. Seja A um operador dissipativo tal que I −A é sobrejetor. Se X é reflexivo, então A é
densamente definido.

Demonstração. Consultar [63, Teorema 4.6].

Corolário 1.48. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear definido em um espaço de Hilbert X . Se

i) A é dissipativo,

ii) I −A é sobrejetor,

então A é um gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações em X.

Demonstração. Segue do Teorema 1.46 e da Proposição 1.47.

Lema 1.49. Suponha que A seja um gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações T (t)
definido em X , e seja x ∈ D(A). Então T (t)x ∈ C1([0,∞), X) e, além disso, para todo t ≥ 0,

x− T (t)x =

∫ t

0
AT (τ)xdτ =

∫ t

0
T (τ)Axdτ,

e
d

dt
[T (t)x] +A(T (t)x) = 0.

Demonstração. Veja [74, Lema 2.1.1].
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Observação 1.50. Segue do Lema 1.49 que, se A é um gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de
contrações, então para cada x ∈ D(A), U(t) = T (t)x é uma solução clássica para o seguinte problema
abstrato de valor inicial (conhecido como problema abstrato de Cauchy)

dU

dt
= AU, t > 0,

U(0) = x.
(1.5)

No entanto, se x /∈ D(A), o problema (1.5) não possui uma solução no sentido clássico. Neste caso,
pode-se definir uma solução generalizada de (1.5).

Definição 1.51. Uma função U ∈ C([0,∞), X) é uma solução generalizada de (1.5) se existe {xn} tal
que xn ∈ D(A), ∀n ∈ N e xn → U(0) com T (t)xn → U(t) uniformemente em intervalos limitados,
quando n→ ∞.

Observação 1.52. A solução generalizada independe da sequência {xn} e é única. Se U(0) ∈ D(A),
a solução generalizada é a solução clássica de (1.5). Portanto, se A é um gerador infinitesimal de um
C0-semigrupo de contrações e x ∈ X , então U(t) = T (t)x é a única solução generalizada de (1.5).

Proposição 1.53. Para todo x ∈ X , o problema (1.5) admite uma única solução generalizada U ∈
C(0,∞, X). Além disso, se x ∈ D(A), então U é a solução clássica de (1.5) e

U ∈ C1(0,∞, X) ∩ C(0,∞, D(A)).

Demonstração. Segue das Observações 1.50 e 1.52.

A Proposição 1.53 pode ser estendida para perturbações localmente Lipschitz. De fato,
consideremos o problema de Cauchy não homogêneo

dU

dt
= AU + F (U), t > 0,

U(0) = x.
(1.6)

Definição 1.54. Seja X um espaço de Banach. Um operador F : X → X é dito localmente Lipschitz
quando para toda constante L > 0, existe uma constante ML > 0 tal que se ∥x∥X ≤ L, ∥y∥X ≤ L, então

∥F (x)− F (y)∥X ≤ML∥x− y∥X .

Teorema 1.55. Seja X um espaço de Banach. Suponhamos que A : D(A) ⊂ X → X é gerador
infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações em X e que F : X → X é um operador localmente
Lipschitz. Então, para todo x ∈ X existe tmax > 0 tal que o problema (1.6) admite uma única solução
generalizada em [0, tmax), isto é, existe um único U ∈ C([0, tmax), X) satisfazendo

U(t) = etAx+

∫ t

0
eA(t−τ)F (U(τ))dτ.

Além disso, se x ∈ D(A), então

U ∈ C1([0, tmax), X) ∩ C([0, tmax), D(A))



1.4 Teoria de semigrupos 22

é solução clássica de (1.6)

Demonstração. Ver [74], página 53, Teorema 2.5.4.

Teorema 1.56. Suponhamos que as hipóteses do Teorema 1.55 sejam satisfeitas. Então

(i) tmax = ∞ ou

(ii) tmax <∞ e
lim

t→t−max

∥U(t)∥X = ∞. (1.7)

Demonstração. Ver [74], página 54, Teorema 2.5.5.

Definição 1.57. Seja T (t) : X → X um semigrupo. Dizemos que T (t) é exponencialmente estável se
existe M ≥ 1 e γ > 0 tais que

∥T (t)x∥X ≤Me−γt∥x∥X , ∀ x ∈ X.

Teorema 1.58 (Gearhart-Pruss). Seja A : D(A) ⊂ X → X gerador infinitesimal de um C0-semigrupo
de contração, ou seja T (t) = etA. Então, T (t) é exponencialmente estável se, e somente se,

i) iR ⊂ ρ(A);

ii) lim sup
|λ|→∞

∥(iλI −A)−1∥L(X) <∞.

Demonstração. Veja [34, 65].

Teorema 1.59. Seja T (t) um semigrupo de operadores limitados em X e A seu gerador infinitesimal. Se
X é reflexivo, então

σ(A) ∩ iR = σap(A) ∩ iR.

Demonstração. Por um lado, da [21, Seção 5] temos

σp(A) ∪ σc(A) ⊂ σap(A). (1.8)

Por outro lado, da [4, Proposição 2.2], temos

σr(A) ∩ iR = σp(A) ∩ iR. (1.9)

Logo, combinando (1.8) e (1.9)

iR ∩ (σc(A) ∪ σp(A) ∪ σr(A))︸ ︷︷ ︸
=σ(A)

= iR ∩ (σc(A) ∪ σp(A)) ⊆ iR ∩ σap(A) ⊆ iR ∩ σ(A),

e o resultado segue.



Capı́tulo 2

Uma equação de Moore-Gibson-Thompson semilinear

2.1 O modelo

Neste capı́tulo, consideramos Ω um subconjunto aberto e limitado de R3 com fronteira
suave ∂Ω e consideremos a seguinte equação de Moore-Gibson-Thompson semilinear com termo
de memória

uttt + αutt −∆

[
c2u−

∫ t

−∞
µ(t− s)Θj(u, ut)(s) ds+ but

]
+ f(ut + αju) = 0, (2.1)

com

Θj(u, ut) =


u se j = 1,

ut se j = 2,

ζu+ ut se j = 3,

(2.2)

condição de fronteira de Dirichlet

u = 0 on ∂Ω× [0,∞) (2.3)

e dados iniciais u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), utt(x, 0) = u2(x),

Θj(u, ut)(x, t) = ϑj(x, t), (x, t) ∈ Ω× (−∞, 0).
(2.4)

Aqui, α, b > 0 e c ̸= 0, ζ ∈ [ c
2

b , α). Para simplificar a escrita, adotaremos as seguintes notações
que são definidas e relacionados à nossa equação de acordo com cada tipo de memória a ser
considerada:

aaaaaaaaaaa
Parâmetros

Tipo de memória
1 2 3

αj α α ζ

βj b b− ρ b− ρ

γj c2 − ρ c2 c2 − ζρ

κj b− c2

α b− ρ− c2

α b− c2

ζ

Tabela 2.1: Parâmetros indexados de acordo com o tipo de memória.
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Hipóteses

(H1) µ ∈ W 1,1(R+) tem massa total ρ :=

∫ ∞

0
µ(s)ds > 0 e µ(0) := lim

s→0+
µ(s) < +∞. Além

disso, µ′ é uma função absolutamente contı́nua, µ′′ ≥ 0 quase sempre em R+ e existe δ > 0

tal que, para todo s > 0,
µ′(s) + δµ(s) ≤ 0. (2.5)

(H2) f : R → R é uma função tal que f(0) = 0 e

0 ≤ f̂(s) :=

∫ s

0
f(τ)dτ ≤ f(s)s+

ωj

2
aj |s|2, ∀ s ∈ R, (2.6)

em que aj ∈ [0, cp), onde cp é dado em (1.2), e ωj :=
γj
αj

> 0, j = 1, 2, 3. Adicionalmente,

supomos que f satisfaz

|f(s1)− f(s2)| ≤ k0(1 + |s1|2 + |s2|2)|s1 − s2|, ∀ s1, s2 ∈ R, (2.7)

para alguma constante k0 > 0.

(H3) Os parâmetros αj , βj , γj e κj , apresentados na Tabela 2.1, são estritamente positivos para
j = 1, 2, 3.

Observação 2.1.1. A hipótese (H2) fornece um controle para o crescimento de f e sua primitva f̂ .
Além disso, da desigualdade (2.7), é possı́vel observar que o operador de Nemytskii f : H1

0 (Ω) →
L2(Ω) é localmente Lipschitziano. De fato, seja R > 0 e u, ũ ∈ H1

0 (Ω) tal que ∥∇u∥, ∥∇ũ∥ ≤ R.

De (11), pode-se usar a desigualdade de Hölder com
1

2
+

1

2
= 1 juntamente com a imersão

H1
0 (Ω) ↪→ L4(Ω) para obtermos

∥f(u)− f(ũ)∥2 =

∫
Ω
|f(u(x))− f(ũ(x))|2dx

≤ c

∫
Ω
(1 + |u(x)|4 + |ũ(x)|4)|u(x)− ũ(x)|2dx

≤ c
(
1 + ∥∇u∥4 + ∥∇ũ∥4

)
∥∇u−∇ũ∥2

≤ cR∥∇u−∇ũ∥2,

com cR = 1 + 2R4 > 0, o que comprova a afirmação.

De maneira usual no estudo de equações com memória, introduzimos a variável de
deslocamento de história passada ηj = ηtj(x, s) [25]:

ηtj(x, s) := Θj(u, ut)(x, t)−Θj(u, ut)(x, t− s), (x, t, s) ∈ Ω× [0,∞)× R+, j = 1, 2, 3,
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e procedendo formalmente, obtemos as seguintes relações:
ηjt + ηjs = Θj(ut, utt) em Ω× R+ × R+,

ηtj(x, 0) := lim
s→0+

ηtj(x, s) = 0, (x, t) ∈ Ω× [0,∞),

η0j (x, s) = ηj0(x, s) := Θj(u0, u1)(x, 0)−Θj(u0, u1)(x,−s), (x, s) ∈ Ω× R+.

(2.8)

De (2.1)-(2.8) podemos reescrever o problema (2.1)-(2.4) como o seguinte sistema autônomouttt + αutt −∆

[
γju+

∫ ∞

0
µ(s)ηj(s)ds+ βjut

]
+ f(ut + αju) = 0,

ηjt + ηjs = Θj(ut, utt),

(2.9)

para (x, t, s) ∈ Ω× R+ × R+, com condições de fronteira de Dirichlet

u = 0 em ∂Ω× [0,∞), ηj = 0 em ∂Ω× [0,∞)×R+, ηtj(x, 0) = 0, (x, t) ∈ Ω× [0,∞), (2.10)

e dados iniciais u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), utt(x, 0) = u2(x),

η0j (x, s) = ηj0(x, s), (x, s) ∈ Ω× R+.
(2.11)

Ao longo deste capı́tulo, usaremos c para denotar todas as constantes universais positivas
e cR para denotar todas as constantes positivas dependendo de um determinado número real
R > 0. Também usaremos o ı́ndice j para abranger os três tipos de memória e sempre que
julgarmos necessário, eles serão estudados separadamente. No que segue os resultados obtidos
são relativos ao caso

κj > 0, j = 1, 2, 3.

Esclarecemos aqui que nossa contribuição à literatura se refere a boa-colocação global
e resultados de estabilidade exponencial (local e uniforme) para o problema (2.9)-(2.11), es-
tendendo aqueles estabelecidos em [3] no que concerne à existência de um termo de fonte
semilinear. Além disso, melhoramos as hipóteses acerca de µ(0) (ver seção 2.5), onde µ é o
núcleo do termo de memória, e também para δ no caso j = 2, dado pela relação (2.5).

Na seção 2.4 serão apresentadas algumas observações a respeito do caso κ3 = 0, isto é, o
regime crı́tico com a memória do tipo 3.

2.2 Existência e unicidade de solução

Seja M := M−µ′(H1
0 (Ω)) =

{
η : R+ → H1

0 (Ω)
∣∣ −

∫ ∞

0
µ′(s)∥η(s)∥2H1

0 (Ω)ds <∞
}

. Para

j = 1, 2, 3, considere o espaço de Hilbert ⟨Hj ; (·, ·)Hj , ∥ · ∥Hj ⟩ dado por

Hj := H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)× L2(Ω)×M,
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em que

(U, Ũ)H1 = κ1(∇v,∇ṽ) + (w + αv, w̃ + αṽ) + ω1(∇v + α∇u,∇ṽ + α∇ũ)

+ (η1, η̃1)M +
1

α
(αη1 + v, αη̃1 + ṽ)Mµ ,

(U, Ũ)H2 = κ2(∇v∇ṽ) + (w + αv, w̃ + αṽ) + ω2(∇v + α∇u,∇ṽ + α∇ũ)

+ (η2, η̃2)Mµ ,

(U, Ũ)H3 = κ3(∇v,∇ṽ) + (w + ζv, w̃ + ζṽ) + ω3(∇v + ζ∇u,∇ṽ + ζ∇ũ)

+ (η3, η̃3)Mµ + ζ(α− ζ)(v, ṽ),

e ∥U∥2Hj
= (U,U)Hj para U = (u, v, w, ηj) e Ũ = (ũ, ṽ, w̃, η̃j) ∈ Hj . Notemos que as normas

∥ · ∥Hj são equivalentes às normais usuais dos espaços Hj . Isso pode ser mostrado utilizando o
Lema 1.2

Denotando v := ut, w := utt e U = Uj := (u, v, w, ηj)
T podemos reescrever o sistema

(2.9)-(2.11) como 
dU

dt
= AjU + Fj(U), t > 0,

U(0) = (u0, u1, u2, ηj0)
T := U0,

(2.12)

em que o operador Aj : D(Aj) ⊂ Hj → Hj é dado por

AjU =


v

w

−αw +∆

[
γju+

∫ ∞

0
µ(s)ηj(s)ds+ βjv

]
Θj(v, w)− ηjs

 , (2.13)

com domı́nio formado por todas as funções (u, v, w, ηj) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω)×D(L) tais

que

γju+

∫ ∞

0
µ(s)ηj(s)ds+ βjv ∈ H2(Ω),

e o operador não linear Fj : Hj → Hj é dado por

Fj(U) =


0

0

−f(v + αju)

0

 . (2.14)

Aqui, L : D(L) ⊂ M → M é o operador linear

Lη = −ηs, η ∈ D(L) = {η ∈ M | ηs ∈ M, η(0) = 0}.

Uma vez que o problema (2.12) é autônomo e composto por uma perturbação do tipo
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Lipschitziana de um operador linear, podemos aplicar as ferramentas da teoria clássica de
semigrupos de operadores lineares para estabelecer a existência e unicidade de soluções deste,
conforme o Teorema abaixo.

Teorema 2.1. Considerando as hipóteses (H1), (H2) e (H3) e assumindo δ ≥ αρ
2κ2

, para j = 2, temos
que:

(i) Se U0 ∈ Hj , então o problema (2.12) tem uma única solução generalizada U ∈ C([0,∞),Hj) dada
por

U(t) = etAjU0 +

∫ t

0
e(t−τ)AjFj(U(τ))dτ, t ≥ 0,

onde etAj denota o C0-semigrupo gerado por Aj .

(ii) Se U0 ∈ D(Aj), então, a respectiva solução generalizada U é clássica e satisfaz

U ∈ C([0,∞), D(Aj)) ∩ C1([0,∞),Hj).

No entanto, para provarmos o resultado desejado demonstraremos alguns resultados
preliminares. O primeiro resultado garante que o operador Aj é gerador infinitesimal de um C0

semigrupo de contrações em Hj . Para prová-lo, precisamos do seguinte lema auxiliar.

Lema 2.2. Seja Θj(·, ·) definido em (2.2). Então:

(i) ∥∇Θj(ϕ, ϕ̃)∥ ≤ (1 + ζ)(∥∇ϕ∥+ ∥∇ϕ̃∥), ∀ϕ, ϕ̃ ∈ H1
0 (Ω);

(ii) |(∇Θj(ϕ, ϕ̃),∇ψ)| ≤ (1 + ζ)(∥∇ϕ∥+ ∥∇ϕ̃∥)∥∇ψ∥, ∀ϕ, ϕ̃, ψ ∈ H1
0 (Ω);

(iii) (∇Θj(ϕ, ϕ),∇ϕ) ≥ ∥∇ϕ∥2, ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω).

Demonstração. A demonstração de (i)− (iii) segue do fato de que

∥∇Θj(ϕ, ϕ̃)∥ =


∥∇ϕ∥, j = 1

∥∇ϕ̃∥, j = 2

∥ζ∇ϕ+∇ϕ̃∥, j = 3

, ∀ ϕ, ϕ̃ ∈ H1
0 (Ω)

e

(∇Θj(ϕ, ϕ),∇ϕ) =


∥∇ϕ∥2, j = 1

∥∇ϕ∥2, j = 2

(1 + ζ)∥∇ϕ∥2, j = 3

, ∀ ϕ ∈ H1
0 (Ω).

Proposição 2.3. Considerando as hipóteses (H1) e (H3) e assumindo

δ ≥ αρ

2κ2
, j = 2,

o operador Aj é gerador infinitesimal de um C0 semigrupo de contrações em Hj .
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Demonstração. De acordo com o Corolário 1.48, o resultado será provado se mostrarmos que

(i) Aj é um operador dissipativo e

(ii) I −Aj é sobrejetor.

Prova de (i). Nesse momento, é conveniente estudarmos os três casos separadamente.

j = 1. Seja U = (u, v, w, η1) ∈ D(A1). Aplicando o Teorema de Green e a fórmula de integração
por partes, segue que:

(A1U,U)H1
= κ1(∇w,∇v)−

(
∇
[
γ1u+

∫ ∞

0
µ(s)η1(s)ds+ β1v

]
,∇(w + αv)

)
+ω1(∇w + α∇v,∇v + α∇u)−

∫ ∞

0
µ′(s)(∇v −∇η1s(s),∇η1(s))ds

+

∫ ∞

0
µ(s)(∇v −∇η1s(s), α∇η1(s) +∇v)ds

+
1

α

∫ ∞

0
µ(s)(∇w,α∇η1(s) +∇v)ds

= −α
∫ ∞

0
µ(s)(∇η1(s),∇v)ds+ α

∫ ∞

0
µ(s)(∇v,∇η1(s))ds

−
∫ ∞

0
µ′(s)(∇v,∇η1(s))ds+

∫ ∞

0
µ′(s)(∇η1(s),∇v)ds

+

∫ ∞

0
µ(s)(∇w,∇η1(s))ds−

∫ ∞

0
µ(s)(∇η1(s),∇w)ds

+
(
κ1 − β1 + ω1 +

ρ

α

)
︸ ︷︷ ︸

=0

(∇w,∇v) + (ω1α− γ1)︸ ︷︷ ︸
=0

(∇u,∇w)

+ (ω1α
2 − γ1α)︸ ︷︷ ︸
=0

(∇u,∇v) + (ρ+ ω1α− β1α)∥∇v∥2

−α
∫ ∞

0
µ(s)(∇η1s(s),∇η1(s))ds

+

∫ ∞

0
µ′(s)(∇η1s(s),∇η1(s))ds

= −ακ1∥∇v∥2 −
1

2

∫ ∞

0
µ′′(s)∥∇η1(s)∥2ds−

α

2
∥∇η1(s)∥2M

≤ 0,

o que mostra que A1 é dissipativo.
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j = 2. De maneira análoga ao caso anterior, temos

(A2U,U)H2
= κ2(∇w,∇v)−

(
∇
[
γ2u+

∫ ∞

0
µ(s)η2(s)ds+ β2v

]
,∇w + α∇v

)
+ω2(∇w,∇v) + αω2(∇w,∇u) + ω2α∥∇v∥2 + ωα2(∇v,∇u) + (w, η2)Mµ

−(η2s, η2)Mµ

= (κ2 − β2 + ω2)︸ ︷︷ ︸
=0

(∇w,∇v) + (−γ2 + αω2)︸ ︷︷ ︸
=0

(∇u,∇w) + (ωα2 − γ2α)︸ ︷︷ ︸
=0

(∇u,∇v)

−α
∫ ∞

0
µ(s)(∇η2(s),∇v)ds+ α(ω2 − β2)∥∇v∥2

−
∫ ∞

0
µ(s)(∇η2s(s),∇η2(s))ds

= −α(η2, v)Mµ + α(ω2 − β2)∥∇v∥2 −
1

2
∥∇η2∥2M. (2.15)

para todo U = (u, v, w, η2) ∈ D(A2).

Nesse ponto, vale ressaltar que, como o sinal do primeiro termo da última igualdade é
desconhecido, foi adotado em [3] a seguinte estimativa:

δ ≥ αρ

2σκ2
, para σ ∈ (0, 1).

Aqui destacamos nossa contribuição, melhorando ligeiramente essa estimativa, ao considerar

δ ≥ αρ

2κ2
, ou seja, κ2 −

αρ

2δ
≥ 0. (2.16)

Desta forma, somando e subtraindo
α2ρ

2δ
∥∇v∥2 e

δ

2
∥η2∥2Mµ

em (2.15) e usando (2.16), segue que:

(A2U,U)H2
= −α

(
κ2 −

αρ

2δ

)
∥∇v∥2 − 1

2

[
∥η2∥2M − δ∥η2∥2Mµ

]
−α

2ρ

2δ
∥∇v∥2 − α(η2, v)Mµ − δ

2
∥η2∥2Mµ

= −α
(
κ2 −

αρ

2δ

)
∥∇v∥2 − 1

2

[
∥η2∥2M − δ∥η2∥2Mµ

]
−

∥∥∥∥∥
√
δ

2
η2 +

α√
2δ
v

∥∥∥∥∥
2

Mµ

≤ 0.
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j = 3 : Repetindo o mesmo processo dos casos anteriores, inferimos

(A3U,U)H3
= κ3(∇w,∇v)− α∥w∥2 − αζ(w, v) + ζ∥w∥2 + ζ2(w, v)

−
(
∇
[
γ3u+

∫ ∞

0
µ(s)η3(s)ds+ β3v

]
,∇(w + ζv)

)
+ω3(∇w,∇v) + ω3ζ(∇w,∇v) + ω3ζ∥∇v∥2 + ω3ζ

2(∇v,∇u)

+ζ(v, η3)Mµ + (w, η3)Mµ − (η3s, η3)Mµ + ζα(w, v)− ζ2(w, v)

= (κ3 − β3 + ω3)︸ ︷︷ ︸
=0

(∇w,∇v) + (ω3ζ
2 − γ3ζ)︸ ︷︷ ︸
=0

(∇u,∇v) + (ω3ζ − γ3)︸ ︷︷ ︸
=0

(∇u,∇w)

−
∫ ∞

0
µ(s)(∇η3(s),∇w)ds+

∫ ∞

0
µ(s)(∇w,∇η3(s))ds

+ζ

∫ ∞

0
µ(s)(∇v,∇η3(s))ds− ζ

∫ ∞

0
µ(s)(∇η3(s),∇v)ds

+(ζ − α)∥w∥2 + (ζω3 − β3ζ)∥∇v∥2 −
∫ ∞

0
µ(s)(∇η3s(s),∇η3(s))ds

= −(α− ζ)∥w∥2 − ζκ3∥∇v∥2 −
1

2
∥η3∥2M

≤ 0,

para todo U = (u, v, w, η3) ∈ D(A3).

Portanto, a prova da dissipatividade está completa.

Prova de (ii). Seja fj = (f1j , f
2
j , f

3
j , f

4
j ) ∈ Hj . Devemos mostrar a existência de um vetor

Uj = (u, v, w, ηj) ∈ D(Aj) tal que

u− v = f1j ,

v − w = f2j ,

w + αw −∆

[
γju+

∫ ∞

0
µ(s)ηj(s)ds+ βjv

]
= f3j ,

ηjs + ηj −Θj(v, w) = f4j .

(2.17)

O processo de construcão de uma solução de (2.52) com a regularidade desejada é extensa e por
isso vamos seguir os passos descritos abaixo:

Passo 1: Construir um vetor u ∈ H1
0 (Ω) utilizando o Teorema de Lax-Milgram.

Passo 2: Construir vetores v, w ∈ H1
0 (Ω) que satisfazem as equações (2.17)1 e (2.17)2.

Passo 3: Construir uma função ηj ∈ D(L) que verifica a equação (2.17)4.

Passo 4: Mostrar que

γju+

∫ ∞

0
µ(s)ηj(s)ds+ βjv ∈ H2(Ω)

e que a equação (2.17)3 é satisfeita.

No que segue, denotaremos por c todas as constantes positivas que dependem apenas
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dos parâmetros do sistema (2.17).

Passo 1: Considere, para todo j = 1, 2, 3, a forma sesquilinear

Λj : H
1
0 (Ω)×H1

0 (Ω) −→ R

(u, ũ) 7−→ Λj(u, ũ) = (1 + α)(u, ũ) + (γj + βj)(∇u,∇ũ) + Cµ(∇Θj(u, u),∇ũ)

e o funcional

Ij : H
1
0 (Ω) −→ R

ũ 7−→ Ij(ũ) = (1 + α)(f1j + f2j , ũ) + βj(∇f1j ,∇ũ) + (f3j , ũ)− (Υf4j , ũ)Mµ

+Cµ(∇Θj(f
1
j , f

1
j + f2j ),∇ũ),

onde Cµ =

∫ ∞

0
µ(s)(1− e−s)ds e Υ é dado em (1.4).

A fim de utilizar o Teorema de Lax-Milgram (Teorema 1.7), provaremos que, para todo
j = 1, 2, 3:

• Λj é contı́nua e coerciva em H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω);

• Ij é contı́nuo em H1
0 (Ω).

De fato, do Lema 2.2, da desigualdade de Cauchy-Schwarz e da desigualdade de Poin-
caré, temos:

|Λj(u, ũ)| ≤ (1 + α)|(u, ũ)|+ (γj + βj)|(∇u,∇ũ)|+ Cµ|(∇Θj(u, u),∇ũ)|

≤ (1 + α)|∥u∥∥ũ∥+ (γj + βj)∥∇u∥∥∇ũ∥+ Cµ(1 + ζ)(∥∇u∥+ ∥∇u∥)∥∇ũ∥

≤ (1 + α)

λ2
|∥∇u∥∥∇ũ∥+ (γj + βj)∥∇u∥∥∇ũ∥+ 2Cµ(1 + ζ)∥∇u∥∥∇ũ∥

≤ C∥∇u∥∥∇ũ∥,

para todo u, ũ ∈ H1
0 (Ω), que prova a continuidade de Λj . Além disso, para u ∈ H1

0 (Ω) segue
que:

Λj(u, u) = (1 + α)(u, u) + (γj + βj)(∇u,∇u) + Cµ(∇Θj(u, u),∇u)

≥ (1 + α)∥u∥2 + (γj + βj)∥∇u∥2 + Cµ∥∇u∥2

≥ Cµ∥∇u∥2,

o que prova a coercividade de Λj .
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Agora, para todo ũ ∈ H1
0 (Ω) vemos que

|Ij(ũ)| ≤ (1 + α)|(f1j + f2j , ũ)|+ βj |(∇f1j ,∇ũ)|+ |(f3j , ũ)|+ |(Υf4j , ũ)Mµ |

+Cµ|(∇Θj(f
1
j , f

1
j + f2j ),∇ũ)|

≤ (1 + α)

λ
∥f1j + f2j ∥∥∇ũ∥+ βj∥∇f1j ∥∥∇ũ∥+

1

λ
∥f3j ∥∥∇ũ∥

ρ1/2∥Υf4j ∥Mµ∥∇ũ∥+ Cµ∥∇Θj(f
1
j , f

1
j + f2j )∥∥∇ũ∥

≤ (1 + α)

λ
∥f1j + f2j ∥∥∇ũ∥+ βj∥∇f1j ∥∥∇ũ∥+

1

λ
∥f3j ∥∥∇ũ∥

+ρ1/2∥f4j ∥Mµ∥∇ũ∥+ (1 + ζ)(∥f1j ∥+ ∥f1j + f2j ∥)∥∇ũ∥

≤ c∥∇ũ∥.

Aqui, utilizamos novamente o Lema 2.2, a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desi-
gualdade de Poincaré, além da Proposição 1.43. Assim, pelo Teorema de Lax-Milgram (Teorema
1.7) existe u ∈ H1

0 (Ω) tal que

Λj(u, ũ) = Ij(ũ), ∀ũ ∈ H1
0 (Ω). (2.18)

Passo 2: Defina
v = u− f1j , w = u− f1j − f2j . (2.19)

Por definição, as equações (2.17)1 e (2.17)2 são satisfeitas. Além disso, como u, f1j , f
2
j ∈ H1

0 (Ω),
obtemos que v, w ∈ H1

0 (Ω).

Passo 3: Defina

ηj(s) = Υf4j (s) + (1− e−s)Θj(v, w), s > 0. (2.20)

Afirmamos que ηj ∈ D(L) e satisfaz (2.17)4. De fato, temos

ηj(0) = Υf4j (0)︸ ︷︷ ︸
=0

+(1− e0)Θj(v, w) = 0.

Além disso, pela Proposição 1.43 e do Lema 2.2 segue que

∥ηj∥M ≤ ∥Υf4j ∥M +

(∫ ∞

0
−µ′(s)(1− e−s)2ds

)1/2

∥∇Θj(v, w)∥

≤ ∥f4j ∥M + µ(0)1/2(1 + ζ)(∥∇v∥+ ∥∇w∥)

< ∞.
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Na sequência, vamos calcular ηjs em termos de funções conhecidas:

ηjs(s) =
d

ds

[∫ s

0
e−(s−r)f4j (r)dr + (1− e−s)Θj(v, w)

]
= −

∫ s

0
e−(s−r)f4j (r)dr + f4j (s) + e−sΘj(v, w)

= −
∫ s

0
e−(s−r)f4j (r)dr + f4j (s) + e−sΘj(v, w)−Θj(v, w) + Θj(v, w)

= −
[∫ s

0
e−(s−r)dr + (1− e−s)Θj(v, w)

]
+ f4j (r) + Θj(v, w)

= −ηj + f4j (r) + Θj(v, w),

para todo s > 0. Então, ηjs ∈ M e a equação (2.17)4 é satisfeita.

Passo 4: De (2.18), (2.19) e (2.20) temos〈
∆

[
γju+

∫ ∞

0
µ(s)ηj(s)ds+ βjv

]
, ũ

〉
=
〈
(1 + α)w − f3j , ũ

〉
, ∀ ũ ∈ H1

0 (Ω),

o que implica que

∆

[
γju+

∫ ∞

0
µ(s)ηj(s)ds+ βjv

]
= (1 + α)w − f3j em H−1(Ω). (2.21)

Por outro lado, como (1 + α)w − f3j ∈ L2(Ω), segue de (2.21) que

γju+

∫ ∞

0
µ(s)ηj(s)ds+ βjv ∈ H2(Ω).

Mais ainda, rearranjando os elementos de (2.21), concluı́mos que a equação (2.17)3 é satisfeita, o
que finaliza a prova de (ii). Portanto, a prova da Proposição 2.3 está concluida.

Agora estamos em condições de provar o Teorema de existência.

Demonstração do Teorema 2.1

Observemos inicialmente que, para cada j = 1, 2, 3, Fj é uma função localmente Lips-
chitziana em Hj . De fato, seja R > 0 e U, Ũ ∈ Hj tal que ∥U∥Hj , ∥Ũ∥Hj ≤ R. Da observação 2.1.1,
inferimos que

∥Fj(U)− Fj(Ũ)∥Hj = ∥f(v + αju)− f(ṽ + αj ũ)∥

≤ CR∥∇(v + αju)−∇(ṽ + αj ũ)∥

≤ CR∥U − Ũ∥Hj

para algum CR > 0. Assim, de posse da Proposição 2.3 podemos aplicar o Teorema 1.55 para
garantir a existência de uma função Uj , satisfazendo (i) e (ii) em um intervalo maximal [0, tmax),
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onde tmax satisfaz a seguinte propriedade: se tmax < +∞, então

lim
t→t−max

∥Uj(t)∥Hj = +∞. (2.22)

Com o intuito de provar que a solução Uj é global, ou equivalentemente, que tmax = +∞,
provemos que Uj não cumpre (2.22). Para isso, é suficiente mostrar que Uj(t) é uniformemente
limitada em Hj . As contas realizadas abaixo serão feitas para a solução clássica, as quais serão
válidas para soluções generalizadas via argumentos de densidade.

Consideremos o funcional de energia associado ao problema (2.9)-(2.11):

Ej(U(t)) := ∥U(t)∥2Hj
+ 2

∫
Ω
f̂(ut(x) + αju(x))dx, (2.23)

onde U(t) = (u(t), ut(t), utt(t), η
t
j) ∈ Hj e t ≥ 0. Multiplicando (2.9)1 por utt + αjut, integrando

por partes e usando (2.9)2, obtemos

d

dt
Ej(U(t)) = −2Dj(U(t)), t ∈ (0, tmax), (2.24)

onde Dj é definido por:

Dj(U) =



ακ1∥∇ut∥2 +
α

2
∥η1∥2M +

1

2

∫ ∞

0
µ′′(s)∥∇η1(s)∥2ds, j = 1,

αν∥∇ut∥2 +
1

2

[
∥η2∥2M − δ∥η2∥2Mµ

]
+

∥∥∥∥∥
√
δ

2
η2 +

α√
2δ
ut

∥∥∥∥∥
2

Mµ

, j = 2,

ζκ3∥∇ut∥2 +
1

2
∥η3∥2M + (α− ζ)∥utt∥2, j = 3,

(2.25)

sendo

ν =
(
κ2 −

αρ

2δ

)
. (2.26)

Integrando (2.24) em (0, t), t ∈ (0, tmax), tendo em conta que Dj(U(t)) ≥ 0 e usando
(H2), deduzimos

∥U(t)∥2Hj
≤ Ej(U(t)) ≤ Ej(U(0)) ≤ C

(
1 + ∥U0∥4Hj

)
, ∀ t ∈ (0, tmax), (2.27)

o que prova a limitação desejada. Logo, (2.22) não é válido, o que implica que tmax = +∞.
Portanto, a prova do Teorema 2.1 está completa.

2.3 Estabilidade exponencial

Nesta seção estudaremos a estabilidade exponencial do funcional de energia Ej(U(t))

dado em (2.23). De (2.24) pode-se ver que Ej(U(t)) é não crescente com Ej(U(t)) ≤ Ej(U(0))

para todo t > 0, desde que as hipóteses do Teorema 2.1 de existência sejam válidas.
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A prova do nosso resultado principal (Teorema 2.4) se baseia em algumas estimativas
técnicas envolvendo a solução clássica U = (u, ut, utt, ηj) de (2.9)-(2.11).

Todos os resultados abaixo permanecem válidos para soluções generalizadas, uma vez
que eles podem ser obtidos por argumentos de densidade.

Para não carregar a notação do trabalho e simplificar a leitura do mesmo, em alguns
momentos o ı́ndice j = 1, 2, 3, que indexa o tipo de memória abordada, será omitido. O principal
resultado dessa seção é o seguinte.

Teorema 2.4 (Estabilidade exponencial). Assuma as hipóteses (H1), (H2) e (H3).

(i) (Estabilidade - memória do tipo 1) Para qualquer R > 0 tal que ∥U0∥H1 ≤ R, existem c0 > 0 e
ϱ1 = ϱ1(R) > 0 tal que

E1(U(t)) ≤ c0E1(U(0))e−ϱ1t,

para todo t > 0.

(ii) (Estabilidade - memória do tipo 2) Assuma, além disso, que

δ >
αρ

2κ2
.

Então, para qualquer R > 0 tal que ∥U0∥H2 ≤ R, existe ϱ2 = ϱ2(R) > 0 tal que

E2(U(t)) ≤ c0E2(U(0))e−ϱ2t,

para todo t > 0.

(iii) (Estabilidade uniforme - memória do tipo 3) Existe ϱ3 > 0 tal que

E3(U(t)) ≤ c0E3(U(0))e−ϱ3t,

para todo t > 0.

2.3.1 Estimativas técnicas

Com o intuito de utilizar o método da perturbação de energia, introduzimos a seguir
os funcionais que atuarão como perturbações e apresentamos uma estimativa adequada para
cada um deles. Nos próximos Lemas, cp denotará a constante proveniente da desigualdade de
Poincaré, dada em (1.2).
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Lema 2.5. O funcional

Φj(t) = (utt(t) + αut(t), ut(t) + αju(t)), j = 1, 2, 3, (2.28)

satisfaz as estimativas
|Φj(t)| ≤ cEj(U(t)) (2.29)

e

d

dt
Φj(t) ≤ −ωj

(
1− aj

cp

)
∥∇ut(t) + αj∇u(t)∥2 +

2α

αj
∥utt(t) + αjut(t)∥2

+
αj

4α

(
1− α

αj

)2

∥utt(t)∥2 + (ωj − βj)
2 cp
ωjaj

∥∇ut(t)∥2

+
ρcp
ωjaj

∥ηtj∥2Mµ
−
∫
Ω
f̂(ut(t) + αju(t))dx, (2.30)

para todo t > 0.

Demonstração. Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, a desigualdade de Young e a
desigualdade de Poincaré, segue que:

|Φj(t)| ≤ ∥utt(t) + αut(t)∥∥ut(t) + αju(t)∥

≤ 1

2
∥utt(t) + αut(t)∥2 +

1

2cp
∥∇ut(t) + α∇ut(t)∥2

≤ c
(
∥utt(t) + αut(t)∥2 + ωj∥∇ut(t) + α∇ut(t)∥2

)
≤ cEj(U(t))

para todo j = 1, 2, 3. Por outro lado, derivando Φj(t) com respeito a t, usando a equação (2.9)1

e usando a técnica de integração por partes, obtemos

d

dt
Φj(t) = −ωj∥∇ut(t) + αj∇u(t)∥2 +

α

αj
∥utt(t) + αjut(t)∥2

−
∫
Ω
f̂(ut(t) + αju(t))dx+

4∑
i=1

Ji(t), (2.31)

em que

J1(t) := (ωj − βj)(∇ut(t),∇ut(t) + αj∇u(t)),

J2(t) := −
∫ ∞

0
µ(s)(∇ηtj(s),∇ut(t) + αj∇u(t))ds,

J3(t) :=

(
1− α

αj

)
(utt(t), utt(t) + αjut(t)),

J4(t) := −
∫
Ω

[
f(ut(t) + αju(t))(ut(t) + αju(t))− f̂(ut(t) + αju(t))

]
dx.
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Da desigualdade de Young com ε =
ωjaj
4cp

> 0, temos

|J1(t)| ≤
cp(ωj − βj)

2

ωjaj
∥∇ut(t)∥2 +

ωjaj
4cp

∥∇ut(t) + αj∇u(t)∥2

e

|J2(t)| ≤
(∫ ∞

0
µ(s)∥∇ηtj(s)∥ ds

)
∥∇ut(t) + αj∇u(t)∥

≤ ρcp
ωjaj

∥ηtj∥2Mµ
+
ωjaj
4cp

∥∇ut(t) + αj∇u(t)∥2.

Para estimar J3(t), aplicamos a desigualdade de Young com ε =
α

αj
> 0 para obter

|J3(t)| ≤ αj

4α

(
1− α

αj

)2

∥utt(t)∥2 +
α

αj
∥utt(t) + αjut(t)∥2.

Nesse ponto, consideremos a desigualdade (2.6) para obter

|J4(t)| ≤ ωjaj
2

∥ut(t) + αju(t)∥2

≤ ωjaj
2cp

∥∇ut(t) + αj∇u(t)∥2.

Substituindo as estimativas de J1(t), J2(t), J3(t) e J4(t) em (2.31), concluı́mos o resultado
desejado.

Lema 2.6. Considerando o seguinte funcional

Ψj(t) = −(utt(t) + αut(t),

∫ ∞

0
µ(s)ηtj(s)ds)

−
(
αj − ζ

α− ζ

)(
1− (−1)j

2α

)
ρ(utt(t) + αut(t), ut(t)), j = 1, 2, 3.

Então,
|Ψj(t)| ≤ cEj(U(t)) (2.32)

e para cada R > 0, existe cR > 0 tal que

d

dt
Ψj(t) ≤ −ρ

2
m∥utt(t) + αjut(t)∥2 + 4ε∥∇ut(t) + αj∇u(t)∥2

+cR

(
1 +

1

ε

)[
∥∇ut(t)∥2 + ∥ηtj∥2Mµ

]
, (2.33)

para qualquer ε > 0 e t > 0, em que m = min

{
1

2
,
1

α

}
.

Demonstração. Utilizando a desigualdade de Hölder, a desigualdade de Young e a desigualdade
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de Poincaré, segue para j = 1 que:

|Ψ1(t)| ≤ ∥utt(t) + αut(t)∥
∥∥∥∥∫ ∞

0
µ(s)ηt1(s)ds

∥∥∥∥+ ρ

α
∥utt(t) + αut(t)∥∥ut(t)∥

≤
(
1

2
+

ρ

2α

)
∥utt(t) + αut(t)∥2 +

1

2

(∫ ∞

0
µ(s)∥ηt1(s)∥ds

)2

+
1

2cp
∥∇ut(t)∥2

≤
(
1

2
+

ρ

2α

)
∥utt(t) + αut(t)∥2 +

ρ

2c2p

∫ ∞

0
µ(s)∥∇ηt1(s)∥2ds+

1

2cp
∥∇ut(t)∥2

≤
(
1

2
+

ρ

2α

)
∥utt(t) + αut(t)∥2 −

ρ

2c2pδ

∫ ∞

0
µ′(s)∥∇ηt1(s)∥2ds+

1

2cp
∥∇ut(t)∥2

≤ cE1(U(t)).

Para j = 2, 3, segue que

|Ψ1(t)| ≤ ∥utt(t) + αut(t)∥
∥∥∥∥∫ ∞

0
µ(s)ηt1(s)ds

∥∥∥∥
≤ 1

2
∥utt(t) + αut(t)∥2 +

1

2

(∫ ∞

0
µ(s)∥ηt1(s)∥ds

)2

≤ 1

2
∥utt(t) + αut(t)∥2 +

ρ

2c2p

∫ ∞

0
µ(s)∥∇ηt1(s)∥2ds

≤ cEj(U(t)).

Derivando Ψj(t) com respeito a t, usando o sistema (2.9) e integrando por partes, obte-
mos

d

dt
Ψj(t) =

∥∥∥∥∫ ∞

0
µ(s)∇ηtj(s) ds

∥∥∥∥2 + (βj − ωj)

∫ ∞

0
µ(s)(∇ut(t),∇ηtj(s))ds

+ωj

∫ ∞

0
µ(s)(∇ηtj(s),∇ut(t) + αj∇u(t))ds

+

∫ ∞

0
µ(s)(f(ut(t) + αju(t)), η

t
j(s)) ds

+

∫ ∞

0
µ(s)(utt(t) + αut(t), η

t
js(s)) ds

−ρ(utt(t) + αut(t),Θj(ut, utt)(t))

−
(
αj − ζ

α− ζ

)(
1− (−1)j

2α

)
ρ
d

dt
(utt(t) + αut(t), ut(t)). (2.34)

Sejam ε, ε̃ > 0 duas constantes a serem determinadas posteriormente. Usando a desigualdade
de Hölder e a desigualdade de Young, podemos estimar os primeiros quatro elementos de (2.34)
como segue abaixo:

•
∥∥∥∥∫ ∞

0
µ(s)∇ηtj(s) ds

∥∥∥∥2 ≤ ρ∥ηtj∥2Mµ
,

•
∫ ∞

0
µ(s)(∇ut(t),∇ηtj(s))ds ≤

1

2

[
∥ηtj∥2Mµ

+ ρ∥∇ut∥2
]
,

•
∫ ∞

0
µ(s)(∇ηtj(s),∇ut(t) + αj∇u(t))ds ≤

ρ

4ε
∥ηtj∥2Mµ

+ ε∥∇ut(t) + αj∇u(t)∥2,
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•
∫ ∞

0
µ(s)(f(ut(t) + αju(t)), η

t
j(s)) ds ≤

CR

4ε
∥ηtj∥2Mµ

+ ε∥∇ut(t) + αj∇u(t)∥2.

Além disso, o quinto termo de (2.34) pode ser estimado da seguinte forma:∫ ∞

0
µ(s)(utt(t) + αut(t), η

t
js(s)) ds

≤ ε̃∥utt(t) + αjut(t)∥2 +
µ(0)

2cp

(
2ε̃+ 1

2ε̃

)
∥ηtj∥2M +

(α− αj)

cp
∥∇ut∥2.

Então, coletando as estimativas acima, temos

d

dt
Ψj(t) ≤ ε̃∥utt(t) + αjut(t)∥2 + 2ε∥∇ut(t) + αj∇u(t)∥2

+c∥∇ut(t)∥2 + cR

(
1 +

1

ε
+

1

ε̃

)
∥ηtj∥2Mµ

+Kj(t), (2.35)

em que

Kj(t) = −ρ(utt(t) + αut(t),Θj(ut, utt)(t))

−
(
αj − ζ

α− ζ

)(
1− (−1)j

2α

)
ρ
d

dt
(utt(t) + αut(t), ut(t)).

Neste momento, trataremos separadamente os três casos de memória.

Caso j = 1. Calculando
d

dt
(utt(t) + αut(t), ut(t)) e usando (2.9) obtemos

K1(t) = − ρ

α1
∥utt(t) + α1ut(t)∥2 +

ρω1

α1
(∇ut(t) + α1∇u(t),∇ut(t))

+
ρ

α1

∫ ∞

0
µ(s)(∇ηt1(s),∇ut(t))ds+

ρ

α1
(β1 − ω1) ∥∇ut(t)∥2

+
ρ

α1
(f(ut(t) + α1u(t), ut(t)). (2.36)

Usando novamente a desigualdade de Hölder e a desigualdade de Young, deduzimos:

ρω1

α1
(∇ut(t) + α1∇u(t),∇ut(t)) ≤ ε∥∇ut(t) + α1∇u(t)∥2 +

ρ2ω2
1

4α2
1ε

∥∇ut(t)∥2,

ρ

α1

∫ ∞

0
µ(s)(∇ηt1(s),∇ut(t))ds ≤ ρ2

2α1
∥ηt1∥2Mµ

+
ρ

2α1
∥∇ut(t)∥2,

ρ

α1
(f(ut(t) + α1u(t), ut(t)) ≤ cR

4ε
∥∇ut(t)∥2 + ε∥∇ut(t) + α1∇u(t)∥2,

Combinando essas estimativas com (2.36),

K1(t) ≤ − ρ

α1
∥utt(t) + α1ut(t)∥2 + 2ε∥∇ut(t) + α1∇u(t)∥2 + c∥ηt1∥2Mµ

+cR

(
1 +

1

ε

)
∥∇ut(t)∥2. (2.37)
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De (2.35)j=1, (2.37) e escolhendo ε̃ =
ρ

2α1
> 0 obtemos

d

dt
Ψ1(t) ≤ − ρ

2α1
∥utt(t) + α1ut(t)∥2 + 4ε∥∇ut(t) + α1∇u(t)∥2

+cR

(
1 +

1

ε

)[
∥∇ut(t)∥2 + ∥ηt1∥2Mµ

]
≤ −m ρ

α1
∥utt(t) + α1ut(t)∥2 + 4ε∥∇ut(t) + α1∇u(t)∥2

+cR

(
1 +

1

ε

)[
∥∇ut(t)∥2 + ∥ηt1∥2Mµ

]
. (2.38)

Casos j = 2, 3. Uma simples aplicação da desigualdade de Cauchy-Schwarz e da desigualdade
de Young nos permite deduzir que

Kj(t) = −ρ∥utt(t) + αjut(t)∥2 + ραj(utt(t) + αjut(t), ut(t))

≤ −ρ
2
∥utt(t) + αjut(t)∥2 +

ρα2
j

2cp
∥∇ut(t)∥2

≤ −mρ∥utt(t) + αjut(t)∥2 +
ρα2

j

2cp
∥∇ut(t)∥2. (2.39)

Combinando (2.39) com (2.35)j=2,3 e escolhendo ε̃ =
ρ

4
> 0, deduzimos

d

dt
Ψj(t) ≤ −ρ

4
∥utt(t) + αjut(t)∥2 + 2ε∥∇ut(t) + αj∇u(t)∥2

+c∥∇ut(t)∥2 + cR

(
1 +

1

ε

)
∥ηtj∥2Mµ

≤ −ρ
2
m∥utt(t) + αjut(t)∥2 + 2ε∥∇ut(t) + αj∇u(t)∥2

+c∥∇ut(t)∥2 + cR

(
1 +

1

ε

)
∥ηtj∥2Mµ

. (2.40)

Assim, de (2.38) e (2.40) chegamos ao resultado desejado.

Lema 2.7. Seja R > 0 dado. Então, o funcional

Gj(t) :=
ραj

6α
mΦj(t) + Ψj(t), j = 1, 2, 3, (2.41)

satisfaz

d

dt
Gj(t) ≤ −ραjωj

24

(
1− aj

cp

)
m∥∇ut(t) + αj∇u(t)∥2 −

ρ

6
m∥utt(t) + αjut(t)∥2

−ραj

6α
m

∫
Ω
f̂(ut(t) + αju(t))dx+

ρ

24

(αj

α
− 1
)2
m∥utt(t)∥2

+cR

[
∥∇ut(t)∥2 + ∥ηtj∥2Mµ

]
,

para todo t > 0, em que m = min

{
1

2
,
1

α

}
.
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Demonstração. Derivando Gj(t) e levando em conta as estimativas (2.30) e (2.33), segue que:

d

dt
Gj(t) =

ραj

6α
m
d

dt
Φj(t) +

d

dt
Ψj(t)

≤ −
[
ραjωj

6α

(
1− aj

cp

)
m− 4ε

]
∥∇ut(t) + αj∇u(t)∥2

−ρ
6
m∥utt(t) + αjut(t)∥2 −

ραj

6α
m

∫
Ω
f̂(ut(t) + αju(t))dx

+
ρ

24

(αj

α
− 1
)2
m∥utt(t)∥2 + cR

[
∥∇ut(t)∥2 + ∥ηtj∥2Mµ

]
. (2.42)

Escolhendo
ε :=

ραjωj

32α

(
1− aj

cp

)
m > 0,

obtemos de (2.42) que

d

dt
Gj(t) ≤ −ραjωj

24

(
1− aj

cp

)
m∥∇ut(t) + αj∇u(t)∥2 −

ρ

6
m∥utt(t) + αjut(t)∥2

−ραj

6α
m

∫
Ω
f̂(ut(t) + αju(t))dx+

ρ

24

(αj

α
− 1
)2
m∥utt(t)∥2

+cR

[
∥∇ut(t)∥2 + ∥ηtj∥2Mµ

]
.

Agora, estamos em condições de provar o resultado principal desta seção.

2.3.2 Demonstração do Teorema 2.4

Consideremos o funcional de energia perturbada

Ej(t) :=

NjEj(U(t)) +Gj(t), j = 1, 2,

N3E3(U(t)) + Φ3(t), j = 3,
(2.43)

em que Nj é uma constante positiva a ser determinada posteriormente, Gj(t) é dado em (2.41)
e Φ3 é definido em (2.28). Tal funcional satisfaz a seguinte propriedade: para cada j = 1, 2, 3,

existe Nj > 0 tal que
c̃1Ej(U(t)) ≤ Ej(t) ≤ c̃2Ej(U(t)). (2.44)

De fato, para j = 1, 2, ao considerar (2.29)j=1,2 e (2.32)j=1,2, segue que

|Ej(t)−NjEj(t)| = |Gj(t)| ≤
ραjm

6α
|Φj(t)|+ |Ψj(t)| ≤ cEj(U(t)).

Para j = 3, de (2.32)j=3 segue que

|E3(t)−N3E3(t)| = |Ψ3(t)| ≤ cEj(U(t)), j = 1, 2, 3.



2.3 Estabilidade exponencial 42

Assim, em todo caso temos

(Nj − c)Ej(U(t)) ≤ Ej(t) ≤ (Nj + c)Ej(U(t)), j = 1, 2, 3.

Portanto, (2.44) segue tomando Nj > c na estimativa anterior.

Vamos separar a prova de acordo com cada valor de j.

Prova item (i).

Calculando a derivada de E1(t), usando (2.25)j=1 e o Lema 2.7, obtemos

d

dt
E1(t) = N1

d

dt
E1(U(t)) +

d

dt
G1(t)

≤ −2N1ακ1∥∇ut(t)∥2 − αN1∥ηt1∥2M −N1

∫ ∞

0
µ′′(s)∥∇ηt1(s)∥2ds

−ραω1

24

(
1− a1

cp

)
m∥∇ut(t) + α∇u(t)∥2 − ρ

6
m∥utt(t) + αut(t)∥2

−ρ
6
m

∫
Ω
f̂(ut(t) + αu(t))dx+ cR∥∇ut(t)∥2 + cR∥ηt1∥2Mµ

≤ −ραω1

24

(
1− a1

cp

)
m∥∇ut(t) + α∇u(t)∥2 − ρ

6
m∥utt(t) + αut(t)∥2

−ρ
6
m

∫
Ω
f̂(ut(t) + αu(t))dx− (N1ακ1 − cR)∥∇ut(t)∥2

−
(
N1α

2
− cR

δ

)
∥ηt1∥2M − N1

2

∫ ∞

0
µ′′(s)∥∇ηt1(s)∥2ds.

Tomando N1 >
cR
α

max

{
1

κ1
,
2

δ

}
> 0, chegamos a

d

dt
E1(t) ≤ −cR∥∇ut(t) + α∇u(t)∥2 − cR∥utt(t) + αut(t)∥2

−cR
∫
Ω
f̂(ut(t) + αu(t))dx− cR∥∇ut(t)∥2 − cR∥ηt1∥2M. (2.45)

Utilizando (2.5), podemos estimar

−∥∇ut(t)∥2 − ∥ηt1∥2M = −1

2
∥∇ut(t)∥2 −

1

2
∥ηt1∥2M − 1

2
(∥∇ut(t)∥2 + ∥ηt1∥2M)

≤ −1

2
∥∇ut(t)∥2 −

1

2
∥ηt1∥2M − 1

2
min

{
1,

1

δ

}
(∥ηtj∥2Mµ

+ ∥∇ut(t)∥2).

Mais ainda, aplicando o Lema 1.2, observamos que, para todo c1, c2 > 0, existem q > p > 0 tais
que

p
[
∥ηtj∥2Mµ

+ ∥∇ut(t)∥2
]

≤ ∥c1ηtj + c2ut(t)∥2Mµ
+ ∥∇ut(t)∥2

≤ q
[
∥ηtj∥2Mµ

+ ∥∇ut(t)∥2
]
, (2.46)
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o que implica que

−∥∇ut(t)∥2 − ∥ηt1∥2M ≤ −1

2
∥∇ut(t)∥2 −

1

2
∥ηt1∥2M − c(∥αηtj + ut(t)∥2Mµ

+ ∥∇ut(t)∥2), (2.47)

para algum c > 0. De (2.45) e (2.47) segue que

d

dt
E1(t) ≤ −cRE1(U(t)). (2.48)

Neste momento, escolhemos N1 >
cR
α

max

{
1

κ1
,
2

δ

}
> 0 tal que N1 também satisfaça (2.44).

Desta forma, combinando (2.44) e (2.48), concluı́mos que

d

dt
E1(t) ≤ −ϱ1E1(t), (2.49)

para algum ϱ1 = ϱ1(R) > 0. Portanto, de (2.44) e (2.49) chegamos ao resultado desejado com

c0 :=
c̃2
c̃1
> 0. (2.50)

Prova item (ii).

Calculando a derivada de E2(t) e usando (2.25)j=2, juntamente com o Lema 2.7 e (2.26),
segue que

d

dt
E2(t) = N2

d

dt
E2(U(t)) +

d

dt
G2(t)

≤ −2N2ατ∥∇ut(t)∥2 −N2(∥ηt2∥2M − δ∥ηt2∥2Mµ
)− 2N2

∥∥∥∥∥
√
δ

2
ηt2 +

α√
2δ
ut(t)

∥∥∥∥∥
2

Mµ

−ραω2

24

(
1− a2

cp

)
m∥∇ut(t) + α∇u(t)∥2 − ρ

6
m∥utt(t) + αut(t)∥2

−ρ
6
m

∫
Ω
f̂(ut(t) + αu(t))dx+ cR(∥∇ut(t)∥2 + ∥ηt2∥2Mµ

)

≤ −ρα2ω2

24

(
1− a2

cp

)
m∥∇ut(t) + α∇u(t)∥2 − ρ

6
m∥utt(t) + αut(t)∥2

−ρ
6
m

∫
Ω
f̂(ut(t) + αu(t))dx− (2N2ατ − cR) ∥∇ut(t)∥2

+cR∥ηt2∥2Mµ
− 2N2

∥∥∥∥∥
√
δ

2
ηt2 +

α√
2δ
ut(t)

∥∥∥∥∥
2

Mµ

−N2

[
∥ηt2∥2M − δ∥ηt2∥2Mµ

]
.

Considerando N2 >
cR
ατ

> 0 e usando (2.46)j=2 concluı́mos que

d

dt
E2(t) ≤ −cRE2(U(t)).

Agora, escolhendo N2 >
cR
ατ

> 0 de tal forma que (2.44) também seja válida, segue que
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d

dt
E2(t) ≤ −ϱ2E2(t), (2.51)

para algum ϱ2 = ϱ2(R) > 0. Assim, de (2.51) e (2.44) chegamos ao resultado desejado com c0

dado em (2.50)

Prova item (iii).

Pelo Lema 2.5 e (2.25)j=3, deduzimos que

d

dt
Φ3(t) ≤ −ω3

(
1− a3

cp

)
∥∇ut(t) + ζ∇u(t)∥ −

∫
Ω
f̂(ut(t) + ζu(t))dx

+
2α

ζ
∥utt(t) + ζut(t)∥2 +

ζ

4α

(
1− α

ζ

)2

∥utt(t)∥2 + (ω3 − β3)
2 cp
ω3a3

∥∇ut(t)∥2

+
ρcp
ω3a3

∥ηt3∥2Mµ

≤ −ω3

(
1− a3

cp

)
∥∇ut(t) + ζ∇u(t)∥2 −

∫
Ω
f̂(ut(t) + ζu(t))dx

+cD3(U(t)), (2.52)

para alguma constante c > 0. Assim, de (2.24)j=3 e (2.52) segue que

d

dt
E3(t) = N3

d

dt
E3(U(t)) +

d

dt
Φ3(t)

≤ − (2N3 − c)D3(U(t))

−ω3

(
1− a3

cp

)
∥∇ut(t) + ζ∇u(t)∥2 −

∫
Ω
f̂(ut(t) + ζu(t))dx

≤ − (2N3 − c) (ζκ3∥∇ut(t)∥2 +
1

2
∥ηt3∥2M + (α− ζ)∥utt(t)∥2)

−ω3

(
1− a3

cp

)
∥∇ut(t) + ζ∇u(t)∥2 −

∫
Ω
f̂(ut(t) + ζu(t))dx. (2.53)

Por outro lado,

−∥∇ut(t)∥2 − ∥utt(t)∥2 = −1

2
∥∇ut(t)∥2 −

1

2
∥utt(t)∥2 −

1

2
∥∇ut(t)∥2 −

1

2
∥utt(t)∥2

≤ − cp
2ζ

∥ζut(t)∥2 − ∥utt(t)∥2 −
1

2
∥∇ut(t)∥2 −

1

2
∥utt(t)∥2

≤ −c(∥utt(t)∥2 + ∥ζut(t)∥2 + ∥∇ut(t)∥2 + ∥utt(t)∥2)

≤ −c(∥utt(t) + ζut(t)∥2 + ∥∇ut(t)∥2 + ∥utt(t)∥2). (2.54)

Assim, combinando (2.53) com (2.54), escolhendo N3 >
c

2
> 0 e usando (2.25)j=3,

deduzimos
d

dt
E3(t) ≤ −cE3(U(t)).

Portanto, tomando N3 >
c

2
> 0 de tal forma que (2.44) também seja válida, obtemos

d

dt
E3(t) ≤ −ϱ3E3(t), (2.55)
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para algum ϱ3 = ϱ3(R) > 0. Logo, de (2.55) e (2.44) chegamos ao resultado desejado com c0

dado em (2.50) e, assim, a prova do Teorema 2.4 está completa.

2.4 Observações adicionais

2.4.1 Estabilidade para MGT com memória tipo 3: caso crı́tico

A equação de Moore Gibson Thompson com memória do tipo 3 é exponencialmente
estável no caso crı́tico κ = 0. De fato, considerando os parâmetros

α∗
3 = α =

c2

b
, β∗3 = b− ρ, γ∗3 = α∗

3β
∗
3 , κ∗

3 = 0, ω∗
3 = β∗3 ,

o sistema (2.9)-(2.11) pode ser reescrito como uma equação de onda semilinear com memória:

ztt −∆

[
β∗3z +

∫ ∞

0
µ(s)η(s)ds

]
+ f(z) = 0,

ηt + ηs = zt,

onde,
z := ut + α∗

3u. (2.56)

Agora, consideramos para N > 0,

ẼN (t) := NẼ(z(t)) +G3(t), N > 0,

sendo G3(t) definido como (2.41)j=3 e

Ẽ(z(t), zt(t), η
t) :=

1

2
∥zt(t)∥2 +

β∗3
2
∥∇z(t)∥2 + 1

2
∥ηt∥2Mµ

+

∫
Ω
F (z(x)) dx.

Note que, para qualquer R > 0 tal que Ẽ(0) ≤ R, existe N = N(R) > 0, grande o suficiente que
verifica 

d

dt
ẼN (t) ≤ −cẼ(z(t)), t > 0,

c̃0
2
Ẽ(z(t)) ≤ ẼN (t) ≤ 3c̃0

2
Ẽ(z(t)), t > 0,

para algumas constantes c > 0 e c̃0 = c̃0(R) > 0, implicando que Ẽ(z(t)) decai exponencialmente
para zero quando t→ ∞. Por outro lado, uma vez que a norma

|(u(t), ut(t), utt(t), ηt)|2H3
:= Ẽ(ut(t) + αu(t), utt(t) + αut(t), uttt(t) + αutt(t), η

t)

−
∫
Ω
F (ut(x, t) + αu(x, t)) dx+

1

2
∥∇u(t)∥2

seja equivalente à norma usual de H3, podemos resolver a EDO (2.56) para obter uma estabili-
dade exponencial para E3(U(t)). Veja [52, Seção 5] para mais detalhes.
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2.4.2 Boa colocação e estabilidade em H̃j

Conforme apontado em [3], é possı́vel obter resultados de existência e estabilidade
(exponencial) para (2.9)-(2.11) em um espaço de fase alternativo, a saber,

H̃ := H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)× L2(Ω)×Mµ,

em que Mµ := Mµ(H
1
0 (Ω)). Para isso, consideremos as seguintes suposições para µ:

(H̃1) µ ∈ W 1,1(R+) com massa total ρ :=

∫ ∞

0
µ(s)ds > 0, µ′ uma função absolutamente

contı́nua e existe δ > 0 tal que

µ′(s) + δµ(s) ≤ 0, s > 0. (2.57)

No que segue H̃j denotará o espaço de Hilbert H equipado pela topologia dada pelo produto
interno

(U, Ũ)H̃j
:=

(U, Ũ)H1 −
∫ ∞

0
µ′(s)(∇η1(s),∇η̃1(s))ds, j = 1,

(U, Ũ)Hj , j = 2, 3.

Como provado em [3], se são válidas (H̃1), (H2) e δ ≥ αρ

2κ2ν
, ν ∈ (0, 1), então o operador

Ãj := Aj , cuja lei de formação é definida em (2.13) e com domı́nio

D(Ãj) =

 (u, v, w, ηj) ∈ H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω)×D(Lµ);

γju+

∫ ∞

0
µ(s)ηj(s)ds+ βjv ∈ H2(Ω)

 ,

em que Lµ : D(Lµ) ⊂ Mµ → Mµ é o operador linear

Lµη = −ηs, η ∈ D(Lµ) = {η ∈ Mµ | ηs ∈ Mµ, η(0) = 0},

gera um semigrupo de contração em H̃j . Eles também obtiveram a seguinte relação

(ÃjU,U)H̃j
= −D̃j(U), ∀ U = (u, v, w, ηj) ∈ D(Ãj),

em que

D̃j(U) =


ακ∥∇v∥2 −

∫ ∞

0
µ′(s)(∇η1(s),∇v)ds+

α

2

∫ ∞

0
µ′(s)∥∇η1(s)∥2ds, j = 1,

Dj(U), j = 2, 3.

(2.58)

Devido as hipóteses assumidas, segue que o operador Ãj é dissipativo para j = 2, 3. No entanto,
para verificar a dissipatividade de Ã1, os autores em [3] assumiram adicionalmente que

µ(0) ≤ ν0α
2κ, (2.59)
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para algum ν0 ∈ (0, 1]. Então, combinando (2.59) com uma desigualdade de Young adequada,
obtiveram

(Ã1U,U)H̃1
≤ −

(
ακ − µ(0)

ν0α

)
∥∇v∥2 − δα

2
(1− ν0) ∥η1∥2Mµ

,

que implica a dissipatividade de Ã1.

Motivados por estes cálculos, podemos melhorar minimamente as condições sobre µ(0)
para que Ã1 ainda seja dissipativo. Com efeito, suponhamos que

µ(0) ≤ 2α2κ. (2.60)

Adicionando e subtraindo
µ(0)

2α
∥∇v∥2 em (2.58)j=1 e usando (2.57), obtemos

(Ã1U,U)H1 ≤ −
(
ακ − µ(0)

2α

)
∥∇v∥2 − δ

2α
∥v + αη1∥2Mµ

≤ 0,

o que prova a dissipatividade desejada. Portanto, reescrevendo (2.9)-(2.11) como
d

dt
U = ÃjU + F̃j(U), t > 0,

U(0) = (u0, u1, u2, ηj0)
T = U0,

(2.61)

onde F̃j = Fj é dado em (2.14) e seguindo as ideias usadas na Seção 2.2, ampliamos (e melho-
ramos ligeiramente) os resultados estabelecidos em [3]. Os resultados são apresentados nos
próximos Teoremas.

Teorema 2.8 (Boa colocação). Supondo (H̃1), (H2), (H3) e assumindo que

• µ(0) ≤ 2α2κ acontece para j = 1,

• δ ≥ αρ

2κ2
acontece para j = 2,

obtemos

(i) Se U0 ∈ H̃j , então o problema (2.61) tem uma única solução generalizada U ∈ C([0,∞), H̃j) dada
por

U(t) = etÃjU0 +

∫ t

0
e(t−τ)Ãj F̃j(U(τ))dτ, t ≥ 0,

onde etÃj denota o C0 semigrupo generado por Ãj .

(ii) Se U0 ∈ D(Ãj), então a solução generalizada U é clássica e satisfaz

U ∈ C([0,∞), D(Ãj)) ∩ C1([0,∞), H̃j).
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Agora, definindo

Ẽj(U(t)) := ∥U(t)∥2H̃j
+ 2

∫
Ω
F (ut(x) + αju(x))dx,

e aplicando a mesma estratégia utilizada na Seção 2.3, estabelecemos o seguinte resultado de
estabilidade.

Teorema 2.9 (Estabilidade exponencial). Suponha (H̃1), (H2) e (H3).

(i) (Estabilidade - memória do tipo 1) Assuma adicionalmente que

µ(0) < 2α2κ.

Então, para R > 0 satisfazendo ∥U0∥H̃1
≤ R, existem c0 > 0 e ϖ1 = ϖ1(R) > 0 tais que

Ẽ1(U(t)) ≤ c0Ẽ1(U(0))e−ϖ1t, t > 0.

(ii) (Estabilidade - memória do tipo 2) Em adição, suponha que

δ >
αρ

2κ2
.

Então, para R > 0 satisfazendo ∥U0∥H̃2
≤ R, existem c0 > 0 e ϖ2 = ϖ2(R) > 0 tais que

Ẽ2(U(t)) ≤ c0Ẽ2(U(0))e−ϖ2t, t > 0.

(iii) (Estabilidade uniforme - memória do tipo 3) Existem c0 > 0 e ϖ3 > 0 tais que

Ẽ3(U(t)) ≤ c0Ẽ3(U(0))e−ϖ3t, t > 0.

Observação 2.4.1. Ao contrário dos resultados obtidos nas Seções 2.2 e 2.3, considerando a
topologia de Hj , nenhuma informação sobre µ′′ é necessária. Por outro lado, ao assumir a
desigualdade (2.60), restringimos o valor de µ(0) em função de κ. No caso linear e com memória
finita (t0 = 0 e f ≡ 0), a desigualdade (2.60) pode ser melhorada para núcleos de memória não
necessáriamente convexos, veja por exemplo [23].



Capı́tulo 3

Um modelo de Timoshenko-Boltzmann completamente
dissipativo

Dado L > 0, considere o seguinte sistema de Timoshenko-Boltzmann
ρ1ϕtt − κ[ϕxx + ψx] + κ

∫ ∞

0
g1(s)[ϕxx + ψx](· − s) ds = 0 em (0, L)× R+,

ρ2ψtt − bψxx + b

∫ ∞

0
g2(s)ψxx(· − s)ds+ κ[ϕx + ψ]

−κ
∫ ∞

0
g1(s)[ϕx + ψ](· − s)ds = 0 em (0, L)× R+,

(3.1)

com condições de Dirichlet

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = 0, t ∈ R+, (3.2)

e dados iniciais ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x), x ∈ (0, L),

ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x), x ∈ (0, L).
(3.3)

Considerando as variáveis de deslocamento da história passadaηt(x, s) := ϕ(x, t)− ϕ(x, t− s), (x, t, s) ∈ [0, L]× [0,+∞)× R+,

ζt(x, s) := ψ(x, t)− ψ(x, t− s), (x, t, s) ∈ [0, L]× [0,+∞)× R+,

podemos reescrever (3.1)-(3.3) como um sistema autônomo equivalente, dado por,

ρ1ϕtt − κω1 [ϕxx + ψx]− κ

∫ ∞

0
g1(s)[ηxx + ζx](s) ds = 0 em (0, L)× R+,

ρ2ψtt − bω2ψxx − b

∫ ∞

0
g2(s)ζxx(s)ds+ κω1[ϕx + ψ]

+κ

∫ ∞

0
g1(s)[ηx + ζ](s) ds = 0 em (0, L)× R+,

ηt + ηs = ϕt, em [0, L]× R+ × R+,

ζt + ζs = ψt, em [0, L]× R+ × R+,

(3.4)

com condições de fronteira

ϕ(0, t) = ϕ(L, t) = ψ(0, t) = ψ(L, t) = 0, t ∈ R+,

ηt(0, s) = ηt(L, s) = 0, (t, s) ∈ R+ × R+,

ηt(x, 0) = 0, (x, t) ∈ (0, L)× R+,

ζt(0, s) = ζt(L, s) = 0, (t, s) ∈ R+ × R+,

ζt(x, 0) = 0, (x, t) ∈ (0, L)× R+

(3.5)
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e dados iniciais 

ϕ(x, 0) = ϕ0(x), ϕt(x, 0) = ϕ1(x), x ∈ (0, L),

ψ(x, 0) = ψ0(x), ψt(x, 0) = ψ1(x), x ∈ (0, L),

η0(x, s) = η0(x, s), (x, s) ∈ (0, L)× R+,

ζ0(x, s) = ζ0(x, s), (x, s) ∈ (0, L)× R+,

(3.6)

em que

ω1 := 1−
∫ +∞

0
g1(s)ds e ω2 := 1−

∫ +∞

0
g2(s)ds.

Com o intuito de estudar a existência de solução do sistema (3.4)-(3.6) e sua estabilidade
exponencial, consideraremos as seguintes definições de núcleo admissı́vel e de δ-condição,
proposta por Conti, Dell’Oro e Pata em [21], que serão utilizadas com recorrência durante o
texto.

Definição 3.1. Uma função g : R+ → R+ é um núcleo admissı́vel se g é absolutamente contı́nua,
não-crescente e integrável com ∫ ∞

0
g(s) ds ∈ (0, 1).

Definição 3.2. Uma função g satisfaz a δ-condição para algum δ > 0 se existe C ≥ 1 tal que

g(t+ s) ≤ Ce−δtg(s)

para todo t > 0 e para quase todo s > 0.

O capı́tulo está organizado em duas partes: na Seção 3.1, mostramos a boa colocação de
(3.4)-(3.6), o que garante a existência do semigrupo solução S(t) e demonstra o Teorema 3.5. A
Seção 3.2 é dedicada a caracterização da estabilidade exponencial do semigrupo relacionado ao
sistema (3.4)-(3.6) em termos do comportamento dos núcleos de memória g1 e g2.

3.1 Existência e unicidade de solução

Para abordar (3.4)-(3.6), consideremos os espaços

{0} ≠ Wi :=

Mg1(H
1
0 (0, L)), i = 1,

Mg1(L
2(0, L)) ∩Mg2(H

1
0 (0, L)), i = 2,



3.1 Existência e unicidade de solução 51

equipados com os respectivos produtos interno e normas

(η, ξ)W1 :=

∫ ∞

0
g1(s)(ηx(s), ξx(s)) ds,

∥η∥W1 := ∥η∥Mg1 (H
1
0 (0,L))

,

(ζ, ϑ)W2 :=

∫ ∞

0
g2(s)(ζx(s), ϑx(s)) ds+

∫ ∞

0
g1(s)(ζ(s), ϑ(s)) ds,

∥ζ∥2W2
:= ∥ζ∥2Mg1 (L

2(0,L)) + ∥ζ∥2Mg2 (H
1
0 (0,L))

.

Observação 3.1.1. Utilizando as mesmas ideias de [37, Sect. 3], pode-se mostrar que o operador

Li : D(Li) ⊂ Wi → Wi

dado por D(Li) = {ξ ∈ Wi; ξs ∈ Wi, ξ(0) = 0},

Li ξ = −ξs, i = 1, 2,

gera um semigrupo de translações Ri(t) : Wi → Wi definido por

[Ri(t)ξ](s) :=

ξ(s− t), s > t,

0, 0 < s ≤ t.

Com a expressão explı́cita para Ri(t) é possı́vel escrever o deslocamento de história η e ζ em
termos de ϕ e ψ

ηt(s) =

η0(s− t) + ϕ(t)− ϕ0, s ≥ t,

ϕ(t)− ϕ(t− s), s < t,
(3.7)

e

ζt(s) =

ζ0(s− t) + ψ(t)− ψ0, s ≥ t,

ψ(t)− ψ(t− s), s < t.
(3.8)

Como consequência pode-se recuperar no sentido variacional o problema original (3.1)-
(3.3) de (3.4)-(3.6).

Agora, considere o espaço de fase

H = H1
0 (0, L)× L2(0, L)×H1

0 (0, L)× L2(0, L)×W1 ×W2 (3.9)

equipado com o produto interno

(z1, z2)H = κω1(ϕ
1
x + ψ1, ϕ2x + ψ2) + bω2(ψ

1
x, ψ

2
x) + ρ1(u

1, u2) + ρ2(v
1, v2)

+κ(η1x + ζ1, η2x + ζ2)Mg1 (L
2(0,L)) + b(ζ1, ζ2)Mg2 (H

1
0 (0,L))

(3.10)
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e norma

∥z∥2H = κω1∥ϕx + ψ∥2 + bω2∥ψx∥2 + ρ1∥u∥2 + ρ2∥v∥2 + κ∥ηx + ζ∥2Mg1 (L
2(0,L)) + b∥ζ∥2Mg2 (H

1
0 (0,L))

(3.11)

onde, zi = (ϕi, ui, ψi, vi, ηi, ζi), z = (ϕ, u, ψ, v, η, ζ) ∈ H, sendo esta norma equivalente à norma
usual de (3.9) . Assim, denotando u = ϕt, v = ψt e z0 = (ϕ0, ϕ1, ψ0, ψ1, η0, ζ0), podemos deduzir
de (3.4)-(3.6) o seguinte problema de Cauchy

zt = Az, t > 0,

z(0) = z0,
(3.12)

em que o operador linear A : D(A) ⊂ H −→ H é definido por

Az =



u

1

ρ1

[
κω1[ϕxx + ψx] + κ

∫ ∞

0
g1(s)(ηxx + ζx)(s) ds

]
v

1

ρ2

[
bω2ψxx + b

∫ ∞

0
g2(s)ζxx(s)ds− κω1(ϕx + ψ)− κ

∫ ∞

0
g1(s)(ηx + ζ)(s)ds

]
u− ηs

v − ζs



(3.13)

cujo domı́nio consiste de todo vetor z = (ϕ, u, ψ, v, η, ζ) pertencente ao espaço H tal que

[
ω1ϕx +

∫ ∞

0
g1(s)(ηx + ζ)(s)ds

]
x

,

[
ω2ψx +

∫ ∞

0
g2(s)ζx(s)ds

]
x

∈ L2(0, L). (3.14)

A fim de obtermos resultados de existência e unicidade para o problema (3.12), inves-
tigaremos a seguir algumas propriedades a cerca do operador A. Com o intuito de aplicar o
Corolário 1.48 mostraremos que A é um operador dissipativo e I −A é sobrejetor. Além disso,
ressaltamos que a hipótese g1(s) ≤ mg2(s) estará presente nos resultados a seguir para garantir
a equivalência da norma (3.11) com a normal usual de (3.9).

Lema 3.3 (Dissipatividade). Sejam g1, g2 núcleos admissı́veis de acordo com a Definição 3.1 tais que
g1(s) ≤ mg2(s), para quase todo s > 0. Então

Re(Az, z)H =
b

2

∫ ∞

0
g′2(s)∥ζx(s)∥22ds+

κ

2

∫ ∞

0
g′1(s)∥(ηx + ζ)(s)∥22ds ≤ 0,

para todo z ∈ D(A).
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Demonstração. Seja (ϕ, u, ψ, v, η, ζ) ∈ D(A). Logo,

(Az, z)H = ρ1

(
1

ρ1

[
κω1(ϕxx + ψx) + κ

∫ ∞

0
g1(s)(ηxx + ζx)(s)ds

]
, u

)
+ρ2

(
1

ρ2

[
bω2ψxx + b

∫ ∞

0
g2(s)ζxx(s)ds− κω1(ϕx + ψ)

]
, v

)
−κρ2

(
1

ρ2

∫ ∞

0
g1(s)(ηx + ζ)(s)ds, v

)
+ κω1(ux + v, ϕx + ψ) + bω2(vx, ψx)

+b(v − ζs, ζ)Mg2 (H
1
0 (0,L))

+ κ(ux − ηsx + v − ζs, ηx + ζ)Mg1 (L
2(0,L))

= κω1(ux + v, ϕx + ψ)− κω1(ux + v, ϕx + ψ)

+κ(ux + v, ηx + ζ)Mg1 (L
2(0,L)) − κ(ux + v, ηx + ζ)Mg1 (L

2(0,L))

+bω2(vx, ψx)− bω2(vx, ψx)

+b(v, ζ)Mg2 (H
1
0 (0,L))

− b(v, ζ)Mg2 (H
1
0 (0,L))

−b(ζs, ζ)Mg2 (H
1
0 (0,L))

+ κ(ηsx − ζs, ηx + ζ)Mg1 (L
2(0,L)).

Tendo em vista que, para w ∈ C, w − w = 2i Imw, obtemos

(Az, z)H = 2κω1i Im(ux + v, ϕx + ψ) + 2κi Im(ux + v, ηx + ζ)Mg1 (L
2(0,L))

+2bω2i Im(vx, ψx) + 2bi Im(v, ζ)Mg2 (H
1
0 (0,L))

−b(ζs, ζ)Mg2 (H
1
0 (0,L))

+ κ(ηsx − ζs, ηx + ζ)Mg1 (L
2(0,L)).

Tomando a parte real em ambos os lados, aplicando as técnicas de integração por partes e as
condições de fronteira, obtemos

Re(Az, z)H =
b

2

∫ ∞

0
g′2(s)∥ζx(s)∥22ds+

κ

2

∫ ∞

0
g′1(s)∥(ηx + ζ)(s)∥22ds ≤ 0.

Portanto, A é dissipativo.

Lema 3.4 (Sobrejetividade). Sejam g1, g2 núcleos admissı́veis de acordo com a Definição 3.1 tais que
g1(s) ≤ mg2(s), para quase todo s > 0. Então, o operador I −A : D(A) ⊂ H → H é sobrejetor.

Demonstração. Seja f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6) ∈ H. Para mostrar a sobrejetividade desejada,
precisamos encontrar um vetor z = (ϕ, u, ψ, v, η, ζ) ∈ D(A) tal que

ϕ− u = f1,

u− 1

ρ1

[
κω1(ϕxx + ψx) + κ

∫ ∞

0
g1(s)(ηxx + ζx)(s)ds

]
= f2,

ψ − v = f3,

v − 1

ρ2

[
bω2ψxx + b

∫ ∞

0
g2(s)ζxxds− κω1(ϕx + ψ)− κ

∫ ∞

0
g1(s)(ηx + ζ)(s)ds

]
= f4,

η − [u− ηs] = f5,

ζ − [v − ζs] = f6.

(3.15)
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O processo de construção de uma solução de (3.15) com a regularidade desejada é extensa e por
isso vamos seguir os quatro passos descritos abaixo:

Passo 1: Construir um par (ϕ, ψ) ∈ H1
0 (0, L)×H1

0 (0, L) utilizando o Teorema de Lax-Milgram.

Passo 2: Construir um par (u, v) ∈ H1
0 (0, L) satisfazendo as equações (3.15)1 e (3.15)3.

Passo 3: Construir uma função η ∈ D(L1) que verifica a equação (3.15)5 e ζ ∈ D(L2) que verifica
a equação (3.15)6.

Passo 4: Mostrar que (3.14) é válido e que as equações (3.15)2 e (3.15)4 são satisfeitas.

Seguindo esse algoritmo, temos.

Passo 1: Seja V := H1
0 (0, L)×H1

0 (0, L) equipado com a norma

∥(ϕ, ψ)∥V = ∥ϕx + ψ∥+ ∥ψx∥.

Considere a forma sesquilinear
Λ : V × V −→ C

dada por

Λ((ϕ, ψ), (ϕ̃, ψ̃)) = ρ1(ϕ, ϕ̃) + ρ2(ψ, ψ̃) + b(ω2 + cg2)(ψx, ψ̃x) + κ(ω1 + cg1)(ϕx + ψ, ϕ̃x + ψ̃)

e o funcional linear F : V −→ C definido por

F (ϕ̃, ψ̃) = ρ1(f
1 + f3, ϕ̃) + ρ2(f

2 + f4, ψ̃) + bcg2(f
2
x , ψ̃x) + κcg1(f

2 + f1x , ψ̃ + ϕ̃x)

−κ
(
Υ(f5x + f6), ϕ̃x + ψ̃

)
Mg1 (L

2(0,L))
− b

(
Υf6, ψ̃

)
Mg2 (H0(0,L))

em que

cgi := 1−
∫ ∞

0
gi(s)e

−sds = ωi +

∫ ∞

0
gi(s)(1− e−s)ds > 0, i = 1, 2.

A fim de utilizar o Teorema de Lax-Milgram (Teorema 1.7), provaremos que:

a) Λ é contı́nua e coerciva;

b) F é contı́nua.
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De fato, da desigualdade de Cauchy-Schwarz e da desigualdade de Poincaré, temos

|Λ((ϕ, ψ), (ϕ̃, ψ̃))| ≤ ρ1∥ϕ∥∥ϕ̃∥+ ρ2∥ψ∥∥ψ̃∥+ b(ω2 + cg2)∥ψx∥∥ψ̃x∥

+κ(ω1 + cg1)∥ϕx + ψ∥∥ϕ̃x + ψ̃∥

≤ c∥ϕx + ψ∥∥ϕ̃x∥+ c∥ψx∥∥ϕ̃x∥+ c(∥ψx∥∥ψ̃x∥+ ∥ϕx + ψ∥∥ϕ̃x + ψ̃∥)

≤ c∥ϕx + ψ∥∥ϕ̃x + ψ̃∥+ c∥ψx∥∥ϕ̃x + ψ̃∥+ c∥ϕx + ψ∥∥ψ̃x∥+ c∥ψx∥∥ψ̃x∥

+c(∥ψx∥∥ψ̃x∥+ ∥ϕx + ψ∥∥ϕ̃x + ψ̃∥)

≤ c(∥ϕx + ψ∥∥ϕ̃x + ψ̃∥+ ∥ϕx + ψ∥∥ψ̃x∥+ ∥ϕ̃x + ψ̃∥∥ψx∥+ ∥ψx∥∥ψ̃x∥)

= c∥(ϕ, ψ), (ϕ̃, ψ̃)∥,

para todo (ϕ, ψ), (ϕ̃, ψ̃) ∈ V . Logo, Λ é contı́nua. Além disso, para todo (ϕ, ψ), (ϕ̃, ψ̃) ∈ V temos

Λ((ϕ, ψ), (ϕ, ψ)) = ρ1∥ϕ∥2 + ρ2∥ψ∥2 + b(ω2 + cg2)∥ψx∥2 + κ(ω1 + cg1)∥ϕx + ψ∥2

≥ b(ω2 + cg2)∥ψx∥2 + κ(ω1 + cg1)∥ϕx + ψ∥2

≥ c∥(ϕ, ψ)∥2.

Assim, Λ é coerciva.

Utilizando novamente a desigualdade de Cauchy-Schwarz, a desigualde de Poincaré e a
Proposição 1.43, obtemos, para todo (ϕ̃, ψ̃) ∈ V,

|F (ϕ̃, ψ̃)| ≤ ρ1∥f1 + f3∥∥ϕ̃∥+ ρ2∥f2 + f4∥∥ψ̃∥+ bcg2∥f2x∥∥ψ̃x∥

+κcg1∥f2 + f1x∥∥ψ̃ + ϕ̃x∥+ b(1− ω2)
1/2∥Υf6∥Mg2 (H

1
0 (0,L))

∥ψ̃x∥

+κ(1− ω1)
1/2∥Υ(f5x + f6)∥Mg1 (L

2(0,L))∥ψ̃ + ϕ̃x∥

≤ c∥f∥H(∥ϕ̃x∥+ ∥ψ̃x∥+ ∥ψ̃ + ϕ̃x∥)

≤ c∥(ϕ̃, ψ̃)∥V ,

o que prova a continuidade de F .

Agora, temos condições de aplicar o Teorema de Lax-Milgram (Teorema 1.7) para garantir
a existência de um par (ϕ, ψ) ∈ V tal que

Λ((ϕ, ψ), (ϕ̃, ψ̃)) = F (ϕ̃, ψ̃), ∀ (ϕ̃, ψ̃) ∈ V. (3.16)

Passo 2: Defina
u = ϕ− f1 e v = ψ − f3. (3.17)

Por definição, as equações (3.15)1 e (3.15)3 são satisfeitas. Além disso, tendo em conta que
ϕ, f1, ψ, f3 ∈ H1

0 (0, L), obtemos que u, v ∈ H1
0 (0, L).
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Passo 3: Defina

η(s) = (1− e−s)(ϕ− f1) + Υf5(s) e ζ(s) = (1− e−s)(ψ − f3) + Υf6(s), s > 0. (3.18)

Afirmamos que η pertence a D(L1) e satisfaz (3.15)5. Com efeito, temos

η(0) = (1− e−0)(ϕ− f1) + 0 = 0.

Aplicando a Proposição 1.43 no termo de convolução de η, obtemos

∥η∥W1 ≤ (1− ω1)
1/2∥ϕx − f1x∥+ ∥Υf5∥W1 ≤ (1− ω1)

1/2∥ϕx − f1x∥+ ∥f5∥W1 <∞. (3.19)

Na sequência, vamos calcular ηs em termos de funções conhecidas. Note que

ηs(s) = e−s(ψ − f1) +
d

ds

∫ s

0
f5(τ)e−(s−r) dτ

= e−s(ψ − f1)−
∫ s

0
f5(τ)e−(s−r) dτ + f5(s)

= −
[
(1− e−s)(ϕ− f1) +

∫ s

0
f5(τ)e−(s−r) dτ

]
+ (ϕ− f1) + f5(s)

= −η(s) + u+ f5(s),

para todo s > 0. Então, η ∈ D(L1) e a equação (3.15)5 é satisfeita. De forma análoga, prova-se
que ζ ∈ D(L2) e que a equação (3.15)6 é satisfeita.

Passo 4: Utilizando a equação (3.16) com o vetor (ϕ̃, 0) ∈ V temos:

ρ1(ϕ, ϕ̃) + κ(ω1 + cg1)(ϕx + ψ, ϕ̃x) = ρ1(f
1 + f3, ϕ̃) + κcg1(f

2 + f1x , ϕ̃x)

−κ
(
Υ(f5x + f6), ϕ̃x

)
Mg1 (L

2(0,L))
,

Ou ainda, reorganizando os termos,(
κ(ω1 + cg1)(ϕx + ψ) + κ

∫ ∞

0
g1(s)

[
(ϕ− f1)x(1− e−s) + Υf5x(s)

]
ds, ϕ̃x

)
+

(
κ

∫ ∞

0
g1(s)

[
(ψ − f2)(1− e−s) + Υf6(s)

]
ds, ϕ̃x

)
= −(ρ1(ϕ− f1)− ρ1f

3, ϕ̃).

Utilizando agora (3.17) e (3.18), segue que:(
κω1(ϕx + ψ) + κ

∫ ∞

0
g1(s)(ηx + ζ)(s)ds, ϕ̃x

)
= (ρ1u− ρ1f

3, ϕ̃).

Pela definição de derivada fraca,[
κω1(ϕx + ψ) + κ

∫ ∞

0
g1(s)(ηx + ζ)(s)ds

]
x

= ρ1u− ρ1f
3,
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ou seja, [
κω1ϕx + κ

∫ ∞

0
g1(s)(ηx + ζ)(s)ds

]
x

= ρ1u− ρ1f
3 − κω1ψx ∈ L2(0, L). (3.20)

Analogamente, utilizando a equação (3.16) com o vetor (0, ψ̃) ∈ V , prova-se que[
bω2ψx + b

∫ ∞

0
g2(s)ζx(s)ds

]
x

= κω1(ϕx + ϕ) + ρ2(v − f4)

+κ

∫ ∞

0
g1(s)(ηx + ζ)(s)ds ∈ L2(0, L). (3.21)

Portanto, de (3.20) e (3.21), as equações (3.15)2 e (3.15)4 são satisfeitas, bem como a condição
(3.14), e assim, a prova do Lema em questão está completa.

Portanto, uma vez que H é reflexivo, A é dissipativo e I −A é sobrejetor, o Colorário 1.48
garante que o operador A é gerador infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações S(t) = etA.
Desta forma, podemos utilizar a Proposição 1.53 para garantir a existência de uma solução
generalizada z ∈ C(0,∞,H) para o problema (3.12) dada por

z(t) = S(t)z0, t ≥ 0

e, além disso, se z0 ∈ D(A) então z é a solução clássica de (3.12). Mais precisamente, temos
demonstrado o seguinte Teorema.

Teorema 3.5 (Boa colocação). Sejam g1, g2 núcleos admissı́veis de acordo com a Definição 3.1 tais que
g1(s) ≤ mg2(s), para quase todo s > 0. Então, para todo z0 ∈ H, o problema (3.12) possui uma única
solução generalizada z ∈ C(0,∞;H) dada por

z(t) = S(t)z0, t ≥ 0. (3.22)

Em particular, se z0 ∈ D(A) então z é a solução clássica de (3.12) e

z ∈ C1(0,∞;H) ∩ C(0,∞;D(A)).
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3.2 Estabilidade uniforme

Iniciamos essa seção com dois resultados auxiliares envolvendo núcleos admissı́veis e
que satisfazem a δ-condição.

Lema 3.6. Seja g um núcleo admissı́vel de acordo com a Definição 3.1.

(1) Se ĝ representa a Transformada de Fourier de g restrita a R+, isso é,

ĝ(λ) =

∫ ∞

0
g(s)e−iλs ds =

∫ ∞

0
g(s)(cos(λs)− i sen(λs)) ds,

então
lim

|λ|→+∞
ĝ(λ) = 0.

(2) Existe α > 0 tal que o conjunto

Ng := {s ∈ R+, αg′(s) + g(s) < 0} (3.23)

tem medida de Lebesgue positiva.

(3) Se λ ∈ R\{0} então,

Ig(λ) :=

∫
Ng

g(s)(1− cos(λs)) ds > 0. (3.24)

Demonstração. Os resultados podem ser obtidos combinando ferramentas da Teoria de Medida
e Integração. Veja, por exemplo, [17, 32].

Lema 3.7. Seja ⟨V, ∥ · ∥V , (·, ·)V ⟩ um espaço de Hilbert. Se g satisfaz a δ-condição para algum δ > 0,
então ∫ ∞

0
g(s)

(∫ s

0
∥η(τ)∥V dτ

)2

ds ≤ 4C

δ2
∥η∥2Mg(V ), (3.25)

para todo η ∈ Mg(V ).

Demonstração. A prova é baseada em estimativas de integrais e na desigualdade de Young para
convoluções [32] Teorema 8.7. Para mais detalhes da prova veja, por exemplo, [22] Lema 7.2 e
[17] Lema 3.2.

Com os resultados auxiliares estabelecidos acima, o próximo passo é encontrar uma
estimativa adequada proveniente das equações resolventes associadas ao operador A.

3.2.1 Estimativas técnicas para a equação resolvente

Para provar o Teorema de estabilidade, que será apresentado ao final do capı́tulo em
questão, é necessário antes verificarmos algumas estimativas que serão apresentadas em uma
série de Lemas.
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Seja f = (f1, f2, f3, f4, f5, f6) ∈ H e λ ∈ R\{0}. Suponha que existe z = (ϕ, u, ψ, v, η, ζ) ∈
D(A) tal que

iλz −Az = f, (3.26)

que é equivalente a

iλϕ− u = f1,

iλρ1u− κ

[
ω1(ϕx + ψ) +

∫ ∞

0
g1(s)(ηx + ζ)(s) ds

]
x

= ρ1f
2,

iλψ − v = f3,

iλρ2v − b

[
ω2ψx +

∫ ∞

0
g2(s)ζx(s)ds

]
x

+κ

[
ω1(ϕx + ψ) +

∫ ∞

0
g1(s)(ηx + ζ)(s)ds

]
= ρ2f

4,

iλη + ηs − u = f5,

iλζ + ζs − v = f6.

(3.27)

A seguir, denotamos por c algumas das constantes estruturais positivas que dependem
de L, g1, g2, ρ1, ρ2, b e κ. Além disso, definimos

g1∗(·) := χNg1
(·)g1(·) e g2∗(·) := χNg2

(·)g2(·), (3.28)

onde Ngi é dado em (3.23).

Lema 3.8. Existe c > 0 tal que

∥ηx + ζ∥2Mg1∗ (L
2(0,L)) + ∥ζ∥2Mg2∗ (H

1
0 (0,L))

≤ c∥f∥H∥z∥H.

Demonstração. Da definição de Ng1 e Ng2 e levando em consideração que A é um operador
dissipativo, temos

∥ηx + ζ∥2Mg1∗ (L
2(0,L)) + ∥ζ∥2Mg2∗ (H

1
0 (0,L))

=

∫
Ng1

g1(s)∥(ηx + ζ)(s)∥2ds+
∫
Ng2

g2(s)∥ζx(s)∥2ds

≤ −1

δ

∫
Ng1

g′1(s)∥(ηx + ζ)(s)∥2ds− 1

δ

∫
Ng2

g′2(s)∥ζx(s)∥2ds

≤ c

[
− b
2

∫ ∞

0
g′2(s)∥ζx(s)∥2ds−

κ

2

∫ ∞

0
g′1(s)∥(ηx + ζ)(s)∥2ds

]
= cRe

[
iλ∥z∥2H − (Az, z)H

]
≤ c∥f∥H∥z∥H,

e assim a prova está completa.
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Lema 3.9. Existe c1 > 0 tal que

∥ϕx + ψ∥2 ≤ c1
Ig1(λ)

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig1(λ)

)
∥f∥H∥z∥H,

em que Ig1(λ) =
∫
Ng1

g1(s)(1− cos(λs)) ds.

Demonstração. Resolvendo as equações diferenciais (3.27)5 e (3.27)6 e usando (3.27)1 e (3.27)3 na
expressão resultante para η e ζ, deduzimos

η(s) =

∫ s

0
e−iλ(s−τ)f5(τ)d τ + (1− e−iλs)

[
ϕ− f1

iλ

]
(3.29)

e

ζ(s) =

∫ s

0
e−iλ(s−τ)f6(τ)d τ + (1− e−iλs)

[
ψ − f3

iλ

]
. (3.30)

Calculando o produto interno de ηx + ζ dado por (3.29) e (3.30) com ϕx + ψ em Mg1∗(L
2(0, L)),

temos

(ηx + ζ, ϕx + ψ)Mg1∗ (L
2(0,L)) =

∫ ∞

0
g1∗(s)

(∫ s

0
e−iλ(s−t)(f5x + f6)(τ) dτ, ϕx + ψ

)
ds

+

∫ ∞

0
g1∗(s)(1− e−iλs)∥ϕx + ψ∥2ds

− 1

iλ

∫ ∞

0
g1∗(s)

(
(1− e−iλs)(f1x + f3), ϕx + ψ

)
ds. (3.31)

Observe que

Re

∫ ∞

0
g1∗(s)(1− e−iλs)∥ϕx + ψ∥2ds =

∫ ∞

0
g1∗(s)(1− cos(λs))ds∥ϕx + ψ∥2

= Ig1(λ)∥ϕx + ψ∥2. (3.32)

Assim, de (3.31) e (3.32) segue que

Ig1(λ)∥ϕx + ψ∥2 = a1, (3.33)

onde

a1 := Re(ηx + ζ, ϕx + ψ)Mg1∗ (L
2(0,L))

−Re

∫ ∞

0
g1∗(s)

∫ s

0
e−iλ(s−τ)((f5x + f6)(τ), ϕx + ψ) dτds

+Re

[
1

iλ

(∫ ∞

0
g1∗(s)(1− e−iλs) ds

)
(f1x + f3, ϕx + ψ)

]
.
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Então, do Lema 3.7 e Lema 3.8 e da desigualdade de Hölder, obtemos

|a1| ≤ c∥ηx + ζ∥Mg1∗ (L
2(0,L))∥ϕx + ψ∥+ c

|λ|
∥f1x + f3∥∥ϕx + ψ∥

+

[∫ ∞

0
g1(s)

∫ s

0
∥(f5x + f6)(τ)∥ dτds

]
∥ϕx + ψ∥

≤ c∥ηx + ζ∥Mg1∗ (L
2(0,L))∥ϕx + ψ∥+ c

|λ|
∥f1x + f3∥∥ϕx + ψ∥

+

[∫ ∞

0
g1(s)ds

]1/2 [∫ ∞

0
g1(s)

(∫ s

0
∥f5x + f6(τ)∥ dτ

)2

ds

]1/2
∥ϕx + ψ∥

≤ c∥ηx + ζ∥Mg1∗ (L
2(0,L))∥ϕx + ψ∥+ c

|λ|
∥f1x + f3∥∥ϕx + ψ∥

+c∥f5x + f6∥Mg1
∥ϕx + ψ∥

≤ c∥f∥1/2H ∥z∥1/2H ∥ϕx + ψ∥+ c

(
1 +

1

|λ|

)
∥f∥H∥z∥H.

Agora, aplicando a desigualdade de Young com ε =
1

2
Ig1(λ) > 0 obtemos

|a1| ≤
1

2
Ig1(λ)∥ϕx + ψ∥2 + c

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig1(λ)

)
∥f∥H∥z∥H.

Substituindo esta última estimativa em (3.33), segue que

∥ϕx + ψ∥2 ≤ |a1|
Ig1(λ)

≤ 1

2
∥ϕx + ψ∥2 + c

Ig1(λ)

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig1(λ)

)
∥f∥H∥z∥H,

o que implica

∥ϕx + ψ∥2 ≤ 2c

Ig1(λ)

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig1(λ)

)
∥f∥H∥z∥H. (3.34)

Assim, o resultado segue considerando c1 := 2c em (3.34).

Lema 3.10. Existe c2 > 0 tal que

∥ψx∥2 ≤
c2

Ig2(λ)

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig2(λ)

)
∥f∥H∥z∥H,

em que Ig2(λ) =
∫
Ng2

g2(s)(1− cos(λs)) ds.

Demonstração. Calculando o produto interno de ζ dado em (3.30) com ψ em Mg2∗(H
1
0 (0, L)),

temos
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(ζ, ψ)Mg2∗ (H
1
0 (0,L))

=

∫ ∞

0
g2∗(s)

(∫ s

0
e−iλ(s−τ)f6x(τ)d τ, ψx

)
ds

+

∫ ∞

0
g2∗(s)(1− e−iλs)∥ψx∥2ds

− 1

iλ

∫ ∞

0
g2∗(s)(1− e−iλs)(f3x , ψx)ds. (3.35)

Observe que

Re

∫ ∞

0
g2∗(s)(1− e−iλs)∥ψx∥2ds =

∫ ∞

0
g2∗(s)(1− cos(λs))ds∥ψx∥2

= Ig2(λ)∥ψx∥2. (3.36)

Assim, de (3.35) e (3.36) segue que

Ig2(λ)∥ψx∥2 = a2, (3.37)

onde

a2 := Re(ζ, ψ)Mg2∗ (H
1
0 (0,L))

+Re

[
1

iλ

(∫ ∞

0
g2∗(s)(1− e−iλs) ds

)
(f3x , ψx)

]
−Re

∫ ∞

0
g2∗(s)

∫ s

0
e−iλ(s−τ)(f6x(τ), ψx) dτds.

Novamente, aplicando o Lema 3.7 e Lema 3.8 e a desigualdade de Hölder, obtemos

|a2| ≤ c∥ζ∥Mg2∗ (H
1
0 (0,L))

∥ψx∥+
c

|λ|
∥f3x∥∥ψx∥+

[∫ ∞

0
g2(s)

∫ s

0
∥f6x(τ)∥ dτds

]
∥ψx∥

≤ c∥ζ∥Mg2∗ (H
1
0 (0,L))

∥ψx∥+
c

|λ|
∥f3x∥∥ψx∥

+

[∫ ∞

0
g2(s)ds

]1/2 [∫ ∞

0
g2(s)

(∫ s

0
∥f6x(τ)∥ dτ

)2

ds

]1/2
∥ψx∥

≤ c∥ζ∥Mg2∗ (H
1
0 (0,L))

∥ψx∥+
c

|λ|
∥f3x∥∥ψx∥+ c∥f6x∥Mg2

∥ψx∥

≤ c∥f∥1/2H ∥z∥1/2H ∥ψx∥+ c

(
1 +

1

|λ|

)
∥f∥H∥z∥H.

Agora, aplicando a desigualdade de Young com ε =
1

2
Ig2(λ) > 0, obtemos

|a2| ≤
1

2
Ig2(λ)∥ψx∥2 + c

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig2(λ)

)
∥f∥H∥z∥H.

Substituindo essa última estimativa em (3.37), segue que

∥ψx∥2 ≤
|a2|
Ig2(λ)

≤ 1

2
∥ψx∥2 +

c

Ig2(λ)

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig2(λ)

)
∥f∥H∥z∥H,
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o que implica

∥ψx∥2 ≤
2c

Ig2(λ)

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig2(λ)

)
∥f∥H∥z∥H. (3.38)

Assim, o resultado segue considerando c2 := 2c em (3.38).

Lema 3.11. Existe c3 > 0 tal que

∥ηx + ζ∥2Mg1 (L
2(0,L)) ≤ c3

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig1(λ)

)2

∥f∥H∥z∥H.

Demonstração. Calculando a norma de ηx+ζ em Mg1(L
2(0, L)) e usando (3.29) e (3.30), inferimos

a3 := ∥ηx + ζ∥2Mg1 (L
2(0,L)) =

∫ ∞

0
g1(s)(1− e−iλs)(ϕx + ψ, (ηx + ζ)(s)) ds

+

∫ ∞

0
g1(s)

∫ s

0
e−iλ(s−τ)((f5x + f6)(τ), (ηx + ζ)(s)) dτds

− 1

iλ

∫ ∞

0
g1(s)(1− e−iλs)(f1x + f3, (ηx + ζ)(s)) ds. (3.39)

Do Lema 3.9 e usando a desigualdade de Young com ε =
1

2
temos que

|a3| ≤ c∥ϕx + ψ∥∥ηx + ζ∥Mg1 (L
2(0,L)) +

c

|λ|
∥f1x + f3∥∥ηx + ζ∥Mg1 (L

2(0,L))

+

∫ ∞

0
g1(s)

∫ s

0
∥(f5x + f6)(τ)∥∥(ηx + ζ)(s)∥ dτds

≤ c

[
c1

Ig1(λ)

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig1(λ)

)]1/2
∥f∥1/2H ∥z∥1/2H ∥ηx + ζ∥Mg1 (L

2(0,L))

+c

(
1 +

1

|λ|

)
∥f∥H∥z∥H

≤ c

Ig1(λ)

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig1(λ)

)
∥f∥H∥z∥H +

1

2
∥ηx + ζ∥2Mg1 (L

2(0,L))

+c

(
1 +

1

|λ|

)
∥f∥H∥z∥H.

Assim, observando que

max

{
1

Igi(λ)

(
1 +

1

|λ|
+

1

Igi(λ)

)
, 1 +

1

|λ|

}
≤
(
1 +

1

|λ|
+

1

Igi(λ)

)2

, i = 1, 2, (3.40)

deduzimos

|a3| ≤
1

2
∥ηx + ζ∥2Mg1 (L

2(0,L)) + c

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig1(λ)

)2

∥f∥H∥z∥H.

Combinando essa a última estimativa com (3.39), temos que

∥ηx + ζ∥2Mg1 (L
2(0,L)) ≤ |a3| ≤

1

2
∥ηx + ζ∥2Mg1 (L

2(0,L)) + c

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig1(λ)

)2

∥f∥H∥z∥H,
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isto é,

∥ηx + ζ∥2Mg1 (L
2(0,L)) ≤ 2c

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig1(λ)

)2

∥f∥H∥z∥H, (3.41)

e portanto, o resultado segue considerando c3 := 2c em (3.41).

Lema 3.12. Existe c4 > 0 tal que

∥ζ∥2Mg2 (H
1
0 (0,L))

≤ c4

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig2(λ)

)2

∥f∥H∥z∥H.

Demonstração. Calculando a norma de ζ em Mg2(H
1
0 (0, L)) e usando (3.30), deduzimos

a4 := ∥ζ∥2Mg2 (H
1
0 (0,L))

=

∫ ∞

0
g2(s)(1− e−iλs)(ψx, ζx(s)) ds

+

∫ ∞

0
g2(s)

∫ s

0
e−iλ(s−τ)(f6x(τ), ζx(s)) dτds

− 1

iλ

∫ ∞

0
g2(s)(1− e−iλs)(f3x , ζx(s)) ds. (3.42)

Agora, usando o Lema 3.10 e a desigualdade de Young com ε =
1

2
temos que

|a4| ≤ c∥ψx∥∥ζ∥Mg2 (H
1
0 (0,L))

+
c

|λ|
∥f3x∥∥ζ∥Mg2 (H

1
0 (0,L))

+

∫ ∞

0
g2(s)

∫ s

0
∥f6x(τ)∥∥ζx(s)∥ dτds

≤ c

[
c2

Ig2(λ)

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig2(λ)

)]1/2
∥f∥1/2H ∥z∥1/2H ∥ζ∥Mg2 (H

1
0 (0,L))

+c

(
1 +

1

|λ|

)
∥f∥H∥z∥H

≤ c

Ig2(λ)

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig2(λ)

)
∥f∥H∥z∥H +

1

2
∥ζ∥2Mg2 (H

1
0 (0,L))

+c

(
1 +

1

|λ|

)
∥f∥H∥z∥H.

Assim, usando (3.40), obtemos

|a4| ≤
1

2
∥ζ∥2Mg2 (H

1
0 (0,L))

+ c

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig2(λ)

)2

∥f∥H∥z∥H.

combinando essa última estimativa com (3.42), segue que

∥ζ∥2Mg2 (H
1
0 (0,L))

≤ |a4| ≤
1

2
∥ζ∥2Mg2 (H

1
0 (0,L))

+ c

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig2(λ)

)2

∥f∥H∥z∥H,

ou seja,

∥ζ∥2Mg2 (H
1
0 (0,L))

≤ 2c

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig2(λ)

)2

∥f∥H∥z∥H. (3.43)

Portanto, o resultado segue considerando c4 := 2c em (3.43).
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Lema 3.13. Existe c5 > 0 tal que

ρ1∥u∥2 + ρ2∥v∥2 ≤ c5

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig1(λ)
+

1

Ig2(λ)

)2

∥f∥H∥z∥H.

Demonstração. Calculando o produto interno em L2(0, L) entre (3.27)2 e ϕ, e entre (3.27)4 e ψ,
em conjunto com as relações (3.27)1 e (3.27)3, segue que

a5 := ρ1∥u∥2 + ρ2∥v∥2 = −ρ1(u, f1)− ρ2(v, f
3) + bω2∥ψx∥2 + κω1∥ϕx + ψ∥2

−ρ1(f2, ϕ)− ρ2(f
4, ψ) + b

∫ ∞

0
g2(s)(ζx(s), ψx)ds

+κ

∫ ∞

0
g1(s)((ηx + ζ)(s), ϕx + ψ)ds. (3.44)

Agora, aplicando os Lemas 3.9 - 3.12 e também a desigualdade de Young com ε =
1

2
> 0 obtemos

|a5| ≤ c
[
∥u∥∥f1∥+ ∥v∥∥f3∥+ ∥f2∥∥ϕ∥+ ∥f4∥∥ψ∥

]
+c
[
∥ψx∥2 + ∥ϕx + ψ∥2 + ∥ψx∥∥ζ∥Mg2 (H

1
0 (0,L))

+ ∥ϕx + ψ∥∥ηx + ζ∥Mg1 (L
2(0,L))

]
≤ c∥f∥H∥z∥H + c

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig1(λ)

)2

∥f∥H∥z∥H

+c

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig2(λ)

)2

∥f∥H∥z∥H

≤ c

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig1(λ)
+

1

Ig2(λ)

)2

∥f∥H∥z∥H.

Portanto, considerando c5 := c nessa última estimativa e a combinando com (3.44) chegamos ao
resultado desejado.

Lema 3.14. Existe c̃ > 0 tal que

∥z∥H ≤ c̃

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig1(λ)
+

1

Ig2(λ)

)2

∥f∥H,

onde z é dado em (3.26).

Demonstração. Pelos Lemas 3.9 - 3.13 obtemos que

∥z∥2H = κω1∥ϕx + ψ∥2 + bω2∥ψx∥2 + ρ1∥u∥2 + ρ2∥v∥2 + κ∥ηx + ζ∥2Mg1 (L
2(0,L)) + b∥ζ∥2Mg2 (H

1
0 (0,L))

≤ κω1c1
Ig1(λ)

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig1(λ)

)
∥f∥H∥z∥H +

bω2c2
Ig2(λ)

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig2(λ)

)
∥f∥H∥z∥H

+c5

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig1(λ)
+

1

Ig2(λ)

)2

∥f∥H∥z∥H + κc3

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig1(λ)

)2

∥f∥H∥z∥H

+bc4

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig2(λ)

)2

∥f∥H∥z∥H. (3.45)
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Por outro lado, como

1

Igi(λ)

(
1 +

1

|λ|
+

1

Igi(λ)

)
≤
(
1 +

1

|λ|
+

1

Igi(λ)

)2

e

1 ≤
(
1 +

1

|λ|
+

1

Igi(λ)

)
≤
(
1 +

1

|λ|
+

1

Igi(λ)

)2

≤
(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig1(λ)
+

1

Ig2(λ)

)2

,

para todo i = 1, 2, podemos reescrever (3.45) da forma

∥z∥2H ≤ (κω1c1 + bω2c2 + c5 + κc3 + bc4)

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig1(λ)
+

1

Ig2(λ)

)2

∥f∥H∥z∥H.(3.46)

Utilizando a desigualdade de Young em (3.46) com um peso adequado segue o resultado
desejado.

Uma vez apresentados os lemas acima, o resultado principal deste capı́tulo é o próximo
Teorema que, graças a δ-condição (definição 3.2), conseguimos mostrar não somente a estabi-
lidade exponencial da solução do problema em questão, mas também uma caracterização da
mesma.

Teorema 3.15. Sejam g1, g2 núcleos admissı́veis de acordo com a Definição 3.1 tais que g1(s) ≤ mg2(s),
para quase todo s > 0. Então, as seguintes condições são equivalentes:

(i) S(t) é exponencialmente estável;

(ii) g1 e g2 satisfazem a δ-condição para algum δ > 0.

Prova do Teorema 3.15: Suficiência

Consideremos, por hipótese, que g1 e g2 satisfazem a δ-condição para algum δ > 0.
Nosso objetivo é mostrar que S(t) é exponencialmente estável. Para isso, vamos verificar que A

satisfaz as hipóteses do Teorema de Gearhart-Pruss 1.58.

Afirmação 1: iR ⊂ ρ(A)

Vamos assumir, por contradição, que existe λ∗ ∈ R tal que iλ∗ /∈ ρ(A). Assim, do
Teorema 1.59 temos

iλ∗ ∈ iR ∩ σ(A) = iR ∩ σap(A).

Da Definição 1.11 de σap(A), existe zn = (ϕn, un, ψn, vn, ηn, ζn) ∈ D(A) com ∥zn∥H = 1 para todo
n ∈ N, tal que

fn := iλ∗zn −Azn → 0 em H. (3.47)

Agora, escrevendo fn = (f1n, f
2
n, f

3
n, f

4
n, f

5
n, f

6
n), podemos estudar a convergência de (3.47) ao
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analisar os termos

f1n = iλ∗ϕn − un → 0 em H1
0 (0, L),

f2n = iλ∗ρ1un − κ

[
ω1(ϕnx + ψn) +

∫ ∞

0
g1(s)(ηnx + ζn)(s) ds

]
x

→ 0 em L2(0, L),

f3n = iλ∗ψn − vn → 0 em H1
0 (0, L),

f4n = iλ∗ρ2vn − b

[
ω2ψnx +

∫ ∞

0
g2(s)ζnx(s)ds

]
x

+κ

[
ω1(ϕnx + ψn) +

∫ ∞

0
g1(s)(ηnx + ζn)(s)ds

]
→ 0 em L2(0, L),

f5n = iλ∗ηn + ηns − un → 0 em W1,

f6n = iλ∗ζn + ζns − vn → 0 em W2.

(3.48)

Vamos separar a prova em dois casos.

Caso 1: λ∗ = 0. Nesse caso, obtemos imediatamente de (3.48)1, (3.48)3, (3.48)5 e (3.48)6 as
seguintes convergências

un, vn → 0 em H1
0 (0, L), ηns → 0 em W1 e ζns → 0 em W2. (3.49)

Na sequência, aplicamos o Lema 3.7 para obter

∥ηnx + ζn∥Mg1(L
2(0,L))

≤

(∫ ∞

0
g1(s)

(∫ s

0
∥(ηnxs + ζns)(τ)∥dτ

)2

ds

)1/2

≤ c∥ηnxs + ζns∥Mg1(L
2(0,L))

e

∥ζn∥M
g2(H

1
0(0,L))

≤

(∫ ∞

0
g2(s)

(∫ s

0
∥ζnxs(τ)∥dτ

)2

ds

)1/2

≤ c∥ζns∥M
g2(H

1
0(0,L))

.

Assim, de (3.49) obtemos

ηn → 0 em W1 e ζn → 0 em W2. (3.50)

Por outro lado, calculando o produto interno em L2(0, L) de (3.48)2 com ϕn, e de (3.48)4 com ψn,
e somando os resultados, obtemos:

bω2∥ψnx∥2 + κω1∥ϕnx + ψn∥2 = (f2n, ϕn) + (f4n, ψn)− b

(∫ ∞

0
g2(s)ζnx(s)ds, ψnx

)
−κ
(∫ ∞

0
g1(s)(ηnx + ζn)(s)ds, ϕnx + ψn

)
.
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Então, pela desigualdade de Hölder e pela limitação ∥zn∥H = 1 temos que

∥ψnx∥2 + ∥ϕnx + ψn∥2 ≤ c

[
∥f2n∥∥ϕn∥+ ∥f4n∥∥ψn∥+ ∥ψnx∥

∫ ∞

0
g2(s)∥ζnx(s)∥ds

]
+c∥ϕnx + ψn∥

∫ ∞

0
g1(s)∥(ηnx + ζn)(s)∥ds

≤ c
[
∥f2n∥+ ∥f4n∥+ ∥ηnx + ζn∥Mg1(L

2(0,L))
+ ∥ζn∥M

g2(H
1
0(0,L))

]
.

De (3.48)2, (3.48)4 e (3.50), obtemos

ψn → 0 em H1
0 (0, L) e ϕnx + ψn → 0 em L2(0, L). (3.51)

Assim, de (3.49), (3.50) e (3.51) concluı́mos que ∥zn∥ → 0 em H, que contradiz a limitação
∥zn∥H = 1, para todo n ∈ N.

Caso 2: λ∗ ̸= 0. Desde que λ∗ ∈ R\{0}, fn ∈ H e zn ∈ D(A) é uma solução de (3.47), estamos em
condições de aplicar o Lema 3.14 para obter

∥zn∥H ≤ c̃

(
1 +

1

|λ∗|
+

1

Ig1(λ∗)
+

1

Ig2(λ∗)

)2

∥fn∥H → 0,

que contradiz novamente a limitação ∥zn∥H = 1, para todo n ∈ N.

Como chegamos a uma contradição em ambos os casos, concluı́mos que iR ⊂ ρ(A), o
que prova a afirmação 1.

Afirmação 2: lim sup
|λ|→+∞

∥(iλI −A)−1∥L(H) < +∞.

Seja f ∈ H com ∥f∥H = 1. Como iR ⊂ ρ(A), para cada λ ∈ R\{0} podemos definir

z := (iλI −A)−1f ∈ D(A).

Do Lema 3.14, obtemos

∥(iλI −A)−1f∥H = ∥z∥H ≤ c̃

(
1 +

1

|λ|
+

1

Ig1(λ)
+

1

Ig2(λ)

)2

.

Logo,

lim sup
|λ|→+∞

∥(iλI −A)−1∥L(H) ≤ c̃ lim sup
|λ|→+∞

(
1 +

1

|λ|
+ (Ig1(λ))

−1 + (Ig2(λ))
−1

)2

. (3.52)

Por outro lado, do Lema 3.6(1) temos que

lim
|λ|→+∞

∫ ∞

0
gi(s)(cos(λs)− i sen(λs)) ds = 0, i = 1, 2.
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Assim,

lim
|λ|→+∞

(Igi(λ))
−1 = lim

|λ|→+∞

(∫
Ngi

gi(s)ds−
∫
Ngi

gi(s) cos(λs) ds

)−1

=

(∫
Ngi

gi(s)ds

)−1

,

para i = 1, 2. Combinando a expressão acima com (3.52), segue que

lim sup
|λ|→+∞

∥(iλI −A)−1∥L(H) ≤ c̃

1 +(∫
Ng1

g1(s)ds

)−1

+

(∫
Ng2

g2(s)ds

)−1
2

< +∞,

o que prova a afirmação 2.

Portanto, as afirmações 1 e 2 nos possibilitam aplicar o Teorema de Gearhart-Pruss 1.58
para concluir que S(t) = etA é exponencialmente estável.

3.2.2 Prova do Teorema 3.15: Necessidade

Consideremos agora que S(t) é exponencialmente estável. Nosso objetivo é mostrar que
g1 e g2 satisfazem a δ-condição para algum δ > 0.

Primeiro, vamos mostrar que g1 satisfaz a δ- condição. Por hipótese, existem M ≥ 1 e
γ > 0 tais que

∥S(t)z0∥H ≤Me−γt∥z0∥H, ∀ z0 ∈ H. (3.53)

Agora, seja η0 ∈ Mg1(H
1
0 (0, L)) e

z̃(t) = S(t) (0, 0, 0, 0, η0, 0) =
(
ϕ̃(t), ũ(t), ψ̃(t), ṽ(t), η̃t, ζ̃t

)
.

De (3.53) temos
∥z̃(t)∥2H ≤M2e−2γtκ∥η0∥2Mg1 (H

1
0 (0,L))

, t > 0. (3.54)

Observe que, por (3.7) e (3.54), temos:∫ ∞

0
g1(t+ s)∥η0x(s)∥2ds =

∫ ∞

t
g1(s)∥η0x(s− t)∥2ds

=

∫ ∞

t
g1(s)∥η̃tx(s)− ϕ̃x(t)∥2ds

≤
∫ ∞

t
g1(s)

(
∥η̃tx(s)∥+ ∥ϕ̃x(t)∥

)2
ds

≤ 2

∫ ∞

t
g1(s)∥η̃tx(s)∥2ds+ 2

∫ ∞

t
g1(s)∥ϕ̃x(t)∥2ds

≤ 2∥η̃tx∥2Mg1 (L
2(0,L)) + 2 (1− ω1) ∥ϕ̃x(t)∥2. (3.55)
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Por outro lado, usando a hipótese de que g1(s) ≤ mg2(s), para quase todo s > 0, e da
desigualdade de Poincaré, segue que

2∥η̃tx∥2Mg1 (L
2(0,L)) + 2 (1− ω1) ∥ϕ̃x(t)∥2 ≤ 4∥η̃tx + ζ̃t∥2Mg1 (L

2(0,L)) + 4∥ζ̃t∥2Mg1 (L
2(0,L))

+4 (1− ω1) ∥ϕ̃x(t) + ψ(t)∥2 + 4 (1− ω1)∥ψ(t)∥2

≤ 4∥η̃tx + ζ̃t∥2Mg1 (L
2(0,L)) + 4mcp∥ζ̃t∥2Mg2 (H

1
0 (0,L))

+4 (1− ω1) ∥ϕ̃x(t) + ψ(t)∥2 + 4 (1− ω1)cp∥ψx(t)∥2

≤ 4

κ
κ∥η̃tx + ζ̃t∥2Mg1 (L

2(0,L)) +
4mcp
b

b∥ζ̃t∥2Mg2 (H
1
0 (0,L))

+
4 (1− ω1)

κω1
κω1∥ϕ̃x(t) + ψ(t)∥2

+
4(1− ω1)cp

bω2
bω2∥ψx(t)∥2

≤ ξ∥z̃(t)∥H, (3.56)

com ξ = max

{
4

κ
,
4mcp
b

,
4 (1− ω1)

κω1
,
4(1− ω1)cp

bω2

}
. Desta forma, por (3.54), (3.55) e (3.56) temos

que ∫ ∞

0
g1(t+ s)∥η0x(s)∥2ds ≤ ξ ∥z̃(t)∥2H

≤ ξM2e−2γtκ∥η0∥2Mg1 (H
1
0 (0,L))

=

∫ ∞

0
Ce−2γtg1(s)∥η0x(s)∥2ds,

para C = max{ξM2κ, 1}. Ou seja,∫ ∞

0

[
g1(t+ s)− Ce−2γtg1(s)

]
∥η0x(s)∥2 ds ≤ 0, (3.57)

onde C ≥ 1. Por outro lado, para cada t > 0, definimos:

Bt :=
{
s ∈ R+, g1(t+ s)− Ce−2γtg1(s) > 0

}
.

Afirmamos que med(Bt) = 0, para todo t > 0. De fato, suponha, por contradição, que existe
t0 > 0 tal que med(Bt0) > 0. Então,

0 <

∫
Bt0

[
g1(t+ s)− Ce−2γtg1(s)

]
ds < +∞. (3.58)

Por outro lado, considerando (3.57) para t0, segue que∫ ∞

0

[
g1(t0 + s)− Ce−2γt0g1(s)

]
∥η0x(s)∥2 ds ≤ 0

Escolhendo, em particular, η0(s) = χBt0
(s)ϕ∗, para algum ϕ∗ ∈ H1

0 (0, L) tal que ∥ϕ∗x∥ = 1, temos∫
Bt0

[
g1(t+ s)− Ce−2γtg1(s)

]
ds ≤ 0,
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o que contradiz (3.58). Portanto, g1 satisfaz a δ-condição com δ = 2γ > 0.

Para mostrar que g2 também satisfaz a δ-condição, consideremos a função
ζ0 ∈ W2 = Mg1(L

2(0, L)) ∩Mg2(H
1
0 (0, L)) e

ž(t) = S(t) (0, 0, 0, 0, 0, ζ0) =
(
ϕ̌(t), ǔ(t), ψ̌(t), v̌(t), η̌t, ζ̌t

)
.

De (3.53), temos que
∥ž(t)∥2H ≤M2e−2γtb∥ζ0∥2W2

, t > 0. (3.59)

Usando (3.8) e (3.59) deduzimos, de forma análoga a (3.55), que∫ ∞

0
g2(t+ s)∥ζ0x(s)∥2ds ≤ Ce−2γt

[
∥ζ0∥2Mg1 (L

2(0,L)) + ∥ζ0∥2Mg2 (H
1
0 (0,L))

]
(3.60)

para algum C ≥ 1. Nesse momento, combinamos a hipótese de que g1(s) ≤ mg2(s), para quase
todo s > 0, (3.60) e a desigualdade de Poincaré para obter∫ ∞

0
g2(t+ s)∥ζ0x(s)∥2ds ≤ Ce−2γt∥ζ0∥2Mg2 (H

1
0 (0,L))

,

para algum C ≥ 1. Desta forma, considerando para g2 passos análogos aos executados anterior-
mente para g1, concluı́mos que g2 satisfaz a δ-condição com δ = 2γ > 0.

Do exposto acima, segue que a prova do Teorema 3.15 está completa.
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87 (Birkhäuser Verlag, 1993).

[65] J. Prüss. On the spectrum of C0-semigroups, Trans. Amer. Math. Soc. 284 (1984) 847-857.

[66] P. Stokes, An examination of the possible effect of the radiation of heat on the propagation
of sound, Philos. Mag. 1 (1851) 305-317.

[67] P. A. Thompson, Compressible-fluid dynamics, McGraw-Hill, New York, 1972.

[68] S. P. Timoshenko, On the correction for shear of the differential equation for transverse
vibrations of prismatic bars, Philos. Magazine 41 (1921) 744- 746.

[69] S. P. Timoshenko, Vibration Problems in Engineering (Van Nostrand, 1955).

[70] Z. Tu, W. Liu. Well-posedness and exponential decay for the Moore-Gibson-Thompson
equation with time-dependent memory kernel, Math. Methods Appl. Sci. (2023).

[71] Q. Yuming, J. E. M. Rivera, M. To Fu. Smooth dynamics of a Timoshenko system with
hybrid dissipation. Asymptotic Analysis. 131.1 (2023) 109-123.

[72] H. Zhang, On long-time behavior of Moore-Gibson-Thompson equation with localized and
degenerate memory effect, Z. Angew. Math. Phys. 72 (2021) 1-23.

[73] H. Zhang, On the well-posedness and general decay results of Moore-Gibson-Thompson
equation with memory, Z. Angew. Math. Phys. 73 (2022) 232.

[74] S. Zheng, Nonlinear evolution equations. [S.l.]: CRC Press, 2004.


	Resumo
	Abstract
	Introdução
	O modelo de Moore-Gibson-Thompson
	Estado da arte
	O modelo
	Organização e principais contribuições

	O modelo de Timoshenko

	Resultados preliminares
	Análise funcional
	Os Espaços Lp()
	Os Espaços de Sobolev
	O Espaço Wm,p0()
	Espaços com Peso

	Teoria de semigrupos

	Uma equação de Moore-Gibson-Thompson semilinear
	O modelo
	Existência e unicidade de solução
	Estabilidade exponencial
	Estimativas técnicas
	Demonstração do Teorema 2.4

	Observações adicionais
	Estabilidade para MGT com memória tipo 3: caso crítico
	Boa colocação e estabilidade em H"0365Hj


	Um modelo de Timoshenko-Boltzmann completamente dissipativo
	Existência e unicidade de solução
	Estabilidade uniforme
	Estimativas técnicas para a equação resolvente
	Prova do Teorema 3.15: Necessidade


	Bibliografia

