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RESUMO

Este trabalho contém um breve estudo sobre expoentes de p-grupos finitos. Mais
especificamente, apresentamos a demonstragdo de Antony, Komma e Thomas [2] de
que se G é um p-grupo finito de classe de nilpoténcia no maximo p + 1, entdo o expoente
do subgrupo derivado de G é um divisor do expoente de G/Z(G), onde Z(G) denota
o centro de G. Com base nesse resultado, estudamos algumas cotas superiores para
os expoentes do quadrado exterior ndo abeliano e do multiplicador de Schur de um
p-grupo finito que foram estabelecidas em [2, 25]. Além disso, apresentamos uma cota
superior devida a Komma e Thomas para o expoente de um p-grupo finito G’ em fungdo
de sua classe de nilpoténcia e do expoente de um p-subgrupo de Sylow do grupo de

automorfismos de G.

Palavras-chave: Grupo finito, Expoente, Multiplicador de Schur, Quadrado exterior

nao abeliano.



ABSTRACT

This work contains a brief study on exponents of finite p-groups. More specifically,
we present Antony, Komma, and Thomas'’s proof [2] that suppose G is a finite p-group
of nilpotency class at most p + 1, and conclude the exponent of the derived subgroup of
G is a divisor of the exponent of G/Z(G), where Z((G) denotes the center of G. Based
on this result, we study some upper bounds for the exponents of the non-abelian
exterior square and the Schur multiplier of a finite p-group that were established in
[2, 25]. Additionally, we present an upper bound due to Komma and Thomas for the
exponent of a finite p-group G in terms of its nilpotency class and the exponent of a

Sylow p-subgroup of the automorphism group of G.

Keywords: Finite group, Exponent, Schur multiplier, Non-abelian exterior square.
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INTRODUCAO

Dado um grupo G, dizemos que um natural n é o expoente de G se for o menor
natural ndo nulo tal que ¢" = 1 para todo g € G. Vamos denotar tal niimero por
exp(G). Observamos que o expoente de um grupo nem sempre estd definido , por
exemplo, para grupos livres de torcdo. E possivel mostrar que se o grupo G é finito,
entdo exp(G) = mmc{|g| | g € G}, onde |g| denota a ordem do elemento g em G. Para
calcular o expoente de um grupo G, pode-se utilizar o sistema computacional GAP -

Groups, Algorithms and Programming [17].

Muito se tem estudado sobre como certas propriedades de G/Z(G) influenciam G/,
onde Z(G) e G’ denotam, respectivamente, o centro de G e o subgrupo derivado de G.
Um teorema classico de Schur [40] nos diz que se G/Z(G) é finito, entdo G’ também
possui essa propriedade. Em [30], Mann provou que se G é um grupo com G/Z(G)
localmente finito de expoente n, entdo G’ é um grupo localmente finito cujo expoente
é finito e depende apenas de n. Seguindo nessa dire¢do, em [2], Antony, Komma e

Thomas demonstraram o seguinte resultado:

Teorema A. Se p for um niimero primo e G um p-grupo finito com classe de nilpoténcia menor

ou iqual a p + 1, entdo exp(G') é um divisor de exp (G/Z(QG)).

Para p-grupos finitos de classe de nilpoténcia arbitraria ¢, Komma e Thomas [25]

obtiveram a seguinte cota superior para exp(G’):

Teorema B. Se G é um p-grupo finito com classe de nilpoténcia ¢ > 1, entdo:

Em [24], Khukhro e Shumyatsky limitaram o expoente de um grupo G com base em

exp(G')

seu grupo dos automorfismos. Mais especificamente, se A é um grupo abeliano ndo
ciclico de automorfismos de um grupo G, com mdc(|4|, |G|) = 1, e n 0 minimo multiplo
comum dos expoentes dos centralizadores C¢(a) para a € A\{1}, entdo Khukhro e
Shumyatsky [24] provaram que o expoente de G é limitado em termos de n e ¢, em que

¢ é o menor primo divisor de |A] tal que o ¢g-subgrupo de Sylow de A é ndo ciclico.
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Komma e Thomas [25] apresentaram uma cota superior para o expoente de um p-
grupo finito G em fungdo da classe de nilpoténcia de G e do expoente de um p-subgrupo

de Sylow do grupo de automorfismos de GG, conforme abaixo:

Teorema C. Sejam G um p-grupo finito de classe c e S um p-subgrupo de Sylow de Aut(G),
com exp(S) = q. Entdo, exp(G) divide pl'°%»°l¢3.

Dado um grupo G com apresentacdo (X | R), seja F' o grupo livre sobre X e R" o
fecho normal de R em F. Com isso em mente, usaremos o simbolo M (G) para deno-
tar o grupo (F' N RY) / [F, R"] e o chamaremos de multiplicador de Schur de G. Foi
conjecturado que exp(M (G)) | exp(G) para um grupo finito G qualquer, porém isso nao
acontece para todo grupo, uma vez que Bayes, Kautsky e Wamsley [7] apresentaram um
2-grupo finito G com exp(G) = 4 e exp(M(G)) = 8. Recentemente, Vaughan-Lee [41]
exibiu um 5-grupo finito com exp(G) = 5 e exp(M (G)) = 25. Muitos estudos vém sendo
feitos a fim de se determinar quais classes de grupos satisfazem exp(M(G)) | exp(G).
Por exemplo, ja foi provado que isso acontece para p-grupos powerful [28], p-grupos me-
tabelianos de expoente p [32], p-grupos metabelianos p-centrais [1] e grupos finitamente
gerados G tais que exp(G/Z(G)) = 6 [3].

Como uma consequéncia do Teorema A, Antony, Komma e Thomas mostraram
que os p-grupos finitos de classe de nilpoténcia no maximo p também satisfazem
exp(M(G))| exp(G).

Sendo 7,+1(G) o p-ésimo termo da série central inferior de um grupo G, Komma e

Thomas [25] mostraram a veracidade do resultado abaixo.

Teorema D. Seja G um p-grupo finito metabeliano com p um primo impar. Se a classe de

nilpoténcia de G é menor ou igual a 2p — 1 e v,.1(G) < [G?, G], entdo exp(M (G))| exp(G).

Esse teorema é uma consequéncia de cotas dos expoentes do segundo e terceiro
termos da série central inferior de um grupo G, estabelecidos por Komma e Thomas em
[25].

Neste trabalho estudamos cotas superiores para o expoente de um p-grupo finito,
bem como para o multiplicador de Schur de p-grupos finitos, conforme os artigos [2] e
[25].

Estruturamos este trabalho da seguinte forma.

O primeiro capitulo desta dissertacdo traz resultados importantes e amplamente
conhecidos da Teoria dos Grupos que sdo necessarios para os capitulos seguintes. Ja

no segundo capitulo, apresentamos um método chamado processo de coleta, que nos
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permite concluir interessantes congruéncias médulo um subgrupo normal de um grupo

G.

No Capitulo 3, introduzimos os conceitos de p-grupo powerful e de p-grupo regular e

algumas de suas propriedades que sdo necessarias nos capitulos subsequentes.

O pentltimo capitulo apresenta um breve estudo sobre o produto tensorial nédo
abeliano de grupos e o produto exterior ndo abeliano de grupos. Veremos neste capitulo
uma relagdo entre o quadrado exterior ndo abeliano de um grupo finito G e uma
determinada extensdo central de M (G) por G conhecida como grupo de recobrimento
total de GG. Essa relagdo serd fundamental no estudo de expoentes de multiplicador de

Schur que serd realizada no Capitulo 5.

No tltimo capitulo apresentamos cotas superiores para expoentes de p-grupos finitos
e de alguns termos da série central inferior, bem como suas aplicagdes na estimativa de
expoente de multiplicador de Schur. Em especial apresentamos as demonstracdes dos

Teoremas A a D.



CariTULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo vamos fixar algumas notagdes e terminologias, bem como apresentar
os conceitos e resultados que serdo utilizados no decorrer deste trabalho. Assumiremos
que o leitor esteja familiarizado com os conceitos e resultados que usualmente fazem
parte de um primeiro curso de Teoria dos Grupos, por isso, omitiremos as demonstra-
coes.

Para cada n € N*, vamos denotar o conjunto {1, ...,n} por I,.

Se G é um grupo e H C (G, usaremos a notagdo H < G quando H for subgrupo de
G e H <G quando H for um subgrupo normal em G. Denotaremos o elemento neutro
de um grupo por 1 quando ndo precisarmos especificar o conjunto em que estamos
lidando.

Para um subconjunto X de G, escreveremos (X)) para denotar o subgrupo gerado
por X e X para indicar o fecho normal de X em G, isto é, X¢ = ({g7'zg |z € X, g € G}),
o qual tem a propriedade de ser o "menor" subgrupo normal de G que contém X. Além

disso, o centro de G sera representado por Z(G).

Nesta dissertacdo as fungoes serdo aplicadas a direita, isto é, dada uma fungao
¢:A— Baa € A, denotaremos por (a)y a imagem de a por ¢. Além disso, para todo
U< A, temos (U)p = {(u)p | ue U}

Dados um grupo G e H < G, paracada g € G sejagH = {g-h|h € H}. Se
H < G, entdo teremos um grupo G/H = {gH | g € G} munido da operagdo * em que
(g1H) * (92H) = (g192)H para quaisquer g;,g: € G. Com isso, podemos definir um
homomorfismo de grupos:

T G —» %

9

g — gH
que serd chamado de homomorfismo candnico .

Dados um grupo G e um subgrupo H de G, dizemos que H é caracteristico em G,

e denotamos H char G, se para todo automorfismo ¢ : G — G, temos que (H)p = H.
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Uma demonstracdo da préxima proposi¢do pode ser vista em [38, pag. 104].

Proposicao 1.1. Sejam G um grupo e H, K subgrupos de G com H < K. Entdo,

(1) Se H char G, entdo H < G;
(i1) Se H char K e K char G, entdo H char G;

(1ii) Se H char G e K <G, entdo H < G.

Dados um grupo G e n € N, denotamos por G™ o subgrupo (¢" | g € G) de G. Nao é
dificil ver que G" char G.

1.1 Calculos com Comutadores

Nessa dissertagao, faremos muitos calculos envolvendo comutadores e, portanto,

precisaremos usar algumas identidades que serdo apresentadas nesta secdo.

Para cada grupo G, dados g, h € G, o conjugado de g por h é o elemento ¢g" := h~'gh.
Além disso, o comutadorde g e h é [g,h] .= g 'h~'gh. Para gy,..., g, € G, o comutador
simples de peso n > 2 é definido recursivamente por [g1] = ¢1 € [g1,-- -, Gn-1,9n] =
[[g1; - - - gn-1], gn). Usaremos também a notagao [g, ,h| para indicar [g, h, ..., h] em que o

simbolo h aparece n vezes.

Importantes propriedades de comutadores que serdo usadas futuramente sdo apre-
sentadas na proposicdo a seguir. Suas provas sdo feitas através de célculos simples e

serdao omitidas.

Proposicdo 1.2. Dados um grupo G e x,y, z elementos de G, as seguintes identidades sio

vdlidas:

(@) [z, 917" = [y, 2]
(i) [y, 2] = [v,2)[y, 2);
(iii) [z,y2] = [z, 2]z, y]*;
(iv) [z7y]" = [,y] " = [,y
) o,y 2" [y, 2 a2, 2, y]* = 1 (Identidade de Hall-Witb);
(vi) [z,y, 2"|[z, z,v*]|[y, z, Y] = 1 (Identidade de Jacobi);

(vii) o ([x,y]) = [o(x),0(y)], para todo homomorfismo o : G — H.
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Dado um grupo G, se H, K sao subgrupos de G, o subgrupo ([h, k] | h € H,k € K)

serd denotado por [H, K]. Ainda mais, considerando agora Hy, ..., H, subgrupos de
G, definimos recursivamente [H,| = H; e [Hy,...,H, 1, H,| = [[Hi,...,H, 1], H,).
Usaremos [H, , K| para representar o grupo [H, K, ..., K| em que o simbolo K aparece
n vezes.

O subgrupo comutador |G, G] de um grupo G é chamado subgrupo derivado de G e
denotado por G'.

Com esses conceitos, se mostra facilmente o préximo resultado.
Proposic¢ao 1.3. Dado um grupo G, se H, K < G e N < G, entdo:
[HN KN} [H, K|N

N’ N | N

Além disso, temos que G' < H se, e somente se, H é normal em G e G/ H é abeliano.

1.2 Grupos Soluveis e Nilpotentes

Nesta secdo introduzimos duas classes de grupos que sdo muito importantes na

Teoria dos Grupos, a saber, a classe dos grupos soltiveis e a de grupos nilpotentes.

Um grupo G é soliivel caso exista uma cadeia finita de subgrupos normais de G:
{1} =Gp< G« <Gy, =G,

tal que G;11/G; é abeliano para todoi = 0,1,--- ,n — 1. Uma cadeia que satisfaz tais

propriedades é chamada série soliivel.

Claramente todo grupo abeliano G é soltvel, bastando apenas tomar a cadeia {1} <G.

O grupo simétrico S5 é também solavel pois {1} < A3 <S5 é uma cadeia soltvel.

Definimos a série derivada de G
G =GO ZG(I) Z...z@(m) >
indutivamente, como segue:

oo G ,sei =10
[G6-D,G6D] sei >0

Note que G /G+Y ¢ abeliano para todo i € N. Além disso, G char G, para todo
i > 0. Veja que se G = {1} para algum i € N, temos que a série derivada de G é
uma série soldvel, e portanto, G é solavel. E possivel verificar que a reciproca dessa

afirmacdo é verdadeira, isto é, G é um grupo soltivel se, e somente se, G @) = {1} para
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algum i € N.

Agora, estudaremos uma nova classe de grupos que sera muito importante no

decorrer dessa dissertacdo.

Um grupo G é nilpotente caso exista uma cadeia finita de subgrupos normais de G:
{1}:G0<]G1<1“‘<]Gn:G,

tal que G;41/G; < Z (G/G;) paratodoi = 0,1, -- ,n — 1. Uma cadeia que satisfaz tais
propriedades é chamada série central. Se G é um grupo nilpotente, a quantidade de

grupos em uma menor série central de G é chamada classe de nilpoténcia de G.

Note que todo grupo abeliano néo trivial é nilpotente de classe 1. Basta tomar a
cadeia {1} < G. Além disso, todo p-grupo finito é nilpotente. Uma demonstracdo desse

fato pode ser vista em [36].
Vamos ver agora duas cadeias que nos auxiliam a analisar se um grupo é nilpotente.
Seja v;(G), parai = 1,2, - - -, definido indutivamente por:
G ,sei=1
7i(G) = :
i1(G),G],sei>1

Cada v;(G) é um subgrupo caracteristico de G e, portanto, normal em G e satisfaz
7i(G) > 74:41(G), para todo i € N*. A cadeia:

é chamada série central inferior de G.

Além disso, a série central superior de G:
{1} = Z(G) < Z:(GQ) < - < Zu(@) < ...,

é definida, indutivamente, como segue:

. (1} ,sei=0
o ”Z‘—ll(z(zi_i@)) psei>0

onde 7,y : G — G/Z;_1(G) é o homomorfismo candnico. Entdo, para quaisquer z € G

e i € N, temos a equivaléncia:
x € Zip(G) <= (Vy € G)([z,y] € Zi(G)). (1.1)

Usando a equivaléncia (1.1) e indugéo, ndo ¢ dificil provar o lema a seguir.

Lema 1.4. Sejam G um grupoei € N. Se g € Z;(G), entdo [g, ;y] € Z;_;(G) paratodoy € G
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ej € Ncom j < i. Consequentemente, [g,;,a1,i,02,-..,i, 0, = 1 para todos g € Z;(G),

ai,...,a, € Geiy,...,ip, € Ncomiy+---+1, > 1.

E um resultado bem conhecido que um grupo G é nilpotente se, e somente se, existe
n € N tal que Z,(G) = G. Isso é equivalente a 7,,1(G) = {1}. E possivel também
mostrar que a classe de nilpoténcia de G é o menor natural n tal que v,+1(G) = {1} e
Z,(G) = {G} (Veja, por exemplo, [36, pag. 125]).

Veremos no préximo resultado, que a partir de um grupo G, podemos obter outros

grupos nilpotentes. Uma prova disto pode ser encontrada em [38].

Proposicdo 1.5. Seja G um grupo nilpotente de classe c. Todo subgrupo J de G é nilpotente.
Além disso, dado um subgrupo normal H de G, temos que G /H é nilpotente. Ainda mais, J e

G/ H tem classe de nilpoténcia no mdximo c.

Uma caracteristica para grupos nilpotentes de classe no méximo 2 é dada a seguir.

Proposicao 1.6. Dado um grupo nilpotente G de classe no mdximo 2, para quaisquer g, h,z € G

en €N, temos:

(i) lg, hz] = [g,hllg, ] e [gx, h] = [g, h][z, h];
(#) [g,h"] = [g,h]" = [g", hl;
(#4i) hg™ = g"h[h,g]";

n(n—1)

(iv) (gh)" = g"h"[h,g] =

Demonstragdo.

(i) Note que, como 12(G) < Z(G), temos:
9. ha] = [g,2][g, h]" = |g, z][g. h] = [g, h][g, =].
De modo analogo, mostramos a outra igualdade.
(i1) Segue de (i) por indugao sobre k.
(77i) De (ii), temos hg" = g"hlh, g"] = g"h[h, g]".

(iv) Provaremos este item por indugado sobre n. Para n = 0, é 6bvio. Agora, assuma
que o resultado é valido para um certo n € N. Com isso, usando o item (iii) e 0

fato que G’ < Z(G), temos:

n(n—1)

(gh)"*' = (gh)(gh)" = g(hg")R"[h, g] >
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n(n—1) n(n+1)

= gg"hh"[h,g]"[h,g]” = =g""'R"h,g] 2,

provando o desejado.

|

Dado H < G com [H,G] = H, se prova por uma indugdo simples que H < 7;(G)

para todo ¢ € N*. Uma consequéncia imediata deste fato é a proposicdo a seguir.

Proposicdo 1.7. Se G é um grupo nilpotente e H é um subgrupo normal de G tal que [H, G] =
H,entdo H = {1}.

O resultado a seguir fornece um conjunto de geradores para v;(G) a partir de um

conjunto gerador de G. Uma demonstracgdo de tal pode ser vista em [37, pag. 18].

Proposicao 1.8. Se um grupo G é gerado por um conjunto X, entdo ~;(G) é gerado pelos

conjugados de comutadores simples de elementos de X com peso i, isto é,
%(G) = ([1,...,z) |z, € X, j=1,...,1,g € G).
Gracas a Identidade de Witt-Hall, se prova facilmente o préximo resultado.

Proposicao 1.9 (Lema dos Trés Subgrupos). [36, 5.1.10, pdg. 126] Sejam A, B e C subgrupos
de um grupo G e N um subgrupo normal de G. Se [A,B,C] < N e [B,C,A] < N, entdo
[C,A,B] < N.

Este resultado nos permite provar a seguinte proposi¢do, que nos traz uma impor-

tante propriedade dos subgrupos v;(G) de um grupo G.
Proposicao 1.10. Dado um grupo G, para todo i, j € N*, temos que [v;(G),v;(G)] < Yi1;(G).
Mais geralmente se iy, . .. ,i, € N*, entdo [v;, (G), ..., %, (G)] < Vi, 4o g4, (G).

Ideia da demonstragdo. Vamos escrever G; = {g € G | [9,7(G)] < 7i+;(G), Vi € N*} para
cada j € N*. Nao é dificil ver que G; < G. Dados i, j,m € N, calculos simples nos

mostram que:
[G},7:(G), Gm] < Yijam(G) € [7(G), G, Gj] < Yitjam(G).

Pelo Lema dos Trés Subgrupos, temos [G,,, G, 7i(G)] < Vitrj+m(G), para todo i € N,
o que implica em [G;, G,,] < Gj4m. Usando que G; = G, uma indugdo natural nos diz

que 7;(G) < G, para cada i € N*. Logo, temos o desejado. O

Como consequéncia imediata das Proposicoes 1.8 e 1.10, segue:
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Proposicdo 1.11. Dados um grupo G, x € Gei € Ncomn > 2,se H = (z,G’), entdo
’Yi(H) < %‘H(G)-

Outra importante propriedade dos termos da série central inferior é apresentada no

préximo resultado, cuja demonstracdo pode ser encontrada em [37, pag. 16].

Proposicdo 1.12. Dados um grupo G e i, j € N*, temos que 7; (7;(G)) < 7;.;(G).

1.3 Apresentacao de Grupo

Nesse trabalho, alguns grupos serdo definidos pelas suas apresentac¢des. Portanto, o
objetivo dessa secdo é apresentar o conceito de grupos livres e apresentagdo de grupos,

bem como alguns de seus resultados importantes.

Definicao 1.13. Dados um grupo F' e um subconjunto X C F, dizemos que F' é um
grupo livre sobre X se, para qualquer funcdo 6 : X — G, existe um tinico homomorfismo
¢ : F — G tal que ()8 = (z)0' para todo x € X.

E possivel mostrar que se F' é um grupo livre sobre X C F, entdo F' = (X), como
pode ser visto em [20, pag. 3]. A proposicdo a seguir nos mostra a importancia de

estudar tais grupos.

Proposicao 1.14. [20, pdg. 7] Todo grupo é imagem homomérfica de algum grupo livre.

Assim, consideremos G um grupo e ¢ : F' = G um homomorfismo sobrejetor, em
que F' é um grupo livre sobre X C F. Entdo G = F/N se considerarmos N = Ker(p).
Tome R C F de modo que RF = N. Neste caso, escrevemos G = (X | R) e chamamos

essa escrita de apresentagio livre de G.

Caso X e R sejam finitos, dizemos que G é finitamente apresentado. O elementos de
X sdo chamados de geradores, enquanto que os de R sao relatores. E comum substituir
R em (X | R), pelo conjunto de equagdes R = 1,isto é, {r =1 | r € R}. Este conjunto é
chamado de conjunto de relagdes definidoras de G. Uma relagdo definidora pode assumir
a forma "u = v"correspondente ao relator uv~! e também a relacdo definidora uv~! = 1.

Por exemplo, tomando Dg o grupo diedral de ordem 8, temos:

Dg = <04 B at B 5aﬁ&>
—<a | a* = —1,5046z0f1>

= <a, bc|a® 2 b’ct ctaea, o e, b_la_lbac_1>.

Veja que isto também prova que a apresentagdo de um grupo ndo € tnica.
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O resultado a seguir, é usado na demonstracao do Teste da Substitui¢cdo que apresen-
taremos mais adiante. Porém, por aplicarmos ele futuramente, trazemos seu enunciado

nessa se¢do. Sua demonstracdo pode ser encontrada em [21, pag. 42].

Teorema 1.15. Se G, H, K sdo grupos, o : G — H um epimorfismoe 8 : G — K um

homomorfismo tais que Ker(a) < Ker(S), entdo existe um homomorfismo v : H — K tal

que ccoy = 3.
Ker(5) o
| > |
/ G \ !
Ker(a) B>k

Dada uma apresentacdo G = (X | R), uma fungdo de X em um grupo H pode ser
estendida para um homomorfismo de G em H? O resultado a seguir nos fornece uma

condicdo necessdria e suficiente para que isso ocorra.

Teorema 1.16 (Teste da Substituicdo). [20, Theorem 4, pdg. 29] Sejam G um grupo com
apresentacio (X | R), H um grupo e § : X — H uma aplicacido. Entdo, 0 se estende a um
homomorfismo §' : G — H se, e somente se, 0 é consistente com todas as relagoes definidoras
para G, isto é, se para todo v € X er € R, o resultado da substituicdo de x por (x)0 em R éa
identidade de H.

Dados dois grupos G e H com apresentacgdes (X | R) e (Y | S), respectivamente, o
produto livrede G e H éo grupo GxH = (X UY | RU S). Assim, dados homomorfismos
a:G — Jep: H— J, existe um tnico homomorfismo v : G« H — J tal que
(9)y=(g9)ae(h)y = (h)B paratodos g € Geh € H.

1.4 Sequéncias Exatas

Dados um grupo G e K um subgrupo normal de G, é possivel provar que se K e
G/ K sdo p-grupos finitos, o mesmo pode-se dizer de G. O mesmo vale para grupos
finitos, grupos soltaveis e grupos peridédicos. Com base nisso, trazemos a préxima

definicdo e estudaremos um pouco sequéncias exatas curtas.

Definic¢do 1.17. Uma sequéncia de grupos e homomorfismos

fn—l

n fTL
e Gy M, I G

é exata em G, se Im(f,—1) = Ker(f,). Dizemos que a sequéncia é exata se for exata em
todo G,,.
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Uma sequéncia exata da forma:
1K -5 G -5 Q-—1
é chamada de sequéncia exata curta. Neste caso, temos as seguintes propriedades:
(i) i é injetora e p é sobrejetora;
(1) Ker(p) = Im(i);

(iii) 2~ = Im(p) = Q, onde Ker(p) = K.

Além disso, uma sequéncia exata curta é dita central se Im(i) < Z(G).

Agora, dados dois grupos K e GG, vamos definir uma extensdo de K por Q).

Defini¢ao 1.18. Sejam K e () grupos. Uma extensio de K por () é uma sequéncia exata

curta da forma:
1K -5 G 25 Q—1.

Neste caso, também dizemos que o grupo G é uma extensado de K por Q).

Notemos que duas extensdes G e G, de K por ) ndo precisam ser isomorfas. De
fato, consideremos os grupos: Ss e Zg. Nao é dificil ver que tais grupos sao extensoes
de Zs por Z, e claramente ndo sdo isomorfos. Também temos que se K é um subgrupo

normal de um grupo G, entdo G é uma extensdo de K por G/K.

Uma aplicagdo do conceito de sequéncia exatas é vista no lema a seguir.

Lema 1.19 (Lema dos Cinco). [36, pdg. 421] Considere o seguinte diagrama comutativo:

®1 P2 Y3 P4
X1 > X2 > X3 > X4 > X5

T

Y, 1111\Y2 ¢2>Y3 w3>Y21 ¢4>Y5

em que cada linha é uma sequéncia exata de grupos e cada fungdo é um homomorfismo. Se 6, é

um epimotrfismo, 05 é um monomotrfismo e 0y, 04 sido isomorfismos, entio 65 é um isomorfismo.

1.5 Multiplicador de Schur

Nesta se¢do apresentaremos algumas propriedades do multiplicador de Schur de
um grupo G. Este grupo foi introduzido por Schur [40] para estudar representacdo

projetiva de grupos.
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Dado um grupo finito GG, o multiplicador de Schur de G é o segundo grupo de
cohomologia de G com coeficientes complexos e uma agdo trivial de G. Porém, também

pode ser definido como segue:

Defini¢do 1.20. Dado um grupo finito G, sejam F' um grupo livre, ¢ : F' — G um epimorfismo
e R o niicleo de . Entdo, o multiplicador de Schur de G, denotado por M (G), é o grupo:
F'NR
[F, R

A equivaléncia entre as defini¢des pode ser vista em [23]. O livro [38] traz alguns
resultados sobre o multiplicador de Schur de um grupo G. Apresentamos a seguir dois

destes.

Teorema 1.21. Se Q) é um grupo finito, entdo M (()) é um grupo finito abeliano e exp(M (Q))
divide |Q)|.

Coroldrio 1.22. Se () é um p-grupo finito, entdo M (Q)) é um p-grupo finito abeliano.

Estamos agora interessados em um tipo especial de extensdo central que seré ttil na
obtengdo de algumas propriedades importantes do produto exterior ndo abeliano de

grupos, que veremos no Capitulo 4.

Definicdo 1.23. Dado um grupo @), um grupo U que possui um subgrupo K tal que
K<ZU)NnU eU/K = @ é chamado um grupo de recobrimento de (). Se, além disso,
K = M(Q), dizemos que U é um grupo de recobrimento total de Q).

Seja V' o grupo de Klein. Em [38, Corollary 11.23] vemos que M (V') = Z,. Assim,
se tomarmos U como sendo o grupo dos quatérnios ) ou o grupo diedral Ds, temos
que U é um grupo de recobrimento de V. Porém, () ndo é isomorfo a Ds. Isto prova que
para um grupo @, o grupo de recobrimento ndo é necessariamente tinico. Porém, se ()
for finito e )’ = @), o resultado [38, Corollary 11.12] nos diz que existe apenas um grupo

de recobrimento de Q).

Teorema 1.24 (Schur, 1904). Todo grupo finito Q) possui um grupo de recobrimento total.

A partir da proposicdo a seguir, obtemos uma caracteristica de um grupo de recobri-

mento U de () quando () é nilpotente.

Proposic¢do 1.25. Dados um grupo G e H um subgrupo central de G, se G/ H é nilpotente de

classe c, entido G é nilpotente de classe no minimo c e no mdximo c + 1.

Fonte da demonstragdo. Ver [35, pag. 46]. O



CAPITULO 2

PROCESSO DE COLETA

Dados um grupo G e a,b € G, temos a identidade ba = ab[b, a]. Digamos que para
ai,az, by, by € G, tenhamos a expressao a,byasb,. Vamos usar a identidade acima para

obter a;byasby = aya2b1b2c, onde ¢ € G. Veja que:
Cll(blaz)b2 = al(a2bl [bla az])b2 = a1a2b1([b17 az]bz) = alCLlebz[bl, 612][[61, (12], 52]-

Obtemos assim o desejado, bastando apenas tomar ¢ = [by, as|[[b1, as], b2]. Este

processo é chamado processo de coleta e serd amplamente usado nesta segéo.

Dado um grupo G e r € N*, vamos denotar por C,(G) o produto direto G x --- x G,
em que que o termo G aparece r vezes. Usando inducdo simples podemos mostrar que

a funcao:

) a
oy C(Q) — O

Y

(G1,--,90) — (915, 9] V1 (G)

é multilinear. Isso nos diz que qualquer comutador de peso r é multilinear, médulo

7r+1(G), ou seja,
[917""gihi7"'7gr] E [917""97:7"'97"][91""7hi7""gr] (mOd ’yT"!_l(G))’ /l:: 17' ..,T.

Aqui, dado um subconjunto X de um grupo F, um comutador formal em X é um co-
mutador que pode ser escrito por elementos de X. Por exemplo, para z1, z3, x5, 24 € X,
os elementos x1, [x1, T9, T3, 4] € [21, [22, 23], 4] SGO0 comutadores formais em X. Descon-
sideramos aqui os comutadores triviais, como [x9, z2] € [z3, [21, 21]]. Seja F' um grupo
livre de base X. Ndo é dificil ver que os comutadores formais de elementos de X sdo

escritos de forma tinica.

Definicao 2.1. Dado um grupo livre F' sobre um conjunto ordenado X, os comutado-
res formais bdsicos em X, seus pesos e uma ordem < nesses elementos sdo definidos

indutivamente:

(i) Os elementos de X sdo comutadores formais basicos, possuem peso 1 e a ordem
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segue a relagcdo ordenada ja definida em X;

(it) Se os comutadores formais basicos de peso menor que n ja foram definidos e

ordenados, entdo [u, v] € um comutador formal basico de peso n se:

* e v sdo comutadores formais basicos e a soma dos pesos de u e v é n;
° v <y

® Se u = [r,s] com r e s comutadores formais basicos, entdo s < v.

Os comutadores formais basicos de peso n sdo maiores que os de peso menor que
n. Dados u = [w, a] e v = [z, b] comutadores formais basicos de peso n, temos que

u<vsew<zouw=zea<b>.

Denotaremos por Y (X) o conjunto composto por todos os comutadores formais

basicos. Para todo g € Y (X), representaremos o seu peso por w(g).

Dado n € N, escrevamos X = {x1,...,Zn,Y1,- .., Yn} € consideramos a ordem em X

definida por:
x; < yj, T < Tk, Y; < Yi, para quaisquer i, j, k € I, com i < k.
Assim, pelo conceito de peso definido,
w([z1, T2, 23)) = w([x1, T2]) + w(x3) = w(x1) + wW(T2) + wW(23) = 3.

Analogamente, w([[z1, T2, T3], [T4, T5]]) = 5 e w([[z1, 3], [T2, 24]]) = 4.

Veja que [z, 22, x3] > [24,x5] pois w([[z1,x2], 23]) = 3 e w([zyg, 25]) = 2. Além
disso, [[z1, 22, z3], [, 25]] < [[x1, %2, T3, 24], x5] uma vez que w([[x1, z2, x3], [4, 75]]) =
5 = w([[x1, T2, w3, 4], w5]) € [1, w2, T3] < [0, T2, T3, T4].

Sendo Z o conjunto dos comutadores formais de X, é facil ver que Z é enumeravel
e Y(X) C Z. Agora, dada uma permutacdo ¢ : I, — I,, podemos induzir uma
permutacdo o, : Z — Z em que, para u € Z, temos que (u)co, tem a mesma estrutura
que v mas com os indices trocados segundo ¢. Por exemplo, tome p = (34) e u =

(1, Y2, T3, y4). Entdo:
<u>a@ - [x(l)@’ y(2)50’ l’(3)<p, y(4)4P:| = [x17 Y2, Ty, 3/3] .

Dado v € Y (X), dizemos que ¢ é compativel em relagdo a u € Y (X) se, ao aplicarmos
¢ aos indices dos elementos na escrita de u, a ordem desses indices é mantida, isto é,
considerando o conjunto I composto pelos indices presentes na escrita de u, temos que

¢|r é crescente. Assim, se u € Y (X) e ¢ é compativel com u, entdo (u)a, € Y (X).
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Por exemplo, para ¢ = (1 2 3), se tomarmos u = [y;, 3], 0s indices pertencentes a
escrita de u sdo 1 e 3, cuja ordem é alterada por ¢, ja que 1 < 3 mas (1)¢ > (3)p. Agora,
caso tomemos v = [z4, T1, y5], 0s indices na escrita de v sdo 1,4 e 5, cuja ordem é mantida
porppoisl <4 <bHe(l)p < (4)¢ < (5)p. Portanto, ¢ é compativel com v mas ndo é

compativel com u.

Para elementos ¢ € S,, dizemos que ¢ é compativel com um ntimero finito de
elementos uy,...,u, € Y(X) se ¢ ndo altera a ordem entre os indices de todos os
elementos na escrita desses elementos. Por exemplo, tomemos a permutacdo ¢ = (1 2).
Se u = [x3, 1] € v = |9, 24, x5], 08 Indices na escrita desses elementos sdo 1, 3,2, 4 e 5.
A permutacdo ¢ ndo mantém a ordem desses indices, mais especificamente entre 1 e
2. Logo, ¢ ndo é compativel com u e v. Porém, tomando r = (x4, x5, 26], temos que @ é

compativel com u e r, pois a ordem de 1, 3, 4, 5 e 6 é mantida.

E facil ver que dados u,v € Y(X) comu < vey €S, compativel com u e v, entdo
(w)a, < (v)aw,. Tome por exemplo u = 2, 71] € v = [z3, 21]. Temos entdo que ¢ = (2 3 4)
é compativel com u e v. Assim, veja que (u)o, = [z3,21] € (V)a, = [24,21]. Com isso
v>ue (v)a, > (U)o,

Seja L(F') o fecho normal em F' do conjunto de comutadores formais em X de peso

no minimo n + 1.

Para n = 2, tomando a expressdo 1y, z2ys, pelos cdlculos mostrados no inicio deste

capitulo, teremos que:
T1Y1%2Y2 = C1C2 -+~ Cyy, (mod L(F)),

para algum m € N, em que ¢,...,c,, € Y(X) e estdo escritos na ordem crescente
segundo <. Para isso, basta tomar m =5, ¢; = 1, ¢a = X, ¢3 = Y1, ¢4 = Y2 € C5 = [Y1, Ta).
Observe que ndo incluimos [y;, 2, y2] pois pertence a L(F).

Fazendo esse mesmo processo para n = 3 e considerando a congruéncia médulo
L(F'), obtemos:

T1Y122Y2X3Y3 = T1T2T3Y1Y2Y3 [yh wz] [?Jh x:s] [y2> $3] [yb T2, $3] [1/1, T2, yz}

(2.1)

1, @2, ys][yr, w3, yo] [y1, w3, ysl[ye, @3, ys].
Observe que comutadores como [[y1, z3), [y1, 22]] ndo estdo na expressdo pois perten-
cem a L(F'). Assim, temos um elemento congruente a z1y; z2y223y3, médulo L(F), em
que aparecem somente termos de Y (X)) e estdo escritos na ordem crescente segundo a

relagéo <.

Veja também que se tomarmos u = [y;, 72|, as inicas permutac¢des em S; compativeis
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com u sdo ¢ = Id (fungdo identidade), ¢ = (123) ey = (2 3). Comisso, (u)o, = [y1, T2,
(w)oy = (Yo, 23] € (u)ay = [y1, z3]. Note que (u)a, (u)ay e (u)o, pertencem a expressao
obtida. Veremos a seguir que essa propriedade esta presente em toda expressdo obtida

pelo processo de coleta.
Lema 2.2. Nas descrigdes feitas acima, temos:
T1YL Tl = C1C2 -+ Cpy (mod L(F)), (2.2)

para algum m € N, em que ci, ..., ¢, € Y (X) e estdo escritos na ordem crescente segundo a
relagdo de ordem <. Além disso, se w = ¢; € Y(X), paraalgum i € 1,,,, e v € S,, é compativel

com u, entdo (u)o, = c¢; para algum j € Ip,.

Demonstragio. Vamos dividir a demonstra¢do em trés passos.
Passo 1: Primeiro vamos mostrar a congruéncia (2.2).

Para n = 1 é simples, j4 que x1y; satisfaz o desejado. Entdo, supomos que n > 1.
Aqui realizaremos o processo de coleta. Ou seja, estaremos reorganizando os elementos

na decomposigdo obtida utilizando a identidade ba = abb, a, para a,b € F.

No primeiro passo, temos a expressao r1y;Tays - - - TnYn, que serd igual a:

T1T2Y1 [yb 332]3/21’3y3 ©TnplYn-

Repetimos esse procedimento indutivamente, reorganizando os elementos de acordo
com a ordem >. Note que o momento em que trocamos ba por abb, al, foi realizada a

coleta de a, com a < b.

Dessa forma, se u,v € Y (X) e realizamos o processo de coleta no qual surge o
comutador [u, v], isso significa que v > v. Além disso, se u tem a forma [r, s] € Y(X),
entdo ele surgiu quando coletamos s, o que deve ter ocorrido antes de fazermos a troca
de uv por vu|u,v|, ou seja, s < v, pois caso contrdrio, ainda ndo teriamos coletado s, e
entdo u ndo estaria na expressdo quando coletamos v. Assim, ocorreu como mostra a

tabela a seguir.

Momento Expressao
Antes da coleta de s REY RN RNy

Coleta de s Cee ST U

Coleta de v cevew [u,v]

Utilizaremos tabelas como essa para ilustrar o processo de coleta durante essa

demonstracao.
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Assim, como os elementos da expressdo inicial pertencem a Y (X) e quando esse
processo continua, s6 surgem elementos de Y (X), mostramos que durante todo o

procedimento, estamos trabalhando com elementos de Y (X).

Repetimos o processo de coleta até que tenhamos passado por todos os elementos
de peso até n. Assim, os elementos que nado foram coletados serdo comutadores formais
bésicos de peso maior que n, ou seja, estardo em L(F).

Assim, considerando o médulo sobre L(F'), teremos que 1Yy - - - TpYy = C1C2 - - Cry
para algum m € N, em que ¢,...,¢,, € Y(X) e estdo escritos na ordem crescente

segundo <.

Agora, temos de provar que essa expressdo satisfaz a segunda parte do enunciado.

Vamos separar o processo de coleta feito em etapas. Assim, para cada i € I, a etapa
i é quando coletamos todos os comutadores formais de peso i. Consideramos aqui como
etapa 0 quando tomamos a expressdo inicial. Assim, nosso processo teve n + 1 etapas.

O enunciado é obviamente valido para i = 0.

Passo 2: Vamos provar a seguinte afirmacao:

Para i € {0,...,n}, ao fim da etapa i, para cada par de comutadores u,v € Y (X) na
expressiio obtida e p € S, compativel com u e v, se aparecem (u)c, e (v)cw, na expressio, entio
w e v tém a mesma posigdo relativa de (u)a, e (v)a,.

Veja que o afirmado vale na expressdo inicial, ou seja, temos o desejado para ¢ = 0.
Assuma agora que para algum ¢ € {1,...,n}, vale a afirmacdo para a etapai — 1 e
vamos provar que 0 mesmo ocorre para a etapa i.

Sejam u, v € Y (X) que aparecem na expressdo ao fim da etapa i e ¢ € S,, compativel
com u e v tal que (u)a, e (v)a, também aparecem na expressdo. Vamos analisar trés
casos.

Caso1: w(u) <iew(v) <i.

Neste caso, u, v, (u)a, e (v)ay, ja terdo sido coletados e, portanto, estardo respeitando
a ordem <.

Caso 2: w(u) >iew(v) <iouw(v) >iew(u) <i.

Se w(v) > iew(u) <1, entdo u e (u)w, terdo sido coletados, mas o0 mesmo ndo se diz
de v e (v)a,. Portanto, ao fim da etapa ¢, os comutadores u e (u)w, estardo a esquerda
de v e (v)a,. A andlise para o caso w(u) > i e w(v) < i é andloga.

Caso 3: w(u) >iew(v)>1

Temos que u = [w,a] e v = [2,b] para w, z,a,b € Y (X), pois o peso de u e v é maior
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que ¢ > 1. Vamos dividir a andlise desse caso em dois subcasos:
Caso 3.1: u e v jd estavam na expressdo ao fim da etapa i — 1.

Entdo, u = [w, a] e v = [#, b] foram criados quando coletamos a e b com pesos menores
ou iguais a i — 1. Assim, ja que (u)o, = [(w)w,, (a)a,] aparece na expressao ao fim da
etapa i, ele foi criado na mesma etapa que u. Analogamente, (v)w, foi criado na mesma
etapa que v. Portanto, u, v, (u)a,, (v)a, jd estavam na expressdo ao fim da etapa i — 1.
Como nao os coletamos na etapa 7, suas posic¢oes relativas ndo se alteraram e, portanto,

pela hipétese de indugdo, temos o desejado. Isso é ilustrado na tabela a seguir.

Momento Expressao
Antes dacoletadea | w---a---z---b--- (W)a, - (a)ay, - (2)a, - (b)ow,
Coleta de a a-w-u--zobe(Wag - (a)ag - (2)a - (D)o,
Coleta de (a)a,, W zebes(a)ag - (w)ow - (W)ag - (2)ag -+ (D)o,
Coleta de b w-bozove-(a)ay - (W)ag - (W) -+ - (2)ay -+ - (b)ay,
Coleta de (b)a, w-ves(wa s (D)o - (2)aw, - (V)
Fim da etapai — 1 w- v (W - (V)
Fim da etapa i w- v (W - (V)

Caso 3.2: v ou v foram criados na etapa i.

Digamos que v foi criado nessa etapa. Sendo k£ a soma dos pesos de u e v, vamos
mostrar o desejado por indugédo sobre k € N*.

Para k < 2i 4 1, ja mostramos que se o peso de u ou v for menor ou igual a 7 temos
o que queremos. Agora, tomemos k € N*, com k > 2i 4 1, tal que o resultado é vélido

para todo natural menor que k. Temos os seguintes casos:
Caso 3.2.1: u ndo foi gerado na etapa i.

Como v € Y (X) e surgiu na etapa i, ele é da forma [z,b] com 2,0 € Y(X), z > beb

de peso i. Veja que z e (z)a,, foram criados na mesma etapa.

e Se z e (z)a, foram criados antes da etapa ¢, temos que z e b apareciam na expressao
ao fim da etapa ¢ — 1. Suponhamos sem perda de generalidade, que u estava a esquerda
de z quando iniciamos a etapa ¢. Assim, como coletamos b antes de z (se z for coletado),
temos que v = [z, b] foi criado imediatamente a direita de z, ou seja, v foi criado a direita
de u. Como ndo coletamos nenhum dos dois nesta etapa, u continuou a esquerda de v
até o fim da etapa . Veja que, como (z2)a,, aparecia ao fim da etapa ¢ — 1, pela hipdtese
de indugdo, ao fim da etapa i — 1, (u)«, estava a esquerda de (z)a,. Aplicando um

raciocinio andlogo, concluimos que (u)a, estd a esquerda de (v)«,, até o fim da etapa 1.
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Esse caso é ilustrado pela tabela a seguir.

Momento Expressao

Comecodaetapai | w---z---b - (w)a, - (2)a, - (b)ay,
Coletade b w-bozve (u)ag - (2)ag - (b)a

Coletade (b)a, |u---v---(u)ay - (b)ay - (2)a, - (v)ay,

Fim da etapa i w-ve (W - (V)

e Agora, digamos que z e (z)a, surgiram na etapa i. Pela hip6tese de indugéo, u
e z possuem a mesma posicdo relativa que (u)a, e (2)o, ao fim da etapa i. Como os
pesos de u, (u)ay, z e (z)a, sdo maiores que i, eles ndo foram coletados nesta etapa.
Suponhamos que u finalizou a etapa i a esquerda de z e, entdo, assim estava desde
a criacdo de z. Da mesma forma, (u)a,, estava entdo a esquerda de (2)a,. Quando
coletamos b, criamos v = [z, b] imediatamente a direita de z e, portanto, a direita de w.
Analogamente, (v)a, estara a direita de (u)w, ao fim da etapa i. Assim, provamos o
que queriamos quando v foi criado na etapa ¢ mas v ndo. Para auxiliar o leitor, trazemos

a proxima tabela ilustrando este caso.

Momento Expressao
Comeco da etapa i Wb (w)ay - ay(b)
Criacdo de = W zebe (W (D)o,
Criagdo de (2)a, U zebe(W)ag - (2)ag - (D)
Coleta de b w-rbozove (w)ag s (2)ag - (b)ag,
Coletade (b)a, | b---u---v---(u)ay - (b)ay - (2)ay, - (v)ay,
Fim da etapa i w- v (Wag - (V)

Caso 3.2.2: u e v foram criados na etapa i.
Portanto, u = [w, a] e v = [z,b], com w > a, z > b, além de que a e b possuem peso .
Notemos que, como w > a e z > b, 0s pesos de w e z sdo maiores ou iguais a 7. Podemos

supor ainda que ¢ < b. Vamos separar esse estudo em trés subcasos.
Subcaso 1: a = b.

e Se z e w foram criados antes da etapa i, entdo, ao iniciar a etapa i, a posigdo relativa
de z e w é a mesma que (z)a, e (w)a,. Como a < wea < z, ao coletarmos a, ndo
coletamos ainda w e z. Portanto, u = [w, a] e v = [z, a] ficardo com a mesma posicao
relativa que a posigao relativa inicial de w e z. Essa posigao relativa nado serd alterada

nesta etapa, pois ndo coletaremos u nem v. Analogamente, (u)a, e (v)a,, ficardo com as
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mesma posicoes relativas que (w)a,, e (2)a,, tinham na posicdo inicial. Logo, concluimos
¥ ¥

o desejado. A tabela abaixo mostra as fases dessa justificativa.

Momento Expressao
Comeco da etapa ¢ W zeas (Wag - (2)ag - (a)ay
Coleta de a a-w-u-zvs (Wag e (2)ag - (a)ay

Coletade (a)a, |u---v---(a)ay, - (W), - (W)ay - (2)a, - (V)

Fim da etapa i w- v (Wag - (V)

e Agora, caso z ou w tenha sido criado na etapa 7, suponhamos, sem perda de
generalidade, que z foi criado na etapa i. O mesmo pode-se dizer para (z)w,. Digamos
que v finalizou a etapa i a direita de z. Assim, pela hipdtese de indugdo, (u)«,, finalizou
a etapa ¢ a direita de (z)a,. Como u e z tem pesos maiores que i, ao coletarmos a,
criaremos u = |w, a| a direita de z e, consequentemente, v = [z, a| serd criado a esquerda
de u. Portanto, ao fim da etapa 4, u estard a direita de v. Analogamente, (u)c, estara
a direita de (v)a,. A préxima tabela nos ajuda a compreender essa argumentacao.
Observe que as linhas ndo estdo na ordem cronolégica e algumas fases estdo repetidas.
Isto ocorre pelo fato da justificativa usar em conta as posi¢des finais de u, z, (u)a,, (2)a,

a fim de determinar as posicdes finais de v e a,(v).

Momento Expressao
Fim da etapa i Zewe (2)ag - (U)o
Antes da coleta de a e (a)ay, Zerwea (2)ag s (W) - (@),
Coleta de a a-z-v-w-ou (2)ag - (w)ag - (a)ay,
Coleta de (a)ay, Ve ue e (a)ag - (2)ag - (V)ag - (w)ag - (u)ay,
Fim da etapa i w- v (V)ag - (w)o,

Subcaso 2: Os pesos de z e w sdo ¢, mas a < b.

Assim, temos que a < w e a < b < z. Novamente, como w e z foram criados antes
da etapa 4, ao iniciar a etapa ¢, a posigdo relativa de z e w é a mesma que (z)a, e (w)a,.
Suponhamos, sem perda de generalidade, que w esta a direita de z na posicdo inicial e,
consequentemente, (w)w,, esta a direita de (z)a,,. Assim, ao coletarmos a, [w, a] ficara
a direita de z. Portanto, ao coletarmos b, [z, b ficard a esquerda de [w, a]. Isto ndo se
alterard nesta etapa ja que ndo coletaremos v ou v. Analogamente, ao fim da etapa ¢,

temos que (v)ov, ficard a esquerda de (u)cv,.
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Momento Expressao
Comeco da etapa i Zerweeacbe (2)og o (w)ow - (@)o, - (D)o,
Coleta de a a-z-[z,al---w-u-bo (2)og (W) - (@) - - (D)o,

Coletade (a)ay | 2z u---b---(a)a, - (2)ay - [(2)a, (a)ay] - - (w)ay - (u)ag - -+ (b)ay

Coleta de b boz-veu (2)og - (u)ag -+ (b)ag,
Coleta de (b)av, veeewe s (b)ag - (2)ag - (V)o - (u) o
Fim da etapa i Ve (U)o (u)ag

Subcaso 3: O peso de z ou o peso de w é maior que 4, além de que a < b.
e Vamos supor que o peso de z é maior do que <.

— Primeiro veremos o caso em que z e (z)a, ndo foram criados nesta etapa. Supo-
nhamos, sem perda de generalidade, que ao fim da etapa 4, u ficou a esquerda de z.
Entdo, pela hipétese de indugdo, ao fim da etapa ¢, (u)o, ficou a esquerda de (2)a,,.
Desde que u foi criado, a posicdo relativa entre ele e z ndo foi alterada. Logo, quando
coletamos b e criamos [z, b], ele foi criado imediatamente a direita de z. Portanto, v e v
tem a mesma posicdo relativa que u e z. De modo andlogo, (u)w, e (v)a, terdo a mesma
posigdo relativa que (u)a, e (2)a,. Novamente traremos uma tabela para auxiliar na

compreensdo da justificativa e ela ndo estard na ordem cronoldgica.

Momento Expressao
Fim da etapa ¢ w2 (wag - (7)o,

Coleta de a a-w w2z b (Wag - (2)ag - (a)o - (D)o,
Coletade (a)ay, | w---z---b---(a)a, - (w)ay, - (W)ay - (2)a, - (),

Coleta de b w--bozove(uag - (2)ag - (b)a
Coleta de (b)a, w-ve(wo - (D)o - (2)aw, - (V)

Fim da etapa i w-vee (U)o -

- Agora, veremos o que ocorre se z e (z)a, foram criados nesta etapa. Suponhamos
sem perda de generalidade, que u terminou a etapa 7 a direita de z e, consequentemente,
(u)ov, terminou a etapa i a direita de (z)a,,. Digamos que u foi criado antes de z. Entéo,
quando z foi criado, ele estava a esquerda de u, pois ndo coletamos nem u nem z
nesta etapa. Assim, quando criamos v imediatamente a direita de z, chegamos que u
terminou a etapa ¢ a direita de v. Assim como a tltima tabela, esta ndo obedece a ordem

cronolégica.
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Momento Expressao

Fim da etapa i Zou
Criacdodez | z---u---b
Coletadedb |b-z-v---u

Fim da etapa i v

Agora, se z foi criado antes de u e, portanto, v foi criado a direita de z. No momento
que criamos u, temos que z estava a esquerda de w, e z ficou a esquerda de u até o fim
da etapa i. Além disso, quando criamos v, ele ficou imediatamente a direita de 2. Logo,

ao fim, v ficou a esquerda de u.

Momento Expressao

Fim da etapa i Zou
Criacdodeu | z---a-w-u---b

Criacdo de v b-z-v---u

Fim da etapa i URERRY

De modo andlogo se prova que, independentemente se (z)w, foi criado antes ou
depois de (u)c,, temos que (v)a,, finalizou a etapa ¢ a esquerda de (u)c,.

e Agora vamos analisar o caso em que o peso de w é maior que ¢ e 0 peso de z é .
Podemos supor isto uma vez que ja estudamos o caso w(z) > i. Como v = [z,b] € Y(X),

é fato que z > b.

- Se w surgiu na etapa i, ele surgiu antes de v, pois surgiu antes de v. Da mesma
forma, (w)a, surgiu antes de (v)a,. Como u foi criado a direita de z, temos que w foi
criado a direita de z. Suponha, sem perda de generalidade, que w terminou a etapa i a
direita de v. Pela hip6tese de indugdo, (w)c, terminou a etapa ¢ a direita de (v)a,. Logo,
quando criamos v, ele foi criado a esquerda de w e portanto, z estava a esquerda de
w, ou seja, w foi criado a direita de z. Assim, quando coletamos a, geramos v a direita
de z. Consequentemente, ao coletarmos b, criamos v a esquerda de u. Mais uma vez

precisaremos trazer uma tabela que ndo segue a ordem cronolégica.

Momento Expressao
Fim da etapa i v w
Coleta de b b-z-v---w

Coleta de a zora-w-u---b
Coletade b b-z-v--u

Fim da etapa i UREREY
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Analogamente se prova que (v)«w,, finalizou a etapa i a esquerda de (u)a,.

- Agora, se w ndo foi criado na etapa i, suponhamos que no fim da etapai — 1, w
estava a esquerda de z. Pela hip6tese de indugdo, o mesmo se diz entre (w)o, e (2)a,.
Logo, ao surgir u, ele foi criado a esquerda de z. Assim v foi criado a direita de u.

Analogamente, ao fim da etapa i, (v)a,, estara a direita de (u)ov,.

Momento Expressao
Comeco da etapa i weezeras b (W)ag - (2)ag - (a)og - (D)o
Coleta de a a-w-u---z-[z,al- b (w)ag - (2)og - (@) - (D)o,

Coletade (a)a, | u---z---b---(a)ay - (w)oy, - (W)ay - (2)ay - [(2)ag, (a)oy] - - - (b)ay

Coleta de b w-bozove(Wog - (2)ag - (b)ag
Coleta de (b)av, w-ve (w)ag - (b)ag - (2)ow, - (V)
Fim da etapa ¢ w-ve e (u)ag - (V)ag

Com isso finalizamos a prova da afirmacao.
Passo 3: Agora, vamos provar a seguinte afirmacao:

Se u € Y (X) e aparece na expressdo final, entio (u)c, também aparece na expressio na

mesma etapa em que u foi criada, para toda permutacido ¢ compativel com wu.

Se u tem peso 1, entdo pertence a X. Logo, u aparece na etapa 0, bem como os
demais elementos de X, ou seja, (u)o, aparece na mesma etapa que u foi criado, para
toda permutacdo ¢ compativel com u. Agora, seja k > 2 o peso de u e vamos assumir
que a afirmacao é verdadeira para todos os elementos de Y (X') com peso menor que u
que aparecem no final da coleta. Portanto, u é da forma [w, a] para w,a € Y (X). Seja
¢ € S,, compativel com u. Entdo, ¢ é compativel com w e a. Como « foi gerado na coleta
de a, temos que w e a aparecem na expressdo ao fim da etapa i e u foi construido na

etapa i, onde 7 é o peso de a. Vamos analisar dois casos:
Caso 1: w foi criado antes da etapa 7.

Pela hipétese de indugdo, (w)a, foi criado na mesma etapa. Da mesma forma, a
e (a)a, foram criadas antes da etapa i, pois nesta etapa s6 se criam comutadores com
peso maior que i. Assim, ao fim da etapa ¢ — 1, pela afirmacdo provada no Passo 2, w e
a estdo com a mesma posicao relativa que (w)w, e (a)cv,.

Como u foi gerado na etapa 7, temos que w estava a esquerda de a no fim da etapa
i— 1. Assim, (w)a,, satisfaz o mesmo em relacgdo a (a)w,. Portanto, na etapa i, foi gerado

[(w)a,, (a)a,] = (u)ay,, como desejado.
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Momento Expressao

Comecodaetapai | w---a---(w)ay, - (a)ay,
Coletade a a-w-u---(way, - (a)o,

Coletade (a)a, | u---(a)oy, - (W)ay, - (uw)o,

Fim da etapa i w- - (u)o,

Caso 2: w foi gerado na etapa 1.
Para podermos prosseguir, vamos provar a seguinte afirmacgao:

Dado r € Y (X)), com r compativel com ¢ e peso menor que o peso de u, se r foi gerado na

etapa i a esquerda de a, entdo (r)a, foi gerado a esquerda de (a)cv, na mesma etapa.

Se i = 0 a afirmacdo é verdadeira. Suponha que ¢ > 1. Dado um elemento que foi
gerado na etapa 7, seu peso minimo é 2 pois é da forma [c, d| com c e d de peso no minimo
i. Assim, sendo [ o peso de r, vamos proceder por indugdo sobre [ € {2i,2i +1,...}.
Para [ = 2i, temos que r = [¢,d], com ¢,d € Y (X) de peso i. Assim, ¢ e d ndo foram
gerados nesta etapa. Além disso, r deve ter sido criado antes de coletarmos a e, portanto,

d < a.

Ja que o peso de a é i, temos que ¢, d e a tem pesos menores que v podendo assim
ser aplicada a hipétese de indugdo. Logo, temos que (¢)o,, (d)o, € (a)a, aparecem na
expressdo ao fim da etapa i — 1 e nas mesmas respectivas posigdes relativas que c, d e a

pela afirmacdo provada no Passo 2.

Como r = [c, d], ele foi gerado imediatamente a direita de c e a esquerda de a por
hipétese. Entdo, (c)«, estava a esquerda de (d)a,, e (a)a, ao fim da etapa i — 1. Assim,
quando coletamos (d)a,, ainda ndo vamos ter coletado (a)cv,, pois (d)a, < (a)a,. Dessa
forma, vamos criar (r)o, = [(c)ay, (d)ay,] a esquerda de (a)a,. Provamos assim o

desejado para k = 2i.

Momento Expressao

Comegodaetapai | c---d---a---(c)a, - (), - (a)o,
Coleta de (d)a,, (d)ay - (c)a, - (r)ag - - (a)ay,

Agora, seja | > 2i de modo que a afirmagédo é verdadeira para todo comutador de
peso menor que /, compativel com ¢ e que foi gerado na etapa i a esquerda de a. Temos
quer = [c,d] € Y(X), com d de peso i e d < a, pois r foi construido antes de coletarmos
a. Como r foi criado imediatamente a direita de ¢, temos que c estava a esquerda de a

quando criamos 7.
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e Se c foi criado antes da etapa i, pela hipétese de indugdo, (c)c, foi criada na mesma
etapa que c. Assim, pela afirmacdo provada, ao fim da etapa i — 1, temos que as posi¢des
relativas de ¢, d e a sdo, respectivamente, as mesmas de (¢)a,, (d)a, e (a)o,. Além
disso, como r foi criado a esquerda de a, temos que c estava a esquerda de a ao fim da
etapa i — 1. Logo, (c)a,, estava a esquerda de (a)a,, ao fim da mesma etapa. Portanto,

ao coletarmos (d)a,, criamos (r)a, = [(¢)a,, (d)a,] a esquerda de a, como desejado.

Momento Expressao

Comecgodaetapai | c---d---a---(c)ay, - (d)o, - - (a)o,
Coleta de (d)a,, (d)ay - (c)ay, - (r)ag - - (a)ay,

e Agora, se ¢ foi criado na etapa i, temos que ele foi criado a esquerda de a, pois |c, d]
foi criado a esquerda de a. Assim, (c)w, foi criado a esquerda de (a)a,, pela hipotese
de indugdo. Logo, ao coletarmos (d)c,, criaremos (r)a, = [(¢)o,, (d)w,] a esquerda
de (a)a,. Provamos assim tal afirmacdo. Novamente apresentaremos uma tabela fora
da ordem cronolégica, j& que precisamos antes buscar uma informacgédo sobre o fim da

etapa 1.

Momento Expressao
Fim da etapa i re--a
Coleta de d d-c-r---a
Criagdo de ¢ c---d---a
Criacao de (¢)o, (Oay - (d)ay - - (a)ay,
Coleta de (d)a, | (d)ay, - (¢)ay, - (r)ay - - (a)ay,

Aplicando esta afirmacdo para w, temos que (w)a, foi gerado a esquerda de (a)cv,.

Assim, ao coletarmos (a)c,, aparecerd (u)a, = [(w)w,, (@)ay).

Momento | Expressao

Criacdo de w wee-a

Coleta de a a-w-u

Concluimos a demonstragao do lema. O

Observacgdo 2.3. Vamos fazer algumas consideragdes a respeito do processo de coleta

realizado no Lema 2.2.
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(1)

(11)

(I11)

Um processo de indugdo simples sobre o peso dos elementos de Y (.X) nos diz

que cada um deles aparece no maximo uma vez na expressao obtida.

Para cada w € Y (X)\X que aparece no processo de coleta, o primeiro elemento
na escrita de w é y;, para algum i € N. De fato, provaremos essa afirmagdo por
indugédo sobre w(w). Vamos supor que o peso de w é 2. Se w = [z;,z;], com
i,j € N, entdo i > j. Mas [z;, z;] ndo aparecerd no processo de coleta, pois
quando formos coletar z;, o elemento x; estara a sua direita e entdo, ndo faremos
a substituicdo x;z; = z;z;(z;, z;]. Observamos também que comutadores da
forma [z;, y;] ndo pertencem a Y (X) pois z; < y;, para todos i,j € N. Assim,

existem ¢ € I,, e z € X tais que w = [y;, 2].

Agora, sejaw € Y (X)\X de peso k > 2 e assuma que o resultado vale para todo
elemento de Y (X)\ X de peso menor que k que aparece no processo de coleta.
Assim, w é da forma [r, s] com 7, s € Y(X) e r > s. Portanto, o peso de r é maior
ou igual ao peso de s, fazendo com que w(w) > w(r) > 2. Assim, pela hip6tese
de indugdo, o primeiro elemento na escrita de r, e consequentemente de w, é da

forma ;.

Calculemos neste momento o nimero de vezes que aparecem comutadores
da forma [[ya, T, .|, [ya, zc]] @0 finalizarmos o processo descrito no Lema 2.2.
Digamos que aparece um elemento dessa forma com a < b < ¢ < d < e. Entéo,
pela segunda parte do Lema 2.2, existem () elementos na expressao obtida que
satisfaz o desejado. Agora, se pedirmos a = b < ¢ < d < ¢, existem (';) elementos
como dito. Seguindo o mesmo raciocinio, o nimero de elementos da forma
[[Ya v, xc), [Ya, ze]] que aparecem na expressdo final é da forma my - () + my -

(72"0)+...+m5.(g),emqueml,...,m5€N.

De forma semelhante, para cada forma estabelecida de elementos de Y (X), o
numero de vezes que aparecem elementos dessa forma na expressao final é uma
soma de multiplos de elementos da forma () em que m é um natural ndo nulo
menor ou igual ao peso da forma dada.

Para cadam € {2,...,n}, o elemento [y, xs, . .., x,,] também aparece na expres-
sdo ao fim do processo de coleta. De fato, provaremos essa afirmacado por indugao

sobre m. Para m = 2, note que ao coletarmos 5, teremos:

T1Y1T2Y223Y3 - - TplYn = T1T2Y1 [yl, Iz]yziﬂgy:’, © TnYn,

satisfazendo o desejado.
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Agora, assuma que [y;, %2, . . ., Z,,,] foi criado no processo de coleta para algum
m € {2,...,n — 1}. Escrevemos u = [y1,%2...,2pm_1] S€ m > 2 € u = y; caso
m = 2. Assim, [y1, T2, ..., Tn| = [u,z,]. Veja que criamos [u, z,,] ao coletarmos

x, e portanto u estava a esquerda de z,,, quando comecamos a coletar z,,. Por
consequéncia, como z,,1; estava a direita de z,, na expressao inicial e ainda nao
coletamos z,, nem z,,,1, temos que u estava a esquerda de x,,,; e ao coletarmos
T, criamos [u, x,,| a esquerda de z,,;;. Assim, ao coletarmos z,,;1, criaremos

(U, Ty Tona1] = (Y1, T2, - -+, Tony Tt |- Provamos assim o afirmado.

(V) Dado um elemento u da forma [y;,, xi,, . . ., z;, ] para algum m € N, se u aparece
na escrita final obtida, temos que [y;,, z;,] foi criado na primeira etapa e, portanto,

na expressao inicial tinhamos que y;, estava a esquerda de z;,, ou seja, iy < 7.

Como [y1, z4,, xi,| aparece na escrita, ele é um elemento de Y (X). Portanto,
zi, < x;,. Além disso, ao coletarmos z;,, temos que [y;,x;,] ja deve ter sido
criado, fazendo com que z;, < z;,. Repetindo este argumento teremos que

1 <ig < -+ <l

(VI) Dadoum comutador v € Y (X) construido no processo de coleta, temos que u ndo
é da forma [us, ..., [z, ], ..., um] OU [ug, ..., (Y5, Yj], - - U] para uy, ..., uy, €
Y (X),1i,j € I, em € N. De fato, note que os comutadores do tipo [z;, z;] e [y;, y;]
nao surgem Nno processo, pois os elementos z1, . .., x, jd estdo ordenados entre si

desde o inicio e 0 mesmo acontece com ¥y, . . ., Yy-

Tomemos um comutador u € Y (X) que possui apenas um elemento da forma y;
em sua escrita e surgiu no processo de coleta. Pelo item (II), este elemento é o
primeiro da escrita de u. Além disso, o primeiro paragrafo deste item nos diz

que u é do tipo [y;,, T4y, - . ., 2] paraalgum [ € I,.

Para o que segue, vamos necessitar do seguinte lema.

Lema 2.4. Dado i € Nep primo, com 1 < i < p",sei = p"j com mdc(p,j) =1, entdo p" "
divide (V).
n

Ideia da demonstragdo. Alguns célculos simples mostram que p" " (% ') = Sy =

7(*). Entdo, p"~" divide j (%), e como mdc(p" ", j) = 1, temos que p"~" divide (7).
L]

Dados um comutador v em um grupo G e g € G, o peso de u em g é quantidade de
vezes que g aparece na escrita de u. Por exemplo, para z,y € G, o comutador [z, y, y]

tem peso dois em y.
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Sejam G um p-grupo e z,y elementos de G. Para a,b € (x,y) e r um natural ndo

nulo, seja K, (a,b) o fecho normal em (x, y) do conjunto formado por:

e comutadores formais em {a, b} de peso no minimo p" e peso no minimo 2 em b;

r—k+1

® asp -ésimas poténcias de comutadores formais em {a, b} de peso maior ou

igual a p*~! e menor que p* e peso no minimo 2 em b para k € I,.

Usando o Lema 2.2 e levando em consideragdo a Observagdo 2.3, podemos demons-

trar a seguinte férmula de coleta de Hall [26, Proposition 1.1.32].

Teorema 2.5 (Commutator collection formulae). Sejam G um grupo, z,y € G,r € N*ep

um primo. Entdo:
(i) (zy)" = 2y T o[y, i 12)(%) (mod K (x,y));
(i) [27,y] = 2,97 T ol v,11210%) (mod K. (x, [z, y])).

Demonstragio. Escrevendo n = p’, sejam X = {z1,22,...,Zn,y1,...,Yn} € F 0 grupo
gerado livremente por X. Pelo Lema 2.2, sendo L(F’) o fecho normal em F' do conjunto

composto por elementos de Y (X') de peso maior que n, temos que:
T1Y1 - TpYn = C1C2 -+ G (mod L(F)),

em que ¢y,...,¢, € Y(X) e estdo escritos na ordem crescente segundo a relagdo de
ordem <. Além disso, se u = ¢; € Y(X) paraalgumi € I, e ¢ € S,, é compativel com u,
entdo (u)a, = ¢; para algum j € I,,.

Consideremos a fungdo oy : X — (z,y) em que para cada i € [, temos (z;)a; =z e
(y;)a; = y. Como F é livre em X, podemos tomar um homomorfismo o : F' — (z,y)

que estende a. Assim, temos as seguintes congruéncias médulo (L(F'))c.
(xy)" = (T191 - TpYn) = (102 Cp)a = (). .. (e v

Pela Observagao 2.3 (II), em todo comutador de peso no minimo 2 que surgiu no
processo de coleta, o primeiro elemento em sua escrita é y;, para algum i € I,,. Dado
um comutador formal basico w em X de peso maior que n que surgiu na coleta e que
apareca apenas um simbolo da forma y;, pela Observagédo 2.3 (VI), o comutador w é um
elemento da forma [y;,, ;,, . . ., ;.| €, pela Observagdo 2.3 (V), i; < iz < --- < ix. Como
i1,. .., € I,, temos que o peso de w é menor ou igual a n, o que é um absurdo. Logo,
todo elemento de Y (X') gerado no processo de coleta e de peso maior que n possui pelo

menos dois elementos da forma y;. Logo, (L(F))a < K(z,y).
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Agora, dado um comutador do tipo [y,;—1z|, temos que ele é imagem por a dos
elementos da forma [y;,, %, . . ., ;). Pela Observacgdo 2.3 (IV) e (V) ha pelo menos um
comutador dessa forma na coleta feita, além de que satisfaz iy < i, < --- < 9;. Assim,
para descobrirmos quantos elementos da forma [y, ;z] teremos, basta sabermos quantos
comutadores do tipo [y, Tiy, - . ., 2], cOM iy < iy < --- < i;, Obteremos no processo de
coleta.

Veja que existe uma bijecdo ¢ entre I,\{1,...,l} e I,\{41,...,4}, pois tais conjuntos
tem a mesma cardinalidade. Pelo Lema 2.2, se i; < iy < --- < 4, entdo [y, , Tiys - - -, Tj)]

aparece na expressdo, ja que podemos considerar a permutagéo:

p: I, — I,

_ i, seje€l;
J =
P(j), sej ¢l
o qual é compativel com u = [y;, 22, ..., x| que ja surgiu na etapa 1 do processo de

coleta. Logo, existem (') elementos da forma desejada na expressdo de (zy)" e estes
estardo em sequéncia. Além disso, lembremos que pela Observagdo 2.3 (VI), se um
elemento u de Y (X)) foi construido no processo de coleta e possui apenas um elemento
da forma y; na sua escrita, entdo u é do tipo [Yirs Tins - - s xil], com iy < 1g < --- <1, para

algum ! € I,.

Agora, dado um comutador de Y (X') de peso m que surge no processo de coleta e
contém dois elementos do tipo y; em sua escrita, pela Observagao 2.3 (III), o niimero de
vezes que aparece um comutador dessa mesma forma é uma soma de naturais como
(7) onde t < m.

Dado k tal que p"~! < m < p*, temos que t = pa onde j < k — 1 e mdc(p,a) = 1.
Pelo Lema 2.4, temos que p"**! divide (* ). Assim, p"**! divide o nimero de vezes
que comutadores da mesma forma que a dada aparece na expressdao de x1y; . .. TpYn.
Além disso, tais elementos estardo em sequéncia. Logo, ao calcularmos « de tais, o
produto de suas imagens estardo em K (z,y). Logo, concluimos que:

r

p T

(zy)” =@y [[lysi-12](%) (mod K, (2, y)) -

=2

Agora, provaremos o segundo item. Uma indugdo simples nos mostra que para
todo m € N temos que [z, y] = 7" (z[z,y])". Agora, usando argumentos andlogos aos

utilizados no primeiro item, se prova que:
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'

p

(z[z,y])P" == yl?" H Yl i lx (mod K, (z,[z,y])).

=2

Logo, considerando as congruéncias médulo K (z, [z, y]),

'

3

p

@y = o (ala,y))P = a2 2,y [llz, ) ima2](5) = [yl [ L1y, im02] (5,
=2 3

bS]

@
Il
M)

como desejado. O

Apresentaremos a seguir outras duas férmulas devidas a P. Hall, conhecidas como
"Férmulas de coleta de Hall". A demonstracdo desse resultado serd omitida, mas pode

ser encontrada em [16, pag. 4].

Teorema 2.6. Sejam G um grupo e x,y € G. Entdo, para todo k € N :

(ey)" = 2"y (mod o (HY" ()" e (HY" ™ - () ) (2.3)
onde H = (x,y). Além disso, escrevendo L = (x, |x,y|), temos:
2,y = [0,y (mod Aa(LY" (L) (D) (L)) (2.4)

Além das férmulas de coleta de Hall, os préximos dois resultados tém se mostrado
ferramentas importantes no estudo de expoente de grupos e serdo aplicados no Capitulo
5 na obtengdo de limitantes para expoente de termos da série central inferior de um
p-grupo finito. Omitiremos suas provas que podem ser encontradas em [16, pdginas 5 e
6].

Teorema 2.7. Sejam G um p-grupo finito e M, N subgrupos normais de G. Entdo:
1 —2

[N”k,M] = [N, M]"* (mod (M, NP (M, NP [M,pkND.

Teorema 2.8. Sejam G um p-grupo finito e N um subgrupo normal de G. Entdo temos as

seguintes congruéncias para todos inteiros ke l,comk > 0el > 1;
(i) |NG| = NAGE" (mod TTELy N,y a G

() [Np’“,,a] = [N,,G" (mod T, {Np’“*",r(p_w(;]).



CAPITULO 3

p-GRUPOS FINITOS

Neste capitulo apresentaremos um estudo sobre duas classes de grupos que serdo

abordados em capitulos futuros, a saber: p-grupos powerful e p-grupos regulares.

3.1 p-Grupos powerful

Veremos no tltimo capitulo desta dissertacdo que se G’ é um p-grupo metabeliano
de classe menor ou igual a 2p — 1, entdo G? é powerful. Além disso, G? ser powerful
é uma de trés condi¢des suficientes para que exp(M(G))|exp(G) (Veja Teorema 5.4).
Assim, o objetivo desta secdo é introduzir o conceito de p-grupo powerful e apresentar
os resultados que sdo necessarios no estudo de expoentes de grupos que faremos no
Capitulo 5. Salvo mencgéo contrdria, os resultados desta secdo podem ser encontrados
em [28].

Dado um p-grupo G, um subgrupo N de G é powerfully embedded em G caso:

[N,G] < N”*, sep=2
[N,G] < NP, sep>2

O grupo G é dito powerful se G é powerfully embedded em si mesmo, ou seja,

G’gGPQ, sep =2

G' <GP, sep>2

Neste trabalho, estudaremos os p-grupos powerful com p-impar. E facil ver que todo
p-grupo abeliano é powerful. Também o centro de um p-grupo G é powerfully embedded
em G.

Para simplificar, vamos escrever N p.e. G quando N for um subgrupo powerfully
embedded em G. Claramente, se N p.e. G, entdo N é powerful. Além disso, N é normal

em G, pois para todosn € N e g € G temos n? = n[n,g] € NN¥ = N.
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Para prosseguirmos o estudo, precisaremos do préximo lema.

Lema 3.1. Sejam G um p-grupo finito e N um subgrupo normal de G tal que N # {1}. Existe
KaGtalque KaN,(N:K)=pe|G,N] < K.

Demonstragido. Vamos provar por indugado sobre a ordem de G. Se |G| = p, entdo N = G

pois {1} < N e assim basta tomarmos K = {1}.

Agora, seja G um grupo com ordem p“ tal que o resultado é verdadeiro para todo

p-grupo com ordem menor que p®. Seja N um subgrupo normal de G, com N # {1}.

Se [G,N] = {1}, entdo N < Z(G). Pelo Primeiro Teorema de Sylow, existe um
subgrupo K de N, e portanto de G, tal que (N : K) = p, pois {1} < N e N é p-grupo.
Como K < N < Z(G), temos que K < G, concluindo o necessério.

Agora, suponha que [G, N]| > {1}. Como [G, N| <« G, podemos considerar o grupo
G/[G, N] com ordem menor que |G|. Uma vez que G é nilpotente, por ser p-grupo,
e N # {1}, a Proposigdo 1.7, nos diz que [G,N] < N. Desse modo, {lg/cn} <
N/[G, N] e, por hipétese de indugdo, existe K /|G, N]<N/[G, N] com K /|G, N|<G/|G, N|
e (N/|G,N]) : (K/|G,N])) = p. Comisso, K <G, [G,N]< K e:

0= (@ @) =P

Concluimos assim que o resultado é vélido para todo p-grupo finito G. O

O préximo lema se trata de uma afirmagdo provada durante a demonstracdo de [28,
Theorem 1.1].

Lema 3.2. Dados um p-grupo finito G com p um primo impar e KX um subgrupo normal de G,
se [K,G] < K?[K, G, G|, entdo K p.e. G.

Demonstragido. Vamos supor que [K,G] < K?[K, G, G] mas K nao é powerfully embedded

em G e deduzir uma contradi¢do. Como [K, G, G| < [K, G], temos:
K, G = [K, G, G] ([K,G] N K7).

De [K,G| £ KP resulta [K, G| N K? < [K,G]. Assim, escrevendo H = [K, G| N K?, é
fato que [K, G|/H é um subgrupo normal nao trivial do p-grupo finito G/H. Pelo Lema
3.1, existe L/H <« G/H com:

L [K,G] [K,G] L G [K,G]] L
E'TT’( ‘Ozpe{ﬁ—ﬁﬂﬁﬁ
Logo, H<L,L<G,L«[K,G],([K,G]:L)=pe|K,G, G| =[G, [K,G]] < L.

Dessa forma, L < [K,G] = [K,G,G]H < L, o que contradiz o fatode ([K,G] : L) = p.

H H
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Concluimos assim que a afirmagao é verdadeira para todo p-grupo finito G. O

O préximo teorema serd aplicado muitas vezes nesta mesma secéo.

Teorema 3.3. [28, Theorem 1.1] Dado um p-grupo G com p um primo impar, se N p.e. G, entdo
NP p.e. G.

Demonstragdo. Suponhamos que temos N p.e. G. Sendo K = NP, vamos primeiramente
provar que se [K, G, G| = {1}, entdo [K, G] < K?. Da hip6tese segue que [N, G, G, G| <
[K,G,G] = {1}. Agora, dadosn € N e g € G, pelo Teorema 2.6, é fato que se L =

(n,[n, g]), entdo:
[n, g]" = [n”, g] (mod (L), (L)) -
Pela Proposigédo 1.8, temos:

72(L) = <[n7n]lv [n7 [nvg“lv Hnug]7 [nang‘ le L> = <[n7 [n7g]]l|l S L> < [N7 G]’

e de modo analogo, 5(L) = ([a,b,c)'| a,b,c € {n,[n, g]},1 € L). Nao é dificil verificar
que se a,b,c € {n,[n,g]}, entdo [a,b,c] € [N,G,G,G] = {1}, provando assim que
v3(L) = {1}. Uma vez que v,(L) < v3(L) = {1}, concluimos que:

[n, 9" = [n”, g] (mod [N, GJ?) .

Portanto, [n?, g] € [N, G|P para todosn € N e g € G, provando que [K,G] < [N, G]*.
Logo, [K,G] < KP, como desejado.
Agora, suponhamos [K, G, G| # {1}. Colocando H = [K, G, G|, vamos estudar o
grupo K/H <«G/H. Assim,
{N G] _[N.G]JH _ N'H _ (N)”’

H H H — H H

provando que N/H p.e. G/H. Além disso,

N\’ NH KH K
H) — H ~ H H

Umavez que [K/H,G/H,G/H| = (|K,G,G|H)/H = {1}, segue da primeira parte,

ol _[K 6] (£Y £
H H H| ~ \H H

fazendo com que [K,G| < KPH = K?[K, G, G]. Agora, do Lema 3.2, concluimos que

K pe. G. |

Agora, estamos aptos a provar o proximo teorema, que nos fornece uma importante

caracteristica dos p-grupos powerful finitos.
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Teorema 3.4. [28, pdg. 487] Dado um p-grupo finito powerful G' com p impar, para cada par
i,j €N, temos que G*' p.e. G e (Gpj>p = Gr,

Demonstragdo. Primeiro provaremos o seguinte:

Afirmagio 1: Dado um p-grupo finito, se j é um natural tal que G* "~ = {1} e G¥ p.e. G,
entao <Gpj>p = {1}.
Faremos essa prova por indugdo sobre a ordem de G. Se G = {1}, é 6bvio. Agora,

seja G um p-grupo finito tal que a afirmacédo é verdadeira para todo p-grupo com

ordem menor que |G|.

Se G = {1}, j4 temos o desejado. Supomos assim que G*’ # {1}. Como G*’ é um
p-grupo, temos Z (G”j) #{1}eZ (Gpj> 4G uma vez que 7 (Gpj) char G¥ < G.
Tomemos entdao N = 7 (Gpj). Logo, |[N| # 1. Assim, G/N é um grupo com

ordem menor que |G| e, portanto, o resultado é valido neste grupo. Veja que, como
GP"" ={1} e G¥ pe. G,

N
N’

G\ &N
N - N

) [Gij, G] N [GPJ,G} IN,G] N

N - N

G\ ¢l _[enN ¢
NJ 'N| | N'N
= COR(C]
< - — —— .
=N N (N)
Agora, pela hipotese de indugao, ((G J/N)P j>p = N/N, ou seja,

N (N (o) (¢)'N
N:<T):(N>: N

NP )
nos permitindo concluir que (Gpj> < N. Assim, j& que G¥’ p.e. G,

(@.¢”| <[e”.¢] < (¢”) <N,
Dessa forma, v, (Gpj > <N<LZ (Gpj) e consequentemente ;3 <Gpj> = {1}, isto
é,Gr é nilpotente de classe no méximo 2.

Vamos provar que para todo t € G¥, temos t* = 1. Dado t € G”, existem

g1,...,9r € Gtaisquet = gfj e gﬁj. Mostraremos que t” = 1 por indugdo sobre k.
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pj+1

Para k£ = 1, temos (gfj>p =g € art = {1}, ou seja, t* = 1. Agora, tome
k € N* tal que o resultado é valido para todo elemento que pode ser escrito como
um produto de k — 1 termos da forma g’ . Dado t = g{’j . -gé’j comgi,...,q; € G,
tomemos s = g]fj e g’,gj_l. Pela hipotese de indugdoeo caso k = 1, temos s» = 1 e
(g£j>p = 1. Entao, pela Proposigao 1.6 e considerando que p é impar e 75(G?”') <
Z(G"), temos:

p(p—1) p(p—1)

o= (o) = (o) o o] 7= fals]

Pl p% % %
= (o)) T =l =

Logo, provamos que ¢t = 1. Portanto, por indugdo, podemos afirmar que t¥ = 1
para todo t € G¥'. Logo, (Gpj)p = {1}, como desejado.

Agora vamos mostrar o seguinte:

Afirmagdo 2: Dados um p-grupo finito G e j € N, se G? p.e. G, entdo (Gpj >p =G,

Coloquemos H = G*' "' e consideramos o grupo G/ H. Observamos que:

(GYHI _@"H H

H H H

Além disso, como H < GP’ e G¥’ p.e. G,

eV ¢ [erm 6] [or @] |or6lm
H TH| H "H| | H H| H
"o

ey (er)n G)

H H H

provando que (G/H)pj p.e. G/H.
Assim, pela Afirmacdo 1, vemos que ((G JH)? j>p = H/H. Entdo, concluimos
que H/H = <<G7’j>pH> /H, nos permitindo afirmar que (G”])p <H=G"".E

) -\ P : A\ P
facil ver que G»"' < <Gp] ) e, consequentemente, G¥' " = <G7’]> , provando a

afirmacao.

Agora, estamos aptos a provar o resultado. Primeiro mostraremos por indugédo sobre
j € N que G¥ é powerfully embedded em G. Para j = 0, é 6bvio, uma vez que G* = G.
Agora, suponhamos que para algum j € N, temos que G”' p.c. G. Pela Afirmagio 2,
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N\ P ) )
é fato que (Gp] ) = G, e entdo G¥ p.e. G pelo Teorema 3.3. Provamos assim por

inducdo que G p.e. G, para todo j € N.

Agora, dado j € N, vamos provar por indugédo sobre i € N que (GPJ)p = G”". Para

i = 0, o resultado é 6bvio. Agora, suponhamos que o resultado é valido para algum

(@)= (@)) = (@)

e, como G p.e. G, pela Afirmagio 2, vale (sz-ﬂ)p = G""7"". Logo, (Gpj >p <

Gttt

i € N. Observamos que:

i+1

) . _ \ pit! \ pitl s
E facil ver que GP"" < (Gpj > , nos permitindo concluir que <G7’]> =ar,

Logo, por indugdo, provamos que para todo par i, j € N a igualdade <Gpj )p =G

ocorre. O

O préximo lema analisa o grupo G/G?* quando G é um p-grupo powerful e utilizare-

mos tal estudo futuramente.
Lema 3.5. Seja G um p-grupo finito powerful, com p impar. Entdo:
(i) G/GP é nilpotente de classe no mdximo 2;
(i1) (g1 gn)?G? =P ---g?G?", para todosn € N*e g, ..., g, € G.
Demonstragio. (i) Pelo Teorema 3.4,
(G,G,G] < [G",G] < (GP) = G”,

e assim,

2

{G G G } _G.G.q16" G

Gp27 sz ) sz - Gp2 - Gp2 .

Portanto, G/G”* é nilpotente de classe no maximo 2.

(i4) Primeiro observamos que se g,h € G, entdo [h,g] € G' < GP. Assim, como p é
impar, pelo Teorema 3.4,

hg)" s = (hg)'7) € @y = 67"
Logo, pela Proposigdo 1.6 (iv),
@ = (1) (16°)) = (167 (17} i o]

p(p—1) 2

= (em) &™) (1,05 67) = ('h) G,
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ou seja, (gh)?GP” = (gPh?)G¥", para quaisquer g, h € G. Agora, usando este fato,
nao é dificil mostrar, por indugdo sobre n > 1, que (g; - - - gn)pGl172 =gy gﬁG”2,
para todos g1, ...,9, € G.

O

Para o que segue, lembramos que o subgrupo de Frattini ®(G) de um grupo finito G
é a interse¢do de todos os subgrupos maximais de G. Além disso, (&) consiste dos

nao-geradores de G e quando G é um p-grupo finito, podemos afirmar que ¢(G) = G'G”.

Proposicao 3.6. [28, pdg. 488] Seja G um p-grupo finito powerful com p primo impar. Entdo
GP ={g"| g € G}.

Demonstragio. Vamos provar por indugdo sobre a ordem de G. Para |G| = 1, temos que
é 6bvio pois G? = {1}. Agora, tomemos um p-grupo G powerful tal que o resultado é

valido para todo grupo com ordem menor que |G/|.

Dado = € G?, existem g¢y,...,gx € G satisfazendo z = ¢} ---g;. Considerando

g = gi--.3r pelo Lema 3.5, temos:
TGP = (g ) G” = (g1 )G = G

ou seja, existe a € G tal que 1 = gPa. Uma vez que, pelo Teorema 3.4, GP* = (GPY? ,
) q que, p

existem by, ..., b, € GP coma = b ... DP.

Escrevendo H = (g,GP), jd que © = gPa = ¢*bY ... 1P teremos que x € H?. Vamos
agora estudar dois casos complementares.

Se H = G, como G é um p-grupo finito e powerful, temos ®(G) = G’ - G = G*. Logo,
GP é um grupo finito e seus elementos sdo ndo-geradores. Dessa forma, G = (g). Assim,
aigualdade G? = {a” | a € G} é uma consequéncia do fato de G ser abeliano.

Agora, se H < G, vamos provar que H é powerful. Dados u,v € H = (g,G?),
temos que u = g'sev = ¢t parai,j € Zet,s € GP. Pelo Teorema 3.4, é fato que
[GP, G] < (GP)? < HP. Logo,

w2] = [g's.9'1) = [o.9°0)" [s.0°1) = ([9"1] [o.0']") [5.1]
= [gi,t}s [s,gjt] € [GP,G] < HP.

Pela arbitrariedade de uw,v € H, podemos afirmar que H' < H?, isto é, H p.e. G.
Consequentemente, H é powerful. Além disso, como |H| < |G|, pela hipétese de

inducéo,

H? = {h? | h € HY.
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Dai, de x € H?, existe h € H tal que v = h?. Como tomamos qualquer x € GP?,

provamos o desejado.

Logo, em ambos os casos, o resultado é verdadeiro. O

A Proposicdo 3.6 pode ser estendida, como veremos a seguir.

Teorema 3.7. Seja G um p-grupo finito powerful, com p um primo impar. Entdo, para cada

1 € N, temos que:

G ={¢" | g€ G}.
Demonstragio. Procederemos por inducédo sobre i. Para i = 0, é 6bvio. Agora, vamos
supor para algum i € N temos G*" = {¢*' | g € G}.

Sendo G powerful, o Teorema 3.4 nos diz que G*' p.e. G, ou seja, G*" é powerful. Com

isso, pela Proposicdo 3.6, sabemos que:

Gpi“ _ <Gpi>p _ {yp y € Gp"} _ { <gpi>p ge G} _ {gpi+1

como desejado. Provamos assim o que querfamos por indugédo sobre i. O

gEG}7

A seguir apresentaremos uma consequéncia imediata do tltimo teorema.

Corolario 3.8. Seja G um p-grupo finito powerful, com p um primo impar, e exp(G) = p™.

Para cada k € N, com k < n, temos que exp <ka> = pk,

3.2 p-Grupos Regulares

Nesta se¢do apresentaremos o conceito de p-grupo regular, bem como algumas de
suas principais propriedades. Salvo mencdo contraria, os resultados desta secdo podem

ser encontrados no Capitulo 10 de [19].

Dado um p-grupo finito G com p primo, dizemos que G é regular se para quaisquer

a,b € Gexistem dy,...,d; € 2 ({(a,b)) tais que:

k
(ab)? = aPb? H d?,
i=1
ou equivalentemente,
(ab)” = a’b” (mod 72 ((z,9))")

E facil ver que todo subgrupo de um p-grupo finito regular G, é também regular.

Além disso, se H <G, entdo G/H também é regular.
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Claramente todo p-grupo abeliano finito é regular, bem como os grupos finitos de

expoente p. O resultado a seguir nos fornece uma outra classe de p-grupos regulares.

Lema 3.9. Dado um p-grupo finito G, se a classe de nilpoténcia de G é menor que p, entido G é

reqular.

Ideia da demonstragdo. Basta usar o Teorema 2.6 junto com o fato de v,(H) < v,(G) = {1}.
O

Dado um p-grupo G e ¢ € N, vamos adotar a notagdo (2;(G) para representar o
subgrupo < geG|g" = 1>. Nao é dificil verificar que esse subgrupo é caracteristico

em G e, portanto, normal.

Lema 3.10. Seja G um p-grupo regular. Se z,y € G e 2P = y? = 1, entdo (zy)’ = 1.
Consequentemente, (2, (G) = {g € G | g* = 1}.

Demonstragido. Vamos provar esse resultado por indugdo sobre |G|. Se G = {1}, ja temos
o desejado. Agora, seja G um p-grupo regular tal que o resultado é vélido para todo
grupo com ordem menor que |G|. Se G é abeliano, ja temos o que queremos. Agora, se
(x,y) < G, basta aplicarmos a hipé6tese de indugdo. Assim, podemos assumir que G
ndo é abeliano e G = (z, y).

Sejam L = 2% = (29| g € G) e U um subgrupo maximal de G com = € U. Notemos
que tal grupo existe pelo Lema de Zorn, pois G é finito e G # () ja que G néo é abeliano.
Como G é nilpotente, temos que U <G, eassim L < U < G.

Como L também é regular, da hipétese de inducao segue que (L) ={u e L |u? =
1}. Agora, de z? € Q,(L) para todo g € G, resulta L < (L), isto é, L tem expoente
divisor de p. Uma vez que [z,y] = z~'2¥ com = e 2¥ em L, temos [z, y]? = 1. De acordo
com a Proposicado 1.8, o subgrupo derivado G’ é gerado pelos conjugados [z, y]? de [z, y],
e todos eles tém ordem p. Devido a G’ < G, pois G é nilpotente, temos ¢” = 1 para todo
cem G'. Agora, a regularidade de G nos diz que existem d, ... ., d;, € G’ tais que:

k
(xy)? = xpypde =1,

=1

como queriamos demonstrar. O

O Lema 3.10 pode ser estendido para os demais termos da cadeia:
{1} = Q(G) < n(G) < < Q(G) < -

conforme nos diz o préximo resultado.
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Teorema 3.11. Sejam G um p-grupo regular e k € N. Para todos z,y € G, se - ypk =1,
entdo (vy)"" = 1. Consequentemente, 0(G) = {g € G | g*" = 1}.

Demonstragio. Provaremos esse resultado por indugdo sobre k. Para k£ = 0, o resultado

é 6bvio e para k = 1, segue diretamente do Lema 3.10.

Agora, tomemos k € {2, 3, ...} de modo que o enunciado seja verdadeiro para todo
natural menor que k. A partir de 2P = y”k =1, segue que 27, y? € _1(G). Definindo
T = x0_ 1(G) ey = yU_1(G), temos que ¥ = 3? = 1. Aplicando o Lema 3.10 no
grupo 5 (G), vemos que (zy)" = 1. Isso implica que (zy)? € Q_1(G) e, por indugdo,

Q1 (G ) ={geG|¢g" " =1}. Assim, (zy)*" = ((gcy)p)le = 1, como desejado. O

Dado um p-grupo regular G, o préximo lema nos mostra que o conjunto {g €

G | g? = 1} é um subgrupo de G.

Lema 3.12. Seja G um p-grupo regular e z,y € G. Entdo, xP = yP se, e somente se, (zy~')" =
L.

Demonstragido. Vamos proceder por indugao sobre |G|. Para G = {1} é ébvio. Agora,
seja G um p-grupo regular tal que o resultado acontece para todo p-grupo com ordem
menor que |G|. Se G é abeliano, j& temos o que querfamos. Agora, se (z,y) < G, basta
aplicarmos a hipoétese de indugdo. Assim, podemos assumir que G ndo é abeliano e
G = (z,y). Coloquemos z = [z, y].

Primeiro vamos mostrar que se 2? = y?, entdo (vy 1)’ = 1.

Como z? = yP, temos [27, y] = [P, y] = 1 e, entdo,

1

o’ =y oty = (yay)’ = (z2)’.

Se tivermos que (z,G’) = G, entdo de ' < GPG' = ®(G), obtemos G = (x),
contrariando o fato que G é ndo abeliano. Assim, (z, z) < (r,G’) < G. Pela hip6tese de
inducdo, como z? = (xz)?, segue que (zzz~')" = 1. Assim, 27 = 1.

Pela Proposicdo 1.8, os elementos 2 (g € (&) de ordem divisora de p geram todo G'.
Assim, para todo g € G, temos que 2¢ € ;(G’), o que implica que G’ < (G, isto é
G’ = O1(G'). Portanto, G’ tem expoente divisor de p.

Como G é regular, existem dy, . .., d; € y2({z,y7 ")) = %((z,y))G tais que:
(zy™")" = 2Py~ Hdp—xp P =1.

Agora, vamos provar a reciproca.
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Se (zy~')? = 1, entdo (yz~ ') = ((fvy‘l)_1>p =le('e) =y tay)y=1

Assim, o Teorema 3.11 nos diz que [y, z7']" = (y'ayz™!)’ = 1. Como G = (x,y) =

(x,y~ '), a Proposic¢do 1.8 nos assegura que G’ é gerado pelos elementos da forma
ly, 2719, com g € G. Além disso, para todo g € G, temos que [y, z7']Y € Q;(G’). Logo,
G' =W (G) ={g € G'| ¢*» = 1}, fazendo com que o expoente de G’ seja um divisor de

p. Agora, sendo G regular, existem dy, ..., dj, € y({z,y!)) = G’ com:

k
L= (zy ") =ary? [[ & = 2ty ™,
=1

ou equivalentemente, 27 = yP.

Assim, provamos a equivaléncia desejada. O

Como veremos a seguir, podemos generalizar o dltimo lema para um poténcia

qualquer de p.

Proposicio 3.13. Sejam G um p-grupo reqular, k € N e xz,y € G. Entio, 2** = y*" se, e

somente se, (xyfl)pk = 1.

Demonstragio. Procederemos por indugdo sobre k. Para k = 0, é 6bvio. Se tomarmos
k =1, o resultado segue diretamente do Lema 3.12.
Tomemos agora k € {2,3, ...} tal que o resultado é vélido para k — 1. Vamos mostrar
a equivaléncia:
k
2 = ypk = (:L‘y_l)p =1.
Se 27" = y**, entdo (a:p)pk_1 = (yp)pk_l. Pela hipotese de indugéo, (xpgfp)pk_1 =1,0u
seja, 2Py P € Q_1(G). Em outras palavras (€21 (G))? = (y§2%-1(G))P. Pelo Lema 3.12,

como G/€;_1(G) é regular, podemos afirmar que:
12 1(G) = (%1 (@) (%1 (G) )" = (2y7)" % (G).

Logo, pelo Teorema 3.11, (zy )" € Q_1(G) = {g € G | ¢*" " =1}, ou seja,

k k—1

(:ry_l)p = ((xy_l)p)p =1. (3.1)

Jo—
Reciprocamente, se ((zy~')")" . (xy—l)pk =1, entdo (zy~1)" € Q1 (G). Assim,

(@ (G (@) ) = (™) Uea(C) = 2 (€.

Portanto, aplicando o Lema 3.12 no grupo Qk%((})’ obtemos que (2€_1(G))P =
(Y —1(G))?, isto é, 2Py~? € Q;_1(G). Pelo Teorema 3.11, sabemos que Q;_1(G) = {g €
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G| g*""" = 1}. Portanto, (zPy?)" o1 A hipétese de indugdo nos diz entdo que
@) = (y?)" ', ou seja, 2" = y".
Provamos assim a equivaléncia desejada por indugao sobre k. a
q Jada p

Embora ndo exigimos que G seja um p-grupo regular no préximo resultado, usare-

mos alguns resultados vistos acima em sua demonstracao.

Teorema 3.14. [29, pdg, 370] Seja G um p-grupo finito de classe menor ou igual a p. Dados

z,y € G en €N, as sequintes afirmagcoes sio equivalentes:

(@) [,y =1,
(id) [z, y]" =1;
(ii1) [z,9P"] = 1.

Demonstragio. Primeiro provaremos a equivaléncia de (i) e (i7). Tomando H = (z, (),
pela Proposicdo 1.11, temos que 7.(H) < 7.+1(G) = {1} fazendo com que H seja um p
grupo com classe de nilpoténcia menor ou igual a c — 1 < p — 1. Portanto, pelo Lema

3.9, vemos que H é regular. Assim, pela Proposi¢do 3.13, temos as equivaléncias:
2yl =1 =" =y lay
= P = (y_lxy)pn

— (x (y_lxy)_1>pn =1

=yl =1
= ([w,y]’”_l) "o
= ()™ =1
= [z, =1,

provando a equivaléncia desejada.

Falta agora vermos que (ii) é equivalente a (7i¢). Usando a equivaléncia ja provada,

temos:
[z, =1 = [y 2] =1 = [y, 2" =1 = [z, 9" =1,

como queriamos. Assim, provamos o desejado. O



CAPITULO 4

PRODUTO TENSORIAL NAO ABELIANO
DE GRUPOS

Neste capitulo apresentamos um breve estudo sobre produto tensorial ndo abeliano
de grupos e, em especial, sobre o produto exterior ndo abeliano de grupos. Veremos
aqui uma importante relacdo entre o quadrado exterior ndo abeliano de um grupo G' e o
subgrupo derivado de um grupo de recobrimento total de GG (Teorema 4.17), a qual sera
fundamental na obteng¢do de cotas superiores para o multiplicador de Schur que sera

realizado no préximo capitulo.

4.1 Definicao e Propriedades

Sejam G e H grupos nos quais cada um age a direita sobre o outro. Adicionalmente,
considere as ag¢des a direita de GG e H sobre si mesmos por conjugagdo. Assim, temos
uma agdo a direita bem definida do produto livre G * H sobre G e outra sobre H.

Dizemos que as a¢des de GG sobre H e de H sobre G sdo compativeis se para quaisquer

(™) = ((abl>m>b, 4.1)
(@) = ((my_1>a>y. (4.2)

Se dois grupos G' e H agem um sobre o outro compativelmente, Brown e Loday

a,be Gex,y € H, tivermos:

[10, 11] detiniram o produto tensorial ndo abeliano de G'e H como sendo o grupo gerado

por todos os elementos da forma a ® ¥, com a € G e x € H, que satisfaz:
(a)@z=(a"®2") (boz) e a®(zy) = (a®y) (0’ ®aY),
para arbitrarios a,b € G e z,y € H. Tal grupo serd denotado por G ® H. Portanto,

GoH={{a®x|acG,xe H}|R),
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em que:
R= {((ab)@ao’)*1 (a® @ 2" (b®x),(a® (zy) " (a®y) (0¥ ®a¥)]a,beGex,ye H}.

Quando G = H e todas as ag¢bes sdo tomadas como sendo a conjugacgao, entdo
as agOes sdo compativeis. Assim, o produto tensorial G ® G fica bem definido e o

chamaremos de quadrado tensorial nio abeliano de G.

Os geradores do produto tensorial ndo abeliano G'® H podem ser vistos, de certa

forma, como abstrac¢des de comutadores, uma vez que em G ® H, valem as igualdades:

(ab) @z = (a’ ® 2") (b® 2), (4.3)

a® (ry) = (a®y)(a’ @2%), (44)
o0s quais lembram as identidades de comutadores:
jab,a] = [a, P[] e [a,29] = [a,y][a,a]"

Definigao 4.1. Sejam G e H grupos agindo compativelmente um sobre o outro e L um
grupo qualquer. Dizemos que uma aplicagdo 0 : G x H — L é uma biderivagdo se para

quaisquer a,b € G e x,y € H tivermos:

(ab, 2)0 = (a®,2")0(b, x)6), (4.5)

(a,zy)0 = (a,y)0(a”, 2¥)0. (4.6)

Usando as relag¢des definidoras de G ® H, facilmente se verifica que se G e H sdo

grupos agindo compativelmente um sobre o outro, entdo a aplicagao:

A GxH — G®H
(a,x) +— a®ux
é uma biderivacgao.
No que segue, salvo mengdo contraria, G e H sdo grupos que agem compativelmente
um sobre o outro.

Usando o Teste da Substitui¢do, podemos ver que para o produto tensorial ndo
abeliano, a Propriedade Universal é verdadeira, mais especificamente, se L é um grupo

e existe uma biderivacdo N : G x H — L, entdo existe um tnico homomorfismo
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¢ : G®H — L que faz o diagrama

Gx H-2-T

| &

G®H
comutar, ou seja, tal que (¢ ® x)¢ = (a,z)\, paratodosa € G, x € H.

A seguir, apresentaremos alguns resultados devidos a R. Brown, D. L. Johnson e E. E.
Robertson [9]. Suas provas serdo omitidas, mas elas podem ser facilmente encontradas
em outras dissertagdes, como [34], [35], [42], [27] e [12].

Proposigao 4.2. Os grupos G e H agem sobre G @ H de maneira que para todos a,b € G e
Ty €,

bx)=btez'e(ark y)’ =a" y".

Da Proposicdo 4.2, segue que temos uma agdo do produto livre G * H sobre G ® H

dada por:
(a®z) =d @,
paraqualquera®r c G Het € G* H.

Proposicao 4.3. Existe um inico isomorfismo 0 : G ® H — H ® G tal que para todos a € G
ex € H:

(a®2)0=(r®a)’.

Na préxima proposigdo, veremos que sob certas condi¢des, podemos a partir de
homomorfismos de grupos o : G —+ Ae 8 : H — B construir um homomorfismo
a®pf:GRH - A®Bemque (a®z)(a® f) = (a)a® ()5 para quaisquer a € G e
x € H.

Proposicao 4.4. Sejam A e B grupos que agem compativelmente um sobre o outro e suponha
que o : G — H e 3 : H — B sdo homomorfismos que preservam agoes, no sentido de que
(z4)B = ((2)B) @ e (a®)a = ((a)a)®? para quaisquer a € G e x € H. Entflo existe um tinico
homomorfismo a @ : G® H — A® B tal que (a @ v)a® f = (a)a ® (b)[ para todos a € G

ex € H. Ainda mais, se « e 3 forem sobrejetoras, entiio o @ [3 também serd.

No que segue, vamos escrever ™ e u™* para representar, respectivamente, (u=')* =

(u)te(u )= w),comuc GUHea,z € Gx*H.

Proposicao 4.5. Sejam G e H grupos que agem um sobre o outro compativelmente. Para

quaisquer a,b € G e x,y € H, as sequintes identidades sdo vdlidas:
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(i) a® 1y = lean = la @ a;
(1) (7' @z)"' =(a@z) ' =(a@z™")";
(iii) (a®@2) ' (b@y)a®) = (boy)=I = by =boy" "
() (a@2)b@y)(a@z)™ =By =By " =(boy)
(v) (e @y =(a®z) Ha®)Y;
(vi) b® (z7z) = (a®@ )" (a @ x);
(vii) [a®z,b@y] = (a 'a”) @ (y~y);

(viii) Se x* = x, entdo para todo n € N, temos que (a ® )" = a™ ® .

A Proposicdo 4.5 (ii) nos permite provar o seguinte lema que nos auxiliard em futuras

demonstracoes.

Lema 4.6. Dados dois grupos G' e H que agem um sobre o outro compativelmente, todo elemento
de G ® H pode ser escrito como produto de um niimero finito de elementos da forma g ® h, com
geGehe H.

Demonstracdo. Pela definicdo de G ® H, dado t € G ® H, existem gy,...,q. € G,
hi,....,hy € Heey,...,ep € {—1,1} taisque t = (g1 ® hy)*" -+ (gx ® hy)™". Para cada

1 € Iy, se g, = —1, note que:
(gi®@h)* = (g ®@h)™ = (g7 @h)" = (9;")" @1,

e, portanto, trocando (g; ® h;)* por (g; )" ® h{" na decomposicéo de t para todo i € I,

com ¢; = —1, temos ¢ escrito na forma desejada. O

Definigao 4.7. Sejam P e M grupos. Dizemos que um homomorfismo de grupos
p @ M — P juntamente com uma ac¢do de P sobre M é um mddulo cruzado se as

seguintes condic¢Oes sdo satisfeitas:

(mP)p = p~ " ((m)p)p; (4.7)

(m1) "™ = m ™ mym, (4.8)
paratodosp € Pem,m; € M.

Lema 4.8. Sejam P e M grupos. Se ju : M — P é um médulo cruzado, entdo as seguintes

afirmagoes sdo verdadeiras:
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(i) Ker(p) < Z(M);
(17) Im(p) < P.
Demonstragido. Dado m € Ker(u), para todo x € M vale:
mtem = 2™H = 1.

Pela arbitrariedade de = € M, temos que m € Z(M). Como tomamos qualquer m €
Ker(u), provamos que Ker(u) < Z(G).
Agora, tomemos r € Im(u) e s € P quaisquer. Existe entdo m € M tal que (m)p = r.

Assim,

garantindo que s 'rs € I'm(u). Portanto, Im(u) < P. 0

Proposicao 4.9. [11] Sejam G e H grupos que agem compativelmente entre si. Entdo:

(¢) Existem homomorfismos de grupos A : G @ H — Gep : G® H — H tais que
(g@hA=gtg"e(g®@h)u=h"9h, paratodos g € Geh € H;

(it) Os homomorfismos A e i, juntamente com as agdes de G e H sobre G ® H, definidas na

Proposigio 4.2, sdo médulos cruzados;
(iit) Sege G,he Het € G H,entido ()A@h=t"t"eg® (t)u = t79¢;
(iv) Parat,s € G ® H, temos que (t)\ @ (s)u = [t, s];
(v) As agdes de G sobre Ker(u) e de H sobre Ker(\) sdo triviais.

Dados dois grupos G e H de modo que H age em G, tomamos o subgrupo Dy (G) =
(97'¢" | g € G,h € H), o qual chamaremos de subgrupo derivativo de G sob a agdo de H.
Assim, se GG e H agem entre si compativelmente, ao considerarmos os homomorfismos
ANGR®H —-Gep:G®H — H,teremos que Dy (G) = Im(X) e Dg(H) = Im(p).

Teorema 4.10. [13, Pdg. 402] Sejam G e H grupos que agem compativelmente um sobre o outro.
Se Dy (G) ou Dg(H) € nilpotente de classe ¢, entdo G ® H é nilpotente de classe no minimo c e

no mdximo ¢ + 1. Caso Dy (G) ou Dy (G) seja soliivel, entdo G ® H também serd soliivel.

Demonstragido. Suponha que Dy (G) € nilpotente de classe c. Tomando A = Ker(\),

temos a seguinte extensdo central:

1 y A" G H —— Dy(G) —— 1.
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Com isso,

{1} = 71 (D (G)) = Yo (GiH> _ %H(GA@ H)A

fazendo com que .41 (G ® H) < A. Logo,
2era(G ® H) = [1001 (G ® H), G ® H] < [A,G & H] = {1},

Portanto, G ® H é nilpotente de classe no maximo c+ 1. Se d é a classe de nilpoténcia
de G ® H, temos:

{1} = va11 <G iH> = Yar1(Du(G)),

e isso nos diz que d > ¢, como queriamos. A prova para o caso em que Dg(H) é

nilpotente, segue de forma andloga.

Agora, suponha sem perda de generalidade que Dy (G) é soltvel, entdao (G ® H)/A

também serd. Uma vez que A é abeliano, segue que G ® H é soltavel. O

4.2 O Quadrado Tensorial Nao Abeliano

Nesta secdo apresentaremos o quadrado tensorial ndo abeliano definido por Brown,
Johnson e Robertson em [9]. Uma importante caracteristica desse grupo é sua relagdo
com o multiplicador de Schur, que foi provada por Miller [31].

O quadrado tensorial ndo abeliano G ® G de um grupo G é um caso particular do
produto tensorial G ® H de dois grupos G e H com G = H e todas as agdes como sendo
a conjugacdo. Segue de imediato pelas propriedades dos comutadores que a seguinte

aplicagdo é uma biderivagao:
[,]: GxG — G
(9:h) +— g, h]

Sendo [-, -] uma biderivacao, a Propriedade Universal garante a existéncia de um homo-

morfismo de grupos:

k: GG —
g®h v+ [g,h]

Vamos denotar por J(G) o nicleo do homomorfismo . Notemos que « é um caso
particular do homomorfismo A definido na se¢do anterior (Veja Proposi¢do 4.9 (i)). Com

isso, temos as seguintes propriedades que seguem da Proposicgdo 4.9.
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Proposicdo 4.11. Dado um grupo G, temos que Jo(G) é um subgrupo centralde G @ G e G

age trivialmente sobre Jo(G).

Em 1950, o matematico Whitehead introduziu em [43] um importante grupo para
essa teoria, o qual é denotado por I'(G) e é chamado de funtor quadrdtico de Whitehead.

Sua relevancia é mostrada através de um homomorfismo que veremos no Teorema 4.13.
Defini¢do 4.12. Dado um grupo abeliano (aditivo) A, I'(A4) é o grupo gerado por todos

os simbolos y(a) com a € A sujeito as seguintes relagdes:

Y(—a) = v(a); (4.9)

Y(a+b+c)+7(a)+v(b) +~v(c) =v(a+b) +v(b+¢c) +vy(a+c) (4.10)
para todos os elementos a, b, c € A.
Algumas propriedades seguem direto da definigdo, como por exemplo:
(i) v(0) é o elemento neutro de I'(A). Isso é obtido de (4.10) fazendoa = b = ¢ = 0.

(i1) y(a)+ v(b) = v(b) 4+ v(a), para todos a,b € A.

Com efeito, colocando ¢ = 0 em (4.10), obtemos:
Y(a+b+0)+v(a)+ () +v(0) =v(a+b) +v(b+0) + v(a+ 0),
implicando que y(a) + v(b) = v(b) + v(a).

A observagdo (i) nos diz que I'(A) é um grupo abeliano. A seguir, veremos que
existe uma relagdo entre o funtor quadratico de Whitehead e o quadrado tensorial ndo

abeliano.

Teorema 4.13. [11, pdg. 316] Existe um homomorfismo ¢ : I'(G®) — G ® G tal que
(v(9))Y = g ® g, onde G denota a classe de g médulo G'.

Fonte da demonstragio. Ver [42, Proposicdo 3.17, pag. 46]. O

Notemos que a aplicagdo definida no Teorema 4.13 satisfaz Im(y)) < J2(G) e, sendo

G®G
Tm(d) faz

sentido, o qual serd chamado quadrado exterior nio abeliano de G e denotado por G A G.

J2(G) um subgrupo central de G ® G, Im(y)) <G ® G. Dai, o grupo quociente

Notemos que temos o seguinte diagrama:

Ker(k) - GNG
| Zeel_|

GG
1 TR

Ker(7) G’
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Assim, pelo Teorema 1.15, existe um homomorfismo
K:GANG— G

talque ok’ = k,onde 7 : G ® G — G A G é a projegdo natural.

Com a notagdo acima, Miller mostrou em [31] a seguinte relagdo entre o quadrado

exterior ndo abeliano e o multiplicador de Schur.
Teorema 4.14. Ker(x') = M(G).

1 onde

Consideremos i : Jo(G) — G ® G a aplicagdo inclusdoe f = iomoa”
a é o isomorfismo de M (G) sobre Ker(x'). Nao é dificil verificar que a aplicagdo
é sobrejetora. Com isso, temos o seguinte diagrama comutativo com linhas exatas e

extensoes centrais como colunas.

Whitehead [43] mostrou que se A é um grupo abeliano finito, entdo I'(4) também é
finito. A demonstragdo desse fato também pode ser vista em [34, Corolério 7.10, pag.
21]

Dessa forma, se G é um grupo finito, entdo G’, I'(G®) e M (G) sdo finitos. Assim, da
segunda coluna do diagrama anterior segue a finitude de G A G e, com isso, da segunda
linha do mesmo diagrama concluimos que G ® G é finito. Observamos que, em [15],

Ellis provou que dados grupos G e H finitos, temos que G ® H é finito.

Existem grupos infinitos cujo produto tensorial ndo abeliano é finito. Assim, é
interessante buscar propriedades de grupos que garantem que seu produto tensorial
ndo abeliano é finito. Por exemplo, se considerarmos dois grupos G e H que agem
compativelmente entre si, os matematicos Donadze, Ladra e Thomas [13] provaram que
se G é um grupo finitamente gerado, H é finito e H age trivialmente em G, entdo G ® H

é finito. Um estudo sobre condic¢des de finitude para o produto tensorial ndo abeliano
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de grupos também foi realizado por Bastos, Nakaoka e Rocco [6]. Eles mostraram
que G ® H é finito se, e somente se, o conjunto {g ® h | g € G,h € H} é finito. Os
autores ainda provaram que dados dois grupos finitamente gerados G e H que agem
compativelmente um sobre o outro, se H é periddico e Dq(H ), Dy (G) sdo finitos, entdo
G ® H é finito.

A partir de agora, vamos ligar dois conceitos ja estudados. Vamos ver uma relagao
entre um grupo de recobrimento total de um grupo G e o quadrado tensorial ndo

abeliano G A G. Mas, para isso, necessitamos dos seguintes dois resultados.

Proposicao 4.15. [9, pdg. 182] Seja G' um grupo e:

1 y A 5 K "5 @ > 1,
uma extensdo central. Entdo, existe um homomorfismo § : G ® G — K tal que £ o ™ = K, onde
Kk é 0 homomorfismo definido na pdgina 49.
Demonstragido. Como 7 é um homomorfismo sobrejetor, para cada g € G, existe k, € K
tal que 7(k,) = g. Considere a aplicagdo:
p: GxG — K

(g:h) = [kg, kn]

onde (k,)m = ge (k,)m = h. Vamos mostrar que ¢ estd bem definida. Dado (g, h) € GXG,
tomemos l{:f,l), k:f]?), k}(Ll), k}(?) tais que <k:§1)> T=g= <k§2)) T e <l<:§Ll)> T™=h= (k:f?) .

W (@) @ ()
Portanto, kg’ ( kg € Ker(m), fazendo com que kg’ ( kg € Z(K). De modo

analogo, k) (k" B Z
go, k; ' | ky, € Z(K). Portanto,

_ -1
19157 = |k )™ 02 (1) 0| = [ 7).

g

provando que ¢ estd bem definida.

Vamos mostrar agora que ¢ é uma biderivagdo. Dado g,h,r € G x G, sejam
kg, kn, k. € K tais que (k,)m = g, (kp)r = he (k.)m = r. Logo, (kskn)T = gh,
(ko)) m = g"e ((k.)™) m = r". Assim,

(gh7 T)¢ = [kgkha kr] = [kgh’ kfh} [kha kr] = (gh7 rh) ¢(h7 T>¢

De modo anélogo se prova que (7, gh)¢ = (r, h)¢ (rh, gh) ¢. Podemos afirmar entdo que
¢ é uma biderivacdo. Pela Propriedade Universal, existe entdo { : G ® G — K tal que
(9@ h)§ = (g,h)¢ para todo (g, h) € G x G. Logo, dados ¢, h € G:

(g@n)§om = ([kg, kn])m = [(kg)m, (kn)7] = [g,h] = (¢ @ h)~.
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Uma vez que G® H é gerado pelos elementos da forma g®h, provamos que (o = k. O

Lema 4.16. Seja M e N grupos em que M é abeliano finitamente gerado. Se f : M — N é um

homomorfismo sobrejetor, entdo f é um isomorfismo.

Demonstragdo. Para cada n € N¥, escreva K,, = Ker(f") C M. Dado n € N*, tome
r € K,,. Entao:

(@) f" = (@) f")f = (0)f =0,
donde x € K,,1;. Pela arbitrariedade de = € K,,, provamos que K,, C K,;; para todo
n € N*.
Como M é finitamente gerado e abeliano, se trata de um Z-mé6dulo Noetheriano e
portanto existe m € N* tal que K,,, = K,,4; para todo i € N. Para provar que f é injetor,

vamos provar que Ker(f) = {0}. Dado x € Ker(f), como f é sobrejetor, temos que f™

também é sobrejetor. Assim, existe y € M tal que (y) f™ = x. Logo,
0=(2)f =(()f™) f=@fm.

Assim, y € K,,41 = K,,. Portanto, z = (y)f™"! = 0, mostrando que f é injetora.

Logo, concluimos que f é um isomorfismo. O

Teorema 4.17. [9, pdg. 183] Se U é um grupo de recobrimento total de um grupo finito G, entdo

existe uma aplicagdo ¢ : G N G — U’ que é um isomorfismo.

Demonstracdo. Tomemos uma extensao central:

1 —— MG) ——U—"G > 1,

com Im(i) <U' NZ(U).

Pela Proposicdo 4.15 existe £ : G ® G — U tal que { o m = k. Lembremos que, pela
construgdo de §, paracada g ® h € G ® G, temos (g ® h)§ = [u,, up| onde (uy)m = g
e (up)m = h. Assim, Im(§) < U’ edados g ® g € G ® G, temos que (g ® g)§ = lggc-
Portanto, ao tomarmos o homomorfismo ¢ : I'(G%) — G ® G como construido na
Proposigdo 4.13, teremos Im(y) < Ker(§). Uma vez que G A G = (G ® G)/Im(v), esta

bem definido o homomorfismo:
(: GNG — U
r-Im(y) — (r)§

Dados uy, us € U, sejam gy = (u1)m e g2 = (ug)m. Dessa forma, (g1/Ag2)¢ = (1®92)€ =

[u1, us]. Uma vez que tomamos quaisquer u;, u, € G, provamos que ( é sobrejetora.
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Pelo Teorema 4.14, existe um isomorfismo ¢; : M(G) — Ker(x'). Seja, entdo,
¢ : M(G) — G A G a extensdo no contradominio de ¢;. Assim, para todo m € M(G),
temos que (m)y € Ker(x'), ouseja, (m)yp o k' = 1 para todo m € M(G).

Como Im(i) < U’, podemos tomar i* : M(G) — U’ como a contragdo de i no
contradominio e, consequentemente, i* € um homomorfismo injetor. Por outro lado,
temos que (U')r = ((U)7)" = G’ jd que 7 é sobrejetor. Logo, podemos tomar a aplicagdo
7* : U — G’ que é a restri¢do de m no dominio e contradominio. Dessa forma, 7* é um

homomorfismo sobrejetor. Note ainda que:
Ker(r*) = Ker(m) NU" = Im(i) N U = Im(i) = Im(i*).
Assim, temos a sequéncia exata:

sk *

1 — MG — U ——— G > 1.

Agora, note que dado r A s = (1 ® s)Im(y) € G A G, sejam u,, us os elementos de U

tais que (u,)m = r e (us)m = s. Dessa forma,

(rAs)Com™ = ((rAs)Q)m" = ((r@s)§) 7 = ([ur, us))m*

= ([tp, us))m = [(u,)7, (us)w] = [r,s] = (r A s)rK.

Uma vez que G A GG é gerado pelos elementos da forma r» A s € G A G, provamos
que ( o 7" = Kk’. Assim, para todo m € M(G), temos (m)poon* = (m)porx’ =1,0u
seja, (m)p o € Ker(n*) = Im(i*). Como ¢ é injetor, existe um tinico v,, € M(G) tal que
(U )i* = (m)yp o (. Podemos assim tomar a fungao:

a: M(G) — M(G)
m.o o Uy
onde v,,, € M(G) satisfaz (v,,)i* = (m)y o ¢. Nao é dificil verificar que a é um homo-
morfismo.

Agora, dado v € M(G), temos que (v)i* € U’. Como ( é sobrejetora, existen € GAG
tal que (n)¢ = (v)i*. Além disso, é certo que (v)i* € Im(i*) = Ker(r*). Dessa forma,

pelo que ja provamos,
()" = ()¢ o™ = ((v)i)m" =1,

ouseja, n € Ker(x').
Uma vez que ¢; : M(G) — Ker(x') é um isomorfismo, existe m € M(G) tal que

(m)e1 = n, ouseja, (m)y = n. Logo, (m)yp o ( = (n)¢ = (v)i*, concluindo que v = (m)a.
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Ja que tomamos qualquer v € M(G), podemos afirmar que o é um homomorfismo

sobrejetor.

Como G é finito, entdo M (G) é finito. Logo, o Lema 4.16 nos diz que o é um

*

= (m)po(, ou
seja, « 0 i* = ¢ o (. Logo, considerando Idyy e Id¢ as fungdes identidades em {1} e &',

isomorfismo. Além disso, para qualquer m € M (G), temos que ((m)a)i

respectivamente, temos o seguinte diagrama comutativo:

{1} — M(G) —2» GAG — & » {1}

Id{l}l al Cl Idc/l [d{l}l

5k

{1} — MG) ———— U ——— & > {1}

Como Im(p) = Im(y1) = Ker(x'), podemos aplicar o Lema 1.19 e obter que ¢ é um

isomorfismo. g

Segue dos Teoremas 1.24 e 4.17 que se G é um grupo finito, entdo existe um grupo
de recobrimento total U de Ge U' = G A G.

4.3 Produto Exterior Nao Abeliano de Grupos

Nesta secdo, estudaremos o produto tensorial ndo abeliano M ® N para subgrupos
normais M e N de um grupo G em que todas as a¢des tomadas serdo conjugacdes.
Observemos que M ® N pode ndo ser isomorfo ao subgrupo (m®@n |m € M,n € N)
de G ® G. De fato, vamos mostrar a seguir um exemplo em que tais ndo sdo isomorfos.

Tomemos G = Dy = (o,8|a*=1,82=1,af=a"!). Sendo M = N = (a?),
veremos primeiramente que J = (m ® n | m,n € {1,a?}) = {1}. Os geradores de J sdo

1®1,1®a% a?®1,0?® o’ Assim, basta analisarmos o ® o?. Agora,
’Ra’=(a®ad?)? =(a®a) =a*®a = 1pep,.

Portanto, |J| = 1.
Agora, vamos analisar o grupo (o) ® (a?). Tomemos a fun¢io:
[ (@) x{(a?) — Zy
(@*, %) — i
E facil verificar que [ estd bem definida e é uma biderivagdo. Com isso, existe um
homomorfismo g : (a?) ® (a?) — Z, tal que (o* ® a?)g = (a*,a¥)f =i -j. Uma vez
que g é sobrejetora, temos que | (a?) @ (o?) | > 2. Portanto, (o?) ® (a?) % J.

Também apresentaremos nesta se¢do o conceito de produto exterior ndo abeliano
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M N N e uma sequéncia exata com essa construgdo. Obteremos entdo um corolario

interessante a respeito do expoente de N A G.

Proposicao 4.18. Dados um grupo G e subgrupos normais M e N de G, sejam m € M e
n € N. Consideremos o grupo M @ N em que as agdes sio as conjugagoes. Se [m,n,n] = 1,
entdo para todo t € N, temos:

t(t—1)

(men')=(men) ([m,n] T ® n> (4.11)

Demonstracdo. Sejam m € M, n € N e suponha que [m,n,n] = 1. Para todo a ® x €

M ® N, é certo que:
la®a,[m,n] @n] = (¢ 'a*) @ (n"""n) = [a,2] @ [[m,n],n] = [a,2] ® Ly = Lygn,

ouseja, [m,n]@n € Z(M @ N).

Agora, demonstraremos (4.11) por indugédo sobre ¢. Naturalmente vale para ¢ = 0.
Suponha agora que o resultado é verdadeiro para um certo ¢ € N. Veja primeiramente
que:

n

(m@n)™ = (m@n)™ ™ = (mon) Y(men)(men)=men,
Logo,

(m@n)" = (m"@n") = (mlm,n]) @n = (m&n)"™"([m,n] @n) = (men)([m,n] @ n).
(4.12)

Como nl™" = p, pela Proposicdo 4.5 (viii), temos que [m,n]* @ n = ([m,n] @ n)"

para todo k£ € N. Assim,

m@n'™ =m® (n'n)

= (m®n [(m ®n)’ <[m7n]t(t;1) ® n)}"
_(men ((m®n)t)” ([m,n]w ®n>n
( (m & n)"! <<[m’ ] t<t;1>)" ® n”)

t(t—1)

)
)
)
)
m@n) (m@n)([m,n] @n))" (Im,n] @n)" 7, por (4.12)
)
)
)
)

, pois [m,n] ® n é central
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Isso conclui a prova. O

Dado um grupo G'e N, M <G, se N é abeliano, observe que [[G, N|, N] < [N, N| = {1}.
Assim, podemos aplicar as propriedades vistas na tltima proposicdo para obter o

seguinte limitante superior para exp(M ® N).

Lema 4.19. [2, pdg. 259] Sejam G um grupo e N, M < G, com N abeliano. Entdo exp(M @ N)
divide r em que

N), se N) for impar
Jewn). seexp(N) for impar )

2exp(N), seexp(N) for par
Demonstragido. Uma vez que N é abeliano e normal em G, temos [g, n, n] = 1 para todos
g € Gen € N. Sejar como em (4.13). Dadosn € N em € M, note que n” = 1,
independente da paridade de exp(V). Além disso, se exp(/V) for impar, vemos que:

r(r—1) _ exp(N)(exp(N) — 1)
2 2

exp(N) —1
2 Y

= exp(NN)

ou seja, exp (V) # . Da mesma forma, podemos concluir que se exp(/N) é par também

_ r(r=1)
%. Logo, para todos m € M en € N, temos [m,n| ™ 2 2 e, como

r = 1, pela Proposicdo 4.18, obtemos

temos exp(NN)

Il=(m®n")=(men)" ([m,n](;) ®n> =(men)(1en)=(men)".
Vamos provar que para todot € M ® N, vale t” = 1. Pelo Lema 4.6, para um certo
k € N*, podemos escrever ¢t como produto finito de k elementos da forma m ® n, com

m € M en € N. Provaremos o enunciado por inducao sobre k.

Para k = 1, temos que t = m ® n para certos m € M en € N. Logo, pelo que
provamos, t" = 1. Agora, assuma que o resultado é vélido para algum k£ € N* e

escrevamos:
t=(mi®@mny) - (Mg @ ng)(Mps1 @ Npgr).

Fazendo s = (m; ® ny) - - - (my, ® ng), temos t = s(my41 @ ni41) €, pela hipotese de
indugdo, s" = 1. Além disso, como N é abeliano, o subgrupo D,(N) também possui
essa propriedade. Logo, D,/(N) é nilpotente de classe no maximo 1 e o Teorema 4.10
nos diz que M ® N é nilpotente de classe no méaximo 2. Portanto, pela Proposicdo 1.6
(iv),

r(r—1) r(r—1)
t" = [s(mps1 @ npy1)]” = 8" (M1 @ 1) M @ Mgy, 8] 7 = [Mggs @ Ny, 8] 2
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Agora, pelas Proposicoes 1.6 (i) e 4.5 (vii), lembrando que 12 (M ® N) < Z(M ® N),

temos:
r(r—1) r(r—1)
(M1 @ Npg1, 8] 2 = Mg @ Ny, (M @) -+ - (my @ )] 2
r(r—1) r(r—1)
= [Mpr1 @ Npg1, M1 @ M)~ 2 - M1 @ Ngpyr, My @ M)~ 2
r(r—1) (r—1)
= ([Mig1, nes1]) @ [ma,na]) ™ 2 - ([Mag1, Ngt1] @ M, ng]) 2

[mk+1:nk+ﬂ

Para cada i € I, temos [m;, n) = 1, pois N é abeliano. Portanto, pela

(

Proposicao 4.5 (viii) e usando o fato que exp(N) TT_D , obtemos:

r(r—1) r(r—1)
([Meg1s nieg] @ [ ne]) ™ 2 = Mg, ] 2 @ [y, ) = 1@ [my, ) = Lyen.

r(r—1)
Portanto, concluimos que t" = [my11 ® ng41,s]” 2 = lygn, como queriamos. O

Sejam M e N subgrupos normais de um grupo G agindo um sobre o outro por
conjugacdo em G e consideremos o produto tensorial M @ N. Seguindo Brown e Loday
[10], o produto exterior ndo abeliano M A N é o grupo obtido de M ® N impondo as
relagdes adicionais x ® v = 1 para todo x € M NN. Param € M en € N, vamos denotar
aimagem de m ® nem M A N por m A n.

Assim, o produto exterior ndo abeliano M A N pode ser visto como o grupo gerado

por todos os simbolos m A n,comm € M en € N, satisfazendo as seguintes rela¢oes:
(ab) A= (a®A2®) (bA2), an(zy) = (aAy)(a’ Aa¥) eunu=1,
emquea,bec M, z,yc Neuc MNN.

Proposicdo 4.20. [14, pdg. 4228] Se M e N sdo subgrupos normais de um grupo G com

M < N, entdo existe uma sequéncia exata:

N G
M/\G—>N/\G—>MAM—>{1}.

Demonstragido. Uma vez que M, N <G com M < N, ndo é dificil verificar que existem
homomorfismosi : M AG - NANGen: NANG — (N/M) A (G/M) satisfazendo
(mAgyi=mAge(nAg)m=nMAgM,paratodosm € M,n € N e g e G. Claramente,

7 é sobrejetora. Vamos entdo provar que Im(i) = Ker(m).

Dados m € M e g € G, veja que:
(m/\g)z'owz(m/\g)ﬂ:mM/\gle%/\gM,

provando que Im(i) < Ker(m).

Além disso, Im(i) <« N A G, pois da definicdo de N A G e Proposigdo 4.5 (iii), para
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todosm € M, g,h € Gen € N, temos:
(nAg) '(mAR)(nAg)=(mA h)[”’Q] = mM9 A plrdl = (m["’g] A g[”’g}) i€ Imf(i).

Ainda mais, ja que Im(i) < Ker(w), podemos tomar o homomorfismo:

. NAG N G
t-Im(i) — (O)m

Vamos provar que para quaisquer m € M en € N, temos n A m € Im(i). Note que:

Inag = (nm) A (nm) = (n A (nm))™(m A (nm))

(nAmM)(nAR)™™ (mAm)(mAn)™ =nAm)"(mAn)"

((n Am)(mAn))™.

Logo, (n Am)(m An) = 1ysg €, consequentemente, n Am = ((m An)i)~" € I'm(i), como
desejado.
Para facilitar, vamos escrever ¢ para representar ¢t - Im(i) € (N AG)/Im(i) com

t € N A G. Consideremos a aplicagao:

. N G
pP1 - MXM —

Im(7)

(nM,gM) — nAg

Vamos provar que p; estd bem definida. Para isso, sejam n,n’ € N e g,¢' € G com
nM = n'M e gM = ¢'M. Existem entao m;,my € M tais que n = min’ e g = myg'.

Assim,

/

nAg=(min') A (mag') = (m1 A (mag'))" (0 A (mag’))

/

= A (mag! ) (0 A g A ma)?

= mi’ A (mag )" WAG () Am =W R,

uma vez que my A (mag )", (n')9 A my € Im(i). Assim, p; estd bem definida. Calculos
simples nos mostram que p; é uma biderivagdo. Assim, existe 0 homomorfismo p :
(N/M)® (G/M) — (N AG)/Im(i) tal que pa(nM ® gM) =n A g para quaisquer n € N
e g € G. Além disso, para nM € N/M, temos (nM @ nM)py = nAn = lypg =
LnaG)/im(i), Ou seja, A (N/M,G/M) < Ker(py). Assim, p; induz o homomorfismo
p:N/MANG/M — (N AG)/Im(i) que satistaz (nM A gM)p =n A g, para todos m € G
eg €.

Agora, paran € Neg e G,

(Ag)aop=((TAg)a)p=((nAghm)p=(nMAgM)p=nAg.
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(MM AgM)poa=(nANg)a=(nAg)mr=nMAgM.

Provamos assim que p é a fungdo inversa de a. Logo, o é um isomorfismo e isso
nos diz que Ker(m) < Im(i) e, consequentemente, Ker(w) = Im(i). Assim, temos a

sequéncia exata:
{1} — MAG 5 NAG "= A& 01},
e portanto o resultado é verdadeiro. O
Como uma consequéncia imediata da Proposicdo 4.20 temos o seguinte:

Corolario 4.21. Se M e N sdo subgrupos normais de um grupo G finito, com M < N, entdo

exp(N A G) 7N

N
exp (— A g) -exp(M AG) .

No caso em que G é um p-grupo finito (p impar) e N é um subgrupo normal de G
powerful, Antony, Komma e Thomas apresentaram o seguinte limitante superior para
exp(N A G).

Proposicao 4.22. [2, pdg. 259] Sejam G um p-grupo finito com p um primo impar e N < G. Se
N é powerful, entdo exp(N A G)| exp(N). Em particular, se G é powerful, exp(G A G)| exp(G)
e, consequentemente, exp(M(G))| exp(G).

Demonstragdo. Como N é um p-grupo, existe ¢ € N tal que exp(/N) = p°. Vamos provar
o resultado por indugdo sobre €. Para ¢ = 0, temos N = {1} e portanto N A G = {1}, ou
seja, exp(N A G) = {1}.

Agora, suponhamos que o resultado é valido para todo subgrupo normal de G
powerful com expoente p°. Seja N um subgrupo normal de G powerful tal que exp(N) =
pa—I—l.

Como N é powerful, temos N’ < NP e, portanto, N/N? é abeliano. Além disso,
NP char N<G, isto é, N?<G. Dessa forma, podemos considerar o grupo (N/NP)A(G/NP).
Pelo Corolario 4.21,

exp(N A G)

N G
exp (M A m) ~exp (NP AG) . (4.14)

Visto que p**! é impar e exp ((N/NP) A (G/NP))|exp (N/N?) ® (G/N?)), o Lema
4.19 nos diz que exp ((N/NP) A (G/N?P)) divide exp (N/NP). Nao é dificil ver que
exp (N/NP)|pe, assim, exp ((N/NP) A (G/NP))| p.
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Agora, pelo Teorema 3.4, podemos afirmar que N? = G? é powerfully embedded em
N e, consequentemente, N? é powerful. Ainda mais, pelo Corolario 3.8, temos que
exp(NP) = p*t!1=1 = p°. Assim, pela hipétese de indugdo, exp(N? A G)| p°.

Logo, de (4.14) concluimos que exp(N A G)|p - p°, ou seja, exp(IN A G)| exp(N), pro-

vando assim o desejado por indugdo sobre ¢. O



CAPITULO 5

COTAS SUPERIORES PARA OS
EXPOENTES DE UM GRUPO E DE SEU
MULTIPLICADOR DE SCHUR

Dado um grupo finito G, este capitulo tem como objetivo apresentar cotas superiores
para os expoentes dos grupos G e M (G) estabelecidos por Antony, Komma e Thomas
em [2] e [25]. Muitos estudos ja foram feitos a fim de se determinar sob quais hip6teses
temos que exp(M(G)) é um divisor de exp(G). Ja foi provado que isto ocorre, por
exemplo, para p-grupos powerful [28], p-grupos metabelianos de expoente no maximo
p [32] e grupos metabelianos p-centrais [1]. Veremos que o mesmo acontece com o0s
p-grupos finitos de classe no méximo p (Corolério 5.3) e com os p-grupos metabelianos
finitos de classe no méximo 2p — 1 e p impar (Teorema 5.22). Também, quando G é um
p-grupo finito de classe ¢, apresentaremos uma cota superior para exp(G) em fungdo
de p, c e do expoente de um p-subgrupo de Sylow do grupo de automorfismos de G
(Teorema 5.12).

5.1 Limites dependendo da classe nilpoténcia

Usando o Teorema 2.5, Antony, Komma e Thomas [2] estabeleceram o seguinte re-
sultado o qual foi aplicado no estudo que eles realizaram sobre o expoente do subgrupo

derivado de um p-grupo de classe no méximo p + 1 que veremos mais adiante.

Lema 5.1. [2, pdg. 255] Seja G um p-grupo. Se x e y sio elementos de G tais que (x,y) possui

classe de nilpoténcia no mdximo p + 1, entdo:

(i) [g,p2] 7t = [z, 9, p-12], para todo g € (z,y);
(it) Dadon € N, se [zP",y] = 1, entdo [z, y]”" = [y, pa] (),

Demonstragido. Consideremos aqui H = (x,y) que serd um p-grupo com 7,42(H) = {1}.
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(7)

(i)

Parai € Iy 1ehy, ..., hi—1, hiy1, ..., hpt1,u,v € H, temos:

[hl, cey hifl,U'U, hi+1, ey hp+1]

= [hla tey hi—hua hi—‘rl? sy hp—‘rl] ' [hh sy hi—la v, hi+17 sy hp+1]-
Uma vez que 7,+1(H) < Z(H), temos:
1= [xyaxyap—lx] = [23,%71,_1.17] [x7y7p—lx][y7$7p—lx][yay?p—lm] = [-’Ij,y,p_l-T][y,p-T],

provando que [y, ,z] ' = [z,v, ,_17].

Dado g € H, existem ¢y, ...,&,01,...,0, € Z tais que g = 2°1y°" - - - 5%y, Assim,
pela multilinearidade de comutadores de peso p + 1 e como [y, ,2] ™! = [z, y, ,—17]

ez, r] ™t = [z, z, 1],

[g,px]_l _ [x51y51 . l’gkyék,px} -1 _ [I,pl’]_61 [%px}—& . [ZL’,pCL’]_Sk [y’px]—ék
= [l’, Z, pflx]81 [*1'7 yapflx]él T [l’, €, pflx]sk [l’, Y, pflx](;]C
= [xazglyél o 'xaky6k7p—lz] = [xvgvp—lz]v

como queriamos provar.

n

Agora, suponhamos que [z, y| = 1 e seja J = (z, [z,y]). Pelo Teorema 2.5,

(e
p n

@, y,:12](") (mod K.(x, [z,9])), (5.1)

(0

[ y] = [z, )

~.

onde K, (z, [z,y]) é o fecho normal em J do conjunto formado por:
e comutadores formais em {z, [z, y]} de peso no minimo p” e cujo peso em [z, y|
é no minimo 2;
e as p" **l-¢simas poténcias de comutadores formais em {z, [z, y]} de peso

maior ou igual a p*~! e menor que p* e cujo peso em [z, y| é no minimo 2,

para k € I,.

Primeiro analisemos o caso p = 2. Veja que K, (z, [x,y]) é gerado por conjugados
de poténcia de comutadores simples cujo peso em [z, y] € no minimo 2. Pelo Lema

1.10, temos:
Ka(z, [z, y]) < [v2(H),%(H)] <n(H) = {1}.

Assim, de (5.1), segue a igualdade:

[z, y]*" = (H[w,y,ilx](Q:)> .

=2
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Parai € {3,...,2"}, vemos que [z,y,,-12] € vi+1(H) < (H) = {1}. Com isso,

pelo primeiro item, [z, y]*" = ([z, v, 2,136]_1)( 2) = [y, 2] (%), como queriamos.

Agora, provaremos que o mesmo vale quando p > 2. Observamos que os gerado-
res de K,,(z, [z, y]) sdo todos conjugados de poténcias de comutadores com peso
em [z,y] no minimo 2. Dado um comutador ¢ com essa propriedade e peso no

minimo p, pelo Lema 1.10,
tel|H,...,H,vw(H),H,...,H v (H),H,... H
= [Vl(H)v s 771(H)’72(H)a71(H)a s 771(H)772(H)771(H)7 s ,’71(H>]
S ’yp—i-Q(H) - {1}7

o que implica em ¢t = 1. Portanto, K,,(z, [z, y]) é o fecho normal em J de p™-ésimas
poténcias de comutadores formais em {z, [z,y]} de peso no maximo p — 1 e peso

em [z, y| no minimo 2. Pela Proposi¢do 1.11,

Wor1(J) < Wpra{, H')) <vppa(H) = {1},
e, portanto, .J tem classe de nilpoténcia no maximo p e 2?" € Z(J) por hip6tese.

Mostraremos agora que dado u € H' um comutador formal bésico em {z, [z,y]},
se w(u) > 2 e o peso de u em z é maior ou igual a 1, entdo u?" = 1. Provaremos
isso por indugao sobre tal escrita de u. Se tiver peso 2, entdo é da forma [z, h] ou
[h,x] = [z,h]™! com h € (x,y). Assim, basta provarmos que [z, h|’" = 1. Porém,
isso é direto do Teorema 3.14, ja que [zF", h] = 1. Assim, provamos o desejado para

u de peso 2.

Agora, seja k > 2 o peso de u segundo a escrita dada e suponhamos que o resultado
é valido para elementos com escrita de peso menor que k. Assim, u = [r, s|, onde
x aparece na escrita de r ou s. Podemos supor, sem perda de generalidade que
o0 peso de r em x é maior ou igual a 1. Assim, pela hip6tese de indugéo, r*" = 1.
Portanto, como r, s € J, pelo Teorema 3.14, temos que [r*",s] = 1, implica que

uP" = [r,s]’" = 1. Portanto, provamos o desejado.

Assim, dado um comutador formal bésico t em {z, [z, y|} de peso menor que p e
cujo peso em b é no minimo 2, pela afirmagéo, temos 7" = 1. Provamos assim que
K, (z,[z,y]) = {1} e, portanto, de (5.1),

(e

2,9 = o o) Tl 0] (), (5.2)

bS]

@
Il
V)

Agora, dado i € {2,...,p"}, sei > p, temos [z,y,;—17] € Yp+1(J) = {1}, ou seja,

[z,y,i-17] = 1. Agora, se i < p, entdo, pelo Lema 2.4, p" ‘(”:) Portanto, pela
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afirmacdo provada, [z, y, ;—17] (") = 1.

Logo, de (5.2), decorre que:
1= [, y) = [z, 91" [z, 9, pr2]) (7).

Assim,

pn

2yl = (2,9, a2 (0) = [y,,a] (%),

como queriamos.
O

Antony, Komma e Thomas estabeleceram uma condigéo suficiente para que se tenha

exp(12(G)) divisor de exp (G/Z(G)), conforme veremos a seguir:

Teorema 5.2. [2, pdg. 252] Se p for um niimero primo e G um p-grupo finito com classe de

nilpoténcia menor ou igual a p + 1, entdo exp(12(Q)) lexp (G/Z(G)).

Demonstragio. Consideremos p™ = exp (G/Z(G)). De acordo com a Proposicédo 1.12,
temos 7,(712(G)) < 72,(G) = {1}. Logo, o Lema 3.9 nos diz que G’ é regular. Vamos
inicialmente mostrar que [z, y]”" = 1 para quaisquer z,y € G. Do Lema 5.1, segue a

igualdade:
eyl = [y, ] (7). 53)

Se p = 2, como [z,y]*" € Z(G), temos:

n

2y, y)* = ([z, 9" [y, 9))* = ([z,9)*")" = [z, y)*".

Portanto, de (5.3) e Lema 5.1 (ii),
27L

.2y, 2y)(2) = [y, g = [0, 9" = [y, 2, 2)(2).

Uma vez que 14(G) = {1}:

ly, zy, vy = ly, z, o)y, 2, ylly, y, ][y, v, y] = [y, 2, z][y, 2, y].

Logo,

2" 2n 2m on

y, 2, 2)(2) = [y, 2y, 29](2) = (jy, 2, 2]y, 2, 9])2) = [y, 2, 2] ]y, 2, 4] (2,

fazendo com que, pelo Lema 5.1 (i) e (5.3):

2m Pl

1=y, 2,9)(2) = [2,29](2) = [y, 2] "

= [z,y)*",
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como queriamos.

Vamos agora estudar o caso p > 2. Dados a,b € GG, denotemos por S(a, b) o conjunto
dos comutadores da forma [b, a, ¢y, ..., cp_1] cOm ey, ..., cp1 € {a,b}. Como 7v,42(G) =
{1}, vemos que os elementos de S(a, b) sdo centrais em G. Para cadar € {0,...,p — 1},

escrevemos 7, (a, b) para representar o conjunto composto por todos os comutadores em

S(a,b) com peso r + 1 em b, isto é, exatamente r elementos de {cy,. .., c,_1} satisfazem
¢; = b. Assim, escrevemos para cadar € {0,...,p — 1}
er(a,b) = H c.
c€Tr(a,b)

Observe que esse produto estd bem definido pois 7,.(a, b) é um conjunto finito e estd
contido em Z(G).

Veja que, dados 7,y € G, pela linearidade dos comutadores de peso p + 1, todo ele-
mento de S(xy, y) pode ser escrito como um produto de elementos de S(x,y). Tomemos
= [y,zy,c1,...,¢p—1] € S(zy,y) depesot +1emy. Dadod = [y, x,d;,...,dy,—1] em

S(z,y) com peso s+ 1 em y, existem p — 1 — s indices ¢ em [,_; tais que d; = z. Digamos

que tais indices sdo i1, . .., ?,_1_s. Portanto, ao escrever ¢ como produto de elementos
de S(z,y), temos que d é um fator se, e somente se, ¢;, = --- = Ci,_,_, = xy. Porém
isto ocorre somente se existem ¢ indices em 7, ;\{i1,...,4,-1-s} tais que ¢; = y, fazendo

com que ¢ < s. Logo, d aparece na escrita de ($) elementos de S(zy, y) com peso ¢ + 1

emy, além de que aparece apenas uma vez em cada expressao.

Pelo ultimo paragrafo, para cada t € {0,1,...,p — 1}, escrevendo e;(zy,y) como

produto de elementos de S(z, y), obtemos:

W2y, y) Hes z,y) (5.4)

Considerando o conjunto 7" = {(m, h) € N* x N* | h > m}, podemos definir uma

aplicacdo o : T' — N* por:

* (1,h)ar = 1 para todo h € N¥;

h—1
k=m

e (m+1,h)a= (") (m, k), para todo (m + 1,h) € N* x N* com h > m + L.

Vamos provar primeiramente por indugado sobre m que (m, m)a = m!. Param =1,
temos que (1,1)a = 1 = 1!. Agora, assuma que isso é verdade para um certo m € N*.
Assim,

— 1 1
(m+1m+1a=3 <m+ ) (m, k)a = <m+ )(m,m)a: (m+1)-m! = (m+ 1)\,

m
k=m
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como queriamos.

Provaremos que para todos z,y € G em € I, 1, temos [[/_) e:(x, y)(m’t)a(pp) =1

Mostraremos isso por indugéo sobre m. Para m = 1, como 27" € Z(G), pelo Lema 5.1
(ii),
60($,y)(pp) = [y>px](pp) = [x’y]p" = [x7$y]p" = [xyapw](pp) = €O(xyay)(pp)7

pois 27" € Z(G). Logo, por (5.4),
ol )5 = eole ) O ) L eale, )@ )

e, dai, 1 = [[’_} es(z,y)" a (%) , provando o desejado para m = 1. Agora, assuma que
para um certo m € I, ,, tenhamos Ht:m eda, b)(mt o(7) = 1, para todos a,b € G. Dados
z,y € G, por (5.4),

p—1 p—1
Hetmyymt = [T esx. )™
t=m s=t
p—1 p—1 p—1
t s
=<H@mwwwm>< Ilgwwwmm)
t=m t=m s=t+1
1

Para t,s € N, temos a equivaléncia:

MmM<t<p-2)AN(t+1<s<p—-1l)<=m<t<s—1)A(m+1<s<p-1).

p—1 p—1 p—2 p—1
er(zy, y) "0 = ez, y) ™ ) [ TT TT eslx. 0 )(m”a>

t=m t=m t=m s=t+1
p—1 p—1 s—1
—= H et(l’7 y)(m1t)a H H es(aj7 y)(t)(mit)a>
t=m s=m+1t=m
p—1 p—1
s—1 (s m.t)o
= | [T ettar. )0 Ilamwﬁﬂmﬂ>
t=m s=m+1
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Logo, pela hipétese de indugao,

I
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N~

provando o desejado.

Pela afirmacdo provada, 1 = Hf;;_l e, y)(p_”)a(pp) = ¢, 1(z, y)(P—Lp—l)a(pp ).

Vejaque (p —1,p — 1)a = (p — 1)!, provando que mdc((p — 1,p — 1)a, p) = 1. Como
G é um p-grupo, temos que |e,_1(z, y)(pp )| 6 uma poténcia de p. Logo, e,_1(z,y) () =1.
Como e,_1(z,y) = [y, 2, p—1y], pelo Lema 5.1,

p" p" n

1= [y’ ;pjp_ly}( p) — [;pjpy]_( p ) — [y’ I]_p — [I, y]ph'
Assim, em todo caso, para todos z,y € G, temos [z, y]P" = 1, ou seja, [z, y] € Qn (G').
Logo, pelo Teorema 3.11, G' < Q,»(G") = {g € G'|¢*" = 1}. Portanto, exp(G')[p". O

Dado um p-grupo finito &, vimos que G possui um grupo de recobrimento total U e
que G A G = U'. Usando este fato, como uma consequéncia do Teorema 5.2, temos o

resultado a seguir.

Coroldario 5.3. [2, pdg. 257] Se G é um p-grupo finito com classe de nilpoténcia no mdximo p,

entdo exp(G A G)| exp(G) e, consequentemente, exp(M (G))| exp(G).

Demonstragio. Pelo Teorema 1.24, existe um grupo de recobrimento total U de G. Seja
K um subgrupode U' N Z(U) tal que K = M(G) e U/K = G. O Teorema 1.21 nos diz
que M (G) é um p-grupo finito e, portanto, pelo Teorema 4.17, temos U’ = G A G. Além
disso, como U/K = G, podemos afirmar que U é um p-grupo finito.

Pela Proposigdo 1.25, como K < Z(U) e v,41(G) = {1}, vemos que U tem classe de
nilpoténcia no maximo p + 1. Logo o Teorema 5.2 nos diz que exp(U’) |exp (U/Z(U)).

Como K < Z(U), dado uZ(U) € U/Z(U), se escrevermos n = exp (U/K), de
K = u"K, obtemos u" € K < Z(U) e, entdo, (uZ(U))" = u"Z(U) = Z(U). Logo,
exp (U/Z(U)) |n. Além disso, ja que U/K = G, vemos que n = exp (U/K) = exp (G).
Portanto, concluimos que exp(G A G) divide exp(G). O

Veremos a seguir mais uma aplicacdo do conceito de p-grupo powerful no célculo do

limite de exp(G A G) e, consequentemente, de exp(M (G)).
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Teorema 5.4. [2, pdg. 259] Seja G um p-grupo finito com p um primo impar e exp(G) = p",

comn > 1. Se as sequintes trés condigdes sio satisfeitas:
* GP é powerful;
o exp(GF) =p"7;
* +1(G) <G
entdo, exp(G A G)| exp(Q) e, em particular, exp(M(G))| exp(G).

Demonstragio. O Corolério 4.21 nos diz que exp(G A G) divide exp ((G/G?) A (G/GP)) -
exp(G? A G). A Proposicdo 4.22 nos diz que exp(G? A G) divide exp(G?). Além disso,
podemos afirmar pelo Coroldrio 5.3, que exp ((G/GP) A (G/GP)) divide exp (G/GP). E
facil ver que exp (G/GP)| p e, consequentemente, temos exp(G' A G) |p - exp(GP). Logo,

exp(G A G) [p", como queriamos demonstrar. O

Dado um p-grupo finito G, com p impar, dizemos que G é potent se ,_1(G) < GP.
Note que todo p-grupo powerful, com p impar, é potent. Moravec [33] provou que
exp(M(G))|exp(G) para todo p-grupo potent finito. Porém, no préximo paragrafo,
apresentaremos uma outra prova para este fato usando o Teorema 5.4.

Seja G um p-grupo potent finito, com p impar e expoente p". Observamos que
Yo+1(G) < 7p-1(G) < GP. Além disso, por [18, Coroldrio 4.7], temos que GP é powerful.
Por fim, [4, Teorema 2] nos assegura que G? = {¢* | g € G} e, consequentemente,
exp(GP) = p"~ 1. Portanto, pelo Teorema 5.4, podemos afirmar que exp(M(G))|exp(G).

Observamos que dado um ntimero real z, os simbolos [z] e |z] denotam, respecti-

vamente, o teto e piso de z.

A demonstragdo do resultado a seguir é uma parte da prova do Teorema 3.1 de [25].

Teorema 5.5. Sejam p um primo e G um p-grupo finito com classe de nilpoténcia c. Entdo, para
cada i € I, temos:

exp(ri1(G)) \pﬁ%ﬂ—l e (50s) 55)

Demonstragio. Podemos escrever exp (G/Z(G)) = p™ para algum n € N. Assim, vamos

provar que para i € I, vale exp(7;4+1(G)) ‘p’—bgl’ §]-14n,

Se ¢ < p+ 1, uma vez que 7;4+1(G) < 72(G), o Teorema 5.2 nos diz que para qualquer
i € I, vale exp(7i+1(G))|p" e, entdo (5.5) acontece para este caso.
Portanto, nos preocuparemos agora com o caso ¢ > p + 2. Coloquemos m = [9—‘ ,

p
fazendo com que ¢ > m e pm > c. Dessa forma, v, +1(G) < V.41(G) = {1} e, portanto,
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Ypm+1(G) = {1}. Pelo Teorema 2.7,

[m(G)", G = [ (G), G (mod H[G,mmwﬂp”) .

J=1

Do Lema 1.10 segue que para cada j € I

(G, p 1 (G)] < Y1 (G) < Ympa (G) = {1},

provando que [G, iV, (G)] = {1} para todo j € I,,. Logo, H?ZI[G,pwm(G)]pnfj = {1},
implicando em [1,,(G)*",G] = [1m(G), G = (Ym1(G))". Ja que exp (G/Z(G)) = p",
é certo que 7, (G)"" < Z(G), ou seja, [vin(G)P", G] = {1}. Portanto, (v,,41(G))*" = {1},
isto €, exp(Vm+1(G))|p™. Assim, para todo i € I, com i > m, temos exp(7;+1(G)) [p", ou
seja, exp(7i+1(G)) (pp‘)gp il

Provaremos por indugdo sobre j € {0,--- ,m—1} que paracadai € I.,,comi > m—j,

temos:

exp(vi+1(G)) plies £]-14n

Com isso, para j = m — 1, teremos o resultado desejado. Observamos que o caso j = 0
foi feito acima.

Agora, assuma que para um certo j € /,,,_; o resultado é vélido para todo i € 1. com
i>m—(j—1)=m—j+1. Sendo ! = m — j, para facilitar os célculos, escrevemos

k =n+ [log,¢| — 1 e entdo, pelo Teorema 2.7:
k
(6.6 = [1(6)". 6] (mod H[G,pvm(G)}pH) . 56
r=1

Dado r € I;,, vamos mostrar que [G, ,»7,(G)]”" " = {1}. Parar > [log, ¢|, temos que:
> et =1 =,

e, portanto, novamente pela Proposic¢do 1.10,

k—r

[va’“f)/l(Gﬂp = [G?VZ(G)upT*le(G) b

k—r
< (Mg 14r—11(G))P

k—r k—r

= hlJrl(G)v le’Yl(G)]p
= (Y1 (G < (rera (G)P = {1},

Agora, para r < [log, ¢| — 1, é certo que r < log, ¢ e, assim, Ip” < ¢, ou seja, lp” € I...

Além disso,
c c .
n + {logp lp?—‘ —1l=n+ Rlogp 7) — (log, p ﬂ —1=k—r. (5.7)

Agora, veja que lp” > [+ 1 > m — j + 1. Assim, pela hipétese de indugéo,
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exp(Viprs1) p(l‘)gp o | —ltn Dat, de (5.7) obtemos exp(y;,-41) [p*~". Portanto,

k—r

G (@) = [G(G), pran (G

k—r
< (Vs14r—10(G))?

k—r k—r

= [%+1(G)apr—1%(G)]p
= (Y (G))P" = {1}.

Mostramos assim que [G, ,»7,(G)]?*" = {1} para todo r € I;. Desta forma, por (5.6),

podemos afirmar que:

k

(@ = (@).61" = (@),

Comol=m—jeje€ I, 1, temos quel < m < cimplicando em [ < c e, consequen-

temente, [log, ¢| > 1. Assim,

v logy, § | -1
n+ [logp %]71 n p[ng 1 n

< (n(@)) <n(G)".

k

WGP =n(G)
Com isso em mente, lembrando que exp (G/Z(G)) = p”, temos que:
(@), 6] < [w(@)y", 6] = {1},

Dessa forma, ;41 (G)?" = {1}, provando que exp(7y;41(G)) divide p™" [log, § -1,
Provamos assim que para todo i € I, com i > m — j, temos exp(v;+1(G)) divide
pflogp {1717 Dessa forma, provamos a afirmagdo por indugao sobre j € {0,...,m — 1}.

Para j = m — 1, temos o resultado desejado. O

Fazendo i = 1 no Teorema 5.5, obtemos o seguinte.

Coroldrio 5.6. Se G é um p-grupo finito com classe de nilpoténcia ¢ > 1, entdo,

G

exp(72(G)) 'p“’gp 11 exp <m> :

Na literatura encontramos cotas superiores para o expoente do quadrado exterior
nao abeliano de um p-grupo finito em fun¢ao da sua classe de nilpoténcia. Por exemplo,
se p é impar e c a classe de nilpoténcia de G, Sambonet [39, Theorem 1.1] provou que
exp(G A G) ‘ exp(G)Her-1¢I+1 Caso ¢ > p, Antony, Komma e Thomas [2, Theorem 4.2]
mostraram que exp(G A G) divide exp(G)*, em que k = [logp_1 (CH >-‘ + 1. Além disso,

p+1
Bastos, Melo, Gongalves e Monetta [5, Therem 1.4] estabeleceram que exp(G A G) divide

exp(G) [log,, (c+1)]

Como uma aplicacdo do Corolario 5.6, obtém-se a seguinte cota superior para o

expoente de G' A\ G, o qual melhora alguns resultados prévios.

Teorema 5.7. [25, pdg. 5] Sejam p um primo e G um p-grupo finito. Se a classe de nilpoténcia
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de G é ¢, entiio exp(G A G) [p" " exp(G), onde n = [log,(c + 1)]. Em particular, exp(M(G))
divide p"~! exp(Q).

Demonstragio. Pelo Teorema 1.21, é certo que M (G) é um p-grupo finito, e portanto,
finitamente gerado. Seja U um grupo de recobrimento de G. Entdo, U é um p-grupo, pois
G e M(G) satisfazem essa propriedade, e U tem classe de nilpoténcia d, com d < ¢ + 1.

Além disso, pelo Teorema 4.17, temos G A G = U’. Assim, do Coroldrio 5.6, obtemos:

exp(G A G) 'pﬁogp 11 exp (%) . (5.8)

Agora, pﬂogp 111 divide pﬁogp et]-1 pois d < ¢+ 1. Ainda mais, sabemos que
U/K; = @ para algum subgrupo K; de U tal que K; = M(G)e K; <U'NZ(U). Dessa
forma, sendo m = exp(G), teremos exp (U/Z(U))| m.

Portanto, de (5.8) segue que exp(G A G) pllogs CHD =1 o (@). O

Como uma aplicacdo do Teorema 5.7, temos o seguinte.

Coroldrio 5.8. Sejam p um primo impar e G um p-grupo finito. Se a classe de nilpoténcia de G

é menor ou igual a p*> — 1, entdo exp(G A G) |p exp(G). Em particular, exp(M(G)) [pexp(G).

Demonstragio. Note que, se c é a classe de nilpoténcia de G, do Teorema 5.7 segue que

exp(G A G) [ple(“t 11 exp(G) Além disso, como ¢ < p? — 1, temos que:

[log,(c+1)] < ﬂogp (p2 — 1+ 1)} = ﬂogp (pz)] =2,

garantindo que pl'°¢(“+D1-1 divide p?>~! = p. Portanto, exp(G A G) |pexp(G). O

Em [41], Vaughan-Lee apresentou um grupo que atinge o limite fornecido pelo
Coroldrio 5.8. Neste texto, é exibido um 5-grupo finito G' de classe de nilpoténcia 9, com
exp(G) =5 eexp(M(G)) = 25.

Do Corolario 5.8, segue que:

Corolario 5.9. Sejam p um primo impar e G um p-grupo finito. Se a classe de nilpoténcia de G

é menor ou igual a 8, entdo exp(G' A\ G) |pexp(G). Em particular, exp(M(G)) |pexp(G).

Demonstracdo. E uma consequéncia direta do Corolério 5.8 uma vez que 8 < p? — 1 para

todo primo p impar. O

Nosso objetivo agora €, a partir de um p-grupo finito G, limitar seu expoente em
fungao de exp(G’) e do expoente de um p-subgrupo de Sylow de Aut(G). Para tanto,

necessitamos do seguinte resultado.
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Teorema 5.10. [8, Theorem 150.1, pdg. 591 Sejam G um p-grupo finito e S um p-subgrupo de
Sylow de Aut(G). Se exp(S) = q, entdo exp(Z(Q))|q ou exp (G/G")| pg*.

Demonstragio. Primeiro notemos que como S é um p-grupo finito, temos que ¢ = p”
para algum n € N. Faremos a prova por contrapositiva. Assim, suponha que exp(Z(G))
nao divide p" e exp (G/G’) ndo divide pg°.

Como exp(Z(G)) e exp (G/G') sdo poténcias de base p, segue que exp(Z(G)) > p" e
exp (G/G') > p*™ ™1, ou seja, exp(Z(G)) > p"t e exp (G/G') > p**2.

Uma vez que G/G’ é um grupo abeliano e finito, pelo Teorema Fundamental do
Grupo Abeliano Finitamente Gerado, existem inteiros positivos i1, . . ., i satisfazendo
G/G =7 x --- X ZL;, eijlij41 paracada j € I;_q. Segue, assim, que exp (G/G") = iy e,

consequentemente, i > p*"*2,

Escrevendo A = Z;, x --- X Z existe um isomorfismo ¢ : G/G' — A x Z,,.

’ik_ll

Usaremos a notagado aditiva quando nos referirmos as operagdes em A e Z;, .

Agora, como exp(Z(G)) > p"*t!, existe y € Z(G) tal que |y| > p™*!, ou seja, |y| = p™

m—n—+1

para algum natural m > n + 1. Consideremos o elemento central z = p , 0 qual

satisfaz |z| = p"*! e a funcdo:
a: AxZ;, — (z)
(a,7) +— 27

Primeiramente vamos mostrar que « estd bem definida. Sejam (a,7), (b,5) € A x Z;,
com (a,7) = (b,5). Entdo, a = beT = 35. Assim, i;|(r — s). Lembramos que i, é uma

nt2 e, entdo, p"'|ir. Logo, p"| (r — s), fazendo com

poténcia de base p com i, > p
que z"~* = 1. Portanto, 2" = z°. Assim, provamos que « estd bem definida e é facil ver

que a é um homomorfismo.

Podemos, assim, tomar o homomorfismo f = oy oa: G — (z)onden : G — % é
o homomorfismo canoénico. Se g € G é tal que @ =1e (a,7) = (g)mrop € A X Z;,

temos:

(pn—l-la,pn—O—lF) = " (a,7) = p"tH(g)T 0 ¥)) = (gp"H) mot = (lg)m oy = (04,0).

Assim, p+tlr = 0, fazendo com que i lp"*tr. Como i, é uma poténcia de base p e
ir > p*"*?, é certo que p*"?| iy e, consequentemente, p*" 2| p"*r. Portanto, p" |7, o

que implica em 2" = 1. Dessa forma,
(9)B=(g)rotvoa=(a,T)a=2"=1.

Logo, g € Ker(B3) paratodo g € G com ¢*"" = 1. Uma vez que |(z)| = p"*?, é fato
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que (z) < Ker(f).

Tomemos a aplicagao:
co: G — G

g g'(g)ﬁ'

Vejamos que o é um homomorfismo. Dados ¢, h € G, veja que (9)0, (h)5 € (z) < Z(G).

Assim,

(gh)o = (gh)(gh)B = gh(9)B(h)B = g(g9)Bh(h)B = (g)a(h)o,

provando que ¢ é um homomorfismo.
Vamos mostrar por indugédo sobre j € N* que (g)o? = g((9)3)?, para todo g € G.
Para j = 1, é 6bvio. Suponhamos que a afirmacao é verdadeira para algum j € N*.

Entdo,

(97" = ((9)0") & = (a((9)BY) o = (9((9)8Y) (9((9)8Y) B = 9((9)8)*" (((9)8) ) B.

De Im(8) < (z) e (z) < Ker(p), resulta que (g)c?™ = g((¢)5)’™!, provando o desejado
por indugdo.

Além disso, para todo g € G, temos que |(g) 3| divide p"*™* pois (g)3 € (z). Portanto,
paratodo g € G, (9)0”""" = g((9)B)

sdo a identidade em G, provando que ¢ é um isomorfismo.

Se hG' = (04,1)1~%, onde 0,4 é o elemento neutro de A, temos (h)3 = (h)y o a =

04,1)a0 = z. Ja provamos que ot =T dg, onde Idg representa o automorfismo
p q P

n+1 n+171

n+1_
= g, de onde segue que o o o e o? oo

identidade em G. Vamos provar que |o| = p"*'. Para cada j € N* com j < p"*!, temos

que 27 # 1 pois |z| = p"!. Assim,
(h)a’ = h((h)B)’ = hz’ # h,

provando que |o| # j. Logo, |o| = p"*'.

Como o € Aut(G) e |o| = p™*!, podemos tomar um p-subgrupo de Sylow 7' de
Aut(G) tal que o € T. Logo, exp(T') > p™**. Pelo Teorema de Sylow, é certo que S e T
sdo conjugados, fazendo com que exp(S) = exp(T) > p"*™', 0 que é uma contradicdo, ja

que exp(S) = ¢ = p". Isso conclui a prova do resultado. O

Dado um p-grupo finito G, temos que todo p-subgrupo de Sylow de Aut(G) é um
p-grupo finito. Com isso, provaremos o préximo teorema que nos dé limitantes para

exp(G/Z(G)) e exp(G). A sua demonstra¢do pode também ser vista em [8, pag. 59].

Teorema 5.11. Dado um p-grupo finito G, se S é um p-subgrupo de Sylow de Aut(G), com
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exp(S) = q, entdo:

exp (%)'q e exp(G) |pg’ exp(G') .

Demonstragido. Note que G/Z(G) = Inn(G) < Aut(G), onde Inn(G) denota o grupo de
todos os automorfismos internos de GG. Dessa forma, Inn(G) é um p-grupo e, portanto,
estd contido em algum p-subgrupo de Sylow de Aut(G), que serd denotado por S;.
Pelo Teorema de Sylow, é certo que S e S; sdo conjugados e, consequentemente,
sdo isomorfos. Logo, exp(Si) = exp(S) = ¢. Uma vez que G/Z(G) = Inn(G) < 5,
podemos afirmar que exp (G/Z(G))| q.
Pelo Teorema 5.10, temos que exp(Z(G))|q ou exp (G/G")| pg®. Se exp(Z(G))|q, é facil

ver que:

exp(G)

xp (m) exp(Z(G)),

o que implica em exp(G) |¢*.
Agora, caso exp (G/G")| pg?, de exp(G) |exp (G/G") exp(G’), obtemos exp(G) divide
pq? exp(G’). Logo, de todo modo, podemos afirmar que exp(G) |pg* exp(G'). O

O ultimo teorema e o Coroldrio 5.6 permitiram que Komma e Thomas estabelecessem

o seguinte limitante superior para exp(G).

Teorema 5.12. [25, pdg. 6] Sejam G um p-grupo finito de classe c e S um p-subgrupo de Sylow
de Aut(G), com exp(S) = q. Entdo, exp(G) divide p/'°e»<l¢>.

plesel =1 exp (G/2(G)). Nova-
mente, pelo Teorema 5.11, podemos afirmar que exp (G/Z(G))| q e exp(G) [pg* exp(G').

Demonstragio. Pelo Corolario 5.6, é certo que exp(G’)

Logo, exp(G’) pﬁogf’ e]-1. q, fazendo com que exp(G) ‘qup [lo, ] -1 . q, ou seja, exp(G)

divide p [1og, ] ¢*, como queriamos. O

A cota superior para exp(G) no Teorema 5.12 é para p-grupos finitos, mas pode ser

estendida para grupos finitos de ordens arbitrarias fazendo uso do seguinte resultado:

Teorema 5.13. Dado um grupo finito G, sejam py, . . ., py, 0s primos divisores de |G|. Para cada

i € I, seja S; um p;-subgrupo de Sylow de G. Entdo, exp(G) = Hle exp(S;).

(1) (k)
Demonstragio. Para cada g € G, sejam e, ... eP e Ntais que |g| = p;’ ---p,’ . Para

cada i € I, coloquemos £ = max { s(gi)‘ geqd } Desse modo,

(1) (k)
exp(G) = mmefJg| | g € G} = mme {pig g

(1) (k)
geG} =p] D -
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Assim, basta mostrarmos que exp(S;) = p;?(i), para todo i € Ij.

Dado i € I, tome g € ;. Entdo |g| = p" para algum n € N. Dessa forma, £ = n

e e = 0 para todo j € I;\{i}. Pela forma com que tomamos (), é fato que n < @ e,

200) . <00)
dai, ¢ = 1. Assim, ¢* =1 paratodo g € S;, provando que exp(S;) < pg( "
p p q

2
) — ¢, Com isso,
5l e
9| =p"
Para facilitar os célculos, escrevemos h = ¢° € G. Como a ordem de h é uma poténcia

Agora, pela forma com que tomamos e, existe g € G tal que &;E,l
) (i-1) _(i+1) () .
. (2) .
considerando § = p}’ ---p;’; pil; ---p;’ ,temos que |g| = p; 4, ou seja,

de p;, é fato que h pertence a algum p;-subgrupo de Sylow de G, que denotaremos por
T;. Como |h| = p=, teremos que exp(T}) > e@.

Uma vez que T; e S; sdo p;-subgrupos de Sylow de G, pelo Teorema de Sylow, é fato
que T; e S; sdo conjugados e portanto possuem o mesmo expoente. Logo, exp(.S;) > @,

Provamos assim que exp(S;) = () e consequentemente, temos o resultado desejado. O

Assim, combinando os Teoremas 5.12 e 5.13, obtemos o seguinte:

Teorema 5.14. [25, pdg. 6] Sejam G um grupo finito e py, . . ., py 0s primos divisores de |G/|.
Para cada i € I, sejam P; um p;-subgrupo de Sylow de G de classe c; e S; um p;-subgrupo de
Sylow de Aut(P;) com exp(S;) = ¢;. Entdo:

L —
0g,,. C;
Hpi g

i=1

exp(G)

[log,, ci] 3
i 4

Demonstragio. Pelo Teorema 5.12, é fato que para todo i € I, vale exp(F;) |p
Entdo []_, exp(P)
ITE,py g2, 0

=111

1., pig?. Portanto, pelo Teorema 5.13, temos que exp(G) divide

5.2 Expoente de p-grupos metabelianos de classe 2p — 1

Lembramos que um grupo é metabeliano se seu subgrupo derivado é abeliano. Do
Teorema 5.7, segue que se GG é um p-grupo finito de classe no maximo 2p — 1, entdo
exp(G A G)|pexp(G). Entretanto, no caso em que G é um p-grupo metabeliano finito,
Komma e Thommas [25] mostraram que essa cota superior para exp(G A G) pode ser
reduzida para exp(G) (veja Teorema 5.20 e Observacao 5.21). O objetivo nesta sec¢do é
apresentar a demonstragao deste fato.

Inicialmente, vamos apresentar algumas identidades de comutadores que sdo vélidas

em um grupo metabeliano. Suas provas sao feitas através de cdlculos rotineiros usando

0 Teorema 1.2 e serdo omitidas.
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Proposicdo 5.15. Seja G um grupo metabeliano G. Para todos x,y € G', a,b,c,d € G e

n € N¥, as sequintes identidades sdo vdlidas:

(i) [ry,a] = [z, ally, ]
(ii) [x,a’] = [z, al;
(1i) [x,a,b] = [z,b,a);

(iv) [a,b,c]™t = [b,a,c];

(0) [a,b"] =TT, [, ]);
(vi) [ab, nc] = [a,nc]®[b, ncl;
(vii) [alb, c],d] = [a,d][b, ¢, d].

Lema 5.16. Sejam p um primo e G um p-grupo finito metabeliano de classe menor ou igual a

2p — 1 tal que v, (G) < [G?, G]. Entdo, [G?, GP] < [GP, G?.
Demonstracdo. Pelo Teorema 2.7, temos:
(GP,GP] < [GP,GIP[GP, G . 5.9)
Agora, usando o Teorema 2.8 e o fato que 7,,(G) = {1}, obtemos:
(C7. G < [GyGP [Gap G =[G GG =[G ,G1.
Assim, de (5.9) e pela hipétese, segue que:
(G7, GP] <GP, G (GG < [GP, G (1pa (G))" = 67, G,

O

como queriamos.

Lema 5.17. Dados um p-grupo metabeliano G e subgrupos normais N e M de G, com N < (&,
para todo k € N, temos [N*, M] = [N, M]".

Demonstragio. Como G é metabeliano e N < G’, para todos m € M en € N, temos

[n*,m] = [n,m]". Além disso, pelo fato de N e [N*, M] serem subgrupos abelianos de

G, é fato que:
[N*, M] = ([n*,m]|neNmeM)={nm]*|neNmeM)=[N,M"

como queriamos.
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O préximo resultado provado por Komma e Thomas, fornece cotas superiores para
os expoentes de 12(G) e y3(G) para um p-grupo metabeliano G de classe de nilpoténcia

menor ou igual a 2p — 1.

Proposicdo 5.18. [25] Sejam p um primo e G um p-grupo finito metabeliano de classe de
nilpoténcia menor ou igual a 2p — 1 tal que v,+1(G) < [G?,G]. Se exp(G) = p", comn > 2,

entdo:

(i) exp (12(G?)) | p"~Y;
(i) exp (3(GP)) | p" %

Demonstragido. Como exp(G) = p™ e G é metabeliano, pelo Lema 5.16,

n—1

(GO =GP, QPP < ([GR QPP = {1,

provando o primeiro item.

Agora, pelos Lemas 5.16 e 5.17, é certo que:
(G, GP,GP < 67, G, GP) = [GF, G, G7P < [GP, GPPP = (12(G7))7

Logo, como 7,(G?) é abeliano:
(@) < (GNP = (e(@P) T = {1},

e isto prova o segundo item. O

Corolario 5.19. Sejam p um primo impar e G um p-grupo metabeliano finito de classe menor ou

igual a 2p — 1 tal que ~y,+1(G) < [G?, G]. Se exp(G) = p", com n > 1, entdo exp(GF) = p" 1.

Demonstragio. Se n = 1, entdo exp(G) = p e, dai, certamente exp(GP) = 1.

Agora, suponhamos que n > 2. Se m = n — 2, temos que m + 1 = n — 1 e, como
exp(G) = p", existe z € G tal que 27" # 1, ou seja, (zP)?" # 1 fazendo com que
exp(GP) > p" L.

Portanto, basta provarmos que " = 1 para todo = € G?. Para cada = € G*\{1},
existem z1,..., 1, € G tais que z = 2% - - -2?. Se k = 1, entdo 27" = (#b)P" =27 =1

pois exp(G) = p". Por outro lado, se k > 2, pelo Teorema 2.6, é certo que:
n—1 .
(2 - .:EZ):D"’I = xfl’" . -xin (mod ’yg(G”)pHA (H ,Ypi(Gp>p"12>> _
=1

Para i > 2, temos que ,:(G?) = {1} pois G é nilpotente de classe menor ou igual a

2p — 1ep' > p? > 2p. Além disso, pela Proposicao 5.18, é fato que 1,(GP)"" = {1} =
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v3(GP)P""*. Uma vez que p > 3, temos que 75”72 (GP) < yé’n_Q (GP) e, portanto:

n—1 (2 n
() - ap)? =y ---ap (mod {1}),
isto &, 27" = (af---2P)P" = 2 .2 = 1,4 que exp(G) = p". Dessa forma,
27" = 1 para todo z € GP fazendo com que exp(G?) < p"~'. Concluimos assim que
exp(GP) = p" L. O

Komma e Thomas provaram o préximo resultado em [25], fornecendo outra classe

de grupos G que satisfazem exp(M (G))| exp(G).

Teorema 5.20. [25] Seja G um p-grupo finito metabeliano com p um primo impar. Se a classe
de nilpoténcia de G é menor ou igual a 2p — 1 e v,+1(G) < [GP, G|, entdo exp(G A G)| exp(G).
Consequentemente exp(M (G))| exp(G).

Demonstragido. Podemos escrever exp(G) = p”, para algum n € N. Sen = 0, ou seja, G é
o grupo trivial, entdo, G ® G é o subgrupo trivial. Dessa forma, o resultado vale quando
n = 0.

Agora, para n > 1, basta provarmos que as trés condi¢des do Teorema 5.4 se ve-
rificam. Pelo Lema 5.16, temos que 7,(G?) < [G?,G]P < (GP)?, provando que GP é
powerful. Do Corolério 5.19, segue que exp(G?) = p"~!. Da hipétese, temos v,,1(G) <
[G,GP] < GP. Assim, o Teorema 5.4 nos permite afirmar que exp(G A G)|exp(G) e
exp(M(G))|exp(G). 0

Observacado 5.21. Seja G um p-grupo metabeliano finito. Kappe e Morse [22] mostraram
que G? < Z(G) se, e somente se, exp(G’) | p e G tem classe de nilpoténcia no méximo p.

Nao é dificil ver que o p-grupo metabeliano G/[G, GP| satisfaz:

([G,Gap])p =7 ([G,Gap]) '

Logo, 7,+1(G/|G, GP]) = {1} e isso nos diz que:

i (G) < (GG, (5.10)

Desta forma, a condigdo (5.10) pode ser retirada da hip6tese de todos os resultados
desta segdo, conforme fizeram Komma e Thomas em [25] e o Teorema 5.20 pode ser

reenunciado da seguinte forma:

Teorema 5.22. [25] Seja G' um p-grupo finito metabeliano com p um primo impar. Se a classe
de nilpoténcia de G é menor ou igual a 2p — 1, entdo exp(G N G)| exp(G). Consequentemente
exp(M(G))| exp(G)
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