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RESUMO

Este trabalho busca estudar a estabilidade de solugoes de equilibrio de uma equacao do
calor nao linear com nao linearidade do tipo logaritmica, em que a incognita da equacao
¢ uma funcao que toma valores em uma algebra de Banach comutativa X. Para isso,
consideramos inicialmente o caso X = R e verificamos a existéncia de uma classe de
solugoes de equilibrio que decaem a zero no infinito. Provamos a instabilidade destas
solucoes no caso real utilizando duas abordagens: uma delas algébrica e a outra analitica.
A primeira delas consiste na anélise espectral do operador linear associado ao equilibrio.
A segunda abordagem consiste na analise do comportamento de uma curva de solugoes
da equacao que passa pela solucao de equilibrio. A ultima abordagem nos garante a
instabilidade de qualquer solucao de equilibrio nao trivial. Apos isso, analisamos o caso
geral, isto €, o caso em que X é uma algebra de Banach comutativa qualquer. Nesse caso,
obtemos uma classe analoga de equilibrios e para essas solugoes, realizamos a anéalise
espectral do operador linearizado no equilibrio, obtendo a instabilidade linear das solugoes.
De modo analogo ao caso real, provamos também a instabilidade para uma solugao de

equilibrio qualquer.

Palavras-chave: Equacoes diferenciais. Solucoes de equilibrio. Estabilidade. Algebras de

Banach.



ABSTRACT

This work seeks to study the stability of equilibrium solutions of a nonlinear heat equation
with logarithmic nonlinearity, in which the unknown of the equation is a function that
takes values in a commutative Banach algebra X. To do this, we initially consider the
case X = R and verify the existence of a class of equilibrium solutions that decay to
zero at infinity. We prove the instability of these solutions in the real case using two
approaches: one of them algebraic and the other analytical. The first approach consists in
the spectral analysis of the linear operator associated with the equilibrium. The second
approach consists of analyzing the behavior of a curve of solutions of the equation passing
through the equilibrium solution. The last approach guarantees the instability of any
non-trivial equilibrium solution. After that, we analyze the general case, that is, the case
in which X is any commutative Banach algebra. In this case, we obtain an analogous
class of equilibriums and for these solutions, we do the spectral analysis of the linearized
operator in the equilibrium, obtaining the linear instability of the solutions. Similarly to

the real case, we also prove the instability for any equilibrium solution.

Key-words: Differential equations. Equilibrium solutions. Stability. Banach algebras.
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INTRODUCAO

As equagoes de reacao-difusao sao equagoes diferenciais parciais (EDPs) que
surgem ao modelar diversos processos quimicos, fisicos ou bioldgicos envolvendo a interagao
de elementos em um meio. Convencionalmente, algumas equacoes desta classe tomam a

forma
U = QUgy + f(u), (1)

em que u ¢ uma funcao de R x Rt em R, o ¢ um parametro real positivo e f, denominado

termo de reagao, ¢ uma fungao suave definida em um conjunto aberto de R.

Para determinados termos de reacdo, a equacao (1) acima representa diferentes
fenomenos. Por exemplo, considerando o termo de reagao f(u) = fu(l—u), > 0, obtemos
a equacao Fisher-KPP, que aparece nos trabalhos de Fisher [15] e Kolmogoroff, Petrovsky e
Piscounoff [29] a respeito de dindmicas populacionais para descrever o espalhamento de uma
mutagao vantajosa. A reagao f(u) = u(l —u)(u— ) com 0 < < 1 nos fornece a equagao
conhecida como ZFK-Nagumo, referéncia aos trabalhos de Zeldovich e Frank-Kamenetskii
[37] e Nagumo, Arimoto e Yoshizawa [34], nos quais essa equagao é utilizada para descrever

a propagagao da chama e como um modelo para a condugao nervosa, respectivamente [1].

Dentre os modelos de reagao-difusdo, temos também a equagao de Allen-Cahn [4],
que descreve o processo de separacao de fases em ligas metalicas, cujo termo de reagao é
f(u) = u® — u. Além de ser um modelo para estudar transi¢oes de fase em ligas metélicas
pela abordagem de interface difusa, essa equacao tem sido utilizada para estudar problemas
fisicos, como crescimento de cristais, segmentacao de imagens e movimento por fluxos de

curvatura média, conforme destacado por Hussain et al. [25].

Podemos ainda mencionar a equagao de Newell-Whitehead-Segel (NWS), obtida
quando f(u) = u(1 — u?), uma equacao diferencial parcial nao linear que descreve a
formacgao de padroes e modela uma ampla gama de fendémenos fisicos, quimicos e biolégicos,
incluindo a conveccao de Rayleigh-Bénard, o comportamento de osciladores quimicos, a
formacao da pelagem de animais e a distribuigao espacial de vegetagao em regioes aridas

I19].

Diversos problemas matematicos inerentes as equagoes de reagao-difusao na forma
(1) foram abordados na literatura. Por exemplo, temos o texto de Meyer e Needham [33]
que estuda a existéncia e unicidade de solucoes locais e globais para o problema de Cauchy
associado & equagoes parabolicas com nao linearidade nao Lipschitziana. A existéncia de
atratores globais e o estudo de sua estrutura interna [6], o blow-up de solugoes [16] e a
existéncia de padroes metaestéveis [11] também despertaram o interesse da comunidade

matematica
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A estabilidade de solugoes de uma equagao de reacao-difusao também é tema
de diversos trabalhos, como por exemplo [18], [27] e [31], que abordam a estabilidade de
solucoes do tipo onda viajante. A estabilidade de solugoes de equilibrio foi estudada nos
trabalhos de Hernandez [21], que investiga solugoes de equilibrio periddicas e nao periodicas
para uma equagao do calor nao linear, e Hernandez e Mayorga [23], que trata a instabilidade
de solugoes de equilibrio de uma familia nao linear de equacgoes de reacao-difusao localizadas.
Uma discussao mais ampla sobre propriedades e problemas que concernem a equagao (1)

pode ser encontrada em [20] e suas referéncias.

Equagoes diferenciais com nao linearidade logaritmica (nao necessariamente do
tipo reacao-difusdo) aparecem na Fisica no contexto da mecénica ondulatéria e da 6ptica,
nos trabalhos de Bialynicki-Birula e Mycielski |9] e Bialynicki-Birula e Mycielski [8]. Do
ponto de vista matematico, além dos trabalhos [10] e [12] que estudam o problema de
Cauchy para a equacao logaritmica de Schrédinger, temos o trabalho de Chen, Luo e Liu
[13], que estuda o problema de Cauchy com condi¢oes de contorno de Dirichlet associado

a uma equagao do calor, que é uma equacgao do tipo reacao-difusao.

O trabalho de Alfaro e Carles [2]| considera a equagao do calor com uma nao
linearidade logaritmica no termo de reacao f, estabelecendo a existéncia e unicidade de
solucoes globais do problema de Cauchy para uma classe de dados iniciais adequada. Além
disso, os autores investigam o comportamento das solugdes do problema de Cauchy ao
longo do tempo. Em particular, demonstra-se a existéncia de dados iniciais tais que a
solucao decai para zero super exponencialmente e dados iniciais tais que a solugao cresce

super exponencialmente.

Mencionamos também o trabalho de Hernandez e Demetrio [22|, que estuda a
equacao
Uy = AUy, +wu + klog(u®)u, w€R, k> 0. (2)

Nesse artigo é apresentada a formula explicita para uma familia de solugbes de equilibrio
que decaem a zero no infinito, e a instabilidade dessa familia de solugoes é obtida através da
analise espectral do operador que aproxima as solucoes da equagao em torno das solugoes
de equilibrio. Também ¢é apresentado um resultado sobre a instabilidade de uma solucao

de equilibrio nao trivial.

Considerando a ampla literatura existente a respeito de equacoes de reagao-difusao,
desejamos estudar o problema da equacao do calor com nao linearidade logaritmica em um
cenario mais amplo, isto é, estudar essa equagao considerando a incognita u da equagao
como uma func¢ao definida do conjunto R x R™ no conjunto X, sendo X uma algebra de
Banach comutativa com unidade e € X, e f uma func¢ao suave definida de um conjunto

aberto {2 C X para X. Mais exatamente, o objetivo dessa dissertagao ¢ estudar a existéncia
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e a estabilidade de solucoes de equilibrio da equagao do calor logaritmica
Uy = Uye + wu + Log(u?)u, (3)

em que v : R x RT — X, w € X denota um parametro fixado e Log denota a funcao
logaritmo definida na &algebra de Banach X, vide se¢ao 1.4. Com isso, estendemos os

resultados apresentados em [22|, que aborda a equagao (3) no caso particular X = R.

E importante notar que existem poucos trabalhos na literatura que analisam a
dinamica de equacgoes diferenciais nas quais a incognita assume valores em algebras de
Banach. Destacamos o trabalho de Almkvist [5], que estuda a existéncia e estabilidade de

solucoes de equagoes diferenciais ordinarias do tipo
u'(t) = a(t)u(t) com u(0)=e, (4)

em que u e a sao fungoes de R em uma algebra de Banach X, a(t) uma fungdo Bochner

integravel?.

A seguir, enunciamos os principais resultados desta dissertagao. Lembrando que
uma solucao de equilibrio da equagdo (3) é uma solugao da equacao que nao depende da
variavel ¢, demonstramos a existéncia de uma familia de solugoes de equilibrio que decaem

a zero no infinito. Mais exatamente:

Teorema. Seja X uma dlgebra de Banach comutativa com unidade e, w € X tal que

lle —wl|| <log2. Para cada r € R, a funcao ¢, : R — X dada por
e—w —(x+71)?
or(r) = Exp <T> exp <%> (5)

€ uma solugao de equilibrio da equagao (3).

Intuitivamente, uma solucao de equilibrio é estavel se qualquer solugao do problema
de Cauchy gerada por dados iniciais que estao proximos da solucao de equilibrio se mantém
préxima do equilibrio para todo tempo ¢ > 0. Uma forma de analisar a estabilidade das
solugdes de equilibrio ¢ dadas em (5) é analisar o espectro do operador linear

d2
Eg:@g+3g—(x+r)29, g€ D(L) C Gy(R, X),

em que D(L) denota o dominio do operador e Cy(R, X) denota a algebra de Banach
das funcoes limitadas de R em X. Temos o seguinte resultado a respeito do espectro do

operador L:

2 A integral de Bochner estende a definicio de integral de Lebesgue para funcdes que assumem valores

em um espago de Banach.
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Teorema. O espectro pontual do operador linear L € dado pela sequéncia de autovalores

A=-2(n—1),n=0,1,2,..., ou seja,
{2,0,-2,—4,....,2(n—1),...} = 0,(L) C a(L).

Além disso, o autoespaco associado a cada um dos autovalores A, € gerado por uma unica

autofuncao.

J& que o operador £ tem um autovalor positivo, a solu¢ao de equilibrio dada em

(5) é linearmente instavel. Na verdade, vamos provar o seguinte resultado mais geral:

Teorema. Qualquer solugao de equilibrio ¢ nao trivial da equagao (3) € instdvel. Mais
precisamente, existe € > 0, uma sequéncia de fungoes g, e uma sequéncia de tempos t, > 0
tais que

Gn = @, e lun(tn) =00l > e

Aqui u,, denota uma sequéncia de solugoes da equagao do calor logaritmica tal que u,(-,0) =

In(+)-

O presente trabalho esta organizado da seguinte maneira. No Capitulo 1 vamos
apresentar os conceitos e propriedades que serao utilizados ao longo do texto. Na secao 1.1
vamos definir o conceito de algebra de Banach e apresentar alguns exemplos desses espacos.
Vamos tratar de propriedades de elementos das algebras de Banach, como a existéncia de
inverso, e na secao 1.2 trataremos do espectro de um elemento. Na se¢ao 1.3 vamos tratar de
fungoes definidas em élgebras de Banach, especificamente do conceito de diferenciabilidade.
Ainda nesta secao, vamos mencionar séries de poténcias definidas em algebras de Banach.
Por fim, a se¢ao 1.4 ira discutir propriedades das fungoes exponencial e logaritmo definidas

em algebras de Banach.

O Capitulo 2 discute a existéncia e estabilidade de solugoes de equilibrio para
a equacao do calor logaritmica, no caso em que a incognita é uma funcao que assume
valores reais, u : R x Rt — R. Na secao 2.1 descrevemos de forma geral o método utilizado
para determinar a estabilidade de solugoes de equilibrio. Na se¢ao 2.2 iremos formalizar o
conceito de solucao de equilibrio para a equacao logaritmica e obter uma férmula explicita
para os equilibrios que decaem a zero no infinito. Nesta secao ainda descreveremos o
comportamento de outras classes de equilibrios a partir da analise das curvas de nivel da
funcao Hamiltoniana associada & equacao diferencial em questao. J& na secao 2.3, faremos
a analise espectral do operador £ associado a solucao de equilibrio que decai a zero no
infinito, obtendo a instabilidade linear para essa classe de equilibrios. Essa anélise sera
feita por meio de duas abordagens: uma delas algébrica e outra analitica. Na secao 2.4,
demonstraremos um resultado mais geral que garante a instabilidade de uma solugao de

equilibrio qualquer.
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Por fim, no Capitulo 3 estudamos a equacao do calor logaritmica com a incognita
sendo uma funcao que toma valores em uma algebra de Banach, u : R x R™ — X. De
maneira analoga ao caso real, na se¢ao 3.1 vamos tratar das solugoes de equilibrio para
a equacao, provando a existéncia de uma familia de equilibrios que decaem a zero no
infinito. Na secao 3.2, iremos provar a instabilidade linear dessa familia de equilibrios a
partir da anélise espectral do operador £ associado ao equilibrio, novamente utilizando
abordagens algébrica e analitica. A instabilidade de uma solugao de equilibrio qualquer seré
demonstrada na se¢ao 3.3, e na secao 3.4 apresentaremos a relacao entre o problema linear
e o nao linear, verificando que uma familia de solugoes da equacao diferencial nao linear

gera a solugao instavel da equacao linear dada pelo operador £, associado ao equilibrio.
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1 FATOS BASICOS SOBRE ALGEBRAS DE BANACH

Neste primeiro capitulo, vamos definir o conceito de algebra de Banach e estudar
algumas propriedades de elementos nestes espagos. Também vamos estudar o comporta-
mento de fungoes f : R — X que assumem valores em algebras de Banach e enunciar

alguns resultados que dizem respeito a diferenciabilidade de tais funcoes.

1.1 ALGEBRAS DE BANACH

Uma élgebra de Banach é um espaco de Banach (X, +, -, || - ||) sobre os nimeros

reais ou complexos, munido de uma multiplicacao entre vetores,
x: X XX = X
tal que (X, +,-, %) ¢ uma &lgebra associativa e para quaisquer z,y € X,

lzyll <l lyll-

Se a algebra possui unidade e € X, |le|| = 1, e se quaisquer dois elementos desse espago

comutam, dizemos que a algebra é comutativa.

Como veremos nos exemplos a seguir, muitos dos espacos conhecidos da Anélise

sao algebras de Banach.

Exemplo 1.

(a) O conjunto C dos nimeros complexos
C={a+bi; abcRei*=-1}

munido da estrutura algébrica e norma usual € uma dlgebra de Banach comutativa
sobre C.

(b) O conjunto H dos quatérnios, dado por
H={a+bi+cj+dk; abcdeR, i*=j>=k=ijk=-1}

e munido da estrutura algébrica e norma usual é uma dlgebra de Banach real, nao

comutativa.

(¢) O congunto M,,(R) das matrizes n x n com entradas reais, quando munido de uma

norma matricial sub-multiplicativa, € uma dlgebra de Banach nao comutativa.
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(d) O espago das sequéncias limitadas €>°, munido de sua norma usual

(@)l = [[(z1, 22, x5, ... )|| = sup ||
i€N

¢ uma dlgebra de Banach comutativa.

Se E é um espago topolégico e X é um espago de Banach sobre C, podemos definir
Cy(E,X)={f:E — X; f écontinua e limitada}.

Podemos munir esse espaco das operagoes usuais de adi¢ao e multiplicacao de fungoes e
multiplicagao de uma funcao por um niimero complexo, bem como podemos definir uma

norma

If1l = sup [ ()]
el
para cada f € Cy(E, X).

Lema 1. Se E é um espago topoldgico e X é um espago de Banach sobre C, entao Cy(E, X)

€ um espacgo de Banach.

Demonstragao. Seja { f,}nen uma sequéncia de Cauchy em Cy(E, X). Para cada € > 0,

existe ng € N tal que, para todo x € E e m,n > ng, vale
€

|fu(@) = fo(2)| < || fr — Sl < 9 (1.1)

Isso implica que para todo = € E, {f,(x)},en € uma sequéncia de Cauchy em X. Como

X ¢é completo, existe f(z) € X tal que
lim f,(x) = f(x).
Defina

f:EFE—=>X

v (@) = lim fula)
Assim, para m > ng fixado e x € E arbitrario,
(@) = ful@)| = lim [ fala) = ()] < 5,
E portanto, concluimos que para todo z € F,
[f(@)] < [f(2) = fm(@)| + [ ()] < [ Sl + %

de onde f é limitada.
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Temos também que f é continua. Dado x € ' e € > 0, tome ng € N tal que, para
m,n Z Nno,

9
o= Full < 5

Como f,, € continua, existe V,, aberto em E contendo x tal que, para todo y € V,,

[Fao(@) = Fao ()] < 3.

Dessa forma, para todo y € V,,

|f(1‘) - f(y>| < |f<l’) - fno(x)| + |fno(x) - fn0<y>| + |fn0(y> - f(y)l
€ € €
< g + g + g = €.

Assim, f é continua em x € F, o que implica que f € Cy(F, X). Além disso, f, — f, pois

dado € > 0, existe ng tal que

lfn — fll <€ sempre que n > ny.

Exemplo 2.

(a) Seja X uma dlgebra de Banach. O espago Cy(R, X) das fungées f : R — X continuas
e limitadas é uma dlgebra de Banach com a norma || - ||. O lema anterior nos
garante que Cp(R, X)) € espago de Banach. Considerando a operagdo de multiplicagdo

usual, dados f,g € Cy(R, X), temos que
1f9llec = sup 1/ () - g(@)|| < [[fll<l9lloo-

Além disso, sendo ex a identidade de X, temos que a fungao f. : R — X dada por
fe(z) = ex € aidentidade em Cy(R, X), e ||fe|lco = 1.

(b) Seja X uma dlgebra de Banach. O espago Cy(R, X) das fungées continuas f : R — X
tais que |1|iin f(z) =0, isto é, fungoes que tendem a zero no infinito, é uma dlgebra
de Banaczh ;;em unidade). Como Cy(R, X) C Cp(R, X)), basta provar que Cy(R, X)
¢ um subespago fechado de Cyp(R, X).
Para isso, tome { fy }nen uma sequéncia em Co(R, X) tal que f, — f, f € Cp(R, X).
Dado € > 0, existe ng € N tal que

€
I fo = flloe < 5 para todo n > ny.
Como f,, € Co(R, X), existe K subconjunto compacto de R tal que

fual)ll < 5 para todo € R\ K.
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Assim, dado v € R\ K,

IF @) < 1f () = Sao (@] + [fao (@) S NS = Frolloo + [[fro ()| < e

Ou seja, dado € > 0, existe K compacto tal que || f(x)|| < & para todo x € R\ K, de
onde [ € Co(R, X), e o conjunto é fechado.

Além disso, espacos de operadores também sao algebras de Banach.

Exemplo 3. Considere E um espago de Banach complexo e B(E) o espago dos operadores

lineares limitados em E, munido da norma usual
T~ ||T]| = sup{||T[|; [lz]| = 1}.

Considerando a composi¢io de operadores em B(E), temos que B(E) é uma dlgebra de

Banach nao comutativa. De fato,

15T = sup [[S(T(x))[ < sup [|S|[|T ()] = ||5|||Sup 1T ()| = ST

llzll=1 llzfl=1 |z[[=1

Com intuito de mostrar a riqueza da teoria de algebras de Banach para leitores
pouco familiarizados com este topico, vamos apresentar algumas propriedades de elementos

em uma algebra de Banach.

Proposigao 1. Seja X uma dlgebra de Banach e x € X um elemento tal que ||z|| < 1.

Entao o elemento e — x € invertivel em X com
(e—a)=> 2k (1.2)

Além disso,

Demonstracao. Inicialmente vamos verificar que a série converge. Seja
— 2 n
Sp=e+x+x"+---+zx

o
a n-ésima soma parcial da série Y 2*. Como

k=0
n n
1 — [|z"* 1
lsall <Dl <> llall* = <
= 2= 2 Tl ST Jall
oo
a série ¢ absolutamente convergente, e portanto > z* converge. Agora, considerando que
k=0

n+1

n n
(e—x)g xkzg xk—g * =e — 2"
k=0 k=0 k=1
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fazendo n — o0, segue que
o
(e—x Z F =e,
k=0
de onde
o
(e —x) Z ",
k=0

Dessa maneira,

I(e —2) 7| =

E_
[

Proposigao 2. Considere GL(X) o grupo de elementos invertiveis de uma dlgebra de
Banach X . Entao:

(a) GL(X) € um conjunto aberto.
(b) (GL(X),*) € um grupo topoldgico. Isto €, a aplicagao multiplicagao
M:XxX—5X
(z,y) =y
e a aplicagao inversa

[:GL(X)— X

x>t

sao continuas.
Demonstracao.

(a) Para provar que GL(X) é um conjunto aberto, considere x € GL(X) e tome y € B,

com .
={vexile-ol< )
[~
Sabemos que
y=z—(z—y) =ale—a(z—y).

Mas como X ¢ uma &algebra de Banach

lo™ @ =)l < ™ llle —yll < 1.

Pela proposigao 1, e — 2~} (z —y) € GL(X), e como y é o produto de dois elementos
invertiveis, segue que y é invertivel. Dessa forma, B C GL(X), o que garante que
GL(X) é aberto.
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(b) Para verificar que a multiplicagao é continua, tome x,y € X e x,,y, sequéncias em
X tais que z, — x, y, — y. Provaremos que M (z,,y,) — M(x,y). De fato, como

Yn € limitada,

lznyn — 2yl < (@0 — 2)ynll + [[2(yn — y)||
< Nn =2l lyall + ]| lyn =yl — 0.

Entao z, vy, — xy quando n — co, o que garante que M é uma aplicagao continua.

Resta provar que a aplicagao inversa também é continua. Para isso, considere
r € GL(X) e x, uma sequéncia em GL(X) tal que x, — z. Provaremos que

xn_l — L

-1

lopt =27 = a7 =2,

= a7 (@a — )2

< a7 llwn = Il

Para garantir que ||z,;' — 27! — 0, é suficiente provar que |z, !|| é limitada. De

fato, ja que x,, — x, existe k € N tal que

1
———— para todo n > k.
2fjz=1|

Isso implica que

=
L
IA

lont =27+ [l

v (2 = za)2 |+ 27

IN

1
§||x;1\| + [|z~!|| para todo n >k,
Entao, se n > k
ozl < 2027
Portanto, quando n — oo

ot =27 H < 2lle™ P |2 — 2] = 0,

n

o que garante a continuidade da aplicagao inversa.
m

Como veremos adiante, a teoria de algebras de Banach esta relacionada com a
Analise Complexa [3], em especial com a teoria das fungoes analiticas em conjuntos abertos
de C. Para mais detalhes a respeito das algebras de Banach, o leitor interessado pode

consultar [17], [26], [30], [35] e suas referéncias.



1.2. Nocgoes béasicas sobre espectro 22

1.2 NOCOES BASICAS SOBRE ESPECTRO

Nesta secao vamos tratar brevemente da teoria espectral para elementos de uma
algebra de Banach X.

Definigao 1. Seja X uma dlgebra de Banach complexa e x € X. O espectro o(x) do

elemento x € X € definido como

o(z) ={A € C; Xe —x nao é invertivel em X }.

O raio espectral de x ¢ o niamero r(x) definido por
r(z) = sup{[A[; A € o(z)}.
Nos exemplos a seguir, vamos determinar o espectro de um elemento em uma
algebra de Banach.

Exemplo 4.

(a) Considere a dlgebra de Banach M,,(C) das matrizes n X n com entradas complezas.
Para A € M,,(C) e X € C, A—\I ¢ invertivel se, e somente se, A nao € um autovalor

de A. Ou seja, 0(A) € o conjunto de autovalores da matriz A.

(b) Seja X um espaco de Hausdorff compacto. Considere C(X,C) a dlgebra de Banach
das fungoes continuas de X em C. Para f € C(X,C) e A € C, f — Xe € invertivel

quando f nao assume o valor X. Portanto, o(f) € igual ao conjunto imagem de f.

Temos os seguintes resultados referentes ao espectro de um elemento.

Proposigao 3. Seja X uma dlgebra de Banach complexa e x € X . As sequintes afirmagoes

sao verdadeiras:

(a) o(z) # 0.
(b) o(x) C{A e C:[A] < [lz[[}.
(c) o(x) é um conjunto fechado.

Isto €, o(x) é um subconjunto nao-vazio, compacto, contido no disco {\ € C : || < ||z||}.

Demonstragao. Vamos demonstrar os itens (b) e (¢). Uma demonstragao do item (a) pode

ser encontrada em [3], capitulo 4.
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(b) Seja A um nimero complexo tal que |A| > ||z||. Temos que
r—Xe=—\e—\"la).

Como
Izl = (A7) < 1,

segue da Proposigao 1 que e — A 'z € GL(X) e assim, z — Ae € GL(X). Consequen-
temente, A & o(z), de onde

o(z) C{A e C Al < [}

(c) Ja provamos que GL(X), o grupo de elementos invertiveis de X, é um conjunto
aberto (Proposicao 2), entdao X \ GL(X) é fechado. Como o(z) ¢ a imagem inversa
de X \ GL(X) com respeito & aplica¢ao continua A\ — x — Ae, garantimos que o(z)

é um conjunto fechado.

O

Proposicao 4. Seja X uma dlgebra de Banach e x € X. Temos a sequinte formula para

o raio espectral.
© = inf ||z
neN

r(z) = lim |[z"

Demonstragao. Uma demonstragao da Proposi¢ao 4 pode ser encontrada em [3], capitulo
4. m

Quando T' € B(E), isto é, T' ¢ um operador limitado, o espectro de T' como operador
linear em F ¢é igual ao seu espectro como elemento da édlgebra de Banach B(F). Também
podemos definir espectro para operadores nao limitados [28|. Se T': D(T) C E — E é um
operador linear, nao necessariamente limitado, de D(T) em FE, dizemos que A\ € C é um

autovalor de T' se o conjunto
E(\) ={z € D(T); Tx = \z}.

é nao trivial, isto é, E(\) # {0}. Nesse caso, F(\) é chamado autoespago associado ao
autovalor \. Cada x € E()), x # 0 é chamado autovetor de T" associado a A. Os autovalores

de T formam o espectro pontual ¢,(7") do operador T. Temos que 0,(T") C o(T).

1.3 FUNCOES DIFERENCIAVEIS E ANALITICAS EM ALGEBRAS DE BANACH

Nesta secao vamos definir a derivada de uma funcao com valores em um algebra
de Banach, as séries de poténcia em uma &algebra de Banach e apresentar o conceito de

funcao analitica.
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Definicao 2. Sejam X,Y espacos de Banach, 2 C X um conjunto aberto e uma aplica¢do
f:Q =Y. Dizemos que f é Fréchet diferencidvel em a € €1, se existe uma transformagao
linear limitada T, : X —'Y tal que

)~ f(a) ~ Tl
h—0 1Al

= 0.

Quando f é Fréchet diferenciavel em um ponto a, a derivada de Fréchet T,
costuma ser denotada por D f(a) ou simplesmente f’(a). Dizemos que f é duas vezes
diferenciavel em a se f é diferenciavel em uma vizinhanca U, de a € €2 e a derivada da
funcao [’ : U, C Q — Y existe em a. Quando f é duas vezes diferenciavel, escrevemos
f"(a). Analogamente conseguimos definir derivadas de ordem superior. Temos também

um outro conceito de diferenciabilidade, que generaliza a derivada direcional.

Definigao 3. Sejam X,Y espacos de Banach, 2 C X aberto e f: Q2 — Y. A deriwada de
Gateaux df,(z) de x € 2 na diregio y € X € dada por

(o) — 1 L) =T )

t—0 t

d
= Ef(ﬁ + 1Y) =0

Se o limite existe para todo y € X, dizemos que f é Gateauz diferencidvel em x.

Se f é Fréchet diferenciavel, entao também é Gateaux diferenciavel, e as derivadas
de Fréchet e Gateaux coincidem. A inversa nao é valida. De modo geral, podemos estender
os resultados ja conhecidos sobre fungoes diferenciaveis para fungoes que assumem valores

em espagos de Banach.

Proposicao 5. Sejam X,Y espacos de Banach, 2 C X aberto e f:Q — Y. Se f ¢

Frechét diferencidvel em a € ), entdao f é continua em a.

Demonstragao. Seja a € €2 tal que Df(a) existe. Como a derivada de Fréchet é uma

transformacao linear limitada, para qualquer h € X

IDf(a)h]l < [ Df(a)l [|P]]-

Como " DtV
fig @) = Fl@) = Df(@h _
h—0 Rl
para € = 1, existe 6 > 0 tal que se ||h|| <9,
If(a+h) ~ f(a) = Dfh] _

17l

e assim,

[f(a+h) = f(a) = Df(a)h] < |[A]]



1.3. Funcoes diferenciaveis e analiticas em algebras de Banach 25

Dessa forma, se ||h| < §

[fla+h)=f@)l = [flath)=Ffla)=Df(a)h+Df(a)h]
< |f(a+n) = fla) = Df(a)hl| + [|Df(a)h]
< Al =+ 1Df (@) Rl

L+ [DF @) Rl

Assim, f é uma funcao localmente Lipschitz e portanto, é continua em a. n

Lema 2. Se X ¢ uma dlgebra de Banach, 2 C X é um conjunto aberto e

ViOxX =X
(z,y) = G(x) + H(y)

com G:Q— X eH: X — X funcoes diferencidveis em a e b, respectivamente, entao 1
¢ diferencidvel e
Di(a,b)(g,h) = DG(a)g + DH(b)h.

Demonstracao. Temos que Di(a,b) é transformacao linear, pois DG(a) e DH(b) sao
transformagoes lineares continuas. Além disso, considerando ||(g,h)|| = max{||g||, |||},

temos que, quando ||g||, [|h]| — 0,

[(a+g,b+h) —4(a,b) — (DG(a)g + DH(b)A) ||

10, 7] -0

]

Agora, vamos discutir nog¢oes bésicas sobre séries em algebras de Banach. Consi-

derando X um espago de Banach e {a,} uma sequéncia em X, dizemos que a série

Zai:a1+a2+a3+---
=1

n
converge se a sequéncia de somas parciais s, = »_ a; converge em X. Isto é, se existe

=1
p € X tal que para todo ¢ > 0, existe n € N tal que para m > n

p— Zai
i=1

Lema 3. Seja X um espago vetorial normado e {a,} uma sequéncia em X. Se a série

< e

> an converge em X, entao
lim a, = 0.
n—oo
O seguinte teorema nos fornece um critério para convergéncia de séries em um

espaco de Banach.
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Teorema 1. Seja X um espaco de Banach e {a,} uma sequéncia em X. Se

)
> llan]l < oo,
n=0

o

entio Y a, converge.
n=0

Demonstragao. Uma demonstragao desse resultado pode ser encontrada em [32]. [

Podemos ainda analisar a convergéncia do produto de duas séries de poténcias.

Teorema 2 (Mertens). Seja X uma dlgebra de Banach e ay,,b, sequéncias de elementos

de X tais que

(o] (o)
Zak < 0 e Zbk < 0.
k=0 k=0

Se uma das séries € absolutamente convergente, entao

(50 )-(£4) (89)

Demonstragao. Uma demonstracao desse resultado pode ser encontrada em [32]. O

Vamos agora definir fungdes analiticas de um corpo K (R ou C), para uma élgebra

de Banach X, de maneira analoga ao que acontece na Analise Complexa.

Definicao 4. Seja X uma dlgebra de Banach e Q0 C K um conjunto aberto. Dizemos que
f:Q — X € analitica em € se para todo a € (), existe R, > 0 de modo que f admite uma
expansao local em séries de poténcia para todo x € B(a, R,). Isto €, podemos escrever

o0

fl@) = ar(z —a)t, (1.3)

k=0

com o0s coeficientes ap € X.

Podemos nos perguntar quais sao as condig¢oes que garantem a convergéncia de

uma série de poténcias. O seguinte teorema responde esse questionamento.

Teorema 3. Seja K um corpo (K =R ou K = C), X uma dlgebra de Banach, {ax} uma

sequéncia em X, a € K e
oo
E ap(r — a)*
k=0

a série de poténcias definida pela sequéncia {ay} centrada em a.

(a) Selimsup ||ax||t =0, entio a série dada em (1.3) é absolutamente convergente para

todo x € K. Além disso, a convergéncia € uniforme em conjuntos limitados.
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(b) Se 0 < limsup ||ax||* < oo, entio a série dada em (1.3) é absolutamente convergente
. 1y 4 . . 1y 1 . .
se |r — a| < (limsup ||ag||%)~" e diverge se |x — a| > (limsup ||ag||x)~". Além disso,

a convergéncia ¢ uniforme em bolas abertas B(a,r) com r < (limsup |jaz[*) ™"

(¢) Se limsup ||lag||* = oo, a série de poténcias dada em (1.3) converge somente quando

Tr = Q.

Demonstragao. Detalhes da demonstra¢ao podem ser encontrados em [14], capitulo 7. [

1

é chamado de raio de convergéncia da série de poténcias
lim sup [lar || £

O nimero R =
3 alr—a)

E importante notar que se f é uma fungao analitica e esta representada na forma

(1.3), entao f ¢é infinitamente diferenciavel e sua n-ésima derivada ¢ dada por

= k(k—=1)---(k—n+ Dag(z —a)* .

1.4 FUNCAO EXPONENCIAL E LOGARITMO EM ALGEBRAS DE BANACH

Nesta secao vamos definir as funcoes exponencial e logaritmo em uma &algebra de

Banach comutativa, conforme feito por Salas [36].

Definicao 5. Seja X uma dlgebra de Banach comutativa com unidade e. A fung¢ao

exponencial Exp : X — X € dada por

2 .173

=1 x
Exp(x Zk—m —6+x+§+§ - (1.4)
k=0

Na proposicao a seguir, exp denota a fungao exponencial usual, definida no

conjunto dos nimeros reais.

Proposicao 6. A funcao exponencial Exp : X — X satisfaz as sequintes propriedades:

(a) A série de poténcias dada em (1.4) é absolutamente convergente para todo x € X e

uniformemente convergente em conjuntos limitados de X. Além disso,

I Exp ()| < exp([l])

(b) Exp(0) =
(c) Exp(x + y) = Exp(x) Exp(y),

(d) Para todo x € X, Exp(zx) € invertivel, sendo Exp(—z) seu inverso,
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(e) Exp € diferencidvel para qualquer x € X, com D Exp(z) : X — X dada por

D Exp(x)h = Exp(x)h.
Demonstracao.

(a) Segue da desigualdade

[e.e]

1
<D llel" =exp(llll) < o0

k=0

[Exp(2)]| =

=1
>t
k=0

(b) Imediato.

(c)
Exp(z +y) = Z

(d) E claro que
Exp(x) Exp(—z) = Exp(z — z) = Exp(0) = e.

(e) A prova segue da definigdo de derivada de Fréchet. Mais detalhes podem ser encon-
trados em [36].

]

Se X é uma algebra nao comutativa, a propriedade (c¢) continua valida com a
hipoétese que xy = yx. Observe que nao temos nenhuma garantia que a funcao exponencial
definida em X seja injetora. De fato, se observarmos os casos em que X = M,(R) ou

mesmo X = C (que é uma algebra comutativa), a fungdo Exp nao é injetora.

De modo semelhante, podemos definir a fun¢do logaritmo em uma algebra de

Banach comutativa.
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Definicao 6. Seja X uma dlgebra de Banach comutativa com unidade e. A funcao
logaritmo Log : B(e,1) C X — X € definida na bola aberta de raio unitdrio centrada na

identidade, pela sequinte série de poténcias

Log(r) = -3 D o (eqqy - 2o (15)

Na proposicao a seguir, log denota a funcao logaritmo usual, definida no conjunto

dos numeros reais.

Proposicao 7. A func¢ao logaritmo Log : B(e,1) C X — X satisfaz as sequintes proprie-
dades:

(a) Se |le—zx| <1, a série de poténcias dada em (1.5) é absolutamente convergente. Log
¢ uniformemente convergente em conjuntos limitados da forma B(e,r) comr <1, e

além disso,

le — |
—log([z[]) < [| Log(x)[| < —log(1 — [le — z]}) < :
1—le— ]

(b) Log(e) = 0;

(c) Sel|le—z|| <1, |le—y| <1el|e—axy| <1, entdo
Log(zy) = Logz + Log y;

(d) Log é diferencidvel para todo v € X tal que ||e—z|| < 1, sendo que D Log(z) : X — X
¢ dada por
D Log(x)h =z~ *h.

Demonstracao. Considerando que |e — z|| < 1, o item (a) é consequéncia da seguinte

desigualdade.
= (e — 1) (e — ) ||e ||e—x||
2 =2 E: <§]k e P
- - —Te—al
As demonstragoes das demais propriedades podem ser encontradas em [36]. O

Se X é uma algebra de Banach nao comutativa, a propriedade (c) é valida com as

seguintes hipoteses adicionais: zy = yz, || Logz + Logy|| < log2 e || Log zy|| < log2.

Assim como no caso real, o seguinte resultado nos garante que a fungao logaritmo

é a inversa da fungao exponencial.

Proposicao 8. Seja X uma dlgebra de Banach comutativa e Exp, Log as fung¢oes expo-

nencial e logaritmo acima definidas. As sequintes propriedades sao vdlidas.
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(a) Se|le — x| < 1, entao
Exp (Log(z)) = x.

(b) Se ||z|| <log(2), entdo
Log (Exp(x)) = =.

Demonstragao. Uma demonstragao desse resultado pode ser encontrada em [30]. O

Mesmo quando a algebra de Banach X nao é comutativa, a Proposicao 8 continua

valida [30].
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2 EQUACAO DO CALOR LOGARITMICA: CASO REAL

Neste capitulo vamos estudar a existéncia e estabilidade de solugoes de equilibrio

da equacao do calor logaritmica
Uy = AUy, +wu + klog(u®)u, w€R, k> 0. (2.1)

Especificamente, vamos demonstrar a existéncia de uma classe de solugoes de equilibrio
que decaem a zero no infinito e verificar a instabilidade linear dessas solugoes. Vamos

ainda demonstrar a instabilidade de qualquer solugao de equilibrio nao trivial da equagao
(2.1).

Inicialmente, faremos uma discussao geral sobre um método classico para analisar

a estabilidade de solucoes de equilibrio de equagoes de reagao-difusao na forma
U = Qg + f(u), (2.2)

sendo © : R x RT — R, o > 0 um parametro real positivo e f uma funcao que assume

valores reais. Observe que na equagao (2.1),

f(u) = wu+ klog(u*)u, weR, k> 0.

2.1 ESTABILIDADE VIA LINEARIZACAO

Primeiramente, vamos definir o que é uma solugao de equilibrio para uma equagao

de reagao-difusdo na forma (2.2).

Definigao 7. Uma solugao de equilibrio da equagao (2.2) é uma fungio ¢ : I C R - R

de classe C? que satisfaz a equacdo

ag’(z) + f(o(x)) =0,

para todo x € I.

Desejamos definir a estabilidade de uma solucao de equilibrio. Para isso, vamos

considerar Y um espago de Banach no qual o problema de Cauchy,

U = QUyy + f(u)
uw(0) =up €Y

(2.3)

esta bem posto, isto €, o problema tem solugao, a solucao é tinica e o comportamento da

solucao depende continuamente das condigoes iniciais.
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Definicao 8. Dizemos que uma solu¢ao de equilibrio ¢ € Y € estdvel se para qualquer
e >0, existe um 6 > 0 tal que se
luo — ¢l <4,

entao
Ju(t) — ol <e

para todo t > 0. Caso contrdrio, dizemos que a solugao de equilibrio é instdvel. Aqui, u(t)

denota a solug¢ao do problema de Cauchy (2.3) associada ao dado inicial u(0) = wug.

Informalmente, uma solugao de equilibrio é dita estavel se qualquer solucao do
problema de Cauchy gerada por dados iniciais que estao préoximos da solucao de equilibrio

se mantém proxima do equilibrio para todo tempo ¢ > 0.

De modo geral, nao é simples verificar a estabilidade (ou instabilidade) de uma
solugao de equilibrio ¢ usando a definicao. Uma técnica classica para analisar a estabilidade
dessas solucgoes é o estudo das propriedades espectrais do operador linear

2

d
Lig=a—s+f(d)

dx?

que aproxima as solugoes da equagao (2.2) em torno das solugoes de equilibrio ¢ (consulte

os teoremas 5.1.1 e 5.1.3 em [20] para detalhes).

Se o espectro de Ly 4 esta contido no conjunto {z € C : Re(z) < b} para algum
b < 0, dizemos que a soluc¢ao de equilibrio é linearmente estavel. Se o espectro de
Ly, intercepta o conjunto {z € C: 0 < Re(z)}, a soluc@o de equilibrio é linearmente
instavel. Em particular, se o operador Ly, admite um autovalor com parte real positiva,

a solucao de equilibrio é instéavel.

Observacao 1. Se A ¢ um autovalor do operador Ly 4 associado & autofuncao v, a fung¢ao
v(x,t) = exp(At)v(x) (2.4)

¢ uma solugao da equacao linear v, = Ly 4v. De fato,

Lssexp(M)v(x) = exp(M) (Lrgv(x)) = Aexp(At)v(z) = %exp()\t)v(x).

Em particular, quando A > 0, a solugio da equagdo linear vy = Ly 4v dada em (2.4) se
afasta de zero a medida em que t — oo, o que implica na instabilidade da soluc¢ao trivial
v=0.

Temos o seguinte resultado em relagao ao espectro do operador Ly 4.

Lema 4. Seja ¢ uma solugio de equilibrio nao constante da equagio (2.2) e L4 0 operador

definido anteriormente. Entao A =0 € um autovalor de Ly, com autofun¢do associada ¢'.
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Demonstra¢ao. Uma vez que ¢ é uma solugao de equilibrio da equagao (2.2),

ag” + f(¢) =0,

e derivando a igualdade com respeito a x, temos

d " . d? / 1N ’
@(0@ +f(¢))—04@¢ + f1(¢) =Ly ¢ =0.

]

O seguinte lema nos fornece condigoes suficientes sobre o termo de reagao f para
que uma soluc¢ao de equilibrio nao trivial ¢ da equagao (2.2) seja autofunc¢ao para o

operador Ly 4.
Lema 5. Se ¢ € uma solucao de equilibrio nao trivial para a equacao de reac¢ao-difusao
U = Qg + f(u),

e ¢ € uma autofuncao do operador linear

2

d
Lip=a— !
16 = a0s + f(9),
associada ao autovalor \, isto €, Lt 4,0 = Ao, entao
f(®) = Aplog(¢) + co.
Demonstragao. Como ¢ é uma solugao de equilibrio da equagao (2.2),

ad” + f(¢) = 0.

Além disso, como ¢ é autofuncao de Ly, com autovalor associado A,

d? ,
— = A
a6+ [1(6)6 =20,
Assim, segue que f deve ser solucao da seguinte equagao diferencial
—f(®) + f'(9)9 = Ao,

ou equivalentemente,
f'(0) = fle)p~" =\

Multiplicando a equacao pelo fator integrante

exp ( / —cb‘ldcb) — g,

d -1 _ -1
pr (07 f(0)] = Ao

temos
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de onde

¢~ f(¢) = Mog(¢) + ¢
f(9) = Adlog(9) + co,

com c constante. O

Concluimos essa segao relacionando o estudo da estabilidade de solugoes de
equilibrio da equagao de reagao-difusao (2.2) com o estudo de maximos e minimos de um

funcional nao linear.

Observacgao 2. Assumindo que f(u) = F'(u), podemos escrever a equacao (2.2) na forma

gradiente
U = Qg + f(u) = =V E(t)

em que E € o sequinte funcional:

oo 1 o0
Elu(t)] = / 504(1/)2 dx + / F(u) dz.
Formalmente, solugdes da equagdao (2.2) satisfazem
dE
L / (O)(z,1) dz < 0.
dt R

Neste contezto, as solugdes de equilibrio da equagio (2.2) sao pontos criticos do funcional
energia E£. O operador L4 ¢ o Hessiano do funcional E no ponto de equilibrio ¢. Além
disso, se o espectro de Ly 4 estd contido no conjunto {z € C : Re(z) < b} para algum
b < 0, entao a solucao de equilibrio é um minimo local estrito do funcional E. Ou seja,

informalmente, se ¢ € um ponto de minimo local estrito de E, entao ¢ € estdvel.

2.2 SOLUCOES DE EQUILIBRIO

De acordo com a Definigao 7, uma solugao de equilibrio para a equagao logaritmica

(2.1) é uma fungdo ¢ : I C R — R de classe C? que satisfaz a equagao
ag(z) +we(z) + klog (¢°(x)) ¢(x) = 0. (2.5)

Multiplicando a equagao (2.5) por ¢’ e integrando em relagao a x, vemos que ¢
deve satisfazer
[¢']2 + (r — 5)p* + sp* log(¢?) = ¢ (2.6)
ou equivalentemente,
do
Vet (s —1)¢? — s¢?log(¢?)

=z (2.7)
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k

T«

onde r =2, s e ¢ ¢ uma constante de integracao.

Evaluar a integral em (2.7) para qualquer valor de ¢ é uma tarefa dificil. Porém, se
assumimos que ¢ e ¢’ decaem a zero no infinito, podemos concluir de (2.6) que a constante
¢ deve ser igual a zero. Dessa forma, podemos calcular a integral e ainda, determinar ¢

explicitamente como fungao de x.

Lema 6. Para cada d € R, a fungao

e o (5 o (42 o8

€ uma solugao de equilibrio da equagao (2.1) que decai a zero quando r — 0.

Demonstragao. Para determinar ¢4, basta resolver a integral em (2.7). Fazendo a substi-
tuicao .
u=s—r—2slog(p), du= —235d¢,

obtemos

/ dé _ 1 [
Vs =)@ —se?log(¢?) 25 Vu
= —i2\/ﬂ+0
2s

- —é\/s—r—Zslog(qﬁ) +C.

Dessa maneira, temos que

1
——/s —r —2slog(¢) = = + d,
s

1

= (s —r —2slog(¢)) = (x + d)*.

Jaquer =% s==% temos
(0% (6%

k—w 2k 2
R——! = — d)?
" ~ log(9) —(@+d)
2k 2 , k—w
—Elog(cé) = —(r+d)° - 5
—k k—w

De onde N e "
oo (LD oy (52

]

Embora nao seja facil obter formulas explicitas para as solugoes de equilibrio

quando c¢ é diferente de zero, podemos estudar o comportamento das solugoes de equilibrio
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da equagao do calor logaritmica (2.1) via anélise das curvas de nivel da fungdo Hamiltoniana,
U : R? — R dada por

U(p,¢') = [0 + (r — 5)¢" + 56" log(¢”).

A Figura 1 apresenta as curvas de nivel de ¥ quando a =1, k=1e w = —1,

para ¢ maior que zero, c igual a zero e ¢ menor que zero.

Figura 1 — Curvas de nivel de V.

Curvas de nivel

Fonte: Elaborado pela autora (2023).

Analisando a figura, temos que

1. Para ¢ < 0 fixado, as duas curvas interiores representam duas solucoes periddicas,

uma delas positiva e a outra negativa,;

2. Para ¢ = 0, temos uma curva que representa duas solu¢oes nao periddicas que decaem

a zero no infinito, uma delas positiva e a outra negativa;

3. Para ¢ > 0 fixado, a curva exterior representa uma solucao periodica que assume

valores positivos e negativos.

Observe que o Lema 6 descreve as solugoes nao periddicas que decaem a zero no infinito,
mas nao conseguimos uma expressao para as solugdes periddicas descritas nos itens (1) e

(3) acima.

Observagao 3. A equagao logaritmica (2.1) também admite solugées de equilibrio cons-

tantes. De fato, assumindo que ¢(x) € constante, temos que ¢ satisfaz

wo () +log(¢*(x))d(z) = 0,

de onde
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2.3 INSTABILIDADE DE UMA CLASSE DE SOLUCOES DE EQUILIBRIO

Conforme discutimos na secao 2.1, a estabilidade linear de soluc¢oes de equilibrio de
equagoes na forma (2.2) pode ser estudada a partir da analise espectral do operador linear
Ly 4. No caso da equagdo logaritmica (2.1), em que f(u) = wu + klog(u?)u, o operador

L4 se transforma em
2

Ly = ad— +w + klog(¢?) + 2k. (2.9)

dx?
Observagao 4. Temos que as solugoes da equagao logaritmica (2.1) em torno do ponto

de equilibrio ¢ podem ser aproximadas pelas solucoes da equacgao linear
vy = Lyv,
quando v estd perto de zero. De fato, substituindo u(z,t) = ¢(x) + v(x,t) em (2.1), temos
vy = @’ + gy + w(d +v) + klog(e+v)? (¢ +v).
Dessa maneira, v satisfaz a equagao diferencial parcial
vy = Lo+ 2G(v,¢) = F(p) + F'(p)v + 2kG (v, ¢)

onde F(u) = aty, + wu + klog(u?)u e a fun¢io G € dada por

Gl0.) =3 pl s —tog(1 = 2w +) 0
se ol < Il

Em relagao ao espectro do operador L, temos o seguinte resultado.
Lema 7. Se ¢ € uma solucao de equilibrio nao trivial para a equacao
Uy = QUyy + wu + klog(u?)u,

e ¢ nao € constante, entao A = 2k e A = 0 sao autovalores do operador Ly, associados

respectivamente as autofuncgoes ¢ e ¢', respectivamente.

Demonstracao. Uma vez que ¢ é uma solugao de equilibrio,

a¢” +we + klog (¢°) ¢ = 0.

Derivando a igualdade com respeito a x, temos

d
p (ozgzﬁ” + wo + klog (¢2) gb) =Ly ¢ =0.

Além disso,
2

Lyd= a%gb + we + klog(¢?)¢ + 2ké = 2ke.
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Como k > 0, concluimos pelo lema anterior que £, possui um autovalor positivo

e assim, qualquer solucao de equilibrio nao trivial ¢ é linearmente instavel.

A seguir, faremos o estudo detalhado do espectro do operador L4 associado a classe
de equilibrios ¢4 definida em (2.8). Por uma questao de simplicidade, vamos considerar o

caso d = 0. Desta forma, substituindo ¢4 em (2.9), obtemos o operador linear

2 k—w ka2 \\
L= s +w + klog <exp (7> exp <—%>) + 2k

d? k—w ka?
”@“‘}*%7*(‘%))”’“

& K,
zavaSk—Ex.

A respeito do espectro do operador £, provamos o seguinte resultado.

Teorema 4. O espectro do operador linear L € dado pela sequéncia de autovalores
A = —2(n— 1)k, n € N. Ou seja,

o(L) ={2k,0,—-2k, —4k,...,—2(n — 1)k,... }nen.

Além disso, o autoespaco associado a cada um dos autovalores N, € gerado por uma iunica

autofuncao.

Para demonstrar o teorema, vamos definir o operador auxiliar

d? k
H= e + p*z?, com p = o
Observe que
L=—aH+ 3k

e portanto,
o(L) =—ao(H) + 3k.

Como observado em [22], H é um operador essencialmente auto-adjunto! de
D(H) = C°(R) em L*(R). Dessa maneira, o(H) C R. Agora, vamos determinar o
espectro do operador H (e consequentemente, o espectro de £) utilizando duas abordagens,

uma delas algébrica, e a outra analitica.

2.3.1 Abordagem algébrica

Nesta se¢do vamos mostrar que para todo n > 0, A\, = (2n + 1)p € o(H). Para
isso, considere o operador identidade I e os operadores auxiliares

d d
A= — A = —— )
dm+px ¢ d$+px

L' Um operador simétrico T é dito essencialmente auto-adjunto se o fecho de T & auto-adjunto. Ou
equivalentemente, se T' admite uma unica extensao auto-adjunta. Se um operador 1" é auto-adjunto,
o(T) C R. Para uma maior discussdo a respeito de propriedades de operadores lineares, consulte [24].




2.3. Instabilidade de uma classe de soluc¢oes de equilibrio 39

Lembremos que uma algebra de Lie é um espaco vetorial V' sobre um corpo K
munido de um produto [-,-] : V' xV — V| chamado bracket de Lie, que satisfaz as seguintes

propriedades:

1. Bilinearidade: para quaisquer z,y,z € V, a,b € K,
lax + by, 2] = a[z, 2] + by, 2] e [z, ax + by| = alz, x| + [z, y].
2. Anti-simetria: dados z,y € V, [z,y] = —[y, z].

3. Identidade de Jacobi: para quaisquer x,y,z € V, [z, [y, 2] + [y, [z, z]] + [z, [z, y]] = 0.

Considerando o produto [A, B] = Ao B— Bo A, a seguinte tabela representa uma

algebra de Lie.

[ | I A* H
I |0 0 0 0
Ao o | 2pA
Aol 21 | 0 | —2par
H | 0] -2pA | 2pA* 0

Por exemplo, o bracket de Lie dos operadores A e H é calculado da seguinte

maneira:
d d? 2,2 d? 2,2 d
[A,Hlg = (%+px>o<—@+px g— —@anx o %erx g
o d " 2 .2 d2 2 2 /
= (dx+px>( 9"+ p*a*g) T3 T ) (g + prg)
_ (—g"'—i—2xng+p2x29'—pxg"+p3x3g) _ (—g”’—2pg'—pxg"+p2x29'+p3$39)
= 2pg’ +2p’zg
= 2pAg.

Utilizando o fato do operador H ser um elemento da algebra de Lie descrita acima,

a seguinte proposi¢ao apresenta uma sequéncia de autovalores de H.

Proposicao 9. Considere o operador H definido anteriormente. Para cada n € N,

An = (2n 4+ 1)p pertence ao espectro o(H) de H. Isto €, existe v, # 0 tal que
Huv, = (2n + 1)puv,.

Demonstracao. Se X\ é um autovalor do operador H com autofuncao associada g, isto é,
Hg = Mg, entao A\ + 2p também é autovalor de H, com autofungao associada A*g. De fato,
HA*q = ([H,A*|+ A*H)g
= 2pA*g+ A*(Hyg)
= 2pA*g + A*(Ag)
= (A +2p)A*g.

(2.10)
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Note que A = p é autovalor de H com autofungao associada g(x) = exp (—%), pois

2 2
H exp <—%> = pexp (—%) . (2.11)

Assim, de (2.10) e (2.11), temos a seguinte sequéncia de autovalores no espectro de H:
{Mo=p, M1 =3p, \a=5p, \s=Tp, ...}
e obtemos ainda a respectiva sequéncia de autofungoes associadas
{vo=9, v = A%g, vy =A"A%g, ... }.

Calculando explicitamente algumas autofuncgoes,

pz’
v1 = 2pT exp 5

2
vy = (4p*x* — 2p) exp (—%)

2
v3 = (8p*x® — 12p*z) exp (—%)

[]

E importante notar que a abordagem algébrica utilizada nesta se¢ao para de-
terminar autovalores do operador H nao nos fornece informagoes sobre a multiplicidade
geométrica de cada autovalor, nem nos permite dizer se existem outros autovalores no

espectro de H. Esse tipo de problema sera abordado na seguinte secao.

2.3.2 Abordagem analitica

Nesta se¢ao vamos calcular o espectro do operador H analisando as solu¢oes em
séries de poténcias da equagao (2.12). Lembremos que um autovalor do operador H é um

nimero complexo A tal que existe uma solucao nao trivial y para a equacao diferencial

—y + 2%y = Ny, (2.12)
que satisfaz
\:pl\iglooy(x) =0

Proposicao 10. As solugoes da equagdao (2.12) satisfazem as sequintes propriedades:

(a) A solugao geral de (2.12) pode ser escrita como

y(z) = 8 (z) + yy(z),
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onde Y\, yi sio solugoes analiticas de (2.12) dadas por

B =esp (PE) S e e uhe) = e (P53 enr (12
2 1=0 2 7=0 7

com os coeficientes

(p—=ANGp—=AN)Op—A)...((4—3)p—N)

i(A) =
(Y (2i)! 0
ean(N) = Bp=XN(Tp—=MN11lp—=A)...( (4i—1)p— )\)C
2i4+1 2+ 1)! 1
parat=1,2,....
(b) Se A= (2n+1)p comn =0,1,2,..., temos as solugdes que decaem a zero no infinito
0(2) = exp(—22)H,(z), sen ¢ par
yx(x) = exp( 22) (z) p (2.13)
yr(z) = exp(—5-)H, (), sen é impar
em que H, representa o polindmio de Hermite de grau n. Em particular,
lim y}(z) =0 parai=0,1.
|z| =00
(c) Se A # (4n —3)p comn =1,2,..., entdo
lim ¢ (z) = co.
|z|—o00
SeX# (4n—1)p comn =1,2,..., entao
S DR : 1N
lim yy(2) =00, lim y,(z) = —o0.
Demonstracao.
(a) Ja vimos que exp(—’%Q) ¢ autofuncao para o autovalor A = p. Se
pa?
v = exp (-5 ) i)
satisfaz (2.12), com h : R — R analitica, h deve satisfazer
—h" + 2pxh’ = (A — p)h. (2.14)

Como h ¢é analitica, admite expansao em séries de poténcia, de onde

h(z) = i cix'.
i=0
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Dos resultados ja conhecidos a respeito de fungoes analiticas, temos

B (z) = Zicixi_l e h'(z)= Zz(z — ez 2.
i=1 =2

Assim, substituindo em (2.14),

- i i(i — 1)eix'™2 + 2pa i icix'™t = (A —p) i '
i=2 i=1 i=0
portanto . o .
Z(z +1)(i 4+ 2)ciar’ + QpZ icit' = (A —p) Z cix’
e segue que - N - ~
D 120+ 1)p = Nei — (i + 1)(i + 2)cipe] 2 =0,
i=0

de onde obtemos a seguinte relacao de recorréncia para os coeficientes ¢;

(2i+1)p— A

Cit2 = v/ o Cie
N G YD)

Logo, conhecendo os termos iniciais ¢, ¢;, temos

(p—=ANGp—=AN)Op—A\)...((4i—3)p—N)
(20)!

Bp=AN(Tp-N(1lp—A)...(4i—1p—N)
(2i+1)!

Co; = Co

C2i+1 = (&1

e portanto, sendo

pa? = 2 1 pa’ = 2i+1
Y (x) = exp B ;cmxl e yy(z) =exp B ;Cgi+1l‘ L

temos que 33, y; sao solugdes analiticas de (2.12), e a solugao geral da equagao ¢

dada por
y(@) = ya(z) + ya(2).

(b) As expressoes dadas em (2.13) seguem da recorréncia para o coeficiente ¢; 1o €
da defini¢ao das solugdes 49, y} para os autovalores A = (2n + 1)p. Basta notar

que os coeficientes cy;, c9;11 se anulam quando A = (49 — 3)p ou A = (41 — 1)p,

respectivamente.
(¢) Tomando ¢q # 0, temos que cy; # 0 para todo ¢ = 1,2,3,... Assim, se i — 00, entao
20 Ci42 9
P Cy

Logo, para 1 < v < 2, existe s € N tal que

C2i+2 > @
Co; 21

> () para todo 7 > s.



2.3.

Instabilidade de uma classe de soluc¢oes de equilibrio

43

Escolhendo ¢y convenientemente, co; > 0 para todo 2 > s. Logo, segue que

C2s+2 > TP C2s+4 P C2546 P
Cog 287 Co542 25 + 27 Cos+4 25 + 4’
Ou seja, dado n € N,
Cas42n P
CQS+2(n_1) 25 + 2(n + 1) .

Multiplicando as desigualdades,

Cost2  C2std  C2st6 _ C2st2n (E)"l L 1
Cas  Cas+2  Cos44 Cos+2(n—1) 2 s s+1 s+n—1
De onde
Cas19n (fyp)n 1 1 1 (fyp)n 1 1
—_— > —_ —_ . “ .. > _ .« e
Cog 2 s s+1 s+n—1 2 s+1 s+n
Multiplicando por z%+2",
025+2n x25+2n < ) 1 . 1 x25+2n
Cas 2/) s+1 s+n
2s+2n 1 2s+2n
Cos42n T < > o C2S z

Dessa maneira,

25+2n 7p> 1 1 2s+2n
s+2n > . s
;CQH Z< s+1 s+n02x
= CQSS' Z (7]9) S n n) $28+2n
2 s ©00 vp il .
— CQSS! (—) <—> —X J
P 2 2/ j!

j=s+1

Considerando a representacao da funcao exponencial como série de poténcias,

2 o 2\ J
Ypx Z L (ypx
=0 7"

temos
s 2 s
T 1 T
Z Coston T 225 S gl exp Yp _ L (P
2 — 51 2
n=1 7=0
e assim,
o0 s s [ 2 s 2\ 7]
2 2 P L (ypx
Co; T — Coi T > Cous! ( > exp — — >

oo S 2

i=0 P

: 2 .1 >
ZC% 22 > Cogs) <—> exp (W;x ) — Z — (W;w ) + ;cm 22
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De onde obtemos

> o; —pa? 2\’ ypa? 1 [ ypr®\’ —pa?
E Ccoi T2 exp > cos8! | — ) |exp -y = exp

: 2 vp — 41 2 2
=0 0

Tomando

temos

-1 2 S ) 2
o) > Mexp (T= 00 o > B0 ey (=2-)
j:
Como ~v > 1, temos que v — 1 > 0, e assim,
lim 33 (7) = co.
|x|—o00
Assim, a demonstragao do Teorema 4 segue das Proposi¢oes 9 e 10.

2.4 INSTABILIDADE DE SOLUCOES DE EQUILIBRIO NAO TRIVIAIS

Nesta se¢ao vamos provar a instabilidade de qualquer solucao de equilibrio nao

trivial ¢ da equagao do calor logaritmica. Para isso, observe que se ¢ é um equilibrio nao

trivial de (2.1) e u(z,t) = h(t)o(z) é solu¢do da equacao (2.1), h deve satisfazer a seguinte

equagao
K (t) = 2kh(t) log(h(t))
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e portanto,
h(t) = exp(sexp(2kt)).

Dessa maneira, garantimos que, para cada s € R,
u(z,t) = exp (s exp(2kt)) ¢(z) (2.15)
é solucao para o problema de Cauchy

Uy = AUy, + wu + klog(u?)u

(2.16)
u(z,0) = exp(s)p(x).

Teorema 5 (Instabilidade nao linear). Qualquer solugao de equilibrio nao trivial ¢ da
equagao (2.1) € instdvel. Isto €, existe um € > 0, uma sequéncia de funcoes u, e uma

sequéncia de tempos t, > 0 tais que

u,(0) — ¢,

9]

[un(tn) = oIl > €.

Demonstracao. Considere a sequéncia de fungoes

un(t) = exp (% exp(th)) 6.

Segue de (2.15) que as fungoes u, sao solugoes do problema de Cauchy com dado inicial

u,(0) = exp (£) ¢ e seja
by > ilo (L)
"2\l

uma sequéncia de tempos. Observe que
li —¢|| = 0.
Tim Ju,(0) = [ =0
Vejamos que para s > 0,

| exp(s exp(2kt))¢ — ¢|| = | exp(s exp(2kt)) — 1] [|¢]| > s exp(2kt) |||,

de onde segue que
finttn) = 61l = llxp 3 exp(2it,) ) &~ o]
~exp (- exp(2tt,) ) 1] o
> = exp(2kty) 6]

> 1.

Assim, obtemos uma sequéncia de fungoes cujos dados iniciais se aproximam da solu¢ao
de equilibrio ¢, mas cujas solugoes geradas se afastam do equilibrio ao longo do tempo, o

que prova a instabilidade de qualquer solugao de equilibrio nao trivial ¢. O
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3 EQUACAO DO CALOR LOGARITMICA: ALGEBRAS DE BANACH

Neste capitulo vamos estender os resultados obtidos para a equagao do calor
logaritmica estudada no Capitulo 2. Mais precisamente, vamos estudar a existéncia e

estabilidade de solucoes de equilibrio da equacao do calor logaritmica
Uy = Uy + wu + Log(u?)u, (3.1)

em que a incognita u é uma funcao definida de R x R™ em X, sendo X uma algebra de
Banach comutativa com unidade e € X, w € X denota um parametro fixado e Log ¢é a

funcao logaritmo definida na secao 1.4.

3.1 SOLUCOES DE EQUILIBRIO

Inicialmente, vamos definir o conceito de solucao de equilibrio para a equacao do

calor logaritmica dada em (3.1).

Definicao 9. Seja I C R um intervalo aberto. Uma solugao de equilibrio para a equag¢do
diferencial (3.1) € uma fungdo ¢ : I C R — X de classe C? tal que ||e — ¢*(x)|| < 1 para

todo x € I, satisfazendo a equagao
¢"(x) + wo(x) + Log(¢*(x))d(x) = 0 € X. (3.2)

Multiplicando a equagao (3.2) por ¢/(z) e integrando com respeito a variavel

r € R, vemos uma solu¢ao de equilibrio ¢ deve satisfazer a equacao
1
5[0 @F + (w = €)¢*(2) + Log (6*(2)) 62(x)| =c. (3.3)

onde ¢ € X é uma constante de integracao.

Infelizmente, nao é possivel encontrar solugbes para a equacao (3.3) usando

métodos analogos aos utilizados no caso X = R. Basicamente, a expressao
1
Vet (e —w)g? — 92 Log(4?)

que aparece em (2.7), nao estd bem definida em uma algebra de Banach qualquer.

Porém no teorema a seguir provaremos a existéncia de uma classe de equilibrios

analoga aquela obtida no Lema 6, para o caso X = R.

Teorema 6 (Existéncia de equilibrios). Seja X uma dlgebra de Banach comutativa com
unidade e € X, w € X tal que |le — w| <log(2). Para cada r € R, a fun¢io ¢, : R — X

(@) = Bxp (S5 exp (<20 (3.4

dada por
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¢ uma solugao de equilibrio da equagdao (3.1). Além disso, para cada r € R, ¢, satisfaz as

sequintes propriedades:

(a) ¢, satisfaz a equagao (3.3) quando ¢ = 0.

(b) ¢, € Co(R, X), isto é, ¢, € limitada e ainda,

ot (552)  <om (t51) <12

(¢) Para todo w € X,
lim (16, (2)]] 0.

T—F00

(d) Para todo x € R, |le — ¢.(2)]| < 1.

Demonstracao. Por uma questao de simplicidade, vamos provar que

onlo) = Bxp (5 ) exp (‘7)

é uma solucao de equilibrio para a equacao (3.1). O caso geral ¢, é similar.

Precisamos verificar que ¢y € C*(R, X), |le — ¢2(z)|| < 1 para todo z € R e que
¢o satisfaz a equagao diferencial (3.2). Como ¢ é€ uma fungao analitica, é imediato que

do € C2(R, X).

Como |le — w]|| < log(2), temos que

le — exp(—a®)el| = |1 — exp(—?)| [le] <1
le = Exp(e — w)|| < exp(fle —wl[]) =1 < 1.

Desse modo,

le = ¢5(2)|] = [le — Exp(e — w) exp(—a?)]|
= |le — exp(—2?)e + exp(—1?)e — Exp(e — w) exp(—z?)||
< |1 —exp(==?)| [le]| + | exp(=2?)| [le — Exp(e — w)]|
<1 —exp(—2?) + exp(—z°) = 1.

Assim, Log(¢3()) estd bem definido e ainda, como Log (exp(—z?)e) = log(exp(—x?))e

Log(¢p(x)) = Log (Exp(e — w) exp(—z?))
= Log (Exp(e — w)) + Log (exp(—z*)e)
(e —w)) + log(exp(—x?))e

=€ —w— T €.
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Dessa maneira, substituindo ¢g(z) em (3.1), temos
do(z)2* — do() + weo(x) + (e —w — 2%€)do(x) = 0.

Ou seja, ¢ de fato é solucao de equilibrio.

Para provar as propriedades (a)-(d), vamos considerar apenas o caso ¢y.

¢h(x) = — Exp ( . “’) exp (%) x

Assim, substituindo ¢g e ¢} em (3.3), temos

22 g5(x) + (w — e)dp(z) + (e — w — 2’e)¢g(w) = 0.

(a) Temos que

(b) Como |le — w| < log(2),

Jonll = sup lon(o)l = | o (5 [ < e (1251) < v2.

2

lz|<1

(¢) E imediato que
. . e —Ww —.IZ
i o)l = tim || B0 (<5 ) exp ()
2

) e—w —x
=.lm, \EXP( 2 ) [exo (T) -0
e — Exp <¥> H <exp(w) —1<1,

(d) Considerando que

—z? — 2 e—w —x
= He — exp <T) e + exp (T) e — Exp <T> exp <—

<(1-ew () hell+

_ _ 2
o) (3

]

E importante notar que a classe de equilibrios ¢, apresentada no teorema anterior

esta definida apenas para valores de w na bola B(e,log(2)), em contraste com o caso real,

onde nao temos nenhuma restrigao sobre o parametro w € R.

Agora, calcularemos explicitamente a funcao ¢, para casos particulares de algebras

de Banach X.
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Exemplo 5. Considerando X = (> a dlgebra de Banach comutativa composta pelas
sequéncias reais limitadas, e = (1,1,1,...) e w = (wy, wa, w3, ...) € £ tal que ||e — w| <

log(2). A solugdo de equilibrio dada em (3.4) toma a forma explicita

ot o (152 () o (152 e (Y ).

Se X ¢é uma algebra de Banach ndo comutativa, w € X tal que ||e — w|| < log(2),

ainda conseguimos verificar que

¢r(7) = Exp (6_2“)) exp <_<IT+T)2>

¢ uma soluc@o de equilibrio definida em um intervalo na forma (—r — s, —r + s), para

algum ntmero real positivo s.

Lema 8. Considere X uma dlgebra de Banach nao comutativa, w € X. Sejar € R, p >0
satisfazendo |le —w|| < p <log(2) e x € R tal que

N[

|z + ] < (log(2) —p)

entao a fung¢ao ¢, : R — X dada por

o) (5o ()

¢ uma solugao de equilibrio para a equagao (3.1).

Demonstragdo. Para que ¢, seja uma solucao de equilibrio precisamos calcular Log(¢?(x)),
e para isso dependemos das propriedades da funcao logaritmo. Como vimos no Capitulo 1,

se X é uma algebra de Banach nao comutativa, a propriedade
Log(zy) = Logx 4+ Logy
¢é valida com as hipoteses adicionais:
xy =yzx, |[Logz+ Logy|l <log(2) e | Logzyl| < log(2).

Considerando ¢, dada, temos que Exp(e — w) e exp(—(z + 7)?)e comutam. Assim, para

que possamos calcular Log(¢,”(x)), basta verificar sob quais condicoes
| Log Exp(e — w) + Log exp(—(z + 7)*)e]| < log(2).
Ou seja, queremos obter
|| Log Exp(e — w) 4 Log exp(—(z + 7)?)e| < H Log (Exp (e — w)) H + H Log (exp —(z + r)’%¢) H
=[le=wl+] = @i
< log(2).
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Como ||e — w]|| < log(2), tomando p > 0 tal que |e — w|| < p < log(2), temos
|| Log Exp(e — w) + Logexp(—(z + 7)*)el| < p+ | — (x +1)?|
Dessa maneira, basta tomar z € R tal que
| = (z+71)%] <log(2) —p

& + 7| < (log(2) — p)?

Exemplo 6. Considere a dlgebra de Banach nao comutativa X = My(R) e

W:

211)2 1-— 2’(1)1

1—2w, —2w, ]

uma matriz tal que |[I — W <log2. Considerando a matriz

2 —wWy Wy

Ir-w [ wy wz]
Temos que

0 0
Exp W Exp L Exp 2
—Wo W1 0 w1 —W3a 0

Ppois as matrizes

comutam. Como

Exp w0 _ _exp(wl) 0
0 w 0 exp(w1)
e .
Exp 0wyl _ cos(wy)  sen(ws)
—wy 0 | | —sen(wz) cos(ws)

a solugao de equilibrio dada em (3.4) toma a forma

cos(w,) sen(’wz)] exp (M) .

or(x) = exp(wy) [ 5

—sen(wy) cos(ws)

Vale a pena notar que assim como no caso real, as solu¢oes de equilibrio da
equacgao (3.1) estao relacionadas aos conjuntos de nivel da fun¢ao ¥ : Q x X — X, dada
por

1
U(u,v) = 5 v? 4 (w — e)u® + Log(uQ)UQ],

onde 2 = {u € X; |le — u?|| < 1}. Mais precisamente,

{(6(z), ¢ (2)); w € I} C {(u,v) € 2 x X5 W (u,v) = c}.
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Devido a generalidade do espago X, nao hé sentido em uma analise grafica para os
conjuntos de nivel da funcao W. Assim, diferentemente do caso real, ndo conseguimos

descrever o comportamento das solugoes de equilibrio através da analise dos conjuntos de
nivel de W.

Além disso, observamos que a equagao (3.2) pode ser escrita na forma Hamiltoniana.
De fato, fazendo a mudanga de variavel ¢’ = v, obtemos que o par (¢, ¢') € Q x X satisfaz

0 seguinte sistema
/
=0
¢ (3.5)
v' = —w¢ — Log(¢*)¢.

Uma vez que

ov
T 2 T
5y — W +uLog(u®) e 5, = U
para o par (¢, ¢'), temos que
ov ov
o0 =¢ e 26 = we + ¢ Log(¢?).
Desse modo, obtemos
) _ o
o/
gb” — _((99_\(1;.

3.2 INSTABILIDADE DE UMA CLASSE DE SOLUCOES DE EQUILIBRIO

Nesta se¢ao vamos verificar que, para cada r € R, a fungao ¢, dada em (3.4) é
uma solugao de equilibrio linearmente instéavel para a equacao (3.1). Para isso, faremos a

analise espectral do operador linear L4 dado por
2

T da?

Ly + w + Log(¢?) + 2e. (3.6)
Observacao 5. O operador L4 € a aproximagao linear do campo de vetores

F(u) = gy + wu + Log(u®)u
no ponto ¢. Veja que

d
DF(¢)g = EF(cb + 59) T Lyg.

Assim como no caso particular X =R, as solug¢des da equagdao (3.1) em torno do ponto de

equilibrio ¢ podem ser aprorimadas pelas solucoes da equacao linear
vy = Lyv (3.7)
quando v estd perto de zero. De fato, substituindo u(x,t) = ¢(x)+v(z,t) em (3.1), obtemos

vy = ¢ + Ve + w(¢ 4+ v) + Log(¢ +v)* (¢ +v).
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Notemos que
Log(¢ + v) = Log(¢) + Log(e + vd "),

de onde seque que
Log(¢ +v)? (¢ +v) = Log(¢?)(¢ + v) + 2 Log(e + v ™) (¢ + v).
Assim, v satisfaz a equacio diferencial parcial
v = Ly +2G(v,0) = F(p) + F'(¢)v + 2G (v, ¢)

onde F' € o campo de vetores definido acima e a fun¢ao G € dada por
Glo,0) = 3 L kg0 Logle — g )0+ 9) —v
’ k
se [[v]| < |o]]-

Temos o seguinte resultado a respeito dos autovalores do operador L.

Lema 9. Se ¢ € uma solucao de equilibrio nao trivial para a equacao
Uy = Uye + wu + Log(u?®)u,

e ¢ nao € constante, entao
Lop=2¢ e Lyd' =0.

Isto €, A = 2 e A\ = 0 sao autovalores do operador L4 associados, respectivamente, as

autofuncoes ¢ e ¢'.

Demonstracao. A demonstragao é analoga ao Lema 7. De fato, como ¢ é uma solucao de
equilibrio, temos que
¢" + we + Log(¢*)d = 0,

e derivando a igualdade acima com respeito a x, temos

d d?
e (¢" + wé + Log(¢*)¢) = e Twd + Log(¢®)¢' +2¢' = L, ¢' = 0.

Além disso, vejamos que

2

d
Lo ¢=—50+w+ Log(¢?)¢ + 2¢ = 2¢.

]

Do lema anterior, como £, tem um autovalor positivo, qualquer solucao de

equilibrio nao trivial ¢ é linearmente instavel.
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Nosso objetivo é entender mais sobre o comportamento da instabilidade da solugao
¢, dada em (3.4). Desse modo, prosseguimos com a anéalise espectral do operador linear
L., obtido quando substituimos ¢, em (3.6),

pe
L, = ) +3e— (x+7)% (3.8)

com o correspondente dominio

D(L,) ={g € C* R, X);¢",2°g € Co(R, X)}.

Primeiramente, notemos que espectro do operador linear £, é igual ao espectro

do operador linear L. Isto é,

o(L,) = o(Ly).

Basta observar que os operadores sao conjugados. Sendo T" o grupo de isometrias a um

parametro dado por
SER=T(s)=Ts: Cp(R, X) = Cp(R, X), Ts(g9) =g(z+s),
para toda g € D(L,), temos
T_.o0L, 0T, (g) = Lo(g). (3.9)

De (3.9), segue que
T—r © (‘C’I‘ - A]) © Tr(g) = ('CO - A[)(g)

Dessa maneira, A\ pertence ao resolvente de L,., se e somente se, \ pertence ao resolvente de
Lo. Além disso, segue de (3.9) que se A é um autovalor de £y com autofungao associada g,
entdo A é um autovalor de £, com autofuncao associada T,.(g) = g(- + r). Reciprocamente,
se A é um autovalor de £, com autofuncao associada g, entao A é um autovalor de Ly com
autofungao associada T_,(g) = g(- — r). Isso implica que a multiplicidade geométrica de
um autovalor do operador Ly é igual & multiplicidade geométrica do mesmo autovalor para

o operador L,.

Da discussao feita acima, provaremos o seguinte resultado a respeito do espectro

(pontual) do operador linear £ = L.

Teorema 7 (Propriedades espectrais de £). O espectro pontual do operador linear L :
D(L) — Cy(R, X) € dado pela sequéncia de autovalores A\, = —2(n—1), n=0,1,2,...,
ou seja,

{2,0,-2,—4,....,2(n—1),...} = 0,(L) Co(L).
Além disso, o autoespaco associado a cada um dos autovalores A, € gerado por uma unica

autofuncao. Isto €, se E, denota o autoespaco associado a \,, entdo

E,={cy, | ce X},
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com vy, uma funcao dada por

(o) = o) esp ()

onde H, representa o polinémio de Hermite de grau n.

Para estudar o espectro de £, vamos definir o operador auxiliar

H= ) + z°. (3.10)
Temos que
L=—H+3e
e portanto,

o(L)=—o(H)+{3}.

3.2.1 Abordagem algébrica
Vamos mostrar que para todo n > 0, A\, = 2n + 1 pertence ao espectro pontual

o,(H) de H. Para isso, considere o operador identidade I e os operadores auxiliares

d d
A= — A= —— .
dw+$ e dx+x

Considerando o bracket de Lie (produto) [A, B] = Ao B— Bo A, a seguinte tabela

define uma &lgebra de Lie de dimensao 4.

NPt
I [ol o] o] o
A O 21 2A
A* | 0| -21 0 —2A*
H |o|2al24°] o

Por exemplo, veja que o bracket de Lie dos operadores A* e H ¢é calculado da seguinte

maneira:
" d d? 9 d? 9 d
[A,H]g = (—%—1-33)0(—@4—:6)g—(—@—i—x)o(—%—%x)g

n

Como H é um elemento da algebra de Lie descrita acima, podemos demonstrar o

seguinte resultado a respeito de autovalores do operador H.
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Proposigao 11. Considere o operador H definido em (3.10). Para cadan € N, \, = 2n+1

pertence ao espectro pontual o,(H) de H. Isto €, existe v, # 0 tal que
Hv, = (2n+ 1)v,.

Além disso, as fungoes v, podem ser calculadas explicitamente utilizando a formula

v, = |(—1)" exp(a:Q)d—n exp (—xQ)} exp (_—562) e.
dz™ 2
Demonstracao. Inicialmente, vamos verificar que se A é autovalor de H com autofuncao
associada v, entao A + 2 também é autovalor de H com autofunc¢ao associada A*v. De
fato, se Hv = Av temos
HA*w = ([H,A*|+ A*H)v
= 2A%v + A*(Hv)
= 2A4%0 + A*(\v)
= (A +2)A*.

(o0 () ) - (). o1

concluimos que A = 1 é autovalor de H com autofuncao associada

o= ()

De (3.11) e (3.12), obtemos a seguinte sequéncia de autovalores de H:

(3.11)

Como

)\0:17 )\1:3, /\2:5,
e a respectiva sequéncia de autofuncoes associadas
vg =, v = A", vy = ATA%, ...

Calculando explicitamente algumas autofungoes,

—x?
U1 = 2T exp - e

2
vy = (4% — 2) exp (%) e

2
v3 = (8% — 127) exp <Tx) e

De forma geral, as autofunc¢oes sao dadas pela expressao
—d N " x?
Up=|—+x| exp|——= | e
dx P 2
72
v, = Hp(z) exp (—7) e

vy = [(—1)"exp(az2)% exp (—:ﬁ)] exp <_—‘”Q) e
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Na demonstragao acima, os polinémios de Hermite H, (x) foram descritos pela

formula de Rodrigues, que pode ser encontrada em [7].

3.2.2 Abordagem analitica

Nesta secao vamos determinar os autovalores do operador H analisando as solugoes
em série de poténcias da equagao (3.13) abaixo. Um autovalor de H é um numero complexo

A tal que existe uma solugao nao trivial y € C%(R, X) para a equagao diferencial

—y"(x) + 2’y(z) = Ay(z) (3.13)
com y satisfazendo
lim {|y(z)| = 0.

|z|—00

Proposicao 12. As solugées da equacgao (3.13) satisfazem as sequintes propriedades:

(a) A solugao geral da equacio (3.13) pode ser escrita como

y(r) = ayi() + byx (@), (3.14)

onde a,b sio elementos de X e as fungoes 33, yi sdao solugées analiticas da equagdo
(3.13), dadas por

—r & . 2\ & .
R =ep () enat e ko) = e () L

com os coeficientes co(N) = c1(A\) =e, e para i =1,2,3,...
(2] = (I=X)(B-=XM)(O (—2;\))' o ((49=3) — /\)e (3.15)

(3= AT = A)(11 = N)... (4 — 1) = A)

() = . 3.16
Caiv1(A) (2 +1)! ¢ ( )
(b) SeA=2n+1comn=0,1,2,..., temos as solugdes que decaem a zero no infinito
0 —a2 .
ys(z) = H,(z)exp (—) e, sen € par
’ : (3.17)
yi(z) = H,(x) exp (%) e, sen € impar
em que H, representa o polindmio de Hermite de grau n. Em particular,
lim ||y4(x)] =0 parai=0,1.
|z|—o0
(c) Se A\ #4n —3 comn =1,2,..., entdo
lim ||y} (z)]| = oo. (3.18)
|z|—o00
SeX#4n—1 comn=1,2,..., entao
lim [jyy(z)[| = oo. (3.19)

|z|—00
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~ L, . 2 , ~ .
Demonstracao. Ja vimos que exp (T"’f) e é autofuncao associada ao autovalor A = 1. Se

—X

2
o) =exp (55 ) o)
satisfaz (3.13), com h : R — X analitica, h deve satisfazer
—h"(x) + 2zh'(x) = (A = 1)h(x).

Como h ¢é analitica, admite expansao em séries de poténcia

h(z) = i e’
i=0

onde os coeficientes ¢; sao elementos da algebra de Banach X. Dos resultados ja conhecidos

a respeito de fungoes analiticas em élgebras de Banach,

B (z) = Zicixi_l e h'(z)= Zz(z — ez 2.
i=1 =2

Assim,
(o)

- Z i(i — Ve + 20 ) dcz™ = (A—1) Z e’
i=2 i=1 i=0

D (4 1)+ 2cipor’ +2) e’ =(A—1) ) e’
1=0 =0 1=0

i (20 +1—N)ei — (i + 1) (i +2)cipo] 2" =0,

i=0
de onde obtemos a seguinte relacao de recorréncia para os coeficientes ¢;
(20 +1)— A
Ciyo = 77— — G-
2 (1+1)(i+2)

Logo, conhecendo ¢y, c; € X, temos

S L [ CE CR I (S

(20)!

(3= A)(7T—=A)(11=A).. . ((4i—1)—\)
(2 +1)!

Fazendo ¢y = ¢; = e, obtemos as formulas dadas em (3.15) e (3.16).

C2it1 = &1

Assim, definindo

hS(z) = Zc%(/\)a:% e hy(r) = ZCQi+1<A)I2i+17 (3.20)

1=0 1=0
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temos que
— —x

2 2
Ao =en () o i =B ()
sdo solugdes analiticas da equacdo (3.13), de onde a expressao dada em (3.14) representa

a solugao geral problema de autovalores.

As expressoes dadas em (3.17) seguem da relagao de recorréncia para o coeficiente
Cito € da definigdo das solugoes 4%, y1 quando A = 2n+ 1. Basta perceber que os coeficientes

Coi, Coir1 € anulam quando A = 47 — 3 ou A = 47 — 1, respectivamente.
Para provar (c), note que
0 0 1 1
() =gx(@)e e y\(z) = gy(2)e,
onde ¢9, g5 : R — R sdo as solugoes dos respectivos problemas de valor inicial

—y"(x) + 2?y(z) = My(z) . —y"(x) + 2?y(z) = My(z)
y(0) =1,5(0) = 0. y(0) =0,y'(0) = 1.

Assim, as relagdes (3.18) e (3.19) sao consequéncia imediata das propriedades das

solugoes ¢\ e g} demonstradas no Teorema 10, Capitulo 2. De fato, se A #4n — 3 e ¢} é

solucao de
—y"(x) + 2%y(z) = My(x)
y(0) =1,y(0) =0,
temos que
lim g3 () = oo,
|z|—o00
e entao
lim [|y}(2)]| = lim [lgX(x)e] = lim [g3(2)|[le]] = oo.
Analogo para y;. O

Sabendo que (L) = —o(H) + {3}, os resultados obtidos nas Proposi¢oes 11 e 12

demonstram o Teorema 7.

3.3 INSTABILIDADE DE SOLUCOES DE EQUILIBRIO NAO TRIVIAIS

Nesta se¢gao vamos provar a instabilidade de qualquer solucao de equilibrio nao

trivial ¢ da equagao (3.1). Podemos verificar que para todo s <0
u(z,t) = exp(sexp(2t))p(z) (3.21)
é solugao para o problema de Cauchy

U = Uye + wu + Log(u?)u

u(x,0) = exp(s)o(z).

(3.22)
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De fato, u(z,0) = exp(s)¢(x). Além disso, considerando s < 0, temos que 0 <
exp(sexp(2t)) < 1, e dessa forma

le —w?(z, t)|| = [le — exp?(s exp(2t))¢* ()|
< [le — exp(2s exp(2t))e|| + || exp(2s exp(2t))e — exp(2s exp(2t))¢* (z)]|
< 1 —exp(2sexp(2t))|[lell + [le — &®(2)[|| exp(2s exp(2t))|
Sabemos que [le]| = 1 ¢ [le — ¢2(x)|| < 1, portanto
le = w?(z,8)|| < 1.
Dessa maneira,
Log(u*(x,t)) = Log (exp2(s exp(2t))d*(z ))

= Log(exp(2s exp(2t))e) + Log(¢*(z))
= log(exp(2s exp(2t))) + Log(¢*(x))

= 2sexp(2t) + Log(¢?(z))

Dessa forma, observamos que a fun¢ao dada em (3.21) de fato é solugao para o

problema de Cauchy, pois

Uge + wu + Log(u?)u = exp(s exp(2t)) (¢"(x) + wo(x) + 25 exp(2t)p(x) + Log(¢2(x))qb(x))
= 2sexp(2t) exp(sexp(2t))p(x)

:U’t

Agora estamos em condigoes de demonstrar a instabilidade do equilibrio ¢.

Teorema 8 (Instabilidade néo linear). Qualquer solug¢ao de equilibrio nao trivial ¢ da
equagao (8.1) € instdavel. Mais exatamente, existe € > 0, uma sequéncia de fungoes g, e

uma sequéncia de tempos t, > 0 tais que

Gn — @, € Hun<>tn) - ¢()H > €.
Aqui, u, denota uma sequéncia de solugoes da equacao do calor logaritmica tal que

un(-,0) = gn(-).

Demonstragao. Sabendo que ¢ é uma solugao de equilibrio nao trivial de (3.1), temos que

llo]] # 0 e existe € > 0 tal que 0 < € < ||¢||. Considere a sequéncia de fungoes

un(t) = exp (‘71 exp(2t)) é

tal que w,(t) é solu¢ao do problema de Cauchy dado em (3.22), com dado inicial u,(0) =

exp(— L), e a sequéncia de tempos

I 16l -
fn =g loe (‘”10g< 141 )) |
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Temos que

exp(2t,) > —nlog (H¢||H¢ﬂ 8) ,

. rwu—a)
— exp(2t, 1
n OP(2) < Og( o1

-1 _
P (WGXP(%")) < H¢||”<zs|| E

e como n € N,

de modo que

e assim,
| (_1 (2t )) > €
—exp | — exp(2t, —.
n ]l

Dessa maneira,
-1
lin(tn) = 61l = || exp (= exp(2tn) ) & - 0|
1
=1 e (Thexntan) ) | e

|WHH¢”_€
Ou seja,
Tim [un(0) — 6] = 0
mas
[un(tn) — 0l > ¢,
0 que prova que uma solugao arbitraria nao trivial ¢ da equagao (3.1) é instéavel. ]

E importante notar que quando s é positivo, a funcdo dada em (3.21) nio ¢ solugio
para o problema de Cauchy (3.22) para todo ¢ > 0, pois para valores de ¢ suficientemente

grandes, a dita fungao nao pertence ao dominio de Log.

3.4 INSTABILIDADE NAO LINEAR IMPLICA INSTABILIDADE LINEAR

Nesta se¢ao vamos mostrar que a familia de solucoes da equacgao do calor loga-
ritmica descrita em (3.21), que garante a instabilidade do equilibrio ¢, também "gera" a
solucdo que garante a instabilidade da solugao trivial da equagao linear (3.7). Isto é, as

solugoes
u(z, 1) = exp(s exp(28))6(z)

utilizadas na secao 3.3 para demonstrarmos a instabilidade de ¢ geram a solucao

v(z,t) = exp(2t)p(x), (3.23)
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que garante a instabilidade da solugao trivial v = 0 da equacao linear

V' (t) = Lyv(t). (3.24)

Com efeito, uma vez que ¢ é uma solucao de equilibrio da equacao logaritmica, a
funcao

u(s, ) = exp(s exp(2t))¢(x)

satisfaz a equacao diferencial
du
— = F(u(t
L= Flult),

onde F é o campo dado por F(u) = uy, + wu + Log(u?)u.
Desta maneira, para todo s € R, t € R temos

du(s,t)
dt

= F(u(s, 1)),

de onde segue que

d du(s,t) ddu(s,t) d _ d
e Ty P EF(u(s,t)) = DF(u(s,t))%u(s,t).

Como

d du(s,t) d
T ds DF(U(SJ))E

e u(0,t) = ¢ para todo ¢t € R, tomando s = 0, obtemos

4 (o

u(s,t)

) =2 (Guts0

SO) . (3.25)

S=

Sabendo que
DF(¢) =L, (3.26)
e que

d

Spuls:t)| = exp(sexp(2t)) exp(2t)d(z)|s=0 = exp(2t)(z), (3.27)

substituimos (3.26) e (3.27) em (3.25) e concluimos que a funcao v(z,t) = exp(2t)p(x) é
solucao da equagao linear (3.24). Perceba que a solugao dada em (3.23) se afasta de zero a

medida em que ¢ — 00, 0 que implica na instabilidade da solugao trivial v = 0.

Da discussao anterior, obtemos o seguinte resultado:

Lema 10. Seja M uma variedade, ¢ € M, V, C M uma vizinhanga de ¢ e F' um campo
definido em Vy. Seja s € R — n(s,-) uma familia de solugdes da equagao diferencial

du
pri F(u(t)) (3.28)

em um intervalo aberto I, tal que n(0,t) = ¢ para todo t € I. Entao a fungao b dada por

o) = oonls )]

s=0
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¢ solucao da equacao diferencial linear

dv
= = DF(9)(v(t)), (3.29)

para todo t € 1.
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