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Resumo

A correlagdo e a regressao linear sao estudadas na parte da estatistica chamada
inferencial pois permite a andlise de dados coletados e fazer predicbes acerca da
influéncia de uma varidvel em outra. Essa correlagdo pode ser avaliada por meio
do coeficiente de Pearson, teste de hipdteses, graficos de residuos, coeficiente de
determinagao, intervalos de precisao. Parte desses assuntos estdo entre aqueles
previstos a serem estudados no Ensino Médio, de acordo com a Base Nacional
Comum Curricular. Uma aplicacdo da correlagdo e regressdo é apresentada na
andlise de Microdados do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) de 2022, dos
estudantes que realizaram a prova em Maringd - PR, em que, com a utilizagdo do
Software estatistico R, pode-se encontrar relagoes interessantes e relevantes para

estudo.

Palavras-chave: Correlacio linear. Regressao linear. Andlise microdados ENEM.



Abstract

Correlation and linear regression are studied in the part of statistics called inferential
as they allow the analysis of collected data and make predictions about the influence
of one variable on another. This correlation can be evaluated using the Pearson
coefficient, hypothesis testing, residual graphs, coefficient of determination, precision
intervals. Some of these subjects are among those planned to be studied in High
School, according to the National Common Curricular Base. An application of
correlation and regression is presented in the Microdata analysis of the 2022 National
High School Exam (ENEM), of students who took the test in Maringd - PR, in
which, with the use of R statistical software, one can find interesting and relevant

relationships for study.

Keywords: Linear correlation. Linear regression. ENEM microdata analysis.
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INTRODUCAO

A estatistica, ciéncia que estuda dados, sejam eles observagoes, contagens, medigoes
ou respostas, pode ser aplicada em diversas areas do conhecimento humano, como areas
econdmicas, sociais, culturais, politicas, educacionais, de satide, meio ambiente, e proporci-
ona a todos as ferramentas necessarias para entender aspectos e problemas que necessitam
de uma melhor compreensao, desde um nivel mais abrangente a um nivel mais pontual,
quando por exemplo o Estado faz o censo da populacdo para poder tomar decisdes em

relacao a politicas publicas, ou quando avaliamos nossas chances de ganhar numa loteria.

O estudo da estatistica inferencial, mais especificamente da correlagdo e regressao
permite identificar relagoes entre variaveis que, a principio, nao possuem uma relagao direta,
como estudado em algebra, nas fungoes, em que temos a associacao de cada elemento de

um conjunto com apenas outro elemento do outro conjunto.

A andlise da correlagdo e regressao tratada neste trabalho tem fundamento nos
dados coletados pela Comissao Federal de Comércio dos Estados Unidos sobre 29 marcas
de cigarros e a quantidade de alcatrao, nicotina e C'O, presentes em cigarros de 100 mm

de comprimento. Esses dados servirdo como base para aplicagao dos conceitos tedricos.

Dessa forma, o trabalho estd organizado da seguinte maneira: No capitulo 1
trazemos contetidos basicos da estatistica, apresentando os conceitos de grafico de dispersao,
desvio padrao, variancia, covariancia, escore padrao e teste de hipdteses. Usamos como

texto base deste capitulo os livros [6], [7] e [9].

Apébs essa pequena explanacao, o Capitulo 2 apresenta os dados dos cigarros,
por marca, quantidade de alcatrao, nicotina e C'O, presentes em cada um, conceitos de
correlacdo e regressao, bem como suas representacoes por meio de graficos de dispersoes,
calculo do coeficiente de correlacao de Pearson, e suas formulas devidamente explicadas,
exposicao esta que nao se encontra nos classicos livros de estatistica, testes de hipoteses,
reta de regressao, grafico de residuos, coeficiente de determinacao, erro padrao e intervalo

de previsao.

No Capitulo 3 trataremos da importancia do estudo da correlagao e regressao no

Ensino Médio, de acordo com disposigoes da Base Nacional Comum Curricular (BNCC),



bem como o uso de softwares computacionais gratuitos e acessiveis em que basta ter acesso
a internet para usa-los, sem necessidade de fazer instalagoes de programas, e sao excelentes
ferramentas para estudo da estatistica e matematica, podendo ajudar ainda mais no estudo

e entendimento do assunto aqui proposto, através de comandos basicos.

Finalmente, no Capitulo 4, faremos a analise dos microdados do Exame Nacional
do Ensino Médio (ENEM) aplicado no ano de 2022, em relacao aos alunos da cidade de
Maringé - PR, com o auxilio do software R, em que é usada uma linguagem e um ambiente
de desenvolvimento integrado, livre e gratuito, bastante util em andlises estatisticas pois

permite a manipulacao de grandes bancos de dados, como é o caso dos microdados do

ENEM.

Nessa analise, elaboraremos os graficos de dispersao relacionando a faixa etaria
com nota em matematica; ano de conclusao no ensino médio e nota em matematica; grau
de instrugdo do pai/homem responsavel e nota em matemadtica; grau de instrugao da
mae/mulher responsével e nota em matematica; e renda mensal e nota em matematica.
Utilizando os conceitos trabalhados nos capitulos anteriores poderemos identificar correla-
¢oes, encontrar a reta de regressao que melhor explica o modelo e determinar o coeficiente
de determinacgao, que expressa a porcentagem de quanto uma variavel é explicada pela

outra.



1 Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos conceitos basicos da estatistica que proporcionarao
uma conhecimento elementar de assuntos que aparecerao nos préoximos capitulos desse

trabalho.

Trataremos dos gréaficos de dispersao, indispensaveis para o estudo da correlacao
e regressao linear, ja que nos fornecem uma nocao intuitiva a respeito da correlacao das
variaveis. Relembraremos conceitos das medidas de variacdo da estatistica descritiva
(desvio padrao, varidncia e covariancia), apresentaremos o conceito de escore padrao e
do teste de hipodteses, que também se mostrard uma ferramenta 1util para avaliacao da

significacao do Coeficiente de Pearson, no Capitulo 2.

1 Grafico de Dispersao
Um diagrama de dispersao é um grafico que relaciona pares de dados (z,y) com
um eixo horizontal x e um eixo vertical y.

Os dados coletados relacionam um conjunto de valores x com seu conjunto corres-

pondente y.

Para construir o grafico de dispersao, faz-se um eixo horizontal onde serao atribuidos
os valores da primeira varidavel e um eixo vertical para os valores da segunda variavel, e

ap6s marca-se os pontos.

O grafico de dispersao ¢ muito usado para inferir sobre a existéncia ou nao de

correlacdo entre as variaveis, assunto a ser abordado no Capitulo 2.

A seguir um exemplo de um grafico de dispersao:
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Figura 1 — Gréfico de Dispersao: Alcatrao x CO

O gréfico acima relaciona a quantidade de Alcatrao (em miligrama) encontrado em
29 marcas de cigarros de acordo com dados da Federal Trade Commission, no eixo vertical
e a quantidade de Monéxido do Carbono (em miligrama) no eixo vertical, em cigarros de

100 mm (10 cm) de comprimento, que tem filtro e nao sdo do tipo mentolado ou light.

2 Desvio Padrao, Variancia e Covariancia

O desvio padrao (s), varidncia (s?) e covariancia sio medidas de variagdo da esta-
tistica descritiva, cujo objetivo é resumir ou descrever as caracteristicas mais importantes

de um conjunto de dados.

2.1 Desvio Padrao

Segundo [9], o desvio padrao de um conjunto de valores amostrais ¢ uma medida
da variacao dos valores em torno da média. E uma espécie de desvio médio dos valores em

relacao a média, que é calculado através das seguintes féormulas:



S —7)° L J n. Y - (Sa)’
— ) )

°T n—1 o n(n—1

em que T representa a média dos valores de x e n é o nimero de amostras.

Semelhante formula pode ser aplicada para o desvio padrao de uma populagao,
diferindo apenas no denominador, que é o tamanho da populacao:

>(x — p)?
N

g =

em que p é a média populacional e N é o nimero de valores de uma populagao finita.

A explicagdo para essa mudanga no denominador se déd em razao da subestimagao
do valor obtido pelo desvio padrao amostral em relagao ao desvio padrao da populacao.
Para compensar, fazemos a divisdo por um niimero menor, ou seja, n — 1, aumentando

seu valor geral. !

Para melhor compreensao do desvio padrao, vamos continuar a utilizar os dados do
grafico de dispersao acima que compara a quantidade de alcatrao e mondxido de carbono
e vamos calcular o desvio padrao da varidvel quantidade de alcatrao, em que os dados sao:
16, 16, 16, 9, 1, 8, 10, 16, 14, 13, 13, 15, 16, 9, 11, 2, 18, 15, 13, 15, 17,9, 12, 14, 5, 6, 8,

18, 18 para a variavel x, a média é 12,2 e n = 29. Assim:

16 — 12,2)? 16 —12,2)? + ... 18 — 12,2)?
5:\/(6 20 2+, + U8 7)24,71.

29 -1

2.2 Variancia

A varidncia é uma medida de variagdo/dispersao igual ao quadrado do desvio

padrao.

=\2 2
2_2:(55_37) 2_2(95_:“)
§4 === ou ot ==
n—1 N
A variancia possui a vantagem de ser um estimador nao enviesado, ou seja, nao

subestima nem superestima a variancia populacional, porém, a unidade do valor resultante

de seu calculo nao é a mesma utilizada nos valores originais.

L Para melhor visualizagdo e interpretagio dessa mudanca, veja: https://pt.khanacademy.org/computer-

programming/challenge-unbiased-estimate-of-population-variance/1169428428.
https://pt.khanacademy.org/computer-programming/will-it-converge-towards-1,/1167579097.



Ainda usando os dados coletados no exemplo do gréfico de dispersao, vamos calcular

a variancia da quantidade de alcatrao encontrado nos cigarros.

s =14,71> =22, 1.

2.3 Covariancia

De acordo com [7], a covariancia é uma medida entre duas varidveis, que mede o
total da concentracao dos pontos em torno da média. Portanto, dados n pares de valores

(x1,%1), -y (T, Yn), chamaremos de covaridncia entre duas varidveis X e Y

cov(X,Y) = G _17;)@ —@).

Isto é, a média dos produtos dos valores centrados das varidveis. Porém, a co-
variancia possui um defeito: seu valor calculado depende diretamente das unidades de

medida.

Tome o exemplo do cigarro, em que comparamos a quantidade de alcatrao com o

mondxido de carbono.

Temos:

(16 — 12,2).(15 — 12,3) + ... + (18 — 12,2).(15 — 12,3)
29

cov(X,Y) = = 18,43.

Ambos estdo na mesma unidade, porém haverd casos em que a comparacao podera
se dar entre idade (anos) e massa corporal (kg), o que divergird bastante da relagao entre
idade e altura, por exemplo. Assim, ficamos reféns das unidades. Entretanto, veremos

mais adiante uma maneira de contornar esse problema.

3 Z - score ou Escore Padrao

O Z-score ou Escore Padronizado, conforme [6], nos fornece uma forma muito 1til
para comparar valores de dados dentro do mesmo conjunto ou em conjuntos diferentes, sem
correr o risco de que diferentes unidades utilizadas pelas varidaveis interfiram no resultado

final.

Ele também representa a quantidade de desvios padroes que um determinado valor

da varidvel se encontra distante da média, sendo que nas distribui¢oes normais (em forma

6



de sino), por preceitos impiricos, é comum que 95% de todos os valores se encontrem a 2

desvios padroes da média.

Possui as seguintes formulas para a amostra e populacgao, respectivamente:

ou z =

Isto é, quando temos a média e o desvio padrao do conjunto de dados, é possivel

mensurar a "distancia'a que se encontra um determinado dado em relagao a média.

Essa transformagao de = (chamada de pontuagao bruta) em um z-score possibilita
a representacao de valores na distribuicao normal padrao, onde a média tem valor zero
e um desvio padrao equivale a uma unidade. Além disso, outro beneficio é que agora
podemos calcular areas abaixo da curva normal padronizada com base na Tabela Normal

Padrao, que representa a probabilidade de determinado evento ocorrer.

4 Teste de Hipoteses

O teste de hipdteses, também chamado de teste de significancia, é um procedimento

que permite testar uma afirmativa sobre uma propriedade da populacao.

Ele ocorre da seguinte forma: existe uma afirmacao que deve ser traduzida em uma
sentenca matematica bem como seu complemento, e veremos que quando uma for falsa
a outra deve ser verdadeira, ou seja, rejeitamos ou deixamos de rejeitar uma hipotese e

pode-se chegar a conclusao do teste de hipdteses, com um certo grau de confianca.

A hipétese Hy, (ou hipétese nula), deve conter a afirmativa expressa por >, < ou
=, ou seja, que contenha a igualdade, deixando para H; (ou hipétese alternativa) >, < ou
=#. Isso se da pelo fato de que o pesquisador, ao fazer seu teste de hipoteses deve colocar
sua afirmativa na hipotese alternativa, pois este teste nao apoia uma afirmativa de um
parametro que seja igual a um valor especifico. Isto é, admite-se que Hj seja igual a um

valor, mas deseja-se que Hj seja rejeitada de modo que H; seja aceita.

A seguir, toma-se o nivel de significancia « e calcula-se a estatistica de teste, que

pode se dar com base no score Z,t ou x, conforme o diagrama abaixo:



cé
conhecido?

Sim

A populagéo é
normalmente
distribuida?

A populagéo é
normalmente
distribuida?

z Use métodos ndo t Use métodos ndo
Use a distribuicéo paramétricos ou Use a distribuicéo t de paramétricos ou
normal bootstrap student bootstrap

Figura 2 — Diagrama de escolha entre Z e t, disponivel em [9]

Em posse do valor da estatistica de teste e & podemos usar o grafico de distribuicao
normal padrao ou t de student para definir o valor critico e a regiao critica, que representam
o ponto e o intevalo de valores que possibilitam a rejeicao da hipdtese nula e a evidéncia

suficiente para garantir que a afirmacao inicial pode ser aceita.

Para definicao do valor critico, de acordo com «, consulte a tabela da distribuicao
t de Student, disponivel no Apéndice A e a tabela de distribuigdo normal padrao para (Z)

em [9].

Apébs essa breve retomada de assuntos relevantes para este trabalho, podemos de

fato adentrar no contetido principal, que é a correlagao e regressao linear.



2 CORRELACAO E REGRESSAO

O estudo da correlacao e regressao proporciona a aplicagdo de métodos de estatistica
inferencial para detectar relagoes entre dados que nao sao descritas por fung¢des, mas

possuem uma relacao que pode ser representada também por uma equacao.

Para essa verificagdo, vamos analisar o conjunto de dados que apresenta a concen-
tracao de alcatrao, nicotina e monéxido de carbono (CO) em diversas marcas de cigarros,
que possuem 100 milimetros (10 centimetros) de comprimento, tem filtro e ndo sao do

tipo mentolado ou light.

Para melhor compreensao desses componentes do cigarro, temos uma explanagao

em [2] sobre a nicotina, alcatrao e o mondxido de carbono.

A Nicotina estd presente nas folhas de tabaco e é considerada um estimulante, uma
vez que excita muitas células cerebrais e excita a atencao. Nao chega a ser tao danosa
quanto o alcatrao e o mondxido de carbono, mas seu papel é mais traigoeiro — quando, no
esfor¢o para obté-la, as pessoas acabam inalando monéxido e os sub-produtos do alcatrao.
A nicotina provoca contra¢ao e acumulo de gordura (colesterol) nas paredes das artérias,
diminuindo a passagem do sangue e, consequentemente, propiciando ao derrame cerebral e

ao infarto do miocardio.

Alcatrao é uma das maiores ameacas a saude contidas no cigarro, podendo resultar
varios tipos de cancer. Além disso, suas pequenas particulas destroem os alvéolos, o
qual apresenta uma grande quantidade de vasos sanguineos de calibre reduzido, causando
sérios problemas respiratérios, como enfisema, por exemplo, doenca respiratoéria cronica,

caracterizada pelo aciimulo de ar ou gas em alguma parte do corpo.

O Monoxido de Carbono (CO) é um gés que passa facilmente dos alvéolos pul-
monares para a corrente sanguinea, onde se combina com a hemoglobina (substéncia do
sangue que transporta Oy para os tecidos), forma-se, entdo, a carboxiemoglobina (COHDb),
gerando caréncia de O, no organismo pela dificuldade da hemoglobina em transportar o
oxigénio.

A seguir sao apresentados os dados coletados pela Federal Trade Commision, a

agéncia federal de prote¢ao ao consumidor dos Estados Unidos da América, na tabela e



em graficos de dispersao.

MARCA ALCATRAO | NICOTINA | CO
(mg) (mg) (mg)
American Filter 16 1,2 15
Benson & Hedges 16 1,2 15
Camel 16 1,0 17
Capri 9 0,8 6
Carlton 1 0,1 1
Cartier Vendome 8 0,8 8
Chelsea 10 0,8 10
GPC Approved 16 1,0 17
Hi-Lite 14 1,0 13
Kent 13 1,0 13
Lucky Strike 13 1,1 13
Malibu 15 1,2 15
Marlboro 16 1,2 15
Merit 9 0,7 11
Newport Stripe 11 0,9 15
Now 2 0,2 3
Old Gold 18 1,4 18
Pall Mall 15 1,2 15
Players 13 1,1 12
Raleigh 15 1,0 16
Richland 17 1,3 16
Rite 9 0,8 10
Silva Thins 12 1,0 10
Tareyton 14 1,0 17
Triumph ) 0,5 7
True 6 0,6 7
Vantage 8 0,7 11
Viceroy 18 1,4 15
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Tabela 1 — Conjunto de Dados: Alcatrao, Nicotina e CO em cigarros

Alcatrao (mg)

MARCA ALCATRAO | NICOTINA | CO
(mg) (mg) (mg)
Winston 16 1,1 18

20,0

o
o

5.0

0,0

Figura 3 — Grafico de Dispersao: Alcatrao x CO
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mg)
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Nicotina

1,51

1,31

1,11

0,91

0,71

0,51

0,31

0,11
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Figura 4 — Grafico de Dispersao: Alcatrao x Nicotina
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Figura 5 — Grafico de Dispersao: Nicotina x CO

A primeira vista, olhando os gréaficos percebe-se uma relacao entre a nicotina e o
alcatrao, pois apresenta um certo padrao de crescimento, apresentando uma relagao linear

ja nos demais graficos, ndo se visualiza padroes nitidos.

Note-se que essas analises feitas acima sdo extremamente subjetivas, mas com o
auxilio de ferramentas estatisticas estaremos aptos a inferir se realmente hd uma correlagao
entre as variaveis, e caso haja, prever um resultado usando uma equagao e analisar quao

preciso é esse resultado.

5 CORRELACAO

A verificagdo da correlagao entre duas variaveis se da por meio do Coeficiente de
Correlagao Linear r, também conhecido como Coeficiente de Correlacao de Produto de
Momentos de Pearson, em homenagem ao estatistico inglés Karl Pearson (1857-1936), que

o desenvolveu originariamente.

Alguns requisitos devem ser observados para sua aplicacao:
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1. A amostra de dados emparelhados (x,y) é uma amostra aleatdria de dados quantita-

tivos independentes;
2. O exame visual do diagrama de dispersao deve se aproximar do padrdao de uma reta;

3. Quaisquer outliers devem ser removidos caso se saiba que se trata de erro.

O coeficiente r mede a intensidade da relacao linear entre os valores quantitativos

emparelhados = e ¥y em uma amostra através da seguinte féormula:

. n(Lry) - (L2)(Ty) M
Y a?) — (T2)%/n(Sy?) - (Sy)?

em que:

» r representa o coeficiente de correlagao linear para uma amostra;
e n representa o nimero de pares de dados presentes;

e > representa a soma dos itens indicados, de 1 até n.

A férmula apresentada acima facilita os calculos manuais, tornando pratico seu
uso em uma planilha, por exemplo, mas podemos encontrar outras formulas equivalentes,

que nos ajudam a entender o significado e compreensao de como r funciona. Sao elas:

5 [(w—fﬂ) (y—y)]

Su Sy
= 2
g n—1 ’ (2)

" o/ @

A férmula apresentada em (2) é a que melhor explica o significado do coeficiente de
correlagdo de Pearson. Tomando as retas perpendiculares aos eixos x e y que passam por
(Z,7), podemos dividir o grafico de dispersao em 4 quadrantes, em que estao distribuidos

os pontos que representam os pares dos dados coletados, conforme figura abaixo:
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Figura 6 — Gréfico dividido em novos quadradantes

Note que, na Figura 6, os pontos em azul estao dispostos em um padrao de
crescimento, e estao localizados nos quadrantes 1 e 3, de forma que, no quadrante 1 (z > )
e (y > 7) e no quadrante 3 (z < T) e (y <), e portanto em (2), no seu numerador, temos
que Y (z —Z)(y — ¥) nos retornard um valor positivo, ou seja, a somatoria dos desvios

dos valores observados em relagao a média, sugerindo uma correlacao positiva.

Analogamente, podemos fazer essa analise com os pontos vermelhos da Figura 6,
em que os pontos estao distribuidos entre os quadrantes 2 e 4, e no quadrante 2 obtemos
(x <) e (y>7) eno quadrante 4 (x > T) e (y < 7), obtendo uma somatéria dos desvios

negativa, sugerindo uma correlagao negativa.

E por fim, se os os pontos estao espalhados nos quatro quadrantes, > (x — Z)(y — 7)

apresenta um valor proximo de zero, nao indicando correlagao linear.

Ainda na férmula (2), temos que os desvios das médias sao divididos pelo desvio
padrao. Isso ocorre pois os transformamos em z-score com o objetivo de padronizarmos as

variaveis.

Finalmente, a divisdo do somatério por n — 1 é utilizado pelo motivo que é utilizado
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no desvio padrao das amostras, visando obter um valor nao enviesado para a populacao.

Agora, partimos para um desenvolvimento da férmula (2) onde seré possivel obter

as demais, usando expedientes matematicos, que apesar de mencionados nos livros de

Estatistica, como [9], ndo sdo demonstrados.

Assim, comegando de (2) temos, por uma simples manipula¢do matemética, que

ela é correspondente a (3):

n—1

Agora, partindo de (2) para (1), temos:

T _ n—1 .
5 (x — )
Y(z —1T)? Z
o \/ n—1 \/ n—l
N n—1
X(z—7)(y —7)

Sa—2r /sy -9

Desenvolvendo

d.(r =)y -7)

Y (vy — a2y — yT +T.7)
Yoy ag-> yr+> 7y
ny—ny—nyJrfyZl

S oy — ny n—ny n+TYn

Z TY —y.Txn —T.Yn-+zx.9yn

> (2 — 227 +7T7)
ZmQ —Q.TquLfZl
sz 2
sz - n.TZ;
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Y97 = Y -247+7)
= Y P27y y+yy. 1
= Zy2 —2.n.7% + n.g?

= Y ¥ —ny. (8)

Substituindo (6), (7) e (8) em (5), temos:

Yy —nyx
r =
\/ZxQ —n.TZ\/ZyQ
Sy —n =L &
n_n

Jmot o (E2) e (B2)

Multiplicando e dividindo por n

Ty —n ZZ;L n
- (n>
\/Zﬂ— \/Zy
. nZazy PR DN/ <1>
w.zﬁ—(z:cf\/n.zﬁ—(zw? n
n n
n.y, Ty — 2 T2y

JrEe e

Observe que (9) ¢ a mesma férmula de (1).

Vamos calcular o Coeficiente de Correlacao r dos dados emparelhados de alcatrao

(coluna 1) e nicotina (coluna 2) da Tabela 1 usando a férmula (1):

n(Xzy) — () (X y)
V(X a?) — (S2)2/n(Sy?) — (Dy)?

T =
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2 2

T Y .y T Y

16,0 1.2 19,2 256 1,44
16,0 1,2 19,2 256 1,44
16,0 1,0 16 256 1

8,0 0,7 5,6 64 0,49
18,0 1,4 25,2 324 1,96
16,0 1,1 17,6 256 1,21

Yr=351,0 Yy=27,3 Xaz.y=2369,5 Xz?=4849 Xy*=28,45

Tabela 2 — Determinacao das Estatisticas Usadas para Calcular r

Substituindo os valores encontrados na tabela acima na férmula (1), obtemos:

= 29(369,5) — (351,0)(27,5)
\/29(4849) — (351,0)2,/29(28,48) — (27,3)?

r = 0,961368566.

Como interpretar r=0,961 (considerando um arredondamento de 3 casas decimais)?

Inicialmente, devemos perceber que da forma como foi construida a férmula (1)
o valor de r sempre estara entre -1 e 1. Dessa forma, podemos dizer que quanto mais
proximo de -1 ou 1, mais forte a relagdo entre as variaveis, e contrario sensu, quanto mais

perto de 0 conclui-se que nao ha correlagao linear significativa entre as variaveis z e .

Mais uma vez, devemos impor critérios objetivos para analisar essa proximidade
de -1 ou 1. H&a dois métodos que podem ser utilizados para testar se existe ou nao a
correlacao linear. O método 1 consiste em usar a distribuicao ¢ de Student e o método 2
leva em consideragdao a analise da Tabela de Valores Criticos do Coeficiente de Correlagao

de Pearson r.

Vamos analisar cada um individualmente.

5.1 Teste de Hipdtese Formal para Correlacdo - Método 1

O método 1 toma como base a distribuicao ¢ de Student, com uma estatistica de
r

teste em que se utiliza t = —, em que s, representa o valor do desvio padrao amostral dos
S

T (i=7)

valores de r, podendo ser escrito como 5

liberdade.

, em que n — 2 diz respeito ao grau de
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Tome as seguintes hipdteses:
Hy:p=0 Nao ha correlagao linear.
Hy:p#0 Ha correlagao linear.

Nesse caso, se a estatistica de teste t possuir um valor maior que o valor critico,
em modulo, a ser consultado na tabela do Apéndice A, podemos rejeitar a hipétese nula e
concluir que existe correlacao linear; do contrario, se t, em médulo, é menor que o valor

critico, deixamos de rejeitar a hipétese nula e concluimos que nao héa correlagao linear.

Vamos aos calculos: seja, a = 0,05, r = 0,961 e n = 29, a estatistica teste é:

0,961368566

L — 18, 14770788.
1—1r2 \/ 1 —0,9613685662
=2 29 — 2

Agora, devemos confrontar esse valor com o valor critico na tabela do Apéndice A,

onde a = 0,05 distribuido em duas caudas e temos n — 2 = 29 — 2 = 27 graus de liberdade.

Portanto ¢t = +2,052, como mostra a figura abaixo:

Distribuicao t: Valores Criticos t

Area em Uma Cauda
0.01 | 0.025 | 0.05 | 0.10
Area em Duas Caudas

Graus de Liberdade | 0.01 | 0.02 | 0.05 | 0.10 | 0.20

0.005

24 2,797 | 2492 | 2,054 | 1,711 | 1,318
25 2,787 | 2,485 | 2,060 | 1,708 | 1,316
26 2,779 | 2479 | 2,086 | 1,706 | 1,315
27 Dot 2,052 | 1,703 | 1,314
28 2,763 | 2,467 | 2,048 | 1,701 | 1,313
29 2,756 | 2,462 | 2,045 | 1,699 | 1,311
30 2,750 | 2,457 | 2,42 | 1,697 | 1,310

Figura 7 — Fragmento da tabela t de Student

Assim, o valor critico £2,052 define as regides que a sua esquerda e direita
representam as regioes de rejeicdo da hipdétese nula, conforme figura abaixo, e como
|18,148| > 2,052 estd nessa regido, podemos rejeitar a hipétese nula e afirmar que hé

correlacao linear significativa entre os dados.
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Figura 8 — Grafico de distribuigdo, disponivel em [4]

5.2 Teste de Hipétese Formal para Correlacdo - Método 2

O método 2 consiste em consultar na Tabela de Valores Criticos do Coeficiente de
Correlagao de Pearson r, na linha que representa o nimero de pares de dados presente,
eleger um nivel de confianga ou significancia, que geralmente adota-se « = 0,05 ou o = 0, 01

e comparar o valor de r obtido com o valor critico estabelecido na tabela.

v " . : . , I
Se | r |> valor critico, rejeita-se Hy e conclui-se que ha uma correlagdo linear, mas
se | r |< valor critico, entdo deixamos de rejeitar Hy, e conclui-se que nao ha correlagao

linear.

No exemplo dos componentes dos cigarros, temos r = 0,961, n = 29 e a = 0, 05.
Conforme podemos ver na imagem abaixo, usando a tabela do Apéndice B, temos que os
valores criticos de r sao r = 0, 361. Portanto, como |0,961| > 0,361, podemos rejeitar a

hipotese nula.

Valores Criticos do Coeficiente de Correlacao de Pearson r
n|a=0,05 a = 0,01

20 0,444 0,561

25 0596 0,505

304 0,361 0,463

35 0,335 0,430

40 0,312 0,402

Figura 9 — Fragmento da tabela dos valores criticos do coeficiente de correlagdo de Pearson
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Conclusao: utilizando os dois métodos (teste t-student e teste de correlacao de
Pearson) em ambos chegamos na condigao de rejeitar a hipdtese nula. Isso significa que:
"Ha evidéncia suficiente para apoiar a afirmativa de que existe uma correlagao linear entre

a quantidade de nicotina e alcatrao presentes nos cigarros em anéalise".

6 REGRESSAO

Uma vez estabelecida a correlagao entre as varidveis, podemos determinar uma
reta que melhor representa essa relacao, chamada de reta de regressao ou reta de melhor

ajuste ou reta de minimos quadrados e sua respectiva equacdo de regressao.

Aqui estamos interessados em definir uma variavel que nao é completamente
determinada pela outra, ao contrario do que acontece com fungoes, amplamente estudadas

em Algebra, em que duas variaveis de relacionam de forma deterministica.

Usaremos, entretanto, a mesma equacao da reta y = max + b, que adaptada
serd § = by + byx, que expressara a relagdo entre a varidavel z (chamada de variavel
explanatdria ou variavel previsora ou variavel independente) e § (chamada de
variavel resposta ou varidvel dependente), onde by é o coeficiente linear e b; é o

coeficiente angular (inclinagao da reta).

A inclinagao da reta é dada por:

y M) = (£2)(Ey)
n(Ea) - (Ta?

E o coeficiente linear é dado por

(ERED) - (Ea) (S Ny o
= )~ (R h=g-bz. (D)

Note que nessa equacao de regressao, by e b representam as estatisticas amostrais,

que sao utilizados para estimarmos os parametros populacionais 3y e 31, respectivamente,
em y = fo + prz.

Dessa forma, vamos determinar, agora, a equacao de regressao para o exemplo do

alcatrao e nicotina.

Utilizando os dados constantes da Tabela 1 e a férmula (10), temos:
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29(369,5) — (351)(27, 3)
20(4849) — (351)2

b1 =
by = 0, 065.

E by pode ser encontrado usando uma das versoes da férmula para by, constante
m (11). Vamos utilizar a segunda forma, em que devemos calcular 5 e T e apds substituir

os seus valores.

27,3 351
Xy _ 27, — 0,941 e 32227:12,103,
n n 29

y:

Assim,

bp = y—biT
— 0,941 — (0,065).(25,103)

= 0,154

Entao a reta de regressao é:

§=0,154 + 0, 065z.
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Figura 10 — Reta de Regressao: Alcatrao x Nicotina

A partir dessa equacao de regressao podemos fazer previsoes. Por exemplo, podemos
prever qual sera a quantidade de nicotina presente em um cigarro medindo apenas a variavel

alcatrao. Suponha que um cigarro contém 20 mg de alcatrao, entao:

§ = 0,154 + 0,0065.(20)

§ = 1,454,

ou seja, se um cigarro contiver 20 mg de alcatrao, estima-se que terd 1,454 mg de nicotina.

6.1 Residuos e a Propriedade dos Minimos Quadrados

Para o melhor ajuste da reta de regressao, devemos observar a menor distancia
vertical entre os pontos dados e a reta. Essas distancias sao chamadas residuos ou desvio

nao explicado. Dessa forma, podemos estabelecer a seguinte equagcao:
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residuo = (y observado) - (y previsto) = y — g.

Com o auxilio do Método dos Minimos Quadrados pode-se compreender a origem da
férmulas (10) e (11) que estabelecem o valor do coeficiente angular e linear, respectivamente,
da reta de regressao que objetiva minimizar a soma dos residuos quadraticos de forma a

obter a melhor aproximacao dos valores reais.

Tome M = di? 4+ do® + d3* + ... + d,,> a soma dos n residuos quadraticos. Sejam
(x, yx) os valores observados e tabelados, e r(x) = § = by + b1z a reta que queremos obter

através da regressao.

Entao,
M(by,by) = kilw - kil[yk ()
= Yl o+ b
= kz:[yk — by — byiy)]?. (12)

Como queremos minimizar a diferenga, fazemos a derivada parcial de (12) em

relacao a by e by:

oM _ 23 [y — bo — byay)(=1) = 0
87531 =0 2};[% — by — byzp)(—x1) = 0
Z[_yk + by + by2y,] =0
. k=1
Z[—xkyk + bozy + b1z’ = 0
k=1
—yk+Zb0+Zb1Ik =0
. k=1 k=1 k=1
Z —TEYk + Z boxk + Z b1$k2 =0
k=1 k=1 k=1
Z bo + Z biry = Z Yk
=1 =
Zbgl‘k + Zb1$k2 = Zxkyk
k=1 k=1 k=1
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bo Z 1+b Zﬁk =
k=1 k=1

Z Yk
n " k=1 .
bo Y w401y xt = > xRy
k=1 k=1 =1

=

Podemos entao escrever a seguinte matriz:

xn Yx bo 2y
Yo Yot || b 2wy

Utilizando o Método de Cramer para resolugao desse produto de matrizes, obtemos:

n >
D = = (2 - (X x)?;
| (S -
XYy X
Dy, = = 22)— (X)X zy) ;
L h|m ENEe - EnE
noo2y
Dy, = = n>Xay) - -
b Sz Ty (Xzy) = (Z2)(Zy)
Entao
Dy _ o _ EnEe) - (Z2)(Zay).
D n(X x?) — (X x)? ’
Dy _ ., _ nZay) — (EZ2)(Zy)
D ! n(Xz?) — (X z)?

Dessa forma, fica demonstrado como as férmulas(10) e (11) para os coeficientes

linear e angular, respectivamente foram obtidas.

6.2 Grafico de Residuos

Ainda na anélise dos residuos, podemos elaborar um grafico de residuos, que se
mostra uma forma relevante para avaliar os resultados obtidos pela reta de regressao. Para
sua construgao, usamos os mesmos valores do eixo x do grafico de dispersao, ou seja, a

quatidade de nicotina, e no eixo y serao aplicados os residuos.

Para o exemplo utilizado neste Capitulo, temos:
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Figura 11 — Gréfico de Residuos

A analise do grafico acima, se da da seguinte maneira:

- Se o grafico de residuos nao mostra qualquer padrao entre seus pontos, isso quer
dizer que a equacao de regressao é uma boa representacao da correlagdo entre as duas

variaveis.

- Se o grafico de residuos mostra algum padrao sistematico entre seus pontos, isso
quer dizer que a equagao de regressao nao ¢ uma boa representacao da correlagdo entre as

duas variaveis.

No caso do grafico da Figura 11, percebe-se que nao temos um padrao na distribuicao
dos pontos, portanto, pode-se dizer que a reta de regressao ¢ = 0,154 + 0,065z descreve

bem a correlagao entre as variaveis nicotina e alcatrao presentes nos cigarros em anélise.
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6.3 Variacao Explicada e Nao-Explicada

Os célculos feitos até o momento nos proporcionaram encontrar uma reta de
regressao que melhor se ajusta aos dados em analise. Porém essa reta nao é exatamente
precisa, e nao poderia ser, pois nao estamos trabalhando com fungoes. Entretanto, essa
reta apresenta melhores resultados do que se considerarmos o simples calculo da média
dos dados. Assim, podemos perceber que héa variagoes nos resultados das previsdes em

funcao de desvios que nao sao explicados pela variavel dependente.

Retomando o exemplo dos componentes do cigarro, percebemos uma correlagao
significativa entre o Alcatrao e a Nicotina, ou seja, boa parte da Nicotina presente nos
cigarros pode ser explicada pela quantidade de Alcatrao, porém ha outros fatores, como

por exemplo o CO, que a influenciam também.

Ou seja, essas diferencas entre a previsao e o valor real dos dados amostrais se da
por um desvio explicado e um desvio nao explicado, que somados indicam o desvio total.

Em outras palavras, temos:
Desvio total: y — y;
Desvio explicado: y — ;
Desvio nao-explicado: § — ;

em que y é a média dos valores de y; 4 € o valor estimado pela regressao e y é o valor do

dado amostral.

Para melhor visualizacao dos desvios, considere a figura abaixo:
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Figura 12 — Desvios Explicados e Nao-Explicados

As figuras 12a e 12b permitem a visualizagao do desvio total e do desvio nao-
explicados, respectivamente. O desvio total se dd pela distdncia vertical (vermelha) entre
o ponto do dado amostral e a reta horizontal que representa o valor médio da variavel
dependente (y); ja o desvio ndo-explicado é evidenciado pela distancia vertical (azul) entre

o ponto do dado amostral e o valor estimado pela reta de regressao.
Assim, temos a seguinte relagao:
Desvio Total = Desvio Explicado + Desvio Nao-Explicado
-9 = (& —v) + (v —9).

E se elevarmos todos os termos ao quadrado obteremos as variacoes totais, explicada
e nao-explicada, assim como ocorre com o desvio padrao e a variancia. Isso é relevante pois
permite determinar o Coeficiente de Determinacao, que explica a quantidade de variagao

em y que é explicada pela reta de regressao.

variacao explicada

Coeficiente de Determinacao = ——
variagao total

Com o auxilio do software R, podemos calcular as variagoes:

« Variacao total = 2,750345;

» Variagao nao explicada = 0,2083949;
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« Variacao explicada = 2, 750345 — 0.2083949 = 2, 5419501.

Assim, para determinar o coeficiente de determinacao, temos:

variagao explicada  2,5419501

= = 0.9242295.
variacao total 2,750345

Coeficiente de Determinacao =

Porém, esse Coeficiente de Determinagao também pode ser obtido de outra forma,

bastante simples, que é calcular r2, ou seja, elevar o Coeficiente de Pearson ao quadrado:

r2 = (0,961368566)2 = 0.9242.

Portanto, calculando o Coeficiente de Determinagao das duas formas, obtivemos os
mesmos resultados, 0,9242, ou seja, 92,42%. Esse valor indica que a reta de regressao é
92,42% melhor que a reta de média para expressar a relacao entre Alcatrao e Nicotina

presente nos cigarros.

6.4 Intervalos de Previsao

Apos verificar a correlagdo entre dados, estabelecer a reta de regressao, que melhor
representa essa correlacao, fazer estimativas e entender as variagoes entre os valores preditos
e os reais, podemos finalmente avaliar o erro padrao da estimativa, que é uma medida
conjunta da dispersao dos pontos fornecidos pela amostra ao redor da reta de regressao,

através das seguintes féormulas:

— M ol s :\/ZZJQ—boZy—blzx.y.

13
n—2 n—2 (13)

e

O raciocinio por tras dessas féormulas é semelhante ao raciocinio para calcular o
desvio padrao, ou seja, no primeiro medimos como os pontos amostrais se afastam da reta

de regressao, enquanto que no segundo medimos como os pontos se afastam da sua média.

Portanto, o erro padrao da estimativa para o exemplo da Nicotina e Alcatrao

presentes nos cigarros €, utilizando a segunda férmula da Equacao 13:

\/28, 45 — (0,154).(27,3) — (0, 065).(369, 5)
S, =

29 — 2
= 0,09195409483.
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Ainda com base nesse erro padrao de estimativa é possivel calcular o intervalo
de previsao para verificar o quao confiavel é realmente a estimativa prevista, ou seja, se
elas se encontram numa faixa com determinado grau de confianca. Usaremos a seguinte

férmula para determinar um intervalo de previsao para um dado individual:

n(zy — )*

(X 2?) = (=)

1
E=1t,/9.5414+ — 14
/sz L (14)

em que zg indica o valor dado de x, /2 é o valor encontrado na tabela de distribuicao
t: valores criticos, com n — 2 graus de liberdade (Apéndice A) e s, é o erro padrao de

estimativa encontrado em (13).

O intervalo entao fica dessa forma:
j—-E<y<yg+FE

. Assim, para o exemplo em estudo nesse trabalho, vimos que uma estimativa para 20mg

de Alcatrao presente no cigarro terfamos 1,454mg de Nicotina. Agora vamos construir um

intervalo de previsao de 95% para xy = 20 e aferir se 1,454mg de Nicotina é preciso.

1 29(20 — 12.10345)?
E = (2,052).(0,09195409483), | 1 + —
(2,052).(0, )J T 29 " 29(4849) — (3512

= 0,201314359.

O intervalo é:

1,454 —0,201314359 < y < 1,454+ 0,201314359

1,252685641 < y < 1,655314359.

Portanto, sabemos que para 20mg de alcatrao estamos 95% certos de que a nicotina

estard entre 1,25mg e 1,65mg.
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3 Correlacao e Regressao no Ensino Médio

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC), disponivel em [1], de 2017, que
dispoe sobre a estrutura dos curriculos escolares para o Ensino Médio (EM), indica as
aprendizagens essenciais que todo estudante deve adquirir, no aspecto académico, humano,
social e propoe dez competéncias gerais que se traduzem em conhecimentos, habilidades
atitudes e valores, que podem lhe guiar nas complexidades da vida cotidiana, no pleno

exercicio de sua cidadania e no mundo do trabalho.

Dessa forma, para atingir esses objetivos, a BNCC, seguindo as determinagoes
da Lei de Diretrizes e Bases da Educagdo Nacional (LDB), estrutura o Ensino Médio
em quatro areas do conhecimento: Linguagens e suas Tecnologias, Matematica e suas
Tecnologias, Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias, Ciéncias e Humanas e Sociais
Aplicadas (mantendo Lingua Portuguesa e Matematica como componentes curriculares

obrigatérios em todos os anos do EM).

Na area da Matemaética e suas Tecnologias, temos as unidades de conhecimento:
Ntmeros, Algebra, Geometria, Grandezas e Medidas, Probabilidade e Estatistica. No que
diz respeito ao assunto estudado neste trabalho, pode-se focar na competéncia especifica

5, que a BNCC descreve como

(EM13MAT510) Investigar e estabelecer conjecturas a
respeito de diferentes conceitos e propriedades matemati-
cas, empregando recursos e estratégias como observagao
de padroes, experimentacoes e tecnologias digitais, identi-
ficando a necessidade, ou nao, de uma demonstracao cada

vez mais formal na validacao das referidas conjecturas.

Essa competéncia vem ao encontro do que se propoe este trabalho ao fazer uma
reflexdo aos leitores, e principalmente aos professores, que atuantes em sala de aula,
precisam levar aos estudantes um contetido previsto no curriculo escolar, mas de forma a
estimular um pensamento questionador e critico, de maneira a proporcionar um aprendizado

ativo.

A correlacao e regressao linear pode ser de bastante 1til nesse sentido, pois esta
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intimamente relacionado com o estudo algébrico das fungoes, mais precisamente das de 1°
grau. Ao introduzir o contetido das fungoes, o professor em sala pode apresentar ao aluno
situagoes em que ha uma relagao entre as variaveis e que podem ou nao ser descritas por

funcoes.

Alguns exemplos podem ser citados: quantidade comprada de uma certa mercadoria
e o0 prego a ser pago; a quantidade de energia elétrica/dgua consumida em um més e o
cobrado na fatura; a remuneracao de um trabalhador em razao das horas trabalhadas

mensalmente; entre outras.

Em contraponto, podem ser apresentadas outras situagoes que intuitivamente
podem parecer se tratar de fungoes, mas que nao apresentam uma perfeita correspondéncia,
como por exemplo: o peso de um carro e o consumo de combustivel; temperatura do
ambiente e desempenho de maratonistas; altura dos pais e altura dos filhos; preco de
um apartamento e o nimero de comodos; quantidade de lixo produzido por uma familia
e o numero de habitantes daquela casa; o orcamento disponivel para um filme e a sua

correspondente bilheteria; entre outros.

Para o aluno, saber diferenciar o que pode ou nao ser tratado como fungao, exige
um pensamento muito além do superficial, e esse processo de raciocinio o leva a aprimorar
suas capacidades e compreender, que apesar de nao de tratar de uma func¢ao propriamente
dita, podemos ainda estabelecer uma relacao entre as variaveis, que serao objeto de estudo

oportunamente, através da correlacao e regressao linear.

Ainda nesse sentido, a BNCC traz a seguinte habilidade:

(EM13MAT510) Investigar conjuntos de dados relativos
ao comportamento de duas variaveis numéricas, usando
tecnologias da informacao, e, se apropriado, levar em
conta a variacao e utilizar uma reta para descrever a

relagao observada.

Essa habilidade se compatibiliza com o assunto da regressao linear, tratado na

Secao 2.2, e ainda a descreve como um conteudo compativel a ser estudados nos trés anos

do EM.

Um excelente auxiliar na andalise e interpretacao de dados disponiveis, que sao
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coletados de situacoes do dia a dia, sejam eles informacionais, numéricos, légicos é o
software Excel (ou seus equivalentes: Calc ou Google Planilhas), amplamente conhecido e
de facil acesso, em que a partir de simples comandos é possivel analisar dados fornecidos
ou coletados, identificar conclusdes validas, confirmando algo que estava apenas no campo

da hipotese, que podem auxiliar na tomada de decisoes.

Para melhor visualizagao do uso da tecnologia da informacao, vamos analisar os
dados informados em [9], dados estes que foram coletados da Motion Picture Association

of America, a respeito do orcamento de filmes e sua respectiva bilheteria.

Primeiramente, devemos transportar os dados para a planilha:

A B

1 Orgamento (em milhdes US$) | Receita (em milhdes US$)

2 62 65
3 90 64
4 50 48
5 35 57
6 200 601
7 100 146
8 90 47

Figura 13 — Tabela de dados: Orcamento e Receita

A partir da tabela, podemos facilmente gerar uma grafico de dispersao dos dados,
selecionando a tabela, inserir, grafico. E provével que o gréafico gerado ja seja o grafico de
dispersao, porém se for mostrado outro, é possivel alterar o tipo do gréfico, clicando sobre

ele, aparecera o editor de grafico e basta ir em configuragoes.
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Receita versus Orgamento
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Figura 14 — Grafico de dispersao: Orcamento e Receita

Note que na Figura 14 ji consta a equagao da reta de regressio e o r? (Coeficiente
de Determinacao). Esses dados sao gerados automaticamente pelo Google Planilhas e néo
aparecendo automaticamente podem ser inseridos seguindo o seguinte caminho: duplo
clique no grafico, no "Editor de Grafico", selecionar "Personalizar', opcao "Série', em
seguida, "Linha de tendéncia', em "Marcador", escolher a opg¢ao "Usar equacao". Por fim,

para apresentar 7> basta marcar o quadro correspondente.

Para determinar o Coeficiénte de Pearson, podemos simplesmente fazer a raiz
quadrada do r? ou ainda, usar um comando bastante simples, sem fazer contas, originario
do proéprio software, em que basta digitar a fungdo =PEARSON (dados_y; dados_ x),
selecionando a coluna da variavel independente, depois a coluna da variavel dependente,

separados por ponto e virgula.

0,9258488771

|=PEARSON( :A2:A8

Figura 15 — Coeficiente de Correlagdo de Pearson para os dados dos filmes
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Finalmente usando a tabela constante no Apéndice B, ou seja, o Método 2 apresen-
tado no Capitulo 2, podemos avaliar o Coeficiente de Correlacdo e verificar se existe uma
correlacao, que nosso caso, usando essa pequena amostra de apenas 7 filmes, e um nivel de
significancia de 5% é possivel afirmar que hé evidéncia suficiente para apoiar a informacao

de que existe uma correlacao linear entre o orcamento de um filme e sua receita.

Ressalta-se que esse exemplo pode ser usado em sala de aula, os alunos podem
pesquisar filmes aleatorios, agregar os dados e construir uma tabela semelhante a feita em

13, fazer o grafico, a reta de regressao, fazer estimativas e comprovar a correlagao.
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4 Analise dos Microdados ENEM 2022

Utilizando-se dos conhecimentos adquiridos nesse trabalho acerca da correlagao
e regressao linear e com o auxilio do Software R, vamos analisar os microdados disponi-
bilizados pelo Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira -
INEP em relacao ao Exame Nacional do Ensino Médio - ENEM, aplicado no ano de 2022

e verificar se podemos inferir se existem correlagoes interessantes e relevantes para estudo.

Os Microdados do ENEM estao disponiveis em (https://www.gov.br/inep/pt-
br/acesso-a-informacao/dados-abertos/microdados/enem) e fazendo o download é possivel
acessar os cadernos de provas aplicadas nos dois dias e os respectivos gabaritos, instrugoes,
documentos técnicos, um dicionario que explica as siglas utilizadas nos microdados e
os microdados em si, em formato .csv (um formato de arquivo que significa “comma-

separated-values”, ou seja, valores separados por virgulas).[3]

Através desse arquivo é possivel acessar a faixa etdria, sexo, estado civil, cor/raga,
nacionalidade, situagao de conclusao do ensino médio, ano de conclusao, tipo de escola do
Ensino Médio, tipo de instituicao que concluiu ou concluird o Ensino Médio, se o inscrito
fez a prova com intuito de apenas treinar seus conhecimentos, dados da escola, dados do
local de aplicacao da prova, dados da prova objetiva, dados da redacao e ainda dados do

questionario socioecondémico.

Esses dados foram devidamente anonimizados, por se tratarem de dados pessoais de
pessoas fisicas, que por determinacao legal, recebem a protecao ao respeito a privacidade,
conforme dispoe a Lei 13.709/2018, conhecida como Lei Geral de Protegao de Dados
(LGPD). Dessa forma, o INEP reformulou os microdados, ocultando nome e ntimeros do
CPF e do registro civil, bem como cédigo da escola, a varidvel idade foi agrupada em
"faixa etaria', as variaveis “municipio de nascimento” e “residéncia do participante” foram
retiradas, pois também permitem a identificacdo pessoal, caso sejam combinadas com

outros dados cadastrais.

Por se tratar de um arquivo de um tamanho consideravel, o Software utilizado
para manipulacao dos dados foi o R, ambiente bastante utilizado em analises estatisticas,

confeccao de graficos, producao de documentos e relatérios, criagao de sites interativos e
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aplicativos.

Uma explicacao de como fazer o download desse programa compativel com diversos

sistemas operacionais pode ser obtido em [8].

Apés a instalagdo deve-se fazer o procedimento de instalar pacotes e carregar o
arquivo "MICRODADOS _ENEM 2022"o que pode ser um pouco demorado. Para obter
resultados mais praticos, optou-se por restringir a analise dos dados para a cidade de
Maringa - PR, visto que foram 3.576.105 inscritos no ENEM 2022 e os que realizaram a

prova na cidade de Maringd foram 7.274.

E possivel fazer essa limitacao utilizando o cdédigo do municipio, a ser obtido no

site do IBGE [5] e fazer esse filtro.

A partir disso, podemos escolher variaveis para relacionarmos duas a duas e verificar

se possuem correlagao.

A principio foi feita a analise entre a faixa etaria dos participantes do exame na
cidade de Maringd a sua respectiva nota na prova de Matematica, e o resultado no grafico

de dispersao foi o seguinte:
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Figura 16 — Gréfico de Dispersao: Faixa Etaria x Nota em Matematica

A Figura 16 apresenta os resultados dos estudantes de acordo com a faixa etaria.

Para melhor andlise utilizamos uma funcao estatistica disponivel no software R
para resumir os pontos presentes no grafico por faixa etaria utilizando apenas um ponto

que representa a média (que é o ponto vermelho).

Visualmente temos um padrao negativo, decrescente, o que indica uma correlacao
decrescente, em que quanto maior a idade, menor a nota na prova de mateméatica. Com o
auxilio do software R, pode-se extrair algumas informagoes relevantes: a reta de regressao
que melhor representa a relacao é § = —1.4940% + 576.3825, o coeficiente de determinacao
r? = 0.001423, o que significa que apenas 0, 1423% da nota em matemaética é explicada

pela idade.

Também podemos analisar a relagao entre o ano de conclusao do ensino médio e a

nota em matematica. Obtivemos o seguinte grafico:
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Figura 17 — Gréfico de Dispersdao: Ano de Conclusao no EM x Nota em Matematica

A Figura 17 também apresenta as médias (pontos vermelhos) agora em relagao
ao ano de conclusao dos participantes do ENEM. Visualmente percebe-se uma nocao de
crescimento, indicando que aqueles que terminaram o Ensino Médio a mais tempo, obtém

melhores notas. Vamos verificar essa conjectura.

Fazendo a analise pelo Software R, observou-se que: a reta de regressao que melhor
representa a relacdo é § = 2.5833% + 567.3078, o coeficiente de determinacao r? = 0.004708,
o que significa que apenas 0,4708% da nota em matematica é explicada pelo ano de

conclusao do EM.

Agora, vamos analisar a correlagao entre a resposta do participante ao questionario
sobre o grau de instrucao do pai ou homem responsavel e a sua respectiva nota em

matematica.
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Grau de Instrugéo Pai/lHomem Responsavel

Figura 18 — Gréfico de Dispersao: Grau de Instrugdo do Pai/Homem Responsével x Nota
em Matematica

Podemos visualizar um padrao de crescimento, ignorando o tltimo resultado, em

que a resposta foi "Nao sabe'.

De acordo com o Software R, temos um coeficiente de determinagao de 0,112,
o que significa que 11,2% da nota em matematica é explicada pelo nivel de estudo do

pai/homem responsavel.

Outra analise diz respeito ao grau de instrucao da mae ou mulher responsavel pelo

participante. Temos o seguinte grafico:
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Figura 19 — Gréfico de Dispersao: Grau de Instrugao da Mae/Mulher Responsavel x Nota
em Matematica

Novamente temos um padrao de crescimento, desconsiderando a tltima coluna, em
que a resposta foi "Nao sabe". De acordo com o Software R, temos que o coeficiente de
determinacdo r? = 0, 1035, ou seja, 10,35% do resultado da nota obtida em matematica

se explica pelo nivel de educagao que a mae ou mulher responsavel completou.

Por ultimo, fizemos a analise que relaciona a renda mensal da familia e a nota em

matematica, conforme a figura a seguir:

41



1000 1

750 1

T
o
o
w0

eoljewale|\ Wa ejoN

250 1

"00°0¥Z vC $ 8p ewioy

‘00°0¥Z'¥C $4 918 L0°08L'8L $¥ @A
‘00°081'8L $H 91 LO'PPS YL $H 8a
00'PPS L $4 918 LO'0ZLCL $ 8a

‘00°0Z1CL $4 918 L0'806°0L $ @A

"00°806°0L $ 918 1L0°969'6 $4 o
009696 $4 918 LOY8Y'8 $d °d
‘00'v8Y'8 $4 918 L0°2LT’L $d °d
'00°2/2°L $d9 918 10°090°9 $d od
"00°090°9 $4 918 L0'8Y8'Y $4 °d
'00'8¥8' $d 918 10°9€9°€ $d o
'00°9€9°€ $4 918 L0°0€0°E $4 °d
'00°0€0°€ $4 1€ LO'ver'Z $d °d
‘00'veh'C $4 918 10°8L8°L $4 ed
‘00°8L8°L $9 e L0ZLTL $Y ed
‘00T’ $Y 8

epusy ewnyuaN

Renda Mensal da Familia

Figura 20 — Grafico de Dispersao: Renda Mensal x Nota em Matematica

Nessa correlagao, temos também visualmente um padrao crescente, o que indica

que quanto maior a renda da familia do participante, maior a nota obtida. O coeficiente de

0, 1492, ou seja, 14,92% da nota de matematica

determinacao, de acordo com o R, é 72

¢é explicada pela renda familiar.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho fizemos uma breve introducao a conceitos basicos da estatistica,
como grafico de dispersao, desvio padrao, varidncia, covariancia, z-score, teste de hipoteses,
e que foram necessarios para melhor entendimento dos assuntos que vieram a seguir, objeto

do trabalho.

Em seguida, partimos para uma analise pormenorizada da correlagao linear e
regressao linear, tratamos dos graficos de dispersao que nos ddao uma indicacao de que se
trata de uma correlagdo e pudemos verificar isso adequadamente mediante a realizacao de

testes, andlise de coeficiente, tanto de Pearson como de determinagao.

Ressalta-se que as formulas de Correlagao Linear apesar de aparecem nos livros
de Estatistica, como [9], [7] ou [6], em quatro féormulas equivalentes, nao sdo realizados
aprofundamentos sobre essas versoes e aqui, neste trabalho, pudemos aprofundar e explica-

las, de forma mais algébrica, proporcionando um significado mais amplo aos seus objetivos.

Ademais, de acordo com a BNCC, verificamos que a correlacao e regressao linear
sao conhecimentos que podem ser abordados no Ensino Médio através da investigacao
de dados quanto ao modo como duas variaveis se comportam, observando padroes e
regularidades. Ainda, esse assunto tem grande relevancia no aprendizado do aluno, que
estimula a investigacao e questionamento acerca de pensamentos que podem parecer

intuitivos mas que podem ser cientificamente comprovados.

Trouxemos ainda, de maneira detalhada, um exemplo de dados que foram analisados
por meio do Software Google Planilhas, que sem maiores dificuldades pode ser aplicado em

sala de aula com alunos do Ensino Médio, relacionando esse conteiido com o de Fungoes

do 1° Grau.

Para finalizar, fizemos uma analise dos Microdados do ENEM, utilizando a correla-
¢ao linear, por meio do Software R, que apresentou correlagoes significantes entre o grau
de escolaridade do pai e da mae no desempenho do aluno, bem como uma correlagao entre
a renda mensal familiar e a nota na prova de matematica, em relagao os estudantes que

realizaram o exame na cidade de Maringa - PR.

Todas essas correlagoes citadas dao indicios de uma correlacao positiva, ou seja,
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quanto maior o grau de instrugdo do pai ou da mae e maior a renda familiar, melhor foi o
desempenho do aluno na prova de matematica, representando um possivel somatorio de

aproximadamente 50% da nota do aluno.

Acrescenta-se que para trabalhos futuros uma outra abordagem a ser feita utilizando
esses microdados divulgados pelo INEP ano a ano, pode-se incluir mais cidades, regioes,
ou compara-los, utilizar outros coeficientes ou outras regressdes como a regressao multipla,
onde podemos incluir em uma mesma equacao mais de uma variavel independente, e

analisar o grau de correlacao de cada uma em relacao a variavel dependente.
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APENDICE A - Tabela Distribuico t: Valores Criticos t

Distribuicao t: Valores Criticos t
Area em Uma Cauda
0.005 | 0.01 | 0.025 | 0.05 | 0.10
Area em Duas Caudas

Graus de Liberdade | 0.01 0.02 0.05 0.10 | 0.20
1 63,657 | 31,821 | 12,706 | 6,314 | 3,078
2 9,925 | 6,965 | 4,303 | 2,920 | 1,886
3 5,841 | 4,541 | 3,182 | 2,353 | 1,638
4 4,604 | 3,747 | 2,776 | 2,132 | 1,533
5 4,032 | 3,365 | 2,571 | 2,015 | 1,476
6 3,707 | 3,143 | 2,447 | 1,943 | 1,440
7 3,499 | 2998 | 2,365 | 1,895 | 1,415
8 3,355 | 2,896 | 2,306 | 1,860 | 1,397
9 3,250 | 2,821 | 2,262 | 1,833 | 1,383
10 3,169 | 2,764 | 2,228 | 1,812 | 1,372
11 3,106 | 2,718 | 2,201 | 1,796 | 1,363
12 3,065 | 2,681 | 2,179 | 1,782 | 1,356
13 3,012 | 2,650 | 2,160 | 1,771 | 1,350
14 2977 | 2,624 | 2,145 | 1,761 | 1,345
15 2,947 | 2,602 | 2,131 | 1,753 | 1,341
16 2,921 | 2,583 | 2,120 | 1,746 | 1,337
17 2,898 | 2,567 |2,110 | 1,740 | 1,333
18 2,878 12,552 |2,101 | 1,734 | 1,330
19 2,861 | 2,539 |2,093 | 1,729 | 1,328
20 2,845 2528 |2,086 | 1,725 | 1,325
21 2,831 | 2,518 | 2,080 | 1,721 | 1,323
22 2,819 | 2,508 | 2,074 | 1,717 | 1,321
23 2,807 | 2,500 |2,069 | 1,714 | 1,319
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Distribuicao t: Valores Criticos t

Area em Uma Cauda
0.005 | 0.01 | 0.025 | 0.05 | 0.10
Area em Duas Caudas

Graus de Liberdade | 0.01 0.02 0.05 0.10 | 0.20
24 2,797 | 2,492 | 2,064 | 1,711 | 1,318
25 2,787 | 2,/485 | 2,060 | 1,708 | 1,316
26 2,779 12479 | 2,056 | 1,706 | 1,315
27 2,771 | 2,473 | 2,052 | 1,703 | 1,314
28 2,763 | 2,467 | 2,048 | 1,701 | 1,313
29 2,756 | 2,462 | 2,045 | 1,699 | 1,311
30 2,750 | 2457 | 2,042 | 1,697 | 1,310
31 2,744 | 2453 | 2,040 | 1,696 | 1,309
32 2,738 | 2,449 | 2,037 | 1,694 | 1,309
34 2,728 | 2,441 | 2,032 | 1,691 | 1,307
36 2,719 | 2434 |2,028 | 1,688 | 1,306
38 2,712 | 2,429 | 2,024 | 1,686 | 1,304
40 2,704 | 2,423 | 2,021 | 1,684 | 1,303
45 2,690 | 2,412 | 2,014 | 1,679 | 1,301
50 2,678 | 2,403 |2,009 | 1,676 | 1,299
55 2,668 | 2,396 | 2,004 | 1,673 | 1,297
60 2,660 | 2,390 | 2,000 | 1,671 | 1,296
65 2,664 | 2,385 | 1,997 | 1,669 | 1,295
70 2,648 | 2,381 |1,994 | 1,667 | 1,294
75 2,643 | 2377 | 1,992 | 1,665 | 1,293
80 2,639 | 2374 | 1,990 | 1,664 | 1,292
90 2,632 | 2,368 | 1,987 | 1,662 | 1,291
100 2,626 | 2,364 | 1,984 | 1,660 | 1,290
200 2,601 | 2345 | 1,972 | 1,653 | 1,286
300 2,592 12339 | 1,968 | 1,650 | 1,284
400 2,688 12,336 | 1,966 | 1,649 | 1,284
500 2,586 | 2,334 | 1,965 | 1,648 | 1,283
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Distribuicao t: Valores Criticos t

Area em Uma Cauda

0.005 | 0.01 | 0.025 | 0.05 | 0.10
Area em Duas Caudas
Graus de Liberdade | 0.01 0.02 0.05 0.10 | 0.20
750 2,682 2331 |1,963 | 1,647 | 1,283
1000 2,581 |2,330 | 1,962 | 1,646 | 1,282
2000 2,578 12,328 | 1,961 | 1,646 | 1,282
Grande 2,576 | 2,326 | 1,960 | 1,645 | 1,282
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APENDICE B - Valores Criticos do Coeficiente de Correlacio de

Pearson r

Valores Criticos do Coeficiente de Correlagao de Pearson r
n | a=0,05 a = 0,01
4 0,950 0,999
bt 0,878 0,959
6 0,811 0,917
7 0,754 0,875
8 0,707 0,834
9 0,666 0,798
10 0,632 0,765
11 0,602 0,735
12 0,576 0,708
13 0,553 0,684
14 0,532 0,661
15 0,514 0,641
16 0,497 0,623
17 0,482 0,606
18 0,468 0,590
19 0,456 0,575
20 0,444 0,561
25 0,396 0,505
30 0,361 0,463
35 0,335 0,430
40 0,312 0,402
45 0,294 0,378
50 0,279 0,361
60 0,254 0,330
70 0,236 0,305
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80 | 0,220 0,286
90 | 0,207 0,269
100 | 0,196 0,256
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