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RESUMO

O principal objetivo deste trabalho é analisar a estrutura algébrica da acdo dos subgru-
pos de Lorentz I' C O(n, 1) nos espagos de Minkowski R}, com n > 1, explorando a
teoria invariante neste contexto. Para isso, faremos um estudo sistematico das func¢des
[-invariantes, das aplicagdes I'-equivariantes e dos subespacos I'-invariantes de R},
adaptando alguns resultados validos para grupos de Lie lineares no contexto euclidi-
ano aos subgrupos de Lorentz no contexto de Minkowski. Apresentaremos também
um algoritmo simbdlico capaz de determinar geradores para o anel das fung¢des poli-
nomiais invariantes sob uma classe de subgrupos de Lorentz I' contendo involugées.
Por fim, faremos um breve estudo da estrutura geométrica dos espacos de Minkowski,
classificando seus subespacos e analisando suas propriedades de invaridncia segundo

aacdodel.

Palavras chave: grupo de Lorentz, espaco de Minkowski, teoria invariante, involugdes.



ABSTRACT

The main objective of this work is to analyze the algebraic structure of the action of Lo-
rentz subgroups I' C O(n, 1) on Minkowski spaces R?H, with n > 1, exploring the in-
variant theory in this context. We will study I'-invariant functions, I'-equivariant maps
and T-invariant subspaces of R}, adapting some valid results for linear Lie groups
in the euclidean context to Lorentz subgroups in the context of Minkowski spaces. We
will also present a symbolic algorithm to determine generators for the ring of invari-
ant polynomial functions under a class of Lorentz subgroups I' containing involutions.
Finally, we will conduct a brief study of the geometric structure of Minkowski spaces,
classifying their subspaces and analyzing their invariance properties under the action

of T.

Keywords: Lorentz group, Minkowski space, invariant theory, involutions.
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INTRODUCAO

O espago-tempo 4-dimensional R} é a estrutura matematica mais simples de um
espaco-tempo relativistico no qual a teoria da relatividade restrita de Albert Einstein
(1879-1955), também conhecida como teoria da relatividade especial, é formulada. Tal
teoria aborda a relagdo entre espaco e tempo e baseia-se em dois postulados: a ine-
xisténcia de um referencial inercial absoluto e a invariabilidade da velocidade da luz
no vécud'] Podemos dizer que o espago-tempo R} é uma extensdo do espaco euclidi-
ano tridimensional com a inclusdo da dimensdo temporal. Mais especificamente, cada
evento no universo é descrito por quatro coordenadas, sendo trés coordenadas espa-
ciais (z,y,2) € R® e uma quarta coordenada temporal ¢ € R. As coordenadas espago-
temporais (z,y, z,t) € R} de diferentes observadores sdo relacionadas pelas chamadas
transformagoes de Lorentz. Dessa forma, qualquer sistema de leis fisicas no espago R}
deve ser Lorentz-invariante, ou seja, deve permanecer inalterado sob tais transforma-
¢des. Para maiores detalhes a respeito do espago-tempo R} e das transformagdes de
Lorentz, veja [7,33]].

A teoria da relatividade pode ser generalizada para espacos com mais dimensdes
espaciais, a fim de abordar questdes especificas em fisica tedrica ou matematica. O es-
paco de Minkowski (n + 1)-dimensional, denotado por R}*!, generaliza o conceito do

espaco-tempo R}, ou seja, é uma extensdo do espago euclidiano R" com a inclusdo de

10 primeiro postulado afirma que as leis da fisica sdo as mesmas em qualquer referencial inercial, en-
quanto o segundo afirma que a velocidade da luz no vécuo é a mesma em todos os referenciais inerciais,
independentemente do movimento da fonte de luz e do observador.
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uma coordenada temporal, onde n representa o nimero de coordenadas espaciais. En-
quanto o espago euclidiano R™"*! tem uma métrica que utiliza o produto interno cano-
nico, o espaco de Minkowski ]R?“ tem uma métrica distinta, conhecida como métrica
de Lorentz, que incorpora um sinal negativo da coordenada temporal. Mais precisa-

mente, R} é um espaco vetorial real dotado do pseudo produto interno

n
(z,yh = Z TilYi — Tnt1Yn+1; (1)

i=1
paratodo z = (z1,...,Zni1) € ¥ = (Y1,---,Yns1) € RIT. O sinal negativo na definicio
do pseudo produto interno esté relacionado ao fato de que, na teoria da relatividade
restrita, eventos no espago-tempo R{ podem ter intervalos temporais e espaciais com

diferentes sinais, dependendo da orienta¢do das coordenadas.

Um tema de particular interesse na teoria da relatividade é o estudo da geometria
das subvariedades em espagos de Minkowski. Diversos autores tém abordado o as-
sunto utilizando ferramentas da teoria de singularidades e da geometria diferencial,
dentre os quais citamos [5, 6, 17, 18, 19, 20, 21} 30, 34, 35]. Paralelamente a esta abor-
dagem, podemos estudar os espacos de Minkowski do ponto de vista algébrico. Os
grupos de Lorentz O(n, 1), com n > 1, descrevem conjuntos de transformagded] li-
neares invertiveis que preservam o pseudo produto interno dado em (I). Em outras

palavras, se A € O(n, 1), entdo

<A:B7Ay>1 = <$ay>1

para todo z,y € R}, Portanto, cada grupo de Lorentz pode ser visto como um grupo

de simetrias do espaco R}".

No contexto euclidiano, é bastante comum a busca por simetrias em um modelo
matematico. No estudo de sistemas dindmicos, por exemplo, a ocorréncia de simetrias
muitas vezes implica no aparecimento de autovalores com alta multiplicidade, o que
ndo seria esperado em um contexto sem simetrias. Do ponto de vista algébrico e com-

putacional, importantes contribui¢des foram dadas nesta temaética, como as que vimos

2No contexto da teoria da relatividade restrita, essas transformagdes sdo fundamentais para entender
como os eventos se relacionam entre diferentes referenciais inerciais.
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em [1}, 2,10, 11, 12]. Uma vez que o conjunto formado pelas simetrias tem estrutura
de grupo, os resultados sdo apresentados com base na teoria invariante de grupos.
Grande parte dos trabalhos considera a agdo de grupos compactos, os quais podem ser

vistos como subgrupos do grupo ortogonal O(n), com n > 2.

Em uma direcdo relacionada, porém distinta, os autores de [22] também utilizam
ferramentas da teoria invariante de grupos para discutir diversos aspectos das sime-
trias nos espagos de Minkowski. Alguns resultados de [12] sdo naturalmente adapta-
dos para os subgrupos I' do grupo Lorentz O(n, 1), sendo eles compactos ou ndo. No
entanto, as estruturas do pseudo produto interno ( , ); e de I' levam a novas ocorrén-
cias. Por exemplo, nem todo subespaco I'-invariante V' C R} "' admite seu subespaco
ortogonal V=+ (com relagdo a (, );) como um complementar [-invariante, o que é sem-
pre vélido no contexto euclidiano (Proposicdo [.18). Contudo, isto é verdade para
os subespacos nao degenerados (Proposigéo [3.10). Além disso, existe uma condigao
sobre os elementos de I' C O(n, 1) para que V' admita um subespago complementar
[-invariante distinto de V+ (Proposigdo .

O presente trabalho tem [22] e [26] como as principais referéncias e estd fundamen-
tado, principalmente, na teoria invariante de grupos. Em todo o texto, assumimos que
a acdo de I' C O(n,1) em um subespaco de Minkowski V' C R}*' é dada pelo pro-
duto da matriz A € I" pelo vetor v € V. A seguir, descrevemos a estruturacdo de cada

capitulo.

No Capitulo 1} apresentaremos as nog¢des bésicas da teoria invariante de grupos de
Lie (lineares) agindo em espagos vetoriais reais de dimensao finita n > 1. Dentre os
resultados apresentados, destacamos a Proposigdo que permitira identificar um
grupo de Lie compacto I' como um subgrupo do grupo ortogonal O(n). Neste caso,
dado um subespaco vetorial I'-invariante ¥/, a Proposicao nos apresenta o subes-
paco ortogonal W+ (com relagdo a um produto interno I'-invariante) como seu comple-
mentar '-invariante. Ainda para grupos compactos, os Teoremas|1.24)e[1.28asseguram
a existéncia de um conjunto finito de geradores para o anel P(I') das fungdes polino-
miais ['-invariantes e para o médulo ?(F) das aplicagdes polinomiais I'-equivariantes,
respectivamente. No caso em que I"' admite um subgrupo normal I';. de indice 2, intro-

duziremos os operadores de Reynolds, na Secdao para construir um conjunto finito
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de geradores I'-invariantes a partir de geradores I'; -invariantes (Teorema [1.39).

No Capitulo [2} dissertaremos sobre a estrutura algébrica dos grupos de Lorentz
O(n,1), com n > 1, e a teoria invariante nos espagos de Minkowski R}, munido do
pseudo produto interno dado em (I)). Inicialmente, apresentaremos a decomposicdo
polar e em valores singulares das matrizes A € O(n, 1) e mostraremos que O(n, 1) ad-
mite exatamente quatro componentes conexas. Estudaremos as fun¢des I'-invariantes
e as aplicagdes I'-equivariantes definidas em R}*' sob a agdo de um subgrupo de Lo-
rentz ' C O(n,1). Alguns resultados, como a Proposi¢do e o Teorema sdo
adaptagdes ao contexto de Minkowski de resultados ja conhecidos no contexto euclidi-
ano. Nesta mesma direcdo, o Algoritmo faz uso do Teorema para estabelecer
um método algébrico na construgdo de geradores para o anel das fungdes polinomiais
I'-invariantes no caso em que I' contém um ndmero finito de involugdes. Em particu-
lar, o Teorema e o Algoritmo serdo aplicados no Exemplo para calcular
geradores invariantes e equivariantes sob a acdo de um subgrupo de O(3,1) gerado

por duas involugdes.

No Capitulo (3} faremos um breve estudo da estrutura geométrica dos subespagos
de Minkowski V' C R}, classificando-os em trés tipos: espaco, tempo e luz (Defini-
¢do 3.4). Tal classificagdo é invariante pela agdo de O(n,1) (Lema [3.5), uma vez que
(yv,yv)1 = (v,v); para todo v € O(n,1) e v € V. Um dos principais resultados deste
capituloéa Proposigéo que nos assegura que V & V+ = R} se, e somente se, V é
ndo degenerado. Em conjunto com a Proposigdo obtemos a versdao de Minkowski
da Proposicado No caso geral, se V for I'-invariante (degenerado ou néo), a Pro-
posicao garantird que V admite um subespaco complementar I'-invariante, desde

que I seja um subgrupo fechado por transposicdes.



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Neste capitulo, vamos estabelecer uma base tedrica para o que sera abordado nos
préximos capitulos, fundamentada na teoria invariante de grupos de Lie lineares. Tal
teoria se refere ao estudo de grupos de matrizes e de como certos objetos matematicos
se transformam sob a agdo desses grupos. Neste contexto, algumas estruturas perma-
necem invariantes, o que é fundamental na andlise e na descrigdo de sistemas fisicos e

matematicos.

Esse capitulo é dividido como segue: na Sec¢do introduziremos o conceito de
grupo de Lie linear e apresentaremos alguns exemplos. A Secdo (1.2 tratard das agdes
e representac¢des desses grupos em um espago vetorial de dimensao finita, no¢des fun-
damentais para a construcdo da teoria invariante abordada em todo o trabalho. Na
Secdo estudaremos brevemente a integral de Haar, uma forma de integragdo in-
variante por translagdo de elementos do grupo, que nos permitird identificar grupos

de Lie lineares compactos com subgrupos do grupo ortogonal (Proposicao [1.16). A

teoria invariante de grupos serd descrita nas Subsecoes [1.4.1} [1.4.2| e [1.4.3, nas quais

apresentaremos os conceitos de subespacos invariantes, fun¢des invariantes e aplica-
¢Oes equivariantes sob a acdo de um grupo de Lie linear, respectivamente. Destacamos
o Teorema de Hilbert-Weyl (Teorema [1.24) e o Teorema que sob certas condi¢des

garantem a existéncia de um conjunto finito de geradores para o anel dos invariantes
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e para o médulo dos equivariantes. Os subespagos de pontos fixos abordados na Se-
¢do [1.5| referem-se a subespagos vetoriais que permanecem inalterados sob a a¢do de
um grupo de Lie linear, sendo tteis no estudo das propriedades dos subespacos de
Minkowski que apresentaremos no Capitulo 3, Finalizaremos com a Segdo|1.6, na qual
introduziremos os operadores de Reynolds como uma ferramenta para o Algoritmo
apresentado no Capitulo 2, o qual determina uma base de Hilbert para o anel dos

invariantes segundo a agdo de um grupo que contenha involugdes.

Mencionamos [2,[12] como as principais referéncias para esse capitulo e para mai-
ores detalhes veja também [3, 8} 14, 25]. Para o que segue, assumiremos familiaridade

com conceitos elementares de topologia e da teoria de grupos.

1.1 Grupos de Lie lineares

Um grupo de Lie (¢ é uma variedade diferencidvel que admite uma estrutura de
grupo em que as operagdes de multiplicacdo e de inversdo sdo diferenciadveis, ou seja,
as operagoes i : G Xx G — G e : G — G definidas por p(a,b) = abe t(a) = a™! sdo
ambas de classe C*°. Neste trabalho, vamos considerar apenas os chamados grupos de
Lie lineares cuja defini¢do é menos geral. Para isso, denotaremos por M,,(R) o grupo
das matrizes quadradas de ordem n com entradas reais e por GL,(R) o subgrupo de

M, (R) das matrizes invertiveis.

Definicao 1.1. Um grupo de Lie linear é um subgrupo fechado I" de GL,,(R), com n € R.

Em outras palavras, I' é um subconjunto fechado de GL,(R) com estrutura de
grupo. Para tratarmos de subconjuntos fechados de M,,(R), estamos considerando a
topologia induzida pelo homeomorfismo ¢ : M, (R) — R* que leva as linhas de uma
matriz A = (a;;) em um vetor b = (by,...,b,2), ouseja, ¢p(ai1) = by, ¢(a12) = by e assim
por diante. Logo, um conjunto U de matrizes é um aberto em M,,(R) se, e somente se,
¢(U) é um aberto em R" e utilizaremos em G'L,,(R) a topologia do subespaco induzida

por M, (R). Vejamos agora alguns exemplos de grupos de Lie lineares.

Exemplo 1.2. O grupo ortogonal n-dimensional O, (R) consiste em todas as matrizes
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quadradas A de ordem n que satisfazem
AAT =1,

onde A é a transposta de A e I, é a matriz identidade n-dimensional. Afirmamos que
O,,(R) é um grupo de Lie linear. De fato, observe primeiramente que O,(R) C GL,(R),
pois se A € O,(R), entdo det(A) = +1. Ainda, O,(R) é um subgrupo de GL,(R)

munido com a opera¢do de multiplicagdo de matrizes, visto que I, € O,,(R) e
AB HAB ™Y = ABY(BHTAT = ABY(BT)TAT = AL, AT = AAT =1,,,

para todo A, B € O,(R). Temos também que O, (R) é fechado em M, (R), pois a aplica-
cao f : M,,(R) — M, (R) definida por

F(A) = AAT

é continua e O,(R) = f~!({I,,}), onde {I,,} é um subconjunto fechado em M,,(R). As-
sim, O, (R) é fechado em GL,,(R), ja que O,(R) = O,(R) N GL,(R). Portanto, O,(R) é
um subgrupo fechado de GL,,(R), o que consiste em um grupo de Lie linear.

As matrizes em O,,(R) sdo chamadas de matrizes ortogonais. E sabido que em um
espaco vetorial de dimensdo finita todo inverso a esquerda é também um inverso a

direita e vice-versa. Logo, dada uma matriz A € O,,(R), também temos que AT A = T,,.

Exemplo 1.3. O grupo das matrizes especiais ortogonais SO,(R), que consiste em
todas as matrizes A € O,,(R) cujo determinante é 1, é um grupo de Lie linear. De fato,

SO, (R) é um subgrupo de GL,(R), pois I, € SO,(R) e
det(AB™1) = det(A) det(B™') = det(A)(det(B)) ' =1,

para todo A, B € SO,(R). Além disso, considerando a fung¢do continua f : M, (R) — R
definida por f(A) = det(A), temos que SO, (R) = H N O, (R), onde

H = {B € My(R); det(B) = 1} = f~({1})
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é um subconjunto fechado de M,,(R). Ainda, H e O,(R) sdo subconjuntos fechados
de GL,(R). Dessa forma, SO,(R) é fechado em GL,(R), pois é a intersecdo de dois
fechados. Portanto, SO, (R) é um subgrupo fechado de GL,(R), ou seja, é um grupo

de Lie linear.

Observagdo 1.4. O conjunto SO, (R) é chamado de grupo de rotagdo n-dimensional.

Em particular, SO»(R) consiste das rotagdes planares

cosl — send
R9 - y
senfl  cosf

com 6§ € [0,2n). De fato, como RyR} =I5 e det(Ry) = 1, concluimos que Ry € SO,(R)
para todo 6 € [0, 27). Agora, dada A € SO,(R), escrevemos

A= , (1.1)

com a,b,c,d € R. Como AAT = I, temos que a®> + 0> = * +d*> = 1,ac+bd = 0 e
det(A) = ad — bc = 1. Dessa forma, existem ¢, ¢ € [0, 27) tais que a = cos¢, b = seng,

c = senyp e d = cosp. Reescrevendo as equagdes temos

0 = ac+ bd = cos¢seny + seng cosp = sen(¢ + @)

1 = ad — bc = cos¢ cosp — sengsenp = cos(¢ + ).

Assim, ¢ + ¢ = 0 ou ¢ + ¢ = 2w. Em ambos os casos, substituindo em (1.1)), obtemos

cos¢p  seng cos(—p) sen(—p) Cosp — seny

©
seny  cosy sengy cosy seny  cosy

com ¢ € [0,27). Dessa forma, concluimos que SO2(R) = {Ry; 6 € [0,27)}.

Assim, identificamos SO(R) com o circulo unitério S* = {¢ € C; 6 € [0,27)}, por

meio das identificagdes Ry <> 6 <> €. De maneira andloga, podemos mostrar que o
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grupo O,(R) é gerado por SO, (R) e pela matriz de reflexdo
K= , (1.2)

ja que se A € O5(R)\SO2(R), entdo existe § € [0,27) tal que A = kRy. Em outras
palavras, Ox(R) = SO, (R) U kSO (R).

Exemplo 1.5. Para todo n > 2, o grupo ciclico Z,, de ordem n é um grupo de Lie linear.
De fato, vamos identificar Z,, com o grupo <Rz%r ) gerado pela matriz de rotagdo Rox
por meio do homomorfismo ¢ : Z, — (Rzx) definido por ¢(I) = Rzx. Como (Rex) &
finito, ele é fechado em M (R) e, portanto, fechado em GL,(R). Via a identificagdo ¢,

concluimos que Z,, ¢ um grupo de Lie linear.

Exemplo 1.6. De uma maneira mais geral, é possivel mostrar que qualquer grupo fi-
nito G = {a4,...,a,} é isomorfo a um grupo de Lie linear. De fato, pelo teorema de
Cayley (veja [9]), G é isomorfo a um subgrupo finito H do grupo Si das permutacdes
dos elementos de GG. Por sua vez, H é isomorfo ao subgrupo u(H) de GL,(R) via o

isomorfismo de grupos
p: H —s  GLy(R)

Y

o —> P":(pfj)

onde
o 1, se a; :O'((Ij)
(pij) =
0, se a; # O'(CLJ')
é a matriz da permutac¢do 0. Como p(H) é um subconjunto finito de GL,(R), temos

que u(H) é fechado em G L, (R). Portanto, G é isomorfo ao grupo de Lie linear x(H).

Exemplo 1.7. O espago euclidiano R" é isomorfo ao grupo de matrizes da forma

1 a4 ay -+ a,
o1 0 --- 0

€ GLn+1<R)7
o 0 o0 --- 1

o qual é fechado em G L, 1 (R). Portanto, R” é um grupo de Lie linear.
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Definicdo 1.8. Dizemos que um grupo de Lie I' é compacto se ele for compacto como um

subconjunto de R™.

Segue dessa definicdo que I' é compacto se for um subconjunto fechado e limitado
de R”, o que ocorre se, e somente se, as entradas das matrizes de I' sdo limitadas.
Logo, O,(R), SO, (R) e todos os grupos finitos sdo compactos, mas R" e GL,,(R) ndo

sao.

1.2 Acdes e representacoes

Vamos agora investigar como um grupo de Lie linear I' atua sobre um dado espago
vetorial V' de dimensdo finita. Para isso, vamos explorar os conceitos de agdo e re-
presentacdo, que sdo importantes ferramentas no estudo das propriedades invariantes
de subespacos vetoriais de V' e de aplicacdes definidas em V. A representagdo de I
é uma forma de identificar os elementos do grupo com operadores lineares. Veremos

que toda acdo de um grupo de Lie linear em V' estd associada a uma representagao.

No que segue, consideramos I' um grupo de Lie linear e I um espago vetorial real

de dimensao finita.

Definic¢ao 1.9. Uma a¢do de I em V é uma aplicagio continua

o: I'xV —V

(7,v) v

tal que:

a) Se er for o elemento neutro de I, entdo erv = v para todov € V;
b) Para cada ~ € T, a aplicagio p, : V' — V dada por p,(v) = v € linear;
c) Sey1,v2 €T, entdo v1(yav) = (1172)v para todov € V.

Quando existir uma agdo de I' em V/, diremos que I' age linearmente em V.
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Defini¢do 1.10. Seja GL(V') o grupo das transformagdes lineares invertiveis de V em V. Uma

representagdo de I" em V' é um homomorfismo de grupos

p: I' — GL(V)
v py Vo=V

vo—
induzido pela agiio da Definigdo

Acdes lineares e representacdes sdo essencialmente conceitos idénticos, uma vez
que o(7,) = p(y) para cada v € I'. A diferenca é que uma agdo nos diz como um
elemento v € I' transforma um dado elemento v € V, ao passo que uma representacdo

nos diz como «y € I transforma todo o espaco V.

Observacgao 1.11. Pela condicédo c) da Definicao podemos definir uma acdo de I'

em V apenas nos geradores de I'.

Exemplo 1.12. Como todo grupo de Lie linear é um grupo de matrizes em GL,(R),
para algum n > 1, existe uma agdo natural de I' em V' = R" dada pela multiplicagao

de matriz pelas coordenadas de um vetor, ou seja,
o: 'xR* — R"

(Av) — Av

define uma acdo de I' em V. De fato, a multiplicacdo de matriz pelas coordenadas de
um vetor é uma operagdo continua devido a sua natureza linear. Logo, ¢ é continua.

Também,
a) I, v =v, paratodov € R", onde I,, é a matriz identidade;
b) A aplicagdo ps : R" — R" dada por ps(v) = Av é uma transformacéao linear;

c) Se A, B € I', entdo pela associatividade da multiplicacdo de matriz pelas coorde-

nadas de um vetor temos que A(Bv) = (AB)v, paratodov € V.
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Exemplo 1.13. Para k € Z, a aplicagdo

0: S'xC — C (1.3)

0,2) — 0z=eM2

define uma acdo de S* em C = R? via a identificacio de S' com [0,27). Primeira-

mente, a continuidade de ¢ segue da multiplica¢do das fungdes continuas f(6, z) = ¢*?

e g(0,z) = z. Ainda:
a) 0z = ez = z, para todo z € C;

b) Defina py : C — C como py(z) = e*?2. Entdo

kO

po(z1 + azg) = e* (2 + azy) = e*2) + ae™ 2y = pg(21) + ape(22),

para todo 6§ € S', 21,20, € C e a € R. Logo, py é linear;

c) Paratodo 6,,0, € S'ez € C, temos:

() + 0y)z = ek O1F02) 5 — (k0L (TR02) — g, (eTh02,) = @, (6,2).

Observe que para k = 0, a agdo dada em (1.3) é a agdo trivial.

Exemplo 1.14. Considere o grupo ortogonal O2(R) gerado por SO;(R) e pela matriz
r definida em (1.2). Cada acdo de S' = SO,(R) definida no Exemplo pode ser
estendida para uma acdo de O,(R) em C dada por

0: O2(R)xC — C (1.4)

(7,2) — vz

onde
ez, se v = Ry € SOo(R)
ez =
eh0z se v = KkRy € kSO2(R)
De fato, considere a fungdo determinante f : My(R) — R dada por f(A) = det(A).

Como kSO,(R) = f~1({—=1}) N O(R), temos que xSO2(R) é um subconjunto fechado
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de O2(R). Também, SO, (R) é um subconjunto fechado de O;(R). Da igualdade
OQ(R) = SOQ(R)UHSOQ(R),

segue pelo lema da colagem que a aplicacdo definida em (1.4) é continua. Além disso:

a) Como aidentidade Iy € SO(R) esté associada a f = 0, temos que [, z = ¢*0z = 2,

para todo z € C;
b) Para o caso em que v = Ry € SO2(R), defina p, : C — C como p,(z) = e*?2.
Segue pelo Exemplo que p, é uma aplicagdo linear. Para o caso em que

v = KRy € kSO3(R), defina p, : C — C por p,(z) = e "*¥z. Assim, temos que

py(21 + Azg) = ek (2 + N2g) = e (71 4 \7)

= e ME 4+ A5 = py(21) + Apy(22),

paratodo A € Re 2,2, € C;

c) Para mostrar que

(M72)2 = 1(722), (1.5)

para todo 71, 72 € O2(R) e z € C, existem 4 casos a serem considerados:

Caso 1. Se 71,72 € SO2(R), entdo pelo Exemplo vale (1.5).
Caso 2. Se 71,72 € kKSO3(R), entdo 71 = KRy € 72 = KR, para ¢, € [0,2m).

Assim,

cos(¢p — ) sen(¢p — ¢
NY2 = KRy Ry, = ( ) ( ) = R(y—g) € SO5(R).

—sen(¢ — ) cos(¢ — )

Logo,

(1172)z = ele=0)y = e *0(e™z) = e (e kez) = 1 (e7HZ) = y1(102).

Caso 3. Se 711 € SOz(R) e 2 € kKSOy(R), entdo 4 = Ry e 2 = kR, para
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¢, € [0,27). Assim,

cos(¢ — ) sen(¢ — )
M2 = RekRy = = kR (p—¢) € KSO2(R).

sen(¢ — ) —cos(¢ — )

Portanto,

(1172)z = e M0z = 0 (e7Hez) = 41 (e7*Z) = 11 (102).

Caso 4. Se 71 € kSO(R) e 7, € SO5(R), a demonstragdo pode ser dada de forma

analoga ao caso 3.

Podemos entdo concluir que a aplicacdo definida em (1.4) é uma acéo.

1.3 Integracdo invariante

Nesta se¢do, veremos que todo grupo de Lie linear compacto I' em G'L,(R) pode
ser identificado com um subgrupo do grupo ortogonal O,(R). Para a demonstracdo
deste resultado, precisaremos do conceito da integral de Haar que pode ser definida

abstratamente como a seguir:

Definic¢do 1.15. Seja f : I' = R uma fungio continua a valores reais. A operagio

/ f(y) eR (tambe’m denotada por / f ou / f dfy)
yel r I

é uma integral de Haar sobre I se satisfaz as sequintes condigoes:

a) Linearidade:
/(/\f+g) :)\/ f—l—/ g, Vf,g: T — Rcontinuase \ € R;
r r r

b) Positividade:
Se f(y) > 0 para todo v € T, entio / f=>0;
r
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c) Invaridncia por translagdo:
/ f(6y) = / f(v), para § € T fixado.
el ~el

A demonstragdo da existéncia e unicidade da integral de Haar pode ser encontrada
em [14, p. 9]. Ela sera omitida neste trabalho devido a sua complexidade. Quando I' é
compacto, [, 1 é finita (veja [25) Proposition 4, p. 75]) e dizemos que a integral de Haar
é normalizada se [, 1 = 1. Também para I compacto, a integral de Haar é invariante

por translacdes a direita, ou seja,

f(v0) = / f(7), parad €T fixado.
~yel ~yel

As aplicagdes vetoriais também podem ser integradas, aplicando a integral de Haar se-
paradamente em cada componente. Para maiores detalhes e demonstragdes a respeito

das propriedades de uma integral de Haar, sugerimos [25].

Proposicao 1.16. Seja I um grupo de Lie linear compacto agindo em V' e seja p., a represen-
tagdo de v € T' . Entdo existe um produto interno (-,-)r em V tal que [p,] € O,(R) para todo

v € I, onde [p.,] é a matriz de p, em relagdo a uma base ortonormal de (V, (-, -)1).

Demonstragio: Seja (-, -) um produto interno qualquer em V. Para u,v € V, considere
a funcao
fuo: I' — R

9

7 = (py(u), py(0))
onde p, : V — V é o operador linear induzido pela acdo de I' em V, ou seja,
p(v) = o(y,v) =yvparatodoyel'ev e V.
Observe que a funcao f,, € continua. De fato, para cada u € V, defina a aplicagdo

gu : I' = V por

Veja que fu..(7) = (9.(7), 9.(7)) para todo v € T. Pela continuidade de g, temos que a
restri¢do Q‘FX () também é continua. Além disso, como a aplicagdo h, : I' = I' x {u}
definida por h,(y) = (7, u) é continua, concluimos que g, = ¢ o h,, também é continua,

para cada u € V. Logo, a continuidade do produto interno nos garante que f,, é
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continua para todo u,v € V.

Dessa maneira, fica bem definido outro produto interno (-,-)r : V' x V' — R dado

(t, 0)r = / ko) = / o)

Mostraremos agora que com esse produto interno, [p,] € O, (R) para todo v € I". De

por

fato, como I' é compacto, a integral de Haar é invariante por translacdes a direita.

Assim, tomando u,v € V e fixando § € I', obtemos

um—/ e /fuv%?

- /  {onglu).prs(e)
- / (oo (05(0)) s (p3(0)))

/ Fostaronto ()

= (ps(u), ps(v))r-

Da arbitrariedade de ¢ € I, concluimos que (u,v)r = (p,(u), p,(v))r paratodoy € I'e

u,v € V. Como V' é um espaco vetorial de dimensao finita, temos que

(u, v)r = (u, (p3p7) (V)1

para todo u,v € V, onde p} é o operador adjunto de p,. Assim, temos que (% p,)(v) = v
paratodoy € I'e v € V, o que implica que p’p, é o operador identidade. Portanto,
[031[py] = 1o, sendo [p,] a matriz de p, com relagdo a uma base ortonormal de V' com
respeito a (-, -)r. Logo,

)" ] = T,

ou seja, [p,] € O,(R) para todo vy € T n
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1.4 Teoria invariante

Nesta se¢do, apresentaremos os resultados centrais da teoria invariante de grupos
de Lie lineares. A compacidade de I' juntamente com as propriedades algébricas de
sua acdo em V vdo garantir resultados interessantes com respeito aos subespacos ve-
toriais de V' e as fungdes ou aplicagdes que permanecem invariantes sob a agdo de I'.
Para o que segue, consideramos novamente o operador linear p, : V — V induzido

por esta agdo, ou seja, p,(v) = yv paracaday € I'etodov € V.

1.4.1 Subespacos invariantes

Nosso interesse nesta subsecdo é estudar subespacos de V' que sejam invariantes
pela acdo de I'. Veremos que se I' for compacto, subespagos invariantes sempre pos-

suirdo um complementa invariante.

Definic¢ao 1.17. Um subespago vetorial W C 'V é dito I'-invariante se yw € W, para todo
v € I'epara todo w € W.

Proposicao 1.18. Seja I' um grupo de Lie linear compacto agindo em V. Seja W C V um

subespaco vetorial I'-invariante. Entdo existe um subespago I'-invariante Z C 'V tal que

V=WaoZz

Demonstragido: Dados um produto interno (-, -) em V' e um subespago vetorial W C V,
temos que

Wt ={veV; (wv)=0YweW}

é um subespago complementar de W, ou seja, V = W @ W+. Pela Proposicao [1.16)

como I' é compacto, existe um produto interno (-, -)r em V' tal que

<uvv>1" = <p7(u),p7(7j)>p (16)

!Para um dado subespago W de V, dizemos que um subespaco Z C V é seu subespaco complementar
se a soma direta destes subespagos for iguala V/, ouseja,se W & Z = V.
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paratodo u,v € V e~ € I'. Considere
Z=W*={veV; (wuv)yr=0YweW}

Afirmamos que Z é um subespago I'-invariante de V. De fato, sejam vy € I', v € Z e
w € W arbitrarios. Como W é T'-invariante, temos que p,-1(w) = v 'w € W. Além

disso, usando (1.6) obtemos

(p3(v), w)r = (py(v), Py (W))r = (v, py=1 (w))r = 0,

uma vez que v € W+ e p,-1(w) € W. Portanto, p,(v) = yv € Z paratodoy € T'ev € Z,

ou seja, Z € I'-invariante. |

Exemplo 1.19. Considere o grupo ortogonal O,(R) gerado por SO;(R) e pela matriz «
definida em (1.2). Podemos definir uma agdo de Oy(R) em R? da seguinte maneira:

Ry(x,y, z) = (x cos20 — ysen2, x sen20 + y cos26, z)

para todo Ry € SOz(R) e
’i(x7y7 Z) = (ZE, _972)7
para todo (z,y,2z) € R3. Observe que V; = R? x {0} = {(z,4,0); z,y € R} é um

subespaco O,(R)-invariante de R3. De fato, dado (z,y,0) € V;, temos

Ry(x,y,0) = (z cos20 — ysen20, x sen26 + y cos26,0) € V;

li(l‘7ya0) - (ZL’, —y,O) € ‘/1

De maneira andloga, V> = {0} x R = {(0,0, 2); z € R} também é um subespaco O,(R)-

invariante de R?, pois

Ry(0,0,z) = k(0,0,2) = (0,0, 2) € V.
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Além disso, R® = V; & V3, implicando que V5 é um complementar O (R)-invariante de

V1 e vice-versa.

O complementar I'-invariante de um subespago I'-invariante ndo é tinico. Isso
ocorre, por exemplo, quando I' é o grupo trivial agindo em V. Neste caso, todo subes-
paco W de V é I'-invariante, incluindo os seus complementares. Veja também [12, XII,

Example 2.4].

1.4.2 Funcgodes invariantes

Nesta secdo, introduziremos o conceito de fun¢des invariantes segundo a agdo de
um grupo de Lie linear I'. Mostraremos que o conjunto dessas fun¢des forma um anel

que possui um conjunto finito de geradores quando I' é compacto (Teorema [1.24).

Definic¢ao 1.20. Seja I' um grupo de Lie linear agindo em V. Uma fungio f : V — R é dita

I-invariante se

paratodoy el ev € V.

Se I' for finitamente gerado, é suficiente verificar a condigdo de invaridncia para

um conjunto de geradores de I', visto que é vdlida a condigdo c) da Defini¢ao

Exemplo 1.21. Seja I’ = Z, = {+1} agindo em VV = R pela agdo —1z = —z, com z € R.
Uma fungdo f : R — R é Zy-invariante se f(—z) = f(z) para todo z € R, ou seja, f é
uma fungdo par. Se f for uma funcio polinomial da forma f(z) = >, a;z’, a condi¢do
de invariancia nos garante que a; = 0 se ¢ for impar. Dessa forma, podemos reescrever

a fungdo f como f(z) = Y, b;z¥, onde b; € R. Assim,

para alguma fungdo polinomial 4 : R — R.

Exemplo 1.22. Seja I' = S' agindo em V = C = R? por meio da acdo definida no
Exemplo tomando k£ = 1. Ao variarmos f € R, ¢z traca uma circunferéncia de

raio |z| centrada na origem. Dessa forma, uma fungdo f : C — R é S'-invariante se
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f(e?2) = f(z) paratodo d € Re z € C, 0 que implica que f é constante nas circunferén-
cias de raio |z|. Vamos agora mostrar que se f é uma fun¢éo polinomial S'-invariante,
entdo existe uma funcdo polinomial 4 : R — R tal que f(z) = h(zZ). Para isso, usare-

mos a notacdo complexa escrevendo f nas coordenadas z,z € C da seguinte maneira:
f(z) = E Aapz" 2,
a?ﬁ

onde a,3 € C. Perceba que definimos a nogdo de invaridncia apenas para fungdes a

valores reais. Dessa maneira, devemos ter f(z) = f(z), para todo z € C. Esta condigdo

nos mostra que

Z aaﬁzo‘fﬁ = Zaaﬁzazﬁ = Z@zﬁio‘

a,B a,B a,p

para todo z € C, o que implica em @,3 = ag.. Ademais, como

fe?z) = Z aalg(ewz)amﬁ = Z aqze?@P 2078,

a,fB a,B

aigualdade f(e”z) = f(z) nos garante que

Z aagzo‘iﬁ = Z aaﬁew(o‘_ﬁ)zo‘zﬁ,

a?IB a’ﬁ

para todo € Re z € C. Assim, a,5 = an3¢? " para § € R qualquer. Temos entdo

que o = S ou a,p = 0. Logo, podemos reescrever f como
F(2) =) aa(22)%,

onde @nq = Gnq, OU S€jA, a0o € R. Dessa forma, podemos definir 2 : R — R por

h(z) = Z Aaa®®,

de modo que f(z) = h(z2Z).

Denotaremos por P(I') o conjunto das fung¢des polinomiais a valores reais I'-inva-

riantes. Note que P(I') é um anel, visto que a fun¢do nula é I'-invariante e a soma e o
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produto de fung¢des I'-invariantes é ainda uma funcdo I'-invariante.

Definigao 1.23. Dizemos que um conjunto finito {u,, ..., u,} de fungdes polinomiais I'-inva-

riantes gera P(I") se dada f € P(I') existir uma fungio polinomial h : R®* — R tal que

para todo x € V. Esse conjunto é chamado de base de Hilbert para P(I").

De acordo com a definigdo anterior e com o Exemplo uma base de Hilbert para
P(Zy) pode ser dada pelo conjunto unitario B = {u}, onde u : R — R é definida por
u(z) = x*. Similarmente, pelo Exemplo uma base de Hilbert para P(S') pode ser

dada tomando u : C — R como u(z) = 2Z.

Teorema 1.24 (Teorema de Hilbert-Weyl). Seja I' um grupo de Lie linear compacto agindo

em V. Entdo existe uma base de Hilbert para o anel P(I).

A prova do teorema acima, que serd omitida nesse trabalho, utiliza ferramentas de

algebra comutativa e pode ser encontrada em [12} XII, §6].

Determinar uma base de Hilbert para P(I') pode ser uma tarefa muito dificil. Em
alguns casos, como nos exemplos anteriores, um conjunto de geradores invariantes
pode ser obtido por meio de manipulagdes algébricas e cédlculos diretos. Nos casos

mais complexos, é possivel fazer uso do algoritmo simbdlico descrito na Segdo

1.4.3 Aplica¢des equivariantes

Nosso interesse agora é o estudo das aplica¢des I'-equivariantes cujo conjunto tem
estrutura de médulo sobre o anel P(I') das fungdes I-invariantes. A existéncia de um
conjunto finito de geradores para este médulo é garantida pelo Teorema visto

como a versdo equivariante do Teorema de Hilbert-Weyl.

Definicao 1.25. Seja I' um grupo de Lie linear agindo em V. Uma aplicagdo g : V — V é dita

I-equivariante (ou diz-se que g comuta com I') se

g(yx) = vg(z),
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paratodoy€lex € V.

No caso da defini¢do anterior, o elemento v € I' é frequentemente chamado de
simetria da aplicagdo g. Vamos denotar por ?(F) o espago das aplica¢des polinomiais

I'-equivariantes de V em V.
Lema1.26. Se f ¢ P(I')eg € B(F), entdo fg € B(F).

Demonstragio: Paratodoy € I'e z € V, temos

(f9)(vz) = fyx)g(vx) = f(x)vg(x) = vf(2)g(x) = v(fg)(z),

onde a segunda igualdade segue da I'-invariancia de f e I'-equivaridncia de g e a ter-
ceira igualdade segue da linearidade da agdo de I' em V, uma vez que f(z) € R para

todoxz € V. n

O Lema nos garante que B(F) tem estrutura de médulo sobre o anel P(I')
das fung¢des polinomiais invariantes. Veremos no Teorema que se I' for compacto,

entao B(F) serd finitamente gerado.

Definicao 1.27. Dizemos que as aplicagdes I'-equivariantes g1, .. ., g, geram o médulo B(F)

sobre o anel P (I') se todo g € 3(1“) puder ser escrito como
9= figr+-+ frgr,

para fi,..., f. € P(I).

Teorema 1.28. Seja I um grupo de Lie linear compacto agindo em V. Entdo existe um conjunto

finito de aplicagdes polinomiais equivariantes g1, ..., g, que gera o modulo B(F) sobre o anel
P(T).
Demonstragao: Veja [12, XII, §6]. ]

Uma versao adaptada do teorema anterior serd apresentada no Capitulo 2| para
acoes em espacos de Minkowski (veja Teorema [2.21). Neste contexto, ndo existe a ne-

cessidade do grupo de Lie linear ser compacto, como explicaremos na Sec¢ao
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Exemplo 1.29. Seja I' = Z, agindo em V' = R como no Exemplo Seg € B(Zg),
entdo g : R — R é uma aplicagdo polinomial que satisfaz g(—z) = —g(x), para todo
x € R. Escrevendo g(z) = 3, a;2", com a; € R, a equivariancia de g implica que
—a; = (—1)‘a; para todo i. Logo, a; = 0 se i for par e podemos reescrever a aplicagdo g

como
= ijij“ = (Z bjx2j> r = f(x)z,
J J

onde f(z) =3, bjz* e b; = as;+1 € R. Pelo Exemplo temos f € P(Z,). Portanto,
o médulo B(Zg) é gerado unicamente pela aplicacdo identidade g(x) = x sobre o anel

P(Zy).

Exemplo 1.30. Seja I' = S! agindo em V = C como no Exemplo Seg € B(Sl),

entdo g : C — C é uma aplicacdo polinomial da forma
z) = Z b2 2",
jk

nas coordenadas z,z, onde bj;, € C. A condicdo de equivariancia g(e?2) = ¢?g(z) pode

ser reescrita como g(z) = e *g(e?z) paratodo § € Re z € C. Assim, temos

ijkzjik = e_wajk(e z) 6’0 Zb 00 —k=1) izk
o que implica em b;;, = 0 ou j = k + 1 para cada par (j, k) fixo. Dessa forma,
= Z bk+1,kzk+1 z" Z bk+1 k ZZ
k
Como cada by41 1, € C, se denotarmos by1 = oy + 15k, com oy, B, € R, temos que
z) = Z o (22)% 2 + Z Br(2Z)¥iz
k k

Definindo as fung¢oes p, ¢ : C — R como

= a(22)" e q(z2) =) Bi(22)",

k
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pelo Exemplo temos que p, g € P(S'). Portanto,
9(2) = p(2)z + q(2)iz,

onde as aplicagdes g1, g» : C — C dadas por ¢;(z) = z e g2(2) = iz sdo '-equivariantes.

20 i 510 10 ;

Wy =e"g(2) e go(e?2) = ie?z = eiz = ¢ gy(2) paratodo § € Re

De fato, g (¢??z) = e

z € C. Dessa forma, concluimos que g; e g, geram o médulo B(S 1) sobre o anel P(S?).

1.5 Subespacos de pontos fixos

Uma importante caracteristica das aplicagdes I'-equivariantes é que a condigao de
equivariancia forca o aparecimento de subespacos vetoriais invariantes. Esses subes-
pagos sdo especialmente tteis para entender o comportamento das aplica¢des que pos-

suem simetrias e analisar as estruturas preservadas pela acdo do grupo I'.

Definicao 1.31. Sejam I' um grupo de Lie linear agindo em V e ¥ C I' um subgrupo. O
subespaco de pontos fixos de ¥ é dado por

Fix(¥) ={veV;ov=uv, Vo€ L}

Observe que Fix(X) é um subespago vetorial de V. De fato, para cada o € ¥, defina
aaplicacdo ¢, : V' — V como ¢, (v) = cv—v. Temos que ¢, é linear devido a linearidade

da acdo deI' em V. Podemos entdo escrever

Fix(Z) = (] Nuc ¢y,
oey
onde Nuc ¢, = {v € V; ov — v = 0} denota o nicleo de ¢,. Como cada nicleo é um
subespaco vetorial de V' e a intersecdo de subespagos vetoriais é ainda um subespaco
vetorial, segue que Fix(X) é um subespago vetorial de V. Naturalmente, os subespagos
de pontos fixos mais simples sdo Fix({er}) e Fix(I'), onde er é o elemento neutro de I".
Como er fixa todo vetor de V, temos Fix({er}) = V. Por outro lado, Fix(I") consiste em
todos os vetores de V' que sdo fixados por todos os elementos de I'. Portanto, Fix(I") é

o subespago de V no qual I' age trivialmente.
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O préximo lema nos mostra que subespagos de pontos fixos sdo preservados por

aplicagdes equivariantes.

Lema 1.32. Sejam g : V — V uma aplicagio I'-equivariante e ¥ um subgrupo de I'. Entdo
g(Fix(%)) C Fix(X%).
Demonstra¢do: Sejam o € X e v € Fix(X). Assim, temos ocv = v implicando que

g(v) = g(ov) = ag(v),

onde a segunda igualdade segue da I'-equivariancia de g. Dessa forma, concluimos
que g(v) = og(v) para todo o € ¥ e, portanto, g(v) € Fix(X) para todo v € Fix(¥), o

que finaliza a demonstragéao. n

Uma consequéncia imediata do Lema ¢ a existéncia de solugdes triviais para

aplicagdes I'-equivariantes.

Proposicao 1.33. Seja I' um grupo de Lie linear compacto agindo em V. As sequintes afirma-

¢oes sdo equivalentes:
a) Fix(I") = {0},
b) Toda aplicagio I'-equivariante g : V — V satisfaz g(0) = 0 (g possui solugdes triviais);
c) A inica fungio linear I'-invariante é a fungdo nula.

Demonstragdo: A implicagdo a) = b) é facilmente demonstrada usando o Lema
visto que se Fix(I') = {0} e ¢g é '-equivariante, entdo g({0}) C {0}. Portanto, ¢ ad-
mite uma solugdo trivial. Para mostrar a reciproca b) = a), afirmamos que para cada
v € Fix(I"), a aplicagdo constante g : V' — V definida como g(z) = v é I-equivariante.
De fato,

v9(x) = yv = v = g(yx),

para todo x € V ey € I', onde a segunda igualdade ¢é valida, pois v € Fix(I'). Por

hipétese, temos ¢g(0) = 0. Como g € constante, segue que v = ¢g(0) = 0, o que prova a).
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Vamos agora mostrar que a) = ¢). Suponha Fix(I') = {0} e considere f : V — R
uma funcdo linear I'-invariante. Pelo teorema da representacdo de Riesz, existe um

tnico v € V tal que

onde (-,-)r € um produto interno I'-invariante cuja existéncia é garantida pela Propo-
sicdo Afirmamos que v € Fix(I'). De fato, a '-invariancia da fun¢do f nos garante
que f(z) = f(y 'z), paratodoy € . Como I' é compacto, sua agdo em V é ortogonal

(Proposicdo|1.16), de modo que v~! = 77, Assim,

(v, 2)r = (v,7'z)r = (v,7 2)r = (Y0, 2)r,

paratodoy € I'ex € V. Logo, (v — yv,z)r = 0 para todo € V. Dessa forma,
yv = v para todo v € T, implicando que v € Fix(I') = {0}, ou seja, v = 0. Portanto,
f(z) = (v, z)r = 0 para todo = € V, como queriamos demonstrar.

Para mostrar que c) = b), suponha que toda funcdo linear I'-invariante seja nula.

Considere g : V' — V uma aplicac¢do I'-equivariante e defina a fungdo f : V' — R por

f(@) = {9(0), z)r, (1.7)

onde (-, -) é um produto interno I'-invariante em V. Afirmamos que f é I'-invariante.

1

De fato, usando novamente que v~ = 77, obtemos que

fyz) = (9(0),vz)r = (v '9(0), z)r = (g(v~'0), z)r = (g(0), z)r = f(x),

paratodoy € I'e x € V, onde na terceira igualdade usamos a I'-equivariancia de g e
na quarta igualdade usamos que a acdo de I' é linear. Logo, a fungdo f é I'-invariante
e, por hipotese, temos que f = 0. Pela igualdade (1.7) e pela arbitrariedade de g,

concluimos que toda aplicagdo I'-equivariante satisfaz ¢(0) = 0. m
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1.6 Operadores de Reynolds

Nesta secdo, introduziremos o médulo das fungdes I',-invariantes juntamente com
os operadores de Reynolds e algumas de suas propriedades. O principal resultado
dessa segao é o Teorema que mostra como obter uma base de Hilbert para o anel
P(I') das fungdes polinomiais I'-invariantes a partir de uma base de Hilbert para o anel
P(I';) das fungdes polinomiais ', -invariantes, onde I', é um subgrupo normal de I'
de indice 2. Este resultado serd aplicado no Algoritmo da Secdo 2.5 e pode ser

encontrado em [2].

Seja I' um grupo de Lie linear agindo em V' que admite um epimorfismo de grupos
o:1'— Zg,

onde Z, é o grupo multiplicativo {£1}. Denotaremos por I' ;. o nicleo de o, de modo
que I';. é um subgrupo normal de I'. Como o é sobrejetor, temos que I'/I"; é isomorfo
a Zsy, ou seja, I'; é um subgrupo de I' de indice 2, determinando assim duas classes
laterais disjuntas em I'. De fato, se v € I';, entdo 7I'y = I'; é a classe lateral trivial.
Fixado § € I'\I'y, se existir v € I'y N o'y, entdo v = 6y, € I'y, para algum v, € I';.
Como T'y é um grupo, temos que § = 7y, € I'y, 0 que é uma contradigdo. Logo,
se § € I'\I'y, entdo 6I'; é uma classe lateral de '\ em I' disjunta de I'y. Portanto,
podemos escrever

Definic¢ao 1.34. Uma fungdo polinomial h : V' — R é dita I ,-invariante se
h(vz) = a(y)h(z),

paratodoyelex € V.

O conjunto das fung¢des polinomiais I',-invariantes serd denotado por P,(I'). Este

conjunto tem estrutura de médulo sobre o anel P(I'). De fato, dadas f € P(I') e
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h € P,(I'), temos que

(fh)(vx) = f(yx)h(ve) = f(e)o(y)h(x) = o(y)f(@)h(z) = o(7)(fh)(z),

para todo v € I' e z € V, onde na segunda igualdade usamos a invariancia de f e a
I',-invariancia de % e na terceira igualdade usamos a comutatividade de R. Portanto,
fh € P,(I'). Dessa maneira, se I' for compacto, o Teorema garante a existéncia de
um conjunto finito de geradores para o médulo P,(I") sobre P(T').

O préoximo lema nos apresenta uma relagdo entre as fungdes I',-invariantes e as

fungdes invariantes sob a agdo do subgrupo I'; de I

Lema 1.35. Seja o : I' — Zy um epimorfismo de grupos e fixe § € I'\I'y, onde I'y = Nuco.
Entdo,

Po(I) ={f € P(I'4); f(dx) = —f(x), Vo € V}. (1.9)

Demonstragio: Sejam f € P,(I') e v € I';. Por definicdo, f(yz) = o(y)f(x) = f(x),
para todo x € V. Pela arbitrariedade de v € I';, segue que f € P(I'y). Além disso,
como 6 € I'\I';, entdo ¢0(0) = —1. Portanto, f(dz) = o(d)f(z) = —f(z), para todo
x € V. Por outro lado, seja f € P(I'y) tal que f(dxz) = —f(x) para todo x € V. Dado
v € I'y, temos que f(yx) = f(z) = o(y)f(x), para todo z € V. Agora, se v € I'\I'y,
entdo o(y) = —1. Por (L.8), temos que v = ¢n para algum n € I';.. Logo,

flyz) = f(onz) = —f(nx) = —f(z) = o(7) f(x)

para todo z € V, onde na terceira igualdade usamos que f € P(I';). Concluimos assim

que f(yz) =o(v)f(z) paratodoy € I'ez € V, ouseja, f € P,(I). u

Como I'; é um subgrupo de I', claramente temos que P(I') C P(I'}), ou seja, o
conjunto das fung¢des polinomiais I'-invariantes pode ser visto como um subanel do
anel das fun¢des polinomiais I';-invariantes. Em adi¢do, de modo andlogo ao que

fizemos no Lema é possivel mostrar que fixado 6 € I'\I'; temos

P)={fePy); f(ox)= f(x), Vz € V}. (1.10)
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O objetivo agora é mostrar como podemos obter uma base de Hilbert para P(I') a
partir de uma base de Hilbert para P(I';). O médulo P,(I') das fungdes polinomiais

I';-invariantes apresenta um papel fundamental nessa construgao.

Vamos comegar introduzindo os operadores de Reynolds definidos em P(I"; ). Para
tal, considere o R-espacgo vetorial P das fungdes polinomiais IV — R e defina a agdo de

I' neste espago, induzida pela agdo de I' em V, como

o: 'xP — P

(v f) — f
tal que vf(z) = f(yx), paratodoyeT'ez € V.
Defini¢io 1.36. Fixado 6 € I'\I', definimos os operadores de Reynolds R : P(I'y) — P(T';)
eS:P(Iy)—P(y) por

R(f) =5/ +30) ¢ S()=5(f —of) (1.11)

Para comprovar que R(f),S(f) € P(I';) para toda f € P(I'y), utilizamos o fato
de I'; ser um subgrupo normal de I'. Com efeito, como as classes laterais dI'; e I'y 9
coincidem, dado vy € I'; temos que §y = 74 para algum +' € I';. Sendo f invariante

sob a acdo de ', obtemos

flovz) = f(v'0x) = f(dz),

para todo z € V. Assim, dado v € I';, concluimos que

(f(yz) +0f(yz))
(f(yz) + f(oyz))
(f(x) + f(ox))

R(f)(yz) =

NN RN =N

=
=

Do mesmo modo, S(f)(yz) = S(f)(z) para todoy € I'y e z € V. Para o proximo

resultado, denote por Ip(r, ) o operador identidade definido no anel P(I';.).



1.6 Operadores de Reynolds 40

Proposicdo 1.37. Os operadores de Reynolds R e S definidos em (1.11)) satisfazem as sequintes

propriedades:
a) Eles sdo homomorfismos de P(I')-médulos e R+ S = Ipr,);
b) Eles sio projecdes idempotentes, com Im(R) = P(T") e Im(S) = P,(I).
Demonstrac¢do: a) Sejam g, h € P(I'y) e f € P(I'). Entdo
1
R(g+h)(x) = 5((g + h)(x) + (g + 1) (62))

_ %(g@) + h(z) + g(0x) + h(dz))

— R(g)(x) + R(h)(x),
para todo z € V. Logo, R(g + h) = R(g) + R(h). Também,

R(f9)(x) = 5((F9)(x) + (f9)(62))
= S (f@)gle) + FGa)g(6r)
= S(7@(a) + f()g(5)

= (fR(g))(x),

para todo x € V. Logo, R(fg) = fR(g). De maneira andloga, é possivel mostrar que
S(g+ h) = S(g) + S(h) e S(fg) = fS(g). Portanto, R e S sdo homomorfismos de

P(I')-médulos. Para mostrar a segunda parte, observe que dado f € P(I'y), temos

(R+5)(f) = R(f) +5(f)
= S+ 80+ 57 =)
~f.
Logo, R+ S = Ipr,).

b) Primeiramente, lembremos que R(f),S(f) € P(I';), para toda f € P(I'y). Para
mostrar que Im(R) = P(I') e Im(S) = P,(I'), vamos utilizar as igualdades (1.10) e
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(1.9), respectivamente. Sejam § € I'\I'; e f € P(I';). Temos que §° € I'y, pois
0(0%) = (0(d))? = 1. Portanto, f(6*r) = f(x) para todo x € V. Assim,

R(F)(02) = 5(/(02) + 6£(62)) = 5(£52) + F(9%0)) = 3(7(02) + f(2) = R() (o).

De modo andlogo,
SU) = 3 (F0r) = 55(62)) = 5(F(62) ~ F(x) = ~S(H)),

para todo z € V. Por e (.10), concluimos que R(f) € P(I') e S(f) € P,(I).
A arbitrariedade de f nos garante que Im(R) C P(I') e Im(S) C P,(I'). Considere
agora f € P(I')e h € P,(I'). Como P(I') ¢ P(I'y) e P,(I') C P(I'y), entdo
f,h € P(I}). Utilizando novamente as igualdades e (1.10), temos que
f(0x) = f(z) e h(dx) = —h(x) para § € I'\I'; fixado e para todo z € V. Logo, of = f e

0h = —h, de onde concluimos que
1 1
R(f) =5 +60) =5+ =1 (1.12)
e
S(h) = %(h — oh) = %(h +h) = h (1.13)

Portanto, dadas f € P(I') e h € P,(I'), obtemos que f € Im(R) e h € Im(S). Dessa
forma, Im(R) = P(T') e Im(S) = P,(I"). As igualdades e também mos-
tram que R|P(F) = Ipm) e S‘PU(F) = Ip, ), respectivamente. Como R(f) € P(I') e
S(f) € P,(I') para toda f € P(I';), entdo R(R(f)) = R(f) e S(S(f)) = S(f). Logo,

R? = Re S? = S, 0 que demonstra que R e S sdo projegdes idempotentes. n

Podemos agora enunciar um importante resultado cuja demonstragdo é uma con-

sequéncia da proposicdo anterior.

Teorema 1.38. E vdlida a sequinte decomposicio como uma soma direta de P(T')-mddulos:

P(L,) = P(T) ® P,(T). (1.14)
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Demonstra¢ido: Sabemos que P(I') € P(I'y) e P,(I') € P(I';). Portanto, temos que
P() +P,(I') Cc P(I'y). Para mostrar a outra inclusdo, tome f € P(I';). Pelo item a) da

Proposigao[1.37|segue que
f=R+9(f) = R(f)+5(f)

Pelo item b) da Proposicao R(f) € P(I') e S(f) € P,(I'). Portanto, pela ar-
bitrariedade de f € P(I'}), temos que P(I'y) C P(I') + P,(I') e concluimos que
P(y) = P(I') + P,(I'). Para mostrar que esta soma é direta, tome f € P(I') N P,(I).
Por e (1.10), fixado 6 € I'\I'y, temos que

f(x) = f(0x) = — f(x)

para todo x € V, o que nos garante que f = 0. Assim, P(I') N P,(I') = {0}, o que

finaliza a demonstragao. |

O préximo teorema nos apresenta um conjunto de geradores para o anel P(I') a
partir de uma base de Hilbert para (I ). E importante destacar que néo ha a necessi-
dade de I' ;. ser um grupo compacto, mas é preciso que o anel P(I';) admita uma base
de Hilbert. A ideia é usar a decomposi¢ao e os operadores de Reynolds para

projetar os elementos da base de P(I';) sobre P(I').

Teorema 1.39. Sejam o : I' — Zy um epimorfismo de grupos e {uy, ..., us} uma base de

Hilbert para o anel P(I'}.), onde I' . = Nuco. Entdo o conjunto
B = {R(u;), S(uw;)S(u;); 1 <i,j < s},

forma uma base de Hilbert para o anel P(T").

Demonstracgio: Fixe 6 € I'\I'; e seja {u1, ..., u;} uma base de Hilbert para P(I';.). Pelo
item a) da Proposigao podemos escrever

para cada i € {1,...,s}. Logo, C = {R(u;),S(u;); 1 < i < s} é uma nova base de



1.6 Operadores de Reynolds 43

Hilbert para P(I';). De fato, por defini¢do temos que R(u;), S(u;) € P(I';), para todo
i € {1,...,s}. Além disso, dada f € P(T'}), existe uma funcdo polinomial  : R* — R

tal que

f

h(uy, ..., us)

h(R(u1) + S(u1), ..., R(us) + S(us))
k(R(uy), ..., R(us), S(u1), ..., S(us)),

para alguma funcdo polinomial & : R* — R. Portanto, C gera o anel P(I';.). Dada
feP(), temos que f € P(I';). Usando a notagdao de multi-indices, podemos escrever

f como

[ = Z aozR(ui)aOS(ui)alv (1.15)

em que a, € Re a = (ag,a1) € N*, com o = (aj1,...,5),7 € {0,1}. Mais especifica-

mente, temos
R(u;)* = R(up)® ... R(us)® e  S(uy)™ = S(up)™ ... S(ug)*.
Como R(u;) € P(I') e S(u;) € P,(I'), entdo

R(u)(0x) = R(ui)(x) e S(u;)(dx) = —5(u)(x),

( R(u;)* S (u;)® ) (0x)

= Z (u;)*(0x) S (u;)** (0x)

para todo x € V. Assim,

= Z ()"0 S (ug)™) (),

para o(1) = Z ay;. Pela I'-invariancia de f, temos que f(z) = f(dz) para todo z € V,

i=1
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(0] que nos fornece
D aaR(u) S (u)* =Y " aa(=1)"V R(u;)* S (u;)™

Isso implica que a, = 0 ou (—1)*Y) = 1, ou seja, a(1) é par. Logo, a funcdo polinomial
f dada em (1.15) tem um ntimero par de parcelas da forma S(u;), com 1 < i < s. Veja
que S(u;)S(u;) € P(I') paratodo 1 < i,j < s. De fato,

(S(ui)S(uy)) (0x) = S(u;)(62)S (u;) (0x)
= (=S(ui)(2))(=S(us)(z))
= (S(u)S(uy)) (x)

para todo x € V, uma vez que S(u;), S(u;) € P,(I') e vale a igualdade (I.9). Assim, o
produto
S(up)* S (ug)*2 ... S (ug) e

que aparece no somatoério dado em (1.15) pode ser reescrito como o produto dois a dois
de S(u;)S(uj),com1 <i,j<s Como f e P(I')eR(w;) € P(I') paracadal < i < s,
temos que

f= Z ag R(u:) ™ (S (ui) S (7)™,

em que az € Rea = (ap, 51), com fy = (Bi1, ..., 1) € N para algum » € N. Logo,
existe uma funcdo polinomial k : R**" — R tal que f = k(R(w;), S(u;)S(u;)), para todo

1 <14, j < s. Portanto, o anel P(I") é gerado pelo conjunto

B ={R(u;), S(u;)S(u;); 1 <i,j <s},
ou seja, B é uma base de Hilbert para P(T'). n
Exemplo 1.40. Considere o grupo ortogonal I' = O,(R) agindo em C x R por meio de

O(z,z) = (e2,2) e  k(z,z)=(F —2),
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com 6 € [0,27). Considere o epimorfismo o : I' = Z, dado por

1, se vy € SOy(R)
o(y) =
—1, se vy € kSO2(R)

Assim, I'y = Nuco = SO3(R) e tomamos § = x € I'\I';.. Afirmamos que as fung¢des
u1(z,x) = 2Z e uz(z,x) = = formam uma base de Hilbert para o anel P(SO2(R)). De

fato, seja f : C x R — R uma fungdo polinomial SO, (R)-invariante da forma

T) = Z aagnzazﬁx", (1.16)

a,Bm

com a,g, € C. Como f é invariante sob a agdo de 6 temos que f(z,z) = f(ez, z) para

todo (z,z) € C x R. Entdo

Z o2 2 0" = Z oy (€2)" (eiez)ﬁx”

a,Bn a.fn
= Z Aoy (€?2)*(e7Z)P 27
a,Bm
= Z aaﬁnew(a_ﬁ)z“?@x”.
a,Bm

Segue que anp, = dap,e® " paratodo 0 € [0,27), 0 que implica em a,5, = 0 ou a = j.

Assim, a funcdo f dada em (1.16) torna-se da forma
T) = Zaan(zz)ax",
a?”

para todo (2, z) € C x R. Além disso, como f(z,z) = f(z,z), concluimos que aq, = Gqy,

para todo «,n € N. Portanto, a,, € R. Defina a fun¢do polinomial  : R? — R como

h(xy,29) = Z Aoy Xy Ts.
a’,r)
Logo, f(z,x) = h(zZ,z) para todo (z,z) € CxR. A arbitrariedade de f nos garante que
u(z,x) = 2% e us(z,x) = x sdo geradores do anel P(SO,(R)). Para calcular os gera-

dores de P(O2(R)), considere os operadores R, S : P(SO2(R)) — P(SO2(R)) definidos
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por
R()(e2) = 5(fa) + [G =) e S((z0) = 3(F(e0) — [ —0))
para todo (z,z) € C x R. Aplicando R e S em u; e uy, obtemos

R(uy)(2,2) = %(ZE +22) = 23,

R(us) (2, ) = 5o + (~)) =0,

S(ur)(2,7) = %(z? _z) -0,

S(ug)(z,z) = %(a: —(—z)) ==
Portanto,

R(uy) =uy, S(ug) =us e  R(ug)=S(u) =0.

Pelo Teorema uma base de Hilbert para o anel P(O,(R)) é dada pelo conjunto
B = {ula U,g}

Em outras palavras, u;(z,2) = 2% e u3(z,2) = 2* formam um conjunto de geradores

para o anel das fungdes polinomiais O, (R)-invariantes.



CAPITULO 2

A ESTRUTURA ALGEBRICA DOS GRUPOS DE
LORENTZ

Como mencionamos na Introducéo, é no espago de Minkowski 4-dimensional que
as equacdes relativisticas encontram uma formulacdo matematica mais adequada. Nes-
se contexto, as coordenadas espago-temporais (z,y, z,t) € R} sdo relacionadas pelas
transformacdes de Lorentz, as quais deixam a métrica e as grandezas fisicas do espago-
tempo invariantes. No entanto, a métrica adotada em R{ ndo é positiva definida, de

modo que a sua geometria ndo é euclidiana.

Neste capitulo, apresentaremos um estudo sistemdtico das fun¢des invariantes e
das aplica¢des equivariantes definidas em um espago de Minkowski (n+1)-dimensional
sob a acdo de um subgrupo I' do grupo de Lorentz O(n,1). Assumiremos que a agao
de I' em um subespago vetorial V' é dada pelo produto da matriz A € I' pelo vetor
v € V. Muitos resultados para o caso euclidiano se estendem naturalmente a espagos
de Minkowski, como por exemplo o Teorema [1.2§cuja adaptagdo para I’ C O(n, 1) serd
apresentada no Teorema

Vamos utilizar as teorias de algebra linear e invariante de grupos para obter parte
dos resultados apresentados nesse capitulo, que tem [22] como a principal referén-
cia. Na Secdo introduziremos o espago de Minkowski R7*" e o grupo de Lorentz
O(n, 1), paran > 1. Na Secdo estudaremos as decomposigdes polar (Proposi¢ao
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e em valores singulares (Teorema das matrizes em O(n, 1). Na Se¢ao utili-
zaremos a decomposigdo polar para obter as componentes conexas deste grupo e apre-
sentaremos uma caracteriza¢do para cada uma delas. Essas componentes sdo classes
laterais do subgrupo normal SOy(n, 1) de O(n,1). Na Se¢do utilizamos os repre-
sentantes dessas classes para escrever o grupo O(n, 1) como um produto semidireto
envolvendo involugdes. Na Segdo abordaremos a teoria invariante de grupos de
Lorentz em espagos de Minkowski, como uma adaptacdo da teoria invariante de gru-
pos de Lie em espacos euclidianos apresentada no Capitulo|l} Também descreveremos
um algoritmo para calcular os geradores do anel das fung¢des polinomiais invariantes

sob a acdo de um subgrupo de Lorentz contendo involugdes.

2.1 Os espacgos de Minkowski

Sejam n,q € Z, com n,q > 1, e considere a matriz dada por
Ing = , (2.1)

em que I, e I, denotam as matrizes identidades de ordem n e ¢, respectivamente. Para
k = n + ¢, denote por R¥ o espaco vetorial real k-dimensional munido do pseudo

produto interno (-, ), : R¥ x RY — R dado por
n k
(@, y)q = ITJn,qy = Z%% - Z LjYjs
=1 j=n+1

para todo z = (x1,...,2x),y = (y1,...,yx) € RE. Neste caso, dizemos que (-, -), tem
assinatura (n, ¢) e que R} resulta em um espago semi-euclidiano. A forma quadratica

associada ¢y, : Rf — R dada por

n k
Ong(x) = 2T Ty qv = Z xi — Z 3, (2.2)
i=1

Jj=n+1

para todo = € R}, é chamada de métrica de Lorentz.
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Proposicao 2.1. O conjunto
O(n,q) = {A € GLy(R); A" J,0A = Jn g} (2.3)

é um subgrupo de GLj(R).

Demonstracio: Como I, € O(n,q), entdo O(n,q) é ndo vazio. Sejam A, B € O(n,q).
Entao

(AB)'J, ,AB = BT (A" J,,,A)B = B" J,,B = Jo,

o que implica que O(n, q) é fechado para a operagdo de produto de matrizes. Da igual-

dade A" J, ,A = J,,, também temos que
Jng = (AT) 1T AT = (AT, A7,
ou seja, A~' € O(n, q). Portanto, O(n, q) é um subgrupo de GL(R). n

Defini¢do 2.2. O grupo O(n, q) definido em é chamado de grupo pseudo-ortogonal de

assinatura (n, q).

Observe que todas as matrizes em O(n, q) preservam a métrica definida em (2.2).

De fato, dado A € O(n, q), temos
bng(Az) = (Ax)' T, A = 27 (AT, Az = 27 T, g0 = P y(T),

para todo z € R}. Porém, o grupo pseudo-ortogonal nio contém todas as matrizes
que preservam ¢,, ,, uma vez que ele é um subgrupo do grupo de Poincaré, o grupo de
isometrias de R} (veja [4, p. 14]).

Veja também que se A € O(n, q), entdo det(A) = £1. Com efeito, como det(J,, 4) # 0

e valem as igualdades
det(J,,) = det(A” J, ,A) = det(AT) det(J, ) det(A) = (det(A))* det(J, ),

segue que (det(A))* = 1. Além disso, temos que .J> , = I, ou seja, J, i = Jo 4. Logo,
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para todo A € O(n, ¢q), obtemos
(JngAT Jng) A = Jug(AT JpgA) = J2 =1,
de onde concluimos que A~ = J, ;A" J, .. Portanto, AJ, ;A" J,, =1, e, assim,
(AT, AT = AT, AT = T,

o que mostra que O(n, ¢) também é fechado para a operagdo de transposi¢do de matri-

zes.

Defini¢do 2.3. O subgrupo de O(n, q) definido por
SO(n,q) = {A € O(n,q); det(A4) = 1} (2.4)

é chamado de grupo especial pseudo-ortogonal.

E possivel verificar que SO(n, q) também é um grupo fechado para a transposicao

de matrizes, uma vez que SO(n, q) C O(n, q) e det(AT) = det(A).

A partir de agora, vamos assumir ¢ = 1 (e consequentemente £ = n + 1) em todo
o texto. Este caso particular de R} é uma generaliza¢do do espaco-tempo R{ estudado

por Einstein.

Definicdo 2.4. Paran > 1, 0 espaco vetorial R} munido do pseudo produto interno

(w,yn =" Jy = Z TilYi — Tnt1Ynt1- (2.5)

i=1

é chamado de espago de Minkowski.

Daqui em diante, trataremos do espaco de Minkowski R} e do grupo pseudo-
ortogonal O(n, 1), também chamado de grupo de Lorentz. A matriz J, ; definida como

em (2.1) serd denotada simplesmente por J, ou seja,

J = . (2.6)
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Portanto, o grupo de Lorentz pode ser reescrito como

O(n,1) ={A € GL,,1(R); ATJA = J}. (2.7)

2.2 Decomposi¢des matriciais em O(n, 1)

Nesta secdo, vamos apresentar duas formas de decomposicdo para as matrizes em
O(n,1): a decomposi¢do polar e a decomposicdo em valores singulares. A primeira
delas sera utilizada na préxima secdo para determinar as quatro componentes conexas
de O(n,1). A segunda forma sera utilizada no Capitulo (3, mas a introduziremos nessa

se¢do devido a sua relagdo direta com a decomposicdo polar.

Daqui em diante, vamos também denotar por v a matriz coluna das coordenadas de

um vetor v € R". Além disso, o simbolo M denotard uma matriz N tal que N? = M.

Proposicdo 2.5. (Decomposicdo polar) Toda matriz A € O(n, 1) tem uma decomposigio da
forma
QR 0 VI, +ovT ev

0 ¢ ev? |c|

A — ’ (2.8)

onde Q) € O,(R), e =xlelc| = +/||v||?+ 1 € R, para algum v € R™.

Demonstrac¢io: Seja A € O(n,1). Como A é uma matriz de ordem n+1, vamos escrevé-

la em blocos como

A= , (2.9)

onde B € M, (R), u,v sdo matrizes colunas dadas pelas coordenadas de u,v € R"
e ¢ € R. Por definigdo, temos A”JA = J, o que nos fornece o seguinte sistema de
equagoes:

¢

BTB =1, +vu”

BTu = cv . (2.10)

wu=c*—1
\

Analogamente, como O(n, 1) é fechado para a transposi¢do de matrizes, podemos usar
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arelagdo AJAT = J para obter o sistema

;

BBT =1, +uu”
Bv = cu . (2.11)

vio=c¢? -1

\

Dessa forma, seguem de (2.10) e (2.11) as seguintes equagdes:

B'B =1, +vuv”, (2.12)
BBT =1, +uu”, (2.13)
Bv = cu, (2.14)
Jul = o] = ¢ = 1. (2.15)

Observe que BTu = cv é uma consequéncia das equagdes (2.12) - 2.15). Por (2.15),
obtemos também que ||u| = [|v| = Vv — 1, ou equivalentemente |c¢| = /||v]|? + 1.

Portanto, devemos ter |c| > 1. Além disso, temos
vV=0=u=0<=|c =1 (2.16)

Por (2.12) e (2.13), se v = 0, entdo B € O,(R). Neste caso, (2.9) torna-se

B 0 B ol |V, 0
0 ¢ 0 e 0 |

com B € O,(R), e = £1 e || = 1, 0 que corresponde a decomposicdo de A dada em
(2.8).

Vamos considerar agora o caso em que v # 0 (e, consequentemente, v # 0 e |c| > 1).

Escrevendo v” = [v; ... v,], com v; € R paratodoi € {1,...,n}, temos que
2
(%] V12 ... V11U,
2
Va2V Uy N VX

vl = | 7 . _ (2.17)

VpU1 UVpl2 ... (Y
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e — —
1+vd vy ... v,
2
vu; 140y ... Vv,
B'B =1, +w" =
2
Vp U1 Upl2 ... 1407

sdo matrizes simétricas. Ademais, observe que

I, O L, +vvT v I, O 1, v
= , (2.18)
ol 1 0 1| —of 1 0 1+0v%w
para todo v € R”. Como a primeira e a terceira matrizes do lado esquerdo sdo trian-

gulares com diagonal principal unitaria, seus determinantes sdo iguais a 1. O determi-

nante da matriz em blocos
I, +vvl v

0 1

coincide com o determinante de B B. Logo, como o determinante da matriz do lado

direito de (2.18) é igual a 1 + v”v, temos que
det(B*B) = det(I,, +vv’) = 1+ v"v = 14 ||v||* > 0.

Além disso, todos 0s menores principaig] de B” B sdo positivos, uma vez que sdo da
forma det(L,, +ww’), com w” = [v;...v,], para todo 1 < m < n. Pelo critério de
Sylvester (veja [16, Theorem 7.2.5, p. 439]), a matriz B” B é positiva definida. Observe
agora que, utilizando (2.17), o subespago Nuc(vv”) = {w € R"; (vol)w = 0} é formado

por todos os vetores w = (wy, ..., w,) tais que
v (v, w) = vi(viwy + - - + vwy) =0,

para todo i € {1,...,n}. Como v é ndo nulo, entdo w € Nuc(vv”) se, e somente se,

(v,w) = 0, ou seja, Nuc(vvT) é o subespaco ortogonal de [v], onde [v] denota o subes-

1Um menor principal de uma matriz quadrada M de ordem n é o determinante de toda submatriz
de M obtida pelo canto superior esquerdo m x m, com 1 < m < n, o que inclui a prépria matriz M.
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paco vetorial gerado por v. Assim,

R" = [v] & Nuc(vo™),

de modo que dim Nuc(vv”) = n—1. Consequentemente, como Nuc(vv”) é 0 autoespago
de vv” associado ao autovalor nulo, a matriz vo’ tem autovalor \; = 0 de multiplici-
dade geométricaP|igual a n — 1 cujos autovetores formam o subespago complementar
ortogonal de [v]. Novamente por (2.17), obtemos que
(00" = (0 4+ + 2o = o]0 = (¢ — 1,

onde a ultima igualdade segue de (2.15). Como a matriz vv” possui ordem n, entdo
A2 = ¢ — 1 é um autovalor de vv” de multiplicidade geométrica igual a 1, que admite
v # 0 como autovetor, com ¢ # =+1 (pois |¢| > 1). Portanto, os tinicos autovalores
de vl sdo Ay = 0e Ay = ¢ — 1 # 0 cujos autoespacgos sdo Vy, = [v]* e V), = [v],
respectivamente. Além disso, se w for um autovetor de vv’ associado ao autovalor \;,

entao

(B"B)w = (I, +vo" )w = T, w + (v )w = w + \w = (1 + \)w,

o que implica que 1 + ); é um autovalor de BT B com 0s mesmos autovetores de vo’
associados e, portanto, com a mesma multiplicidade geométrica de \; para ¢ = 1,2.
Segue entdo que BT B tem autovalor 7 = 1 de multiplicidade geométrica n — 1 e
autovalor 7, = ¢* de multiplicidade geométrica 1 cujos autoespagos sdo V,, = [v]* e
Vi, = [v], respectivamente. Por [16, Theorem 7.3.1, p. 449], temos que toda matriz
B € M,,(R) admite a forma

B =Q85,, (2.19)

chamada de forma polar, onde Q € O,(R) e S; é uma matriz simétrica positiva defi-
nida. Assim,

BB = (98)7(QS,) = ST(QTQ)S, = ST, = S2.

2Como vv” é uma matriz real simétrica, ela é diagonalizdvel. Portanto, a multiplicidade geométrica
de cada um de seus autovalores coincide com a multiplicidade algébrica.
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Utilizando a forma polar (2.19) para a matriz B em (2.9), temos que

S? = BB =1, +w’.

, .

Logo, a matriz S? é simétrica, positiva definida e tem autovalores 7, = 1 e 7, = ¢?
de multiplicidades geométricas n — 1 e 1, respectivamente. Portanto, S; = /I, +vvT
também é simétrica e positiva definida, com autovalores 7, = 1 e 7, = |c| de mul-
tiplicidades geométricas n — 1 e 1, respectivamente. Os autovetores associados a 1
pertencem ao subespago ortogonal [v]* de v e os autovetores associados a 17j, perten-

cem ao subespaco vetorial [v] gerado por v. Como |c| > 1, vamos considerar 2 casos:

Caso 1. Se ¢ > 1, entdo v é um autovetor de S; associado a 7, = ¢ > 1. Logo, por

(2.14), temos
cu = Bv = QS1v = Q(cv) = cQu,

o que implica em u = Qv. Assim, voltando a (2.9), obtemos

A_Bu_QSle_QO S1 v

vl ¢ ol ¢ 0 1| o7 |

Y

onde @ € O,(R), S; = VI, +vvT e |c| = /||v]? + 1.
Caso 2. Se ¢ < —1, entdo v é um autovetor de S; associado a 17, = —c¢ > 1. Dessa

forma, por (2.14),
cu = Bv = QS1v = Q(—cv) = cQ(—v),

o que implica em u = Q(—v). Logo,

B u QS1 Q(—v) Q 0 S v

ol e vl c 0 —1||—v" |

onde @ € O,(R), S; = VI, +vvT e |c| = /||v||* + 1.
Em ambos os casos descritos anteriormente, obtemos a matriz A dada em (2.8) para

e = =+1. ]
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Queremos agora analisar os autovalores e autovetores da matriz

S1  ev
S = , (2.20)
ev? ||

onde vT = [vy...v,], 51 = VI, +vvT, e = £l e|c| = /|[v]|? + 1. Como S, é uma matriz
simétrica positiva definida, o mesmo vale para S. De fato, se v = 0, entdo S; = I, e
lc| =1, de modo que S = I,;;. Se v # 0, entdo v é um autovetor de S; associado ao

autovalor 7, = |c¢| > 1, ou seja, S1v = |c[v. Como 5 é invertive]ﬁe lc| # 0, temos que

—1
Sy v = —v,

]

ou seja, v é um autovetor de S ! associado ao autovalor ﬁ Dessa forma, calculando o

determinante de S em blocos (veja [28, p. 1]), obtemos
det(S) = det(S;) det(|c| — ev” Sy tev) = det(Sy) det(|¢| — vT Sy )

em que

1 1 1
\d—fﬁﬁv=k%w7<gy)=MMWEMW=ﬂd—Eﬂ3—1%

com a ultima igualdade seguindo de (2.15). Logo,

et(§) = det($1)det([e] = (6" = 1)) = det(S) det(fe = e] + 1) = det(S1) - > .

pois det(S;) > 0. Usando novamente o critério de Sylvester, concluimos que S é posi-
tiva definida. Com relacdo aos seus autovalores e autovetores temos o seguinte resul-

tado:

Proposicdo 2.6. Assuma v # 0. Os autovalores da matriz S definida em (2.20) sdo iguais
al, e ee @ para algum o > 0, com multiplicidades geométricas iguaisan — 1, 1 e 1,

respectivamente. Uma base ortonormal de R} formada por autovetores de S é constituida

3Como det(S7) = det(BTB) = 1+ ||v||* > 0, entdo (det(S1))? > 0, o que nos garante que det(S;) # 0.
Ademais, como S; é simétrica entdo S; é diagonalizdvel com autovalores 7; = 1 e, = |¢] > 1 de
multiplicidades algébricas n — 1 e 1, respectivamente. Portanto, det(S;) = 1" 1|¢| = |¢| > 0.
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pelos vetores

N NEIE V2|l (2.21)
0 ) ) O ) L ) _L b
V2 V2

onde u; denota a matriz coluna das coordenadas de u; € R", que sdo dois a dois ortogonais e

ortogonais a v, para todo i € {1,...,n — 1}.

Demonstra¢io: Dados v # 0 e S como em (2.20), vamos resolver o sistema linear

S;  ev v v
=\ ,
evl el | | d d
para d € R. Entao
S1v +edv = v

evlv + |e|d = \d

onde S1v = |c|v, pois v é um autovetor de S; associado ao autovalor |c|. Uma vez que

vy = ||v||* = ¢ — 1, obtemos
(le| + ed)v = Mv
e(—1)=(\—|)d
Sendo v # 0ee = +1, temos A = |c| + ed e d*> = ¢ — 1, 0 que nos garante que

d = %vc?—1 = =£|v]|. Logo, \y = |¢| + V2 —1e Xy = |¢| — Vc? — 1 sdo autovalores
de S, com A\; Ay = 1. Temos também por (2.15) que A\; > |¢| > 1 e, portanto, In(A;) > 0.
Fazendo entdo a = In(|c| + v/¢* — 1), temos

—a=In(A\1) =In(\) = In(|c| — V2 — 1),

com o > 0. Dessa forma, \; = e* e A\, = e”* sdo autovalores de S cujos autovetores sdo

da forma

v v
w1, = e Wy = s (222)

o] =l

respectivamente, uma vez que d = =||v||. Considere agora v € R" um vetor ortogonal

a v, ouseja, u € Nuc(vv?) = [v]*. Entdo u é um autovetor de S; associado ao autovalor
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m = 1. Logo, Siu = u e vTu = (v,u) = 0, de onde obtemos

Sy ev U U

evl || |0 0

Portanto, [u 0]7 é um autovetor de S associado ao autovalor A\3 = 1. Como 7; = 1
tem multiplicidade geométrica igual a n — 1, entdo A3 = 1 também terd. Sendo S uma
matriz de ordem n + 1, concluimos que ambos \; e A\, tém multiplicidade geométrica
igual a 1.

Para determinar uma base ortonormal de R} em relagao ao produto interno eucli-
diano formada somente por autovetores de S, considere B = {uy, ..., u,_1} uma base
ortonormal para Nuc(vv®) = [v]*. Sabemos que cada u; € R™ é um autovetor de S;
associado a 777 = 1. Denotando também por u; a matriz coluna das coordenadas de
cada um desses vetores, temos que u;, = [u; 0] sdo unitérios e dois a dois ortogonais,
paratodoi € {1,...,n — 1}. Veja agora que os autovetores w, e w, dados em sdo

ortogonais, visto que
(wi,wa) = (v,0) + [[Vll(=[[vl}) = [Jol* = [Jv]]* = 0.

Além disso, como v é ortogonal a cada u;, 0s vetores w; e w, sdo ambos ortogonais a u;,

paratodoi € {1,...,n —1}. Uma vez que

lwill = Vol + T[]l = v2[[v]]? = V2J],

para cada ¢ = 1,2, temos que

v U
S S VT W2 | V2]
w1 || 1 w2 | _ L
V2

sdo autovetores unitarios e ortogonais de S, que também sdo ortogonais a u; para todo
i € {1,...,n — 1}. Portanto, os n + 1 vetores dados em (2.2I) compdem uma base

ortonormal de R}*! formada por autovetores de S. n

Como S é uma matriz simétrica, entdo S é diagonalizavel, sendo o seu determinante
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dado pelo produto de seus autovalores. Pela proposi¢do anterior, temos que
det(S) = e%e ¥ = 1.

A seguir, veremos outra maneira de decompor uma matriz A € O(n, 1) a partir da sua
decomposicdo polar. Para isso, considere o subgrupo SO(n, 1) definido em (2.4) para
g =1, ou seja,

SO(n,1) ={A € O(n,1); det(A) = 1}. (2.23)

Teorema 2.7. (Decomposi¢do em valores singulares) Toda matriz A € O(n, 1) pode ser

escrita como

I,—1 0 0
P 0 BT 0
A= 0 cosha senha ; (2.24)
0 ¢ 0 1
0 senha  cosh a

com P € O,(R), e = £1 e B € SO,(R). Além disso, A € SO(n,1) se, e somente se,
det(P)e = 1.

Demonstragio: Pela Proposicéo[2.5, qualquer matriz A € O(n, 1) pode ser escrita como

a=| @0 S, (2.25)

0 ¢
onde Q € O,(R), e = +1 e S é dada como em (2.20). Se S = I,.; entdo obtemos
trivialmente a decomposicdo (2.24), para P = (), « = 0 e B = I,,. Vamos entdo assumir
S # I,4+1. Pela Proposicdo a matriz S possui autovalores 1, e* e e, para algum

a > 0, com multiplicidades geométricas n — 1, 1 e 1, respectivamente. Além disso,

como S é uma matriz simétrica, existe uma matriz G € O,;1(R) tal que

S =GDG™, (2.26)
onde
I,.1 O 0
D = 0 e 0
0 0 e“@

(n+1)x (n+1)
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é a matriz diagonal formada pelos autovalores de S. Utilizando novamente a Proposi-

¢30[2.6] juntamente com a teoria de algebra linear, concluimos que

G- | o et T
0 ... 0 V2 V2 )

é a matriz cujas colunas sdo as coordenadas dos autovetores de S dados em (2.21),
com uq,...,u,—1,v € R", v # 0. Observe que as colunas da matriz G formam um
conjunto ortonormal em relacdo ao produto interno euclidiano, o que confirma que G
é uma matriz ortogonal. E conhecido que as fungdes seno e cosseno hiperbélicos séo

definidas como
1 « —« 1 « —«
senha = —(e* —e ) e cosha = 5(6 +e7 %),

para todo o € R. Assim, e = senha + cosha e e™® = cosh a — senhq, sendo possivel

escrever
@ 1 1 1 1
e 0 |\ © cosha senha %5 5
e 1 1 1 1
0 e 7 7 senha  cosh a 7 7

Infl 0 0 In,l 0 0
E = 0 \/Li \/LE e F= 0 cosha senha |,
0 \/Li — \% 0  senha cosha
de modo que a matriz S dada em (2.26) torna-se
S =GEFEG™. (2.27)

Célculos diretos nos mostram que

B 0
GE — ,
0 1

(n+1)x(n+1)
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onde as colunas de B sao as coordenadas dos vetores uq, . .., u,_1, HZ_H’ que formam um
conjunto ortonormal de R". Assim, a matriz B é ortogonal e seu determinante é igual a
1 ou —1, dependendo da orientagdo da base formada por esses vetores. Nesse caso, tro-
cando u; por —u,, se necessario, podemos garantir que a matriz B tenha determinante

1, ou seja, que B € SO, (R). Além disso, denotando GE = C, temos que
C" = (GE)" = E"G" = EG™,

onde na terceira igualdade usamos o fato de E ser uma matriz simétrica e G ser uma

matriz ortogonal. Assim, por (2.27), podemos reescrever a matriz S como

S=CFCT,
em que
T
or_ | BT O
0
(n+1)x (n+1)

com B € SO, (R). Portanto, por (2.25),

L1 0 0
Q@ 0 B 0 BT 0
A= 0 cosha senha
0 ¢ 0 1 0 1
0 senha  cosh a

Como @ € O,(R) e B € SO,(R), entdo P = @B € O,(R). Dessa forma, obtemos a
decomposicao de A dada em (2.24). Ademais, temos que

det(A) = det(P)edet(F)det(CT) = det(P)e det(CT).
Visto que det(B) = 1, entdo det(C?) = det(B”) = 1. Logo,
det(A) = det(P)e.

Portanto, A € SO(n,1) se, e somente se, det(A) = 1, o que ocorre se, e somente se,

det(P)s =1. ]
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2.3 As componentes conexas de O(n, 1)

Nosso objetivo nesta se¢do serd determinar e caracterizar as componentes conexas
do grupo de Lorentz O(n, 1) definido em (2.7). Para tal, considere as matrizes em
Oy+1(R) definidas por

E facil verificar que (AP)TJA? = J = (AY)TJA?, o que implica que A?, A* € O(n, 1). Uma

vez que O(n, 1) é um grupo com a operacdo de multiplicacdo de matrizes, obtemos que

Jn—ll 0
0 —1

APAF = AP =

também pertence a O(n, 1).

Denotaremos por SOy(n, 1) a componente conexa de O(n, 1) contendo a identidade
I,,+1. Portanto, SOy(n, 1) é conexo. Como o produto de matrizes é uma operagao conti-
nua, a aplicacdo

¢i: O(n,1) — O(n,1)
A —  A'A
é continua para todo i € {p,t,pt}. Assim, A’SOy(n,1) = ¢;(SOy(n,1)) é um subcon-
junto conexo de O(n, 1) para todo i € {p,t, pt}. Nosso objetivo agora serd mostrar que
SOp(n,1), ASOy(n,1), A'SOy(n,1) e A" SOy(n, 1) sdo as tinicas componentes conexas

do grupo de Lorentz.

Lema 2.8. Se A € O(n, 1) tiver uma decomposi¢io polar como em (2.8)), com Q) € SO,(R) e
e =1, entdo A € SOy(n,1).
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Demonstragio: Seja A € O(n, 1) da forma

A:

0 1 vl ||

<)

onde ) € SO,(R) e |¢| = /||v]|?+ 1, para algum v € R". Como R" é conexo por

caminhos, existe um caminho f : [0,1] — R” tal que f(0) = 0 e f(1) = v. Defina

h:10,1] = O(n,1), por

ey — | VRHT@OE@T @
(F@)" [F@P+1

onde f(z) denota as coordenadas do vetor f(x) € R" para todo = € [0,1]. Logo, h é
um caminho em O(n, 1) ligando h(0) = I,,1 a (1) = S, onde S é dada como em (2.20)
para ¢ = 1. Ademais, uma vez que SO, (R) é conexo por caminhos (veja [36], p. 965]),
existe um caminho g : [0, 1] — SO,(R) tal que ¢(0) =1, e g(1) = Q). Assim, a aplicagao
[:[0,1] = O(n,1) dada por

- {gu) o] ) [guwﬁwﬂ g<x>v]
1 T ’

v ]

é um caminho de [(0) = S al(1) = A. Logo, a concatenagao h ! : [0,1] — O(n, 1), dada

por
h(2z), sex € [0, 1],
(h*1)(z) = ’ ,
[(2z — 1), sex € [3,1]
é um caminho em O(n,1) ligando (h * 1)(0) = I,41 a (h*[)(1) = A. Portanto, A e
I,,+1 estdo na mesma componente conexa por caminhos. Como todo conjunto conexo

por caminhos é conexo, entdo A e I,,;; estio na mesma componente conexa, ou seja,

Ae SOo(n,l) |

Proposicdo 2.9. Se A € O(n,1), entdo A € SOy(n,1) ou A € AN'SOqy(n,1) para algum
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i € {p,t,pt}. Em outras palavras,
O(n, 1) = SOy(n,1) U APSOqy(n,1) U A'SOy(n, 1) U AP SOy(n, 1). (2.28)

Demonstrag¢do: Seja A € O(n, 1) cuja decomposicdo polar é dada em (2.8). Vamos
separar a prova em dois casos: ¢ = 1 e ¢ = —1. Considere primeiramente ¢ = 1. Pelo
Lema[2.8 se Q € SO,(R), entdo A € SOy(n,1). Suponha agora que Q € O, (R)\SO,(R).
Denotando por u e w as matrizes coluna das coordenadas dos vetores u,w € R"!,

podemos escrever () em blocos como

E w
Q= (2.29)
ul k
com E € M,,_1(R) e k € R. Note que Q = J,,_11Q)’, para
E w
Q = . (2.30)
—ul —k

Assim,

det(Q) = det(J,_11) det(Q") = — det(Q").

Como Q € 0,(R)\SO,(R), entdo det(()) = —1. Logo, det(Q’) = 1. Além disso,

(Q/)TQ/ - (Jn—l IQ)T(Jn—l 1Q) = QTJ?L*:[ 1Q - QTQ = Im

uma vez que ) € O, (R). Portanto, Q' € SO, (R). Assim, podemos escrever

Qo _Jahumolleol @0
0 1 0 1 0 1 0 1|’

com @' € SO,(R). Utilizando a decomposi¢do polar de A dada em (2.8) parac = 1,

A= [Ql O] [Sl U], 2.31)
0 1 vl e

temos A = A’ A’, onde
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com Q' € SO,(R), S1 = VI, +vvT e |c| = /||v]|> + 1. Como A, AP € O(n, 1), entdo
J=ATJA = (NPA)TJ(APA) = (AT ((AP)TTAPYA' = (AT J A,

implicando que A’ € O(n, 1) e sua decomposi¢do polar é como em (2.31). Logo, pelo
Lema.8] A" € SOy(n,1), e portanto A = APA" € APSOq(n, 1).

Vamos supor agora que ¢ = —1. Por (2.8), A pode ser escrita como

0 —1 0 1 —oT ||

onde Q € O,(R), S; = VI, tovT e |c| = /|v]2+ 1. Se Q € SO,(R), entdao A = A*A’
para A’ como em (2.31). Novamente, como A" JA = J, concluimos que (A")TJA" = J,
ouseja, A’ € O(n, 1). Pelo Lema[2.8) A’ € SOy(n, 1). Logo, A € A'SOy(n,1). Por outro
lado, se Q € O,(R)\SO,(R), escreva () novamente em blocos como em (2.29), de forma
a obter Q = J,_1:Q’, para Q" € SO,(R) dada em (2.30). Assim, por podemos

escrever
A— Jp—11 0 Q/ 0 S —v
0o -1 0 1 —vT ¢

para A’ € SOy(n,1) como em (2.3I). Consequentemente, A € A""SOy(n,1), o que

— AptA/,

finaliza a demonstracéo. ]

Proposi¢do 2.10. Os conjuntos SOy(n, 1), APSOq(n, 1), A'SOy(n, 1) e AP*SOq(n, 1) sio dois

a dois disjuntos.

Demonstra¢ido: Usando a decomposicdo polar dada em (2.8), podemos escrever uma

matriz A € O(n, 1) como

(2.32)

R Ie]

i [QSl Qv

onde @ € O,(R), S = VI, +w?, e = £l e || = /||v[?+1. Como @ € O,(R),
entdo det(Q)) = £1. Conforme mostrado anteriormente, se v # 0, entdo S; possui dois

autovalores distintos 1j; = 1 e 1> = |¢| > 1 de multiplicidades n—1 e 1, respectivamente.
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Se v = 0, entdo todos os autovalores de 5 sdo iguais a |¢| = 1. Dessa forma,
det(QS1) = det(Q) det(S1) = £|c],

com |c¢| > 1. Considere Z; = {£1} munido com a topologia discreta. Entdo a fungao

sinal sgn : R* — Z, definida como

1, sex >0
sgn(z) =
-1, sex <0

é continua. Como det(Q)S1) e ¢|c| ndo se anulam, estd bem definida a aplicagdo

C:0(n,1) — Zy X Zs
A+ (sgn(det(QS1)),sgn(eld])),

que também é continua se considerarmos a topologia discreta em Z, x Z,. Neste caso,
0s tinicos subconjuntos conexos de Z, x Z, sdo os unitarios {(1,1)}, {(1,—1)}, {(—1,1)}
e {(—1,—1)}. Como ¢ é continua e SOy(n, 1), A»SOqy(n,1), A'SOy(n,1) e AP*SOy(n,1)
sdo conexos, ¢ leva cada um destes conjuntos em um tnico elemento de Z, x Z,. Por
defini¢do, SOy(n, 1) é a componente conexa da identidade, logo ((A) = (1, 1) para todo

A € SOy(n, 1), visto que ¢((I,) = (1, 1). Temos também que
A = AT, € A'SOy(n, 1),

para todo i € {p,t,pt}, com ((A?) = (—1,1), ¢(A*) = (1,—1) e ((A*) = (—1,—1). Como

consequéncia, obtemos que

(1,1), se A € SOy(n,1)

— A e APSO
() = (—1,1), se A e 0(n,1)7 233)

(1,—1),  se A€ A'SOy(n, 1)

(—1,—-1), se A e AP'SOqy(n,1)
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0 que nos mostra que SOy(n,1), APSOy(n, 1), A'SOq(n, 1) e AP*SOy(n, 1) sdo todos dis-

juntos. |

Com o resultado anterior, mostramos que a unido dada em (2.28)) é disjunta e con-

cluimos que O(n, 1) possui quatro componentes conexas, a saber
SO¢(n,1), APSOg(n,1), A'SOy(n,1) e AP'SOy(n,1). (2.34)

Um modo alternativo de verificar que essas sdo as tnicas componentes conexas de
O(n, 1) é considerar a sobrejetividade da aplica¢do ¢. Como Z; x Z, admite quatro com-
ponentes conexas, entdo O(n, 1) possui pelo menos quatro componentes. Pela igual-
dade (2.28), concluimos que sdo exatamente os quatro conjuntos conexos dados em

(2.34). Assim, podemos escrever

O(n,1) = SOy(n, 1)UAPSOy(n, 1)UA'SOy(n, 1)UAP"SOq(n, 1). (2.35)
Vamos agora escrever A em (2.32) como A = [a;j](nt1)x(nt+1)- LOgO, 0 elemento

Unt1n+1 €igual a e|c| = £|c|. Além disso, como a fun¢do determinante
det : O(n,1) = Zy

é continua e os tnicos subconjuntos conexos de Z, sdo os unitdrios {1} e {—1}, entdo
a fungdo det leva cada componente conexa de O(n, 1) em um tnico elemento de Z,.

Como I,,41 € SOy(n,1) e A" € A'SOy(n, 1), para todo i € {p, t, pt}, inferimos que

1, se A € SOy(n,1) U AP SOy(n, 1)
det(A) = (2.36)

—1, se A € A*SOqy(n,1) U A'SOq(n, 1),

pois det(I,,+1) = det(A?") = 1 e det(AP) = det(A") = —1. Juntamente com (2.33), temos
provado o seguinte resultado, que fornece uma caracterizacdo para os elementos de

O(n,1).

Corolario 2.11. Dada A € O(n, 1), temos:
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a) A€ SOy(n,1) se, e somente se, det(A) = 1 esgn(a,i1n11) = 1;

b) A€ A?SOq(n,1) se, e somente se, det(A) = —1 e sgn(ani1ni1) = 1;
c) A€ A'SOy(n,1) se, e somente se, det(A) = —1 esgn(ani1ns1) = —1;
d) A€ AP'SOq(n,1) se, e somente se, det(A) =1 e sgn(aniins1) = —1.

Utilizando novamente (2.36), concluimos que o subgrupo SO(n,1) definido em
é dado pela unido disjunta SOy(n,1) U A" SOy(n, 1), que é um subgrupo nor-
mal de O(n,1), uma vez que ele é o nicleo do epimorfismo det. Na proxima segdo,
mostraremos que SOy(n, 1) também é um subgrupo normal de O(n,1). Além disso,
O(n, 1), SO(n,1) e SOy(n,1) sdo todos grupos de Lie lineares. Para verificar tal afirma-

¢do, considere a aplica¢do continua ¢ : GL,,11(R) = GL,11(R) definida por
p(A) = ATJA.

Como {J} é um subconjunto fechado de GL,1(R) e O(n,1) = »!(J), obtemos que
O(n, 1) é um subgrupo fechado de GL,,,1(R). Ademais, como toda componente conexa
de um espago topoldgico é sempre fechada, concluimos que SOqy(n,1) e SO(n,1) sdo

ambos subgrupos fechados de O(n, 1) e, portanto, de GL,+:(R).

24 O(n,1) como um produto semidireto

Mostraremos nesta se¢dao que O(n, 1) pode ser escrito como um produto semidireto
da componente conexa da identidade SOy (n, 1) com um subgrupo de Lorentz finito de
ordem 4, dado como um produto direto de dois subgrupos gerados por involugdes.

Comegcaremos relembrando a defini¢do de produtos semidireto e direto.

Definic¢do 2.12. Sejam X e A dois subgrupos de um grupo I' qualquer. Dizemos que I' é o

produto semidireto de X por A se as sequintes condigoes forem satisfeitas:
a) YTl

b) ¥NA={e};
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c) I'=3XA.

Neste caso, denotamos I' = ¥ x A. Dizemos que I' = ¥ x A é o produto direto de 3 por A

se ¥ e A comutarem. Neste caso, escrevemos apenas I' = 3 x A.

Para demonstrar que SOy(n, 1) é um subgrupo normal de O(n, 1), utilizaremos o

proéximo resultado.

Proposicdo 2.13. Sejam A = [a;j], B = [b;;] e C = [c;;] matrizes em O(n, 1), com C = AB.
Entdo

SN (Cnt1n+1) = SEN(Ant1n+1) SEN(Dnt1n41)-

Demonstragio: Pela Proposicdo a matriz A pode ser escrita como

A Q 0 Sl Ev _ QSl 8QU ’ (237)

0 ¢ evl | vl gl

onde Q € O,(R), e = +1, S = VI, +vvT e |c| = /||v]|?> + 1. Neste caso, a, 11,11 = €|c|-

Sendo ) uma matriz ortogonal, temos Q7Q = I,, e, assim,

leQul]* = (Qu)"eQu = v" QT Qu = v"v = [Jv]|*.

Logo, concluimos que ||cQv|| = ||v||. De maneira andloga, escrevendo
RS & Rw
B= , (2.38)
wl  €d]

com R € O,(R), ¢ = £1, S| = VI, +ww? e |d| = +/||w||? + 1, é possivel mostrar que
|le’ Rw|| = ||w]||. Neste caso, b,11,+1 = €’|d|. De (2.37) e (2.38), se C' = AB, entdo

Cnpini1 = v e’ Rw + e€'lc||d| = e€’|ed| + (v, & Rw).

Temos agora dois casos a considerar:
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Caso 1. Se sgn(e) = sgn(¢’), entdo

Cntins1 = |ed| + (v, &' Rw) > |ed| — (v, &' Rw)|
> |ed| — [[o]l]|e"Rw]|

= Vvl + 1/l + 1 = [lol[]|w] > 0,

pois /[[v]|* + Ly/[lwl* + 1 = /[oll*[w[* + 0] + [lw]* + 1 > /ol w]* = [jv]|[w]-

Assim,
sgn(Cp1n41) = 1 = sgn(e) sgn(e’) = sgn(ele]) sgn(e’ld|) = sgn(antin+1) sgn(bps1n41)-
Caso 2. Se sgn(e) # sgn(e’), entdo

Cnt+int+1 = _|Cd| + <U75/Rw> S _’Cd| + |<U7 6/R“w>|

< —led| + [[oll[le" Ruw||

= —VIvI2 + 1V ][wl? + 1+ [lo]lflw] <0,

ou seja, sgn(cpt1n41) = —1. Portanto, sgn(cpt1nt1) = sg(ant1n+1)$g0(bpt1p+1), UmMa

vez que sgn(an1nt1) = sgn(ele]) = —sgn(€'|d]) = —sgn(bpiinta)- u

Proposicdo 2.14. SOy (n, 1) é um subgrupo normal de O(n, 1).

Demonstra¢io: Primeiro, vamos mostrar que SOy (n, 1) é um subgrupo de O(n, 1). Pelo

Corolério dadas duas matrizes A = [a;j], B = [b;;] € SOp(n, 1), temos
det(A) = det(B) = sgn(ani1nt1) = sg(bni1ns1) = 1.

Assim, det(AB) = det(A)det(B) = 1. Além disso, segue da Proposicado que se
C = AB = [¢;], entdo

Sgn(%ﬂ n+1) = Sgn(aanH) Sgn(bn+1n+1) =L

Logo, pelo Corolério C € SOy(n,1), o que implica que SOy(n, 1) é fechado para
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a operagdo de multiplicacdo de matrizes. Para verificar que A~* € SOy(n, 1) para toda
A € SOy(n,1), vamos utilizar a igualdade AT JA = J, onde J é como em (2.6). Segue
que At = JATJ. Como det(J) = —1, entdo det(A™') = det(AT) = det(A) = 1. Denote
At = [a;;'] e J = [jix]. Pela Proposigdo

Sgn(a;-il-ln-H) = Sgn<jn+1 n—i—l) Sgn(an-i-ln—H) Sgn(jn+1n+1) = Sgn(an-i-l n+1) =L (2-39)
Novamente pelo Corolario concluimos que A~ € SOy(n, 1) e, portanto, SOy(n, 1)
é um subgrupo de O(n, 1).

Vamos agora mostrar que para toda A € SOy(n,1) e B € O(n,1), temos que
BAB™! € SOy(n,1). De fato, fazendo C = BAB™! = [¢;;], segue que

det(C) = det(B) det(A) det(B™') = det(B) det(B™') = 1.

Denotando B! = [bi’jl], utilizamos os mesmos passos de (2.39) para concluir que
sgn(b,t1ns1) = sgn(bpiint1), visto que B € O(n, 1) e, portanto, B~' = JBTJ. Dessa

forma, como sgn(a,+1,+1) = 1, obtemos

Sgn(0n+1n+1) = Sgn(bn+1n+1) Sgn(a'n-i-ln-H) Sgn(b;imﬂ)
= Sgn(bmrl n+1) sgn(bﬁ_l n+1)

=1.

Pelo Corolério temos que C' = BAB™! € SOy(n, 1), 0 que nos mostra que SOy(n, 1)

é um subgrupo normal de O(n, 1). m

Como SOy(n, 1) tem estrutura de grupo, as quatro componentes conexas de O(n, 1)
denotadas em sdo classes laterais de SOy(n,1), o que implica que SOy(n,1) é
um subgrupo normal de O(n, 1) de indice 4. No caso do grupo ortogonal O,,(R), duas
matrizes ndo podem ser conjugadas se ndo pertencerem & mesma componente conexal’|

Vamos mostrar que o mesmo ocorre em O(n, 1).

4E conhecido que O,,(R) tem duas componentes conexas, SO,,(R) e O,,(R)\SO,,(R), compostas pelas
matrizes de O,,(R) com determinante igual a 1 e a —1, respectivamente. Se duas matrizes A, B € O,,(R)
forem conjugadas, existird C' € GL,,(R) tal que B = CAC~'. Entdo det(B) = det(A), implicando que A
e B devem pertencer a mesma componente conexa de O, (R).
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Teorema 2.15. Sejam A, B € O(n,1). Se A e B forem conjugadas em O(n, 1), entdo elas

pertencerdo a mesma componente conexa.

Demonstragido: Suponha que A = [a;;] e B = [b;;| sejam conjugadas em O(n, 1), ou seja,

existe P = [p;;] € O(n, 1) tal que A = PBP~'. Logo,
det(A) = det(P) det(B) det(P~ ') = det(B).

Como P € O(n, 1), temos que P~' = JPT.J. Denotando P~ = [p;;'], utilizamos nova-
mente os passos de (2.39) para obter que sgn(p;;;,.1) = Sgi(pn+1n+1). Pela Proposicdo

213

Sgn(an—H n—i—l) - Sgn(pn—H n—l—l) Sgn(bn—i-l n+1) Sgn(p;j-l n+1)
= Sgn(bn+1n+1)(sgﬂ(pn+1n+1))2

= sgn(bpt1n+1)-
Portanto, pelo Corolério A e B pertencem a mesma componente conexa. m

Uma classe particularmente importante de matrizes em GL,1(R) sdo as involu-
¢oes. Em cada drea da matemadtica, a defini¢do de involugdo é adaptada para as neces-
sidades especificas. Em nosso contexto, vamos assumir que involugdes sdo matrizes
em O(n, 1) iguais a sua inversa.

Defini¢do 2.16. Uma involugdo é uma matriz A € O(n, 1) tal que A # 1,11 e A2 =1,,,1.

Denotaremos por Z»(§) o grupo ciclico de ordem 2 gerado pela involugao ¢. Mostra-
remos que o grupo G = [A?, A'] gerado pelas matrizes A” e A’ é um subgrupo abeliano
de O(n, 1) dado pelo produto direto Zy(A?) x Zs(A"). De fato, como A? e A* sdo involu-

¢oes que comutam e AP = APA’, entdo G é um grupo abeliano descrito pelo conjunto

G = {I,41, AP, A", A"}, Considere agora o grupo
Za(A?) x Zo(A') = {my2; 11 € Za(A”) @ 92 € Zn(A")}

que também é abeliano, uma vez que Zy(AP) e Zy(A") sdo grupos abelianos que comu-

tam. Veja que o produto direto Zy(AP) x Zy(A') contém exatamente as quatro matrizes
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de G, ou seja, G = Zy(AP) x Zy(AY).
Nosso objetivo agora é escrever O(n, 1) como o produto semidireto de seu subgrupo

normal SOy(n, 1) pelo subgrupo abeliano Zs(A?) x Zs(A").

Proposicdo 2.17. O grupo de Lorentz O(n, 1) pode ser escrito como
O(n, 1) = SOy(n, 1) x (Zay(AP) x Zy(A)).
Demonstragdo: Como A’ ¢ SOqy(n, 1), parai € {p,t,pt}, é imediato que
SO¢(n,1) N (Zy(AP) x Za(AY)) = {11}

Pela Proposicao temos que SOy(n,1) é um subgrupo normal de O(n,1). Entdo,
pela Defini¢ao basta verificar que O(n,1) = SOq(n,1)(Za(AP) x Zs(AY)). Pela
igualdade (2.35), dada A € O(n, 1), existe B € SOy(n, 1) tal que

A= Bl € SOy(n,1) ou A=ADB¢&ASOyn,1),

para algum ¢ € {p,¢,pt}. Como SOy(n,1) é normal em O(n, 1), suas classes laterais a

esquerda coincidem com as suas classes laterais a direita, ou seja,
A'SOy(n,1) = SOy(n, 1)\’

para todo i € {p,t,pt}. Assim, se A € A'SOy(n, 1), entdo existe B’ € SOqy(n, 1) tal que
A = B'A" € SOy(n,1)A". Portanto, O(n, 1) = SOy(n,1)(Za(AP) x Zy(A")) e, consequen-
temente, O(n, 1) = SOgy(n, 1) X (Z2(AP) x Za(AY)). u

Exemplo 2.18. Pela proposic¢do anterior, o grupo de Lorentz O(1, 1) pode ser escrito
como

O(1,1) = SOy(1,1) x (Zy(AP) x Zy(AY)),

onde
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Pela decomposi¢do em valores singulares, SOy(1, 1) é o grupo das rotag¢des hiperbodlicas

coshf senh6
Yo = , (2.40)
senh @ cosh@

com 6 € R. De fato, pelo Teorema[2.7, uma matriz A € O(1, 1) pode ser escrita como

P 0 coshf senh6 Pcoshf Psenhf
A= = , (2.41)

0 ¢ senhf cosh6 esenhf ecoshd
com Pe = +1 e § € R. Utilizando o Corolario obtemos que A € SOy(1,1) se, e
somente se, det(A) = 1 e agy = ccoshf > 0. Como cosh > 0 e cosh?# — senh*¢ = 1
para todo # € R, entdo ¢ = 1 e det(A) = Pe = 1, de modo que P = 1. Portanto, as
matrizes de SOy(1,1) sdo da forma (2.40), com 6 € R. Assim, toda matriz no grupo de
Lorentz O(1, 1) é dada pelo produto M = 74(A?)(A")7, para algum 6 € Re,j € {0, 1}.

2.5 Invariantes e equivariantes em R}

Nesta secdo, vamos retomar o estudo da teoria invariante de grupos, agora no con-
texto dos espagos de Minkowski. Nosso principal objetivo serd apresentar um algo-
ritmo (Algoritmo[2.26)) para calcular os invariantes sob a agdo de subgruposI' C O(n, 1)
contendo involu¢des. Também apresentaremos a versao de Minkowski do Teorema
dividida em dois resultados. O primeiro deles (Proposicao mostra que uma
aplicacdo I'-equivariante pode ser construida a partir de uma fungado I'-invariante e
vice-versa (veja a Defini¢do e a Definigéo [1.25). O segundo (Teorema exibe
um conjunto de geradores para o médulo dos I'-equivariantes em R}*! utilizando a

relacio estabelecida na Proposigao [2.20]

E conhecido no contexto euclidiano que se T' é um subgrupo de O, (R) e f : R* — R
é uma funcdo ['-invariante, entdo a aplicacdo gradienteﬂ Vf:R" — R"éTI'-equivariante
sob a mesma agdo (veja [12, XII, §10 (d)]). O resultado correspondente para os subgru-

pos de Lorentz é dado a seguir.

5A aplicagdo gradiente Vf : R" — R é definida como Vf(z) = (aa—grfl(a:)7 ce aaxfn (m)), para todo
x € R™
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Proposicio 2.19. Sejam I' C O(n, 1) um subgrupo de Lorentz e f : RY™ — R uma fungdo

[-invariante. Entdo, JV f : R — R é uma aplicacio T-equivariante.

Demonstra¢do: Sejam f : R7™' — R uma fungéo I'-invariante e v € I. Por definigéo,

flyx) = f(x) (2.42)

ara todo = € R"™!. Derivando ambos os lados de (2.42) com relacdo a z, obtemos pela
P 1 p

regra da cadeia que

(df)’m’y = (df>x7

onde (df), denota a matriz da diferencial de f com respeito a  no ponto = e v denota
a matriz do operador linear p, : Rf*! — R dado por p,(z) = y2. Como T’ C O(n, 1),

entdo 47 Jy = J, de onde obtemos que v~ = J47J. Portanto,

(df )ye = (df)ey™" = (df)udy"J. (2.43)

Vamos denotar por V f(z) as coordenadas do vetor gradiente V f(z) € R}™ com res-

peito a uma base de R}t fixada. Uma vez que Vf(z) = (df)L, J' = Je J? = 1,44,
segue de (2.43) que

IV f(yx) = J(df), = J(JvJ(df)}) =4IV f(x)

para todo z € R/"'. A arbitrariedade de v € I" nos permite concluir que JV f é uma

aplicagdo I'-equivariante. u

A proposicdo anterior é o ponto de partida para estabelecermos, no contexto de
Minkowski, uma relacdo entre fun¢des I'-invariantes e aplicagdes I'-equivariantes, co-

mo segue.

Proposicdo 2.20. Seja I' C O(n, 1) um subgrupo de Lorentz. Existe uma correspondéncia
biunivoca entre as aplicacdes T'-equivariantes em Ry e as funcdes T-invariantes definidas em

R x R derivdveis com relagdo a sequnda coordenada.

Demonstra¢do: Dado I' C O(n, 1), seja g : R7™ — R}*! uma aplicacdo I'-equivariante
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e defina
;. RV RO R
fo R ! (2.44)
(x,y) = <g(l’),y>1,

onde (-, -); é o pseudo produto interno dado em (2.5). Mostraremos que f é I'-invariante

sob a agdo diagonal de I' em R}™! x R}*! definida por

v(z,y) = (vz,7Y)- (2.45)

Para isso, vamos identificar o vetor g(z) € R}*! com a sua matriz coluna dada por
suas coordenadas com respeito a uma base fixada de R}*". De fato, segue pela I'-equi-

variancia de g e por (2.5) que

fOva,vy) = (g(yx), vy) = (vg(@), yyh
= [vg(x)]" Jvy = g(z)"+" Ty

= g(x)"Jy = (g(x), y)1 = f(z,y),

para todo v € T e (z,y) € Ri*" x R}*!, onde na quinta igualdade utilizamos que
v € O(n, 1). Vamos mostrar que a matriz da diferencial de f com respeito a y no ponto
(x,0) é dada por

(dyf)z0 = g(a)"J.

Escreva g(z) = (g1(z), ..., gnt1(x)) €y = (Y1, - .., Ynt+1). Em termos matriciais, temos

(dyf)zy = dy((g(2), Y)1)

dy (Z gi(x)yi - gn—l—l(x)yn-i—l)

=1

= lai?h (Z 9i(x)y; — 9n+1($)yn+1> --'85“ (Z gi(@)y; — gn+1(m)yn+1>]

i=1 =1

=[g@) o (@) = gna(@)]

Portanto, se f for como em (2.44), entdo existird a diferencial de f com respeito a y

dada por (d,f)., = g(z)TJ. Em particular, (d,f).0 = g(z)*J para todo z € R} *".
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Por outro lado, podemos obter aplica¢gdes I'-equivariantes a partir de funcdes I'-
invariantes f : R}™' x R} — R derivaveis na segunda coordenada por meio da
relacdo

g(x) = J(dy ). (2.46)

De fato, como vimos anteriormente, a igualdade € uma consequéncia imediata
de 2.44), uma vez que JJ* = J? = I,;;. De modo geral, afirmamos que a apli-
cacdo ¢ definida em é I'-equivariante independentemente da fung¢do I'-inva-
riante f : R} x Ri*" — R. Com efeito, derivando ambos os lados da igualdade

f(yx,vy) = f(x,y) com respeito a variavel y e avaliando em y = 0, obtemos

(dyf)w;OV = (dyf)x,0~

Logo, 7" (dy f)%.0 = (dyf)L,. Daigualdade (2.46), como J? = I,,,1, concluimos que

Y Jg(yx) = Jg(x), (2.47)

para todo v € I' e z € R}, Multiplicando ambos os lados de (2.47) por J(7)"! e

lembrando que I' é um subgrupo de O(n, 1), obtemos

g(yz) = J(v") N g(x) = PPyg(z) = vg(x)

paratodoy € 'ex € R}*!, uma vez quey'.Jy = J implicaem Jv = (47)~!J. Portanto,

g é I'-equivariante.

O préximo teorema é uma adaptagdo do Teorema para os subgrupos de Lo-
rentz I' C O(n, 1) agindo no espaco de Minkowski R}"'. Embora o Teorema seja
enunciado para grupos compactos, ele também é vélido para grupos ndo compactos
desde que o anel das fung¢des I'-invariantes definidas em R" x R" admita uma base
de Hilbert. No contexto de Minkowski, os subgrupos I' C O(n, 1) ndo sdo necessaria-

mente compactos. Logo, precisaremos impor a mesma condigao.

Assim como fizemos no contexto euclidiano, vamos denotar por ?(F) o modulo
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das aplicagdes polinomiais I'-equivariantes R} "' — R} sobre o anel P(I") das fungdes
polinomiais R}"' — R que sdo I-invariantes. Além disso, vamos denotar por P,(T')
o anel das fungdes polinomiais R7™" x Ri*! — R que sdo I'-invariantes segundo a
acdo diagonal definida em (2.45). A ideia na demonstra¢do do Teorema é utilizar
a igualdade para obter geradores do médulo ?(F) sobre P(I') a partir de uma

base de Hilbert para o anel P,(I"), caso tal base exista.

Teorema 2.21. Sejam I' C O(n, 1) um subgrupo de Lorentz e {u, . .., us} uma base de Hilbert
para o anel Py(I"). Entdo,

J(dyul)io, e J(dyus)io (2.48)
formam um conjunto de geradores para o médulo 3(F) sobre P(I").

Demonstrac¢io: Dada g € B(F), considere a B(F; V, W), temos que existe uma fungdo
l-invariante f : R{™ x R{™ — R tal que g(z) = J(d, f)Z,, cuja existéncia é garantida
pela proposi¢do anterior. Como {u4,...,u;} é uma base de Hilbert para P;(I"), existe

uma fungdo polinomial & : R* — R tal que

flx,y) = h(ui(z,y),...,us(x,y)),

para todo z,y € R Isso implica que

8ui
> i (1000 1n(2.0) e 0
= J :
*. Oh ou;
; 90 <u1 z,0), us(z, O)) Do (x, 0)_
°. Oh
o (wn@,0), 0))J(dyui)§0.

Pela relacdo (2.46), definindo g;(z) = J(dyu;)l,, obtemos que g1,..., g, € B(F) Tam-
bém, definindo A, : Rf*! — R por

Oh

ha) = ou;

(ur(2,0), ..., us(x,0)),
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temos que hy,...,hs € P(I'). De fato, como w;(vz,vy) = w;(y(x,y)) = u;(x,y), para

todoy € Tex,y € RT"™, entdo

Oh (u1(yz,0),...,us(yz,0)) h (ui(x,0),...,us(x,0)) = h;i(z).

paracadai € {1,...,s}. Portanto,
g(x) = th‘(ﬁﬁ)gi(x%
i=1

com h; € P(I) e gi(x) = J(dyui)L, € B(F). Pela arbitrariedade de g € B(F), temos
que as aplicag¢des I'-equivariantes dadas em (2.48) geram o médulo B(F) sobre o anel
P (L), ou seja, ?(F) é finitamente gerado sobre P(T"). u

Nosso objetivo agora é introduzir um método algébrico, o Algoritmo que nos
retornard um conjunto de geradores para o anel das fung¢des I'-invariantes sob uma
classe dos subgrupos de Lorentz I' C O(n, 1) gerados por involugoes. Mais especifica-
mente, considere

=Y xA,

onde ¥ é um subgrupo normal de I" tal que o anel P(X) dos X-invariantes é finitamente
gerado e

A = Z2(51) X X ZZ((Sm)a

com 6y,...,0, € I' involugdes. Queremos determinar os geradores do anel P(I") das
fun¢des polinomiais I'-invariantes a partir dos geradores do anel P(X). Para isso,
vamos utilizar m vezes o Teorema juntamente com os operadores de Reynolds
R,S : P(Ay) — P(Ay) definidos como em (I.II), em que A, é o nicleo de um deter-
minado epimorfismo o : A — Z,. Neste caso, se {u1, ..., us} for um conjunto gerador
do anel P(A.), entao

{R(ui), S(ui)S(uy); 1 <4, j < s} (2.49)

ird gerar o anel P(A). Em nossa abordagem, comecaremos considerando A, = Y e

A = ¥ % Zy(61). Em seguida, consideramos A =AelA = A x Zs(62), procedendo
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sucessivamente até o caso em que
F+:ENZ2(§1) o NZQ(ém_l) e F:ENZQ(él) X NZQ(5m)
Mostraremos a seguir que o produto semidireto I' = X% Z,(d) sempre serd epimorfo
ao grupo multiplicativo Zy, = {£1}.

Proposicdo 2.22. Se I' = ¥ x Zy(0), entdo existe um epimorfismo o : I' — Zo com niicleo

igual a ¥.

Demonstragio: Defina a aplicacdo 0 : ¥ X Zy(0) — Zy tal que () = 1 e 0(cd) = —1,
para todo € € . Dados v, = 6% v, = €/6° € T, come, e’ € X e a, 3 € {0,1}, temos os

seguintes casos:

Caso1.Sea = =0,entdo 1, = ¢,7, = &' € X. Neste caso,

o) =o(ee’) =1 =0o(e)o(e) = o(n)a(r).

Caso2.Sea = =1,entdo 1, = &d e 7, = €'d. Neste caso, como ¥ é um subgrupo
normal de T, existe ¢” € ¥ tal que 717, = €de’d = e”6? = ee” € %, bastando reescrever

0’ = "9, uma vez que d¥ = 4. Assim,

o(m2) = o(ee”) = 1= (=1)(=1) = o(ed)o(£'6) = a(n)o(72).

Caso3.Sea=0ef=1,entdoy; = ¢ € X ey, = £'d, de onde temos

o(ne) = o0(ee'd) = —1 = a(e)o('0) = a(v1)a(72),

uma vez que e’ € X. Analogamente ao que fizemos no Caso 3, mostra-se que para
a =1ef = 0também vale o(7172) = o(71)0(72). Portanto, o é um homomorfismo de
grupos. Ademais, como o é sobrejetora por definicdao, concluimos que o é um epimor-

tismo de grupos com ntcleo X. n

Mostraremos agora que o produto semidireto de dois grupos de ordem 2 sempre

comuta, ou seja, é sempre direto.
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Proposicdo 2.23. Seja G = Zy(01) X Zy(02), em que 61,92 € I' sdo duas involugoes distintas.
Entio G = Zz(él) X Z2(62)

Demonstragio: Seja G = Zy(01) x Zy(d2). Como 61,92 € G, entdo 6201 € G, ou seja,
0201 = ab para a € Zy(01) e b € Zy(d2). Sea = b = 1,44, entdo §; = d2, 0 que ndo
pode ocorrer, visto que Zs(d1) N Zy(62) = {l,41}- Se tivermos @ = I, e b = J, entdo
0102 = 3. Assim, obtemos d; = 1,41, 0 que é uma contradicdo, pois J; € uma involugao.
Analogamente, se a = 0; e b = I,,41, entdo 2 = 1,41, 0 que ndo ocorre. Logo, apenas
podemos ter §102 = 026;. Dessa forma, Z,(d;) comuta com Z,(d2) e concluimos que

Zo(61) ¥ Zo () = Zn(81) X Zo(5). -

Procedendo por indugdo sobre o niimero m de involugdes, obtemos a seguinte ge-

neralizacdo:

Corolario 2.24. Sejam 01,...,6,, € I involugdes. Se G = Zy(01) X -+ X Zy(dy,), entdo
G = 22(51) X e X ZQ(5m)

Portanto, nas hipé6teses do coroldrio anterior, G é o grupo [y, . .., 0| gerado pelas
involugdes 61, ..., 0,,. De um modo mais geral, se I' = ¥ x G, a préxima proposigao

estabelece uma outra forma de decompor I' como um produto semidireto.

Proposigdo 2.25. Sejal' = 3 X (Za(01) X - -+ X Za(0,,)), com ¥ um subgrupo normal de I' e
01,y - -+, O tnvolugdes distintas. Entdo I' = (X X Zg(d1) X+ -+ X Za(6m—1)) X Za(6m)-

Demonstragio: Faremos a demonstragdo apenas para m = 2. O caso geral segue de
maneira andloga. Suponha I' = X X (Z3(d1) X Z3(d2)). Pela Definicdo2.12} para concluir
que I = (X X Za(81)) x Za(02), precisamos mostrar que A = X x Zy(d;) é um subgrupo
normal de I', que A N Zy(d3) = {l,+1} e que I' = AZy(d;). Comegaremos mostrando
que A é um subgrupo normal deI'. Sejam v € I'e § € A. Como A = ¥ x Zy(6;), existe

1

c€Xtalqued =coud =cd. Sed = ¢, entdo 76y ! = yey! € %, pois ¥ é normal em

I'. Como X C A, segue que 707! € A. Se § = 6, entdo

Yoyt = by = (vey oy T = ey (2.50)

paraalgume; € ¥ C A. Afirmamos que 70,7~ ! € A. De fato, como y € T, existe g, € ¥
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tal que v = 52510‘55 para a, 5 € {0, 1}. Assim, como Z,(6;) e Zy(62) comutam, temos
Oyt = €20065010, P07 %5t = 080T 00 et = e501e5 ),
com e,,8; € A, visto que ¥ C A. Logo, 7617~ € A. Segue de que
Yoy =eyhiy Tt € A

Portanto, A é normal em I'. Mostraremos agora que A N Zy(d3) = {I,,+1}. Por hipétese,
temos que X N (Za(01) X Z2(02)) = {l.+1}, 0 que implica que d;,d> ¢ 3. Suponha por
absurdo que d, € A. Entdo existe ¢ € X tal que §; = ;. Como 67 = I,,11 e Zy(61)

comuta com Z5(d3), obtemos que
€ = 090] = 0109 € Zg(él) X Zg(ég)

Assim, concluimos que ¢ € X N (Z3(61) X Z2(62)) = {l,+1}, de modo que §, = ¢y,
contrariando a hipétese. Logo, A N Zy(d2) = {L,+1}. Resta mostrar que I' = AZjy(62).
Como %, Zs(61) e Zy(d2) sdo subgrupos de I', temos que AZy(d2) C I'. Seja v € I'
arbitrario. Como I' = ¥ X (Zy(0;) X Zsy(d,)), entdo v = 665, para a,3 € {0,1}.
Uma vez que ¢6¢ € A, entdo 7 € AZy(d3), o que prova a igualdade. Dessa forma,

T = (3 % Zs(81)) X Zo(85). -

ParaI' = ¥ X (Z3(01) X - -+ X Z3(d)), 0 procedimento apresentado no Algoritmo
2.26] utiliza a Proposicéo e o Teorema recursivamente em cada parcela do
produto direto Z,(d1) X - - - X Zs(d,,). Mais precisamente, pela Proposi¢ao obtemos
que X é um subgrupo normal de ¥ x Z,(d;), uma vez que existe um epimorfismo de
grupos oy : X X Zy(d1) — Zy com ntcleo X. Conhecida uma base de Hilbert para
P(X), utilizamos o Teorema para determinar uma base de Hilbert para o anel
P(X % Zy(01)), considerando os operadores de Reynolds R e S definidos em (L.11)
paral'y = ¥ e d = 4;. Novamente pela proposicao temos que ¥ x Zy(61) é 0
nicleo de um epimorfismo o5 : (X X Z(91)) X Zy(62) — Zs e, portanto, é um subgrupo
normal de (X X Zy(d1)) X Zo(d2) = X % (Za(01) X Zs(d9)). Utilizando novamente o
Teorema(I.39]e os operadores de Reynolds R e S dados em para 'y = 3 % Zy(61)
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e § = 0y, construimos uma base de Hilbert para P((X x Zy(d1)) % Zy(d3)). Repetindo
este processo indutivamente, é possivel determinar uma base de Hilbert para o anel

P(EX % (Za(61) X - -+ X Zs(61n))), como mostra o seguinte algoritmo:

Algoritmo 2.26. CALCULO DE GERADORES INVARIANTES

ENTRADA:

o Um conjunto {uy, ..., us} de geradores para o anel P(¥);

e Um conjunto de involugdes {6y, . .., 0} que comutam duas a duas;
SAIDA:

e Um conjunto finito de geradores para o anel P(I'), com I' = 3 X (Z2(d1) X - -+ X Z(6m)) 0U
DI (Zg(dl) X X Zg(ém)),

PROCEDIMENTO:

0> =2

ouy =u, parai=1,...,s;
®5):=S5;

Para k de 1 até m faga
Yk 1= Yp—1 X Zo(0);
R e S definidos como em paral'y =3 1 ed = d;
Determine o conjunto em apartirde {up_15; j=1,...,s,_1};
Retorne os geradores para P(Xy) : {ug1, - . ., Uks, }-
fim

Retorne os geradores para P(T') : {um1, - ., Ums,, }-

Exemplo 2.27. Considere o subgrupo de Lorentz
I = S00(3,1) % (Z(81) x Zs(02)) € O(3,1),
com

Sou3.)=Je=|* | conm: fesoum) @51)
0 I,
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e d1, 09 € O(3,1) involugdes definidas como

0 0 0 0 0 0

1 0 0 1 0 0

0 cosh6 senhf 0 —coshf —senhd
0 —senhf —cosh6 0 senhf  coshf

01

o o O =
o o o =

para 0 € R* fixado. Vamos construir um conjunto de geradores para o anel P(I)
das fungdes polinomiais I'-invariantes R — R a partir de uma base de Hilbert para
P(S00(3,1)).

Considere % := 5%0(3, 1) e o conjunto de involugdes {d1,d>}. Facilmente vemos
que 9102 = 0201. A representacdo de 5?@0(3, 1) em R} é isomorfa a representacao 4-
dimensional padrdo de SOy(R) x I, em R? x R% Como SO,(R) e S sdo grupos iso-
morfos, concluimos pelo Exemplo que o anel P(SO,(R)) dos SO, (R)-invariantes
R? — R é gerado unicamente pela funcadf| u;(z,y) = 2? + y*. O anel P(I,) das fun-
¢oes R? — R é gerado por us(z,t) = z e ug(z,t) = t. Portanto, nas coordenadas

T = (z,y, 2,t) € R}, o conjunto
{n(@) =2 +9%, w(T) =2 u(T) =t}

gera o anel P(%O(& 1)). Logo, up; = u;, parai = 1,2,3 (so = 3). Pelo Algoritmo
fazendo k = 1, comegamos por obter uma base de Hilbert para o anel das fun-
¢Oes polinomiais invariantes sob ¥; = 500(3,1) x Zy(6,). Definimos o epimorfismo
o1 1 X1 — 2Ly por
, 1, sei =0
01(701) = ,
—1,se1=1

para todo v € SAOO(B,l). Veja que (31); = Nuco; = SAOO(B,l) x {I} = évOo(B,l).
Tomaremos agora os operadores de Reynolds R, S, : 77(5’60(3, 1) — 73(3’60(3, 1))
definidos como em para 6 = 4y, ou seja,

Rafw)(@) = S (u(®) +u(07) e )@ = S(uE) —u(6T) (252

®Escrevendo z = = + yi, com z,y € R, temos que 2z = 2% + y%.
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para u € P(S04(3,1)). Como

X

_ Yy
coshf z 4+ senh 6t

—senh @z — cosht

para todo T € R}, segue que

Ry (u1) () = Ri(w))(T) = 2° + ¢

Ry (ug2)(T) = Ryi(ug)(T) = %((coshQ—l—l)z—i— senh 0);

R (u0) (%) = R (us)(F) = —%(senh@z 4 (cosh 6 — 1)1);
S1(uor)(T) = S1(ur)(T) = 0;
$1(1102)(7) = Sy (1) (7) = —=

51(U03)( ) 51 U3

((cosh@ — 1)z + senh6t);

o |

= —(senh 6z + (cosh 6 + 1)t).

[\'Jlr—l

Como 6 # 0, temos

senh 0 senh 0

Ry (ug2) = le(um) e Si(ups) = msl(um)-

Logo, determinando o conjunto dado em (2.49), concluimos que

{R1(uo1), Ri(uos), S1(uoz)’}

é uma base de Hilbert para o anel 73(6?@0(3, 1) % Zs(d1)). Alternativamente, uma vez

que
—2 2z 2=\ L2 42
1 — cosh @ (Sl(u()?) (x) - Rl(“OS) (.%’)) =z"—1

para todo T = (z,y,2,t) € R}, vamos considerar um outro conjunto gerador para o
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anel P(%;) dado por
{u(7) = 2* + y*,  u12(T) = senhfz + (cosh @ — 1)t, u3(T) = 2% — *}.

Para k = 2, temos X5 = ¥; X Zy(d3). Defina o epimorfismo o5 : X3 — Zy de modo que
(X2)+ = Nucoy = 31 x {I4}. Logo, (X2)+ = X;. Defina os operadores de Reynolds
Ry, 85 : P(¥1) — P(X;) como em (L.11)) para § = d,, ou seja,

Ro(u)(®) = %W@) Fu6T) e Sa(u)(®) = %(u(f) —u(6T),  (253)

para u € P(X;). Como

x
Y
—coshfz — senh 6t
senh 6 z + cosh 0t

Sy (u12)(T) = —

R2(U12) = Sz(un) = 52(U13) =0.

(senh6 z + (cosh§ — 1)t);

Pelo Algoritmo como I' = ¥ x Zy(d2) = 3y, concluimos que o conjunto
{ug(T) = 2% + %, un(T) = 2° —t, up3(T) = (senhd 2z + (cosh — 1)t)*}

é uma base de Hilbert para o anel P(T").

Para finalizar o exemplo, vamos utilizar o Teorema a fim de calcular um con-
junto de geradores para o médulo B(F) das aplicagdes polinomiais ['-equivariantes
sobre o anel P(I"). Para isso, denote (z,y) = (x1, T2, T3, T4, Y1, Y2, Y3, ¥s) € R} x Rie

considere a a¢do diagonal de SNOU(?), 1) em R} x R} dada por &(z,y) = (£, &y), para
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todo § € ngo(B, 1). Por (2.51)), temos

5(‘1'7 y) = (é(xlv $2)7 T3, Ty, g<y17 y2)7 Ys, y4)7

com ¢ € SO,(R). Como visto antes, o anel das fungdes polinomiais SO, (R)-invariantes

definidas em R? é gerado por u(z,y) = z* + y*. Portanto,

U‘Ol(x7 Z/) = LE’% + x; u02($7 y) = I3, U03(x,y) = T4, (254)

vo1(z,y) = ?J% + ZJ%, vo2 (2, y) = ys, vo3(x,y) = s

sdo geradores do anel P4(S0o(3,1)) das funcdes SOy (3, 1)-invariantes RY x R4 — R.

Com o auxilio do Maple (veja [23]), obtemos que as fung¢des

wor (T, Y) = T1y2 — T, Woe(T,y) = T1y1 + To2yo (2.55)

juntamente com os geradores em (2.54) formam uma base de Hilbert para Pd(ngo(B, 1)).
Considere entdo Ry, 5 : Pd(%o(S, 1) — Pd(S’VOO(& 1)) definidos como em (2.52) para
todo u € Py(S0y(3,1)). Temos que:

Ry (uor)(z,y) = 2} + x3;
Ry (ug2)(,

Ry (ugs)(w,y) = —3
1

Si(uo2)(z,y) = —=((cosh @ — 1)z5 + senh 6 z,);

l\i)lr—A

= —((cosh§ + 1)x3 + senhfzy);
1(senh9$3 + (cosh § — 1)z4);

2
S1(uo3)(z (senh 6 z3 + (cosh @ + 1)zy4);

_1
2

Ry (vor) (2, y) = y7 + v3;
1

Ry (vo2)(z,y) = 5((COSh9 + 1ys + senh0y4);

1
Ry (vos3)(z,y) = ~5 (senh 6 ys + (cosh® — 1)ys);
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—_

S1(ve2)(x,y) = —5 ((cosh® — 1)ys + senhfy,);
1

S1(vos)(z,y) = é(senhﬁyg + (cosh 6 + 1)y,);

S1(ugr) = Si(vo) =0

Agora, para os geradores em (2.55)), obtemos

Rl(wm) = Wo1, R1<w02) = Wo2, S1(w01) = Sl(w02) = 0.

Observe ainda que

senh 6 senh 6

Ry (ug2) = m—&(uozf,), S1(ues) = msl(uw),
senh senh 0

Ry (vg2) = mﬁﬁ(vm), S1(vos) = ms 1(vo2).

Portanto, calculando o conjunto em (2.49)), afirmamos que

{R1 (U01), Ry (Uog), R1(Uo1), Ry (U03), Ry (w01), R1(w02), Si (U02)2, Si (002)27 Sh (U02)51(002)}

gera o anel Pd(géo(?), 1) X Zy(01)). No entanto, é possivel verificar as igualdades

2

(1 (02) (2, ) — R () () = o — o,
2
m<51(v02>2($7 y) — Rl(Uog)Q(x, y)) = yg — yi‘

Dessa forma, concluimos que

upy (2, y) = 22 + 23, upe(z,y) = senhfxs + (coshd — Dy, ws(x,y) = 22 — 22,
1 2 3 4

on(z,y) =y + 3, viz(z,y) = senhfyz + (cosh 0 — V)ys, viz(z,y) = 3 — v3,
wir(x,y) = 1Yo — Toy1, wi2(T,y) = T1y1 + T2yo,

wiz(z,y) = ((cosh® — 1)x3 + senh zy)((cosh @ — 1)ys + senh Oy,)

sdo geradores do anel P,;(S0y(3, 1) x Zy(8;)). Defina agora como em os operado-
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res Ry, Sy : Pd(SNOO(B, 1) X Zs(01)) — Pd(S/'vOO(S, 1) X Zy(01)). Neste caso, obtemos:

Ro(un)(z,y) = o + a3;
Ro(uis)(z,y) = o3 — ai;

So(ur2)(z,y) = —%(senh@xg + (cosh 6 — 1)z4);
Ry(u12) = So(uq1) = Sa(uq3) = 0;

Ra(vn)(@,y) = i + u3:

Ra(vis)(2,y) = y5 — vi

1
So(vi2)(z,y) = ——(senh6y3 + (cosh @ — 1)y4);

[\)

Ry U12) = 52(7111) = 52(U13) = 0;

=

(
2(w11)(93, y) = T1Y2 — T2Y1,
(wi2)

2(wi2) (2, ) = T1y1 + TaYyo;

v o

2(wis)(x,y) = ((cosh @ — 1)xz5 + senh fz4)((cosh 6 — 1)ys + senh Oy,);
2(wn)

wi1) = Sz(wlz) = R2<w13) = 0.

Entdo, novamente de (2.49) obtemos que os geradores para o anel P,(I") das fung¢des

olinomiais I'-invariantes definidas em R x R?% sdo dadas por:
1 1

Upy (2,y) = 23 + 25, Us(w,y) = 15 — 23, u(w,y) = (senhxs + (coshf — 1)x4)?,
vn(@,y) =yi +ya. ve(r.y) =ys —yi. vas(r,y) = (senhfy; + (coshd — 1)ys)*,
w1 (T,y) = T1Y2 — Tayr, Wn(T,y) = T1y1 + T2Ys,

was(x,y) = ((cosh — 1)x5 + senh § 24)*((cosh § — 1)ys + senh 6 y4)?,

291(x,y) = (senhOzs + (cosh 6 — 1)xy)(senh Oys + (cosh 6 — 1)y,),

299(2,y) = (senh Oz + (cosh — 1)24)((cosh @ — 1)z3 + senh f4)((cosh @ — 1)ys + senh Oys),

2o3(x,y) = (senh@ys + (cosh & — 1)y4)((cosh § — 1)a3 + senh fxy)((cosh§ — 1)yz + senh Oyy).
A fim de aplicar o Teorema vamos considerar a base de Hilbert

C = {ugi, Vo, Wo;, 2053 1 <1 < 3}
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para o anel Py(T') e realizar a operagéo J(d, f)!, para cada f € C. Calculos diretos nos

mostram que
J(dyug)ng = J(dyvai) b o = J(dywas)r o = J(dyza3)s = (0,0,0,0),
paratodo1l <i <3, e

J(dywa1)h o = (=2, 21,0,0);

J(dywas)h o = (21,72, 0,0);

J(d, 221)$0 u12(z,v)(0,0, senh 0,1 — cosh 0);
(

J(d ZQQ)Z 0 = w2(z,9)(0,0, (cosh § — 1)2z3 + (cosh @ — 1) senh 6 24, —(cosh @ — 1) senh f3 — senh®d z,).

Portanto,

{J(dywa)z0, J(dyz2i)g0i 1 <1 <2}

constitui um conjunto de geradores para o médulo B(F) das aplicagdes polinomiais

I'-equivariantes sobre o anel P(I'), paraI' = S’VOO(?), 1) X (Za(61) X Zs(d)).



CAPITULO 3

SUBESPACOS INVARIANTES DE MINKOWSKI

Nosso objetivo neste capitulo serd estudar os espacos de Minkowski R}, com
n > 1, sob a perspectiva de seus subespagos vetoriais, a partir da caracterizagdo dos
vetores v € R ndo nulos. Tal caracterizacdo serd abordada na Secdo Na Secao
classificaremos o0s subespagos vetoriais de R}*!, analisando suas propriedades e
sua ['-invariancia segundo a a¢do de um subgrupo I' de O(n, 1). Sob certas condicdes,
a Proposicao garante a existéncia de um subespago complementar I'-invariante
para todo subespaco I'-invariante de R}*'. Na Secdo analisaremos os subespagos

invariantes de R sob a agdo de O(1, 1), classificando-os conforme seu tipo.

Mencionamos [22} 24] como as principais referéncias para esse capitulo e para ou-

tros detalhes sugerimos [18, 27} 29, 31 32].

3.1 Vetores no espac¢o de Minkowski

Nesta secdo, estudaremos os vetores dos espacos de Minkowski R}, explorando
suas propriedades e classificando-os em tipo espaco, tipo tempo ou tipo luz. Para um
vetor v € R}, adotaremos a notagdo v = (v, t,), onde v’ € R" e t,, € R. Assim, pode-

mos denotar o produto interno dado em (2.5) dos vetores u = (v, t,,),v = (v/,t,) € Rf™!
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simplesmente por

w,v); = (U, V) — tut,,
(u, )1 = (

onde (-,-) indica o produto interno euclidiano em R". Dizemos que dois vetores
u,v € R{™ sdo pseudo-ortogonais, ou Lorentz ortogonais, se (u,v); = 0. Classifi-

camos entdo os vetores do espaco de Minkowski R} como segue:
Definigdo 3.1. Seja v € R ndo nulo. Entdo v é dito ser do

* tipo espago se (v,v); > 0, ou seja, se (v',v') > t%;

e tipo tempo se (v,v); < 0, ou seja, se (v',v') < t2;

* tipo luz se (v,v); = 0, ou seja, se (v',v') = 2.

O conjunto formado pela origem e por todos os vetores do tipo luz de R} é cha-
mado de cone de luz e denotado por LC. O nome cone de luz, como veremos na
proxima segéo, faz referéncia a sua forma no espago R%. Podemos entdo descrever LC
como o conjunto

LC = {v € R (v,v); = 0}. (3.1)
Para a proxima proposi¢do, dizemos que um conjunto B = {ej,...,e, 41}, com
e; € R7™!, é uma base ortonormal segundo Lorentz para R}t se

(

1, sel<i=75<n
(€i €)1 = 0, sei #j

-1, sei=7=n+1

\

Proposicdo 3.2. Sejam u # 0 um vetor do tipo tempo e v # 0 um vetor do tipo tempo ou do
tipo luz em R7™. Seja B = {ey, ..., e, 1} uma base ortonormal sequndo Lorentz de Ry e

escreoa
n+1 n+1

u = E ue; e v= E V;€;.
=1

=1

com u;,v; € Rparatodol < i <n—+ 1. Entdo u, 10,41 7 0. Ainda,

a) Upi1Vn41 > 0 implica em (u,v); < 0;
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b) upi10n+1 < 0 implica em (u,v); > 0.

Demonstragao: Como u é um vetor do tipo tempo, entdo Y " | u? < u?,, por definicdo.

Para um vetor v do tipo luz ou tempo, temos >, v7 < v2,,. Denotando por | - || a

/

norma euclidiana padrao e escrevendo v’ = (uy,...,u,),v" = (v1,...,v,) € R", temos

pela desigualdade de Cauchy-Schwarz em R" que

n
S| = ()] < ).
i=1

Assim,
2

n n n
UpyrVnay > ) ud Y of = PP > (D i |
i=1 =1 i=1

de modo que

n

|[Ung1Vp 1| > Zuivi .
i=1

Em particular, isto implica que 410,41 # 0. Suponha inicialmente que u,,+1v,41 > 0.
Logo,
n n
Un1Vnt1 = [Up1Vnga| > E uv;| = E U; Uy,
i=1 i=1

o que implica em

n

(u,v); = E UiV; — Upt1Up11 < 0.
i=1

Se Uy 1,11 < 0, entdo —u, 10,11 > 0. Como

n

~Un 4 1VUnt1 = |Uny1Vnp1| > E uv; |
=1

segue que

n
(u,v); = g UiV — Upt1Upt1 > 0.
i—1

Corolario 3.3. Sejam u,v € R ndo nulos tais que (u,v), = 0. Se u for do tipo tempo, entdo

v serd do tipo espago.

Demonstragao: A prova é imediata da Proposigao visto que o pseudo produto
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interno entre um vetor do tipo tempo por um vetor do tipo tempo ou do tipo luz é

sempre estritamente maior ou menor que zero. ]

3.2 Subespacos de R)"!

No contexto equivariante, uma importante classe de subespagos invariantes é for-
mada pelos subespacos de pontos fixos. De fato, pelo Lema seg:V — V for uma

aplicacdo I'-equivariante, entdo
g(Fix(¥)) C Fix(%),

para todo subgrupo ¥ de I'. Portanto, esses sdo 0s subespagos nos quais a dindmica
de um campo de vetores equivariantes deve permanecer invariante. Por esta razdo,
na busca de subespacos invariantes pela agdo dos subgrupos de Lorentz, vamos dar

atencdo aos subespagos de pontos fixos.

Assim como fizemos na Segao podemos classificar os subespagos vetoriais do
espaco de Minkowski R}*! em tipo espaco, tipo tempo e tipo luz, conforme a préxima
definicao.

Definigdo 3.4. Seja V um subespago vetorial de R}, Dizemos que V' é
a) do tipo espago se todos os seus vetores ndo nulos forem do tipo espago;
b) do tipo tempo se V possuir ao menos um vetor do tipo tempo;

c) do tipo luz se nenhuma das condigdes anteriores for satisfeita.

Pela defini¢do anterior, um subespaco ndo nulo do tipo luz possui ao menos um

vetor do tipo luz e nenhum vetor do tipo tempo.

Em R?, o cone de luz definido em (3.1)) é descrito como
LC ={(z,y,2) € RY; a” +y* = 2°}.

Tal conjunto divide o espago em duas regides: uma regido interior ao cone, formada por

todos os vetores (z,y,z) € R} que satisfazem z? + y* < 2? (tipo tempo), e uma regido
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exterior ao cone, composta pelos vetores (z,y,2) € R} que satisfazem z? + y* > 22
(tipo espago). Em outras palavras, LC' separa em duas regides distintas os vetores do
tipo tempo dos vetores do tipo espago. Assim, o plano z = 0 é um subespaco do tipo
espago, pois ndo intercepta o interior do cone. O plano = = 0 é um subespaco do tipo
tempo, pois intercepta o interior de LC, e o plano = = z é do tipo luz, pois tangencia o

cone em uma geratriz (veja a Figura [3.1)).

(a) Plano do tipo espago (b) Plano do tipo tempo (c) Plano do tipo luz

Figura 3.1: Subespagos do tipo espago, tempo e luz

No préximo resultado, mostraremos que o tipo de um subespago é invariante pela
acao de O(n, 1) e que existe uma correspondéncia entre os subespacos invariantes de
grupos conjugados. A saber, dizemos que >; é conjugado a ¥, se existir v € O(n, 1) tal

que Xy =Xyt
Lema 3.5. Seja V um subespago vetorial de Ry*'. Entdo:
a) Paracada vy € O(n, 1),V eyV sdo subespacos vetoriais do mesmo tipo;

b) Sejam ¥.,%, dois subgrupos de O(n, 1) conjugados por v € O(n,1). Entdo V serd

Yi-invariante se, e somente se, vV for ¥o-invariante.

Demonstragio: ) Dado v € O(n, 1), temos que y7.Jy = J. Assim, pela defini¢do do

pseudo produto interno (-, -);, vale que
(v, 900 = ()" Jyw = vy Ty = v Jv = (v,0);

para todo v € V e para todo v € O(n,1). Logo, v e yv sdo vetores do mesmo tipo e,

portanto, V' e vV sdo subespacgos vetoriais do mesmo tipo para cada y € O(n, 1).
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b) Seja v € O(n, 1) tal que Xy = v217 L. Suponha que V seja ;-invariante, ou seja,
ov € Vparatodoo; € Xy ev € V. Como 3y =Xy}, dado 02 € 33 temos 09y = yo;

para algum o, € ;. Logo, se yv € vV, entdo
ooy = yov € YV

para todo o, € X5, 0 que implica que vV é Ys-invariante. Agora, suponha que vV seja

Yy-invariante. Dados o, € ¥, ev € V, como Xy = 37, temos
YOV = 027V,

para algum oy € ;. Como vV é Ys-invariante, entdo o,yv € vV, de maneira que

~vo1v € vV. Portanto, oyv € V para todo o, € X1, 0 que mostra que V é ¥ -invariante. m

Na teoria cldssica de grupos, se duas matrizes forem conjugadas, entdo os subgru-
pos gerados por cada uma delas serdo conjugados. A proposicdo a seguir mostra a
existéncia de uma correspondéncia entre os subespacos de pontos fixos, as fung¢des in-
variantes e as aplica¢des equivariantes sob a acdo de subgrupos gerados por matrizes
conjugadas. Para isso, dado V um subespago vetorial de R}*!, vamos denotar igual-
mente uma matriz A € GL,1(R) e o operador linear invertivel A : V' — V associado a
A. Assim,dadas f : V - Reg:V — V,definimos fA™': V - Re AgA~' : V =V
como

JATW) = f(A) e AgAT'(v) = A(g(A0))

paratodov € V.

Proposicao 3.6. Sejam ¥, = [01] e ¥y = [03] subgrupos de O(n, 1), com oy e o9 conjugados
por A € GL,11(R), ou seja,
09 — AO’lAil. (32)

Entdo:
a) v € Fix(X) se, e somente se, Av € Fix(%y);

b) Uma fungio f : V — R serd Yy-invariante se, e somente se, fA™' : V. — R for

Yo-invariante;
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¢ ) Uma aplicagiio g : V' — V serd Yy-equivariante se, e somente se, AgA™' : V. — V for

Yo-equivariante.

Demonstrac¢io: Por (3.2), podemos escrever qualquer o € 33 como
0 =08 = (Ao ATY = (Ac A7) (Ao A7) ... (Ao A7) = Aok At (3.3)
para algum o, € ¥; e k € N. Analogamente, dado € € ¥£;, podemos escrevé-lo como
e=A"0LA, (3.4)

paraalgum o, € ¥pel € N.

a) Pela Defini¢do se v € Fix(X;), entdo oyv = v para todo oy € ¥;. Induti-
vamente, ofv = v para todo k¥ € N. Dados v € Fix(X;) e 0 € X, temos por (B.3)
que

cAv = Aot AT Av = Aotv = Av.

Assim, concluimos que Av € Fix(X,;), para todo v € Fix(¥;). Por outro lado, se
Av € Fix(X,), segue da Definigdo que chbAv = Av para todo g, € Yy el € N.
Utilizando (3.4) obtemos que

cv=A"tobAv = A7 Av = v,

para todo ¢ € ¥;. Dessa forma, v € Fix(X;) sempre que Av € Fix(X,).

b) Seja f : V — R uma fungdo X;-invariante, ou seja, f(o1v) = f(v) para todo
o1 € Xy ev € V. Logo, f(okv) = f(v), paratodo k € N. Por (3.3),dados o € S, ev € V,

temos
fAT ov) = f(AT(A0TAT)) = f(o7ATl0) = f(AT'0) = fAT(v),

de onde concluimos que fA~! é ¥s-invariante. Por outro lado, seja fA™! : V — R uma

fungdo Yp-invariante, de modo que fA™'(olv) = fA7'(v) paratodo oy € Yy el € N.
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Dados ¢ € ¥; ev € V, temos por que
Flev) = F(A7 0 A0) = FA™ (ohAv) = FA™(Av) = F(A™ Av) = F(v).

Portanto, f é ¥;-invariante.
c) Seja g : V — V uma aplicagdo ¥;-equivariante, ou seja, g(01v) = 019(v) para todo
o1 € ¥ ev € V. Por indugdo, temos que g(otv) = o¥g(v) para todo k € N. Por (3.3),

parac € ¥y ev € V, vale que
AgA™ (ov) = AgAT (AcP A7) = A(g(oF A7) = Aotg(A ).
Novamente por (3.3), escrevemos Aot = ok A para todo k € N. Desse modo,
AgA™H(ov) = 03 Ag(A™v) = 0(AgA™)(v),

o que implica que AgA™ : V' — V é Sy-equivariante. Agora, se AgA™ : V' — V é uma
aplicacdo Yy-equivariante, entdo AgA~!(chv) = oL AgA~'(v) paratodo oy € 3y, 1 € Ne
veV.Parac € ¥y ev eV, por (3.4), obtemos que

g(ev) = g(A obAv) = A7 (AgA~ (ohAv)) = A oL AgA™ (Av) = eg(v).
Concluimos entdo que g é ¥;-equivariante. |
Proposigao 3.7. Sejam V um subespaco vetorial de R7 ' e
V4t ={ue R (u,v), =0,V € V}

o subespago ortogonal de V. Temos que:
a) dimV +dimV*+ =n+1;

b) DadoI' C O(n, 1), entdo V é I'-invariante se, e somente se, seu subespago ortogonal v+

¢ -invariante.

Demonstragio: a) Seja B = {vy,...,v;} uma base para o espago vetorial V' e denote
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v; = (Vi1, ..., Vin41) paratodo 1 < i < k. Considere J como em (2.6)) e defina o operador

linear
o: Ryt — RIH
u  — AJu
onde ) )
V11 ... Vint+1
A Vk1 .- Ukn41
0 ... 0
0 ... 0
L 4 (n4+1)x(n+1)

Observe que (Jv;,u) = (Jv;)Tu = (v;)T Ju = (v;,u),, paratodoi € {1,... k}eu € R}

Portanto, i i i i
<JU17U> <’U1,U>1
Jug, u Vg, U
o(u) = AJu = (o, ) = (v, )y
0 0
0 0

Assim, u € Nuc ¢ se, e somente se, (v;,u); = 0 para todo v; € B. Como B é uma base
de V, segue que (v,u); = 0 para todo v € V, ou seja, u € V*. Portanto, Nucyp = V+.

Além disso, como J é invertivel e os vetores em B sdo linearmente independentes,
dim Im ¢ = posto AJ = posto A = k = dim V.
Pelo Teorema do nticleo e da imagem,
n+ 1= dimR?™ = dim Nuc ¢ 4 dim Im ¢ = dim V*+ + dim V.

b) Suponha que V seja I'-invariante. Dado v € T' C O(n, 1), temos que 77 Jy = J,

o que implica em v = J(y7)"*J = J(y')TJ. Dessa forma, como J? = 1,4, para todo
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u,v € R ey €T, temos que
(v, yu)y = v Jyu = v JI(y" D Ju = (v o) Ju = (v, u);.
Considerando v € V e u € V* arbitrarios, como V é I'-invariante, entdio y~'v € V e

<U,/YU>1 = <'}/_1U,U>1 = 0.

Portanto, yu € V* e concluimos que V* é T-invariante. Para a reciproca basta trocar
V por V+, uma vez que (V1) = V. De fato, pela definicdo de subespago ortogonal

temos que V C (V+)*. Pelo item a), valem as igualdades
dimV 4+ dimV+ =n+ 1 = dim V*+ + dim(V5)*,

de onde concluimos que dimV = dim(V+)*. Portanto, (V+)* = V. Assim, se V* é

[-invariante, entdo (V1)1 = V é I'-invariante. ]

Defini¢ao 3.8. Dizemos que uma forma bilinear B : V. x V. — R é ndo degenerada se
satisfizer a seguinte condigdo: se B(u,v) = 0 para todo v € V, entdo w = 0. Caso contrdrio, B

é dita degenerada.

Equivalentemente, é possivel mostrar que B é ndo degenerada se, e somente se, sua

matriz com relagdo a qualquer base de V' é invertivel (veja [15, Chapter 10, Corollary

2)).

Definigdo 3.9. Um subespago vetorial V C R é dito ndo degenerado se o pseudo produto
interno (-,-)1 : V. x V. — R for uma forma bilinear nio degenerada, ou seja, se w € V for tal

que (u,v); = 0 para todo v € V, entiio u = 0.

Veremos mais adiante que um subespaco vetorial de R}*' serd degenerado se, e

somente se, ele for do tipo luz.

Proposicdo 3.10. Para todo subespago V. C R}, as sequintes afirmages sio equivalentes:

a) V éndo degenerado;
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b) VnVv+t=1{0};
o VaeVt=R",
d) V+ éndo degenerado.

Demonstra¢do: Primeiramente vamos mostrar a) < b). Seja v € V N V+. Entdo
v e Ve (v,u)y = 0paratodou € V. Se V for ndo degenerado, segue da Defini¢ao
que v = 0. Logo, V N V+ = {0}. Reciprocamente, suponha que V N V+ = {0}.
Considere u € V tal que (u,v); = 0 para todo v € V. Por defini¢do, temos que u € V+,
ouseja, u € VNV = {0}. Portanto, u = 0 e, consequentemente, (-,-); : V x V — R é

uma forma bilinear ndo degenerada. Assim, V' é ndo degenerado.

Para mostrar b) <= c), vamos utilizar o item a) da Proposicao Assim,
dim(V +V*H) =dimV +dim V' —dim(V NV+) =n+1—dim(V N V"),
de modo que
VAVt ={0} = dm(VNVYH) =0 dm(V+ V) =n+1=Va V=R

onde a tltima equivaléncia vale, pois V + V+ C Rit e VN V+ = {0}.
Finalmente, como (V1)1 = V, temos que b) «— d) segue da equivaléncia a) < b)

trocando V por V+.

No contexto euclidiano, se I' C O,,(R), entdo todo subespacgo vetorial ['-invariante
V admite V- como seu subespago complementar I'-invariante (veja a Proposigao|[l.18).
Para subgrupos de Lorentz I' C O(n, 1), concluimos pelo item b) da Proposicao 3.7 e
pela Proposicdo que tal resultado serd vélido se, e somente se, V' for ndo dege-
nerado. Se V for degenerado, veremos na Proposicao que ele ainda admite um
subespago complementar I'-invariante, mas ndo ortogonal, desde que 77 € T para

todoy eI

Os proximos resultados serdo preliminares para a prova da Proposicao a qual

nos mostrard que todo subespago vetorial do tipo luz é degenerado.
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Proposigao 3.11. Seja V um subespago vetorial de R}t Entdo V serd do tipo espaco se, e

somente se, V* for do tipo tempo.

Demonstra¢ido: Suponha que V seja do tipo espago. Entdo (v,v); > 0 paratodov € V'
ndo nulo. Seja w € V tal que (v, w); = 0 para todo v € V. Em particular, (w,w); = 0.
Como w € V, se w fosse ndo nulo, teriamos (w,w); > 0. Logo, temos w = 0, 0 que nos
garante que V é ndo degenerado. Segue entdo que V& V+ = Ry Como R contém
um vetor do tipo tempo, entdo V*+ deve conter um vetor do tipo tempo. De fato, seja
0#£ve R’f“ do tipo tempo, ou seja, (v,v); < 0. Podemos escrever v = a + b, com

a€VebeV*t ouseja, (a,b); = 0. Entdo
0> <U7U>1 = <CL—|— b,a+ b>1 - <CL,(I>1 + 2<a7b>1 + <b7 b>1 - <CL,CL>1 + <b7 b>1>

com {a,a); > 0. Logo, (b,b); < 0, o que implica que b é do tipo tempo. Como b € V+,
concluimos que V* é um subespaco do tipo tempo.

Reciprocamente, suponha que V' seja do tipo tempo, ou seja, existe v € V* ndo
P P q ) P 1% )

nulo tal que (u,u); < 0. Como u € V+, entdo
V= (VH cut = {ve R (u,v), =0}

Em outras palavras, todo v € V' é ortogonal a u. Pelo Corolario como u é do tipo

tempo, entdo todo v € V é do tipo espago, o que prova que V' é do tipo espaco. n

Segue também da proposicio anterior que V- é do tipo espaco se, e somente se, V
g proposig q P pag

é do tipo tempo, o que implica diretamente no seguinte resultado:

Coroldrio 3.12. Um subespaco V- C R™* é do tipo luz se, e somente se, seu subespaco ortogo-
pag¢ 1 p pa¢ g

nal V4 é do tipo luz.

Proposicio 3.13. Sejam u,v € R} vetores do tipo luz. Entio (u,v), = 0 se, e somente se, u

e v sdo linearmente dependentes.

Demonstrac¢io: Por hipétese (u, u); = (v,v); = 0. Se u = Av para algum A € R, entdo

(u,v)1 = (\v,v)1 = ANv,v); = 0.
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Reciprocamente, suponha que (u,v); = 0, onde u = (uy,...,up11) €V = (V1,...,Upt1),

COM Uy 41, Vn+1 # 0, uma vez que u e v sdo vetores do tipo luz. Denotando

u _ v
e v = s
Up+1 Un+1

(3.5)

u =

obtemos também que (w,v); = 0, onde w = (v/,t,) = (v/,1) ev = (', t,) = (v, 1). Pela

desigualdade de Cauchy-Schwarz em R" temos
0= (@) = (u,v) =1 < [[/][[[]] = 1. (3.6)

Pela Definicao como u e v sdo vetores do tipo luz, sabemos que ||v/| = |t,| = 1e

|v'[| = |t,] = 1. Logo, ||«/||||v"|| = 1, ou seja, vale a igualdade em (3.6). Assim,
(o', o) = [l [[]lV']] = 1,

com u’ e v’ vetores linearmente dependentes. Escrevendo v' = Au’ para algum A € R,

concluimos que

1= (u,v) =@ )= \Nu o) = \[W]]* = ),

Un+1

ou seja, v’ = v'. Portanto, w = v. Por (3.5) obtemos que v = u, ou seja, u e v Sdo

Un41
linearmente dependentes. u

Proposigao 3.14. Seja V um subespago vetorial de RY™. Entdo V' serd do tipo luz se, e somente

se, V for degenerado.

Demonstrac¢ao: Se V for do tipo luz, temos pela Defini¢do [3.4/que V' ndo possui vetor
do tipo tempo e possui pelo menos um vetor do tipo luz. Assim, 0 < dimV < n + 1.
Como pela Proposigdo temos dimV + dimV+ = n + 1, segue que dimV+ > 0, o
que implica em V*+ # {0}. Ademais, pelo Corolario V+ é do tipo luz, ou seja,
existe um vetor z € V* ndo nulo do tipo luz. Seja agora 0 # v, € V um vetor do tipo
luz. Entéo (vg, 2); = 0, pois z € V. Logo, pela Proposicao3.13] v, e z sdo linearmente
dependentes, o que implica que vy, z € V N V+. Consequentemente, dim(V N V+) > 1.

Tome agora u,v € V N V+ quaisquer. Se v = 0 ou v = 0, entdo u e v sdo linearmente
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dependentes. Se u # 0 e v # 0, temos que u, v sdo do tipo luz, pois (u, u); = (v,v); = 0.
Também temos que (u, v); = 0. Novamente pela Proposigao concluimos que u e v
sdo linearmente dependentes. Pela arbitrariedade de u e v temos que dimV NV+ < 1.

Portanto, dim V' N V+ = 1. Segue da Proposi¢do que V é degenerado.

Reciprocamente, mostremos por contrapositiva que se V' ndo for do tipo luz, entdo
V serd ndo degenerado. De fato, se V for do tipo espacgo, segue pela demonstragdo da
Proposicao que V é ndo degenerado. Se V for do tipo tempo, entdo segue nova-
mente da Proposicado que V= é do tipo espago, ja que V é o subespago ortogonal
de V+. Logo, V* é ndo degenerado. Pela Proposicdo V deve ser ndo degenerado.

Portanto, se V for degenerado, entdo V sera do tipo luz. n

A préxima proposicdo nos fornece uma condigdo suficiente para um subespacgo I'-
invariante admitir um subespaco I'-invariante, “relaxando” a condi¢do de nao dege-

nerescéncia e, portanto, incluindo subespacos do tipo luz.

Proposicdo 3.15. Seja ' um subgrupo de O(n, 1) tal que v € T, para todo v € T. Se V for

um subespago U-invariante, entdo JV+ serd um subespago complementar U-invariante de V.

Demonstra¢do: Seja V' um subespaco I'-invariante. Pelo item b) da Proposicédo [3.7] te-
mos que V* também é I'-invariante. Sejam u = Jv € JVt ey € I. Como
v e T' € O(n,1), temos que vJy' = J, ou seja, vJ = J(y7)~!. Pela I'-invarincia
de V*, temos que (7v7)"'v € V= e, consequentemente, yu = vJv = J(y') v € JVH,
para todoy € I' e u € JV*. Portanto, JV+ é um subespaco I'-invariante. Vamos mos-
trar que Rf™ = V @ JV*. Primeiramente, afirmamos que V N JV+ = {0}. De fato, se

w=JveVnNJVE entdo
0 = (w,v); = (Jv,v); = (Jv)' Jv =0T T Jv = vlv = (v, v),

onde (-, -) denota o produto interno canodnico. Logo, v = 0 e w = Jv = 0, 0 que justifica

a afirmagdo. Claramente, V @ JV+ C R}*!. Como a aplicacdo

¢: VH — JVt

v —  Ju
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é bijetora, entdo dim V+ = dim JV*. Segue pelo item a) da Proposi¢ao 3.7|que
dim V 4 dim(JV+) = n + 1.

Portanto, temos V@ JV+ = R, 0 que prova que JV+ é um subespaco complementar

de V. n

Assim, se V' for um subespaco I'-invariante do tipo luz em que I' é fechado para
transposi¢des, entdo R/ = V @ JV+, com JV* também I'-invariante. O mesmo vale
para subespagos do tipo espaco e do tipo tempo I'-invariantes. No entanto, por serem
ndo degenerados, tais subespagos também admitem V+ como um complementar I'-

invariante.

3.3 Retas invariantes em R}

Nesta secdo, faremos um estudo sistemético dos subespacos invariantes do espago

de Minkowski R? segundo a a¢do do grupo de Lorentz O(1, 1) cuja representagio pa-

drao (veja (2.35)) é dada pela igualdade
O(1,1) = SOy(1,1)UAPSO (1, 1)UA SOy (1, 1)UAP SO (1, 1),
onde SOy(1,1) é a componente conexa de O(1,1) contendo a identidade I,

-1 0 .10 -1 0
, A= =J e A= =1L,
0 1 0 -1 0 -1

AP =

Mostramos no Exemplo que as matrizes de SOy(1, 1) sdo da forma (2.40), com
6 € R. De maneira andloga, utilizando o Coroldrio na matriz A dada em (2.41),
obtemos que as matrizes das componentes conexas de O(1, 1) contendo A?, A’ e A" sdo
da forma
—coshf —senh6 cosh 6 senh 0 —coshf —senhf

) e )
senh cosh 6 —senhd —cosh@ —senh@ —coshé
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respectivamente. Portanto, para 7, dado em (2.40) e

—coshf® —senh@
senh 6 cosh 6

N
>
Il

podemos escrever

SO6(1,1) = {7 0 €RY;  APSO4(1,1) = {7s; 0 € R};
A'SOy(1,1) = {~70; 0 € RY;  APSOy(1,1) = {—7; 0 € R}.

Daqui em diante, assumimos ¢ # 0. Para vy € SOy(1, 1), temos

Fix(vp) = Fix(—vs) = {(0,0)}.

De fato, observe que

coshfd senhf| |z x (1 —cosh @)z — senhfy =0

||
I

senhf coshf| |y Y —senhfz + (1 — coshf)y =0

Como 0 # 0, temos que cosh @ # 1 e, consequentemente, 1 — cosh 6 # 0. Assim,

senh Oy
r=——>
1 —coshé

Substituindo o valor de = na segunda equagdo, obtemos y = 0, o que implica em

r = 0. Concluimos que Fix(v) = {(0,0)}. Analogamente, mostramos que
Fix(—7s) = {(0,0)}.

Veremos agora que os subgrupos de O(1, 1) gerados por v, e —y, a saber
Hy = [y] = {75 = mo; k € N} e Hp = [—y9] = {(=1)"5 = (—1)"mes k € N},

possuem as duas retas do cone de luz como subespagos invariantes. Para tal, observe

primeiramente que o cone de luz de R} é dado por

LC ={(z,y) € R% ((z,9), (z.y) = 0} = {(z,y) € R% 2 —y* = 0} = {(2,y) € R* y = +a}.



3.3 Retas invariantes em R? 107

Pelo Corolério temos H; C SOy(1,1), pois det(yxp) = 1 e cosh(kf) > 0. Pelo
mesmo corolario, temos Hy C SOy(1, 1)UAP SOq(1,1). Como as matrizes em SOq(1,1)
e em AP"SOy(1, 1) sdo simétricas, H; e H, sdo fechados para transposi¢des. Afirmamos
que as retas invariantes em R sob as agdes de e —yp sdo asretasy =z ey = —z do

cone de luz

LC = {(z,y) € R}; y = +x}. (3.7)

De fato, os subespagos vetoriais de R} sdo todos da forma E, = {(0,y); y € R} ou

Vo ={(z,y) € R y = ax}, paraalgum a € R. Dados § € R, w € E, e v € V,, temos

cosh® senhf 0 n senh 0y

+yow =+ =
senh @ cosh@ Y cosh Oy
e
coshf senhd x (cosh @ + asenh 0)x
Tyv = £ ==
senh @ coshf ax (senh § + a cosh 0)x

Como 0 # 0, segue que senhf # 0 e, portanto, £yyw € FE, apenas para w = (0,0).

Logo, E, ndo é invariante por H, e H,. Para que £vyv € V,, devemos ter
senh § 4+ a cosh @ = a(cosh 6 + asenh 0),

0 que ocorre se, e somente se, (a* — 1)senhf = 0. Como senhf # 0, temos a = +1.

Dessa forma, as tinicas retas de Rf invariantes por 7y e —7y sdo os subespagos vetoriais
Vi={(zy) eRiy=2} e Va={(z,y) eRiy=—z},

os quais constituem as duas componentes do cone de luz dado em (3.7). Pela arbitrari-
edade de 0 € R, podemos concluir que V; e V_; sdo ambos subespagos H;-invariantes
para: =1,2.

Como V; é um espago vetorial do tipo luz, pelo Corolario seu subespaco orto-
gonal também deve ser do tipo luz. Pela Proposicdo esses subespagos sdo ambos
degenerados. Além disso, sendo V; uma reta do cone de luz, V; é composto unicamente

por vetores do tipo luz. Logo, pela Proposicao todo u € Vi* do tipo luz é linear-
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mente dependente a qualquer vetor em V;. Como dimV; = 1 e dimV; + dim V- = 2,
temos que V; e V- sdo retas. Consequentemente, V;* = V;. Veja que para todo
v = (z,z) € Vj, temos Jv = (z,—z) € V_;, 0 que implica em JV; C V_;. Além disso,
dim JV; = 1 = dimV_;. Logo, JVi* = JV; = V_;. De maneira anédloga, concluimos
que V2 é um subespaco vetorial do tipo luz e JV, = JV_; = V. Dessa forma, como
H, e H, sao subgrupos de O(1, 1) fechados para transposigdes, concluimos que V; é o
subespago complementar H;-invariante de V_; e vice-versa, para i = 1,2, conforme a
Proposi¢ao [3.15l Ademais, como Fix(vy) = Fix(—vy) = {(0,0)}, entdo V; e V_; ndo sdo
subespacos de pontos fixos de H; e H.

Vamos finalizar esta secdo determinando os subespacos vetoriais de R? invariantes
pelas a¢des de Zy(AP) e Zy(A"). Pelo Teorema as matrizes A? e A’ ndo podem ser
conjugadas por uma matriz em O(1, 1), pois estdo em componentes conexas distintas.

No entanto, temos A’ = AAPA~! para

01
A= € GLy(R).
10

Dessa forma, pelo item a) da Proposicdo temos que v € Fix(Zy(AP)) se, e somente
se, Av € Fix(Zy(A")). Portanto,

Fix(Zy(A)) = AFix(Zy(AP)). (3.8)

Mostremos que os subespagos de R? invariantes por Zs(A?) e Zy(A') sdo a reta do
tipo espaco dada pelo eixo Oz e a reta do tipo tempo dada pelo eixo Oy. De fato, dados

w e Eyev eV, vemos que

-1 0 0 0 . 1 0 0 0
ANw = = 5 ANw = = )
0 1 y y 0 —1 Yy -y
-1 0 T -z . 1 0 T T
APy = = e Av= =
0 1 ax ax 0 —1 ax —ax

Logo, E, é um subespaco invariante sob as a¢des de Zy(A?) e Zy(A"). Para termos
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APy, A'v € V,, devemos ter a = 0, o que mostra que E, = Vj = {(z,0); z € R} é um

subespaco invariante por Zs(A?) e Zy(A"). Claramente, E, é do tipo espaco, pois
<(l‘, 0)7 (CC, O))l =z’ >0
para todo (z,0) € E, ndo nulo. Analogamente, E, é do tipo tempo, pois

((0,),(0,9))1 = —y* <0

para todo (0,y) € E, ndo nulo. Observe ainda que

Ey ={(a,b) € R}; ax = 0,Yz € R} = {(0,b); b € R} = E,

EL = {(a,b) €R3; —by =0,Vy € R} = {(a,0); a € R} = E,,

Y
ou seja, E, é o subespago complementar Z,(A’)-invariante de E, e vice-versa, para
i € {p,t}. Além disso, temos que E, = Fix(Zy(A")) e E, = Fix(Zy(AP)), conforme a
igualdade em (3.8), pois E, = AE,. Os resultados obtidos nesta segdo estdo organiza-

dos na seguinte tabela:

Tabela 3.1: Subespagos invariantes de R?

Grupo | Espacos invariantes | Tipo | Espagos complementares
Vi={(r,y) eR}; y =12} JVE=V_,
’ ’ luz
el v, = {(e.y) € RE y = 2} JVE =V
V V-
(=] V_ll luz Vll
Za(A) E, ={(x,0); v € R} espaco EI =E,
’ E, ={(0,y); y € R} tempo EyL =k,
E espago E
p € Y
L) E, tempo E,
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GL.(R),[16
LC,p2
O(n,1),
SOqy(n, 1),
Zn,[19)
Fix(X%),
r.,B7

M, (R),

Aplicagdo
I'-equivariante, [31]

Acéo, 20]

Base

de Hilbert,

ortonormal de Lorentz,

Cone de luz,
Espagos de Minkowski,

Forma bilinear
degenerada,
nao degenerada, [100]
Funcao
I',-invariante,

[-invariante, 29|

Grupo
de Lie compacto,
de Lorentz,

especial pseudo-ortogonal,

pseudo-ortogonal, [49]

de Lie linear,
Integral

de Haar,

de Haar normalizada,
Involugao,

Lorentz ortogonal,
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Matriz [-invariante, 27]
ortogonal, de pontos fixos,
Métrica de Lorentz, do tipo espago,
Operadores de Reynolds, do tipo luz,
do tipo tempo,
Produto q 4
nao degenerado, {100
direto, 5
semidireto,
Vetor
Pseudo produto interno,
do tipo espaco,
Representacao, [21] do tipo luz,

Subespago do tipo tempo,
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