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Resumo

Neste trabalho, foi estudado o problema de encontrar condições necessá-
rias para que um caminho em uma variedade de Finsler (M,F ) de classe C0

seja minimizante. Foi utilizado o princípio do máximo de Pontryagin em um
sistema de controle, onde o espaço estado é M e a dinâmica é dada por uma
família de campos de vetores unitários. Por fim, uma família de caminhos
minimizantes locais em grupos de Lie munidos com estruturas de Finsler
poliedrais invariantes à esquerda foi estudada.

Palavras-chave: Estruturas de Finsler de classe C0, Geodésicas, Grupos de
Lie, Princípio do Máximo de Pontryagin.



Abstract

In this work, the problem of finding necessary conditions for a path on
a C0−Finsler manifold (M,F ) to be minimizing was studied. Pontryagin’s
maximum principle was applied to a control system, where the state space
is M and the dynamics are given by a family of unit vector fields. Finally, a
family of locally minimizing paths in Lie groups endowed with left-invariant
polyhedral Finsler structures was studied.

Key words: Finsler Structure of class C0, Geodesics, Lie Groups, Pontrya-
gin’s Maximum Principle.



Notações
• A : O fecho de A.

• aff Z : O subespaço afim gerado por Z.

• Alt T : O tensor definido como

1

k!

∑
σ∈Sk

sgn(σ)T σ,

com T ∈ V 0,k.

• AkM : O conjunto das k−formas em M .

• B(p), B[p] : Bola aberta unitária, bola fechada unitária centrada na
origem no espaço tangente TpM em p ∈ (M,F ).

• B(p, x, r), B[p, x, r] : Bola aberta, bola fechada centrada em x e raio r
respectivamente no espaço tangente TpM em p ∈ (M,F ).

• D(M) : Conjunto das funções diferenciáveis f :M → R.

• dϕ(x), drϕ(x) : A derivada de ϕ : M → Rm e a r−ésima derivada de ϕ
em x ∈M respectivamente.

• dτ : Derivada exterior de τ ∈ Ak(M).

• E : Campo geodésico estendido.

• F : Estrutura de Finsler de classe C0 em M .

• G : Grupo de Lie.

• g : Álgebra de Lie.

• H : Função Hamiltoniano.

• H,H− : Hiperplano que não contém a origem e o semi-espaço fechado
determinado por H contendo a origem.

• ir Z : O interior relativo de Z.

• int(A): O interior de A.

• intA(S) : Interior de S como um subespaço topológico de A.
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• J = (j1, ..., jk) : Multi-índice de comprimento k.

• Lx(z), Rx(z) : Translação à esquerda (respectivamente à direita) de z
por x.

• Λk(V ) : O conjunto de todos os tensores alternados de tipo (0, k) sobre
V .

• Λk(M) : O conjunto de todos os campos tensoriais alternados de tipo
(0, k) sobre M .

• M : Variedade diferenciável.

• M : Supremo da função Hamiltoniano.

• R = R ∪ {−∞,∞} é a reta real estendida.

• R+
= [0,∞) ∪ {∞} é a reta real estendida positiva.

• S(p) : Esfera unitária centrada na origem no espaço tangente TpM em
p ∈ (M,F ).

• S(p, x, r) : Esfera centrada em x e raio r no espaço tangente TpM em
p ∈ (M,F ).

• Sn−1 : A esfera unitária S(0, 1) em Rn.

• Sk : Conjunto de todas as permutações de {1, ..., k}.

• sgn(σ) : O sinal de uma permutação.

• T σ : Tensor definido por T σ(y1, ..., yk) = T (yσ(1), ..., yσ(k)), com T ∈
V 0,k e σ ∈ Sk.

• Tm,sp M : O espaço vetorial de tensores de tipo (m, s) sobre TpM .

• Tm,sM : O conjunto dos campos tensoriais de tipo (m, s) sobre M .

• T m,sM : O conjunto campos tensoriais diferenciáveis de tipo (m, s)
sobre M .

• V m,s : O espaço vetorial de tensores de tipo (m, s) sobre V .

• ζ∗ : Pullback da função ζ.

• || · ||: Norma usual em Rn.
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• ♭ : Abaixamento de índice em tensores.

• ♯ : Levantamento de índice em tensores.

• ∧ : Produto wedge.

• ⊗ : Produto tensorial.

• δIJ : Delta de Kronecker sobre os multi-índices I e J .
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Introdução

A métrica Riemanniana é uma estrutura clássica, desenvolvida por Ber-
nhard Riemann no século XIX, com o objetivo de generalizar a geometria
diferencial das superfícies em R3, e em particular os objetos da geometria
intrínseca tais como a conexão, transporte paralelo e a curvatura Gaussi-
ana (vide [6], [19], [25]). Seu formalismo tem aplicações em diversas áreas,
sendo a métrica de Schwarzschild um exemplo na teoria da relatividade geral
de Einstein. A métrica Riemanniana serve como base para definir outras
geometrias, tais como as geometrias semi-Riemannianas e as de Finsler.

A concepção inicial de estruturas de Finsler como uma correspondência
diferenciável que a cada espaço tangente é associado uma norma diferenciável
é devido à Riemann (vide [19]). Mas ele se concentrou mais em obter resul-
tados no caso onde a família de normas é uma família de produtos internos.
Décadas mais tarde, em sua tese de doutorado, Paul Finsler define "estru-
tura de Finsler" do modo que é conhecido atualmente (vide [4] e [9]). Uma
contribuição importante de Finsler é a hipótese das normas serem fortemente
convexas, o que garante a existência e unicidade de geodésicas que partem de
um certo ponto da variedade com uma determinada velocidade. A convexi-
dade forte permite também definir as curvaturas flag, que são generalizações
da curvatura seccional (vide [4]). A partir de 1990, a geometria de Finsler
ganhou um maior destaque na matemática. As estruturas de Finsler são
diferenciáveis e fortemente convexas e com isso as principais ferramentas uti-
lizadas (Cálculo Diferencial e Integral) no estudo de geometria Riemanniana
são aplicáveis na Geometria de Finsler. Como consequência, essas geometrias
compartilham muitos resultados em comum.

Se M é uma variedade diferenciável e p ∈ M , denotaremos o espaço
tangente de M em p por TpM e o fibrado tangente de M por TM . O espaço
cotangente de M em p e o fibrado cotangente de M serão denotados por
T ∗
pM e T ∗M respectivamente.

Uma estrutura de Finsler de classe C0 em uma variedade diferenciável é
uma função contínua F : TM → R+ de forma que F (p, ·) : TpM → R+ é uma
norma assimétrica em TpM para todo p ∈ M . Esse será o nosso principal
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objeto de estudo. Nesse caso, técnicas adicionais serão necessárias, pois F
pode ser não diferenciável.

A Geometria Métrica é uma das técnicas utilizadas para o estudo de
variedades de Finsler de classe C0. Em casos particulares, podemos provar
a existência local de curvas minimizantes que ligam dois pontos e calcular
geodésicas de forma explícita (vide [10]).

Um outro método que é útil no estudo de variedades de Finsler de classe
C0 é aproximar F por uma família de estruturas de Finsler Fϵ a um parâ-
metro [11]. Assim, se F for uma estrutura de Finsler, as várias conexões da
geometria de Finsler e a curvatura flag de Fϵ convergem uniformemente em
subconjuntos compactos aos objetos correspondentes de F quando ϵ tende a
0. Uma das principais técnicas utilizadas é a convolução por funções bump.

Vamos assumir que as estruturas de Finsler de classe C0 são diferenciáveis
horizontalmente, ou seja, são de tipo Pontryagin (vide item 3 da definição
6.1.4). Nessas condições podemos aplicar o Princípio do Máximo de Pon-
tryagin, resultado da teoria de controle ótimo, para generalizar localmente
o campo geodésico da geometria Finsler. Em [20], o autor define o campo
geodésico estendido E em uma variedade de Finsler de classe C0 de tipo
Pontryagin como uma relação que associa cada (x, ξ) ∈ T ∗U − {0} a um
subconjunto de T(x,ξ)(T ∗U − {0}), onde U é um aberto de M . Uma curva
integral (x, ξ) da inclusão diferencial (x′(t), ξ′(t)) ∈ E(x(t), ξ(t)) é chamado
de extremal de Pontryagin enquanto x(t) é chamado de extremal de (M,F ).
Curvas minimizantes parametrizadas por comprimento de arco são extremais
de (M,F ).

O Princípio do Máximo de Pontryagin (PMP ) foi criado por Pontryagin
e seus estudantes em [16] e lida com problemas de variação em estruturas
de comprimentos não diferenciáveis. Porém a sua utilização para resolver
problemas de geometria demorou para se tornar popular. Um dos primeiros
trabalhos que utilizou PMP para problemas geométricos foi [1].

O primeiro artigo a classificar todos os extremais de um grupo de Lie
munido com uma estrutura de Finsler de classe C0 simétrica e invariante
à esquerda qualquer foi [13]. Neste trabalho, a autora utiliza o Princípio
do Máximo de Pontryagin para calcular explicitamente todos os extremais
no grupo de Lie bidimensional, simplesmente conexo e não abeliano. Além
disso, ela demonstra que todos os extremais são minimizantes.

Ainda como aplicação do Princípio do Máximo de Pontryagin em geome-
tria, um assunto bastante estudado atualmente são extremais em estruturas
sub-Finsler de classe C0 em grupos de Lie. Expliquemos com mais detalhes
esse assunto. Uma distribuição D de posto k em uma variedade diferen-
ciável M é uma correspondência que a cada p ∈ M associa um subespaço
k−dimensional D(p) do espaço tangente TpM . Um campo de vetores X em
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um aberto U de M é horizontal se X(p) ∈ D(p) para todo p ∈ U . Uma
distribuição D de posto k é diferenciável em p se existir uma vizinhança U
de p e k campos de vetores diferenciáveis não nulos X1, ..., Xk em U tais
que span{X1(p), ..., Xk(p)} = D(p) para todo p ∈ U . Uma distribuição D é
diferenciável se ele for diferenciável para todo p ∈ M . Uma distribuição di-
ferenciável é dita completamente não holonômica se para todo p ∈M existe
uma vizinhança U de p tal que

span{[X, Y ](p), X e Y campos diferenciáveis e horizontais em U} = TpM.

Uma estrutura sub-Finsler F de classe C0 em uma variedade diferenciável M
munida com uma distribuição diferenciável D completamente não holonômica
é uma correspondência que a cada p ∈ M associa uma norma assimétrica
F (p, ·) em D(p) tal que se X é um campo diferenciável horizontal em um
aberto U de M , então p 7→ F (p,X(p)) é uma função contínua em U .

Uma distribuição D em um grupo de Lie é invariante à esquerda se
(dLp)(D(q)) = D(p·q), onde Lp é a translação à esquerda. As distribuições in-
variantes à esquerda são sempre diferenciáveis. Uma estrutura sub-Finsler de
classe C0 invariante à esquerda é uma correspondência que a cada p ∈ G, as-
socia uma norma assimétrica F em D(p), onde D é uma distribuição comple-
tamente não holonômica e invariante à esquerda e F (q, v) = F (p ·q, (dLp)(v))
para todo p, q ∈ G e v ∈ D(q).

Recentemente um assunto que tem sido bastante estudado é a geometria
das estruturas sub-Finsler de classe C0 invariantes à esquerda em grupos de
Lie, principalmente os de posto 2. Em particular, o cálculo explícito de extre-
mais, bem como critérios para identificação de curvas minimizantes e mini-
mizantes locais dentre os extremais têm sido obtidos (vide [2],[3],[5],[14],[22]).

No caso particular de grupos de Lie conexos de dimensão 3 munidos com
uma estrutura de Finsler F de classe C0 invariante à esquerda onde F |g, é a
métrica da soma, tiveram seus extremais de Pontryagin classificados em [17].
Além disso, nesta mesma citação, foi introduzida uma curvatura assintótica
em g∗ − {0} para grupo de Lie munidos com estrutura de Finsler poliedral
invariante à esquerda que detecta a unicidade de extremais associados à uma
parte vertical de um extremal de Pontryagin (vide [17]). Esse resultado de
unicidade de extremais foi generalizado para qualquer dimensão finita em
[18]

O estudo dos extremais x(t) obtidos através da projeção de um extremal
de Pontryagin (x(t), ξ(t)) é uma forma de encontrar candidatos curvas local-
mente minimizantes, mas é necessário mais condições para garantir que as
mesmas sejam localmente minimizantes.

Neste texto vamos desenvolver a teoria de estruturas de Finsler de tipo
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Pontryagin poliedrais. Além disso, será estudado um caso invariante à es-
querda em grupos de Lie onde o extremal é localmente minimizante.
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Capítulo 1

O Princípio do Máximo de
Pontryagin

Em cálculo variacional existem várias ferramentas para curvas que ma-
ximizem ou minimizem um funcional. Estamos interessados em estudar a
minimização de um funcional, cuja variação é obtida através dos controles
admissíveis de um sistema de controle. O teorema que nos dá condições ne-
cessárias para que uma trajetória correspondente a um controle admissível
minimize (ou maximize) o funcional é o princípio do máximo de Pontryagin.

O princípio do máximo de Pontryagin é um teorema que foi demonstrado
por Pontryagin em volta de 1956. Nesta seção, apresentaremos o teorema
quando o espaço de fase é um aberto do Rn. O resultado será estendido para
variedades diferenciáveis na seção 6. A principal referência para esta seção é
[16]

1.1 Sistema de Controle
Considere um problema onde temos uma família de campos vetoriais de

classe C1 em Rn parametrizadas por u ∈ C. Uma função u(t) definida em
um intervalo I com valores em C define uma família de campos de vetores
contínuos parametrizados por t ∈ I, e com isso podemos definir curvas inte-
grais dessa família a um parâmetro. Nesta seção, formalizaremos este tipo
de objeto matemático.

Definição 1.1.1 Um sistema de controle é uma tripla Σ = (U, f, C) onde

(i) U é um aberto de Rn;

(ii) C é um subconjunto fechado de Rm, chamado de região de controle;
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(iii) f : U × C −→ Rn é uma função com as seguintes propriedades:

– f é contínua;

– As funções (x, u) 7→ f(x, u)

∂xi
são contínuas para todo i = 1, ..., n.

O sistema de equações diferenciais associado ao sistema de controle Σ =
(U, f, C) é

dxi

dt
= f i(x1, ..., xn, u) = f i(x, u), i = 1, ..., n (1.1)

que pode ser escrito na forma vetorial

dx

dt
= f(x, u) = (f 1(x, u), ..., fn(x, u)). (1.2)

Definição 1.1.2 Seja Σ = (U, f, C) um sistema de controle.

(i) u é um controle admissível se u : I → C é definido em um intervalo
I ⊂ R de forma que t 7→ u(t) é mensurável (no sentido de Lebesgue) e
limitado.

(ii) Uma trajetória controlada é um par (x, u) com u : I → C um controle
admissível e x : I → U que satisfaz a equação diferencial (1.2). Nesse
caso diremos que I é o intervalo de tempo de (x, u);

(iii) Um arco controlado é uma trajetória controlada (x, u) em um intervalo
de tempo I = [t0, t1] em R.

Se (x, u) é uma trajetória controlada, então diremos que x é a trajetória e u
o controle.

Agora vamos supor que é dada uma função adicional

f 0(x1, ..., xn, u) = f 0(x, u) (1.3)

definida e contínua em U × C com derivadas parciais ∂f 0/∂xi contínuas em
U × C para todo i = 1, 2, ..., n. Então o problema de otimização de controle
pode ser formulado da seguinte forma:

Dados x0 e x1 em U e o conjunto de todos os controles admissíveis u =
u(t) de forma que (x, u) é uma arco controlado satisfazendo x(t0) = x0 e
x(t1) = x1, encontre o controle admissível de forma que o valor do funcional

J =

∫ t1

t0

f 0(x(t), u(t))dt (1.4)
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seja minimizado. Note que ao fixar x0 e x1 temos que t0 e t1 da equação
(1.4) dependem somente do controle admissível u(t).

Um controle u(t) que soluciona o problema acima é chamado de controle
ótimo para a transição de x0 para x1 e a trajetória x(t) é chamada de tra-
jetória ótima. No caso em que f 0(x, u) = 1, temos que a equação (1.4) é
escrita como J = t1− t0. Então encontrar o controle ótimo u(t) é equivalente
a minimizar o intervalo de tempo [t0, t1]. Nesse caso em particular, vamos
chama-lo de problema de otimização de tempo .

Para provar condições necessárias de otimização, é conveniente reformu-
lar o problema. Considere uma nova coordenada x0 em conjunto com as
coordenadas x1, ..., xn em U e f 0 a função de acordo com (1.3). Assim temos
o sistema de equações diferenciáveis

dxi

dt
= f i(x1, ..., xn, u) = f i(x, u), i = 0, 1, ..., n (1.5)

com o lado direito não dependendo de x0. Considere Û = R × U e x̂ =
(x0, x) = (x0, x1, ..., xn) ∈ Û . Dessa forma podemos reescrever o sistema de
equações diferenciais na forma vetorial como

dx̂

dt
= f(x, u) = (f 0(x, u), f 1(x, u), ..., fn(x, u)). (1.6)

Agora seja u(t) um controle ótimo para a transição de x0 para x1 e x(t)
a trajetória ótima com a condição inicial x(t0) = x0. Considere o ponto
x̂0 = (0, x0) ∈ Û . Então a solução da equação (1.6) correspondente ao
controle u(t) com condição inicial x̂(t0) = x̂0 e intervalo de tempo I = [t0, t1]
satisfazem a equação

x0 =

∫ t

t0

f 0(x(s), u(s))ds.

Caso t = t1, então

x0 =

∫ t1

t0

f 0(x(s), u(s))ds = J

x(t1) = x1,

onde a solução x̂(t) da equação diferencial (1.6) com condição inicial x̂(t0) =
x̂0 passa pelo ponto x̂1 = (J, x1) em t = t1.

1.2 Princípio do Máximo de Pontryagin
Nesta seção vamos apresentar o princípio do máximo de Pontryagin. Mas

para enunciá-lo, é necessário definir um sistema Hamiltoniano, que é com-
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posto pelo sistema de equações diferenciais do sistema Σ e por um sistema
de equações diferenciais auxiliar.

Para formular o teorema, vamos considerar dois sistemas de equações
diferenciais. O primeiro é o sistema de equações diferenciais (1.5)

dxi

dt
= f i(x, u), i = 0, 1, ..., n. (1.7)

Agora considere o sistema de equações diferenciais auxiliar formado pelas
variáveis ξ0, ξ1, ..., ξn :

dξi
dt

= −
n∑
j=0

∂f j(x, u)

∂xi
ξj, i = 0, 1, ..., n. (1.8)

Se considerarmos um arco controlado (x(t), u(t)) com I = [t0, t1] cor-
respondente a equação (1.7) com condição inicial x(t0) = x0, o sistema de
equações (1.8) é escrito da forma

dξi
dt

= −
n∑
j=0

∂f j(x(t), u(t))

∂xi
ξj, i = 0, 1, ..., n, (1.9)

que é um sistema linear e homogêneo. Portanto dada uma condição inicial, o
sistema admite uma única solução ξ̂ = (ξ0, ξ1, ..., ξn) com cada xj definido no
intervalo I, e a função ξ̂ é absolutamente contínua (vide teorema 3 em [8]).

Vamos simplificar os sistemas (1.7) e (1.8) em um único sistema de equa-
ções diferenciais. Considere a função Ĥ dependendo das variáveis x0, x1, ..., xn,
ξ0, ξ1, ..., ξn, u definida como

Ĥ(x̂, ξ̂, u) =
n∑
i=0

ξif
i(x, u).

Os sistemas (1.7) e (1.8) podem escritos pelo seguinte sistema Hamiltoniano

dxi

dt
=
∂Ĥ

∂ξi
i = 0, 1, ..., n, (1.10)

dξi
dt

= −∂Ĥ
∂xi

i = 0, 1, ..., n. (1.11)

Chamaremos a função Ĥ de Hamiltoniano associado ao problema de con-
trole ótimo do sistema Σ = (U, f, C) ou simplesmente de Hamiltoniano se o
sistema já estiver implícito.

Dessa forma seja u(t) um controle admissível definido em I = [t0, t1] e
a condição inicial x̂(t0) = x̂0. Primeiramente encontre uma trajetória x̂(t)
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que satisfaz o sistema (1.10) e defina ξ̂(t) = (ξ0(t), ξ1(t), ..., ξn(t))) como a
solução do sistema (1.11) correspondente a arco controlado (x̂(t), u(t)).

Vamos denotar o supremo do Hamiltoniano Ĥ como

M̂(x̂, ξ̂) = sup
u∈C

Ĥ(x̂, ξ̂, u).

Em particular se C é limitado ou simplesmente se existe uM ∈ C tal que
Ĥ(x̂, ξ̂, uM) = supu∈C Ĥ(x̂, ξ̂, u) então vamos escrever simplesmente

M̂(x̂, ξ̂) = max
u∈C

Ĥ(x̂, ξ̂, u).

Teorema 1.2.1 Seja (x̂(t), u(t)) um arco controlado com intervalo de tempo
I = [t0, t1] e condição inicial x̂(t0) = x̂0 que passa por x̂1 no tempo t1 e satis-
faz (1.10). Para (x̂(t), u(t)) ser uma trajetória ótima é necessário que exista
uma função absolutamente contínua não nula ξ̂(t) = (ξ0(t), ξ1(t), ..., ξn(t))
correspondente ao sistema (1.11) que satisfaça as seguintes condições:

1. Para todo t ∈ I, a função Ĥ(x̂(t), ξ̂(t), u(t)) admite seu máximo em
u = u(t) quase sempre, ou seja

M̂(x̂(t), ξ̂(t)) = Ĥ(x̂(t), ξ̂(t), u(t)); (1.12)

2. No tempo final t1 temos que

ξ0(t1) ≤ 0 e M̂(x̂(t1), ξ̂(t1)) = 0. (1.13)

Além do mais, se x̂(t), ξ̂(t) e u(t) satisfazem as equações Hamiltonianas
(1.10) e (1.11) e satisfazem a condição 1 desse teorema, então ξ0(t) e M̂(x̂(t), ξ̂(t))
são funções constantes.

Observe que o último parágrafo do teorema nos diz que a equação (1.13)
pode ser verificada qualquer t ∈ I e não somente em t1.

Vamos encontrar condições necessárias para soluções dos problemas de
otimização de tempo baseado no teorema 1.2.1. Para isso considere f 0(x, u)
do teorema 1.2.1 igual a 1. Assim o Hamiltoniano Ĥ é da forma

Ĥ = ξ0 +
n∑
i=1

ξif
i(x, u).

Considere ξ = (ξ1, ..., ξn) e a função Hamiltoniana

H(x, ξ, u) =
n∑
i=1

ξif
i(x, u).

15



Dessa forma, o novo sistema Hamiltoniano baseado em (1.10) e (1.11) é

dxi

dt
=
∂H

∂ξi
i = 1, ..., n, (1.14)

dξi
dt

= −∂H
∂xi

i = 1, ..., n. (1.15)

Observe que esse novo sistema é equivalente ao sistema (1.10) e (1.11) pois
temos

dx0

dt
=
∂Ĥ

∂ξ0
= f 0(x, u) = 1 e

dξ0
dt

= −∂Ĥ
∂x0

= 0,

e é imediato que x0(t) = t− t0 e ξ0(t) = ξ0(0).
Para valores fixos de x e ξ temos que H depende somente de u. Vamos

denotar o supremo do Hamiltoniano H como

M(x, ξ) = sup
u∈C

H(x, ξ, u).

Como H(x, ξ, u) = Ĥ(x̂, ξ̂, u)− ξ0, então

M(x, ξ) = M̂(x̂, ξ̂)− ξ0.

As equações (1.12) e (1.13) ficam

H(x(t), ξ(t), u(t)) = M(x(t), ξ(t)) = −ξ0(t) ≥ 0.

Assim temos o seguinte teorema

Teorema 1.2.2 Seja (x(t), u(t)) um arco controlado definido em I = [t0, t1]
e condição inicial x(t0) = x0 que passa por x1 no tempo t1 e satisfaz (1.14).
Para (x(t), u(t)) ser uma trajetória de tempo otimizado é necessário que
exista uma função absolutamente contínua não nula ξ(t) = (ξ1(t), ..., ξn(t))
correspondente ao sistema (1.15) que satisfaça as seguintes condições:

1. Para todo t ∈ I a função H(x(t), ξ(t), u(t)) admite seu máximo em
u = u(t) quase sempre, ou seja

M(x(t), ξ(t)) = H(x(t), ξ(t), u(t)); (1.16)

2. No tempo final t1 temos que

M(x(t1), ξ(t1)) ≥ 0. (1.17)

Além do mais, se x(t), ξ(t) e u(t) satisfazem as equações Hamiltonianas
(1.14) e (1.15) e a condição 1 desse teorema, então M(x(t), ξ(t)) é cons-
tante.
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Capítulo 2

Tensores em espaços vetoriais

Em geometria clássica, os objetos em uma variedade diferenciávelM como
as métricas Riemannianas, tensores de curvatura, tensores de Ricci e estru-
turas simpléticas são exemplos de campos de tensores em M . Nessa seção,
iremos apresentar a definição de tensores sobre espaços vetoriais e bem como
alguns resultados.

2.1 Tensores e propriedades
Nessa subseção vamos trazer a definição, propriedades e resultados básicos

sobre tensores em um espaço vetorial.
Considere V um espaço vetorial n-dimensional e V ∗ seu espaço dual.

Definição 2.1.1 Um tensor de tipo (m, s) sobre V é uma função (m + s)-
linear da forma

T : V ∗ × ...× V ∗︸ ︷︷ ︸
m cópias

×V × ...× V︸ ︷︷ ︸
s cópias

→ R.

O espaço vetorial de tensores de tipo (m, s) é denotado por V m,s. Por
convenção consideremos V 0,0 = R.

Os tensores de tipo (1, 0) são elementos de (V ∗)∗ que são naturalmente
isomorfos a V . Vamos utilizar v como um elemento de V como também
vamos utilizar para o seu elemento correspondente em (V ∗)∗. Portanto se
α ∈ V ∗, então v(α) = α(v).
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Definição 2.1.2 Sejam T e S tensores de tipo (m1, s1) e (m2, s2) respecti-
vamente. Então o produto tensorial T ⊗ S de T e S é um tensor de tipo
(m1 +m2, s1 + s2) sobre V definido por

(T ⊗ S)(α1, ..., αm1+m2 , v1, ..., vs1+s2)

= T (α1, ..., αm1 , v1, ..., vs1) · S(αm1+1, ..., αm1+m2 , vs1+1, ..., vs1+s2) (2.1)

onde αi ∈ V ∗ e vj ∈ V para todo i = 1, ...,m1 +m2 e j = 1, ..., s1 + s2.

Não é difícil ver que o produto tensorial é associativo.
Considere uma base ordenada B = {e1, ..., en} de V e denote por B∗ =

{β1, ..., βn} a base dual relacionada a B. Os tensores ek são identificados com
os seus biduais de tipo (1, 0) sobre V .

É possível induzir uma base Bm,s de V m,s associada a B dada por

Bm,s = {ei1 ⊗ ...⊗ eim ⊗ βj1 ⊗ ...⊗ βjs ; i1, ..., im, j1, ..., js ∈ {1, ..., n}}

onde

(ei1 ⊗ ...⊗ eim ⊗ βj1 ⊗ ...⊗ βjs)(βt1 , ..., βtm , ek1 , ..., eks)

= βt1(ei1) · ... · βtm(eim) · βj1(ek1) · ... · βjs(eks) = δt1i1 · ... · δ
tm
im

· δj1k1 · ...δ
js
ks
.

(2.2)

Para um elemento (α1, ..., αm, v1, ..., vs) ∈ (V ∗)m×V s qualquer, basta escrevê-
los como combinações lineares de suas respectivas bases e a (m+s)-linearidade
do tensor determina o resultado.

Para verificar que Bm,s realmente é uma base de V m,s tome T ∈ V m,s

qualquer e defina

T i1,...,imj1,...,js
= T (βi1 , ..., βim , ej1 , ..., ejs).

Portanto T pode ser expresso como

T = T k1,...,kmt1,...,ts (ek1 ⊗ ...⊗ ekm ⊗ βt1 ⊗ ...⊗ βts).

De fato

T k1,...,kmt1,...,ts (ek1 ⊗ ...⊗ ekm ⊗ βt1 ⊗ ...⊗ βts)(βi1 , ..., βim , ej1 , ..., ejs) (2.3)

= T k1,...,kmt1,...,ts · δi1k1 · ... · δ
im
km

· δt1j1 · ... · δ
ts
js
= T i1,...,imj1,...,js

= T (βi1 , ..., βim , ej1 , ..., ejs),

o que prova que span(Bm,s) = V m,s. Por outro lado, os elementos de Bm,s
são L.I. De fato, se substituirmos T = 0 na equação (2.3), temos

0 = T i1,...,imj1,...,js
∀ i1, ..., im, j1, ..., js ∈ {1, ..., n}.
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Assim provamos que Bm,s é uma base de V m,s e portanto dim(V )m,s =
nm+s.

Ao fixar uma base B de V , é possível representar o tensor T pelas suas
coordenadas T i1,...,imj1,...,js

. Com essa notação, sejam α1 = αk1 , ..., α
m = αkm ∈ V ∗

e v1 = vl1 , ..., vs = vls ∈ V . Então

T (α1, ..., αm, v1, ..., vs) = T i1,...,imj1,...,js
αi1 ...αimv

j1 ...vjs .

Um tensor T : V ∗ × V → R pode ser identificado como um operador
linear T : V → V dado por T (v) = T (·, v). Observe que o funcional β ∈
V ∗ 7→ T (β, v) ∈ R pertence a (V ∗)∗, que é identificado por (V ∗)∗ ≡ V .

Denote T = T ij ∈ V 1,1, onde T ij é a i × j-entrada de sua representação
matricial na base B1,1 induzida por B. Então

T (ek) = T (·, ek) = T ij (ei ⊗ βj)(·, ek) = T ikei.

Assim as representações de T e T com respeito à base B coincide. Logo
o traço de T é definido por

trT = T
i

i = T ii = T (βi, ei).

Seja k ∈ {1, ...,m} e l ∈ {1, ..., s}. A contração de T ∈ V m,s com respeito
ao par (k, l) é um tensor tr(k,l)T ∈ V m−1,s−1 dado por

(tr(k,l)T )(α1, ..., αm−1, v1, ..., vs−1) =

= T (α1, ..., αk−1, βq, αk, ..., αm−1, v1, ..., vl−1, eq, vl, ..., vs−1), (2.4)

com a convenção de Einstein aplicada em q.
O valor de tr(k,l)T não depende da base B. De fato, sejam α1, ..., αm−1 ∈

V ∗ e v1, ..., vs−1 ∈ V e A ∈ V 1,1 definido como

A(β, v) = T (α1, ..., αk−1, β, αk, ..., αm−1, v1, ..., vl−1, v, vl, ..., vs−1),

para todo (β, v) ∈ V ∗ × V . Para calcular seu traço considere A = Aij sua
representação com respeito à base B. Assim

trA = Aqq = T (α1, ..., αk−1, βq, αk, ..., αm−1, v1, ..., vl−1, eq, vl, ..., vs−1)

= (tr(k,l)T )(α1, ..., αm−1, v1, ..., vs−1).

Como a aplicação traço não depende da escolha de base, temos que tr(k,l)T
também não depende.
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Proposição 2.1.3 Sejam T ∈ V m1,s1 e S ∈ V m2,s2. Então

(T ⊗ S)
i1...im1+m2
j1...js1+s2

= T
i1...im1
j1...js1

· Sim1+1...im1+m2
js1+1...js1+s2

.

Se T ∈ V m,s, então a contração com respeito ao par (k, l) em coordenadas é
dado por

(tr(k,l)T )
i1...im−1

j1...js−1
= T

i1...ik−1qik...im−1

j1...jl−1qjl...js−1
.

Demonstração: Considere o elemento (βi1 , ..., βir1 , ej1 , ..., ejr2 ). Temos a
equação

(T ⊗ S)
i1...im1+m2
j1...js1+s2

= T
i1...im1
j1...js1

· Sim1+1...im1+m2
js1+1...js1+s2

ao considerar r1 = m1+m2 e r2 = s1+s2 e aplicar o elemento (βi1 , ..., βir1 , ej1 , ..., ejr2 )
na equação (2.1). De forma análoga temos

(tr(k,l)T )
i1...im−1

j1...js−1
= T

i1...ik−1qik...im−1

j1...jl−1qjl...jl−1

ao considerar r1 = m−1 e r2 = s−1 e aplicar o elemento (βi1 , ..., βir1 , ej1 , ..., ejr2 )
na equação (2.4).

Seja (m, s) = (m1 +m2, s1 + s2) com m1,m2, s1, s2 ≥ 0 e m1 + s1 > 0. O
tensor T ∈ V m,s pode ser identificado com um aplicação (m1 + s1)-linear

T : (V ∗)m1 × V s1 → V m2,s2

definido como

T (α1, ..., αm1 , v1, ..., vs1) = T (α1, ..., αm1 , ·, ..., ·︸ ︷︷ ︸
m2 cópias

, v1, ..., vs1 , ·, ..., ·︸ ︷︷ ︸
s2 cópias

).

Essa identificação é uma generalização da identificação para tensores de
tipo (1, 1) com operadores lineares feito anteriormente.

2.2 Tensores em espaços vetoriais munidos com
uma forma bilinear não degenerada

Considere µ : V × V → R uma forma bilinear não degenerada, ou seja, a
função v → µ(·, v) é um isomorfismo entre V e V ∗. Vamos denotar µ(·, v) =
v♭ . Reciprocamente, dado α ∈ V ∗, denote como α♯ ∈ V o único vetor
tal que µ(·, α♯) = α. As funções v 7→ v♭ e α 7→ α♯ são conhecidos como
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isomorfismos musicais. A inversa da forma bilinear µ em V ∗ é definido como
µ−1(α, β) = µ(β♯, α♯).

Considere B = {e1, .., en} a base de V e B∗ = {β1, ..., βn} base de V ∗ dual
a B e µ = µij as entradas da matriz de µ. Sejam v = vi e w = wi vetores de
V , então

(v♭)iw
i = v♭(w) = µ(w, v) = µijw

ivj,

e portanto
(v♭)i = µijv

j. (2.5)

Considere µij ∈ V 2,0 as entradas da matriz inversa de µ. Ao substituir
v♭ = α e v = α♯ na equação (2.5) e multiplicando ambos lados da igualdade
por (µki) resulta em

µkiαi = µkiµij(α
♯)j = δkj (α

♯)j = (α♯)k, (2.6)

que é a formula do função ♯ em coordenadas.
Vamos analisar os isomorfismos musicais nos elementos básicos. Observe

que
(ei)

♭(ek) = µ(ek, ei) = µki = µjiδ
j
k = µjiβ

j(ek).

Portanto
(ei)

♭ = µjiβ
j.

Agora multiplicando por µik e aplicando o isomorfismo ♯ na equação acima,
temos

(βk)♯ = (µik(ei)
♭)♯ = µikei.

Esta última equação relaciona as entradas da matriz µ−1 com µ, afinal

µ−1(βi, βj) = µ((βj)♯, (βi)♯) = µ(µljel, µ
kiek)

= µljµ(el, ek)µ
ki = µljµlkµ

ki = µljδil = µij,

o que demonstra a seguinte proposição

Proposição 2.2.1 Seja µ = µij uma forma bilinear não degenerada. Então
µ−1 = µkl, onde µkl são as entradas da matriz inversa de µij.

Dado v = vi ∈ V considere o tensor µ ⊗ v : V ∗ × V × V → R definido
como

(µ⊗ v)(βj, ei, ek) = µ(ei, ek)v(β
j) = µikβ

j(v) = µikv
j.

Assim defina a função linear v 7→ µ⊗ v ∈ V 1,2.
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Temos que os isomorfismos ♭ e tr(1,2)(µ⊗ ·) são iguais, pois pela equação
(2.5) tem-se

(v♭)i = µiqv
q = (µ⊗ v)qiq = tr(1,2)(µ⊗ v).

De forma análoga, pela equação (2.6), temos ♯ = tr(2,1)(µ
−1 ⊗ ·). Esses

isomorfismos são naturalmente estendidos para ♭ : V m,s → V m−1,s+1 e ♯ :
V m,s → V m+1,s−1. Para isso considere T, S ∈ V m,s com m ≥ 1. Então

T 7→ T ♭ = tr(1,2)(µ⊗ T );

S 7→ S♯ = tr(2,1)(µ
−1 ⊗ S).

Analisando em coordenadas fica

T i1...imj1...js
7→ µi1qT

qi2...im
j1...js

:= T i2...imi1j1,...js
, (2.7)

e
Si1...imj1...js

7→ µj1qSi1...imqj2...js
:= Sj1i1,...imj2...js

. (2.8)

As funções (2.7) e (2.8) são conhecidos como abaixamento de índice e le-
vantamento de índice respectivamente. Pela construção não é difícil ver que
(T ♭)♯ = T . As notações µ = µij ∈ V 0,2 e µ−1 = µij ∈ V 2,0 seguem essa
convenção com µ−1 = ((µij)

♯)♯. De fato, veja que

(µij)
♯ = µiqµqj = δij e (µij)♭ = µiqµ

qj = δji .

Observe que em (2.7) e (2.8), denotamos T e S com a mesma letra dos
seus abaixamentos e levantamentos respectivamente.

De agora em diante vamos adaptar as equações (2.5) e (2.6) à essa con-
venção, onde teremos

vi := (v♭)i = µijv
j e αk := (α♯)k = µkiαi.
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Capítulo 3

Campos de tensores em
variedades diferenciáveis.

Nesta seção, abordaremos os conceitos fundamentais dos campos de ten-
sores em variedades diferenciáveis. Primeiro, definiremos a estrutura dife-
renciável dos fibrados de tensores analogamente ao que é feito no fibrado
tangente. Em seguida, discutiremos a teoria básica dos campos tensoriais,
incluindo definições e propriedades essenciais que generalizam os conceitos
de campos vetoriais e 1-formas em variedades diferenciáveis.

3.1 Fibrado de tensores
Nesta subseção, definiremos o fibrado de tensores em variedades diferen-

ciáveis. As referências para esta subseção são [7] e [15]. Por hipótese, as
variedades diferenciáveis são Hausdorff com base enumerável.

Seja M uma variedade diferenciável. É possível induzir uma estrutura di-
ferenciável nos espaços de tensores sobre espaços tangentes TpM como segue:

Considere {(xα : Uα 7→ M}α∈Λ a estrutura diferenciável máxima de M ,
onde Λ é um conjunto de índices. Por simplicidade, denotaremos esta estru-
tura diferenciável por {(Uα,xα)}. Indicaremos por (xα1 , ..., xαn) as coordenadas

de Uα, por B =

{
∂

∂x1α
, ...,

∂

∂xnα

}
as bases associadas aos espaços tangentes

TpM , com p ∈ xα(Uα) e B∗ = {dx1α, ..., dxnα} as bases duais relacionadas a B.
Denote Tm,sp M = (TpM)m,s e defina o conjunto

Tm,sM = {(p, T ); p ∈M e T ∈ Tm,sp M}.

Vamos munir Tm,sM com uma estrutura diferenciável. Para cada α, defina

yα : Uα × Rnm+s → Tm,sM, (3.1)
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por

yα(x
α
1 , ..., x

α
n, (y

i1...im
j1...js

)) =

=

(
xα(xα1 , ..., x

α
n), y

i1...im
j1...js

(
∂

∂xi1α
⊗ ...⊗ ∂

∂ximα
⊗ dxj1α ⊗ ...⊗ dxjsα

))
,

onde i1, ..., im, j1, ..., js = 1, ..., n.
Afirmamos que {(Uα×Rnm+s

,yα)} é uma estrutura diferenciável de Tm,sM .
De fato, seja (p, T ) ∈ Tm,sM arbitrário. Como

⋃
α xα(Uα) =M , então existe

γ tal que p ∈ xγ(Uγ). Já que T ∈ Tm,sp M , então

T = yi1...imj1...js

(
∂

∂xi1γ
⊗ ...⊗ ∂

∂ximγ
⊗ dxj1γ ⊗ ...⊗ dxjsγ

)
.

Assim temos
yγ(x

−1
γ (p), yi1...imj1...js

) = (p, T ),

e portanto
⋃
α yα(Uα × Rnm+s

) = Tm,sM .

Considere W ′ = xα(Uα) ∩ xγ(Uγ) ̸= ∅ e suponha que

yα(Uα × Rnm+s

) ∩ yγ(Uγ × Rnm+s

) = Tm,sW ′ ̸= ∅.

Como x−1
α (W ′) é aberto de Rn, então

y−1
α (Tm,sW ′) = x−1

α (W ′)× Rnm+s

é aberto de Rn ×Rnm+s . De forma análoga temos y−1
γ (W ) é aberto de Rn ×

Rnm+s . Os conjuntos
{

∂

∂x1α
(p), ...,

∂

∂xnα
(p)

}
e
{

∂

∂x1γ
(p), ...,

∂

∂xnγ
(p)

}
são bases

de TpM para cada p ∈ W ′. Seja id : M → M a função identidade. Temos
que

∂

∂xiα
=
∂xkγ
∂xiα

∂

∂xkγ
. (3.2)

Para ver isso, basta aplicar os campos de vetores à esquerda e à direita de
3.2 na função diferenciável xjγ.

Por outro lado temos que {dx1α(p), ..., dxnα(p)} e {dx1γ(p), ..., dxnγ(p)} são
bases de (TpM)∗. Pela equação (3.2) temos

dxiα

(
∂

∂xjγ

)
= dxiα

(
∂xkα
∂xjγ

∂

∂xkα

)
=
∂xkα
∂xjγ

dxiα

(
∂

∂xkα

)
=
∂xkα
∂xjγ

δik =
∂xiα
∂xjγ

.

24



Considere dxiα = cldx
l
γ e substitua no primeiro termo da equação acima.

Então
dxiα

(
∂

∂xjγ

)
= cldx

l
γ

(
∂

∂xjγ

)
= clδ

l
j = cj =

∂xiα
∂xjγ

.

Portanto
dxiα =

∂xiα
∂xlγ

dxlγ. (3.3)

Seja (qα, y
i1...im
j1...js

) ∈ Uα × Rnm+s com xα(qα) = p = xγ(qγ). Pelas equações
(3.2) e (3.3) temos

y−1
γ ◦ yα(qα, y

i1...im
j1...js

) =

= y−1
γ

(
p, yi1...imj1...js

(
∂

∂xi1α
⊗ ...⊗ ∂

∂ximα
⊗ dxj1α ⊗ ...⊗ dxjsα

))
=

= y−1
γ

(
p, zk1...kml1...ls

(
∂

∂xk1γ
⊗ ...⊗ ∂

∂xkmγ
⊗ dxl1γ ⊗ ...⊗ dxlsγ

))
= (qγ, z

k1...km
l1...ls

),

com

zk1...kml1...ls
= yi1...imj1...js

∂xk1γ

∂xi1α
· ... ·

∂xkmγ
∂ximα

· ∂x
j1
α

∂xl1γ
· ... · ∂x

js
α

∂xlsγ
.

Assim y−1
γ ◦ yα é diferenciável pois x−1

γ ◦ xα é diferenciável por hipótese e

zk1...kml1...ls
7→ yi1...imj1...js

∂xk1γ

∂xi1α
· ... ·

∂xkmγ
∂ximα

· ∂x
j1
α

∂xl1γ
· ... · ∂x

js
α

∂xlsγ
é diferenciável por ser soma

e produto de funções diferenciáveis.

3.2 Campos tensoriais em variedades diferen-
ciáveis

Nesta subseção, veremos a teoria básica de campos tensoriais diferenciá-
veis em variedades diferenciáveis M , que generaliza a teoria de campos de
vetores diferenciáveis e 1−formas em M . Uma referência para esta seção é
[15]

Definição 3.2.1 Um campo tensorial de tipo (m, s) sobre M é uma função
p ∈ M 7→ σ(p) = σp ∈ Tm,sp M . Um campo tensorial é diferenciável se σ é
diferenciável como uma aplicação entre M e Tm,sM .
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Vamos denotar o espaço vetorial dos campos tensoriais diferenciáveis de
tipo (m, s) sobre M por T m,sM .

Observação 3.2.2 Quando dizemos que uma propriedade de um espaço to-
pológico M (ou de algum objeto definido em M) é local, isso quer dizer que
para todo x ∈ M , existe uma vizinhança V de x tal que a propriedade pode
ser definida em V (ou da restrição do objeto a V ). Se V ′ uma vizinhança
aberta de x com V ′ ⊂ V , então a propriedade ainda é valida para V ′. Por
exemplo, conexidade local de M e continuidade de funções f definidas entre
espaços topológicos são propriedades locais de M e f respectivamente.

Em uma vizinhança aberta U = (x1, ..., xn) correspondente a parametri-
zação x : U →M , podemos escrever σ ∈ T m,sM como

σ = σi1,...,imj1,...,js

∂

∂xi1
⊗ ...⊗ ∂

∂xim
⊗ dxj1 ⊗ ...⊗ dxjs .

onde σi1,...,imj1,...,js
são as funções componentes de σ neste sistema de coordenadas.

Definição 3.2.3 Uma 1−forma em uma variedade diferenciável M é uma
função diferenciável α :M → T ∗M tal que αp = α(p) ∈ T ∗

pM é um funcional
linear.

Observação 3.2.4 Pelo difeomorfismo da mudança da base visto pelas equa-
ções (3.2) e (3.3) temos que σi1,...,imj1,...,js

◦x é diferenciável em uma parametrização
x se e somente se σi1,...,imj1,...,js

◦ x̃ é diferenciável em toda parametrização x̃.

Lema 3.2.5 Seja M uma variedade diferenciável e σ : M → T m,sM é uma
função satisfazendo σp := σ(p) ∈ Tm,sp M = Tm,s(TpM) para cada p ∈M . As
seguintes afirmações são equivalentes:

(a) σ é diferenciável.

(b) Em qualquer carta local, as componentes da função σ são diferenciáveis.

(c) Sejam X1, ..., Xs campos vetoriais diferenciáveis em um aberto U de M
e α1, ..., αm 1−formas em U . A função σ(α1, ..., αm, X1, ..., Xs) : U →
R definida como

σ(α1, ..., αm, X1, ..., Xs)(p) = σp(α
1(p), ..., αm(p), X1(p), ..., Xs(p))

é diferenciável.
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Demonstração: (a) ⇔ (b)
Dado p ∈ M , considere x : U → M uma parametrização de uma vizi-

nhança coordenada x(U) de p com x−1(p) = q. Seja y : U×Rnm+s → Tm,sM
a parametrização correspondente da vizinhança coordenada de σ(p) definida
como

y(q, yi1,...,imj1,...,js
) =

(
p, yi1,...,imj1,...,js

∂

∂xi1
⊗ ...⊗ ∂

∂xim
⊗ dxj1 ⊗ ...⊗ dxjs

)
.

Assim temos σ(x(U)) ⊂ y(U × Rnm+s
) e a aplicação

y−1 ◦ σ ◦ x(q) = (q, σi1,...,imj1,...,js
◦ x(q)).

Desta última equação e da observação 3.2.4 temos que σ é diferenciável se e
somente se σi1,...,imj1,...,js

◦x é diferenciável para todo i1, ..., im, j1, ..., js ∈ {1, ..., n}.

(b) ⇔ (c)
Escreva αk = αkrkdx

rk com k ∈ {1, ...,m} e rk ∈ {1, ..., n} e escreva

Xh = X lh
h

∂

∂xlh
com h ∈ {1, ..., s} e lh ∈ {1, ..., n}. Dessa forma temos

σ(α1, ..., αm, X1, ..., Xs)(p) = σp(α
1(p), ..., αm(p), X1(p), ..., Xs(p))

= σi1,...,imj1,...,js
(p)

∂

∂xi1
(α1(p))⊗ ...⊗ ∂

∂xim
(αm(p))⊗ dxj1(X1(p))⊗ ...

...⊗ dxjs(Xs(p))

= (σi1,...,imj1,...,js
· α1

i1
· ... · αmim ·Xj1

1 · ... ·Xjs
s )(p). (3.4)

Como as funções α1
i1
, ..., αmim , X

j1
1 , ..., X

js
s são diferenciáveis por hipótese, en-

tão supor que σi1,...,imj1,...,js
são diferenciáveis implica em σ(α1, ..., αm, X1, ..., Xs)

é diferenciável por ser somas e produtos de funções diferenciáveis.

Por outro lado, considere os campos αk = dxik eXh =
∂

∂xjh
. Pela equação

(3.4) temos que

σ(α1, ..., αm, X1, ..., Xs)(p) = σi1,...,imj1,...,js
(p).

Assim as funções componentes σi1,...,imj1,...,js
são diferenciáveis se o item (c) é sa-

tisfeito.

Observação 3.2.6 Consideramos que tensores de tipo T 0,0
p M são constantes

reais. Logo σ ∈ T 0,0M é uma função diferenciável em M , pois T 0,0
p M = R.
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Lema 3.2.7 Sejam M uma variedade diferenciável, σ ∈ T m1,s1M , τ ∈
T m2,s2M e f ∈ D(M). Então fσ e σ ⊗ τ são campos tensoriais diferen-
ciáveis, definidos em coordenadas por

(fσ)
i1...im1
j1...js1

= fσ
i1...im1
j1...js1

;

(σ ⊗ τ)
i1...im1+m2
j1...js1+s2

= σ
i1...im1
j1...js1

· τ im1+1...im1+m2
js1+1...js1+s2

.

Demonstração: Temos que (σ ⊗ τ) é um campo tensorial pois pela cons-
trução temos (σ ⊗ τ)(p) = σ(p)⊗ τ(p) ∈ Tm1+m2,s1+s2

p M . Mais ainda, temos
que σ⊗ τ é um campo tensorial diferenciável pois suas funções componentes
(σ ⊗ τ)

i1...im1+m2
j1...js1+s2

são diferenciáveis pelo o produto das funções diferenciáveis

σ
i1...im1
j1...js1

· τ im1+1...im1+m2
js1+1...js1+s2

.

Observe que fσ é um caso particular de τ ⊗ σ. Basta considerar τ ∈
T 0,0M . Como τ(p) = f(p), temos que

(τ ⊗ σ)
i1...im1
j1...js1

(p) = τ(p)σ
i1...im1
j1...js1

(p) = f(p)σ
i1...im1
j1...js1

(p) = (fσ)
i1...im1
j1...js1

(p).

Podemos induzir um tensor de tipo (0, k) em uma variedade diferenciável
M através de uma função diferenciável ζ :M → N e um tensor de tipo (0, k)
em N .

Definição 3.2.8 Sejam Mn, N q variedades diferenciáveis, ζ : M → N uma
função diferenciável e σ ∈ T 0,k(N) um campo tensorial diferenciável. Defina
o campo tensorial ζ∗σ de tipo (0, k) sobre M , chamado de pullback de σ,
como

(ζ∗σ)p(X1, ..., Xk) = σζ(p)(dζpX1, ..., dζpXk),

onde X1, ..., Xk são campos vetoriais de M .

O campo tensorial ζ∗σ é diferenciável. De fato, considere x : U → M e y :
V → N parametrizações em p e ζ(p) respectivamente, onde U = (x1, ..., xn)

e V = (y1, ..., yq) em coordenadas. Considere [dζp] =

[
∂yi

∂xj
(p)

]
=

[
∂yi

∂xj

]
a

representação matricial de dζp. Sejam Xis =
∂

∂xis
∈ X (U) com is ∈ {1, ..., n}

e s ∈ {1, ..., k}. Dessa forma temos

dζp(Xik(p)) =

(
∂yl

∂xik

)
∂

∂yl
(p) com l ∈ {1, ..., q}.
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Através da regra da cadeia temos

(ζ∗σ)i1...ik(p) = (ζ∗σ)p(Xi1(p), ..., Xik(p))

= σζ(p)(dζpXi1(p), ..., dζpXik(p))

= σl1...lk(ζ(p))dy
l1
ζ(p)(dζpXi1(p))⊗ ...⊗ dylkζ(p)(dζpXik(p)) (3.5)

= σl1...lk(ζ(p))

(
∂yl

∂xi1
δl1l

)
· ... ·

(
∂yl

∂xik
δlkl

)
= σl1...lk(ζ(p))

∂yl1

∂xi1
· ... · ∂y

lk

∂xik

com ls ∈ {1, ..., q}. Temos que ζ∗σ é um campo tensorial diferenciável pois

(σl1...lk ◦ ζ)(p)∂y
l1

∂xi1
· ... · ∂y

lk

∂xik
é combinação de funções diferenciáveis. Da

equação (3.5) e da regra da cadeia podemos reescrever

(ζ∗σ)p(X1, ..., Xn)

=
(
(σl1...lk ◦ ζ)pd(yl1 ◦ ζ)p ⊗ ...⊗ d(ylk ◦ ζ)p

)
(Xi1 , ..., Xik). (3.6)

Proposição 3.2.9 Sejam M,N e P variedades diferenciáveis, ζ : M → N
e ϕ : N → P funções diferenciáveis, σ ∈ T 0,kN , τ ∈ T 0,lN e f ∈ D(N).
Temos as seguintes propriedades

(a) ζ∗ é linear sobre R;

(b) ζ∗(fσ) = (f ◦ ζ)ζ∗σ;

(c) ζ∗(σ ⊗ τ) = ζ∗σ ⊗ ζ∗τ ;

(d) (ϕ ◦ ζ)∗ = ζ∗ ◦ ϕ∗;

(e) Id∗σ = σ.

Demonstração: Pela observação na demonstração do lema 3.2.7, temos
que (b) e o produto por escalar em (a) podem sem vistos como um caso
particular de (c). Para a linearidade da soma em (a) considere l = k, assim

(ζ∗(σ + τ))p(X1, ..., Xk) = (σ + τ)p(dζpX1, ..., dζpXk)

= σp(dζpX1, ..., dζpXk) + τp(dζpX1, ..., dζpXk)

= (ζ∗σ)p(X1, ..., Xk) + (ζ∗τ)p(X1, ..., Xk).
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Vamos mostrar (c).

(ζ∗(σ ⊗ τ))p(X1, ..., Xk+l) = (σ ⊗ τ)ζ(p)(dζpX1, ..., dζpXk+l)

= σζ(p)(dζpX1, ..., dζpXk) · τζ(p)(dζpXk+1, ..., dζpXk+l)

= (ζ∗σ)p(X1, ..., Xk) · (ζ∗τ)p(Xk+1, ..., Xk+l)

= (ζ∗σ ⊗ ζ∗τ)p(X1, ..., Xk+l).

Vamos provar (d).

((ϕ ◦ ζ)∗σ)p(X1, ..., Xk) = σϕ◦ζ(p)(d(ϕ ◦ ζ)pX1, ..., d(ϕ ◦ ζ)pXk)

= σϕ◦ζ(p)(dϕζ(p)(dζpX1), ..., dϕζ(p)(dζpXk))

= (ϕ∗σ)ζ(p)(dζpX1, ..., dζpXk)

= (ζ∗ ◦ ϕ∗(σ))p(X1, ..., Xk).

A última propriedade segue de

(Id∗σ)p(X1, ..., Xk) = σId(p)((dId)pX1, ..., (dId)pXk) = σp(X1, ..., Xk).

Pela propriedade (b) é útil considerar ζ∗(f) = f ◦ ζ.
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Capítulo 4

Álgebra dos tensores alternados.

Dentre o conjunto dos tensores, existe o conjuntos dos tensores alternados
definido pela anti-simetria em suas entradas. Para trabalhar com os tensores
alternados, vamos construir uma base para este subespaço dos tensores e
definir operações que constroem novos tensores alternados. Uma referência
para este capitulo é [15].

4.1 Tensor alternado
Nesta subseção, vamos definir o que é um tensor alternado e trazer suas

principais propriedades. Veremos que o conjunto dos tensores alternados
é um subespaço vetorial do espaço dos tensores. Um exemplo de tensor
alternado é o determinante de uma matriz n× n.

Um outro tipo de tensor é o tensor simétrico, que se comporta de forma
oposta aos tensores alternados, porém este não será o nosso enfoque.

Definição 4.1.1 Sejam V um espaço vetorial e T ∈ V 0,k. O tensor T é
alternado se satisfizer

T (X1, ..., Xi, ..., Xj, ..., Xk) = −T (X1, ..., Xj, ..., Xi, ..., Xk)

para todo X1, ..., Xk ∈ V , onde Xi e Xj do lado direito da equação estão in-
vertidas em relação ao lado esquerdo. O conjunto Λk(V ) denotará o conjunto
de todos os tensores alternados em V 0,k.

Lema 4.1.2 Seja Ω ∈ V 0,k um tensor com a propriedade de Ω(X1, ..., Xk) =
0 quando (X1, ..., Xk) é linearmente dependente. Então Ω é um tensor alter-
nado.
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Demonstração: Sejam X1, ..., Xk ∈ V vetores arbitrários e considere a
k−upla de vetores (X1, ..., Xi + Xj, ..., Xi + Xj, ..., Xk) linearmente depen-
dente. Por hipótese temos

0 = Ω(X1, ..., Xi +Xj, ..., Xi +Xj, ..., Xk)

= Ω(X1, ..., Xi, ..., Xi, ..., Xk) + Ω(X1, ..., Xi, ..., Xj, ..., Xk)

+ Ω(X1, ..., Xj, ..., Xj, ..., Xk) + Ω(X1, ..., Xj, ..., Xi, ..., Xk)

= Ω(X1, ..., Xi, ..., Xj, ..., Xk) + Ω(X1, ..., Xj, ..., Xi, ..., Xk).

Logo Ω é um tensor alternado.

Observação 4.1.3 Ω é um tensor com a propriedade de Ω(X1, ..., Xk) =
0 quando (X1, ..., Xk) é linearmente dependente se e somente se Ω é um
tensor com a propriedade de Ω(X1, ..., Xk) = 0 quando Xi = Xj para algum
i ̸= j. Esta equivalência é consequência da multi-linearidade do tensor Ω.
Portanto podemos utilizar o Lema 4.1.2 com essa mudança da hipótese, caso
seja conveniente.

Proposição 4.1.4 Se V é um espaço vetorial com dim(V ) = n < ∞ e Ω é
alternado, então Ω(X1, ..., Xk) = 0 se (X1, ..., Xk) é linearmente dependente.

Demonstração: Considere (X1, ..., Xk) uma k−upla de vetores linearmente
dependente, ou seja, existe i ∈ {1, ..., k} de forma que Xi =

∑
l ̸=i a

lXl com
al ̸= 0 para todo l. Assim

Ω(X1, ..., Xi, ..., Xk) = Ω(X1, ...,
∑
l ̸=i

alXl, ..., Xk) =
∑
l ̸=i

alΩ(X1, ..., Xl, ..., Xk).

(4.1)
Como Ω é alternado então Ω(X1, ..., Xi, ..., Xi, ..., Xk) = 0. Assim o lado
direito de (4.1), é nulo pois todas as parcelas tem entradas repetidas em Ω,
o que conclui a demonstração.

Corolário 4.1.5 Se V é um espaço vetorial, então soma de tensores al-
ternados e produto por escalar com tensor alternado em V 0,k é um tensor
alternado. Logo o conjunto Λk(V ) dos tensores alternados em V 0,k é um
subespaço vetorial de V 0,k.

Demonstração: Considere uma k-upla de vetores (X1, ..., Xk) linearmente
dependente, T, S ∈ Λk(V ) e λ ∈ R. Pela Proposição 4.1.4 temos

(λT + S)(X1, ..., Xk) = λT (X1, ..., Xk) + S(X1, ..., Xk) = λ · 0 + 0 = 0.
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Assim λT + S é um tensor alternado pela Proposição 4.1.2.

Se V é um espaço vetorial n-dimensional, então todo tensor T ∈ V 0,k

alternado com k > n é identicamente nulo, afinal qualquer k−upla de vetores
de V é linearmente dependente.

Se V é um espaço vetorial de dimensão finita, então todo tensor de tipo
(0, 0) ou (0, 1) é um tensor alternado por vacuidade. Antes de prosseguir
vamos introduzir ferramentas de álgebra

Definição 4.1.6 Seja Ak = {1, ..., k} ⊂ N e considere σ : Ak → Ak uma
função. Diremos que σ é uma permutação em Ak se σ é uma função bijetora.
Caso a permutação σ somente altere dois índices, então diremos que σ é uma
transposição. Vamos denotar por Sk o grupo de todas as permutações de Ak.

Observação 4.1.7 Toda permutação σ ∈ Sk pode ser escrita como compo-
sição de um numero finito, digamos p, de transposições. Se σ for também
uma composição de q de transposições então q e p tem a mesma paridade.
Assim, denotaremos o sinal de σ por sgn(σ) = (−1)p.

Proposição 4.1.8 Seja T um tensor de tipo (0, k) sobre V de dimensão
finita. As seguintes afirmações são equivalentes:

(a) T é alternado;

(b) Para quaisquer vetores X1, ..., Xk e qualquer permutação σ ∈ Sk

T (Xσ(1), ..., Xσ(k)) = sgn(σ)T (X1, ..., Xk);

(c) Com respeito a qualquer base, as componentes Ti1 ...ik de T trocam de
sinal toda vez que dois índices trocam.

Demonstração: (a) ⇒ (b). Toda permutação σ ∈ Sk pode ser escrita por
um numero p de transposições. Primeiramente considere σ uma transposição.
Assim existem i, j ∈ {1, ..., k} distintos de forma que σ(i) = j, σ(j) = i e
δ(l) = l caso l ̸= i e l ̸= j. Nesse caso temos

T (Xσ(1), ..., Xσ(i), ..., Xσ(j), ..., Xσ(k)) = T (X1, ..., Xj, ..., Xi, ..., Xk)

= −T (X1, ..., Xi, ..., Xj, ..., Xk)

= sgn(σ)T (X1, ..., Xi, ..., Xj, ..., Xk).
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Agora seja σ escrita por p transposições. Escreva σ = τ ◦ σ′ onde τ é uma
transposição e σ′ é uma permutação que é escrita por p − 1 transposições.
Assumindo que a hipótese vale para p− 1 transposições temos que

T (Xσ(1), ..., Xσ(k)) = T (Xτ◦σ′(1), ..., Xτ◦σ′(k))

= sgn(τ)T (Xσ′(1), ..., Xσ′(k))

= −sgn(σ′)T (X1, ..., Xk) = sgn(σ)T (X1, ..., Xn).

(b) ⇒ (c). Considere {e1, ..., en} uma base para V qualquer e σ a trans-
posição dos índices i, j ∈ {1, ..., k}. Assim

Tl1...lj ...li...lk = T (el1 , ..., elj , ..., eli , ..., elk)

= T (elσ(1), ..., elσ(i), ..., elσ(j), ..., elσ(k))

= sgn(σ)T (el1 , ..., eli , ..., elj , ..., elk)

= −Tl1...li...lj ...lk .

(c) ⇒ (a). SejamX1, ..., Xk vetores quaisquer de V e {e1, ..., en} uma base
para V qualquer. Considere Xp = alpelp com p ∈ {1, ..., k} e lp ∈ {1, ..., n}.
Assim temos

T (X1, ..., Xk) = Tl1...lka
l1 ...alk

. Sejam i, j ∈ {1, ..., k} arbitrários e distintos. Temos que

T (X1, ..., Xi, ..., Xj, ..., Xk) = Tl1...li...lj ...lka
l1 ...ali ...alj ...alk

= −Tl1...lj ...li...lkal1 ...alj ...ali ...alk

= −T (X1, ..., Xj, ..., Xi, ..., Xk).

Portanto T é alternado.

Definição 4.1.9 Um tensor de tipo (0, k) sobre um espaço vetorial de di-
mensão n é simétrico se para todo X1, ..., Xk ∈ V e para toda permutação
σ ∈ Sk tem-se

T (X1, ..., Xk) = T (Xσ(1), ..., Xσ(k)).

Todo tensor T de tipo (0, 2) pode ser expresso pela soma de um tensor
alternado e um tensor simétrico, ambos tensores de tipo (0, 2). De fato,
observe que

T (X, Y ) = T (X, Y ) +
1

2
(T (Y,X)− T (Y,X))

=
1

2
(T (X, Y ) + T (Y,X)) +

1

2
(T (X, Y )− T (Y,X))

=
1

2
(Sym T (X, Y ) + Alt T (X, Y )).

34



onde Alt T (X, Y ) = T (X, Y )−T (Y,X) é o tensor alternado e Sym T (X, Y ) =
T (X, Y ) + T (Y,X) é o tensor simétrico.

Podemos definir o tensor alternado Alt T para um tensor T de tipo (0, k)
pela formula

Alt(T ) =
1

k!

∑
σ∈Sk

sgn(σ)T σ

onde T σ(X1, ..., Xk) = T (Xσ(1), ..., Xσ(k)). A função Alt é linear pois as par-
celas são lineares.

Note que Alt(T ) ∈ Λk(V ) para todo T ∈ V 0,k. De fato, considere η ∈ Sk
uma permutação qualquer. Pela bijetividade das permutações, temos que

Sk = {σ;∀ σ ∈ Sk} = {η ◦ σ; ∀ σ ∈ Sk}.

Portanto

(Alt(T ))η =

(
1

k!

∑
σ∈Sk

sgn(σ)T σ

)η

=
1

k!

∑
σ∈Sk

sgn(σ)T η◦σ

=
1

k!

∑
σ∈Sk

sgn(η) · sgn(η) · sgn(σ)T η◦σ

=
1

k!

∑
σ∈Sk

sgn(η)sgn(η ◦ σ)T η◦σ

= sgn(η)
1

k!

∑
σ∈Sk

sgn(η ◦ σ)T η◦σ = sgn(η)Alt(T ).

Logo Alt(T ) ∈ Λk(V ) (vide Proposição 4.1.8).

Corolário 4.1.10 Se T é um tensor alternado então Alt (T ) = T .

Demonstração: Pelo item (b) do Lema 4.1.8 temos que

Alt T =
1

k!

∑
σ∈Sk

sgn(σ)T σ =
1

k!

∑
σ∈Sk

sgn(σ)2T

=
1

k!

∑
σ∈Sk

T =
1

k!
· k! · T = T.
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4.2 Tensores alternados elementares
Pelo Corolário 4.1.5, sabemos que conjunto dos tensores alternados é um

subespaço do espaço dos tensores. Assim vamos definir uma base para o
espaço dos tensores alternados.

Seja k ∈ N qualquer. Uma k−upla ordenada I = (i1, ..., ik) de intei-
ros positivos é chamado de multi-índice de comprimento k. Considere I e
J multi-índices de comprimento k. Se J é obtido por I através de uma
permutação σ ∈ Sk da seguinte forma

j1 = iσ(1), ..., jk = iσ(k),

então diremos que J é uma permutação de I ou simplesmente J = σI. Para
isso é útil estender a noção do delta de Kronecker para o conjunto de multi-
índices definida da seguinte forma:

δIJ =

{
sgn(σ), se I e J não tem índices repetidos e J = σI para algum σ ∈ Sk

0, se I ou J tem índices repetidos ou J ̸= σI para todo σ ∈ Sk
.

Seja V um espaço vetorial n−dimensional. Sejam (e1, ..., en) uma base
ordenada de V e (β1, ..., βn) a base dual de V ∗. Nós vamos definir uma
coleção de tensores alternados através do calculo de determinantes em Rn.

Seja I = (i1, ..., ik) um multi-índice de tamanho k com i1, ..., ik ∈ {1, ..., n}.
Vamos definir um tensor de tipo (0, k) sobre V como

βI(X1, ..., Xk) = det

β
i1(X1) ... βi1(Xk)

...
...

βik(X1) ... βik(Xk)

 . (4.2)

Se Xj = (X1
j , ..., X

n
j ) em coordenadas, a última matriz pode reescrita

como

det

X
i1
1 ... X i1

k
...

...
X ik

1 ... X ik
k

 .
Temos que βI é um tensor alternado, afinal se dois termos Xi, Xj são iguais
é o mesmo que ter duas colunas da matriz iguais, o que anula o determinante
da matriz e o resultado segue do Lema 4.1.2 e da observação 4.1.3. Por outro
lado se o multi-índice I contém algum índice repetido então βI(X1, ..., Xk) é
nulo por ter duas linhas repetidas.

Vamos chamar βI de tensor alternado elementar .
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Lema 4.2.1 Sejam B = (e1, ..., en) uma base de V e B∗ = (β1, ..., βn) a base
dual de B. Então

(a) Se I contém um índice repetido, então βI = 0;

(b) Se J = σI para algum σ ∈ Sk, então βJ = sgn(σ)βI ;

(c) Considere J = (j1, ..., jk) um multi-índice de comprimento k com jq ∈
{1, ..., n} para cada q ∈ {1, ..., k}. Assim temos

βI(ej1 , ..., ejk) = δIJ .

Demonstração:
O item (a) é consequência direta de (4.2).

(b) Toda permutação σ pode ser decomposta por um número p de trans-
posições. Primeiramente suponha p = 1. Então calcular βJ é o mesmo que
calcular βI com a matriz tendo duas linhas trocadas, onde inverte o sinal no
calculo da determinante. Dessa forma temos βJ = −βI = sgn(σ)β.

Para o caso geral p ∈ N qualquer, suponha que (b) seja verdade para p−1
transposições. Decomponha σ = τ ◦ σ′, com τ uma transposição e σ′ uma
permutação que pode ser decomposta por p− 1 transposições. Dessa forma
temos

sgn(σ) = −sgn(σ′) e J = τ(σ′I).

Pela hipótese de indução sobre p temos

βJ = βτ(σ
′I) = sgn(τ)βσ

′I = −sgn(σ′)βI = sgn(σ)βI .

(c) Ao considerar Xq = ejq com q ∈ {1, ..., k}, a equação (4.2) pode ser
escrita como

det

β
i1(ej1) ... βi1(ejk)

...
...

βik(ej1) ... βik(ejk)

 = det

δ
i1
j1

... δi1jk...
...

δikj1 ... δikjk

 = det[δ
ip
jq
].

Vamos demonstrar o resultado separando em casos.
Se I ou J contém índices repetidos, então temos βI(ej1 , ..., ejk) = 0 pelo

item (a) desse lema ou por βI ser alternado respectivamente. Por outro lado,
temos que δIJ = 0 por definição.

Suponha que I e J não contém índices repetidos e considere J ̸= σI para
todo σ ∈ Sk. Logo existe um q ∈ {1, ..., k} tal que jq ̸= iσ(p) para todo
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p ∈ {1, ..., k}. Em particular jq ̸= ip para todo p. Nesse caso a q−ésima
coluna da matriz [δ

ip
jq
] é identicamente nula e portanto βI(ej1 , ..., ejk) = 0.

Por outro lado temos que δIJ = 0 por definição.
Suponha que I e J não contém índices repetidos e que J = σI para algum

σ ∈ Sk. Primeiramente no caso mais simples J = I, temos que [δ
ip
jq
] = Idk×k

e portanto
βI(ej1 , ..., ejk) = 1 = sgn(σ) = δIJ .

Para J = σI com σ ∈ Sk arbitrário, pelo item (b) desse lema temos

βI(ej1 , ..., ejk) = sgn(σ)βJ(ej1 , ..., ejk) = sgn(σ) = δIJ .

É possível induzir uma base de Λk(V ) através dos tensores elementares
alternados. Para isso vamos trabalhar com um caso particular de multi-
índices.

Um multi-índice I = (i1, ..., ik) é dito crescente se i1 < ... < ik. Denote a
soma sobre multi-índices crescentes como∑

I

′

TIβ
I =

∑
{I;1≤i1<...<ik≤n}

TIβ
I

onde TI = Ti1...in .
Seja J um multi-índice de forma que J = σI para algum σ ∈ Sk. Sabemos

que βJ = sgn(σ)βI onde sgn(σ) é um escalar de valor 1 ou −1. Portanto o
subconjunto

{βJ ; J = σI para algum σ ∈ Sk} ⊂ span{βI}.

Assim caso k ≤ n e I não contém índices repetidos é possível tomar um
J = σI de forma que J seja um multi-índice crescente. Portanto

{βI ,∀ I multi-índice crescente de comprimento k}

gera Λk(V ). Por outro lado, se
∑′

I TIβ
I = 0, então podemos aplicar esse

tensor na k−upla (ej1 , ..., ejk) com J = {j1, ..., jn} crescente, o que nos dá
TJ = 0. Mas J é arbitrário. Logo {βI}I crescente é L.I. e com isso temos o
seguinte resultado.

Lema 4.2.2 Sejam V um subespaço vetorial n−dimensional, (e1, ..., en) uma
base ordenada de V e (β1, ..., βn) sua base dual. Então a coleção

{βI ; I é um multi-índice crescente de comprimento k}

é uma base para Λk(V ). Portanto

dimΛk(V ) =
n!

k! · (n− k)!
.
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Em particular se k = n então dimΛk(V ) = 1 e é gerado pelo tensor
β1,2,...,n, afinal I = (1, 2, ..., n) é o único multi-índice crescente de compri-
mento n. Por definição temos que

βI(X1, ..., Xn) = det[X i
j]n×n

onde X i
j é a i-ésima coordenada do vetor Xj. Nesse caso se V = Rn com a

base (e1, ..., en) canônica, então βI é a função determinante usual de Rn.
Caso k > n = dim(V ), então sabemos que todo T ∈ Λk(V ) é nulo. Nesse

caso o espaço Λk(V ) é trivial.

4.3 Produto wedge
É possível construir um tensor alternado de Λk+l(V ) com os tensores

ω ∈ Λk(V ) e η ∈ Λl(V ) definindo por Alt(ω⊗ η), operações que já definimos
anteriormente. Porém vamos reescrevê-la de uma forma que vai ser mais útil
posteriormente.

Definição 4.3.1 Sejam ω ∈ Λk(V ) e η ∈ Λl(V ). O produto wedge entre ω e
η é um tensor alternado de Λk+lV definido como

ω ∧ η =
(k + l)!

k!l!
Alt(ω ⊗ η)

=
(k + l)!

k!l!

1

(k + l)!

∑
σ∈Sk+l

sgn(σ)(ω ⊗ η)σ

=
1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

sgn(σ)(ω ⊗ η)σ.

Observação 4.3.2 Ao considerar (X1, ..., Xk+l) uma (k+l)−upla de vetores
de V temos

ω ∧ η(X1, ..., Xk+l) =

=
1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

sgn(σ)ωI(Xσ(1), ..., Xσ(k)) · ηJ(Xσ(k+1), ..., Xσ(k+l)).

Lema 4.3.3 Sejam V um espaço vetorial, (e1, ..., en) uma base ordenada
para V e (β1, .., βn) sua base dual. Para I = (i1, ..., ik) e J = (j1, ..., jl)
multi-índices quaisquer, temos que

βI ∧ βJ = βIJ ,
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onde o multi-índice IJ = (i1, ..., ik, j1, ..., jl) é obtido através da concatenação
de I e J .

Demonstração: Pela multi-linearidade dos tensores, basta provar que

βI ∧ βJ(ep1 , ..., epk+l
) = βIJ(ep1 , ..., epk+l

), (4.3)

onde P = (p1, ..., pk+l) é um multi-índice qualquer com p1, ..., pk+l ∈ {1, ..., n}.
Vamos separar os possíveis casos sobre P :

(1) P contém um índice repetido. Nesse caso teremos que ambos os lados
de (4.3) são nulos pela Proposição 4.1.4.

(2) P contém um índice pt de forma que pt ̸∈ I e pt ̸∈ J . O lado direito da
equação (4.3) é nulo, pois pelo item (c) do Lema 4.2.1 temos

βIJ(ep1 , ..., epk+l
) = δIJP = 0.

Agora reescrevendo o lado esquerdo de (4.3) temos que

βI ∧ βJ(ep1 , ..., epk+l
) =

=
1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

sgn(σ)βI(epσ(1)
, ..., epσ(k)

) · βJ(epσ(k+1)
, ..., epσ(k+l)

). (4.4)

Seja q ∈ {1, ..., k + l} tal que σ(q) = t. Como pt ̸∈ IJ então pσ(q) ̸∈ I e
pσ(q) ̸∈ J . Então βI(epσ(1)

, ..., epσ(k)
) = 0 ou βJ(epσ(k+1)

, ... ..., epσ(k+l)
) =

0. Logo o lado esquerdo de (4.3) é nulo.

(3) P = IJ não contém índices repetidos e consequentemente I e J não
compartilham índices. No lado direito da equação (4.3) temos βIJ(ep1 , ...
..., epk+l

) = δIJP = 1. Agora no lado esquerdo temos a equação

1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

sgn(σ)βI(epσ(1)
, ..., epσ(k)

) · βJ(epσ(k+1)
, ..., epσ(k+l)

).

Se existir algum q ∈ {1, ..., k} de forma que pσ(q) ∈ {pk+1, ..., pk+l}
então pσ(q) ̸∈ I. Escreva P ′ = (pσ(1), ..., pσ(k)) um multi-índice. Pelo
item (c) do Lema 4.2.1 temos que βI(epσ(1)

, ..., epσ(k)
) = δIP ′ = 0. Se

existir algum q ∈ {k + 1, ..., k + l} tal que pσ(q) ∈ {p1, ..., pk}, então
temos βJ(epσ(k+1)

, ..., epσ(k+l)
) = 0 de modo análogo. Assim as únicas

permutações σ ∈ Sk+l que não anulam a equação (4.4) são as que
podem ser escritas como σ = τη, onde τ ∈ Sk permuta somente em
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{1, ..., k} e η ∈ Sl permuta somente em {k+1, ..., k+ l}. Logo sgn(σ) =
sgn(τ) · sgn(η).
Assim podemos escrever a equação acima como

1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

sgn(σ)βI(epσ(1)
, ..., epσ(k)

) · βJ(epσ(k+1)
, ..., epσ(k+l)

) =

=
1

k!l!

∑
τ∈Sk
η∈Sl

sgn(τ)βI(epτ(1) , ..., epτ(k)) · sgn(η)β
J(epη(k+1)

, ..., epη(k+l)
)

=

[
1

k!

∑
τ∈Sk

sgn(τ)(βI)τ (ep1 , ..., epk)

][
1

l!

∑
η∈Sl

sgn(η)(βJ)η(epk+1
, ..., epk+l

)

]
= Alt(βI)(ep1 , ..., epk) · Alt(βJ)(epk+1

, ..., epk+l
)

= βI(ep1 , ..., epk) · βJ(epk+1
, ..., epk+l

) = 1 · 1 = 1.

(4) Caso P = σ(IJ). A Proposição 4.1.8 pode ser aplicada em ambos os
lados da equação (4.3). Daí temos

βI ∧ βJ(epσ(1)
, ..., epσ(k+l)

) = sgn(σ)βI ∧ βJ(ep1 , ..., epk+l
) = sgn(σ),

e
βIJ(epσ(1)

, ..., epσ(k+l)
) = sgn(σ) = sgn(σ)βIJ(ep1 , ..., epk+l

).

Observação 4.3.4 Considere I = (i1, .., ik) e J = (j1, ..., jl) multi-índices
quaisquer e seja τ ∈ Sk+l uma permutação de forma que JI = τ(IJ). Te-
mos que τ pode ser decomposto por k · l transposições, em particular temos
sgn(τ) = (−1)kl. De fato, vamos provar indutivamente sobre l.

Seja primeiramente l = 1. Nesse caso temos que IJ = (i1, ..., ik, j1)
e JI = (j1, i1, ..., ik). Considere as transposições τq = (iq iq+1) com q ∈
{1, .., k} e ik+1 = j1. Informalmente vamos trocar a posição do índice j1 em
IJ com o índice à esquerda, repetindo esse processo até igualar à JI. Assim
temos

JI = (j1, i1, ..., ik) = τ1...τk(i1, ..., ik, j1) = τ1...τk(IJ).

Para o caso geral onde IJ = (i1, ..., ik, j1, ..., jl), primeiramente leve j1
para o começo do multi-índice como fizemos acima. Repita esse processo
com j2, ..., jl nessa ordem até chegar em JI. Nesse caso teremos l permuta-
ções, cada uma escrita por k transposições. Seja τ a permutação gerada pela
composição das l permutações acima. Nesse caso temos que τ é escrito por
l · k transposições.
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Proposição 4.3.5 Sejam a e a′ escalares e ω, η, ξ tensores alternados. Te-
mos as seguintes propriedades:

(a) Bilinearidade:

(aω + a′ω′) ∧ η = a(ω ∧ η) + a′(ω′ ∧ η);

η ∧ (aω + a′ω′) = a(η ∧ ω) + a′(η ∧ ω′).

(b) Associatividade:
ω ∧ (η ∧ ξ) = (ω ∧ η) ∧ ξ.

(c) Anticomutatividade: Para ω ∈ Λk(V ) e η ∈ Λl(V ) tem-se

ω ∧ η = (−1)klη ∧ ω.

(d) Sejam (e1, ..., en) uma base ordenada para V e (β1, .., βn) a base dual
induzida pela base de V e I = (i1, ..., ik) um multi-índice. Então

βi1 ∧ ... ∧ βik = βI .

(e) Para quaisquer covetores ω1, ..., ωk ∈ V ∗ e vetores X1, ..., Xk ∈ V tem-
se

ω1 ∧ ... ∧ ωk(X1, ..., Xk) = det[ωi(Xj)],

onde [ωi(Xj)] é uma matriz k × k.

Demonstração:

(a) Temos que o produto wedge é bilinear pois o produto tensorial é bilinear
e o Alt é linear.

(b) Pelo Lema 4.3.3 temos a associatividade com os tensores alternados
elementares afinal

(βI ∧ βJ) ∧ βQ = βIJ ∧ βQ = βIJQ = βI ∧ βJQ = βI ∧ (βJ ∧ βQ).

Para o caso geral considere ω = ωiβ
Ii , η = ηjβ

Jj e ξ = ξqβ
Qq escrito na

base do Lema 4.2.2. Assim temos

ω ∧ (η ∧ ξ) = (ωiβ
Ii ∧ ηjβJj) ∧ ξqβQq

= ωiηjξqβ
IiJjQq = ωiβ

Ii ∧ (ηjβ
Jj ∧ ξqβQq) = (ω ∧ η) ∧ ξ.
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(c) A anticomutatividade é resultado do Lema 4.3.3, da Observação 4.3.4
e do item (b) do Lema 4.2.1, pois

ω ∧ η = ωiηjβ
IiJj = (−1)klηjωiβ

JjIi = (−1)klη ∧ ω.

(d) É resultado direto do Lema 4.3.3 aplicado k − 1 vezes. Ao considerar
iq = (iq) um multi-índice de comprimento 1 temos que

βi1 ∧ ... ∧ βiq−1 ∧ βiq = β(i1...iq−1) ∧ βiq = β(i1...iq)

e o item (d) é demonstrado para q = k.

(e) Primeiramente considere o caso que ωq = βiq com q ∈ {1, .., k} e iq ∈
{1, ..., n}. O item (d) resulta em

βi1 ∧ ... ∧ βik(X1, ..., Xk) = βI(X1, ..., Xk) = det[βiq(Xj)],

onde I = (i1, .., ik). Para o caso geral escreva ωq = ωiqβ
iq com iq ∈

{1, ..., n}. Nesse caso pela bilinearidade do produto wedge, temos

ω1 ∧ ... ∧ ωk(X1, ..., Xk) = ωi1β
i1 ∧ ... ∧ ωikβik(X1, ..., Xk)

= ωi1 ...ωik det[β
iq(Xj)],

com q, j ∈ {1, ..., k}. Como o produto por λ ∈ R de um determinante
de uma matriz quadrada A é o mesmo que o determinante da matriz
A com uma linha multiplicada por λ, então multiplique cada q−ésima
linha da matriz [βiq(Xj)] por ωiq . Dessa forma

ωi1 ...ωik det[β
iq(Xj)] = det[ωiqβ

iq(Xj)] = det[ωq(Xj)].
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Capítulo 5

Tensores alternados em
variedades

Agora vamos trabalhar com tensores alternados em uma variedade dife-
renciável n−dimensional M em vez de um espaço vetorial, analisando a sua
representação em um sistema coordenadas. Da mesma forma que T m,sM é
o conjunto de todos os campos tensoriais de tipo (m, s) sobre M , podemos
definir o conjunto de todos os campos tensoriais alternados sobre M , que
são as k−formas em M . Veremos uma diferenciação em k−formas, que é
chamada de derivada exterior.

Veremos que existe um campo tensorial conhecido como 1− forma tau-
tológica no fibrado cotangente T ∗M de uma variedade diferenciável. Consi-
derando a derivada exterior da 1−forma tautológica, obtemos uma 2−forma
não-degenerada em T ∗M conhecida como a forma simplética canônica. Es-
ses objetos serão importantes na formalização do princípio do máximo de
Pontryagin em variedades. Uma referência para esta seção é [15].

5.1 Formas diferenciais em variedades
Nesta subseção vamos estender a definição dos tensores alternados em

uma variedade diferenciável como uma correspondência que a cada p ∈ M ,
associa um tensor alternado em seu espaço tangente, descrevendo-os em um
sistema de coordenadas e analisando a sua diferenciabilidade. Introduziremos
a diferencial exterior no espaço das forma diferenciais e demonstraremos que
sua ação se comporta "naturalmente" em relação ao produto wedge e ao
pullback das formas diferenciais.

Um campo tensorial ω de tipo (0, k) é alternado se ω(p) := ωp ∈ Λk(TpM)
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para todo p ∈ M . O conjunto de todos os campos tensoriais alternados de
tipo (0, k) é denotado por Λk(M).

Sejam ω ∈ Λk(M) e η ∈ Λl(M). Podemos estender o produto wedge para
campo tensoriais da seguinte forma

(ω ∧ η)(p) = ω(p) ∧ η(p).

Como ω(p) ∧ η(p) ∈ Λk+l(TpM) para todo p ∈ M , então ω ∧ η ∈ Λk+l(M).
De forma semelhante podemos estender Alt(ω)(p) = Alt(ω(p)).

Caso ω ∈ Λk(M) seja diferenciável então diremos que é um campo tenso-
rial alternado diferenciável sobre M ou uma k−forma em M . O subconjunto
de Λk(M) de todos os campos tensoriais alternados diferenciáveis é denotado
por AkM . Uma 0−forma é uma função diferenciável em M .

Em uma parametrização x : U ⊂ Rn → M com U = (x1, ..., xn), uma
k−forma ω pode ser escrito localmente como

ω =
′∑
I

ωIdx
I =

′∑
I

ωI(dx
i1 ∧ ... ∧ dxik),

onde cada ωI é uma função diferenciável em uma vizinhança coordenada
e a linha sobre o somatório indica que I varia ao longo de multi-índices
crescentes.

Pelo item (c) do Lema 4.2.1 temos

dxi1 ∧ ... ∧ dxik
(

∂

∂xj1
, ...,

∂

∂xjk

)
= δIJ .

Através do lema 3.2.7 e da linearidade da função Alt, podemos escrever f ∧η
como

f ∧ η =
l!

l!
Alt(f ⊗ η) = Alt(fη) = fAlt(η).

Caso η seja uma k−forma, então f ∧ η = fAlt(η) = fη.

Sejam ω uma k-forma e η uma l−forma, ambos em M . Então ω ∧ η é
uma (k+ l)−forma em M . De fato, já mostramos que ω∧ η ∈ Λk+l(M). Por
outro lado temos

(ω ∧ η)(p) = 1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

sgn(σ)(ω ⊗ η)σ(p),

que é diferenciável pois cada (ω ⊗ η)σ é diferenciável pelo Lema 3.2.7.
Se ζ : M → N é uma função diferenciável e ω uma k−forma de N . O

pullback ζ∗ω é uma k−forma de M definido como

(ζ∗ω)p(X1, ..., Xk) = ωζ(p)(dζpX1, ..., dζpXk).
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Lema 5.1.1 Seja ζ :M → N uma função diferenciável. Temos que

ζ∗(ω ∧ η) = (ζ∗ω) ∧ (ζ∗η).

Dado p ∈ M , considere Y = (y1, ..., yn) uma vizinhança coordenada de ζ(p).
Assim em coordenadas locais

ζ∗

(
′∑
I

ωI(dy
i1 ∧ ... ∧ dyik)

)
=

′∑
I

(ωI ◦ ζ)(d(yi1 ◦ ζ) ∧ ... ∧ d(yik ◦ ζ)).

Demonstração: Primeiramente considere ω = dyI e η = dyJ com I =
(i1, ..., ik) e J = (j1, ..., jl) qualquer. Assim temos

ζ∗(βI ∧ βJ)p = ζ∗(βIJ)p = βIJζ(p) ◦ dζp = (βI ∧ βJ)ζ(p) ◦ dζp
= (βIζ(p) ∧ βJζ(p)) ◦ dζp = ζ∗(βI)p ∧ ζ∗(βJ)p.

O caso geral é resultado da bilinearidade do produto wedge e da linearidade
de ζ∗ (veja a Proposição 3.2.9). De fato, considere ω = ωIdy

I e η = ηJdy
J

escrito na base {dyL;L é crescente} no ponto ζ(p). Assim temos

ζ∗(ω ∧ η)p = ζ∗(ωIdy
I ∧ ηJdyJ)p = (ωIηJ)ζ(p)(ζ

∗(dyI) ∧ ζ∗(dyJ))p
= ζ∗(ωIdy

I)p ∧ ζ∗(ηJdyJ)p = ζ∗(ω)p ∧ ζ∗(η)p.

A segunda afirmação é resultado da primeira parte e da regra da cadeia.
De fato,

ζ∗

(
′∑
I

ωI(dy
i1 ∧ ... ∧ dyik)

)
p

=
′∑
I

(ωI)ζ(p)ζ
∗(dyi1 ∧ ... ∧ dyik)

=
′∑
I

(ωI)ζ(p)ζ
∗(dyi1ζ(p)) ∧ ... ∧ ζ

∗(dyikζ(p))

=
′∑
I

(ωI ◦ ζ)p(d(yi1 ◦ ζ) ∧ ... ∧ d(yik ◦ ζ))p.

Lema 5.1.2 Seja ζ : M → N uma função diferenciável com M,N varieda-
des diferenciáveis n−dimensionais. Sejam U = (x1, ..., xn) e V = (y1, ..., yn)
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abertos coordenados em M e N respectivamente e u uma função diferenciável
em V . Então

ζ∗(u(dy1 ∧ ... ∧ dyn)) = (u ◦ ζ) det
[
∂ζj

∂xi

]
(dx1 ∧ ... ∧ dxn) (5.1)

para todo p ∈ U ∩ ζ−1(V ).

Demonstração: Como o campo tensorial alternado é de tipo (0, n) sobre
uma variedade de dimensão n, então pelo Lema 4.2.2 temos que Λn(M) é
gerado pelo tensor dx1 ∧ ... ∧ dxn para cada p ∈ U ∩ ζ−1(V ).

Pelo Lema 5.1.1 temos

ζ∗(u(dy1∧ ...∧dyn)) = (u◦ζ)(d(y1◦ζ)∧ ...∧d(yn◦ζ)) = (u◦ζ)(dζ1∧ ...∧dζn),

onde ζq é a q−ésima coordenada de ζ. Pelo item (e) da Proposição 4.3.5
temos

dζ1 ∧ ... ∧ dζn
(

∂

∂x1
, ...,

∂

∂xn

)
= det

[
dζj
(
∂

∂xi

)]
(5.2)

= det

[
∂ζj

∂xi

]
= det

[
∂ζj

∂xi

]
(dx1 ∧ ... ∧ xn)

(
∂

∂x1
, ...,

∂

∂x1

)
.

Por outro lado, dim(Λk(TpM)) = 1 para todo p ∈ M . Logo (dζ1 ∧ ... ∧
dζn)(p) é um múltiplo escalar de (dx1 ∧ ... ∧ dxn)(p) para todo p ∈ M .
Portanto dζ1 ∧ ... ∧ dζn é o produto da função diferenciável det

[
∂ζj

∂xi

]
com

dx1 ∧ ... ∧ dxn devido a (5.2).

5.2 Derivada Exterior
Vamos definir uma diferenciação natural sobre as k−formas em uma va-

riedade. Dessa forma a derivada de uma k−forma ω é uma (k + 1)−forma
construído ao derivar as componentes ωI de ω. Veremos que por serem cam-
pos de tensores alternados, então ao derivá-los duas vezes, sempre teremos o
campo de tensores nulos.
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Nem toda 1−forma ω de uma variedade é exata, ou seja, nem sempre
existe f ∈ D(M) tal que ω = df . Uma das condições para que exista um f
que satisfaça ω = df é que ω deve satisfazer

∂ωj
∂xi

− ∂ωi
∂xj

= 0, i, j = 1, ..., n, (5.3)

em qualquer sistema de coordenadas. De fato, df = ∂f
∂xi
dxi e ω = ωidx

i, e
com isso (5.3) é equivalente ao teorema de Clairaut-Schwarz aplicado em f .
Veremos adiante que esta condição está relacionada ao fato dω = 0, ou seja,
ω ser fechada.

Vamos definir um operador diferencial d : Ak(M) → Ak+1(M) que satis-
faça regras usuais de derivação, e além disso, d2 = 0.

Seja ω =
∑′

I ωIdx
I uma k−forma em uma vizinhança coordenada. Defina

o operador d como

d

(
′∑
I

ωIdx
I

)
=

′∑
I

(dωI ∧ dxI) (5.4)

onde dωI é a diferencial da função componente ωI . Como dωI ∧ dxI é uma
(k + 1)−forma para todo I, então dω é uma (k + 1)−forma.

Vamos analisar propriedades de dωI na equação (5.4). Escreva dωI =
∂ωI

∂xi
dxi com ∂ωI

∂xi
as funções componentes de dωI . Pela bilinearidade do pro-

duto wedge temos

′∑
I

(dωI ∧ dxI) =
′∑
I

((
∂ωI
∂xi

dxi
)
∧ dxI

)
=

′∑
I

∂ωI
∂xi

(dxi ∧ dxI).

Seja ω uma 1−forma e escreva I = (j) com j ∈ {1, .., n}. Como dxi ∧
dxj = −dxj ∧ dxi, então podemos reescrever a equação acima como

dω =
n∑
j=1

n∑
i=1

∂ωj
∂xi

(dxi ∧ dxj) =
∑
i<j

∂ωj
∂xi

(dxi ∧ dxj) +
∑
j<i

∂ωj
∂xi

(dxi ∧ dxj)

=
∑
i<j

∂ωj
∂xi

(dxi ∧ dxj)−
∑
j<i

∂ωj
∂xi

(dxj ∧ dxi).

Trocar os índices i e j da ultima somatória não altera a soma. Portanto

dω =
∑
i<j

∂ωj
∂xi

(dxi∧dxj)−
∑
i<j

∂ωi
∂xj

(dxi∧dxj) =
∑
i<j

(
∂ωj
∂xi

− ∂ωi
∂xj

)
(dxi∧dxj)
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e dω = 0 equivale à equação (5.3). Portanto, se ω é exata, então dω = 0.
Prosseguiremos com o estudo do operador d.

Teorema 5.2.1 Em qualquer variedade diferenciável M existe uma única
função linear d : Ak(M) → Ak+1(M) para cada k ≥ 0 satisfazendo as se-
guintes condições:

(i) Se f é uma função diferenciável, então df é a diferencial de f , definido
como

df(X) = Xf.

(ii) Se ω ∈ Ak(M) e η ∈ Al(M), então

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη.

(iii) d2(ω) = d(dω) = 0 para todo ω.

d é escrito como (5.4) em uma carta local.

Demonstração: Primeiramente suponha que exista uma função linear
d : Ak(M) → Ak+1(M) que satisfaça as propriedades (i), (ii) e (iii). Temos
que d é unicamente determinando ao mostrar que d satisfaz a equação (5.4)
em qualquer carta local.

Sejam ωa e ωb k−formas em M e U um aberto de M tais que ωa|U = ωb|U .
Para mostrar que dωa = dωb vamos considerar η = ωa − ωb e mostrar que
dη = 0 em U . Seja p ∈ U qualquer e considere a função bump φ ∈ D(M) com
suporte contido em U e φ ≡ 1 em uma vizinhança fechada A de p contida
em U . Dessa forma temos que φη ≡ 0 em M e d(φη) = d(0 · φη) = 0 pela
linearidade de d. Assim, pela propriedade (ii) temos

0 = d(φη)p = dφp ∧ ηp + φp ∧ dηp = 0 ∧ ηp + 1 · dηp = dηp.

Como p ∈ U foi tomado de forma arbitrária, então temos que dη = 0 em U .
Portanto d está bem definido localmente.

Agora seja U = (x1, ..., xn) uma vizinhança coordenada de M e ω ∈
Ak(M) escrito como ω =

∑
I

′
ωIdx

I em U . Pelo Corolário B.4, existe um ω̃
definido em M que coincide com ω em uma vizinhança fechada A em torno
de p ∈ U . Através do item (ii) e pela linearidade de d temos

dω̃ = d

(∑
I

′

ω̃Idx̃
I

)
=
∑
I

′

d
(
ω̃I ∧ dx̃i1 ∧ ... ∧ dx̃in

)
=
∑
I

′

dω̃I ∧ dx̃I + (−1)0
∑
I

′

ω̃I ∧ d(dx̃i1 ∧ ... ∧ dx̃in). (5.5)
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Podemos aplicar n− 1 vezes a propriedade (ii) em d(dx̃i1 ∧ ...∧ dx̃in). Dessa
forma teremos uma soma de termos cada um contendo um fator d(dx̃ip) para
algum p ∈ {1, ..., n}. Pelo item (iii) temos que d(dx̃ip) = 0 e portanto a soma
dos termos é nulo. Portanto a equação (5.5) reduz para∑

I

′

dω̃I ∧ dx̃I .

Como d é um operador local, então temos

dωp = dω̃p =
∑
I

′

d(ω̃I)p ∧ d(x̃I)p =
∑
I

′

d(ωI)p ∧ d(xI)p

para todo p ∈ U . Logo d satisfaz a equação (5.4) em todo U e portanto dω
é unicamente determinado.

Agora vamos provar a existência deste operador linear. Para fixar ideias,
suponha que M é coberta por uma única vizinhança coordenada (x1, ..., xn)
e defina d pela equação (5.4). Pela definição de d em sistema de coorde-
nadas, não é difícil ver que a propriedade (i) é satisfeita. Para provar as
outras propriedades, primeiramente observe que d(fdxI) = df ∧ dxI mesmo
que I seja um multi-índice de comprimento k não crescente. De fato, se I
contém índices repetidos, então ambos os lados da equação se anulam pela
anti-comutatividade do produto wedge. Caso contrário considere σ ∈ Sk a
permutação tal que J = σI com J um multi-índice crescente. Pela lineari-
dade de d temos

d(fdxI) = sgn(σ)d(fdxJ) = sgn(σ)df ∧ dxJ = df ∧ dxI .

Vamos provar que (ii) é válido para os tensores ω = fdxI e η = gdxJ ,
onde f, g ∈ D(M). De fato,

d(ω ∧ η) = d((fdxI) ∧ (gdxJ)) = d(fg(dxI ∧ dxJ)) = d(fg) ∧ dxI ∧ dxJ

= (gdf + fdg) ∧ dxI ∧ dxJ = g(df ∧ dxI ∧ dxJ) + f(dg ∧ dxI ∧ dxJ)
= (df ∧ dxI) ∧ (gdxJ) + (−1)k(fdxI) ∧ (dg ∧ dxJ)
= dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη,

onde a penúltima linha é resultado da anticomutatividade do produto wedge.
Para ω =

∑′

IωIdx
I e η =

∑′

IηJdx
J arbitrários o resultado é direto pela

linearidade de d.
Para provar (iii), primeiramente considere o caso ω = f ∈ D(M) uma

0−forma. Nesse caso

d(df) = d

(
∂f

∂xj
dxj
)

=
∂2f

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj.
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Como dxi ∧ dxi = 0, dxj ∧ dxi = −dxi ∧ dxj e f tem segunda derivada
contínua, então

∂2f

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj =

∑
i<j

(
∂2f

∂xi∂xj
− ∂2f

∂xj∂xi

)
dxi ∧ dxj = 0.

Para o caso geral, temos pelo item (ii) que

d(dω) = d

(∑
I

′

dωI ∧ dxI
)

=
∑
I

′

d2(ωI) ∧ dxI +
∑
I

′

dωI ∧ d2(xI).

Temos que d2(ωI) = 0 pois ωI é uma 0−forma. Por outro lado escreva
d(dxI) = d(dxi1 ∧ ... ∧ dxik). Ao aplicar o item (ii) k vezes temos

d2(xI) =
k∑
q=1

(−1)q−1dxi1 ∧ ... ∧ d2(xiq) ∧ ... ∧ dxik = 0

onde cada d2(xiq) = 0 pois xiq é uma 0−forma. Assim concluímos que
d2(ω) = 0 para todo ω ∈ Ak(M).

Para finalizar, temos que mostrar que o resultado vale para uma variedade
diferenciável M arbitrária. Seja {Uα} uma cobertura de M por vizinhanças
coordenadas. Dados Uα e Uλ vizinhanças coordenadas quaisquer, existem dα
e dλ operadores diferenciáveis definidos em Uα e Uλ respectivamente, ambos
satisfazendo (i) − (iii). Caso U = Uα ∩ Uλ ̸= ∅, pela unicidade temos que
dα|U = dλ|U . Dessa forma, definir dω pela equação (5.4) em cada vizinhança
coordenada resulta em um operador definido em todo o M satisfazendo os
itens (i)− (iii).

Observação 5.2.2 Como consequência de existir uma única função linear
d satisfazendo condições do teorema acima então dω não depende do sistema
de coordenadas.

Vamos chamar o operador d de diferencial exterior e dω de derivada
exterior de ω.

Lema 5.2.3 Seja ζ :M → N é uma função diferenciável. A função pullback
ζ∗ comuta com o diferencial exterior d da seguinte forma:

ζ∗(dω) = d(ζ∗ω) ∀ ω ∈ Ak(N). (5.6)
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Demonstração: Seja ω ∈ Ak(N) arbitrário. Como d é local, precisamos
demonstrar a equação (5.6) para uma vizinhança de cada p ∈ M . Em uma
vizinhança coordenada podemos escrever ω =

∑
I

′
ωIdx

i1 ∧ ... ∧ dxik . Pela
linearidade de d e de ζ∗ precisamos demonstrar somente para ωIdxi1∧...∧dxik .

Pelo Lema 5.1.1 e a definição de d temos

ζ∗d(ωIdx
i1 ∧ ... ∧ dxik) = ζ∗(dωI ∧ dxi1 ∧ ... ∧ dxik)

= d(ωI ◦ ζ) ∧ d(xi1 ◦ ζ) ∧ ... ∧ d(xik ◦ ζ)
= d((ωI ◦ ζ) ∧ d(xi1 ◦ ζ) ∧ ... ∧ d(xik ◦ ζ))
= d(ζ∗(ωIdx

i1 ∧ ... ∧ dxik)),

o que conclui a demonstração.

Definição 5.2.4 Uma forma diferenciável ω ∈ Ak(M) é fechada quando
dω = 0, e exata se existir um η ∈ Ak−1(M) de forma que ω = dη.

Observação 5.2.5 Como d2 = 0, então para uma k−forma ser exata uma
condição necessária é que ela seja fechada pois

dω = d(dη) = 0.

5.3 Forma Simplética
Definir um tensor simplético em um espaço vetorial é bem útil. Com

ele ganhamos várias ferramentas sendo entre elas um isomorfismo entre os
espaço vetorial e o seu dual, uma noção de espaço complementar e o fato que
o espaço vetorial tem dimensão par.

Veremos que em toda variedade diferenciável é possível definir uma forma
simplética sobre o fibrado cotangente ao derivar a 1−forma tautológica.

Um tensor ω de tipo (0, 2) de um espaço vetorial n−dimensional V é não
degenerado se ω(X, Y ) = 0 para todo Y ∈ V se e somente se X = 0.

Proposição 5.3.1 Sejam V um espaço vetorial e ω ∈ V 0,2 um tensor. As
seguintes afirmações são equivalentes:

(i) ω é não degenerado;

(ii) A matriz [ωij], onde ωij são as funções componentes de ω em uma base,
é inversível;
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(iii) A função linear ω̂ : V → V ∗ definido por ω̂(X) = ω(·, X) é inversível.

Demonstração:
(ii) ⇒ (i). Vamos demonstrar pela contrapositiva. Suponha que ω é

degenerado, ou seja existe X ̸= 0 de forma que ω(X, Y ) = 0 para todo
Y ∈ V . Construa (e1, ..., en) uma base de V com en = X. Assim temos
ω(en, ej) = 0 para todo j ∈ {1, ..., n}. Portanto [ωij] não é inversível pois a
n−ésima linha é nula.

(i) ⇒ (ii). Vamos demonstrar pela contrapositiva. Agora suponha que
[ωij] não é inversível, com ωij as componentes de ω na base (e1, ..., en) qual-
quer. Assim existe uma matriz inversível A de forma que a matriz A · [ωij]
é uma matriz triangular superior escalonada cuja a n−ésima linha é nula.
Assim temos

0 = [en]
TA[ωij] = (AT [en])

T [ωij]

e portanto

ω(AT (en), Y ) = (AT [en])
T [ωij][Y ] = 0 · [Y ] = 0

para todo Y ∈ V . Logo ω é degenerado.
(i) ⇔ (iii). Primeiramente observe que

nuc ω̂ = {X ∈ V ; ω̂(X) ≡ 0} = {x ∈ V ;ω(Y,X) = 0 ∀ Y ∈ V }.

Assim ω é não degenerado se e somente se nuc ω̂ = {0} o que ocorre se e
somente se ω̂ é inversível pelo teorema do núcleo e da imagem.

Um tensor de tipo (0, 2) alternado e não degenerado é chamado de um
tensor simplético . O par (V, ω) é chamado de um espaço vetorial simplé-
tico ou simplesmente que V é um espaço vetorial simplético caso não haja
possibilidade de confusão.

Exemplo 1 Seja V um espaço vetorial 2n−dimensional. Seja (A1, B1, ...
..., An, Bn) uma base qualquer de V e a base dual correspondente (α1, β1, ...
..., αn, βn) para V ∗. Seja ω ∈ Λ2(V ) um tensor definido como

ω =
n∑
k=1

αk ∧ βk (5.7)

Dessa forma, dados i, j ∈ {1, ..., n} com i ̸= j temos

ω(Ai, Bj) =
n∑
k=1

αk ∧ βk(Ai, Bj) = (αi ∧ βi + αj ∧ βj)(Ai, Bj)

= det

[
αi(Ai) αi(Bj)
βi(Ai) βi(Bj)

]
+ det

[
αj(Ai) αj(Bj)
βj(Ai) βj(Bj)

]
= 1 · δij + δji · 1 = 0.
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Agora se i = j temos

ω(Ai, Bi) = (αi ∧ βi)(Ai, Bi) = 1 · δii = 1.

Portanto ω(Ai, Bj) = δij = −ω(Bj, Ai). Por outro lado temos ω(Ai, Aj) =
0 = ω(Bi, Bj) pois βk(Aj) = 0 = αk(Bi) para todo i, j, k ∈ {1, ..., n}.

Seja X = aiAi+b
iBi um vetor que satisfaz ω(X, Y ) = 0 para todo Y ∈ V .

Para todo j ∈ {1, .., n} tem-se

0 = ω(X,Bj) = aiω(Ai, Bj) + biω(Bi, Bj) = aiδji = aj

e
0 = ω(X,Aj) = aiω(Ai, Aj) + biω(Bi, Aj) = −biδji = −bj.

Portanto X = 0 e ω é não degenerado.

Seja (V, ω) um espaço vetorial simplético e S um subespaço de V . Vamos
definir o complemento simplético de S como

S⊥ = {X ∈ V ;ω(X, Y ) = 0, ∀ Y ∈ S}.

Em particular, como ω é não degenerado, então

V ⊥ = {X ∈ V ;ω(X, Y ) = 0, ∀ Y ∈ V } = {0}.

Temos que S⊥ é um subespaço de V , pois para todo X escrito como
combinação linear de vetores de S⊥, temos que ω(X, Y ) = 0 para todo Y ∈ V
pela bilinearidade do tensor. A demonstração da seguinte proposição é um
exercício de álgebra linear.

Proposição 5.3.2 Sejam V um espaço vetorial n−dimensional, V ∗ o espaço
dual e {β1, ..., βk} um conjunto de funcionais linearmente independentes em
V ∗. Então existe um conjunto L.I. {X1, .., Xk} ⊂ V tal que βj(Xi) = δji .

Lema 5.3.3 Seja (V, ω) um espaço vetorial simplético. Para todo subespaço
S ⊂ V tem-se dimS + dimS⊥ = dimV .

Demonstração: Sejam (e1, ..., ek) uma base arbitrária de S e a transforma-
ção linear invertível ω̂ : V → V ∗ definida como ω̂(X)(Y ) = ω(X, Y ). Assim
a k−upla de covetores (ω̂(e1), ..., ω̂(ek)) são linearmente independentes. Seja
ϕ : V → Rk a transformação linear definida

ϕ(X) = (ω̂(e1)(X), ..., ω̂(ek)(X)).
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Observe que

nucϕ = {X ∈ V ; ω̂(ei)(X) = 0 para todo i ∈ {1, ..., k}}
= {X ∈ V ;ω(ei, X) = 0 para todo i ∈ {1, ..., k}}.

Pela bilinearidade de ω podemos afirmar que

{X ∈ V ;ω(ei, X) = 0 para todo i ∈ {1, ..., k}} =

= {X ∈ V ;ω(Y,X) = 0 para todo Y ∈ S} = S⊥.

A transformação linear ϕ é sobrejetora. De fato, pela proposição an-
terior existem {X1, ..., Xk} vetores de V linearmente independentes com
ω̂(ei)(Xj) = δij. Seja (a1, ..., ak) ∈ Rk arbitrário. Assim temos

ϕ(ajXj) = (ω̂(e1)(a
jXj), ..., ω̂(ek)(a

jXj)) = (a1, ..., ak).

Pelo teorema do núcleo e da imagem temos

dimV = dim(nucϕ) + dimRk = dimS⊥ + dimS,

o que conclui a demonstração.

Complementos simpléticos e complementos ortogonais não são parecidos,
pois S ∩ S⊥ = {0} em um espaço com produto interno, mas para espaços
simpléticos isso nem sempre ocorre.

O exemplo 1 retrata bem a situação acima. Seja S = span{A1}. Sabemos
que

ω(Aj, A1) = 0 ∀j ∈ {1, ..., n},

ω(Bj, A1) = 0 ∀j ∈ {2, ..., n}.

A única expressão não nula é ω(B1, A1). Portanto

S⊥ = span{A1, B̂1, A2, B2, ..., An, Bn},

onde B̂1 indica que B1 foi retirado do conjunto. Assim temos S ∩ S⊥ = S.
Seja V um espaço vetorial simplético. Vamos classificar os subespaços S

de V como

• Simplético se S ∩ S⊥ = {0};

• Isotrópico se S ⊂ S⊥;

• Coisotrópico se S ⊃ S⊥;
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• Lagrangiano se S = S⊥.

Proposição 5.3.4 Sejam (V, ω) um espaço vetorial simplético e S ⊂ V um
subespaço. Temos as seguintes afirmações:

(a) (S⊥)⊥ = S;

(b) S é simplético se e somente se ω|S e não degenerada;

(c) S é isotrópico se e somente se ω|S ≡ 0;

(d) S é Lagrangiano se e somente se ω|S ≡ 0, dimV = 2n e dimS = n.

Demonstração: (a) Seja X ∈ S arbitrário. Pela definição de complemento
simplético de S temos ω(X, Y ) = 0 para todo Y ∈ S⊥. Portanto X ∈ (S⊥)⊥,
e como X é arbitrário, conclui-se que S ⊂ (S⊥)⊥.

Pelo Lema 5.3.3 temos

dimV = dimS + dimS⊥ = dimS⊥ + dim(S⊥)⊥.

Logo dimS = dim(S⊥)⊥. Já que S ⊂ (S⊥)⊥, então S = (S⊥)⊥.

(b) Sejam S um subespaço simplético e X ∈ S de forma que ω(X, Y ) = 0
para todo Y ∈ S. Em particular X ∈ S⊥. Assim temos que X = 0 pois
X ∈ S ∩ S⊥ = {0}. Logo ω|S é não degenerado.

Agora suponha ω|S é não degenerado. Seja X ∈ S ∩ S⊥ arbitrário.
Então X ∈ S e ω(X, Y ) = 0 para todo Y ∈ S. Como X, Y ∈ S então
ω(X, Y ) = ω|S (X, Y ) = 0 para todo Y ∈ S. Pela hipótese que ω|S é não
degenerado, temos que X = 0 e portanto S ∩ S⊥ = {0}.

(c) Temos que S ⊂ S⊥ se e somente se para todo X ∈ S temos que
ω(X, Y ) = 0 para todo Y ∈ S. Mas isso é o mesmo que dizer ω|S ≡ 0.

(d) Seja S Lagrangiano. Em particular S é isotrópico, portanto ω|S ≡ 0
pelo item (c). Pelo Lema 5.3.3 temos

dimV = dimS + dimS⊥ = 2dimS.

Logo dimV = 2n e portanto dimS = n.
Agora suponha ω|S ≡ 0 e 2 dimS = dimV = 2n. Pelo Lema 5.3.3 temos

2n = dimS + dimS⊥,

assim dimS⊥ = n. Como S ⊂ S⊥ pelo item (c) e ambos os subespaços tem
a mesma dimensão, então S = S⊥, o que conclui a demonstração.
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Proposição 5.3.5 Sejam ω um tensor simplético, (A1, B1, ..., An, Bn) uma
base de V e (α1, β1, ..., αn, βn) sua base dual. Então ω =

∑n
k=1 α

k ∧ βk

se e somente se ω(Ai, Bj) = δji e ω(Ai, Aj) = 0 = ω(Bi, Bj) para todo
i, j ∈ {1, ..., n}.

Demonstração: A ida da proposição já foi demonstrada no Exemplo 1.
Então suponha que ω(Ai, Bj) = δji e ω(Ai, Aj) = 0 = ω(Bi, Bj) para todo
i, j ∈ {1, ..., n}. Pelo Lema 4.2.2 temos que ω é escrito como

ω =
n∑
k=1

ω1
kkα

k∧βk+
n∑
k<l

(ω2
klα

k∧βl+ω3
klβ

k∧αl)+
n∑
k<l

(ω4
klα

k∧αl+ω5
klβ

k∧βl),

onde ω1
kk e ωpkl com p = 2, 3, 4, 5 são constantes. Por hipótese temos que

ω4
kl = 0 = ω5

kl pois ω(Ak, Al) = 0 = ω(Bk, Bl);

ω2
kl = 0 = ω3

kl pois k < l e daí ω(Ak, Bl) = δkl = 0 = −ω(Bk, Al);

ω1
kk = 1 pois ω(Ak, Bk) = δkk = 1.

Portanto

ω = ω1
kk

n∑
k=1

αk ∧ βk =
n∑
k=1

αk ∧ βk,

o que conclui a demonstração.

Teorema 5.3.6 Seja (V, ω) um espaço vetorial simplético m−dimensional.
Então existe n ∈ N tal que m = 2n e existe um base para V de forma que ω
é escrito da forma (5.7).

Demonstração: Vamos provar o resultado por indução sobre m = dimV .
O caso m = 0 e m = 1 será provado a parte, pois não tem relação com a
indução. No caso m = 0 nada temos a provar. Para m = 1 temos que o único
tensor alternado de tipo (0, 2) é o nulo, que não é um tensor simplético. Logo
um espaço vetorial unidimensional não pode ser simplético.

Agora para m = 2 considere (e1, e2) = (A1, B1) base arbitrária de V .
Como ω é alternado então ω(A1, A1) = 0 = ω(B1, B1). Por outro lado, como
ω é não degenerado, então ω(A1, B1) = ω(B1, A1) ̸= 0. Caso ω(A1, B1) ̸= 1,
então considere C1 = B1/ω(A1, B1). Na base (A1, C1), o tensor ω é escrito
na forma (5.7) pela Proposição 5.3.5. Sem perda de generalidade podemos
considerar B1 = C1.

Agora seja m ∈ N qualquer e considere que o resultado é valido para todo
espaço vetorial simplético com dimensão menor que m. Seja A1 um vetor
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não nulo arbitrário. Como ω é não degenerado então existe B1 ∈ V tal que
ω(A1, B1) ̸= 0. Podemos assumir sem perda de generalidade que ω(A1, B1) =
1 pois caso contrário é só considerar C1 = B1/ω(A1, B1). Como ω é alternado
então B1 não é múltiplo A1 e portanto {A1, B1} é linearmente independente.
Considere S = span{A1, B1}. Temos que dimS⊥ = dimV − dimS = m− 2.

Temos que (S⊥, ω|S⊥) é um espaço vetorial simplético. De fato, temos
que ω|S é não degenerada e pelo item (b) da Proposição 5.3.4, temos que
S ∩ S⊥ = {0}. Como S⊥ é simplético também, então pelo item (b) te-
mos que ω|S⊥ é não degenerada. Assim S⊥ é um espaço vetorial simplético
com dimensão par menor que m, e por hipótese de indução existe uma base
(A2, B2, ..., An, Bn) para S⊥ tal que ω é da forma (5.7) com i, j ∈ {2, ..., n}.
Observe que ω(A1, Aj) = 0 = ω(A1, Bj) e ω(B1, Aj) = 0 = ω(B1, Bj) para
todo j ∈ {2, ..., n} pela definição de complemento simplético. Logo temos
ω(Ai, Bj) = δji e ω(Ai, Aj) = 0 = ω(Bi, Bj) para todo i, j ∈ {1, ..., n}. Por-
tanto ω é da forma (5.7) devido à Proposição 5.3.5 e dimV = 2n.

Inspirado nesse teorema, diremos que uma base (A1, B1, ..., An, Bn) de
(V, ω) é uma base simplética se ω =

∑n
k=1 α

k ∧ βk com (α1, β1, ..., αn, βn)
a base dual correspondente a (A1, B1, ..., An, Bn). Pelo Teorema 5.3.6, todo
espaço vetorial simplético admite uma base simplética.

Agora considere M uma variedade diferenciável. Uma estrutura simplé-
tica é uma 2−forma ω fechada tal que ω(p) é uma forma simplética em TpM .
O par (M,ω) é chamado de variedade simplética ou simplesmente que M é
uma variedade simplética.

Pelo teorema acima temos que se M é uma variedade simplética, então M
é uma variedade com dimensão par. Agora sejam (M,ω) e (N, η) variedades
simpléticas e ζ um difeomorfismo de M a N tal que ζ∗η = ω. Então diremos
que ζ é um simpletomorfismo e M e N são variedades simpletomorfas.

Considere (x1, y1, ..., xn, yn) o sistema de coordenadas de R2n. Seja ω uma
2−forma definido como

ω =
n∑
k=1

dxk ∧ dyk.

Temos que ω é fechado pois d2 = 0 e portanto

d(ω) = d

(
n∑
k=1

dxk ∧ dyk
)

=
n∑
k=1

(d(dxk) ∧ dyk − dxk ∧ d(dyk)) = 0.

Logo ω é uma forma simplética com cada ω(p) escrito na forma (5.7). Vamos
chamar ω como forma simplética canônica em R2n.

Seja M uma variedade diferenciável bidimensional e ω uma 2−forma tal
que ω(p) ̸= 0 para todo p ∈ M. Como dω é uma 3−forma então dω(X1, X2,
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, X3) = 0, pois qualquer {X1(p), X2(p), X3(p)} ⊂ TpM é linearmente depen-
dente. Assim ω é fechado. Por outro lado temos que ω é não degenerado.
De fato, ao escrever ω de acordo com o Lema 4.2.2 temos

ω = a · dx1 ∧ dy1 com a(p) ̸= 0 para todo p ∈M.

A 2−forma η = ω/a está escrita na forma (5.7) e portanto é não degenerada.
Logo toda 2−forma ω com ω(p) ̸= 0 para todo p em M é uma estrutura
simplética.

Sejam (M,ω) uma variedade simplética e N uma subvariedade diferen-
ciável imersa em M pela imersão ζ : N → M . A imersão ζ é chamada de
imersão simplética (isotrópica, coisotrópica ou Lagrangiana) se o subespaço
dζ(TpN) ⊂ Tζ(p)M satisfaz a propriedade correspondente para todo p ∈ N .

O resultado a seguir é simplesmente uma particularização da estrutura
diferenciável vista em (3.1).

Proposição 5.3.7 Sejam M uma variedade diferenciável, xα : Uα ⊂ Rn →
M uma coleção de parametrizações de M . O fibrado cotangente T ∗M admite
uma parametrização natural zα : Uα × Rn → T ∗M definida como

zα(x1, ..., xn, ξ1, ..., ξn) = (xα(x1, ..., xn), ξidxi).

O fibrado cotangente de uma variedade diferenciável é uma variedade dife-
renciável.

Considere π : T ∗M →M a projeção definida por π(p, η) = p. O seu pull-
back é a função π∗ : T ∗

pM → T ∗
(p,η)(T

∗M). Pela Proposição 5.3.7, considere
(x1, ..., xn) as coordenadas locais de M e (x1, ..., xn, ξ1, ..., ξn) as coordenadas
locais de T ∗M . Dado ωp = (ωi)pdx

i ∈ T ∗
pM temos

π∗(ω)(p,η) = π∗(ωidx
i)(p,η) = (ωi ◦ π)(p,η)d(xi ◦ π)(p,η) = (ωi)p(dx

i
p ◦ dπ(p,η)).

Agora considere a 1−forma τ de T ∗M definido como

τ(p,η) = π∗η.

A função τ é chamada de 1−forma tautológica de T ∗M . Se X ∈ T(p,η)(T
∗M),

então
τ(p,η)(X) = (π∗η)(X) = η(dπ(p,η)(X)).

Proposição 5.3.8 Seja M uma variedade diferenciável. A 1−forma tau-
tológica τ é diferenciável e a 2−forma ω = dτ é uma forma simplética no
fibrado cotangente T ∗M .
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Demonstração: Sejam (x1, ..., xn) as coordenadas locais de M e considere
(x1, ..., xn, ξ1, ..., ξn) as coordenadas locais de T ∗M de acordo com a Propo-
sição 5.3.7. Dado (p, ξ) = (p, ξidx

i) ∈ T ∗M temos

τ(p,ξ) = ξ ◦ dπ(p,η) = ξi(p)dx
i
p ◦ dπ(p,η).

Considere dx̂i a diferencial de xi na base (x1, ..., xn, ξ1, ..., ξn). Nesse caso
temos dx̂i(p,η) = dxip ◦ dπ(p,η). Portanto τ(p,ξ) = ξi(p)dx̂

i. Temos que τ é
diferenciável pois as suas componentes são diferenciáveis.

Como ω é exata então ω é fechada (veja a Observação 5.2.5). Por outro
lado temos

ω = dτ = d

(
n∑
i=1

ξidx
i

)
=

n∑
i=1

dξi ∧ dxi.

Se considerarmos um difeomorfismo de um aberto de T ∗M para um aberto
de R2n de forma que (x1, ..., xn, ξ1, ..., ξn) 7→ (x1, ξ1, ..., x

n, ξn), temos que ω é
simplética, pois está escrita como a estrutura simplética canônica.

A estrutura simplética definida nessa proposição é chamada de estrutura
simplética canônica em T ∗M .
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Capítulo 6

Variedades de Finsler de Classe
C0 de tipo Pontryagin

Em geometria diferencial, dada uma variedade diferenciável M é possí-
vel definir uma família de produtos internos em cada espaço tangente TpM
que varia diferenciavelmente com respeito a p, conhecido como métrica Rie-
manniana. Dessa forma as técnicas de diferenciação e integração podem ser
utilizadas para estudarmos objetos como, por exemplo, o comprimento de
uma curva, conexão, curvaturas, geodésicas, etc. Já uma estrutura de Fins-
ler de classe C0 é uma generalização da métrica Riemanniana, pois é uma
regra que a cada p ∈M associa uma norma assimétrica F em TpM que varia
continuamente.

Agora que definimos e mostramos os resultados necessários para tenso-
res, vamos voltar para o problema do sistema de controle inicial. Queremos
encontrar condições necessárias para que uma curva em uma variedade di-
ferenciável M munida com uma estrutura de Finsler F de classe C0 seja
minimizante. Estudaremos o caso particular onde F é representado por um
sistema de controle cujos campos de vetores são unitários e de classe C1 e
satisfazem as condições mínimas para que o principio do máximo de Pon-
tryagin seja aplicável. Esta teoria será utilizada para o estudo de um caso
onde o extremal de um grupo de Lie G munido com uma estrutura de Finsler
poliedral invariante à esquerda é uma geodésica, ou seja, é uma curva local-
mente minimizante e parametrizada proporcionalmente ao comprimento de
arco.

Esta seção esta subdividida do seguinte modo: Na seção 6.1, estudamos
alguns tipos de variedades de Finsler de classe C0. Na seção 6.2, definimos o
campo geodésico estendido no fibrado cotangente de uma variedade de Finsler
de classe C0 de tipo Pontryagin, que é uma generalização do campo geodésico
em uma variedade de Finsler. Na seção 6.3, estudamos as estruturas de
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Finsler poliedrais. Finalmente, na seção 6.4, estudamos o caso onde extremais
em grupos de Lie são geodésicas, descrita no parágrafo anterior.

6.1 Estrutura de Finsler de classe C0

Nesta seção, definiremos variedades de Finsler, variedades de Finsler de
classe C0 e variedades de Finsler (de classe C0) de tipo Pontryagin. Denotare-
mos TM−{0} = {(x, y) ∈ TM ; y ̸= 0} e T ∗M−{0} = {(x, ξ) ∈ T ∗M ; ξ ̸= 0}.

Definição 6.1.1 Sejam M uma variedade diferenciável, (x1, ..., xn) um sis-
tema de coordenadas de M e (x1, ..., xn, y1, ..., yn) o sistema de coordenadas
correspondente em TM . Uma estrutura de Finsler F em uma variedade
diferenciável M é uma função definida F : TM → R+ com as seguintes
propriedades:

(i) F é C∞ em TM − {0};

(ii) F (x, λy) = λF (x, y) para todo λ > 0;

(iii) A matriz Hessiana n× n

(gij) :=

([
1

2
F 2

]
yiyj

)

é definida positiva em cada ponto de TM − {0}.

Definição 6.1.2 Uma estrutura de Finsler de classe C0 em uma variedade
diferenciável é uma função contínua F : TM → R+ de forma que F (p, ·) :
TpM → R+ é uma norma assimétrica em TpM para todo p ∈M .

Diremos que o par (M,F ) é uma variedade de Finsler de classe C0 ou
simplesmente que M é uma variedade de Finsler de classe C0.

Toda estrutura de Finsler é uma estrutura de Finsler de classe C0 (vide
[4])

Vamos denotar a bola aberta em TpM de centro x e raio r > 0 por
BF (p, x, r). De forma semelhante denote BF [p, x, r] e SF (p, x, r) a bola fe-
chada e a esfera respectivamente.

Teorema 6.1.3 Sejam f : Rn → R uma função diferenciável em Rn −
{0} e (x1, ..., xn) as coordenadas de Rn. Então as seguintes afirmações são
equivalentes:

62



1. f é homogênea positiva de grau k ∈ N, ou seja,

f(λx) = λkf(x) para todo x ∈ Rn e λ > 0; (6.1)

2. A derivada radial direcional de f é dada por xi
∂f

∂xi
= kf(x).

Demonstração: Vide Teorema 1.2.1 em [4].

Definição 6.1.4 Uma variedade de Finsler M de classe C0 é de tipo Pon-
tryagin em p ∈ M se existe uma vizinhança U de p, um sistema de co-
ordenadas (x1, ..., xn) em U com o correspondente sistema de coordenadas
(x1, ..., xn, y1, ...., yn) de TM e uma família de campos vetoriais de classe C1

unitários em U parametrizados por u ∈ Sn−1 definido como

{Xu(x) = yi(x1, ..., xn, u)
∂

∂xi
;∀ x ∈ U e u ∈ Sn−1}

satisfazendo as seguintes propriedades:

1. u → Xu(x) é um homeomorfismo de Sn−1 em SF (x, 0, 1) para todo
x ∈ U ;

2. (x, u) → Xu(x) é contínua;

3. (x, u) →
(
∂y1

∂xi
(x1, ..., xn, u), ..., ∂y

n

∂xi
(x1, ..., xn, u)

)
é contínua para todo

i = 1, ..., n.

Diremos simplesmente que (M,F ) é uma variedade Finsler de classe C0 de
tipo Pontryagin se ele é uma variedade Finsler de classe C0 de tipo Pontrya-
gin em todo p ∈M . Vamos dizer que F é de tipo Pontryagin se (M,F ) é de
tipo Pontryagin.

Observação 6.1.5 Note que essas propriedades não dependem do sistema
de coordenadas em U . De fato, considere x e x̃ sistemas de coordenadas de
U de forma que U = (x1, ..., xn) e U = (x̃1, ..., x̃n) respectivamente. Consi-
dere (x̃1, ..., x̃n, ỹ1, ..., ỹn) o sistema de coordenadas de TU correspondente a
(x̃1, ..., x̃n). Considere a mudança de coordenadas dada por

x̃ = x̃(x).

Como TpM é um espaço vetorial, então a mudança de coordenadas é dada
por

ỹi = aij(x)y
j, (6.2)
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onde aij são funções diferenciáveis em U .
Agora considere Xu uma família de campos vetoriais classe de C1 para-

metrizado por u dados por

(x, u) 7→ (x, y1(x, u), ..., yn(x, u))

e
(x̃, u) 7→ (x̃, ỹ1(x̃, u), ..., ỹn(x̃, u).

Pela equação (6.2), podemos reescrever o campo vetorial como

(x̃, u) 7→ (x̃, a1j(x(x̃))y
j(x(x̃), u), ..., anj(x(x̃))y

j(x(x̃), u)). (6.3)

Por outro lado, ao derivar a equação (6.2) em relação a x̃k no ponto (x̃, u)
resulta em

∂ỹi

∂x̃k
(x̃, u) =

∂aij(x(x̃))

∂x̃k
yj(x(x̃), u) + aij(x(x̃))

∂yj(x(x̃), u)

∂x̃k
. (6.4)

Considere que na carta local x as condições (1), (2) e (3) são satisfeitas.
Temos que (1) é satisfeito no sistema de coordenadas (x̃1, ..., x̃n, ỹ1, ..., ỹn)
pois a (1) só depende de u. A equação (6.3) nos garante a condição (2) em
x̃ é satisfeita pois as funções coordenadas são contínuas. Na equação (6.4)
temos que a primeira parcela do lado direito é contínua pois aij é de classe
C∞ e a segunda parcela é contínua pois ∂yj(x(x̃),u)

∂x̃k
é contínua pela condição

(3) em x. Logo a condição (3) é satisfeita em x̃.

Observação 6.1.6 Sejam M uma variedade Finsler de classe C0, U um
aberto de M , x = (x1, ..., xn) uma carta local em U e (x1, ..., xn, y1, ..., yn)
o sistema de coordenadas usual de TU . Considere (x1, ..., xn, ỹ1, ..., ỹn) um
outro sistema de coordenadas (não necessariamente o usual) de TU , tal que
ỹj é combinação linear de yi (por exemplo, se (x1, ..., xn, ỹ1, ..., ỹn) é uma
trivialização local de TU (vide [15]). Como vimos na observação anterior, a
combinação linear mantém as condições (2) e (3) em (x1, ..., xn, ỹ1, ..., ỹn) se
a condições (2) e (3) são satisfeitas em (x1, ..., xn, y1, ..., yn). A condição (1)
é satisfeita pois depende somente de u. Logo (x1, ..., xn, ỹ1, ..., ỹn) satisfaz as
condições (1), (2) e (3) da Definição 6.1.4.

6.2 Campo Geodésico Estendido
Nessa seção vamos definir o campo geodésico estendido E em T ∗U para

variedades Finsler de classe C0 de tipo Pontryagin. As curvas integrais de
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E são chamadas de extremais de Pontryagin e suas projeções em M são os
extremais de (M,F ), ou seja, curvas candidatas a serem soluções do problema
de controle ótimo ao aplicar o Princípio do Máximo de Pontryagin no sistema
de controle da Definição 6.1.4.

Sejam (M,F ) uma variedade Finsler de classe C0, U aberto de M e
(x1, ..., xn) um sistema de coordenadas em U . Defina um sistema de controle
Σ = (U,X, Sn−1) de acordo com a Definição 6.1.4 e denote

Xu(x) = f i(x, u)
∂

∂xi
=

n∑
i=1

f i(x, u)
∂

∂xi

(Não será utilizado a convenção de Einstein pois acrescentaremos i = 0 pos-
teriormente). Sejam p, q ∈ U e x : [0, l] → U um caminho que liga p à q
satisfazendo

x′(t) = Xu(t)(x(t)), t ∈ [0, l], l não é fixo. (6.5)

O problema de minimização de comprimento do caminho x é um problema
de minimização de tempo do sistema de controle. De fato, como Xu(x) são
vetores unitários então temos∫ l

0

F (x(t), Xu(t)(x(t)))dt =

∫ l

0

1 dt = l.

A região dos controles admissíveis u(t) são as funções mensuráveis com ima-
gem em Sn−1.

Defina Û = R×U e considere o sistema coordenadas (x0, x1, ..., xn) em Û ,
onde R é parametrizado por sua coordenada canônica x0. Defina os campos
vetoriais

X̂u =
∂

∂x0
+

n∑
i=1

f i(x, u)
∂

∂xi

em Û . Temos que X̂u satisfaz as condições (2) e (3) da Definição 6.1.4. De
fato, considere x̂ = (x0, x1, ..., xn) e x = (x1, ..., xn).

(2) (x̂, u) 7→ (y0(x̂, u), y1(x̂, u), ..., yn(x̂, u)) = (x0, f 1(x, u), ..., fn(x, u)) é
contínua pois cada função coordenada é contínua;

(3) Vamos mostrar que ∂yj

∂xi
é contínua para todo i, j ∈ {0, ..., n}. Por

hipótese sabemos que ∂yj

∂xi
é continua quando i, j ∈ {1, ..., n}. Por outro

lado temos
∂y0

∂xi
=
∂yj

∂x0
= 0,

que são funções contínuas.
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Considere o sistema de coordenadas (x0, ..., xn, ξ0, ..., ξn) de T ∗Û dado
pela Proposição 5.3.7. Sejam τ̂ a 1−forma tautológica em T ∗Û e (X,Z) ∈
T(x̂,ξ̂)(T

∗Û) de forma que

ξ̂ =
n∑
i=0

ξidx
i, X =

n∑
i=0

yi
∂

∂xi
e Z =

n∑
i=0

zi
∂

∂ξi
.

Assim temos

τ̂(x̂,ξ̂)(X,Z) = ξ̂(dπ(x̂,ξ̂)(X,Z)) = ξ̂(X) =
n∑
i=0

ξiy
i.

Como o resultado da 1−forma tautológica em (x̂, ξ̂) depende somente de X,
então podemos identificar τ̂(X,Z) := τ̂(X) sem perda de generalidade. Para
cada u ∈ Sn−1, defina o Hamiltoniano Ĥu : T

∗Û → R como

Ĥu(x̂, ξ̂) = τ̂(x̂,ξ̂)(X̂u(x)) =
n∑
i=0

ξif
i(x̂, u) = ξ0 +

n∑
i=1

ξif
i(x, u). (6.6)

Seja ωωω = dτ̂ a forma simplética canônica em T ∗Û . A forma simplética
define um isomorfismo entre os espaços tangente de T (T ∗Û) e T ∗(T ∗Û) como
visto na Proposição 5.3.1. Assim dados X ∈ T (T ∗Û) e ξ ∈ T ∗(T ∗Û) denote
X♭ = ω(·, X) ∈ T ∗(T ∗Û) e ξ♯ ∈ T (T ∗Û) definido como ξ = ω(·, ξ♯). Como

Ĥu : T ∗Û → R, então dĤu é uma 1−forma em T ∗U . Assim defina
−→
Ĥu =

(dĤu)
♯.

Vamos denotar todos os objetos em T ∗U correspondente ao respectivos
objetos em T ∗Û retirando o negrito (como exemplo o θ, ω = dθ, Hu, etc).

O Princípio do Máximo do Pontryagin (Teorema 1.2.1) diz que se u(t) e
a respectiva solução x(t) do problema (6.5) minimiza o comprimento, então
existe uma curva absolutamente contínua γ̂ = (t, x(t), ξ0(t), ξ(t)) em T ∗U de
forma que

1. ξ0(t) e ξ(t) não são simultaneamente nulos

2. γ̂′(t) =
−→
Ĥu(γ̂(t))

3. Ĥu(t)(γ̂(t)) = M̂(γ̂(t)).

quase sempre. Mais ainda, no tempo final l temos

ξ0(l) ≤ 0 e M̂(γ̂(l)) = 0.
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Além do mais, se u(t), x(t) e (ξ0(t), ξ(t)) determinam um caminho integral

de
−→
Ĥu de forma que a condição 3 é satisfeita, então ξ0(t) e M̂(γ̂(t)) são

constantes.
A seguinte proposição mostra que podemos retirar o termo R de Û =

R× U nos problemas de minimização de tempo (vide [20]).

Proposição 6.2.1 Seja M e N variedades diferenciáveis e seja C ⊂ Rk a
região de controle. Para todo u ∈ C, defina os campos vetoriais Xu e Yu de
classe C1 em M e N respectivamente de forma que as condições (2) e (3)
da Definição 6.1.4 são satisfeitas. Defina Hu,M = θM(Xu) e Hu,N = θN(Yu)
onde θM e θN são as 1−formas tautológicas em T ∗M e T ∗N respectivamente.
Sejam ωM e ωN as formas simpléticas canônicas em M e N respectivamente
e defina

−→
H u,M = (dHu,M)♯ e

−→
H u,N = (dHu,N)

♯. Se considerarmos o campo
vetorial (Xu, Yu) em M × N e seu respectivo campo vetorial Hamiltoniano
−→
H u,M×N em T ∗(M ×N), então

−→
H u,M×N = (

−→
H u,M ,

−→
H u,N).

Demonstração: Sejam UM e UN abertos de Mn e Nm respectivamente
e considere os sistemas de coordenadas (x1, ..., xn) em UM e (xn+1, ..., xn+m)
em UN . Considere os sistemas de coordenadas (x1, ..., xn, ξ1, ..., ξn) e
(xn+1, ..., xn+m, ξn+1, ..., ξn+m) de T ∗UM e T ∗UN respectivamente conforme a
Proposição 5.3.7.

Como UM×N = UM×UN é aberto de M×N , considere o sistema de coor-
denadas (x1, ..., xn, xn+1, ..., xn+m, ξ1, ..., ξn, ξn+1, ..., ξn+m) em T ∗(UM×N). Fa-
zendo as contas em sistemas de coordenadas resulta em

−→
H u,M =

n∑
i=1

(
∂Hu,M

∂ξi

∂

∂xi
− ∂Hu,M

∂xi
∂

∂ξi

)

−→
H u,N =

n+m∑
i=n+1

(
∂Hu,N

∂ξi

∂

∂xi
− ∂Hu,N

∂xi
∂

∂ξi

)

−→
H u,M×N =

n+m∑
i=1

(
∂Hu,M×N

∂ξi

∂

∂xi
− ∂Hu,M×N

∂xi
∂

∂ξi

)

=
n∑
i=1

(
∂Hu,M

∂ξi

∂

∂xi
− ∂Hu,M

∂xi
∂

∂ξi

)
+

n+m∑
i=n+1

(
∂Hu,N

∂ξi

∂

∂xi
− ∂Hu,N

∂xi
∂

∂ξi

)

lembrando que
−→
H u,M×N = θM×N(Xu, Yu) e por isso podemos separar a soma

na última equação. Assim temos que (
−→
H u,M ,

−→
H u,N) =

−→
H u,M×N .
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Assim temos que
−→
Ĥu = (

−→
H u,R,

−→
Hu) = ( ∂

∂x0
,
−→
Hu), ou seja, ao projetar

−→
Ĥu

em M , obtemos
−→
H u.

O ingrediente chave para definir o campo geodésico estendido para uma
estrutura de Finsler de classe C0 de tipo Pontryagin é a equação

Ĥu(t)(γ̂(t)) = M̂(γ̂(t)). (6.7)

Considere que u(t), x(t) e (ξ0(t), ξ(t)) determinam uma curva integral de
−→
Ĥu

que satisfaz (6.7). Então sabemos que ξ0(t) = ξ0 é constante, assim a variação
do valor equação

Ĥu(x̂(t), ξ̂(t)) = ξ0 + ξ(t)(Xu(t)(x(t)))

depende somente dos pontos (x, ξ) ∈ T ∗U−{0}. Para cada (x, ξ) ∈ T ∗U−{0}
queremos encontrar u ∈ Sn−1 de forma que ξ(Xu(x)) é o máximo. Mas por
hipótese temos SF (x, 0, 1) = {Xu(x);u ∈ Sn−1}, logo

max
u∈Sn−1

ξ(Xu(x)) = max
y∈SF (x,0,1)

ξ(y). (6.8)

Isso nos leva a seguinte definição.

Definição 6.2.2 Seja (M,F ) uma variedade Finsler de classe C0 de tipo
Pontryagin. O campo geodésico estendido de M é definido pela relação E
que associa cada (x, ξ) ∈ T ∗M − {0} ao conjunto E(x, ξ) = {

−→
H u(x, ξ);u ∈

C(x, ξ)}, com C(x, ξ) = {u ∈ Sn−1;Hu(x, ξ) = M̂(x, ξ)}. Os extremais de
Pontryagin são curvas absolutamente contínuas γ : [a, b] → T ∗M − {0} que
são soluções da inclusão diferencial

γ′(t) ∈ E(γ(t)). (6.9)

Observação 6.2.3 A definição de uma curva absolutamente contínua em
uma variedade diferenciável não depende da escolha da estrutura de Finsler
classe C0 em M porque todo par de estruturas de Finsler são localmente
Lipschitz equivalentes.

Teorema 6.2.4 Seja (M,F ) uma variedade de Finsler de classe C0 de tipo
Pontryagin. Então, toda curva minimizante x(t) de (M,F ) parametrizada
por comprimento de arco é a projeção de um extremal de Pontryagin (x(t), ξ(t)).
Consequentemente, o Hamiltoniano H(x(t), ξ(t), u) é constante.
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Demonstração: Vide [20].

Definição 6.2.5 A projeção x(t) de um extremal de Pontryagin (x(t), ξ(t))
é chamado de extremal de (M,F ).

Agora vamos voltar a utilizar a convenção de Einstein. Sejam (M,F )
uma variedade Finsler de classe C0 de tipo Pontryagin, U um aberto coor-
denado em M com coordenadas (x1, ..., xn), e os sistemas de coordenadas
(x1, ..., xn, y1, ..., yn) e (x1, ..., xn, ξ1, ..., ξn) em TU e T ∗U respectivamente.
Cálculos nesses sistemas de coordenadas resultam em

θ = ξidx
i, ω = dξi ∧ dxi, Hu = ξif

i(x, u).

dHu = ξj
∂f j

∂xi
(x, u)dxi + f i(x, u)dξi;

−→
Hu = f i(x, u)

∂

∂xi
− ξj

∂f j

∂xi
(x, u)

∂

∂ξi
. (6.10)

Portanto o campo geodésico estendido em sistema de coordenadas fica

E(x, ξ) =
{
f i(x, u(x, ξ))

∂

∂xi
− ξj

∂f j

∂xi
(x, u(x, ξ))

∂

∂ξi
;u(x, ξ) ∈ C(x, ξ)

}
.

(6.11)

Proposição 6.2.6 Seja (M,F ) uma variedade Finsler de classe C0 de tipo
Pontryagin. Se F (x, ·) é estritamente convexo para todo x ∈ M , então E é
um campo vetorial em T ∗M − {0}.

Demonstração: Para mostrar que E é um campo vetorial em T ∗M − {0}
precisamos mostrar que o conjunto E(x, ξ) é unitário. Considere X1, X2 ∈
E(x, ξ). Pela equação (6.8), existem y1, y2 ∈ SF (x, 0, 1) relacionado com
X1, X2 respectivamente tais que

max
y∈SF (x,0,1)

ξ(y) = ξ(y1) = ξ(y2).

Iremos mostrar que y1 = y2. Considere yλ = y(λ) = λy1 + (1 − λ)y2 a
combinação convexa de y1 e y2, com λ ∈ (0, 1). Pela linearidade do funcional
temos

ξ(yλ) = λξ(y1) + (1− λ)ξ(y2) = ξ(y1).

Portanto yλ é um máximo da equação (6.8) para todo λ.
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Por outro lado, suponha que y1 ̸= y2. Temos por hipótese de convexidade
estrita que

F (yλ) < λF (y1) + (1− λ)F (y2) = 1.

Portanto yλ ∈ BF (x, 0, 1). Considere βλ > 1 tal que βλyλ ∈ SF (x, 0, 1).
Assim

ξ(βλyλ) = βλξ(yλ) > max
y∈SF (x,0,1)

ξ(y)

o que é uma contradição com a definição do máximo. Portanto y1 = y2 e daí
X1 = X2.

Proposição 6.2.7 Se u(x, ξ) é uma função contínua então E é um campo
vetorial contínuo.

Demonstração: Dizer que u(x, ξ) é uma função é dizer que o conjunto
C(x, ξ) é unitário e portanto E é um campo vetorial. Assim podemos escrever
a equação (6.11) como o campo vetorial

E(x, ξ) = f i(x, u(x, ξ))
∂

∂xi
− ξj

∂f j

∂xi
(x, u(x, ξ))

∂

∂ξi
. (6.12)

Por hipótese temos que as funções g(x, ξ) = (x, u(x, ξ)), f i(x, u) e ∂fj

∂xi
são

contínuas para todo i, j ∈ {1, ..., n}. Logo E é contínua por soma e composi-
ção de funções contínuas.

Corolário 6.2.8 Se ∂fj

∂xi
e u(x, ξ) são funções localmente Lipschitzianas en-

tão E é um campo vetorial localmente Lipschitz.

Demonstração: Como as derivadas ∂fj

∂xi
existem e são contínuas para todo

i = 1, ..., n, então f j é Lipschitziana se o restringirmos em uma vizinhança
compacta (ou uma vizinhança com fecho compacto). Pela equação (6.12), te-
mos que E é localmente Lipschitz por soma, produto e composição de funções
localmente Lipschitzianas definidas em um aberto com fecho compacto.

6.3 Estrutura de Finsler Poliedral
É difícil trabalhar com uma estrutura de Finsler F de classe C0 arbitrária.

Uma condição que podemos acrescentar é que a bola unitária de F tem um
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formato de poliedro. Veremos que essa condição é suficiente para garantir,
sob hipóteses não restritivas, a unicidade da solução de (6.9) quando u(t) é
um vértice de poliedro.

Vamos começar com a teoria de normas assimétricas poliedrais em espaços
vetoriais n−dimensionais V . Referências para esta parte são [13] e [18].
Depois estendermos essas normas para uma variedade de Finsler M .

Definição 6.3.1 Um subconjunto não vazio K ⊂ V é poliedral se é uma
interseção de uma família finita de semi-espaços fechados em V .

Observação 6.3.2 Caso 0 esteja no interior de um subconjunto poliedral
K, então podemos escrever

K =
m⋂
i=1

H−
i

com H−
i um semi-espaço fechado de V contendo a origem.

Definição 6.3.3 Seja Z um subconjunto convexo de V . O subespaço afim
gerado por Z, denotado por aff Z, é o menor subconjunto afim de V que
contém Z. O interior relativo de Z, denotado por ir Z é o interior de Z
como subespaço de aff Z.

Podemos definir dimensão de um subconjunto convexo qualquer Z de V
da seguinte forma. Considere aff Z = v + U com U um subespaço vetorial
de V . Assim

dimZ = dim aff Z = dimU.

Definição 6.3.4 Um hiperplano suporte de um subconjunto compacto não
vazio A de V é o hiperplano H de forma que A esteja contido em um semi-
espaço fechado determinado por H e A ∩H ̸= ∅. Um subconjunto L de um
conjunto poliedral K ⊂ V é uma face de K se L = ∅, L = K ou se existe
um hiperplano de suporte H de K de forma que L = K ∩ H. Uma face
0−dimensional e 1−dimensional de K são chamados de vértice e aresta de
K respectivamente.

Definição 6.3.5 Seja K um subconjunto poliedral de V e L uma face própria
de K. Diremos que L é uma face maximal própria de K se a única face que
contém L é K.

A demonstração da seguinte proposição é feita em detalhes em [12].

Proposição 6.3.6 Seja V um espaço vetorial n−dimensional e K um sub-
conjunto poliedral limitado de V com interior não-vazio. Então
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1. Existe a menor família de semi-espaços fechados {H−
1 , ..., H

−
l } de V

de forma que K = ∩mi=1H
−
i . Os subespaços afins gerados pelas faces

maximais próprias de K são os Hi e portanto a dimensão das faces
maximais próprias de K é (n− 1);

2. Cada face maximal própria de uma face maximal própria de K é a
interseção de duas faces maximais próprias de K;

3. ∂K é a união de todos as faces maximais próprias de K;

4. Toda face própria de K é uma interseção de faces maximais próprias
de K.

O seguinte resultado é uma consequência dos teoremas 2.3.5 e 2.4.5 de
[12].

Teorema 6.3.7 Seja P um poliedro limitado de Rn e F ⊂ P uma face de
dimensão d com {x1, ..., xk} os vértices de F . Então para todo p ∈ F existem
d+1 pontos de F de forma que p é escrito como combinação convexa destes
d + 1 pontos. Em particular, todo ponto de F é escrito como combinação
convexa de seus vértices.

O seguinte corolário é o exercício 6 da seção 2.3 de [12].

Corolário 6.3.8 Se x ∈ irF então x =
∑k

i=1 λixi com λi > 0 para todo
i = 1, ..., k e

∑k
i=1 λi = 1.

Definição 6.3.9 Uma norma assimétrica F : V → R em um espaço vetorial
V é poliedral se B[0, 1] é um subconjunto poliedral de V .

Observação 6.3.10 A função α ∈ V ∗ − {0} 7→ α−1(1) é uma bijeção entre
V ∗ − {0} e a família de hiperplanos de V que não contém a origem.

De fato, seja α um funcional em V ∗ não nulo e considere u ∈ α−1(1) um
vetor arbitrário e o hiper-plano u + nucα em V . Temos que u + nucα =
α−1(1). De fato, para qualquer u′ ∈ nucα temos que α(u + u′) = 1 e
portanto u + nucα ⊂ α−1(1). Por outro lado se w ∈ α−1(1), temos que
α(w − u) = α(w) − α(u) = 0 e portanto w − u ∈ nucα. Assim é possível
escrever

w = u+ (w − u) ∈ u+ nucα

Agora seja u + U um hiper-plano de V que não contém a origem, com
u ̸= 0 arbitrário e U um subespaço de V . Então V = span{u}⊕U . Considere
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α um funcional em V ∗ de forma que α(u) = 1 e U = nucα. Sabemos pelas
contas acima que α−1(1) = u + U e com isso α 7→ α−1(1) é sobrejetora.
Então nos resta mostrar a unicidade de α cuja imagem é α−1(1). Considere
β ∈ V ∗ − {0} de forma que β(u) = 1 e U = nuc β. Considere {u2, ..., un}
um conjunto de vetores linearmente independentes contidos em U . Então
{u, u2, ..., un} é uma base de V . Como α(u) = 1 = β(u) e ambos se anulam
em u2, ..., un então α = β.

Agora vamos considerar uma família de normas assimétricas nos espaços
tangentes de uma variedade diferenciável

Proposição 6.3.11 Seja F uma norma assimétrica poliedral. Suponha que

BF [0, 1] =
m⋂
i=1

H−
i ,

onde cada H−
i é um semi-espaço fechado. Então

F = max{ξ1, ..., ξm} (6.13)

onde ξi ∈ V ∗ − {0}, Hi := ∂H−
i = ξ−1

i (1) e H−
i = {v; ξi(v) ≤ 1} para todo

i ∈ {1, ...,m}.

Demonstração: Observe que ambos os lados da equação (6.13) são funções
positivas homogêneas, assim basta provar (6.13) na esfera unitária e estender
o resultado para todo V .

Como SF (0, 1) ⊂
⋂m
i=1H

−
i ⊂ H−

i para todo i ∈ {1, ...,m}. Então ξi(v) ≤
1 = F (v) para todo v ∈ SF (0, 1).

Por outro lado seja v ∈ SF (0, 1) arbitrário. Pela Proposição 6.3.6 temos

SF (0, 1) = ∂BF [0, 1] =
m⋃
i=1

(Hi ∩BF [0, 1]).

Logo v ∈ Hi para algum i ∈ {1, ...,m} e daí

F (v) = 1 = ξi(v) ≤ max{ξ1(v), ..., ξm(v)}.

Portanto F = max{ξ1, ..., ξm} em SF , como queríamos demonstrar.

Com a Proposição 6.3.11 podemos explicitar normas assimétricas polie-
drais em termos de BF [0, 1].
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Proposição 6.3.12 Seja {ξ1, ..., ξm} ⊂ V ∗ −{0} uma coleção de funcionais
de forma que para todo v ∈ V −{0}, existe um i ∈ {1, ...,m} tal que ξi(v) > 0.
Então

F = max{ξ1, ..., ξm}
é uma norma assimétrica poliedral tal que

BF [0, 1] =
m⋂
i=1

ξ−1
i (−∞, 1].

Demonstração: A hipótese que para todo v ̸= 0 existe i tal que ξi(v) > 0
nos garante que F (v) = 0 se e somente se v = 0. A propriedade de F ser
positiva homogênea é direto da propriedade do máximo.

Para desigualdade triangular observe que para todo v, u ∈ V temos

F (u+ v) = max
i=1,...,m

{ξi(v + u)} = max
i=1,...,m

{ξi(v) + ξi(u)}

≤ max
i=1,...,m

{ξi(v)}+ max
i=1,...,m

{ξi(u)} = F (v) + F (u).

Logo F é uma norma assimétrica.
Considere v ∈ BF [0, 1]. Assim ξi(v) ≤ 1 para todo i = 1, ..,m. Logo

v ∈ ξ−1
i (−∞, 1] = H−

i e daí BF [0, 1] ⊂
⋂m
i=1H

−
i . Por outro lado seja v ∈⋂m

i=1H
−
i . Assim temos que ξi(v) ≤ 1 para todo i = 1, ...,m. Logo

F (v) = max
i=1,...,m

{ξi(v)} ≤ 1,

o que resulta em v ∈ BF [0, 1]. Portanto F é uma norma assimétrica poliedral

Lema 6.3.13 Sejam F1 e F2 normas assimétricas poliedrais e a > 0. Então
aF1 + F2 é uma norma assimétrica poliedral.

Demonstração: Vamos provar que F1 + F2 e aF1 são normas assimé-
tricas poliedrais. Pela Proposição 6.3.11 considere F1 = maxi=1,...,l αi e
F2 = maxj=1,...,m βj com αi, βj funcionais lineares para todo i = 1, ..., l e
j = 1, ...,m. Assim temos

F1(v) + F2(v) = max
i=1,...,l

αi(v) + max
j=1,...,m

βj(v) = max
i=1,...,l
j=1,...,m

(αi + βj)(v);

aF1(v) = a max
i=1,...,l

αi = max
i=1,...,l

(aαi)(v).

Temos que {αi+βj; i = 1, ..., l e j = 1, ...,m} e {aαi; i = 1, ..., l} satisfazem as
condições da Proposição 6.3.12 pois {αi; i = 1, ..., l} e {βj; j = 1, ...,m} tam-
bém satisfazem. Portanto F1 + F2 e aF1 são normas assimétricas poliedrais.

74



Definição 6.3.14 Seja M uma variedade diferenciável. Uma estrutura de
Finsler poliedral F em M é uma estrutura de Finsler de classe C0 de forma
que F (p, ·) : TpM → R é uma norma assimétrica poliedral para todo p ∈M .

Uma variedade diferenciável M munido com uma estrutura de Finsler
poliedral é chamado de uma variedade de Finsler poliedral.

Proposição 6.3.15 Toda variedade diferenciável M admite uma estrutura
de Finsler poliedral.

Demonstração: Seja {(Ui,x)}i∈N uma cobertura localmente finita por sis-
tema de coordenadas em M . Seja {ηi :M → R}i∈N uma partição diferenciá-
vel da unidade subordinada a {(Ui,x)}i∈N. Em cada vizinhança coordenada
Ui considere a norma assimétrica poliedral Fi(x, y) = Fi(y) (Fi pode ser
construído através da Proposição 6.3.12) e considere F =

∑
i∈N ηiFi. Como

a soma
∑
Fi(x, y)ηi(x) contém uma quantidade finita de termos não nulos

para todo x ∈M , então F é uma estrutura de Finsler poliedral em M devido
ao lema 6.3.13.

Definição 6.3.16 Sejam dois subconjuntos poliedrais limitados P e P ′ de
dimensão k em um espaço vetorial n−dimensional. Dizemos que P e P ′

são isomorfos se existe uma função ψ : P → P ′ que leva bijetivamente o
conjunto das faces de P no conjunto de faces de P ′ e que satisfaz a seguinte
condição: Sejam F1,F2 faces de P e F ′

1 = ψ(F1), F
′
2 = ψ(F2). Se F1 ⊂ F2

então F ′
1 ⊂ F ′

2.

Observação 6.3.17 A relação de isomorfismo em poliedros é uma relação
de equivalência.

Proposição 6.3.18 Seja P um poliedro limitado de Rn e T : Rn → Rn um
isomorfismo. Então TP é um poliedro limitado isomorfo a P .

Demonstração: Ao escrever um hiperplano como v + U com U um su-
bespaço de Rn e v ̸∈ U então T (v + U) = T (v) + T (U) com T (U) um
subespaço e T (v) ̸∈ T (U). Portanto T (v) + T (U) é um hiperplano. Assim a
imagem de um semi-espaço fechado é também um semi-espaço fechado. Ao
escrever P =

⋂k
i=1H

−
i como intersecção finita de semi-espaços fechados en-

tão TP = T (
⋂k
i=1H

−
i ) =

⋂k
i=1 TH

−
i é intersecção de semi-espaços fechados

correspondentes e portanto um poliedro limitado.
Agora vamos mostrar que T preserva as faces. Seja H é um hiperplano

suporte de P . Então H ∩P ⊂ ∂P e P ⊂ H ′ com H ′ um semi-espaço fechado
de H. Logo TH é um hiperplano que intersecta TP na fronteira de TP e
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TP está contido no semi-espaço fechado TH ′. Assim TH é um hiperplano
suporte de TP . Se H é um hiperplano e H ∩P é uma face d−dimensional de
P , então TH∩TP = T (H∩P ) é uma face d−dimensional de TP . Finalmente,
se H1 ∩P é uma face contida em H2 ∩P , então TH1 ∩TP = T (H1 ∩P ) será
uma face contida em TH2∩TP = T (H2∩P ). Logo P e TP são isomorfos.

Definição 6.3.19 Sejam dois subconjuntos poliedrais limitados P e P ∗ de
dimensão k em um espaço vetorial n−dimensional. Dizemos que P ∗ é dual
de P se existe uma função ψ : P → P ∗ e de forma que leva bijetivamente o
conjunto das faces de P no conjunto de faces de P ∗ que satisfaz a seguinte
condição: Sejam F1,F2 faces de P e F ∗

1 = ψ(F1), F
∗
2 = ψ(F2). Se F1 ⊂ F2

então F ∗
1 ⊃ F ∗

2 . Em particular ψ(∅) = P ∗, ψ(P ) = ∅ e dimF + dimψ(F ) =
k − 1 para toda face F de P .

Exemplo 2 Um cubo é dual a um octaedro e um dodecaedro é dual a um
icosaedro.

Definição 6.3.20 Sejam A um subconjunto de Rn e escreva x = (x1, ..., xn) ∈
Rn e y = (y1, ..., yn) ∈ (Rn)∗. O conjunto polar de A, denotado por A∗, é
definido por

A∗ = {y ∈ (Rn)∗; yix
i ≤ 1 para todo x ∈ A}.

Proposição 6.3.21 Se P ⊂ Rn é um poliedro limitado com 0 em seu inte-
rior, então P ∗ é um poliedro e também dual a P . A correspondência ψ entre
as faces L e L∗ de P e P ∗ respectivamente é dado por

L∗ = ψ(L) = {y ∈ P ∗; y(x) = 1,∀ x ∈ L}.

Observação 6.3.22 Considere P,Q ⊂ Rn e P ∗, Q∗ ⊂ (Rn)∗ poliedros limi-
tados com P e Q isomorfos por uma função φ : P → Q, P ∗ polar a P pela
função ψ1 : P → P ∗ e Q∗ polar a Q pela função ψ2 : Q → Q∗. Então P ∗ e
Q∗ são isomorfos pela função ψ2 ◦ φ ◦ ψ−1

1 : P ∗ → Q∗.

Observação 6.3.23 Adaptemos a Proposição 6.3.21 conforme a nossa si-
tuação. Seja (V, F ) um espaço vetorial n−dimensional munido com uma
norma assimétrica poliedral e V ∗ o espaço dual de V . Defina F∗ : V

∗ → R a
norma assimétrica dual de F como F∗(ξ) = maxv∈SF (0,1) ξ(v). Então a Pro-
posição 6.3.21 implica que a bola unitária BF∗ [0, 1] ⊂ V ∗ é o conjunto polar
de BF [0, 1] e portanto BF∗ [0, 1] é um subconjunto poliedral de V ∗. Logo F∗ é
uma norma assimétrica poliedral.
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A correspondência ψ entre as faces de SF (0, 1) e SF∗(0, 1) é dada pela
seguinte forma. Se L é uma face em SF com dimensão k ≥ 1, então

L∗ = ψ(L) = {ξ ∈ SF∗(0, 1); ξ(v) = 1 para todo v ∈ L}

é uma face de SF∗ com dimensão (n− k − 1). De forma similar temos

L = ψ−1(L∗) = {v ∈ SF (0, 1); ξ(v) = 1 para todo ξ ∈ L∗}.

Observação 6.3.24 Se ξ ∈ ir L∗, então

max
v∈SF

ξ(v) = max
v∈ψ−1(L∗)

ξ(v).

De fato, temos que ξ(v) = 1 para todo v ∈ L. Supor que existe u ̸∈ SF − L
com ξ(u) = 1, é supor que L ⊊ {v ∈ SF (0, 1); ξ(v) = 1 para todo ξ ∈ L∗}.
Como {v ∈ SF (0, 1); ξ(v) = 1 para todo ξ ∈ L∗} é uma face de SF e ξ(λv +
(1− λ)u) = 1 para todo v ∈ L e 0 ≤ λ ≤ 1, então existe uma face L′ de SF
de forma que u ∈ L′ e

L ⊊ L′ ⊂ {v ∈ SF (0, 1); ξ(v) = 1 para todo ξ ∈ L∗}.

Portanto ψ(L) = L∗ ⊋ ψ(L′) e daí ψ(L′) é uma face própria de L∗, o que
implica ψ(L′) ∩ irL∗ = ∅. Assim temos que ξ ∈ ψ(L′) e ξ ∈ ir L∗, o que é
uma contradição. Logo ξ(v) = 1 somente para v ∈ L.

6.4 Geodésicas em grupos de Lie
Existe uma classe de variedades diferenciáveis que é muito importante em

geometria diferencial, que são os grupos de Lie [23]. Um grupo de Lie G é
uma variedade diferenciável munido com uma estrutura de grupo de modo
que as operações de grupo são diferenciáveis. Com essa estrutura garanti-
mos um isomorfismo entre os planos tangentes da variedade. Podemos usar
esta identificação entre espaços tangentes para obter estruturas que são in-
variantes pelas translações à esquerda. Em particular, podemos considerar
estruturas de Finsler de classe C0 onde as bolas unitárias estejam identifica-
das através das translações à esquerda. Essas são as estruturas de Finsler de
classe C0 de G que são invariantes à esquerda, que são de tipo Pontryagin.

O principal resultado é o Teorema 6.4.6, onde dado um extremal x(t) com
x′(0) sendo um dos vértices da bola unitária BF [e] e (x′(0))∗ no interior de
uma face maximal de (BF [e])

∗, temos que localmente x′(t) é um vértice de
BF [x(t)] e x(t) é uma geodésica.

Vamos iniciar a seção com um pouco de teoria básica.
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Definição 6.4.1 Um grupo de Lie G é uma variedade diferenciável munido
com a operação produto (x, z) ∈ G × G 7→ xz ∈ G que é diferenciável. A
aplicação Lx : G → G definido por Lx(z) = xz é denominada translação à
esquerda em G. De forma análoga temos Rx(z) = zx a translação à direita
em G.

Como a operação produto é diferenciável, então d(Lx)z : TzG → TxzG
é um isomorfismo entre espaços tangentes. Em particular, se z = e é o
elemento neutro de G, então temos um isomorfismo de TeG para cada espaço
tangente TxG.

Definição 6.4.2 Seja G um grupo de Lie e munido com uma estrutura de
Finsler F .

• Um campo vetorial X em G é dito invariante à esquerda se

d(Lx)z(X(z)) = X(xz),

para todo x, z ∈ G;

• Diremos que a estrutura de Finsler F é invariante à esquerda se

F (xz, (dLx)z(y)) = F (z, y),

para todo x, z ∈ G e y ∈ TzG.

Definição 6.4.3 Uma álgebra de Lie g é um espaço vetorial V sobre R mu-
nido de uma operação binária [·, ·] : V × V → V que satisfaz as seguintes
propriedades

• Para todo λ, α ∈ R e x, y, z ∈ g tem-se

[λx+ αy, z] = λ[x, z] + α[y, z] e [z, λx+ αy] = λ[z, x] + α[z, y];

• [x, y] = −[y, x] para todo x, y ∈ g;

• A identidade de Jacobi

[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0

para todo x, y, z ∈ g.

Sejam G um grupo de Lie e X, Y campos invariantes à esquerda em G.
O campo vetorial [X, Y ] = XY − Y X é invariante à esquerda em G. Dessa
forma podemos definir uma álgebra de Lie de um grupo de Lie G.

78



Definição 6.4.4 A álgebra de lie g do grupo de Lie G é o conjunto dos
campos vetoriais invariantes à esquerda munido com a aplicação [X, Y ] =
XY − Y X, que também é um campo invariante à esquerda. Com isso, g
pode ser identificado com TeG munido com a operação

[X(e), Y (e)] = [X, Y ](e),

onde X e Y são os campos invariantes à esquerda em G tais que seus vetores
em e são X(e) e Y (e) respectivamente.

Proposição 6.4.5 g é uma álgebra de Lie.

Nesta subseção queremos demonstrar o seguinte teorema

Teorema 6.4.6 Seja G um grupo de Lie munido com uma estrutura de Fins-
ler poliedral F invariante à esquerda. Seja (x, α) : (−ϵ, ϵ) → T ∗G um extre-
mal de Pontryagin de (G,F ) tal que x(0) = e, x′(0) é um vértice da esfera
unitária SF e α(0) pertence ao interior relativo da face maximal própria dual
a x′(0). Então existe δ > 0 tal que

1. x′(t) é o vértice d(Lx(t))e(x′(0)) da esfera unitária em Tx(t)G para todo
t ∈ (−δ, δ);

2. x|(−δ,δ) é minimizante.

Primeiramente vamos apresentar resultados e observações que nos ajuda-
rão a demonstrar o teorema.

Teorema 6.4.7 Grupos de Lie munidos com estruturas de Finsler F de
classe C0 invariante à esquerda são do tipo Pontryagin. Sua região de con-
trole C é a esfera unitária SF (0, 1) ⊂ TeG e o campo de vetor Xu corres-
pondente a u ∈ SF (0, 1) é o campo invariante à esquerda tal que Xu(e) = u
(vide [20]).

Teorema 6.4.8 (Teorema do fluxo tubular) Seja X um campo de vetores
suave em uma variedade diferenciável M e p ∈ M tal que X(p) ̸= 0. Então
existe um sistema de coordenadas (x1, ..., xn) em uma vizinhança U de p tal

que X|U =
∂

∂x1
(vide [24]).
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Observação 6.4.9 Seja (x1, ..., xn) um sistema de coordenadas em um aberto
U de M e considere o sistema de coordenadas (x1, ..., xn, y1, ..., yn) correspon-
dente em TU . Seja (U, F ) uma variedade de Finsler de forma que F é uma
norma assimétrica constante para todo x ∈M , ou seja,

F (x1, (y
1, ..., yn)) = F (x2, (y

1, ..., yn))

para todo x1, x2 ∈ U . Então as geodésicas em (U, F ) são as linhas retas, pois
a equação das geodésicas neste sistema de coordenadas fica ẍ = 0 (vide [4]).

Proposição 6.4.10 Sejam V um espaço vetorial n−dimensional, B ⊂ V
um subconjunto convexo, fechado e limitado com 0 ∈ intB e S = ∂B. Então
existe uma norma assimétrica F em V de forma que SF (0, 1) = S.

Demonstração: Para todo v ∈ V − {0} existe λ > 0 tal que λv ∈
B, pois 0 ∈ intB. Como B é compacto, considere λv > 0 tal que λv =
maxλ∈(0,∞){λv ∈ B}. Assim podemos definir

F :V → R+

v 7→

{
F (v) = 1/λv, se v ̸= 0

F (v) = 0, se v = 0
.

Note que F |B ≤ 1, pois λv ≥ 1 para todo v ∈ B − {0}.
Temos que F é uma norma assimétrica. De fato:

• F (v) = 0 se e somente se v = 0 pela definição de F ;

• Sejam α > 0 e v ∈ V ̸= 0 arbitrários. Temos que λαv = 1/α · λv e daí

F (αv) =
1

λαv
= α · 1

λv
= αF (v).

Logo F é positiva homogênea.

Para provar a desigualdade triangular, primeiramente vamos analisar uma
propriedade de F . Seja λB = {λv; v ∈ B} com λ > 0. Temos que

F |λB ≤ λ (6.14)

pois F é positiva homogênea.
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• Sejam u, v ∈ V arbitrários. Caso u ou v seja o vetor nulo, então a
desigualdade triangular é trivial. Suponha que u, v sejam ambos não
nulos. Como F é positiva homogênea então podemos considerar u ∈ B
e v ∈ S multiplicando ambos pela mesma constante positiva caso seja
necessário. Seja w = λuu ∈ S. Como λu ≥ 1, então 1/(λu + 1) ≤ 1/2.
Temos que u+ v ∈ (1/λu + 1)B, pois

(u+ v)

(
1

λu
+ 1

)−1

=
1

λu + 1
(λuu) +

(
1− 1

λu + 1

)
v

=
1

λu + 1
w +

(
1− 1

λu + 1

)
v.

Observe que a última equação é um vetor de B, pois é uma combinação
convexa de w e v. Assim temos por (6.14) que

F (u+v) ≤ 1

λu
+1 =

1

λu
F (w)+1F (v) = F

(
w

λu

)
+F (v) = F (u)+F (v).

Pela forma que definimos F temos que

SF (0, 1) = {v ∈ V ;F (v) = 1/λv = 1} = {v ∈ V, λv = 1} ⊂ S.

Agora suponha por absurdo que exista v ∈ S − SF (0, 1). Então λv > 1.
Por outro lado sabemos que λvv ∈ S. Como 0 ∈ intB, então existe um raio
r > 0 tal que B||·||(0, r) ⊂ B, onde || · || é uma norma euclidiana. Considere
a função φ : B||·||(0, r) → V

w 7→ φ(w) =

(
1− 1

λv

)
w +

1

λv
λvv =

(
1− 1

λv

)
w + v,

para todo w ∈ B||·||(0, r). Como a função é uma combinação convexa de
elementos de B então φ(w) ∈ B. Mais ainda, temos que φ é bijetora pois
φ−1(u) = (λv/(λv − 1))(u− v).

Temos que B||·||(v, r(1 − 1/λv)) ⊂ imφ pois φ−1(B||·||(v, r(1 − 1/λv))) ⊂
B||·||(0, r). De fato, se u ∈ B||·||(v, r(1− 1/λv)), então

||φ−1(u)|| = λv
λv − 1

||(u− v)|| < λv
λv − 1

(
r
λv − 1

λv

)
= r.

Assim v ̸∈ S pois B||·||(v, r(1 − 1/λv)) ⊂ B e portanto v ∈ intB, o que
contradiz v ∈ S − SF (0, 1).
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Proposição 6.4.11 Seja B ⊂ Rn um poliedro limitado com 0 em seu inte-
rior, S = ∂B e x ∈ S um vértice. Então existe uma bola fechada B||·||[p, r] ⊂
Rn de forma que B ⊂ B||·||[p, r] e S ∩ S||·||(p, r) = {x}.

Demonstração: Como translações e rotações são isometrias em Rn, po-
demos considerar sem perda de generalidade que x = (x1, 0, ..., 0) em Rn

com x1 > 0. Além disso, se Hx = {(x1, x2, ..., xn);x2, ..., xn ∈ R}, pode-
mos supor que S ∩ Hx = {x} e B ⊂ H−

x , onde H−
x = {(x̃1, x2, ..., xn); x̃1 ≤

1 e x2, ..., xn ∈ R}.
Como queremos que B||·||[p, r] ⊂ H−

x e S||·||(p, r) ∩ Hx = {x}, então o
centro da bola fechada tem que ser escrito como p = (p1, 0, ..., 0) com p1 < x1

e raio rp = ||x− p|| = x1 − p1. Durante esta demonstração, sempre que nos
referirmos ao raio de bolas e esferas euclidianas, estará subentendido que seu
centro p está no eixo x1 e rp := x1 − p1.

Seja W a união das faces que contém x e πHx(W ) sua projeção ortogo-
nal em Hx. Considere B||·||(x, ϵ) uma vizinhança de x em Rn, com ϵ > 0
pequeno o suficiente. Para os nossos propósitos, escolher ϵ > 0 tal que
B||·||(x, ϵ) ∩ S ⊂ W e B||·||[x, ϵ] ∩ Hx ⊂ πHx(W ) é o suficiente. Denote
V = B||·||(x, ϵ) ∩ S. Vamos separar S em duas partes: V e S − V . Primei-
ramente, vamos determinar uma bola euclidiana aberta B||·||(q, rq) que cobre
S−V . Depois vamos determinar uma bola euclidiana fechada B||·||[p, rp] que
cobre a vizinhança V de x em S de forma que S||·||(p, rp) intersecta S somente
em x.

Considere a família de bolas abertas {B||·||(ρ, rρ);∀ ρ1 < x1}. Como essa
família cobre o conjunto compacto B − B(x, ϵ) então existe q = (q1, 0, ..., 0)
com q1 < x1 tal que B −B(x, ϵ) ⊂ B||·||(q, rq). Portanto

(B −B(x, ϵ)) ∩ S||·||(ρ, rρ) = ∅,

para todo ρ1 ≤ q1.

Sejam αx o funcional tal que αx|Hx
≡ 1 e e1 = (1, 0, ..., 0) ∈ Rn. Assim

temos αx(x) = x1α(e1) = 1 e αx(y) < 1 para todo y ∈ B − {x}. Sejam
xϵ ∈ S||·||(x, ϵ) ∩ Hx qualquer, tϵ a reta que passa pelo ponto xϵ com vetor
diretor e1. Note que se um ponto ρ no eixo x1 é tal que x1 − ρ1 > ϵ, então
tϵ intercepta S e S||·||(ρ, rρ) em dois pontos. Denote por yϵ e zϵ os pontos em
S ∩ tϵ e S||·||(ρ, rρ) respectivamente que estão mais próximos de xϵ. No que se
segue, determinaremos ρ de modo que S||·||(ρ, rρ)∩S = {x} e B ⊂ B||·||(ρ, rρ).
Para zϵ estar entre yϵ e xϵ é necessário e suficiente que αx(zϵ) − αx(yϵ) > 0,
que pode ser reescrito como

αx(xϵ − yϵ) = αx(xϵ)− αx(yϵ) > αx(xϵ)− αx(zϵ) = α(xϵ − zϵ).

82



Seja π(zϵ) = z1ϵ e1 a projeção ortogonal de zϵ no eixo x1. Considerando o
triângulo retângulo formado por ρ, zϵ, π(zϵ) e o fato que ||ρ − zϵ|| = rρ e
||zϵ − π(zϵ)|| = ||xϵ − x|| = ϵ, temos que ρ− π(zϵ) =

√
r2ρ − ϵ2e1 e xϵ − zϵ =

x− π(zϵ) = (rρ −
√
r2ρ − ϵ2)e1 e portanto

α(xϵ−zϵ) =
rρ −

√
r2ρ − ϵ2

x1
=
rρ −

√
r2ρ − ϵ2

x1
·
rρ +

√
r2ρ − ϵ2

rρ +
√
r2ρ − ϵ2

=
1

x1
ϵ2

rρ +
√
r2ρ − ϵ2

.

(6.15)
Note que (6.15) vale também para todo δ ∈ (0, ϵ) no lugar de ϵ.

Por outro lado temos

αx(xϵ)− αx(yϵ) = αx(xϵ − yϵ) = (x1 − y1ϵ )/x
1. (6.16)

Agora variando xϵ ao longo do compacto S||·||(x, ϵ)∩Hx basta tomar p de
forma que

min
∀xϵ∈S||·||(x,ϵ)∩Hx

{αx(xϵ − yϵ)} >
1

x1
ϵ2

rp +
√
r2p − ϵ2

= αx(xϵ − zϵ). (6.17)

Para δ ∈ (0, ϵ) e yδ ∈ tδ ∩ S arbitrários, existe yϵ de forma que yδ =
δ
ϵ
yϵ + (1− δ

ϵ
)x. Do mesmo modo, xδ = δ

ϵ
xϵ + (1− δ

ϵ
)x. Dessa forma temos

αx(xδ − yδ) =
δ

ϵ
αx(xϵ − yϵ). (6.18)

Por outro lado como 0 < δ < ϵ então rp +
√
r2p − δ2 > rp +

√
r2p − ϵ2 e assim

1

rp +
√
r2p − δ2

<
1

rp +
√
r2p − ϵ2

. (6.19)

Pelas equações (6.15), (6.16), (6.17), (6.18) e (6.19) temos

αx(xδ − zδ) · x1 =
δ2

rp +
√
r2p − δ2

<
δ

ϵ

ϵ2

rp +
√
r2p − ϵ2

=
δ

ϵ
αx(xϵ − yϵ) · x1 = αx(xδ − yδ) · x1.

Com isso zδ está entre yδ e xδ, o que implica V ∩ S||·||(p, rp) = {x}. Mas já
mostramos que (S − V ) ⊂ B||·||(p, rp), o que implica (S − V ) ∩ S||·||(p, rp) =
∅. Logo S ∩ S||·||(p, rp) = {x}. Além disso S − {x} ⊂ B||·||(p, rp), pois

83



(S − V ) ⊂ B||·||(p, rp) e y1δ < z1δ < x1δ para todo δ ∈ (0, ϵ) e yδ ∈ V − {x}.
Daí S ⊂ B||·||[p, rp], e concluímos que B ⊂ B||·||[p, rp], pois B é combinação
convexa dos elementos de S.

Agora podemos prosseguir para a demonstração do Teorema 6.4.6

Demonstração: Sejam u1, ..., uk os vértices de SF , com x′(0) = u1. Fixe-
mos uma base (e1, ..., en) em g tal que e1 = u1 e ui = ujiej satisfazendo
u1i < 1 para todo i = 2, ..., k. Seja (x1, ..., xn) um sistema de coorde-
nadas em uma vizinhança U de e tal que e = (0, 0, ..., 0), ei = ∂

∂xi
(e)

para todo i = 1, ..., n e (dLx)e(e1) = ∂
∂x1

(x) para todo x ∈ U (vide Teo-
rema 6.4.8). Pelo Teorema 6.4.7 podemos identificar a região de controle
Sn−1 com a esfera unitária SF (e), portanto podemos escrever simplesmente
u = (u1, ..., un) ∈ SF (e). Como F é uma estrutura de Finsler poliedral invari-
ante à esquerda então SF (e) e d(Lx)e(SF (e)) = SF (x) são poliedros isomorfos
pela Proposição 6.3.18. Portanto se u é um vértice de SF (e) e x ∈ U então
d(Lx)e(u) = ujbij(x)

∂
∂xi

é um vértice de SF (x), onde bij(x), i, j = 1, ..., n são
funções suaves definidas por d(Lx)e(ej) = bij(x)

∂
∂xi

(x).
Agora vamos olhar para o dual SF∗(e) de SF (e). Como α(0) está no

interior da face maximal (u1)∗, então temos (α(0))(u1) = 1 e (α(0))(ui) < 1
para i = 2, ..., k. Como α(t) é contínuo então existe δ > 0 de forma que

α(t)d(Lx(t))e(u
j
iej) = αk(t)dx

k

(
uji b

l
j(x(t))

∂

∂xl

)
= αl(t)u

j
i b
l
j(x(t)) < 1

para todo i = 2, ..., k e t ∈ (−δ, δ), pois αl(t) e blj(x(t)) são contínuas. Logo
α(t)d(Lx(t))e(u1) = 1, pois α(t) é maximizado pelo menos por um dos vértices.
Dessa forma temos que x′(t) = d(Lx(t))e(u1) = (1, 0, ..., 0) e α(t) pertence
ao interior da face maximal própria (d(Lx(t))e(u1))

∗. Em particular x(t) =
(t, 0, ..., 0).

Agora considere o campo invariante à esquerda X em G correspondente
a x′(0) = u1 ∈ g. Através das proposições 6.4.10 e 6.4.11, existe uma norma
assimétrica fortemente convexa F̂ de classe C∞ em g− {0} tal que F̂ ≤ F |g
com a igualdade somente valendo em X(e) = x′(0). Veja que F̂ é a norma
assimétrica satisfazendo BF̂ [0, 1] = B||·||[p, r]. Note ainda que podemos su-
por BF̂ [0, 1] ⊂ {(y1, ..., yn) ∈ g; y1 ≤ 1}. Considere a estrutura de Finsler
F̃ (x1, ..., xn, y1, ..., yn) = F̂ (y1, ..., yn), ou seja, a estrutura de Finsler cons-
tante igual a F̂ em U . Note que F̃ (e, u1) = 1 e F̃ (e, ui) < 1 para todo
i = 2, ..., k. Com isso, existe uma vizinhança V de e contida em U tal que
F̃ (x, d(Lx)e(u1)) = 1 e F̃ (x, d(Lx)e(ui)) < 1 para todo i = 2, ..., k. Mas
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d(Lx)e(ui), para todo i = 1, ..., k, são os vértices de SF (x, 1) e todos os pon-
tos de BF [x, 1] são combinações convexas dos seus vértices. Logo F̃ (x, y) ≤ 1
para todo y ∈ BF [x, 1] ⊂ TxG, com a igualdade valendo se e somente se y
é um múltiplo não negativo de d(Lx)e(u1). Portanto F̃ ≤ F em TV , com a
igualdade valendo somente na direção e sentido de X.

Sabemos que em estruturas de Finsler constantes, a curva t→ (t, 0, ..., 0)
é uma geodésica em (U, F̃ ) pela Observação 6.4.9. Mas a mesma curva
t → (t, 0, ..., 0) é a curva integral x de X. Considere lF e lF̃ a função
comprimento nas normas assimétricas F e F̃ respectivamente. Seja δ su-
ficientemente pequeno tal que BF̃ [e, δ] ⊂ V e considere δ′ = δ/3. Lembre-se
que

BF̃ [e, δ] = {(x1, ..., xn); F̃ (x1, ..., xn) ≤ δ}.
Note que x|[−δ′,δ′] é minimizante em (V, F̃ ), pois x([−δ′, δ′]) é uma geodésica
radial de BF̃ [x(−δ′), 2δ′] ⊂ BF̃ [e, δ] e portanto minimizante (vide [4], Teo-
rema 6.3.1). Logo x|[−δ′,δ′] é uma curva minimizante em (V, F ). De fato,
considere t → z(t) uma curva absolutamente contínua em M que conecta
x(−δ′) a x(δ′) e tal que ∫

F (z(t), z′(t))dt <∞.

Então t 7→ F̃ (z(t), z′(t)) é integrável pois ela é mensurável e F̃ (z(t), z′(t)) ≤
F (z(t), z′(t)). Temos dois casos para considerar.

• O caminho z está inteiramente contido em BF̃ [e, δ]. Como F̃ ≤ F em
V então

lF (z) ≥ lF̃ (z) ≥ lF̃ (x|[−δ′,δ′]) = lF (x|[−δ′,δ′]),
com a igualdade valendo se e somente se z é uma reparametrização
positiva de x|[−δ′,δ′] .

• O caminho z não está contido em BF̃ [e, δ]. Considere [a, b] o domínio
de z com z(a) = x(−δ′) e z(b) = x(δ′). Seja s ∈ [a, b] de forma que
s = max{t ∈ [a, b]; z([a, t]) ⊂ BF̃ [e, δ]}. Assim temos

lF (z) > lF (z|[a,s]) ≥ lF̃ (z|[a,s]) ≥ lF̃ (x|[−δ′,δ′]) = lF (x|[−δ′,δ′])

e z não é minimizante.

Logo x|[−δ′,δ′] é minimizante em (G,F ), está parametrizado por comprimento
de arco e portanto é geodésica.

É claro que o Teorema 6.4.6 também vale se x(0) = p ∈ G, mas ele foi
enunciado assumindo x(0) = e pela facilidade na notação da sua demonstra-
ção. O teorema a seguir é valido, pois F é invariante à esquerda.
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Teorema 6.4.12 Seja G um grupo de Lie munido com uma estrutura de
Finsler poliedral F invariante à esquerda. Seja (x, α) : (−ϵ, ϵ) → T ∗G um
extremal de Pontryagin de (G,F ) tal que x(0) = p, x′(0) é um vértice da es-
fera unitária SF e α(0) pertence ao interior relativo da face maximal própria
dual a x′(0). Então existe δ > 0 tal que

1. x′(t) é o vértice d(Lx(t))ed(Lp−1)p(x
′(0)) da esfera unitária em Tx(t)G

para todo t ∈ (−δ, δ);

2. x|(−δ,δ) é minimizante.
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Apêndice

A Integral de Lebesgue em R
Existem várias medidas em R. O nosso enfoque será trabalhar com a

medida de Lebesgue apresentado em [[21],cap. 2]. Para isso vamos construí-
la.

Definição A.1 A medida exterior de um conjunto S ⊂ R é uma função λ∗

que leva S 7→ R+ definido por

λ∗(S) = inf{
∞∑
j=1

|bj − aj|;S ⊂
∞⋃
j=1

(aj, bj)}.

A medida exterior satisfaz as seguintes propriedades:

• λ∗(∅) = 0;

• Se S ⊂ T ⊂ R, então λ∗(S) ≤ λ∗(T );

• λ∗(
⋃
n∈N Sn) ≤

∑
n∈N λ

∗(Sn) para toda coleção enumerável {Sn} de sub-
conjuntos de R;

• Se I ⊂ R é um intervalo, então λ∗(I) é igual ao comprimento de I.

Infelizmente a medida exterior não é uma medida como é visto em [21].
Para isso devemos restringir o conjunto onde calculamos a medida exterior

Definição A.2 Denote por L(R) a coleção de subconjuntos A de R de forma
que

λ∗(S) = λ∗(S ∩ A) + λ∗(S ∩ (R− A)), para todo S ⊂ R.

O conjunto A ∈ L(R) é Lebesgue mensurável ou somente mensurável. A
função λ : L(R) → R definida por λ(A) = λ∗(A) é a medida de Lebesgue em
L(R).
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Um conjunto A ∈ L(R) é um conjunto de medida nula se λ(A) = 0. Uma
propriedade P é satisfeita quase sempre em I ou para quase todo t ∈ I, se o
subconjunto N ⊂ I cuja a propriedade P falha tem medida nula.

Caso o interesse seja nos conjuntos mensuráveis contidos em um subcon-
junto S de R, podemos definir L(S) = {A ∩ S;A ∈ L(R)}.

Definição A.3 Seja I ⊂ R um intervalo. Uma função f : I → R é mensu-
rável se, para todo a ∈ R, temos que f−1([a,∞]) ∈ L(I).

Definição A.4 Seja S um conjunto qualquer e A ⊂ S, então a função ca-
racterística de A é a função X : S → R definida por

XA(x) =

{
1 se x ∈ A

0 se x ∈ S − A
.

Definição A.5 Seja I ⊂ R um intervalo. Uma função f : I → R é simples
se existem {A1, ..., Ak} ⊂ L(I) e {c1, ..., ck} ⊂ R de forma que

f =
k∑
j=1

cjXAj
e I =

k⋃
j=1

Aj.

A integral de uma função simples f que se anula fora de um subconjunto com
medida finita é definida por∫

I

fdλ =
k∑
j=1

cjλ(Aj).

É possível aproximar uma função f : I → R+ mensurável por uma sequên-
cia crescente de funções simples e positivas que se anulam fora de um conjunto
de medida finita. Dessa forma é definido∫

I

fdλ = sup

{∫
I

gdλ

}
onde g é uma função simples que se anula fora de um conjunto de medida
finita, com 0 ≤ g(t) ≤ f(t) para todo t ∈ I.

Para uma função mensurável f : I → R qualquer, sejam I+ = f−1([0,∞])
e I− = f−1([−∞, 0]). Defina

f+(x) = XI+f(x) e f−(x) = −XI−f(x)

e ∫
I

fdλ =

∫
I

f+dλ−
∫
I

f−dλ (20)

A equação (20) é a integral de Lebesgue de f .
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Definição A.6 Seja I ⊂ R um intervalo e f : I → R.

(i) Se pelo menos
∫
I
f+dλ ou

∫
I
f−dλ for finito, então a integral de Le-

besgue de f existe mas pode ser infinito. Caso contrário a integral de
Lebesgue de f não existe

(ii) Se ambos
∫
I
f+dλ e

∫
I
f−dλ são finitos, então f é Lebesgue integrável

ou simplesmente integrável .

(iii) Se para todo intervalo compacto J ⊂ I, a função f |J é integrável, então
f é localmente integrável

(iv) Se existir M > 0 de forma que o conjunto {t ∈ I; |f(t)| > M} tem
medida nula, então f é essencialmente limitado e é denotado

ess sup
t∈I

|f(t)| = inf{M ∈ R;λ({t ∈ I; |f(t)| > M}) = 0}.

(v) f é uma função absolutamente contínua se existir uma função local-
mente integrável g e t0 ∈ I de forma que

f(t) =

∫ t

t0

g(τ)dτ.

Então f ′(t) = g(t) para quase todo t ∈ I.

Teorema A.7 Considere uma função f : I → R. Se existir uma função
localmente integrável g : I → R e algum t0 ∈ I de forma que

f(t) =

∫
[t0,t]

g|[t0,t] dt,

para todo t ∈ I, então f é localmente absolutamente contínua.

As funções absolutamente contínuas são como as funções que satisfazem o
teorema fundamental do Cálculo para a integral de Lebesgue. Se uma função
absolutamente contínua tem a derivada nula quase sempre, então a função é
constante.

Definição A.8 Seja I ⊂ R um intervalo e f : I → R localmente integrável.
Um ponto t0 ∈ I é um ponto de Lebesgue de f se

lim
ϵ→0

1

2ϵ

∫ t0+ϵ

t0−ϵ
|f(t)− f(t0)|dt = 0.
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Teorema A.9 Seja I ⊂ R um intervalo e f : I → R localmente integrável.
O complementar do conjunto de pontos de Lebesgue f tem medida nula.

Daremos as mesmas classificações acima para uma função f : I → Rn

quando as funções componentes fi = πi ◦ f satisfizerem as condições corres-
pondentes.

B Função Bump
Seja f : A → R uma função definida em um espaço topológico A. O

suporte de f , denotado por supp f , é um subconjunto de A definido como

supp f = {p ∈ A; f(p) ̸= 0}.

Se U ⊂ A satisfaz supp f ⊂ U , diremos que f é suportado em U .

A seguinte proposição é o corolário 2.19 de [15]

Proposição B.1 Seja M uma variedade diferenciável. Para todo subcon-
junto fechado A ⊂ M e qualquer conjunto aberto U contendo A, existe uma
função diferenciável f :M → R de forma que f ≡ 1 em A e supp f ⊂ U .

A função f definida acima é chamada de função bump em A.

Definição B.2 Sejam M uma variedade diferenciável, A ̸= ∅ um subcon-
junto de M e uma função f : A→ R. f é uma função diferenciável se exis-
tirem um aberto U de M contendo A e uma função diferenciável g : U → R
de forma que g|A ≡ f .

Lema B.3 Sejam M uma variedade diferenciável e f uma função diferen-
ciável definido em um fechado A ⊂M . Para todo aberto U de M contendo A
existe uma função diferenciável f̃ ∈ D(M) tal que f̃

∣∣∣
A
= f |A e supp f̃ ⊂ U .

Demonstração: Como f é uma função diferenciável, por definição existe
um aberto W ′ ⊂ M com A ⊂ W ′ de forma que f está definida em W ′ e é
diferenciável. Como A ⊂ W ′ ∩ U é aberto, então sem perda de generalidade
podemos considerar W = W ′ ∩ U em vez de U .

Pela proposição acima existe uma função bump g :M → R em A supor-
tado por W . Assim defina f̃ como

f̃(p) =

{
g(p) · f(p) se p ∈ W ;

0 se p ̸∈ W.
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Dessa forma temos que f̃
∣∣∣
A
= g|A · f |A = 1 · f |A e

supp f̃ = {p ∈M ; g(p)f(p) ̸= 0} = {p ∈M ; g(p) ̸= 0} ∩ {p ∈M ; f(p) ̸= 0}
⊂ {p ∈M ; g(p) ̸= 0} ∩ {p ∈M ; f(p) ̸= 0} ⊂ {p ∈M ; g(p) ̸= 0}
= supp g ⊂ W ⊂ U.

Observe que f̃(p) = g(p) · f(p) é diferenciável em todo p ∈ W pois é produto
de funções diferenciáveis. Por outro lado f̃(p) é diferenciável em todo p ∈
M−supp g pois f̃(p) ≡ 0 nesses pontos. Então f̃(p) é diferenciável no aberto
W ∪ (M − supp g) ⊃ W ∪ (M −W ) =M , o que conclui a demonstração.

A função estar definida em um fechado A é uma condição necessária. De
fato, considere M = R e f(x) = 1

1−x2 definido em A = (−1, 1). Considere

A = U . Então é claro que não existe f̃ : R → R diferenciável com f̃
∣∣∣
A
= f

pois

lim
p→1−

f̃ = lim
p→1−

f = lim
p→1−

1

1− x2
= +∞.

Corolário B.4 Sejam M uma variedade diferenciável e U = (x1, ..., xn) uma
vizinhança coordenada de M . Considere ω uma k−forma definida em um
fechado A contido em U e escrita como

∑
I

′
ωIdx

I . Seja ω̃ a função definida

ω̃ =
∑
I

′

ω̃Idx̃
I

com ω̃I e x̃1, ..., x̃n resultantes da aplicação do Lema B.3 nas funções dife-
renciáveis ωI e x1, ..., xn respectivamente e dx̃I = dx̃i1 ∧ ... ∧ dx̃ik , com I =
{i1, ..., ik}. Então ω̃ é uma k−forma de M com ω̃|A = ω|A e supp ω̃ ⊂ U .

Demonstração: Como ω é uma k−forma definido em A, então as funções
ωI e dxI = dxi1 ∧ ... ∧ dxik estão definidas em A. Podemos aplicar o lema
B.3 para construir ω̃I e dx̃iq de forma que

ω̃I |A = ωI e dx̃iq
∣∣
A
= dxiq

para todo q ∈ {1, ..., k}. Como cada dx̃iq é um funcional linear em TpM e
ω̃I é diferenciável, então ω̃ é uma k−forma com dx̃I = dx̃i1 ∧ ... ∧ dx̃ik . Por
outro lado temos

ω̃|A =
∑
I

′

ω̃I |A dx̃
I
∣∣
A
=
∑
I

′

ωIdx
I = ω.
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C Variedades Diferenciáveis
Nesta seção apresentamos a teoria básica de variedades diferenciáveis

(vide [7]).

Definição C.1 Uma variedade diferenciável de dimensão n é um conjunto
M e uma família de aplicações biunívocas xα : Vα ⊂ Rn → M de abertos Vα
de Rn em M tais que

1.
⋃
α xα(Vα) =M ;

2. Para todo par α, β com xα(Vα)∩xβ(Vβ) = W ̸= ∅, os conjuntos x−1
α (W )

e x−1
α (W ) são abertos em Rn e as aplicações x−1

α ◦xβ são diferenciáveis;

3. A família {(Vα, xα)} é máxima relativamente às condições 1 e 2.

O par (Vα, xα) com p ∈ xα(Vα) = Uα é uma parametrização local (ou sistema
de coordenadas) de M em p; Uα é chamado de vizinhança coordenada de
p; Uma família {(Vα, xα)} satisfazendo as condições 1 e 2 é chamada de
estrutura diferenciável em M .

Observação C.2 Uma estrutura diferenciável em M induz uma topologia
em M ao definir que A ⊂M e aberto se x−1

α (A∩Uα) é um aberto de Rn para
todo α.

Definição C.3 Sejam Mn e Nm variedades diferenciáveis de dimensão n
e m respectivamente. Uma aplicação φ : Mn → Nm é diferenciável em
p ∈ Mn se dada uma parametrização local y : V ⊂ Rm → Nm em φ(p),
existe uma parametrização x : U ⊂ Rn → Mn em p tal que φ(x(U)) ⊂ y(V )
e a aplicação

y−1 ◦ φ ◦ x : U ⊂ Rn → Rm

é diferenciável em x−1(p). φ é diferenciável em Mn se φ e diferenciável em
todos os pontos de Mn.

Definição C.4 Sejam Mn e Nm variedades diferenciáveis. Uma aplicação
φ : Mn → Nm é um difeomorfismo se ela é diferenciável, bijetora e φ−1 é
diferenciável. φ é um difeomorfismo local em p ∈Mn se existem vizinhanças
U de p e V de φ(p) tais que φ : U → V é um difeomorfismo.

Observação C.5 Em particular, a parametrização local x : V ⊂ Rn →
−→x (v) ⊂ M é um difeomorfismo. Assim definições e propriedades locais en-
volvendo a topologia e a estrutura diferenciável em Rn podem ser estendidas
para variedades diferenciáveis.
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Definição C.6 Seja M uma variedade diferenciável e p ∈ M . O espaço
tangente TpM é o conjunto de classes de equivalência de curvas diferenciáveis
γ : (−ϵ, ϵ) → M tais que γ(0) = p. Duas curvas γ1 e γ2 são equivalentes se,
para toda função diferenciável f :M → R,

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(γ1(t)) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(γ2(t)).

Observação C.7 Seja (x1, . . . , xn) um sistema de coordenadas definido por
uma parametrização local em uma vizinhança de p. A base natural do espaço
tangente TpM é dada pelos vetores

{
∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xn

}
, definidos como derivadas

direcionais ao longo das curvas coordenadas.

Se M é uma variedade n-dimensional, então TpM é um espaço vetorial
n−dimensional.

Proposição C.8 Sejam Mn e Nm variedades diferenciáveis e φ : Mn →
Nm uma aplicação diferenciável. Para cada p ∈ Mn e cada v ∈ TpM

n,
escolha uma curva diferenciável α : (−ϵ, ϵ) →Mn com α(0) = p e α′(0) = v.
Considere a curva β = φ ◦ α. A aplicação dφp : TpMn → Tφ(p)N

m dada por
dφp(v) = β′(0) é uma aplicação linear que não depende da escolha de α. A
aplicação dφp é chamada de diferencial de φ em p.

Demonstração: Vide Proposição 2.7 de [7].

Definição C.9 O fibrado tangente de uma variedade diferenciável M é o
conjunto TM =

⋃
p∈M TpM , onde cada TpM é o espaço tangente em p. Este

conjunto possui uma estrutura de variedade diferenciável de dimensão 2n,
com uma projeção natural π : TM → M , que associa a cada vetor tangente
v ∈ TpM o ponto base p.

Definição C.10 O fibrado cotangente de uma variedade diferenciável M é o
conjunto T ∗M =

⋃
p∈M T ∗

pM , onde T ∗
pM é o espaço dual do espaço tangente

TpM . A projeção canônica π∗ : T ∗M →M associa a cada 1-forma em T ∗
pM ,

o seu ponto base p ∈M .
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