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Resumo

Neste trabalho, foi estudado o problema de encontrar condi¢oes necessa-
rias para que um caminho em uma variedade de Finsler (M, F') de classe C°
seja minimizante. Foi utilizado o principio do maximo de Pontryagin em um
sistema de controle, onde o espaco estado é M e a dinamica é dada por uma
familia de campos de vetores unitarios. Por fim, uma familia de caminhos
minimizantes locais em grupos de Lie munidos com estruturas de Finsler
poliedrais invariantes a esquerda foi estudada.

Palavras-chave: Estruturas de Finsler de classe C°, Geodésicas, Grupos de
Lie, Principio do Maximo de Pontryagin.



Abstract

In this work, the problem of finding necessary conditions for a path on
a C°—Finsler manifold (M, F') to be minimizing was studied. Pontryagin’s
maximum principle was applied to a control system, where the state space
is M and the dynamics are given by a family of unit vector fields. Finally, a
family of locally minimizing paths in Lie groups endowed with left-invariant
polyhedral Finsler structures was studied.

Key words: Finsler Structure of class C°, Geodesics, Lie Groups, Pontrya-
gin’s Maximum Principle.



Notacoes

A : O fecho de A.

aff Z : O subespago afim gerado por Z.

Alt T: O tensor definido como

com T € VOF,
A*M : O conjunto das k—formas em M.

B(p), Blp] : Bola aberta unitaria, bola fechada unitaria centrada na
origem no espaco tangente T,M em p € (M, F).

B(p,z,r), B[p, z,r] : Bola aberta, bola fechada centrada em x e raio r
respectivamente no espaco tangente T,M em p € (M, F).

D(M) : Conjunto das fungoes diferenciaveis f: M — R.

do(x),d"¢(x) : A derivada de ¢ : M — R™ e a r—ésima derivada de ¢
em x € M respectivamente.

dr : Derivada exterior de 7 € A*(M).

& : Campo geodésico estendido.

F : Estrutura de Finsler de classe C° em M.
G : Grupo de Lie.

g : Algebra de Lie.

H : Funcao Hamiltoniano.

H, H™ : Hiperplano que nao contém a origem e o semi-espago fechado
determinado por H contendo a origem.

ir Z : O interior relativo de Z.
int(A): O interior de A.

int(S) : Interior de S como um subespago topoléogico de A.



J = (j1,..-, Jx) : Multi-indice de comprimento k.

L,(z), R.(2) : Translagdo a esquerda (respectivamente a direita) de z
por .

A¥(V) : O conjunto de todos os tensores alternados de tipo (0, k) sobre
V.

A¥(M) : O conjunto de todos os campos tensoriais alternados de tipo

(0, k) sobre M.

M : Variedade diferenciavel.

M : Supremo da fungao Hamiltoniano.
R =R U{—00,00} ¢ a reta real estendida.
R = [0,00) U {00} ¢ a reta real estendida positiva.

S(p) : Esfera unitaria centrada na origem no espago tangente 7,M em
pe (M, F).

S(p,x,r) : Esfera centrada em x e raio r no espago tangente 7,/ em
pe (M, F).

Sm=1: A esfera unitéria S(0,1) em R™.
Sk : Conjunto de todas as permutagoes de {1, ..., k}.
sgn(o) : O sinal de uma permutagao.

T : Tensor definido por T7(y1, ..., k) = T(Yo(1)s s Yoi)), com T €
Vo’k e o c Sk

T3 M : O espago vetorial de tensores de tipo (m,s) sobre T, M.
T™*M : O conjunto dos campos tensoriais de tipo (m, s) sobre M.

T™*M : O conjunto campos tensoriais diferenciaveis de tipo (m,s)
sobre M.

V™5 O espago vetorial de tensores de tipo (m, s) sobre V.
¢* : Pullback da funcao (.

[| - ]|: Norma usual em R".



e » : Abaixamento de indice em tensores.
e f: Levantamento de indice em tensores.
e A : Produto wedge.

e ® : Produto tensorial.

e % : Delta de Kronecker sobre os multi-indices I e J.
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Introducao

A métrica Riemanniana é uma estrutura classica, desenvolvida por Ber-
nhard Riemann no século XIX, com o objetivo de generalizar a geometria
diferencial das superficies em R?, e em particular os objetos da geometria
intrinseca tais como a conexao, transporte paralelo e a curvatura Gaussi-
ana (vide [6], [19], [25]). Seu formalismo tem aplicacoes em diversas areas,
sendo a métrica de Schwarzschild um exemplo na teoria da relatividade geral
de Einstein. A métrica Riemanniana serve como base para definir outras
geometrias, tais como as geometrias semi-Riemannianas e as de Finsler.

A concepgao inicial de estruturas de Finsler como uma correspondéncia
diferenciavel que a cada espago tangente é associado uma norma diferenciavel
¢ devido & Riemann (vide [19]). Mas ele se concentrou mais em obter resul-
tados no caso onde a familia de normas é uma familia de produtos internos.
Décadas mais tarde, em sua tese de doutorado, Paul Finsler define "estru-
tura de Finsler" do modo que é conhecido atualmente (vide [4] e [9]). Uma
contribui¢ao importante de Finsler é a hipétese das normas serem fortemente
convexas, o que garante a existéncia e unicidade de geodésicas que partem de
um certo ponto da variedade com uma determinada velocidade. A convexi-
dade forte permite também definir as curvaturas flag, que sao generalizagoes
da curvatura seccional (vide [4]). A partir de 1990, a geometria de Finsler
ganhou um maior destaque na matemética. As estruturas de Finsler sao
diferenciaveis e fortemente convexas e com isso as principais ferramentas uti-
lizadas (Calculo Diferencial e Integral) no estudo de geometria Riemanniana
sao aplicaveis na Geometria de Finsler. Como consequéncia, essas geometrias
compartilham muitos resultados em comum.

Se M é uma variedade diferenciavel e p € M, denotaremos o espaco
tangente de M em p por T,M e o fibrado tangente de M por T'M. O espago
cotangente de M em p e o fibrado cotangente de M serao denotados por
Ty M e T™M respectivamente.

Uma estrutura de Finsler de classe C° em uma variedade diferencidvel é
uma fun¢ao continua F' : TM — RT de forma que F(p,-) : T,M — R* ¢ uma
norma assimétrica em 7,M para todo p € M. Esse serd o nosso principal



objeto de estudo. Nesse caso, técnicas adicionais serao necessarias, pois F
pode ser nao diferenciavel.

A Geometria Métrica é uma das técnicas utilizadas para o estudo de
variedades de Finsler de classe C°. Em casos particulares, podemos provar
a existéncia local de curvas minimizantes que ligam dois pontos e calcular
geodésicas de forma explicita (vide [10]).

Um outro método que ¢é 1til no estudo de variedades de Finsler de classe
C° & aproximar I por uma familia de estruturas de Finsler F, a um para-
metro [11]. Assim, se F' for uma estrutura de Finsler, as varias conexoes da
geometria de Finsler e a curvatura flag de F, convergem uniformemente em
subconjuntos compactos aos objetos correspondentes de F' quando € tende a
0. Uma das principais técnicas utilizadas é a convolugao por fungoes bump.

Vamos assumir que as estruturas de Finsler de classe C sao diferenciaveis
horizontalmente, ou seja, sdo de tipo Pontryagin (vide item 3 da definigao
. Nessas condigoes podemos aplicar o Principio do Méaximo de Pon-
tryagin, resultado da teoria de controle 6timo, para generalizar localmente
o campo geodésico da geometria Finsler. Em [20], o autor define o campo
geodésico estendido £ em uma variedade de Finsler de classe C° de tipo
Pontryagin como uma relacdo que associa cada (z,§) € T*U — {0} a um
subconjunto de T(, ¢ (T*U — {0}), onde U é um aberto de M. Uma curva
integral (x,&) da inclusao diferencial (2/(t),£'(t)) € E(x(t),&(t)) é chamado
de extremal de Pontryagin enquanto x(t) é chamado de extremal de (M, F').
Curvas minimizantes parametrizadas por comprimento de arco sao extremais
de (M, F).

O Principio do Maximo de Pontryagin (PM P) foi criado por Pontryagin
e seus estudantes em [I6] e lida com problemas de varia¢do em estruturas
de comprimentos nao diferenciaveis. Porém a sua utilizagao para resolver
problemas de geometria demorou para se tornar popular. Um dos primeiros
trabalhos que utilizou PM P para problemas geométricos foi [I].

O primeiro artigo a classificar todos os extremais de um grupo de Lie
munido com uma estrutura de Finsler de classe C° simétrica e invariante
a esquerda qualquer foi [I3]. Neste trabalho, a autora utiliza o Principio
do Méaximo de Pontryagin para calcular explicitamente todos os extremais
no grupo de Lie bidimensional, simplesmente conexo e nao abeliano. Além
disso, ela demonstra que todos os extremais sao minimizantes.

Ainda como aplicacao do Principio do Maximo de Pontryagin em geome-
tria, um assunto bastante estudado atualmente sao extremais em estruturas
sub-Finsler de classe C° em grupos de Lie. Expliquemos com mais detalhes
esse assunto. Uma distribuicao D de posto k£ em uma variedade diferen-
ciavel M é uma correspondéncia que a cada p € M associa um subespago
k—dimensional D(p) do espago tangente 7,M. Um campo de vetores X em
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um aberto U de M é horizontal se X (p) € D(p) para todo p € U. Uma
distribuigao D de posto k ¢ diferenciavel em p se existir uma vizinhanga U
de p e k campos de vetores diferenciaveis nao nulos Xi,..., X em U tais
que span{ X1 (p), ..., Xx(p)} = D(p) para todo p € U. Uma distribuicao D é
diferenciavel se ele for diferenciavel para todo p € M. Uma distribuicao di-
ferenciavel é dita completamente nao holonoémica se para todo p € M existe
uma vizinhanca U de p tal que

span{[X, Y](p), X e Y campos diferenciaveis e horizontais em U} = T, M.

Uma estrutura sub-Finsler F' de classe C° em uma variedade diferenciavel M
munida com uma distribuicao diferencidvel D completamente nao holonémica
¢ uma correspondéncia que a cada p € M associa uma norma assimétrica
F(p,-) em D(p) tal que se X é um campo diferenciavel horizontal em um
aberto U de M, entao p — F(p, X(p)) é uma func¢do continua em U.

Uma distribuicao D em um grupo de Lie é invariante & esquerda se
(dL,)(D(q)) = D(p-q), onde L, é a translacao a esquerda. As distribui¢oes in-
variantes & esquerda sao sempre diferenciaveis. Uma estrutura sub-Finsler de
classe C° invariante & esquerda é uma correspondéncia que a cada p € G, as-
socia uma norma assimétrica F' em D(p), onde D é uma distribuigdo comple-
tamente nao holonoémica e invariante a esquerda e F'(¢,v) = F(p-q, (dL,)(v))
para todo p,q € G e v € D(q).

Recentemente um assunto que tem sido bastante estudado é a geometria
das estruturas sub-Finsler de classe C? invariantes a esquerda em grupos de
Lie, principalmente os de posto 2. Em particular, o calculo explicito de extre-
mais, bem como critérios para identificacao de curvas minimizantes e mini-
mizantes locais dentre os extremais tém sido obtidos (vide [2],[3],[5],[14],[22]).

No caso particular de grupos de Lie conexos de dimensao 3 munidos com
uma estrutura de Finsler F' de classe C? invariante a esquerda onde F| o ca
métrica da soma, tiveram seus extremais de Pontryagin classificados em [17].
Além disso, nesta mesma citacao, foi introduzida uma curvatura assintotica
em g* — {0} para grupo de Lie munidos com estrutura de Finsler poliedral
invariante & esquerda que detecta a unicidade de extremais associados a uma
parte vertical de um extremal de Pontryagin (vide [I7]). Esse resultado de
unicidade de extremais foi generalizado para qualquer dimensao finita em
18]

O estudo dos extremais z(t) obtidos através da projecao de um extremal
de Pontryagin (z(t),£(t)) € uma forma de encontrar candidatos curvas local-
mente minimizantes, mas é necessario mais condigoes para garantir que as
mesmas sejam localmente minimizantes.

Neste texto vamos desenvolver a teoria de estruturas de Finsler de tipo



Pontryagin poliedrais. Além disso, serd estudado um caso invariante a es-
querda em grupos de Lie onde o extremal ¢ localmente minimizante.
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Capitulo 1

O Principio do Maximo de
Pontryagin

Em céalculo variacional existem vérias ferramentas para curvas que ma-
ximizem ou minimizem um funcional. Estamos interessados em estudar a
minimizac¢ao de um funcional, cuja variacao é obtida através dos controles
admissiveis de um sistema de controle. O teorema que nos da condigoes ne-
cessarias para que uma trajetoria correspondente a um controle admissivel
minimize (ou maximize) o funcional é o principio do maximo de Pontryagin.

O principio do maximo de Pontryagin é um teorema que foi demonstrado
por Pontryagin em volta de 1956. Nesta secao, apresentaremos o teorema
quando o espaco de fase é um aberto do R™. O resultado sera estendido para
variedades diferenciaveis na segao [0l A principal referéncia para esta segao é
[16]

1.1 Sistema de Controle

Considere um problema onde temos uma familia de campos vetoriais de
classe C' em R™ parametrizadas por u € C. Uma fungao u(t) definida em
um intervalo I com valores em C define uma familia de campos de vetores
continuos parametrizados por ¢t € I, e com isso podemos definir curvas inte-
grais dessa familia a um parametro. Nesta secao, formalizaremos este tipo
de objeto matematico.

Definigao 1.1.1 Um sistema de controle € uma tripla X2 = (U, f,C') onde
(i) U é um aberto de R";

(ii) C € um subconjunto fechado de R™, chamado de regiao de controle;
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(iii) f:U x C — R™ é uma fun¢io com as sequintes propriedades:

— f € continua;

f(z, u)
ox’

O sistema de equacgoes diferenciais associado ao sistema de controle ¥ =

(U, 1,C) ¢

— As fungoes (r,u) — sao continuas para todo i =1, ...,n.

dz’

o fizt, . a™u) = fi(z,u), i=1,...,n (1.1)
que pode ser escrito na forma vetorial
dx
pri flz,u) = (fY2,u), ..., [ (2, u)). (1.2)

Definigao 1.1.2 Seja X = (U, f,C) um sistema de controle.

(i) uw € um controle admissivel se w : I — C € definido em um intervalo
I C R de forma que t — u(t) € mensurdvel (no sentido de Lebesgue) e
limitado.

(i) Uma trajetoria controlada é um par (z,u) com u: I — C um controle
admissivel e x : I — U que satisfaz a equagao diferencial (1.2]). Nesse
caso diremos que I € o intervalo de tempo de (z,u);

(iii) Um arco controlado € uma trajetoria controlada (x,u) em um intervalo
de tempo I = [to, 1] em R.

Se (xz,u) € uma trajetoria controlada, entao diremos que x € a trajetdria e u
o controle.

Agora vamos supor que é dada uma funcao adicional

Otz u) = Oz, u) (1.3)

definida e continua em U x C' com derivadas parciais 0f°/9z" continuas em
U x C para todo i = 1,2, ....,n. Entao o problema de otimizacao de controle
pode ser formulado da seguinte forma:

Dados xq e x1 em U e o conjunto de todos os controles admissiveis u =
u(t) de forma que (x,u) € uma arco controlado satisfazendo x(ty) = xo e
x(t1) = x1, encontre o controle admissivel de forma que o valor do funcional

J:/tlfo(a:(t),u(t))dt (1.4)
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seja minimizado. Note que ao fixar xy e x; temos que tg e t; da equagao
dependem somente do controle admissivel u(t).

Um controle u(t) que soluciona o problema acima é chamado de controle
dtimo para a transi¢ao de xo para xp e a trajetéria x(t) é chamada de tra-
jetoria dtima. No caso em que fO(x,u) = 1, temos que a equagao (|1.4) é
escrita como J = t; —ty. Entao encontrar o controle 6timo u(t) é equivalente
a minimizar o intervalo de tempo [tg,t;]. Nesse caso em particular, vamos
chama-lo de problema de otimizacao de tempo .

Para provar condi¢oes necessarias de otimizacgao, é conveniente reformu-
lar o problema. Considere uma nova coordenada x° em conjunto com as
coordenadas x!,...,2" em U e f° a funcao de acordo com . Assim temos
o sistema de equagoes diferenciaveis

dx’ , .

o fizt, . 2" u) = fi(z,u), i=0,1,..,n (1.5)
com o lado direito nao dependendo de z°. Considere U=RxUed =
(2° 2) = (2%, 21, ...,2™) € U. Dessa forma podemos reescrever o sistema de
equagoes diferenciais na forma vetorial como

dz 0 1 n

pri flx,u) = (f"(z,u), f(x,u), ..., f*(z,u)). (1.6)

Agora seja u(t) um controle 6timo para a transigao de xy para x; e z(t)
a trajetoria 6tima com a condigao inicial x(ty) = xy. Considere o ponto

To = (0,x0) € U. Entao a solucao da equacao 1) correspondente ao
controle u(t) com condigao inicial Z(ty) = Z¢ e intervalo de tempo I = [to, 1]
satisfazem a equacgao

Caso t = tq, entao

Z’(tl) =T,

onde a solugao #(t) da equagao diferencial ([1.6)) com condicao inicial &(tg) =
Ty passa pelo ponto 1 = (J,x1) em t = ;.

1.2 Principio do Maximo de Pontryagin

Nesta se¢ao vamos apresentar o principio do maximo de Pontryagin. Mas
para enuncié-lo, é necessario definir um sistema Hamiltoniano, que é com-
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posto pelo sistema de equagoes diferenciais do sistema Y e por um sistema
de equagoes diferenciais auxiliar.

Para formular o teorema, vamos considerar dois sistemas de equagoes
diferenciais. O primeiro é o sistema de equagoes diferenciais (|1.5))

da’

= fi(z,u), i=0,1,..,n. (1.7)

Agora considere o sistema de equacoes diferenciais auxiliar formado pelas
variaveis &g, &1, .00, &p

dfi__ - 8fj(l‘,u) . ;—
= = ZTSJ’ 1=0,1,...,n. (1.8)

Se considerarmos um arco controlado (z(t),u(t)) com I = [to,t1] cor-
respondente a equagao (|1.7) com condic¢do inicial z(ty) = ¢, o sistema de
equagoes (|1.8) é escrito da forma

di - 9 . ) .
d_ft - _Z / (xg;)l u(t))fj, i=0,1,...,n, (1.9)

§=0
que é um sistema linear e homogéneo. Portanto dada uma condicao inicial, o
sistema admite uma tnica solugao é = (&,&1, ..., &) com cada 27 definido no
intervalo I, e a funcdo & é absolutamente continua (vide teorema 3 em [8]).

Vamos simplificar os sistemas e em um unico sistema de equa-
coes diferenciais. Considere a funcao H dependendo das variaveis 2°, 2!, ..., 2"
&0, &1, ..., &n, u definida como

H(#,6u) =) &f'(x,u).
=0

Os sistemas (1.7)) e ((1.8) podem escritos pelo seguinte sistema Hamiltoniano

det  OH

yy o, 0,1,...,n, (1.10)
d¢;,  OH

=g i=01..n (L.11)

Chamaremos a funcao H de Hamiltoniano associado ao problema de con-
trole dtimo do sistema ¥ = (U, f,C) ou simplesmente de Hamiltoniano se o
sistema ja estiver implicito.

Dessa forma seja u(t) um controle admissivel definido em I = [tg,t1] e
a condigao inicial Z(ty) = Zo. Primeiramente encontre uma trajetoria (¢
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que satisfaz o sistema (1.10) e defina £(t) = (&(¢),&1(2), ...,
solucdo do sistema ([1.11) correspondente a arco controlado (

Vamos denotar o supremo do Hamiltoniano H como

(t))) como a

n(t))
(£), u(t)).

¢
T

~ ~

M(&,€) = sup H(#,{, u).
ueC
Em particular se C' ¢ limitado ou simplesmente se existe uy € C tal que
H(2,€ upp) = supyeo H(Z, €, u) entdo vamos escrever simplesmente

/\;l(i,g) maxH(l' f,)

ueC

Teorema 1.2.1 Seja (2(t),u(t)) um arco controlado com intervalo de tempo
I = [to, t1] e condicao inicial T(ty) = &o que passa por Ty no tempo ty e satis-
faz (L10). Para (2(t),u(t)) ser uma trajetéria dtima € necessdrio que ezista
uma fungio absolutamente continua nio nula £(t) = (&(t),&1(t), ..., Ea(t))
correspondente ao sistema que satisfaca as sequintes condig¢oes:

1. Para todo t € I, a fun¢io H(&(t),E(t),u(t)) admite seu mdzimo em
u = u(t) quase sempre, ou seja

M((1),£(1)) = H(2(t), &(t), u(t)); (1.12)
2. No tempo final t; temos que

Eo(t) <0 e M(2(t),E(t)) = 0. (1.13)

Além do_mais, se i(t),E(t) e u(t) satisfazem as equagées Hamiltonianas

(11.10) e (1.11) e satisfazem a condi¢do 1 desse teorema, entao &y(t) e /\;l(:i:(t), é(t))

sao funcoes constantes.

Observe que o tdltimo paragrafo do teorema nos diz que a equacgao (|1.13))
pode ser verificada qualquer ¢ € I e nao somente em ;.

Vamos encontrar condigoes necessarias para solucoes dos problemas de
otimizacao de tempo baseado no teorema [1.2.1] Para isso considere fO(z,u)
do teorema igual a 1. Assim o Hamiltoniano H é da forma

H=¢&+Y &f'(w,u),
i=1
Considere ¢ = (&1, ...,&,) e a fun¢do Hamiltoniana

H(z,& u) Z@ T, u)
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Dessa forma, o novo sistema Hamiltoniano baseado em ([1.10) e (1.11]) é

da’ B o0H

TR i=1,..,n, (1.14)
dg; oH .
— = —— =1, ..n. 1.1
dt or et (1.15)

Observe que esse novo sistema é equivalente ao sistema ((1.10]) e (1.11)) pois
temos ) R
dz® O0H d OH
i:—zfo(x,u)zl e é:——:O,
dt & dt 0x9
e ¢ imediato que z°(t) =t — tg e & (1) = &(0).
Para valores fixos de z e £ temos que H depende somente de u. Vamos
denotar o supremo do Hamiltoniano H como

Mz, &) =sup H(x, &, u).
ueC

Como H(z, &, u) = H(%, &, u) — &, entdo
M(z,€) = M(#,£) - &.
As equagdes e ficam
H(x(t),§(t), u(t)) = M(x(t),£(t)) = —&(t) = 0.
Assim temos o seguinte teorema

Teorema 1.2.2 Seja (x(t),u(t)) um arco controlado definido em I = [ty, 1]
e condigao inicial x(ty) = xo que passa por x1 no tempo ty e satisfaz (1.14)).
Para (z(t),u(t)) ser uma trajetoria de tempo otimizado é necessdrio que
exista uma fungao absolutamente continua nao nula £(t) = (&1(t), ..., & (1))
correspondente ao sistema (|1.15)) que satisfaca as sequintes condicoes:

1. Para todo t € I a fungao H(x(t),£(t),u(t)) admite seu mdximo em
u = u(t) quase sempre, ou seja

M(x(t),£(t)) = H(x(t),£(2), u(t)); (1.16)
2. No tempo final t; temos que

M(x(t1),&(t1)) = 0. (1.17)

Além do mais, se x(t),&(t) e u(t) satisfazem as equagoes Hamiltonianas

(1.14) e (L1.15) e a condigao 1 desse teorema, entao M(x(t),£(t)) € cons-

tante.
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Capitulo 2

Tensores em espacos vetoriais

Em geometria classica, os objetos em uma variedade diferenciavel M como
as métricas Riemannianas, tensores de curvatura, tensores de Ricci e estru-
turas simpléticas sao exemplos de campos de tensores em M. Nessa secao,
iremos apresentar a definicao de tensores sobre espacos vetoriais e bem como
alguns resultados.

2.1 Tensores e propriedades

Nessa subsec¢ao vamos trazer a defini¢cao, propriedades e resultados bésicos
sobre tensores em um espago vetorial.
Considere V' um espago vetorial n-dimensional e V* seu espago dual.

Definicao 2.1.1 Um tensor de tipo (m,s) sobre V' é uma fung¢io (m + s)-
linear da forma

T:Y*x...xvtxyx...xVJ—HR.

TV TV
m copias s copias

O espago vetorial de tensores de tipo (m,s) é denotado por V™. Por
convengao consideremos Vo0 = R.

Os tensores de tipo (1,0) sao elementos de (V*)* que sao naturalmente
isomorfos a V. Vamos utilizar v como um elemento de V' como também
vamos utilizar para o seu elemento correspondente em (V*)*. Portanto se
a € V* entao v(a) = a(v).
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Definigao 2.1.2 Sejam T e S tensores de tipo (mq,s1) e (ma, s2) respecti-
vamente. FEntao o produto tensorial T ® S de T e S é um tensor de tipo
(my + ma, s1 + S2) sobre V' definido por

(T ® S)(a,...,a™ ™2y v s,

1 m mi+1 mi1+m
=T(a ., @™, 01,y 0s)) - S(@™T @™ T2 0 1 Vs 1sy) (2.1)
onde o' € V* ev; €V para todoi=1,....m1+ms ej=1,...,8 + sa.

Nao é dificil ver que o produto tensorial é associativo.

Considere uma base ordenada B = {ey,...,e,} de V e denote por B* =
{BY, ..., 3"} a base dual relacionada a B. Os tensores ¢; sio identificados com
os seus biduais de tipo (1,0) sobre V.

E possivel induzir uma base B™* de V"™* associada a B dada por

B ={e; ®..0¢€, @B"®@...Q B i1, .csim,j1, - ds € {1,...,n}}
onde

(e, ®..Q e, QLT ®...Q ) (B, ..., B ex,, ..., ex.)

= B (1) oo B (€1) - B (Ey) oo B (E,) = 611 - e BEm .51;}1 : ...5;’;
(2.2)

Para um elemento (ay, ..., 4, U1, ..., v5) € (V*)™ X V*® qualquer, basta escrevé-
los como combinagoes lineares de suas respectivas bases e a (m+s)-linearidade
do tensor determina o resultado.
Para verificar que B"® realmente é uma base de V'™* tome T € V™*
qualquer e defina
i1, slm i1 [
T m—T(ﬁ 7...,Bm,€j1,...,6js).

J1yeeslis

Portanto T" pode ser expresso como

T =T en, @ @ ey, @ 1 @ .. @ B%).

De fato
k1y..oskm s i i,
Tyt (en ® ... Qep, ® B @ ... @ B%) (B, ..., 0™ e, ..., ej,) (2.3)
k1yeeoskm ! 3 015 y0m i im
:Ttll,...,ts 511611 5127:1 5;1 6;? :szll,-..,;‘s :T<ﬂ“,...,ﬂ2 >ej17"‘7ejs)>

o que prova que span(B"*) = V™ Por outro lado, os elementos de B™*
sao L.I. De fato, se substituirmos 7" = 0 na equagao ([2.3)), temos

0=T;15" ¥ iy, oy, 1o oo s € {1, .cim}.

17"'7j5
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Assim provamos que B™* é uma base de V"™* e portanto dim(V)™* =

nmrs,

Ao fixar uma base B de V, é possivel representar o tensor T' pelas suas

coordenadas T;llj“" Com essa notacao, sejam o' = ay,,...,a™ =y, € V*

ev, =", ...,v, =vls € V. Entao

1 m _ il,...,i
T(a,...,a™ vy, .. vs) =T

. 1 j
= Ay Qe O, ULV

Um tensor 7" : V* x V — R pode ser identificado como um operador
linear 7' : V. — V dado por T'(v) = T'(-,v). Observe que o funcional § €
V* i T(B,v) € R pertence a (V*)*, que é identificado por (V*)* = V.

Denote T = T; € VL1 onde T; ¢ a 1 X j-entrada de sua representagao
matricial na base B! induzida por B. Entao

T(er) =T(- er) = Tj(e; @ F)(- ex) = Tpe.

Assim as representagoes de T e T com respeito a base B coincide. Logo

o trago de T' é definido por
trT = Tﬁ =T =T(8,e).

Seja k € {1,....m}el e {l,..,s} A contragdo de T' € V"™ com respeito

ao par (k,[) é um tensor try T € V" 157! dado por

(tr(m)T)(al, ™y e) =

=T(a',...,a" " B ok o™ v, v e, vy e Vs 1), (2.4)
com a convencao de Einstein aplicada em q.

O valor de tr(;)T nao depende da base B. De fato, sejam al,...,am™ e
V*ewp,..,vs_1 €V eAc VH definido como

A(B,v) =Tt ...,a* 1t B,k .. o™ vy, . v, 0,0, ., Vst ),

para todo (f,v) € V* x V. Para calcular seu trago considere A = A; sua
representacao com respeito a base B. Assim

1 k—1 k m—1
trA= Al =T(a’,...,a" ", B a", ..,a™ o1, ..., U1, €4, V1, ..., Vs 1)

= (trapT) (s ooy @™ 01, ey v 1).

Como a aplicacao trago nao depende da escolha de base, temos que tr, T
também nao depende.

19



Proposigao 2.1.3 Sejam T € V™51 ¢ § € V™52 Entao

i1~--im1+m2 _ il---iml X im1+l-~i7n1+m2
(T @S ot =T S it
Se T € V™* entao a contra¢ao com respeito ao par (k,l) em coordenadas é

dado por

1edm—1 __ il lp—1q0k--Im—1
(tr(kvl)T)jlmjs—l _Tj1-~~jzf1qjl~-~js—1 :

Demonstragao: Considere o elemento (5, ..., 51, ¢;,, ..., ¢;,,). Temos a
equagao

’i1...im1+m2 o il...’iml . im1+1...’im1+m2
(T ® S)jl---jlersg - 7—.‘7'1---]'51 jsl+1--~jsl+52

ao considerar 1, = my+my e 1y = 51+, e aplicar o elemento (6, ..., 871, €5y, ..., €5, )
na equagao (2.1). De forma analoga temos

i1...im_1 . il...ik_lqik...im71
(tr(kvl)T>j1~~-js—l - T‘jlv--jl—lqunjlq

ao considerar r; = m—1ery = s—1 eaplicar o elemento (5, ..., 1, €, , ..., ejrz)

na equagao (2.4)).

Seja (m, s) = (mq 4+ ma, $1 + S2) com mq, ma, $1,82 > 0emy+s; > 0. O
tensor 7" € V™* pode ser identificado com um aplicacao (m; + s1)-linear

T: (V5™ x VoL — sz
definido como

1 m 1 m
T(a, ..,a™ vy, vs) =T (o, @™ e UL,y Usyy oy eyt )
—— ——
mg cOpias s9 coOpias
Essa identificagao é uma generalizacao da identificacao para tensores de
tipo (1,1) com operadores lineares feito anteriormente.

2.2 Tensores em espacos vetoriais munidos com
uma forma bilinear nao degenerada

Considere p: V x V' — R uma forma bilinear nao degenerada, ou seja, a
funcdo v — p(-,v) é um isomorfismo entre V' e V*. Vamos denotar pu(-,v) =
v” . Reciprocamente, dado o € V*, denote como of € V o tinico vetor

tal que u(-,af) = a. As fungdes v — v* e a > of sdo conhecidos como
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isomorfismos musicais. A inversa da forma bilinear y em V* é definido como
w0, B) = (B, o).

Considere B = {ey, ..,e,} abase de V e B* = {3, .. ., 3"} base de V* dual
a B e = p;; as entradas da matriz de p. Sejam v = 0" e w = w' vetores de
V', entao

(Ub)z‘wi = Ub(w) = p(w,v) = pgw'v?,
e portanto
(07); = puigo’. (2.5)

Considere u € V*0 as entradas da matriz inversa de pu. Ao substituir

1> = o e v = of na equacdo (2.5) e multiplicando ambos lados da igualdade

por (p*") resulta em
pa; = i g (af)y = 07 (af)y = (af)F, (2.6)

que é a formula do funcao f em coordenadas.
Vamos analisar os isomorfismos musicais nos elementos basicos. Observe
que

(ei)b(ek) = M(Gk, 61‘) = Hki = ,uji(si = szﬂj(ek)-
Portanto '
(ei)b = pjil.

Agora multiplicando por p? e aplicando o isomorfismo # na equacio acima,
temos

(B = (™ (ea))F = p'es.
Esta tltima equacao relaciona as entradas da matriz g~ com p, afinal

L) = ul(B) (B ) p(uer, p*er)
= 1 pler, ex )™ = p = 6} =

]
o que demonstra a seguinte proposicao
Proposicao 2.2.1 Seja = p;; uma forma bilinear nao degenerada. Entao

-1 _ ki Kl o~ .
p— = p, onde pu* sao as entradas da matriz inversa de fi;;.

Dado v = v* € V considere o tensor p® v : V* x V x V — R definido
como

(h® U)wjv eis ex) = p(es, ex)v (Bj) fik (v) = i

Assim defina a funcao linear v — p® v € V12,
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Temos que os isomorfismos b e 71 2) (1t ® -) sdo iguais, pois pela equacao

(2.5) tem-se
(v"); = pigv? = (L@ V)L = tr 2 (L@ V).

De forma analoga, pela equacdo (2.6), temos § = trpq)(p' @ ). Esses
isomorfismos sao naturalmente estendidos para b : V™S — Ym-Lstl ¢ 4 .
yms o Ymtls=l Para isso considere 7,5 € V™* com m > 1. Entao

T jﬂ’b = t’f’(l’g) (ILL X T),

S — Sﬁ = t’f’(g,l)(/llil & S)

Analisando em coordenadas fica

i1.im  gizeim . rig.im
le---js = 'u“qul---js T Ti1j17---js’ (2‘7)
(&
i1t J19 Qi1 tm . __ J1%1,.-%m
St WS = S, G (2.8)

As funcoes e sao conhecidos como abaixamento de indice e le-
vantamento de indice respectivamente. Pela construcao nao é dificil ver que
(T°)F = T. As notagdes pn = p;; € VP2 e p=t = p7 € V20 seguem essa
convengao com p~ ' = ((u;;)%)*. De fato, veja que

(hig ¥ = gy = 05 e () = pgn® = 7.

Observe que em (2.7) e (2.8), denotamos 7" ¢ S com a mesma letra dos

seus abaixamentos e levantamentos respectivamente.

De agora em diante vamos adaptar as equagoes (12.5)) e (2.6 a essa con-
vencao, onde teremos

v; = (V") = v’ e af = (f)F = pFay.
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Capitulo 3

Campos de tensores em
variedades diferenciaveis.

Nesta se¢ao, abordaremos os conceitos fundamentais dos campos de ten-
sores em variedades diferenciaveis. Primeiro, definiremos a estrutura dife-
renciavel dos fibrados de tensores analogamente ao que é feito no fibrado
tangente. Em seguida, discutiremos a teoria bésica dos campos tensoriais,
incluindo defini¢oes e propriedades essenciais que generalizam os conceitos
de campos vetoriais e 1-formas em variedades diferenciaveis.

3.1 Fibrado de tensores

Nesta subsecao, definiremos o fibrado de tensores em variedades diferen-
ciaveis. As referéncias para esta subsecao sao [7] e [I5]. Por hipotese, as
variedades diferenciaveis sao Hausdorff com base enumeravel.

Seja M uma variedade diferenciavel. E possivel induzir uma estrutura di-
ferenciavel nos espagos de tensores sobre espacos tangentes 7,/ como segue:

Considere {(xq : Uy — M }aen a estrutura diferenciavel méaxima de M,
onde A é um conjunto de indices. Por simplicidade, denotaremos esta estru-
tura diferenciavel por {(U,,X,)}. Indicaremos por (zf, ..., z%) as coordenadas

0
de U,, por B = {a—xé,,a—x?y
T,M, com p € x,(U,) e B* = {dx}, ..., dz"} as bases duais relacionadas a B.
Denote 1*M = (T,M)™* e defina o conjunto

"M ={(p,T);peMeT cT ™M}

as bases associadas aos espacos tangentes

Vamos munir 7""%M com uma estrutura diferenciavel. Para cada «, defina

— T™*M, (3.1)

m—+s

Vo Uy x R"
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por

Yo @S an, (yiim)) =

lo' « 21...0 a 8 j j
= (xa(xl, e T ), Y (8xi1 ®...® S ®drll @ ... ®dac]of)) ,

onde U1, ..o, by, J1y ooy Js = 1, ooy M

Afirmamos que { (U, xRy, )} é uma estrutura diferenciével de 7M.
De fato, seja (p,T") € T™*M arbitrario. Como J,_, x(U,) = M, entdo existe
7 tal que p € X,(U,). Ja que T'€ T»*M , entao

T =yitim (ax? ®..0 i ®drl! ®...® dxff) .
v

Assim temos o
v, (%3 (p), yitm) = (p, T),
e portanto |, y.(Us x R*™) = T™s M.

Considere W' = x,(U,) Nx,(U,) # 0 e suponha que
VoUa x R ) Ny (U, x R™) = T™ W £ 0,

Como x,'(IW’) é aberto de R", entao

m+s

Yo (I W) =x (W) x R
¢ aberto de R” x R*"". De forma anéloga temos y; (W) é aberto de R™ x

ners . a 8 a a ~
R . Os conjuntos {8@11 (p), .. dun (p)} e {89&% (p), .., e (p)} sao bases

de T,M para cada p € W'. Seja id : M — M a funcao idegtidade. Temos
que
0 ozt 9
Oxl, Ol Ok’
Para ver isso, basta aplicar os campos de vetores a esquerda e & direita de
na fungao diferenciavel xjw

Por outro lado temos que {dz}(p),...,dz(p)} e {dzl(p),...,dz"(p)} sdo
bases de (T,M)*. Pela equacao (3.2)) temos

;[ 0 ; (0zk 0 oxk (0 oxk . ot
dz;, | — | = dx, - | = —dx, S| =0, =—.
ox?, Oz, Oxf ox?, oz o, ox?,

24

(3.2)




Considere dz? = ¢dx! e substitua no primeiro termo da equacdo acima.
et ¥

Entao ,
dxg <i> = ¢;dxt <i> = 0t = cj = ax;‘,
o) 7\ o7, ! o,
Portanto
da! = g;d ! (3.3)

Seja (qa, i) € Uy x RY™™ com X,(qa) = p = X,(gy). Pelas equacdes

as Yy s
e t]emos

1. 7Im) —

y O yOz(th?yjl Js

0 0
=y, (p,yﬁ b (8?1@ @ @di] @ ®d:c3*))=
0

0
_ ki...km l ls
= (pa 111 1. (69&51 ® ... axgm ®d$71 ®...®d$w>)

com i i . .
1 m ji J
Zkl km yh im 81:7 . . (99[;7 . 6$a . azof
ly... — Jig i 7 I ls’
s * 0z al‘a’" 83@ 61‘75
Assim y;l oy, ¢ diferenciavel pois x;l o X, ¢ diferencidvel por hipdtese e
k1 km J1 J
k1..km 21...%m &c ax'y axcx amas & dif iavel
ey .. o € diferencidvel por ser soma
ozl Ozlr Oxs) Oxls

e produto de fun(;oes diferenciaveis.

3.2 Campos tensoriais em variedades diferen-
ciaveis

Nesta subsecao, veremos a teoria béasica de campos tensoriais diferencia-
veis em variedades diferenciaveis M, que generaliza a teoria de campos de

vetores diferencidveis e 1—formas em M. Uma referéncia para esta secao é
[15]

Definicao 3.2.1 Um campo tensorial de tipo (m,s) sobre M € uma fung¢ao

pE M= o(p) =0, € T)»*M. Un campo tensorial é diferencidvel se o é
diferencidvel como uma aplicagao entre M e T™°M.
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Vamos denotar o espaco vetorial dos campos tensoriais diferencidveis de
tipo (m, s) sobre M por T"*M.

Observacao 3.2.2 Quando dizemos que uma propriedade de um espago to-
poldgico M (ou de algum objeto definido em M) € local, isso quer dizer que
para todo x € M, existe uma vizinhanca V' de x tal que a propriedade pode
ser definida em V' (ou da restricao do objeto a V). Se V' uma vizinhanga
aberta de x com V' C V', entao a propriedade ainda € valida para V'. Por
exemplo, conexidade local de M e continuidade de funcoes f definidas entre
espagos topoldgicos sao propriedades locais de M e f respectivamente.

Em uma vizinhanga aberta U = (z',...,2") correspondente a parametri-
zacao X : U — M, podemos escrever o € T™*M como

) . .
C=0TT— R0 —— ®d @ ... ® da.
1rds Garin Oim
onde 0" sdo as fungdes componentes de o neste sistema de coordenadas.

Definicao 3.2.3 Uma 1—forma em uma variedade diferencidvel M é uma
fungio diferencidvel o : M — T*M tal que oy, = a(p) € Ty M é um funcional
linear.

Observagao 3.2.4 Pelo difeomorfismo da mudanga da base visto pelas equa-
coes 1' e 1) temos que 0;1;? ox € diferencidvel em uma parametriza¢ao

T se e somente se 0" o T € diferencidvel em toda parametrizagio .

Lema 3.2.5 Seja M uma variedade diferencidvel e o : M — T"™*M € uma
fungao satisfazendo o), := o(p) € T)»*M = T"*(T,M) para cadap € M. As
sequintes afirmagcoes sao equivalentes:

(a) o € diferencidvel.
(b) Em qualquer carta local, as componentes da fun¢ao o sao diferencidveis.

(c) Sejam X, ..., Xy campos vetoriais diferencidveis em um aberto U de M

eal,....a™ 1—formas em U. A funcao o(al,...,a™ Xq,.... X,) : U —

R definida como
U(ozl, wHa™ Xy X)) (p) = ap(al(p), ™ (p), X1(p), .., Xs(p))

€ diferencidvel.
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Demonstragao: (a) < (b)

Dado p € M, considere x : U — M uma parametrizacao de uma vizi-
nhanca coordenada x(U) de p com x ' (p) = q. Sejay : U x R — T™s [
a parametrizacao correspondente da vizinhanga coordenada de o(p) definida
€omo

i1 7 i1 im a ; :
y(q, Y Zj:) (p, Yjo - ... Q QKA ® ... ® dx75> )

Js Oxrh Oxim

Assim temos o (x(U)) C y(U x R"™") ¢ a aplicacio

U1 5eeeytm

y oo ox(q) = (g0, ox(q)).

Desta tltima equacao e da observacao [3.2.4] temos que o ¢ diferenciavel se e

somente se 0“’ ’;m ox é diferenciavel para todo iy, ..., im, j1, ..., js € {1,...,n}.

(b) < (¢)
Escreva of = of dz™ com k € {1,..,m} e r, € {1,...,n} e escreva

0
X, = X;Lh% com h € {1,...,s} el, € {1,...,n}. Dessa forma temos

U(al am X1> ) Xs)(p) = Up(al(p)v ) am<p)’ Xl(p)v ) Xs(p>>

T ) 5o (0 (1) © - @ 5 (0 () © e (X, () ©
- ®da (X (p))
= (Uﬁz’: al ot XL X)) (p). (3.4)
Como as fungoes af , ..., al" Xfl, ..., XJ= sdo diferenciaveis por hipotese, en-

'517 ﬂm

tao supor que o, """ sao diferenciaveis implica em olat, ..., a™ X, ..., X,)
é diferenciavel por ser somas e produtos de fungoes diferenciaveis.

Por outro lado, considere os campos o = dz? e X}, = ——. Pela equacao

8;(;])1
(3.4) temos que
ola',...,a™ X1,...,X,)(p) = ol Z’"(p).

J1seees]s
Assim as fungoes componentes J“’ ;m sao diferenciaveis se o item (c) é sa-
tisfeito. "

Observacao 3.2.6 Consideramos que tensores de tipo TI?’OM sao constantes
reais. Logo o € TY°M € uma funcao diferencidvel em M, pois TS’OM = R.
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Lema 3.2.7 Sejam M wuma variedade diferencidvel, o € T™ M, 7 €
T2 M e f € D(M). Entao fo e o ® T sao campos tensoriais diferen-
cidvers, definidos em coordenadas por

zlzm Zl’Lm .
(Fo)siie = T

(0_ ® 7_)@'1-~~74'm1+m2 . i1~-~inbl im1+1-~im1+m2
jl--~jsl+32 - j1~~~jsl j51+1--‘j51+32

Demonstragao: Temos que (o0 ® 7) é um campo tensorial pois pela cons-
trucao temos (0 ® 7)(p) = o(p) @ 7(p) € Ty +™2*1+*2 M. Mais ainda, temos
que 0 ® T é um campo tensorial diferenciavel pois suas fung¢oes componentes

91...1 ~ . ., . ~ . ., .
(0 @7); """ g30 diferencidveis pelo o produto das fungoes diferencidveis
Jueedsy+sg

ileimy Gmg1ebmg o
j1~~~j51 jsl+1~-~jsl+82

Observe que fo é um caso particular de 7 ® 0. Basta considerar 7 €
T%OM. Como 7(p) = f(p), temos que

(r®0); " (p) = T(p)oy, " (p) =)oy, " () = (fo)y, 5 (p).
n
Podemos induzir um tensor de tipo (0, k) em uma variedade diferenciavel

M através de uma fungao diferenciavel ¢ : M — N e um tensor de tipo (0, k)
em N.

Definigao 3.2.8 Sejam M™, N? variedades diferencidveis, ¢ : M — N uma
funcgdo diferencidvel e o € TO*(N) um campo tensorial diferencidvel. Defina
o campo tensorial (*o de tipo (0,k) sobre M, chamado de pullback de o,
como

(CTo)p( X1, ., Xi) = 0¢(p) (dCp X1, .., A X),
onde X1, ..., Xy sao campos vetoriais de M.

O campo tensorial (*o é diferenciavel. De fato, considere x : U — M ey :
V — N parametrizagdes em p e ((p) respectivamente, onde U = (xy, ..., x,)

eV = (y1,...,y,) em coordenadas. Considere [d(,] = {giﬂ (p)] = [giﬂ] a

e X(U) comis € {1,...,n}

representacao matricial de d¢,. Sejam X; = Een
s

e s € {l,..,k}. Dessa forma temos

d¢, (X, (p) = (;;ylk) E%Z(p) com [ € {1,...,q}.
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Através da regra da cadeia temos

(C*O-)il lk( >:< ) ( (p>7 7X2k( ))
= 0¢(p) (G Xi, (), -, dG X, (D))
— 10ty (CP)) Ay (A6 X () © o @ il (G X, () (3.5)

= 01,..,(C(p)) (8:6731 0) > (%55

oy Oy

com [, € {1,...,q}. Temos que (*o é um campo tensorial diferenciével pois

ayll aylk
(01,1, © C)(p) St Bgin ¢ combinacao de fungoes diferenciaveis. Da
;L-Z
equagao (3.5) e da regra da cadeia podemos reescrever

(C*0'>p(X1, ,Xn)
= (@10, 0 Opd(y" © Oy ® .. ® Ay 0 ()p) (Xiy, -, Xy, ). (3.6)

Proposicao 3.2.9 Sejam M, N e P variedades diferencidveis, ( : M — N
e ¢ : N — P funcgoes diferencidveis, o € TO*N, 7 € TN e f € D(N).
Temos as sequintes propriedades

(a) C* € linear sobre R;
(b) ¢(fo) = (fo ()7
(¢) Clo@T)=CCoa(T;
(d) (poQ) = (o9
(e) Id*o = o.
Demonstracao: Pela observagdo na demonstragao do lema [3.2.7], temos

que (b) e o produto por escalar em (a) podem sem vistos como um caso
particular de (c¢). Para a linearidade da soma em (a) considere [ = k, assim

(" (o4 71))p( X1y ooy Xi) = (00 + 7)p(d(p X1, ..., A Xk)
= 0,(d(p X1, ..., d(pXy) + 7, (d(, X1, ..., A X)
= (C"0)p( X1, ooy Xi) + (C'7)p (X1, ooy Xi).
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Vamos mostrar (c).

(Co@7)p( Xy os X)) = (0@ 7 )C(p)(deXb ey AGp Xp11)
= UC(p)<dng17 - dngk) (deXk—H» - ,deXk-s-l)
= (("0)p(Xiy oy Xip) - (€ T)p(Xk+17 ey Xkt1)
= (o @ C1)p( X1, ooy Xita)-

Vamos provar (d).

(o) o)p(Xu,.os Xi) = U¢0C(p)(d<¢ OpX1, .., d(¢ 0 ()pXy)

= Ogoc(p) (A (p) (AGpX1), - dde(p) (dCp X))
( )C (deXlw-wdeXk)
= ("0 ¢ (0))p(X1, -, Xip).

A qltima propriedade segue de

(Id*0) (X1, oo Xi) = Ora((dId), X1, ... (dId), X}) = (X1, ... Xp).

Pela propriedade (b) é ttil considerar (*(f) = f o (.
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Capitulo 4

Algebra dos tensores alternados.

Dentre o conjunto dos tensores, existe o conjuntos dos tensores alternados
definido pela anti-simetria em suas entradas. Para trabalhar com os tensores
alternados, vamos construir uma base para este subespaco dos tensores e
definir operagoes que constroem novos tensores alternados. Uma referéncia
para este capitulo é [15].

4.1 Tensor alternado

Nesta subse¢ao, vamos definir o que é um tensor alternado e trazer suas
principais propriedades. Veremos que o conjunto dos tensores alternados
¢ um subespaco vetorial do espago dos tensores. Um exemplo de tensor
alternado é o determinante de uma matriz n x n.

Um outro tipo de tensor é o tensor simétrico, que se comporta de forma
oposta aos tensores alternados, porém este nao sera o nosso enfoque.

Definicao 4.1.1 Sejam V um espaco vetorial e T € VO . O tensor T ¢
alternado se satisfizer

T(X1,., Xi, o X

j, .e

~;Xk) — —T(Xl, ...,Xj, ~--7Xi7 ~-~;Xk)

para todo Xq,..., X, € V, onde X; e X; do lado direito da equagao estao in-
vertidas em relagdo ao lado esquerdo. O conjunto A¥(V') denotard o conjunto
de todos os tensores alternados em VOF.

Lema 4.1.2 Seja Q € VO um tensor com a propriedade de Q(Xy, ..., X3) =
0 quando (X1, ..., Xy) € linearmente dependente. Entao ) é um tensor alter-
nado.
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Demonstragao: Sejam Xi,..., X}, € V vetores arbitrarios e considere a
k—upla de vetores (X7,...,X; + Xj, ..., X; + Xj, ..., X) linearmente depen-
dente. Por hipotese temos

0=Q(Xq,...Xi+X;,... X, + Xj,..., Xy)
= Q(Xl, ...,XZ', ...,XZ', ,Xk) + Q(Xl, 7Xz ...,Xj, ,Xk)
+ QX X X, X)) QX X X X
=Xy, ., Xiy o Xy, X)) + QX X X, X))
Logo €2 é um tensor alternado. ]

Observagao 4.1.3 Q € um tensor com a propriedade de Q(Xy,...,Xx) =
0 quando (Xi,...,Xg) € linearmente dependente se e somente se 2 é um
tensor com a propriedade de Q(Xq, ..., X;) = 0 quando X; = X; para algum
1 # j. FEsta equivaléncia é consequéncia da multi-linearidade do tensor Q.
Portanto podemos utilizar o Lema[{.1.9 com essa mudanga da hipdtese, caso
seja conveniente.

Proposicao 4.1.4 Se V' € um espago vetorial com dim(V) =n < oo e é
alternado, entao (X, ..., Xy) = 0 se (Xy,..., Xx) € linearmente dependente.

Demonstragao: Considere (X7, ..., Xj) uma k—upla de vetores linearmente
dependente, ou seja, existe i € {1,...,k} de forma que X; = Zl# a'X; com
al # 0 para todo . Assim

QX1 Xy, Xp) = QX7 alXy, o X)) =Y al (X, X, X,
1£i 1£i

(4.1)

Como (2 é alternado entao Q(Xy,..., X, ..., Xi, ..., Xx) = 0. Assim o lado

direito de , é nulo pois todas as parcelas tem entradas repetidas em 2,

o que conclui a demonstracao. ]

Corolario 4.1.5 Se V' é um espaco vetorial, entao soma de tensores al-
ternados e produto por escalar com tensor alternado em VOF ¢ um tensor
alternado. Logo o conjunto A*(V) dos tensores alternados em VOF é um
subespaco vetorial de VOF.

Demonstragao: Considere uma k-upla de vetores (X7, ..., Xj) linearmente
dependente, T',S € A¥(V) e XA € R. Pela Proposigao temos

NI+ S)(X1, ooy X3) = AT(X1, o0, X30) + S(X1s oy Xi) = A- 040 = 0.
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Assim AT 4 S é um tensor alternado pela Proposicao [4.1.2] ]

Se V & um espaco vetorial n-dimensional, entdo todo tensor 7' € VO
alternado com k > n ¢ identicamente nulo, afinal qualquer k—upla de vetores
de V' é linearmente dependente.

Se V é um espaco vetorial de dimensao finita, entao todo tensor de tipo
(0,0) ou (0,1) é um tensor alternado por vacuidade. Antes de prosseguir
vamos introduzir ferramentas de algebra

Definigao 4.1.6 Seja Ay = {1,....k} C N e considere 0 : Ay — Ay uma
fungao. Diremos que o € uma permutacao em Ay se o € uma fungao bijetora.
Caso a permutacao o somente altere dois indices, entao diremos que o € uma
transposi¢cao. Vamos denotar por Sy o grupo de todas as permutacoes de Ay.

Observacao 4.1.7 Toda permutacao o € Sy pode ser escrita como compo-
sicao de um numero finito, digamos p, de transposicoes. Se o for também
uma composicao de q de transposicoes entao q e p tem a mesma paridade.
Assim, denotaremos o sinal de o por sgn(o) = (—1)P.

Proposicao 4.1.8 Seja T' um tensor de tipo (0,k) sobre V' de dimensao
finita. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) T € alternado;

(b) Para quaisquer vetores Xy, ..., Xy e qualquer permuta¢io o € Sy

T(Xoq1), s Xoy) = sgn(o)T(Xq, ..., Xp);

(c) Com respeito a qualquer base, as componentes Tj, ..., de T trocam de
sinal toda vez que dois indices trocam.

Demonstragao: (a) = (b). Toda permutagao o € Sy pode ser escrita por
um numero p de transposi¢oes. Primeiramente considere ¢ uma transposicao.
Assim existem 7,5 € {1,...,k} distintos de forma que o(i) = j, o(j) =i e
d(l) =1 casol #iel#j. Nesse caso temos

T<Xo'(1)7 ---7Xcr(i)7 "-7X0'(j)7 "‘7X0’(k)) - T(Xl, ...,Xj, ...,AXVZ'7 an:)
= —T(X1, 0 Xiy ooy X5y oy Xp)
=sgn(o)T(Xy, ..., Xi, .., X

j, vee

7Xk>
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Agora seja o escrita por p transposicoes. Escreva ¢ = 7o ¢’ onde 7 é uma
transposicao e ¢’ é uma permutacao que é escrita por p — 1 transposigoes.
Assumindo que a hipotese vale para p — 1 transposi¢oes temos que

T(Xo(l), e Xg(k)) = T(Xroo’(1)7 e XTOU/(k))
= Sgn(T)T(Xa'(1)7 ey Xa/(k))
= —sgn(o")T (X1, ..., Xp) = sgn(o)T (X1, ..., Xp).

(b) = (c¢). Considere {ey, ..., e,} uma base para V qualquer e o a trans-
posic¢ao dos indices i,j € {1,...,k}. Assim
ﬂl...lj...li...lk - T(ella ooy eljv vy €Ly eeey elk)
= T(elo(l), couy elg(i), couy ela(j), couy ela(k))
= 8gn(o)T (€1, s €155 -y €155 ey €Ly,

(¢) = (a). Sejam X7, ..., Xy vetores quaisquer de V e {ey, ..., €, } uma base
para V qualquer. Considere X, = ae;, com p € {1,....,k} e l, € {1,...,n}.
Assim temos

T(Xy, ..., Xg) = T,.p.a...a"

. Sejam i, j € {1, ..., k} arbitrarios e distintos. Temos que

T(Xy,., Xi, oo X

j’ cee

7Xk) :7—}1 ...l

Y 7 j...lka

l ; ;1
=Ty 4. 1;..0,0".a’...a"..a*

== —T(Xl, ceey Xj, ceey Xi7 ceey Xk)
Portanto 71" é alternado. n

Definigao 4.1.9 Um tensor de tipo (0,k) sobre um espaco vetorial de di-
mensao n € simétrico se para todo Xq,..., Xy € V e para toda permutacao
o € S, tem-se

T(X1, ., Xp) = T(Xoq1), s Xory)-

Todo tensor T' de tipo (0,2) pode ser expresso pela soma de um tensor
alternado e um tensor simétrico, ambos tensores de tipo (0,2). De fato,
observe que

T(XY) = T(XY) + 3(T(Y.X) ~ T(Y. X)
= STXY) TV, X)) 4 5 (T(X,Y) = T(Y, X))

_ %(Sym T(X,Y)+ Alt T(X,Y)).
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onde Alt T(X,Y) =T(X,Y)-T(Y, X) é o tensor alternado e Sym T'(X,Y) =
T(X,Y)+T(Y,X) ¢ o tensor simétrico.
Podemos definir o tensor alternado Alt 7' para um tensor 7" de tipo (0, k)

pela formula
Alt(T =71 Z sgn(o

ogEeSy,

onde T7(Xy, ..., Xi) = T(X5q), -, Xo))- A funcao Alt ¢é linear pois as par-
celas sao lineares.

Note que Alt(T') € A¥(V) para todo T' € V%, De fato, considere n € S},
uma permutacao qualquer. Pela bijetividade das permutacoes, temos que

Sy ={o;Vo €Sy} ={noo;Voe S}

"
(AT ( )
1
k!

Portanto

Tnoa

n)sgn(no o)1

2 oo
€S,
- k‘i Z -sgn(n) - sgn(o)T"?
1
7 Z
€Sk

= sgn(n)z; S sgn(no o)T™ = sgn(u)Al(T).

’ €Sk
Logo Alt(T) € A*(V) (vide Proposigao 4.1.8]).

Corolario 4.1.10 Se T' é um tensor alternado entao Alt (T') =T.

Demonstragao: Pelo item (b) do Lema temos que

1 1
A T = o Z sgn(o)T7 = 7 Z sgn(o)*T
O'ESk O'Esk
LT
= Z T== -k-T=T.

ocESk
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4.2 Tensores alternados elementares

Pelo Corolario [4.1.5| sabemos que conjunto dos tensores alternados ¢ um
subespaco do espaco dos tensores. Assim vamos definir uma base para o
espaco dos tensores alternados.

Seja k € N qualquer. Uma k—upla ordenada I = (iy,...,ix) de intei-
ros positivos é chamado de multi-indice de comprimento k. Considere [ e
J multi-indices de comprimento k. Se J é obtido por [ através de uma
permutacao o € Sy da seguinte forma

J1 = lo(1)y - Jk = Lo(k)s

entao diremos que J é uma permutacao de I ou simplesmente J = ol. Para
isso ¢ util estender a nogao do delta de Kronecker para o conjunto de multi-
indices definida da seguinte forma:

51— sgn(c), se I e J nao tem indices repetidos e J = ol para algum o € Sy
0, se I ou J tem indices repetidos ou J # ol para todo o € S

Seja V' um espago vetorial n—dimensional. Sejam (e, ..., e,) uma base
ordenada de V e (B!,...,8") a base dual de V*. No6s vamos definir uma
colegao de tensores alternados através do calculo de determinantes em R™.

Seja I = (iy, ..., i) um multi-indice de tamanho k com i, ..., i, € {1,...,n}.
Vamos definir um tensor de tipo (0, k) sobre V' como

B(Xy) ... B(Xy)

BH(Xy, ..., X};) = det : : . (4.2)
B (Xy) ... B*(X})
Se X; = (X]l, ...,X;‘) em coordenadas, a tultima matriz pode reescrita
como . ,
XXy
det | : :
XX

Temos que 3’ é um tensor alternado, afinal se dois termos X;, X; sao iguais
é o mesmo que ter duas colunas da matriz iguais, o que anula o determinante
da matriz e o resultado segue do Lema[f.1.2]e da observagao[d.1.3] Por outro
lado se o multi-indice I contém algum indice repetido entao 87(Xy, ..., Xi) é
nulo por ter duas linhas repetidas.

Vamos chamar 3! de tensor alternado elementar .
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Lema 4.2.1 Sejam B = (ey, ..., e,) uma base de V e B* = (1, ..., ") a base
dual de B. Entado

(a) Se I contém um indice repetido, entdo 31 = 0;
(b) Se J = ol para algum o € Sy, entao 37 = sgn(o)B!;

(c) Considere J = (j1, ..., Jx) um multi-indice de comprimento k com j, €
{1,...,n} para cada q € {1,...,k}. Assim temos

5I(€j1, ceey 6jk) = 5§

Demonstragao:
O item (a) é consequéncia direta de (4.2)).

(b) Toda permutagao o pode ser decomposta por um numero p de trans-
posicoes. Primeiramente suponha p = 1. Entao calcular 37 ¢ o mesmo que
calcular B’ com a matriz tendo duas linhas trocadas, onde inverte o sinal no
calculo da determinante. Dessa forma temos 37 = — 3! = sgn(o)B.

Para o caso geral p € N qualquer, suponha que (b) seja verdade para p—1
transposicoes. Decomponha ¢ = 7 o ¢/, com 7 uma transposicao e ¢’ uma
permutacao que pode ser decomposta por p — 1 transposi¢oes. Dessa forma
temos

sgn(c) = —sgn(d’) e J = 7(c'I).

Pela hipotese de inducao sobre p temos

87 = 57 = sgn(r) 7" = —sgn(o”)5" = sgn(0)5".

(c) Ao considerar X, = e; com ¢ € {1,...,k}, a equacdo (4.2) pode ser
escrita como

pre) - () 0 o 05 |
det : : =det | : | = det[6)7].
Bis(e;) ... B*(ej,) o L. ok
Vamos demonstrar o resultado separando em casos.

Se I ou J contém indices repetidos, entao temos ﬂl(ejl, ...ye;.) = 0 pelo
item (a) desse lema ou por 37 ser alternado respectivamente. Por outro lado,
temos que ¢ = 0 por definicao.

Suponha que I e J nao contém indices repetidos e considere J # ol para
todo o € Si. Logo existe um ¢ € {1,...,k} tal que j, # i,() para todo
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p € {1,...,k}. Em particular j, # i, para todo p. Nesse caso a g—ésima
coluna da matriz [6;;’] é identicamente nula e portanto 8'(e;,,...,e;) = 0.
Por outro lado temos que 67 = 0 por definicao.

Suponha que I e J nao contém indices repetidos e que J = oI para algum
o € S). Primeiramente no caso mais simples J = I, temos que [(5;2’ | = Idgxs
e portanto

51(ej1, n€) =1=sgn(o) = (5§.

Para J = ol com o € Sy, arbitrario, pelo item (b) desse lema temos

Bl (ej,, v e.) = sgn(a) B (ej,, ..., €5.) = sgn(o) = &%,
"
E possivel induzir uma base de A¥(V) através dos tensores elementares
alternados. Para isso vamos trabalhar com um caso particular de multi-
indices.
Um multi-indice I = (iy, ..., ;) é dito crescente se i; < ... < i. Denote a
soma sobre multi-indices crescentes como

PBUTEE D DI
I {I;1<i; <...<ip<n}
onde 17 =1T;, ;.

Seja J um multi-indice de forma que J = o[ para algum o € Sj. Sabemos
que 37 = sgn(o)B’ onde sgn(o) é um escalar de valor 1 ou —1. Portanto o
subconjunto

{p7;J = oI para algum o € S} C span{3’}.
Assim caso £ < n e I nao contém indices repetidos é possivel tomar um
J = ol de forma que J seja um multi-indice crescente. Portanto

{p",V I multi-indice crescente de comprimento k}

gera A®(V). Por outro lado, se ZII T;5" = 0, entdo podemos aplicar esse
tensor na k—upla (ej,,...,e;,) com J = {ji,...,jn} crescente, o que nos da
T; = 0. Mas J é arbitrario. Logo {f?}7 crescente ¢ L.I. € com isso temos o
seguinte resultado.

Lema 4.2.2 Sejam V' um subespago vetorial n— dimensional, (e1, ..., e,) uma
base ordenada de V e (B, ..., ") sua base dual. Entdo a colegao

{B%: I € um multi-indice crescente de comprimento k}

¢ uma base para A*(V'). Portanto

n!

dim A*(V) = ERCE
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Em particular se k& = n entdao dimA*(V) = 1 e é gerado pelo tensor
ph2-n afinal I = (1,2,...,n) é o tnico multi-indice crescente de compri-
mento n. Por defini¢ao temos que

BH(X1, ., X)) = det[ X ]nxn

onde XJ’: ¢ a i-ésima coordenada do vetor X;. Nesse caso se V' = R" com a
base (€1, ..., €,) canonica, entdo 87 é a funcao determinante usual de R”.

Caso k > n = dim(V), entdo sabemos que todo T' € A*(V) é nulo. Nesse
caso o espago A*(V) é trivial.

4.3 Produto wedge

E possivel construir um tensor alternado de A**(V) com os tensores
w € A*(V) en € A(V) definindo por Alt(w ®n), operacdes que ja definimos
anteriormente. Porém vamos reescrevé-la de uma forma que vai ser mais util
posteriormente.

Definigao 4.3.1 Sejam w € A*(V) en € AY(V). O produto wedge entre w e
n € um tensor alternado de A*'V definido como
(k+1)!
WA= T Alt(w ®n)
(RN 1 "
TR (kD) 2 sgn(o)(wen)

Uesk+l

= % Z sgn(o)(w ®@n)°.

0ESk41

Observagao 4.3.2 Ao considerar (X, ..., Xx11) uma (k+1)—upla de vetores
de V temos

WA n(Xlu ) Xk+l) =

1
— W Z Sgn(o-)(,d[(Xo'(l);..',Xo'(k)) ‘T]J(Xg(k‘-i-l)v"'?XO'(k‘-i-l))-

O’ES}H,Z

Lema 4.3.3 Sejam V' um espago vetorial, (e, ...,e,) uma base ordenada
para V e (B, .., ") sua base dual. Para I = (iy,...,ix) € J = (j1,..,J1)
multi-indices quaisquer, temos que

51/\BJ — 51Ja
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onde o multi-indice I.J = (i1, ..., 1k, j1, ..., Ji) € obtido através da concatenagao
de I e J.

Demonstracao: Pela multi-linearidade dos tensores, basta provar que

/BI /\ /BJ(BZH’ T 6pk+l) = ﬂIJ(GZH’ T 6pk+l)7 (43)

onde P = (py, ..., pry) € um multi-indice qualquer com py, ..., pr1; € {1,...,n}.
Vamos separar os possiveis casos sobre P:

(1)

(2)

P contém um indice repetido. Nesse caso teremos que ambos os lados
de (4.3) sao nulos pela Proposigao

P contém um indice p; de forma que p, € I e p; € J. O lado direito da
equagao (4.3) é nulo, pois pelo item (¢) do Lema temos

B (ep, ey Cppy) = 55 =0.
Agora reescrevendo o lado esquerdo de (4.3]) temos que

61 A ﬁj(emv ey epk+z) -
1
= W Z Sgn<0)ﬁ1(epa(1)7 ey 6%(1@) ’ Bj(epa(kﬂ)? P epo(k+z))' (4.4)

oc€Sk41

Seja g € {1, ...,k + 1} tal que o(q) =t. Como p, € IJ entdo pyq) ¢ I €

Po(q) & J. Entao ﬁl(epam, ...,epa(k)) =0 ou Bj(epo(kﬂ), ...... ,epa(kw) =
0. Logo o lado esquerdo de (4.3)) é nulo.

P = IJ nao contém indices repetidos e consequentemente I e J nao
compartilham indices. No lado direito da equagao (4.3)) temos 87/ (ep, , ...
e Cppyy) = 6L = 1. Agora no lado esquerdo temos a equacao

1 I J
0 Z sgn(o)B (ep(;(l)a "'76p0(k)) - (epo(k+1)7 "'76po(k+l))'

UESk-H

Se existir algum ¢ € {1,...,k} de forma que p,q) € {Prs1, - Diti}
entdo po(q) € 1. Escreva P’ = (psa), ..., Po(ry) um multi-indice. Pelo
item (c) do Lema temos que B (ep, )5 €p, ) = 0pr = 0. Se
existir algum ¢ € {k+1,...,k + [} tal que pyy) € {p1,....,pr}, entao
temos BJ(epU(kH), ...,epa(w)) = 0 de modo analogo. Assim as tnicas
permutagoes o0 € Sk, que nao anulam a equagao (4.4) sdo as que
podem ser escritas como o = 77, onde 7 € S permuta somente em

40



{1,...,k} en € S; permuta somente em {k+1, ..., k+1}. Logo sgn(o) =
sgn(7) - sgn(n).

Assim podemos escrever a equacao acima como

1 1 J
m Z sgn(a)ﬂ (epa(1)> e epa(k)) ) B (epo(k+1)> e epg(k+z)) =
o UeSk-H
1
= W Z Sgn(T)ﬁI(epru)’ e epf(k)) ) Sgn(n)ﬁJ(epn(k+1)? e epn(k+l))
" res
7725];
1 INT 1 J\n
= E Z Sgn(T)(ﬁ ) (emv s 6pk) ﬂ Z 39”(7))(@ ) (6pk+17 o epk.u)
’ ’TGSk ’ 77651

= Alt(B")(epy, s €p) - AL(BT) (€pirs s Eps)
= ﬂl(em? ”'7€Pk> ’ BJ(ePkH? "'7€pk+z> =1-1=1

(4) Caso P = o(1J). A Proposigao pode ser aplicada em ambos os
lados da equacao (4.3). Dai temos

BEA B‘](epm), s i) = sgn(a) BT A B (epys -y Cpp) = Sgn(0),

BU(epa(l), s epd(km) =sgn(o) = sgn(a)ﬁ”(em, ey €peiy)-
|

Observagao 4.3.4 Considere I = (iy,..,ix) ¢ J = (j1, ..., J1) multi-indices
quaisquer e seja T € Sky; uma permutacao de forma que JI = T(1.J). Te-
mos que T pode ser decomposto por k -1 transposicoes, em particular temos
sgn(t) = (=1)¥. De fato, vamos provar indutivamente sobre .

Seja primeiramente | = 1. Nesse caso temos que IJ = (iy, ..., 0k, j1)
e JI = (j1,01,....3). Considere as transposi¢oes 1, = (iy iq41) com q €
{1,.,k} eixs1 = j1. Informalmente vamos trocar a posi¢ao do indice j; em
1J com o indice a esquerda, repetindo esse processo até iqualar a JI. Assim
temos

JI = (jl,il, 7lk) == Tl...Tk<i1, ...,ik,jl) == Tl...Tk<]J).

Para o caso geral onde IJ = (iy,...,1, j1, ..., i), primeiramente leve j
para o comeco do multi-indice como fizemos acima. Repita esse processo
com Ja, ..., J; nessa ordem até chegar em JI. Nesse caso teremos | permuta-
coes, cada uma escrita por k transposigoes. Seja T a permutacao gerada pela
composicao das | permutagoes acima. Nesse caso temos que T € escrito por
[ - k transposigoes.
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Proposicao 4.3.5 Sejam a e a’ escalares e w,n, & tensores alternados. Te-
mos as sequintes propriedades:

(a) Bilinearidade:
(aw +d'w')An=alwAn)+d(W An);
nA (aw +d'W') =aln Aw)+d(n Ad).

(b) Associatividade:
wA AL = (wAn)AE

(¢) Anticomutatividade: Para w € A¥(V) en € AY(V) tem-se
wAn=(=1)"nAw.

(d) Sejam (ey, ..., e,) uma base ordenada para V e (B',..,5") a base dual
induzida pela base de V' e I = (iy,...,1) um multi-indice. Entao

BN AL =

(e) Para quaisquer covetores wl,...,w* € V* e vetores X, ..., X, € V tem-
se
W' A AWR(X, L XG) = detw' (X)),

onde [w'(X;)] € uma matriz k x k.
Demonstracao:

(a) Temos que o produto wedge ¢ bilinear pois o produto tensorial é bilinear
e o Alt ¢é linear.

(b) Pelo Lema temos a associatividade com os tensores alternados
elementares afinal

(B A BTy A BY =BT A BY =19 =l A BTe =BT A (B A B9).

Para o caso geral considere w = w; %, n = ;% e £ = £,4% escrito na
base do Lema [£.2.21 Assim temos

wA (MAE) = (Wi An;B77) ALY
= wiﬁijﬁIiJjQq = Wiﬁli A (mﬂ‘]j A 5qﬁQq) = (wAnN)NE.
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(c)

A anticomutatividade ¢ resultado do Lema [4.3.3] da Observacao [£.3.4]
e do item (b) do Lema [4.2.1] pois

E resultado direto do Lema aplicado k — 1 vezes. Ao considerar
iq = (iy) um multi-indice de comprimento 1 temos que

Bil VANRVAN 6726171 A Biq = 6(7;1.‘.7:(1,1) A /Biq — /6(11%)
e o item (d) é demonstrado para ¢ = k.

Primeiramente considere o caso que w? = % com ¢ € {1,...,k} e i, €
{1,...,n}. O item (d) resulta em

BN A BE(X, e, Xy) = BH(X, ., X)) = det[B (X)),

onde I = (iy,..,4). Para o caso geral escreva w? = w; % com i, €
{1,...,n}. Nesse caso pela bilinearidade do produto wedge, temos
(,dl VANAN wk(Xl, ,Xk) = wilﬁil A oA wikﬁik<X1, ,Xk)
= Wi, ...Wy, det[ﬁiq (XJ)],
com ¢,j € {1,...,k}. Como o produto por A € R de um determinante
de uma matriz quadrada A é o mesmo que o determinante da matriz

A com uma linha multiplicada por A, entao multiplique cada g—ésima
linha da matriz [5(X;)] por w;,. Dessa forma

wy, ..wi,, det[B%(X;)] = detw;, 8(X;)] = det[w?(X;)].
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Capitulo 5

Tensores alternados em
variedades

Agora vamos trabalhar com tensores alternados em uma variedade dife-
renciavel n—dimensional M em vez de um espaco vetorial, analisando a sua
representacao em um sistema coordenadas. Da mesma forma que 7™*M é
o conjunto de todos os campos tensoriais de tipo (m,s) sobre M, podemos
definir o conjunto de todos os campos tensoriais alternados sobre M, que
sao as k—formas em M. Veremos uma diferenciacao em k—formas, que é
chamada de derivada exterior.

Veremos que existe um campo tensorial conhecido como 1 — forma tau-
tologica no fibrado cotangente T*M de uma variedade diferenciavel. Consi-
derando a derivada exterior da 1—forma tautologica, obtemos uma 2—forma
nao-degenerada em T*M conhecida como a forma simplética candnica. Es-
ses objetos serao importantes na formalizacao do principio do maximo de
Pontryagin em variedades. Uma referéncia para esta se¢ao ¢ [15].

5.1 Formas diferenciais em variedades

Nesta subsecao vamos estender a definicao dos tensores alternados em
uma variedade diferenciavel como uma correspondéncia que a cada p € M,
associa um tensor alternado em seu espago tangente, descrevendo-os em um
sistema de coordenadas e analisando a sua diferenciabilidade. Introduziremos
a diferencial exterior no espaco das forma diferenciais e demonstraremos que
sua acao se comporta "naturalmente" em relacao ao produto wedge e ao
pullback das formas diferenciais.

Um campo tensorial w de tipo (0, k) é alternado se w(p) := w, € A*(T,M)
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para todo p € M. O conjunto de todos os campos tensoriais alternados de
tipo (0, k) ¢ denotado por A¥(M).

Sejam w € A*(M) e n € AY(M). Podemos estender o produto wedge para
campo tensoriais da seguinte forma

(wAn)(p) =wp) An(p).

Como w(p) A n(p) € A*¥(T,M) para todo p € M, entdo w An € A (M).
De forma semelhante podemos estender Alt(w)(p) = Alt(w(p)).

Caso w € A¥(M) seja diferencidvel entdao diremos que é um campo tenso-
rial alternado diferenciavel sobre M ou uma k—forma em M. O subconjunto
de A*(M) de todos os campos tensoriais alternados diferenciaveis é denotado
por A*M. Uma 0—forma ¢ uma funcao diferenciavel em M.

Em uma parametrizagdo x : U C R® - M com U = (z1,...,x,), uma
k—forma w pode ser escrito localmente como

/ !/
W= Zwldxl = Zw;(dxil A .. Ada'™),
I I

onde cada w; é uma funcao diferencidvel em uma vizinhanga coordenada
e a linha sobre o somatoério indica que I varia ao longo de multi-indices
crescentes.

Pelo item (¢) do Lema temos

i i (9 9\ _

Através do lema e da linearidade da funcao Alt, podemos escrever f An
como

|
f A= Al &) = Alt(fn) = f Ale().

Caso 7 seja uma k—forma, entao f An = fAlt(n) = fn.

Sejam w uma k-forma e n uma [—forma, ambos em M. Entao w An é
uma (k + [)—forma em M. De fato, j4 mostramos que wAn € A¥(M). Por
outro lado temos

@ATE) = 17 3 son(o)(w @) (o),

UGSk+l

que é diferenciavel pois cada (w ® )7 é diferenciavel pelo Lema [3.2.7]
Se ( : M — N é uma fungao diferenciavel e w uma k—forma de N. O
pullback (*w é uma k—forma de M definido como

(C*W)p(Xl, ceey Xk) = wC(p) (deXl, ceey deXk)
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Lema 5.1.1 Seja ( : M — N uma func¢ao diferencidvel. Temos que

ClwAn) = (Cw) A(Cn).

Dado p € M, considere Y = (y1, ..., yn) uma vizinhanga coordenada de ((p).
Assim em coordenadas locais

/

¢* (wa(dy“ A A dy““)) = (wroQ)(d(y" o Q) A Ad(y™ 0 Q).

I

Demonstracao: Primeiramente considere w = dy’ e n = dy’ com I =
(i1, .y ix) € J = (J1, .-, J1) qualquer. Assim temos

C(BYA BT, = C(BY), Bg () © dCp = (B" A B )¢ 0 Gy
= (Bcl(p) A Bc(p)) 0 dGy = ¢ (B")p A C (B

O caso geral é resultado da bilinearidade do produto wedge e da linearidade
de ¢* (veja a Proposicao [3.2.9). De fato, considere w = w;dy’ e n = nydy’
escrito na base {dy”; L é crescente} no ponto ¢(p). Assim temos

C(wAn)p = (wrdy" Anydy”), = (W) (C(dy") A CH(dy?)),
= C*(wldyl)p A C*(anyJ)p = C*<w)p A G(U)Ir

A segunda afirmacao é resultado da primeira parte e da regra da cadeia.
De fato,

/

< (Z wi(dy" A Adyi’“)) =D (@n)ewC(dy™ A Ady™)

P 1
/

Z Ye) A Ag*(dyg;p))

I
= (wro Qpldy" 0 ) A Ad(y™ 0 Q).
I

Lema 5.1.2 Seja ( : M — N uma funcao diferencidvel com M, N varieda-
des diferencidveis n—dimensionais. Sejam U = (xq,...,x,) e V = (y1, ..., Yn)
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abertos coordenados em M e N respectivamente e u uma funcao diferencidvel
em V. Entao

C(u(dy* A ... Ady™)) = (uo¢) det [%1 (dz' A ... A dz™) (5.1)

para todo p € UN(HV).

Demonstragao: Como o campo tensorial alternado é de tipo (0,n) sobre
uma variedade de dimensao n, entao pelo Lema temos que A"(M) é
gerado pelo tensor dz! A ... A dz" para cada p € UN (V).

Pelo Lema [5.1.7] temos

C(u(dy' Ao ndy™)) = (woQ)(d(y' o)A Ad(y" oC)) = (uoC)(dCM A AdC™),

onde (7 é a g—ésima coordenada de (. Pelo item (e) da Proposigao m

temos
) ) )
TS
= det {&ﬂ]

B ¢ 1 o [ O 0
= det {ax’} (dz* N ...\ a™) (axl,..., &’L’l) .

Por outro lado, dim(A*(T,M)) = 1 para todo p € M. Logo (d¢' A ... A

d¢™)(p) é um multiplo escalar de (dz' A ... A dz")(p) para todo p € M.
a¢I
oz’

Portanto d(! A ... A d(™ é o produto da funcao diferenciavel det [ com

dz' A ... Adx™ devido a (5.2)).

5.2 Derivada Exterior

Vamos definir uma diferenciacao natural sobre as k—formas em uma va-
riedade. Dessa forma a derivada de uma k—forma w é uma (k + 1)—forma
construido ao derivar as componentes w; de w. Veremos que por serem cam-
pos de tensores alternados, entao ao deriva-los duas vezes, sempre teremos o
campo de tensores nulos.
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Nem toda 1—forma w de uma variedade é exata, ou seja, nem sempre
existe f € D(M) tal que w = df. Uma das condigoes para que exista um f
que satisfaca w = df é que w deve satisfazer

&uj (9wl-

ot e =0 ij=1..mn, (5.3)

em qualquer sistema de coordenadas. De fato, df = gf dxt, e
com isso ((5.3)) é equivalente ao teorema de Clairaut-Schwarz aplicado em f.
Veremos adiante que esta condigao esta relacionada ao fato dw = 0, ou seja,
w ser fechada.

Vamos definir um operador diferencial d : A*(M) — A*1(M) que satis-
faca regras usuais de derivacao, e além disso, d* = 0.

Sejaw = Z'I wrdx’ uma k—forma em uma vizinhanca coordenada. Defina
o operador d como

1

d <i w;d:cl> = i(dwl A dx!) (5.4)

onde dw; é a diferencial da funcao componente w;. Como dw; A dz! é uma
(k + 1)—forma para todo I, entdo dw é uma (k + 1)—forma.

Vamos analisar propriedades de dw; na equacao . Escreva dw; =
Z“;{ dx' com g‘;{ as funcoes componentes de dw;. Pela bilinearidade do pro-
duto wedge temos

S (dwr Ada') = Z ((g‘;jdx) Adxf) - g‘;f(d A da?).

1

Seja w uma 1—forma e escreva I = (j) com j € {1,..,n}. Como dz' A

da) = —dz? A dzt, entdo podemos reescrever a equacao acima como
dw = Zn: Zn: %(daf Adr?) = Z %(d:c’ Adz?) + Z %(dx’ A da?)
st L Oyt ' Ot —— Ot
j=1 i=1 1<J J<t
Ow;j ; owj .
Zaxz (dz" A dax?) — 8x1<dw A dat).
i<j 1<t

Trocar os indices i e j da ultima somatoéria nao altera a soma. Portanto

ozt oxI ort  OxJ

1<j 1<j 1<j

dw = Ow; (dz' Adx?) — O (da' Ada?) = Z (8% - awzj) (da' Ndz)
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e dw = 0 equivale & equagao (|5.3). Portanto, se w é exata, entao dw = 0.
Prosseguiremos com o estudo do operador d.

Teorema 5.2.1 Em qualquer variedade diferencidvel M existe uma unica
fungao linear d : A*(M) — A*1(M) para cada k > 0 satisfazendo as se-
gquintes condicoes:

(i) Se f € uma funcao diferencidvel, entao df € a diferencial de f, definido
como

df(X) = X .
(ii) Sew € A¥(M) en e AY(M), entdo
dwAn) =dwAn+ (—1)FwAdn.

(iii) d*(w) = d(dw) = 0 para todo w.

d € escrito como (5.4) em uma carta local.

Demonstracao: Primeiramente suponha que exista uma fungao linear
d: A*(M) — A* (M) que satisfaga as propriedades (i), (i) e (#ii). Temos
que d é unicamente determinando ao mostrar que d satisfaz a equacao (|5.4))
em qualquer carta local.

Sejam w, e w, k—formas em M e U um aberto de M tais que w,|; = wsy-
Para mostrar que dw, = dw, vamos considerar n = w, — w, ¢ mostrar que
dn=0em U. Sejap € U qualquer e considere a fungao bump ¢ € D(M) com
suporte contido em U e ¢ = 1 em uma vizinhanga fechada A de p contida
em U. Dessa forma temos que on =0 em M e d(pn) = d(0 - pn) = 0 pela
linearidade de d. Assim, pela propriedade (ii) temos

0=d(en), = dpp ANy + @p ANdnp =0 An, + 1 - dn, = dnp,.

Como p € U foi tomado de forma arbitraria, entao temos que dnp =0 em U.
Portanto d esta bem definido localmente.
Agora seja U = (z1,...,x,) uma vizinhanga coordenada de M e w €

AF(M) escrito como w = lewldml em U. Pelo Corolario , existe um @
definido em M que coincide com w em uma vizinhanga fechada A em torno
de p € U. Através do item (i7) e pela linearidade de d temos

di = d (Zldqdfl) = Z/d (@r AdE™ A A dE™)
1 I

= doy AdE" 4 (1)) @ Ad(dEN A A dE). (5.5)
I I
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Podemos aplicar n — 1 vezes a propriedade (ii) em d(dZ™ A ... AdZ™). Dessa
forma teremos uma soma de termos cada um contendo um fator d(dz'») para
algum p € {1,...,n}. Pelo item (4i7) temos que d(dz’) = 0 e portanto a soma
dos termos é nulo. Portanto a equagao (5.5)) reduz para

> dioy A di
I
Como d é um operador local, entao temos

= do, = Z d(@r), A d(E"), = Z/d(wf)p Ad(z'),

para todo p € U. Logo d satisfaz a equagao (5.4) em todo U e portanto dw
¢ unicamente determinado.

Agora vamos provar a existéncia deste operador linear. Para fixar ideias,
suponha que M ¢é coberta por uma tunica vizinhanga coordenada (xy, ..., ;)
e defina d pela equagao (5.4). Pela definicdo de d em sistema de coorde-
nadas, nao é dificil ver que a propriedade (i) é satisfeita. Para provar as
outras propriedades, primeiramente observe que d(fdz!) = df A dz! mesmo
que [ seja um multi-indice de comprimento k nao crescente. De fato, se [
contém indices repetidos, entao ambos os lados da equacao se anulam pela
anti-comutatividade do produto wedge. Caso contrario considere o € Si a
permutacao tal que J = ol com J um multi-indice crescente. Pela lineari-
dade de d temos

d(fdx') = sgn(o)d(fdz”) = sgn(o)df Adx’ = df A da’.
Vamos provar que (i7) ¢ valido para os tensores w = fdz! e n = gdx’,

onde f,g € D(M). De fato,
dw An) = d((fdz') A (gdz”)) = d(fg(dz" A dx”)) = d(fg) A da" A dx’

= (gdf + fdg) Ndx' Ndx? = g(df Ada' Ada?) + f(dg A da" A da?)

= (df Adx") A (gda”) 4+ (1) (fdz") A (dg A dz?)

= dw A+ (—=1)*w A dn,
onde a pem’ﬂti/ma linha é resultz}do da anticomutatividade do produto wedge.
Para w = Y ,wrdx! e n = Y nsdz’ arbitrarios o resultado é direto pela
linearidade de d.

Para provar (iii), primeiramente considere o caso w = f € D(M) uma
O—forma. Nesse caso

dx' A da’.

of O*f
) = (550e') = g
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Como dx' A dz* = 0, dz/ A dz' = —da' A da? e f tem segunda derivada
continua, entao

O*f o o*f *f P A i
axiaxjdx Ndv? = Z <3xiaxj B 8x13xi> do' A dv’ = 0.

i<j

Para o caso geral, temos pelo item (i7) que

d(dw) =d (Z dwy A d:cf> = d(w) Adx" +) " dwy A dP ().
I I I

Temos que d*(w;) = 0 pois w; ¢ uma 0—forma. Por outro lado escreva
d(dz") = d(dx™ A ... Adz'). Ao aplicar o item (i) k vezes temos

k
P(x') =) (=) e AL AP () AL A dat =

q=1

onde cada d*(z%) = 0 pois z' ¢ uma 0—forma. Assim concluimos que
d?(w) = 0 para todo w € A*(M).

Para finalizar, temos que mostrar que o resultado vale para uma variedade
diferenciavel M arbitraria. Seja {U,} uma cobertura de M por vizinhangas
coordenadas. Dados U, e U, vizinhancas coordenadas quaisquer, existem d,,
e d, operadores diferenciaveis definidos em U, e U, respectivamente, ambos
satisfazendo (i) — (ii7). Caso U = U, NU, # 0, pela unicidade temos que
daly = da|,. Dessa forma, definir dw pela equagao em cada vizinhanca
coordenada resulta em um operador definido em todo o M satisfazendo os
itens (i) — (i44).

Observacao 5.2.2 Como consequéncia de existir uma unica funcao linear
d satisfazendo condicoes do teorema acima entao dw nao depende do sistema
de coordenadas.

Vamos chamar o operador d de diferencial exterior e dw de derivada
exterior de w.

Lema 5.2.3 Seja(: M — N é uma funcao diferencidvel. A funcao pullback
¢* comuta com o diferencial exterior d da sequinte forma:

*(dw) = d(¢C*w) Y w e A*(N). (5.6)
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Demonstragao: Seja w € A¥(N) arbitrario. Como d é local, precisamos
demonstrar a equagao (5.6) para uma vizinhanga de cada p € M. Em uma

vizinhanga coordenada podemos escrever w = ) [lwfdxil A ... A dx®. Pela
linearidade de d e de ¢* precisamos demonstrar somente para wrdz A...Adz® .
Pelo Lema e a definicao de d temos

C'd(wrda™ A ... Ada'™) = CF(dwp Adz™ A ... A dz'™)
=d(wro()A d(l‘il o)A ... A d(mi’f o ()
= d((wro ) Ad(z™ o) A... Ad(z™ 0())
= d(C*(wrdz™ A ... A dz'™)),

o que conclui a demonstragao. ]

Definigao 5.2.4 Uma forma diferencidvel w € A*(M) € fechada quando
dw =0, e exata se existir um n € A*"Y(M) de forma que w = dn.

Observacao 5.2.5 Como d?> = 0, entdo para uma k—forma ser exata uma
condicao necessdaria € que ela seja fechada pois

dw = d(dn) = 0.

5.3 Forma Simplética

Definir um tensor simplético em um espaco vetorial é bem tutil. Com
ele ganhamos varias ferramentas sendo entre elas um isomorfismo entre os
espago vetorial e o seu dual, uma nocao de espaco complementar e o fato que
o espago vetorial tem dimensao par.

Veremos que em toda variedade diferenciavel é possivel definir uma forma
simplética sobre o fibrado cotangente ao derivar a 1—forma tautologica.

Um tensor w de tipo (0,2) de um espago vetorial n—dimensional V' é nao
degenerado se w(X,Y) = 0 para todo Y € V se e somente se X = 0.

Proposigao 5.3.1 Sejam V um espaco vetorial e w € V%% um tensor. As
sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) w € nao degenerado;

(it) A matriz [w;;], onde w;j sao as fungoes componentes de w em uma base,
€ inversivel;
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(111) A fungao linear @ : V — V* definido por w(X) = w(-, X) € inversivel.

Demonstracao:

(17) = (i). Vamos demonstrar pela contrapositiva. Suponha que w é
degenerado, ou seja existe X # 0 de forma que w(X,Y) = 0 para todo
Y € V. Construa (ey,...,e,) uma base de V' com e, = X. Assim temos
w(en,e;) = 0 para todo j € {1,...,n}. Portanto |w;;] ndo ¢é inversivel pois a
n—ésima linha é nula.

(i) = (i1). Vamos demonstrar pela contrapositiva. Agora suponha que
[w;;] ndo é inversivel, com w;; as componentes de w na base (eq, ..., €,) qual-
quer. Assim existe uma matriz inversivel A de forma que a matriz A - [w;;]
é uma matriz triangular superior escalonada cuja a n—ésima linha é nula.
Assim temos

0 = [en]" Alwis] = (AT[en])" [wig]
e portanto

w(AT(en),Y) = (AT[en]) [wig][Y] = 0-[Y] =0

para todo Y € V. Logo w é degenerado.
(1) < (4i7). Primeiramente observe que

ncw ={XeV;uoX)=0}={zeV;wY,X)=0VY eV}

Assim w é nao degenerado se e somente se nucw = {0} o que ocorre se e
somente se w ¢ inversivel pelo teorema do ntucleo e da imagem.
"
Um tensor de tipo (0,2) alternado e nao degenerado é chamado de um
tensor simplético . O par (V,w) é chamado de um espago vetorial simplé-
tico ou simplesmente que V' é um espago vetorial simplético caso nao haja
possibilidade de confusao.

Exemplo 1 Seja V' um espago vetorial 2n—dimensional. Seja (Aq, By, ...
- An, Bn) uma base qualquer de V' e a base dual correspondente (at, 31, ...
a™, B") para V*. Seja w € A*(V) um tensor definido como

w= Zak A BE (5.7)
k=1
Dessa forma, dados i,j € {1,...,n} com i # j temos
w(A;, B)) Za A BY(AL By) = (o) A BT+ of A F7)(A, B))

Qi(A;) oi(Bj) 0(A;) ol (B;)
—dt{m A) B(By)lert{ﬁf( A) B(B))
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Agora se i = j temos
w(Ai, B;)) = (o' NB') (A, Bi) = 1-6; = L.

Portanto w(A;, Bj) = 05 = —w(Bj;, A;). Por outro lado temos w(A;, A;) =
0 = w(B;, B;) pois B8(A;) = 0 = o*(B;) para todo 4,5,k € {1,...,n}.

Seja X = a'A; +b'B; um vetor que satisfaz w(X,Y) = 0 para todoY € V|
Para todo j € {1,..,n} tem-se

0= (X, A)) = de(As, A4)) + VB A)) = ] = 1.

Portanto X =0 e w € nao degenerado.

Seja (V,w) um espago vetorial simplético e S um subespaco de V. Vamos
definir o complemento simplético de S como

St={XeV;wX,Y)=0, VY € S}.
Em particular, como w é nao degenerado, entao
VE={XeV;w(X,Y)=0 VY eV} =/{0}.

Temos que S+ ¢ um subespaco de V, pois para todo X escrito como
combinacao linear de vetores de S+, temos que w(X,Y) = 0 paratodo Y € V
pela bilinearidade do tensor. A demonstracao da seguinte proposicao é um
exercicio de algebra linear.

Proposicao 5.3.2 Sejam V um espago vetorial n—dimensional, V* o espaco
dual e {B', ..., B*} um conjunto de funcionais linearmente independentes em
V*. Entao existe um conjunto L.I. {Xy,.., Xz} CV tal que 7 (X;) = &7,

Lema 5.3.3 Seja (V,w) um espago vetorial simplético. Para todo subespago
S CV tem-se dim S + dim S+ = dim V.

Demonstracao: Sejam (e, ..., e;) uma base arbitraria de S e a transforma-
¢ao linear invertivel w : V' — V* definida como &(X)(Y) = w(X,Y). Assim
a k—upla de covetores (w(ey), ..., w(ex)) sao linearmente independentes. Seja
¢ : V — RF a transformacao linear definida

¢(X) = (W(e)(X), ..., w(ex) (X))
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Observe que

nucp = {X € V;w(e;)(X) = 0 para todo i € {1, ..., k}}
={X € V;w(e;, X) =0 para todo i € {1,...,k}}.

Pela bilinearidade de w podemos afirmar que
{X € Viw(e;, X) =0 para todo i € {1,....k}} =
={X € V;w(Y,X) =0 para todo Y € S} = S+.

A transformacao linear ¢ é sobrejetora. De fato, pela proposicao an-
terior existem {Xj,..., Xy} vetores de V linearmente independentes com
w(e;)(X;) = 6% Seja (a', ..., a") € R¥ arbitrario. Assim temos

(a7 X;) = (0(e1)(a’ X)), ..., &(er) (a7 X)) = (a*, ..., a").
Pelo teorema do ntcleo e da imagem temos
dim V = dim(nuc ¢) + dimR* = dim S* 4 dim S,
o que conclui a demonstracao. ]

Complementos simpléticos e complementos ortogonais nao sao parecidos,
pois SN St = {0} em um espaco com produto interno, mas para espagos
simpléticos isso nem sempre ocorre.

O exemploretrata bem a situagao acima. Seja S = span{A;}. Sabemos
que

LU(Aj,Al) =0 VJ € {1, ...,n},

(A)(Bj7A1) =0 VJ S {2, ,n}
A tnica expressao nao nula é w(By, A;). Portanto

SL = Span{Ala Bh AQ; B27 [ERE) An: Bn}a

onde B; indica que B foi retirado do conjunto. Assim temos SN S+ = S.
Seja V um espago vetorial simplético. Vamos classificar os subespagos S
de V' como

o Simplético se SN S+ = {0};
e Isotropico se S C S+,

o Coisotrdpico se S O S*;
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e Lagrangiano se S = S*.

Proposicao 5.3.4 Sejam (V,w) um espago vetorial simplético e S CV um
subespaco. Temos as sequintes afirmagoes:

(a) (SH)*+=35;
(b) S € simplético se e somente se w|y e nao degenerada;

)
(c) S € isotropico se e somente se w|g = 0;
(d) S € Lagrangiano se e somente se w|g =0, dimV =2n e dim S =n.

Demonstragao: (a) Seja X € S arbitrario. Pela defini¢ao de complemento
simplético de S temos w(X,Y) = 0 para todo Y € S+. Portanto X € (S+)+,
e como X é arbitrério, conclui-se que S C (S+)*.

Pelo Lema [5.3.3] temos

dimV = dim S + dim S* = dim S* 4 dim(S+)".
Logo dim S = dim(S+)*. J4 que S C (S*)4, entdo S = (S+4)*.

(b) Sejam S um subespago simplético e X € S de forma que w(X,Y) =0
para todo Y € S. Em particular X € St. Assim temos que X = 0 pois
X € SN S+ ={0}. Logo w|g ¢ nao degenerado.

Agora suponha w|y é nido degenerado. Seja X € SN S+ arbitrario.
Entao X € S e w(X,Y) = 0 para todo Y € S. Como X,Y € S entao

w(X,Y) = w|g(X,Y) = 0 para todo Y € S. Pela hipotese que w|y é nao
degenerado, temos que X = 0 e portanto S N S+ = {0}.

(c) Temos que S C S+ se e somente se para todo X € S temos que
w(X,Y) =0 para todo Y € S. Mas isso é o mesmo que dizer w|q = 0.

(d) Seja S Lagrangiano. Em particular S é isotrépico, portanto w|qy =0
pelo item (c¢). Pelo Lema temos

dimV = dim S + dim S+ = 2dim S.

Logo dim V' = 2n e portanto dim S = n.
Agora suponha w|g =0 e 2dim S = dim V' = 2n. Pelo Lema temos

2n = dim S 4 dim S+,

assim dim S+ = n. Como S C St pelo item (c) e ambos os subespagos tem
a mesma dimensdo, entdao S = S+, o que conclui a demonstracao. ]
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Proposicao 5.3.5 Sejam w um tensor simplético, (Aq, B, ..., Ay, By) uma
base de V e (o', B, ...,a", ") sua base dual. Entio w = > ,_, o A BF
se e somente se w(A;, Bj) = 6 e w(A;, A;) = 0 = w(By, B;) para todo
i,j €{1,...,n}.

Demonstragao: A ida da proposicao ja foi demonstrada no Exemplo
Entdo suponha que w(4;, B;) = §] ¢ w(A;, Aj) = 0 = w(B;, B;) para todo
i,j € {1,...,n}. Pelo Lema temos que w é escrito como

n n n
W= what ABF Y (What A WS Aa)+ ) (what Al +wlBEABY,
k=1 k<l k<l

onde wj;. e wh, com p = 2,3,4,5 sao constantes. Por hipotese temos que

wiy =0 = wp, pois w(Ag, A)) = 0 = w(By, By);
wi =0=uw} pois k <l edai w(Ay, B) =0 =0 = —w(By, A);
wh, = 1 pois w(Ay, By) = 6F = 1.

Portanto
n n
w:w,ikg ak/\ﬁk:E a® A B*,
k=1 k=1
o que conclui a demonstracao. ]

Teorema 5.3.6 Seja (V,w) um espaco vetorial simplético m— dimensional.
Entao existe n € N tal que m = 2n e existe um base para V de forma que w

€ escrito da forma (5.7)).

Demonstracao: Vamos provar o resultado por indugao sobre m = dim V.
O caso m = 0 e m = 1 serd provado a parte, pois nao tem relacao com a
indugao. No caso m = 0 nada temos a provar. Para m = 1 temos que o tnico
tensor alternado de tipo (0, 2) é o nulo, que nao é um tensor simplético. Logo
um espago vetorial unidimensional nao pode ser simplético.

Agora para m = 2 considere (ej,e3) = (A, By) base arbitraria de V.
Como w ¢ alternado entdo w(A;, A;) = 0 = w(By, By). Por outro lado, como
w ¢ nao degenerado, entdo w(Ay, By) = w(B1, A1) # 0. Caso w(Ay, By) # 1,
entao considere C; = By /w(A;, By). Na base (A1,C}), o tensor w é escrito
na forma pela Proposicao [5.3.5 Sem perda de generalidade podemos
considerar B; = (.

Agora seja m € N qualquer e considere que o resultado é valido para todo
espaco vetorial simplético com dimensao menor que m. Seja A; um vetor
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nao nulo arbitrario. Como w é nao degenerado entao existe B; € V' tal que
w(Ay, B1) # 0. Podemos assumir sem perda de generalidade que w(Ay, By) =
1 pois caso contrario é s6 considerar C = By /w(A;, By). Como w ¢ alternado
entdo By nao é multiplo A; e portanto {A;, By} é linearmente independente.
Considere S = span{A;, B;}. Temos que dim S* = dimV — dim S = m — 2.

Temos que (S*, w|g) € um espago vetorial simplético. De fato, temos
que w|g é nao degenerada e pelo item (b) da Proposigao , temos que
S NSt = {0}. Como S*+ ¢é simplético também, entdo pelo item (b) te-
mos que w|g: € nio degenerada. Assim S+ é um espago vetorial simplético
com dimensao par menor que m, e por hipotese de inducao existe uma base
(Ay, By, ..., Ay, B,) para S+ tal que w ¢ da forma com i,j € {2,...,n}.
Observe que w(A;1, 4;) = 0 = w(Ay, Bj) e w(B1,A4;) = 0 = w(By, B;) para
todo j € {2,...,n} pela definicdo de complemento simplético. Logo temos
w(A;, B;) = 8 e w(A;, A;) = 0 = w(B;, B;) para todo i,j € {1,...,n}. Por-
tanto w é da forma devido & Proposicao e dimV = 2n. ]

Inspirado nesse teorema, diremos que uma base (Aj, By, ..., A,, By,) de
(V,w) é uma base simplética se w = >.,_ o A ¥ com (al, B!, ..., a", 57)
a base dual correspondente a (Ay, By, ..., Ay, By). Pelo Teorema , todo
espago vetorial simplético admite uma base simplética.

Agora considere M uma variedade diferenciavel. Uma estrutura simplé-
tica ¢ uma 2—forma w fechada tal que w(p) ¢ uma forma simplética em 7, M.
O par (M,w) é chamado de variedade simplética ou simplesmente que M é
uma variedade simplética.

Pelo teorema acima temos que se M ¢é uma variedade simplética, entao M
¢ uma variedade com dimensao par. Agora sejam (M,w) e (IN,n) variedades
simpléticas e ¢ um difeomorfismo de M a N tal que (*n = w. Entao diremos
que ¢ é um simpletomorfismo e M e N sao variedades simpletomorfas.

Considere (z', 9!, ..., 2", y") o sistema de coordenadas de R?". Seja w uma
2—forma definido como

W= Z daz® A dyF.
k=1

Temos que w ¢é fechado pois d? = 0 e portanto

d(w) =d <Zn: dz® A dyk) = Xn:(d(da:k) A dy* — da* A d(dy¥)) = 0.

Logo w ¢ uma forma simplética com cada w(p) escrito na forma (5.7). Vamos
chamar w como forma simplética candnica em R?".

Seja M uma variedade diferencidvel bidimensional e w uma 2—forma tal
que w(p) # 0 para todo p € M. Como dw é uma 3—forma entao dw(X;, X,
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, X3) = 0, pois qualquer {X;(p), X2(p), X3(p)} C T,M ¢ linearmente depen-
dente. Assim w é fechado. Por outro lado temos que w é nao degenerado.
De fato, ao escrever w de acordo com o Lema temos

w=a-dx' Ady' com a(p) # 0 para todo p € M.

A 2—forma n = w/a esté escrita na forma e portanto ¢ nao degenerada.
Logo toda 2—forma w com w(p) # 0 para todo p em M é uma estrutura
simplética.

Sejam (M, w) uma variedade simplética e N uma subvariedade diferen-
ciavel imersa em M pela imersao ( : N — M. A imersao ( é chamada de
imersao simplética (isotropica, coisotropica ou Lagrangiana) se o subespago
d¢(T,N) C T¢(p)M satisfaz a propriedade correspondente para todo p € N.

O resultado a seguir é simplesmente uma particularizacao da estrutura
diferenciavel vista em (|3.1)).

Proposigao 5.3.7 Sejam M uma variedade diferencidvel, z, : U, C R" —
M uma colegao de parametrizagoes de M. O fibrado cotangente T*M admite
uma parametrizacao natural z, : Uy, X R™ — T*M definida como

Zo(2, 2™ 6, 6) = (To(ah, o a™), Edat).

O fibrado cotangente de uma variedade diferencidvel € uma variedade dife-
rencidvel.

Considere 7 : T*M — M a projecao definida por 7(p,n) = p. O seu pull-
back ¢ a funcao «* : TyM — T, (T*M). Pela Proposicao [5.3.7, considere
(x!,...,2™) as coordenadas locais de M e (x!,..., 2" &, ...,&,) as coordenadas
locais de T*M. Dado w, = (w;),dz* € T M temos

(W) (o) = 7T*(“Jidxi)(zo,n) = (wio 7T)(p,n)d(xi o) (py) = (Wi)p(dx; o dm(py))-

Agora considere a 1—forma 7 de T*M definido como

) = T 1)-

A funcao 7 é chamada de 1—forma tautologica de T*M. Se X € Ti, (T M),
entao

T (X) = (7" 0)(X) = 1(d7 (. (X)).

Proposigao 5.3.8 Seja M uma variedade diferencidvel. A 1—forma tau-

tologica T € diferencidvel e a 2—forma w = dt € uma forma simplética no
fibrado cotangente T M.
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Demonstragao: Sejam (z,...,2") as coordenadas locais de M e considere
(', ..., 2", &, ..., &) as coordenadas locais de T*M de acordo com a Propo-
sicao m Dado (p,§&) = (p, &dxt) € T*M temos

Tpg) =& 0 dT(py) = @(p)dm; o dm(py)-

Considere di* a diferencial de x' na base (z!, ..., 2", &, ...,&,). Nesse caso
temos diépm) = dxli) o dm(,,. Portanto 7,¢ = &(p)di’. Temos que T ¢é
diferenciavel pois as suas componentes sao diferenciaveis.

Como w ¢ exata entao w é fechada (veja a Observagao [5.2.5)). Por outro

lado temos
w=dr=d (Z fidxi> = dg; A da'.
i=1 i=1

Se considerarmos um difeomorfismo de um aberto de T*M para um aberto
de R?" de forma que (z',...,2", &, ..., &) — (24, &, ..., 2", &,), temos que w é
simplética, pois esta escrita como a estrutura simplética canodnica. [

A estrutura simplética definida nessa proposicao é chamada de estrutura
simplética candnica em T M.
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Capitulo 6

Variedades de Finsler de Classe
CY de tipo Pontryagin

Em geometria diferencial, dada uma variedade diferenciavel M é possi-
vel definir uma familia de produtos internos em cada espaco tangente 7, M
que varia diferenciavelmente com respeito a p, conhecido como métrica Rie-
manniana. Dessa forma as técnicas de diferenciagao e integracao podem ser
utilizadas para estudarmos objetos como, por exemplo, o comprimento de
uma curva, conexao, curvaturas, geodésicas, etc. J4 uma estrutura de Fins-
ler de classe C° ¢ uma generalizacdo da métrica Riemanniana, pois é uma
regra que a cada p € M associa uma norma assimétrica ' em 7,M que varia
continuamente.

Agora que definimos e mostramos os resultados necessarios para tenso-
res, vamos voltar para o problema do sistema de controle inicial. Queremos
encontrar condi¢oes necessarias para que uma curva em uma variedade di-
ferenciavel M munida com uma estrutura de Finsler F de classe C° seja
minimizante. Estudaremos o caso particular onde F' é representado por um
sistema de controle cujos campos de vetores sao unitarios e de classe C! e
satisfazem as condigoes minimas para que o principio do maximo de Pon-
tryagin seja aplicavel. Esta teoria sera utilizada para o estudo de um caso
onde o extremal de um grupo de Lie G' munido com uma estrutura de Finsler
poliedral invariante a esquerda é uma geodésica, ou seja, é uma curva local-
mente minimizante e parametrizada proporcionalmente ao comprimento de
arco.

Esta segao esta subdividida do seguinte modo: Na secao 6.1, estudamos
alguns tipos de variedades de Finsler de classe C°. Na se¢do 6.2, definimos o
campo geodésico estendido no fibrado cotangente de uma variedade de Finsler
de classe C" de tipo Pontryagin, que é uma generalizacao do campo geodésico
em uma variedade de Finsler. Na secao 6.3, estudamos as estruturas de
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Finsler poliedrais. Finalmente, na secao 6.4, estudamos o caso onde extremais
em grupos de Lie sao geodésicas, descrita no paragrafo anterior.

6.1 Estrutura de Finsler de classe C°

Nesta secao, definiremos variedades de Finsler, variedades de Finsler de
classe C" e variedades de Finsler (de classe C°) de tipo Pontryagin. Denotare-
mos TM—{0} = {(x,y) € TM;y # 0} e T*"M—{0} = {(x,£) € T*M;& # 0.

Definigao 6.1.1 Sejam M uma variedade diferencidvel, (x',...,x™) um sis-
tema de coordenadas de M e (z*, ...,z y*, ...,y") o sistema de coordenadas
correspondente em T'M. Uma estrutura de Finsler F' em uma variedade
diferencidvel M é uma funcao definida F' : TM — R* com as sequintes
propriedades:

(i) F é¢C® em TM —{0};
(i) F(x,\y) = AF(z,y) para todo A\ > 0;

(11i) A matriz Hessiana n X n

(915) = (BF] )

¢ definida positiva em cada ponto de TM — {0}.

Definigao 6.1.2 Uma estrutura de Finsler de classe C° em uma variedade
diferencidvel é uma fun¢ao continua F : TM — R de forma que F(p,-) :
T,M — Rt é uma norma assimétrica em T,M para todo p € M.

Diremos que o par (M, F) é uma variedade de Finsler de classe C° ou
simplesmente que M € uma variedade de Finsler de classe C°.

Toda estrutura de Finsler ¢ uma estrutura de Finsler de classe C° (vide
A1)

Vamos denotar a bola aberta em T,M de centro x e raio r > 0 por
Bp(p,z,r). De forma semelhante denote Bp[p,x,r] e Sp(p,z,r) a bola fe-
chada e a esfera respectivamente.

Teorema 6.1.3 Sejam f : R® — R uma funcao diferencidvel em R"™ —
{0} e (2%, ...,2™) as coordenadas de R". Entao as segquintes afirmagdes sao
equivalentes:
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1. f € homogénea positiva de grau k € N, ou seja,

f(z) = Nef(x) para todo x € R™ e A > 0; (6.1)
. o ) Of
2. A derivada radial direcional de f € dada por xz? =kf(x).
IZ
Demonstracao: Vide Teorema 1.2.1 em [4]. "

Definigao 6.1.4 Uma variedade de Finsler M de classe C° é de tipo Pon-
tryagin em p € M se existe uma vizinhanca U de p, um sistema de co-

ordenadas (x',...,x2™) em U com o correspondente sistema de coordenadas

(21, ..., 2™yt .. y") de TM e uma familia de campos vetoriais de classe C!

unitdrios em U parametrizados por uw € S™ ' definido como

(X (z) = (2!, ...,x”,u)%;v relUeuc S}

satisfazendo as sequintes propriedades:

1. u — X,(x) é um homeomorfismo de S™' em Sp(z,0,1) para todo
rxeU;

2. (x,u) = Xy,(x) é continua;

3. (r,u) — (gi’; (2, ... 2" ), ..., ‘31";? (2!, ...,x”,u)) € continua para todo
n

Diremos simplesmente que (M, F) é uma variedade Finsler de classe C° de
tipo Pontryagin se ele é uma variedade Finsler de classe C° de tipo Pontrya-
gin em todo p € M. Vamos dizer que F € de tipo Pontryagin se (M, F) é de
tipo Pontryagin.

Observacao 6.1.5 Note que essas propriedades nao dependem do sistema
de coordenadas em U. De fato, considere x e x sistemas de coordenadas de
U de forma que U = (x1,...,3,) e U = (z',...,3") respectivamente. Consi-
dere (z',..., 2", §',...,g") o sistema de coordenadas de TU correspondente a
(z1,...,2"). Considere a mudanca de coordenadas dada por

T =Z(x).
Como T,M € um espago vetorial, entdo a mudancga de coordenadas € dada

por

~17

' = ai(2)y’, (6.2)
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onde a;; sao fungoes diferencidveis em U.
Agora considere X, uma familia de campos vetoriais classe de C' para-
metrizado por u dados por

(z,u) = (z,y (2, ), ..., y" (z,u))

(Z,u) = (Z,9"(2,u), ..., 7"(Z,u).

Pela equagao (6.2)), podemos reescrever o campo vetorial como

(577 u) = (577 alj(x(i))yj(x<i'>7 u)’ e anj(x(j»yj(x(i)’ ’LL)) (6'3)

k

Por outro lado, ao derivar a equagdo (6.2) em relagdo a T* no ponto (I,u)

resulta em

oy (7,u) = Oa;;(z(7)) 0y’ (x(T), u)
oxk’ oxk ozk ‘

Considere que na carta local x as condigoes (1),(2) e (3) sdao satisfeitas.
Temos que (1) é satisfeito no sistema de coordenadas (z',..., 2", g, ..., 5")
pois a (1) so depende de u. A equagao nos garante a condigdo (2) em
T € satisfeita pois as fungoes coordenadas sao continuas. Na equagao
temos que a primeira parcela do lado direito € continua pois a;; € de classe
C* e a sequnda parcela € continua pois %
(3) em . Logo a condicao (3) € satisfeita em .

Y (2(2),u) + ai;(2(7)) (6.4)

€ continua pela condicao

Observacao 6.1.6 Sejam M uma variedade Finsler de classe C°, U um

aberto de M, x = (z',...,2™) uma carta local em U e (z',....2" y', ..., y")

o sistema de coordenadas usual de TU. Considere (2, ..., 2", ', ..., J") um
outro sistema de coordenadas (nao necessariamente o usual) de TU, tal que
¢/ € combinagio linear de y' (por exemplo, se (x',...,x" g, ..., 4") € uma
trivializagao local de TU (vide [15]). Como vimos na observagao anterior, a
combinagaio linear mantém as condigoes (2) e (3) em (zt,...,z", g, ..., J") se
a condigoes (2) e (3) sao satisfeitas em (x',...,2" y', ...,y"). A condi¢io (1)
¢ satisfeita pois depende somente de u. Logo (z',...,x™ g, ..., y") satisfaz as

condigoes (1), (2) e (3) da Defini¢io[6.1.4

6.2 Campo Geodésico Estendido

Nessa se¢ao vamos definir o campo geodésico estendido £ em T*U para
variedades Finsler de classe C° de tipo Pontryagin. As curvas integrais de
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£ sao chamadas de extremais de Pontryagin e suas projegoes em M sao os
extremais de (M, F'), ou seja, curvas candidatas a serem solugoes do problema
de controle 6timo ao aplicar o Principio do Maximo de Pontryagin no sistema
de controle da Defini¢ao [6.1.4]

Sejam (M, F) uma variedade Finsler de classe C°, U aberto de M e
(x!,...,2™) um sistema de coordenadas em U. Defina um sistema de controle
¥ = (U, X, 8" ') de acordo com a Definigao e denote

. ) S 0
XU('T) = fz(xuu)axl = Zfz(x,u)%
=1

(Nao sera utilizado a convengao de Einstein pois acrescentaremos i = 0 pos-
teriormente). Sejam p,q € U e x : [0,]] — U um caminho que liga p a ¢
satisfazendo

z'(t) = Xy (z(t)), t €[0,1], I néo ¢é fixo. (6.5)

O problema de minimizacao de comprimento do caminho x ¢ um problema
de minimizagao de tempo do sistema de controle. De fato, como X,(x) sao
vetores unitarios entao temos

l l
/OF(w(t),Xu(t)(x(t)))dt:/o Ldt—1.

A regiao dos controles admissiveis u(t) sdo as fungdes mensuraveis com ima-
gem em S"L.

Defina U = R x U e considere o sistema coordenadas (2%, 2, ... 2") em U,
onde R ¢ parametrizado por sua coordenada canonica z°. Defina os campos
vetoriais

em U. Temos que X, satisfaz as condi¢oes (2) e (3) da Definicao m De
fato, considere & = (2%, z!,...;2") e x = (2!, ..., 2").

(2) (2,u) = (2, u), v (2, u), ...,y (Z,u) = (2% fH(z,u),..., fi(z,u)) é
continua pois cada fungao coordenada é continua;

(3) Vamos mostrar que % & continua para todo i,5 € {0,...,n}. Por

ozt
hipotese sabemos que % ¢ continua quando i,j € {1,...,n}. Por outro
lado temos ,
dy° oy 0
oxt  0x0

que sao fungoes continuas.

65



Considere o sistema de coordenadas (z°,...,2" &, ..., &) de T*U dado
pela Proposicao . Sejam 7 a 1—forma tautologica em T*U e (X, Z) €

~

T4 6(T*U) de forma que

N, i v N~ O 0
5;5’“’)(;@39&622’20&

Assim temos

n

7A'(:f:,é)(Xa Z) = g(dw(i,é)(Xv 7)) = é(X) = Z@yz

=0

Como o resultado da 1—forma tautolégica em (z, é ) depende somente de X,
entdo podemos identificar 7(X, Z) := 7(X) sem perda de generalidade. Para
cada u € S" !, defina o Hamiltoniano H, : T*U — R como

A~

H,(#,€) = 7. 6/(Xu(@)) = > _&f'(@,u) =&+ Y_&f'(z,u).  (6.6)
=0 =1

Seja w = d7 a forma simplética candnica em T+U. A forma simplética
define um isomorfismo entre os espagos tangente de T'(7T*U) e T*(T*U) como
visto na Proposicio [5.3.1] Assim dados X € T(T*U) e £ € T*(T*U) denote

X" = w(-,X) € T*(T*U) e & € T(T*U) definido como & = w(-, Y. (ﬁmo
H, : T*U — R, entao dH, ¢ uma 1—forma em T*U. Assim defina H, =
(dH,,)*.

Vamos denotar todos os objetos em T*U correspondente ao respectivos
objetos em T*U retirando o negrito (como exemplo o 0, w = df, H,, etc).

O Principio do Maximo do Pontryagin (Teorema diz que se u(t) e
a respectiva solugao z(t) do problema minimiza o comprimento, entao
existe uma curva absolutamente continua 4 = (¢, z(t), & (t),£&(t)) em T*U de
forma que

1. &(t) e &£(t) ndo s@o simultaneamente nulos

—
2. 9(t) = Hu(5(t))

3. Huw(3(t) = M(3(t)).

quase sempre. Mais ainda, no tempo final [ temos

&) <0 e M(3(1) = 0.
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Alén_1>do mais, se u(t),z(t) e (&(t),&(t)) determinam um caminho integral

de H, de forma que a condicio 3 é satisfeita, entdo & (t) e M(3(t)) sdo
constantes.

A seguinte proposi¢do mostra que podemos retirar o termo R de U=
R x U nos problemas de minimizac¢ao de tempo (vide [20]).

Proposicao 6.2.1 Seja M e N wariedades diferencidveis e seja C C RF a
regiao de controle. Para todo u € C, defina os campos vetoriais X, e Y, de
classe C* em M e N respectivamente de forma que as condigoes (2) e (3)
da Defini¢ao sao satisfeitas. Defina Hyp = Oy (Xy) € Hyn = On(Ya)
onde 0y e Oy sao as 1—formas tautologicas em T*M e T*N respectivamente.
Sejam wyr e wy as formas simpléticas canonicas em M e N respectivamente
e defina H, = (dHyp)* ¢ Hyny = (dH,n)*. Se considerarmos o campo
vetorial (X,,Y,) em M x N e seu respectivo campo vetorial Hamiltoniano

urxn em T*(M x N), entao H, prxn = ( u,M,ﬁu,N)-

Demonstracao: Sejam Uy, e Uy abertos de M"™ e N™ respectivamente
e considere os sistemas de coordenadas (z!,...,2™) em Uy e (", ..., x™™)
em Uy. Considere os sistemas de coordenadas (z',...,2", &, ..., &) e
(x"H ™t € Enem) de T*Uy e T*Uy respectivamente conforme a
Proposicao 5.3.7]

Como Upruny = Uy x Uy € aberto de M x N, considere o sistema de coor-
denadas (z', ..., 2™ a1 2" & & vty s Engm) em TH(Uprxn ). Fa-
zendo as contas em sistemas de coordenadas resulta em

ﬁu’M _ Z (anM 0 B 8HU7M 0 )

L \"0g ox 0w 05

n—+m
B OH,n O  OHuy O
Hox= 3 ( 0 Oz O agi)

i=n-+1

n+m
ﬁ _ aHu,MXN 0 B 3Hu,MxN 0
N ; ¢ O ozt 0&

_2”: OHun 0 OHuy 0\ ’i”j OH,x 0  0H,n O

i=n-+1

lembrando que ﬁunyN = Opxn(Xu, Ys) € por isso podemos separar a soma
na ultima equacgao. Assim temos que (ﬁu M ﬁuN) = H oy nmxn- n

)
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= — — =
Assim temos que H, = (ﬁuR,Hu) = (%,Hu), ou seja, ao projetar H,,

em M, obtemos ﬁu

O ingrediente chave para definir o campo geodésico estendido para uma
estrutura de Finsler de classe C° de tipo Pontryagin é a equacao

A ~

Hywy (3(t)) = M((1)). (6.7)

-
Considere que u(t), z(t) e (o(t),£(t)) determinam uma curva integral de H,
que satisfaz (6.7]). Entao sabemos que &(t) = &, é constante, assim a variagao
do valor equacao

~

H,(2(t),£(8)) = &0+ £(8) (X (2(1)))

depende somente dos pontos (z,&) € T*U—{0}. Para cada (z,¢{) € T*U—{0}
queremos encontrar u € S"~! de forma que £(X,(z)) é o maximo. Mas por
hipotese temos Sp(z,0,1) = {X,(z);u € S""'}, logo

max {(X,(x)) = max (y). (6.8)

ueSn—1 y€SF(z,0,1)

Isso nos leva a seguinte definicao.

Definigao 6.2.2 Seja (M, F) uma variedade Finsler de classe C° de tipo
Pontryagin. O campo geodésico estendido de M ¢é definido pela relagiao &
que associa cada (x,&) € T*M — {0} ao conjunto E(z,§) = {H.(x,&);u €
C(z,€)}, com C(x,&) = {u € S* V' Hy(x,€) = M(x,€)}. Os extremais de
Pontryagin sao curvas absolutamente continuas vy : [a,b] — T*M — {0} que
sao solugoes da inclusao diferencial

V(1) € E(v(1))- (6.9)

Observacao 6.2.3 A defini¢io de uma curva absolutamente continua em
uma variedade diferencidvel nao depende da escolha da estrutura de Finsler
classe C° em M porque todo par de estruturas de Finsler sio localmente
Lipschitz equivalentes.

Teorema 6.2.4 Seja (M, F) uma variedade de Finsler de classe C° de tipo
Pontryagin. Entdo, toda curva minimizante x(t) de (M, F) parametrizada
por comprimento de arco € a projecao de um extremal de Pontryagin (x(t),£(t)).
Consequentemente, o Hamiltoniano H(x(t),&(t),u) € constante.
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Demonstragao: Vide [20]. n

Definigao 6.2.5 A projecao z(t) de um extremal de Pontryagin (x(t),&(t))
¢ chamado de extremal de (M, F).

Agora vamos voltar a utilizar a convengao de Einstein. Sejam (M, F')
uma variedade Finsler de classe C° de tipo Pontryagin, U um aberto coor-
denado em M com coordenadas (z',...,2"), e os sistemas de coordenadas
(2, 2™yt y™) e (2t 2™ &, &) em TU e THU respectivamente.
Calculos nesses sistemas de coordenadas resultam em

dH, = 5jg_§(I7U)d$i + f(w, u)des;

, 0 Ofi 0
Mo = o)y — G5 () (6.10)

Portanto o campo geodésico estendido em sistema de coordenadas fica

afs

£lw,6) = { Foulo, ) 7 — G (ule. )

&’

B0 u(z,§) € C(x,f)} .

(6.11)

Proposigao 6.2.6 Seja (M, F) uma variedade Finsler de classe C° de tipo
Pontryagin. Se F(x,-) é estritamente convero para todo x € M, entao € €
um campo vetorial em T*M — {0}.

Demonstragao: Para mostrar que £ é um campo vetorial em T*M — {0}
precisamos mostrar que o conjunto &(x, &) é unitario. Considere X, X5 €
E(z,€). Pela equagao , existem y1,y2 € Sp(z,0,1) relacionado com
X1, X, respectivamente tais que

max  &(y) = &(y1) = E(ya)-

yESF(fE,O,l)

Iremos mostrar que y; = yo. Considere yy = y(A) = Ay1 + (1 — Ny2 a
combinagao convexa de y; e y2, com A € (0, 1). Pela linearidade do funcional
temos

§(yn) = A(y1) + (1 = A)&(y2) = &)
Portanto y, ¢ um méaximo da equacao para todo A.
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Por outro lado, suponha que 1; # y2. Temos por hipdtese de convexidade
estrita que
F(yx) < AF(y1) + (1 = A F(y) = L.

Portanto yy € Bp(x,0,1). Considere 5y > 1 tal que By\yn € Sr(z,0,1).
Assim

E(Bayn) = Baé(ya) >  max  &(y)

yeSF (x7071)
o que é uma contradi¢ao com a definicao do maximo. Portanto y; = ys e dai
X1 = Xg.

Proposicao 6.2.7 Se u(x,§) € uma fungdo continua entio £ € um campo
vetorial continuo.

Demonstragao: Dizer que u(z,£) é uma fungao é dizer que o conjunto
C(z,£) é unitario e portanto £ é um campo vetorial. Assim podemos escrever
a equagao (6.11) como o campo vetorial

. 0 of’ 0
£.8) = ol )5~ G5 um O)ge. (612
Por hipotese temos que as fungoes g(z,&) = (z,u(z,§)), fi(z,u) e g—ﬁ sao

continuas para todo 7, j € {1,...,n}. Logo £ é continua por soma e composi-
¢ao de fungoes continuas. ]

Corolario 6.2.8 Se gﬁ e u(z, &) sao fungoes localmente Lipschitzianas en-

tao £ € um campo vetorial localmente Lipschitz.

~ : i . )
Demonstragao: Como as derivadas g{g - existem e sao continuas para todo

i = 1,...,n, entdo f7 é Lipschitziana se o restringirmos em uma vizinhanca
compacta (ou uma vizinhanga com fecho compacto). Pela equagao , te-
mos que & é localmente Lipschitz por soma, produto e composicao de fungoes
localmente Lipschitzianas definidas em um aberto com fecho compacto.

6.3 Estrutura de Finsler Poliedral

E dificil trabalhar com uma estrutura de Finsler F' de classe C° arbitraria.
Uma condi¢ao que podemos acrescentar ¢ que a bola unitaria de F' tem um
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formato de poliedro. Veremos que essa condigao é suficiente para garantir,
sob hipoteses nao restritivas, a unicidade da solucdo de quando u(t) é
um vértice de poliedro.

Vamos comegar com a teoria de normas assimétricas poliedrais em espagos
vetoriais n—dimensionais V. Referéncias para esta parte sao [13] e [I§].
Depois estendermos essas normas para uma variedade de Finsler M.

Definicao 6.3.1 Um subconjunto nao vazio K C V € poliedral se € uma
intersegao de uma familia finita de semi-espacos fechados em V.

Observagao 6.3.2 Caso 0 esteja no interior de um subconjunto poliedral
K, entao podemos escrever
K =()H
i=1

com H,” um semi-espaco fechado de V' contendo a origem.

Definicao 6.3.3 Seja Z um subconjunto convexo de V. O subespaco afim
gerado por Z, denotado por aff Z, € o menor subconjunto afim de V que
contém Z. O interior relativo de Z, denotado por ir Z € o interior de Z
como subespaco de aff Z.

Podemos definir dimensao de um subconjunto convexo qualquer Z de V'
da seguinte forma. Considere aff Z = v + U com U um subespago vetorial
de V. Assim

dim Z = dimaff Z = dim U.

Definicao 6.3.4 Um hiperplano suporte de um subconjunto compacto nao
vazio A de V' é o hiperplano H de forma que A esteja contido em um semi-
espago fechado determinado por H e AN H # (). Um subconjunto L de um
conjunto poliedral K C V é uma face de K se L = (), L = K ou se existe
um hiperplano de suporte H de K de forma que L = K N H. Uma face
0—dimensional e 1—dimensional de K sao chamados de vértice e aresta de
K respectivamente.

Definicao 6.3.5 Seja K um subconjunto poliedral de V' e L uma face propria
de K. Diremos que L € uma face maximal prépria de K se a tunica face que
contém L € K.

A demonstragao da seguinte proposigao é feita em detalhes em [12].

Proposicao 6.3.6 Seja V um espago vetorial n—dimensional e K um sub-
congunto poliedral limitado de V' com interior nao-vazio. Entao
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1. Eziste a menor familia de semi-espagos fechados {Hy ,...,H; } de V
de forma que K = N H; . Os subespagos afins gerados pelas faces
maximais proprias de K sao os H; e portanto a dimensao das faces
mazximais proprias de K € (n —1);

2. Cada face maximal propria de uma face mazximal propria de K € a
intersecao de duas faces maximais proprias de K;

3. OK € a uniao de todos as faces mazximais proprias de K;

4. Toda face propria de K € uma intersecao de faces maximais proprias
de K.

O seguinte resultado é uma consequéncia dos teoremas 2.3.5 e 2.4.5 de
[12].

Teorema 6.3.7 Seja P um poliedro limitado de R™ e F C P uma face de
dimensao d com {x1,...,x} o0s vértices de F'. Entao para todo p € F' existem
d+ 1 pontos de I’ de forma que p € escrito como combinagao convera destes
d + 1 pontos. Em particular, todo ponto de I € escrito como combina¢ao
convexa de seus vértices.

O seguinte corolario é o exercicio 6 da se¢ao 2.3 de [12].

Corolario 6.3.8 Se © € irF entio x = Zle Aix; com Ny > 0 para todo
i=1,.,keXr N=1

Definicao 6.3.9 Uma norma assimétrica F' : V — R em um espago vetorial
V' é poliedral se B[0,1] é um subconjunto poliedral de V.

Observagao 6.3.10 A fungio o € V* — {0} — o !(1) € uma bijecdao entre
V*— {0} e a familia de hiperplanos de V' que nao contém a origem.

De fato, seja o um funcional em V* nao nulo e considere u € a™*(1) um
vetor arbitrario e o hiper-plano u + nuca em V. Temos que u + nuca =
a~1(1). De fato, para qualquer v’ € nuca temos que a(u +u') = 1 e
portanto u + nuca C a~(1). Por outro lado se w € a~1(1), temos que
aw —u) = a(w) — a(u) = 0 e portanto w — u € nuca. Assim é possivel
escrever

w=u+(w—u) €u+nuca

Agora seja u + U um hiper-plano de V' que nao contém a origem, com
u # 0 arbitrario e U um subespago de V. Entao V' = span{u}@®U. Considere
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a um funcional em V* de forma que o(u) = 1 e U = nuca. Sabemos pelas
contas acima que a~!(1) = u+ U e com isso a — a~'(1) é sobrejetora.
Entao nos resta mostrar a unicidade de o cuja imagem é a~'(1). Considere
g € V* — {0} de forma que f(u) = 1 e U = nucB. Considere {ug,...,u,}
um conjunto de vetores linearmente independentes contidos em U. Entao
{u,ug,...,u,} ¢ uma base de V. Como a(u) =1 = B(u) e ambos se anulam
em us, ..., U, entao a = .

Agora vamos considerar uma familia de normas assimétricas nos espagos
tangentes de uma variedade diferenciavel

Proposicao 6.3.11 Seja F' uma norma assimétrica poliedral. Suponha que
Bpl0,1] = () H;,
i=1

onde cada H; € um semi-espago fechado. Entao

F =max{&,....&n} (6.13)

onde & € V* — {0}, H; := 0H; = &'(1) e H = {v;&(v) < 1} para todo
ie{l,..,m}.

Demonstracao: Observe que ambos os lados da equagao sao fungoes
positivas homogéneas, assim basta provar ([6.13)) na esfera unitaria e estender
o resultado para todo V.

Como Sr(0,1) C -, HS C H; para todo i € {1,...,m}. Entao &(v) <
1 = F(v) para todo v € Sp(0,1).

Por outro lado seja v € Sp(0, 1) arbitrario. Pela Proposigao temos

m

Sp(0,1) = 0Bp[0,1] = |_J(H; N Br[0,1]).

i=1

Logo v € H; para algum i € {1,...,m} e dai
F(v) =1=&(v) <max{&i(v), ... &m(v)}-

Portanto F' = max{{, ...,&,} em Sg, como queriamos demonstrar. ]

Com a Proposicao [6.3.11] podemos explicitar normas assimétricas polie-
drais em termos de Bp|0, 1].
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Proposicao 6.3.12 Seja {&1, ..., C V*— {0} uma colegao de funcionais
de forma que para todov € V—{0}, ezxiste umi € {1,...,m} tal que &(v) > 0.
Entao

F =max{&{,....Em}

€ uma norma assimétrica poliedral tal que
Bp[0,1] = ()& " (=00, 1].
i=1

Demonstragao: A hipoétese que para todo v # 0 existe i tal que &;(v) > 0
nos garante que F'(v) = 0 se e somente se v = 0. A propriedade de F' ser
positiva homogénea é direto da propriedade do maximo.

Para desigualdade triangular observe que para todo v,u € V temos

Plu+v) = max {&(0+u)} = max {6(0) + &)}
< max {6(0)}+ max {6} = F(u) + Fw)

geen

Logo F' é uma norma assimétrica.
Considere v € Bp[0,1]. Assim ;(v) < 1 para todo i = 1,..,m. Logo
v € & (—00,1] = H; e daf Bg[0,1] C N, H; . Por outro lado seja v €
Nie, H; . Assim temos que &;(v) < 1 para todo i = 1,...,m. Logo
F) = max {&(v)} <1,
o que resulta em v € Bp[0, 1]. Portanto F' é uma norma assimétrica poliedral
]

Lema 6.3.13 Sejam F) e F5 normas assimétricas poliedrais e a > 0. Entao
aFy + Fy € uma norma assimétrica poliedral.

Demonstracao: Vamos provar que F; + F» e aF] sao normas assimé-
tricas poliedrais. Pela Proposigao [6.3.11| considere F} = max;—; ;o €
F, = maxj—i__m 3; com o, B; funcionais lineares para todo i = 1,...,[ e
j=1,...,m. Assim temos
Fi(v) + Fy(v) = max. a;(v) + max f;(v) = max. (0 + Bj)(v);
1= = 1=

Ly J=4...,m =1,...,
Jj=1,....m

aly(v) = a max o; = max (aq;)(v).

i=1,..., =1,...,
Temos que {a;+6;;i=1,...,le j=1,....,m}e{aa;;i = 1, ..., 1} satisfazem as
condigoes da Proposicao [6.3.12| pois {ay;i =1,...,1} e {8;;5 = 1,...,m} tam-

bém satisfazem. Portanto I} 4+ F5 e aF} sao normas assimétricas poliedrais.
n
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Definicao 6.3.14 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma estrutura de
Finsler poliedral F em M ¢ uma estrutura de Finsler de classe C° de forma
que F(p,-) : T,M — R € uma norma assimétrica poliedral para todo p € M.

Uma variedade diferencidvel M munido com uma estrutura de Finsler
poliedral € chamado de uma variedade de Finsler poliedral.

Proposicao 6.3.15 Toda variedade diferencidvel M admite uma estrutura
de Finsler poliedral.

Demonstragao: Seja {(U;,x)}ien uma cobertura localmente finita por sis-
tema de coordenadas em M. Seja {n; : M — R},cy uma particao diferencié-
vel da unidade subordinada a {(U;,x)};en. Em cada vizinhanga coordenada
U; considere a norma assimétrica poliedral F;(z,y) = Fi(y) (F; pode ser
construido através da Proposigao e considere F' =), 1 F;. Como
a soma y Fj(x,y)n;(z) contém uma quantidade finita de termos nao nulos
para todo z € M, entao F' é uma estrutura de Finsler poliedral em M devido

ao lema [6.3.13] -

Definigao 6.3.16 Sejam dois subconjuntos poliedrais limitados P e P’ de
dimensao k em um espaco vetorial n—dimensional. Dizemos que P e P’
sao isomorfos se existe uma funcgao b : P — P’ que leva bijetivamente o
conjunto das faces de P no conjunto de faces de P’ e que satisfaz a sequinte
condigao: Sejam Fy,Fy faces de P e F| = ¢(Fy), Fy = ¢¥(Fy). Se Fy C Fy
entao F| C Fy.

Observacgao 6.3.17 A relagdo de isomorfismo em poliedros é uma relagao
de equivaléncia.

Proposicao 6.3.18 Seja P um poliedro limitado de R™ e T : R® — R™ um
isomorfismo. Entao TP € um poliedro limitado isomorfo a P.

Demonstracao: Ao escrever um hiperplano como v + U com U um su-
bespago de R" e v ¢ U entdao T(v+U) = T(v) + T(U) com T(U) um
subespaco e T'(v) € T'(U). Portanto T'(v) + T'(U) é um hiperplano. Assim a
imagem de um semi-espaco fechado é também um semi-espaco fechado. Ao
escrever P = ﬂle H, como intersecgao finita de semi-espacos fechados en-
tdao TP = TN, H) = (N, TH; ¢é interseccao de semi-espacos fechados
correspondentes e portanto um poliedro limitado.

Agora vamos mostrar que T preserva as faces. Seja H é um hiperplano
suporte de P. Entao HNP C 0P e P C H' com H' um semi-espaco fechado
de H. Logo T'H é um hiperplano que intersecta T'P na fronteira de T'P e
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TP esta contido no semi-espaco fechado T'H’. Assim TH é um hiperplano
suporte de T'P. Se H é um hiperplano e H N P é uma face d—dimensional de
P, entao THNT P = T(HNP) é uma face d—dimensional de T P. Finalmente,
se H; N P é uma face contida em Hy N P, entdo THyNTP = T(H, N P) sera
uma face contida em THoNT'P = T(HyN P). Logo P e T'P sao isomorfos. m

Definicao 6.3.19 Sejam dois subconjuntos poliedrais limitados P e P* de
dimensao k em um espaco vetorial n—dimensional. Dizemos que P* ¢ dual
de P se existe uma fungao ¢ : P — P* e de forma que leva bijetivamente o
conjunto das faces de P no conjunto de faces de P* que satisfaz a sequinte
condicao: Sejam Fy,Fy faces de P e F} = (Fy), Fy = ¢(Fy). Se Fy C Fy
entao Fy D Fy. Em particular (0) = P*, (P) =0 e dim F 4+ dim¢(F) =
k — 1 para toda face F de P.

Exemplo 2 Um cubo é dual a um octaedro e um dodecaedro é dual a um
tcosaedro.

Definigao 6.3.20 Sejam A um subconjunto de R"™ e escrevax = (x!,...,2") €
R™ ey = (y1,-,yn) € (R")*. O conjunto polar de A, denotado por A*, é
definido por

A* ={y e (R")";yx’ <1 para todo x € A}

Proposicao 6.3.21 Se P C R" € um poliedro limitado com 0 em seu inte-
rior, entao P* é um poliedro e também dual a P. A correspondéncia i entre
as faces L e L* de P e P* respectivamente € dado por

L*=¢(L)={y € Py(x)=1,VxelL}

Observagao 6.3.22 Considere P,Q) C R" e P*,Q* C (R")* poliedros limi-
tados com P e Q) isomorfos por uma funcao ¢ : P — @, P* polar a P pela
funcao ¥y : P — P* e Q" polar a Q) pela funcgdo 1 : Q@ — Q*. Entdao P* e
Q* sio isomorfos pela fungdo ¥y o @ oyt 1 P* — Q.

Observacgao 6.3.23 Adaptemos a Proposi¢cao conforme a nossa Si-
tuagao. Seja (V) F) um espaco vetorial n—dimensional munido com uma
norma assimétrica poliedral e V* o espaco dual de V. Defina F, : V* — R a
norma assimétrica dual de F' como Fi.(§) = maxyes,(01)&(v). Entio a Pro-
POSICA0 implica que a bola unitdria Bp,[0,1] C V* € o conjunto polar
de Br[0,1] e portanto Bp,[0,1] é um subconjunto poliedral de V*. Logo F. é
uma norma assimétrica poliedral.
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A correspondéncia ¢ entre as faces de Sp(0,1) e Sg,(0,1) € dada pela
sequinte forma. Se L é uma face em Sgp com dimensdo k > 1, entao

L* =¢(L) ={£ € Sk, (0,1);¢(v) = 1 para todo v € L}
€ uma face de Sg, com dimensao (n — k —1). De forma similar temos
L=v"YL*) = {v e Sp(0,1);£(v) = 1 para todo & € L*}.
Observacao 6.3.24 Se £ € ir L*, entao

max¢(v) = emax *)f(v)-
De fato, temos que £(v) = 1 para todo v € L. Supor que existe u ¢ Sp — L
com &(u) = 1, € supor que L C {v € Sp(0,1);&(v) = 1 para todo & € L*}.
Como {v € Sp(0,1);&(v) =1 para todo € € L*} é uma face de Sg e (v +
(1 =XNu) =1 para todov € L e 0 < X\ <1, entao eziste uma face L' de Sp
de forma que u € L' e

LCL c{veSp(0,1);&(v) =1 para todo £ € L*}.

Portanto (L) = L* 2 (L) e dai (L) € uma face propria de L*, o que
implica (L") NirL* = 0. Assim temos que £ € (L) e £ € ir L*, o que é
uma contradi¢ao. Logo £(v) =1 somente para v € L.

6.4 Geodésicas em grupos de Lie

Existe uma classe de variedades diferenciaveis que é muito importante em
geometria diferencial, que sao os grupos de Lie [23]. Um grupo de Lie G é
uma variedade diferenciavel munido com uma estrutura de grupo de modo
que as operagoes de grupo sao diferenciaveis. Com essa estrutura garanti-
mos um isomorfismo entre os planos tangentes da variedade. Podemos usar
esta identificagcao entre espagos tangentes para obter estruturas que sao in-
variantes pelas translagoes a esquerda. Em particular, podemos considerar
estruturas de Finsler de classe C° onde as bolas unitarias estejam identifica-
das através das translagoes a esquerda. Essas sao as estruturas de Finsler de
classe CY de G que sdo invariantes & esquerda, que sao de tipo Pontryagin.

O principal resultado é o Teorema onde dado um extremal x(t) com
2'(0) sendo um dos vértices da bola unitaria Brle] e (2/(0))* no interior de
uma face maximal de (Bp[e])*, temos que localmente 2'(¢) é um vértice de
Brlz(t)] e 2(t) é uma geodésica.

Vamos iniciar a se¢ao com um pouco de teoria bésica.
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Definicao 6.4.1 Um grupo de Lie G é uma variedade diferencidvel munido
com a operagao produto (r,z) € G x G +— xz € G que é diferencidvel. A
aplica¢io L, : G — G definido por L,(z) = xz é denominada translagdo a
esquerda em G. De forma andloga temos R,(z) = zx a transla¢ao a direita
em G.

Como a operagao produto é diferenciavel, entao d(L,), : T.G — T,.G
¢ um isomorfismo entre espacos tangentes. Em particular, se z = e é o
elemento neutro de (G, entao temos um isomorfismo de 7,G para cada espaco
tangente T,G.

Definicao 6.4.2 Seja G um grupo de Lie e munido com uma estrutura de
Finsler F.

o Um campo vetorial X em G € dito invariante o esquerda se
d(Ly)=(X(2)) = X (z2),
para todo x,z € G;

o Diremos que a estrutura de Finsler F' € invariante a esquerda se
F(Z’Z, (de)Z(y)) = F(Za y)a
para todo v,z € G ey € T,G.

Definicao 6.4.3 Uma dlgebra de Lie g € um espago vetorial V' sobre R mu-
nido de wma operagao bindria [-,-] : V. x V. — V que satisfaz as sequintes
propriedades

e Para todo \,a € R ex,y,z € g tem-se
Az + ay, z] = Mz, 2] + aly, 2] e [z, \x + ay] = Az, 2] + oz, y];
o [z,y] = —|y,x] para todo x,y € g;
o A identidade de Jacobi
[z, [y, 211 + [y, [z, 2] + [z, [2,9]] = 0
para todo x,y,z € @.

Sejam G um grupo de Lie e X,Y campos invariantes & esquerda em G.
O campo vetorial [X,Y] = XY — Y X ¢é invariante a esquerda em G. Dessa
forma podemos definir uma algebra de Lie de um grupo de Lie G.
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Definigao 6.4.4 A dlgebra de lie g do grupo de Lie G € o conjunto dos
campos vetoriais invariantes a esquerda munido com a aplicagio [X,Y]| =
XY =YX, que também ¢ um campo invariante a esquerda. Com isso, g
pode ser identificado com T.G munido com a opera¢ao

[X(e), Y(e)] = [X, Y](e),

onde X eY sao os campos invariantes a esquerda em G tais que seus vetores
em e sao X(e) e Y(e) respectivamente.

Proposicao 6.4.5 g é uma dlgebra de Lie.

Nesta subsecao queremos demonstrar o seguinte teorema

Teorema 6.4.6 Seja G um grupo de Lie munido com uma estrutura de Fins-
ler poliedral F invariante & esquerda. Seja (x, ) : (—e, €) — T*G um extre-
mal de Pontryagin de (G, F) tal que x(0) = e, 2/(0) € um vértice da esfera
unitdria Sp e a(0) pertence ao interior relativo da face mazimal propria dual
a 2'(0). Entao existe § > 0 tal que

1. 2'(t) € o vértice d(Lyw))e(2'(0)) da esfera unitdria em TG para todo
t e (—0,0);

2. x|_s4 € minimizante.

Primeiramente vamos apresentar resultados e observagoes que nos ajuda-
rao a demonstrar o teorema.

Teorema 6.4.7 Grupos de Lie munidos com estruturas de Finsler F de
classe C° invariante o esquerda sao do tipo Pontryagin. Sua regiao de con-
trole C' € a esfera unitdria Sp(0,1) C T.G e o campo de vetor X, corres-
pondente a u € Sp(0,1) € o campo invariante a esquerda tal que X, (e) = u

(vide [20)]).

Teorema 6.4.8 (Teorema do fluxo tubular) Seja X um campo de vetores
suave em uma variedade diferencidvel M e p € M tal que X (p) # 0. Entao
existe um sistema de coordenadas (x',...,x™) em uma vizinhang¢a U de p tal

o .
que X|,; = py) (vide [Z])]).
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Observagao 6.4.9 Seja (x',...,2™) um sistema de coordenadas em um aberto
U de M e considere o sistema de coordenadas (x', ..., x™ y',...,y™) correspon-
dente em TU. Seja (U, F) uma variedade de Finsler de forma que F € uma
norma assimétrica constante para todo x € M, ou seja,

F(x1, (y', . y") = Fa2, (¥ .. y™))

para todo x1, s € U. Entdo as geodésicas em (U, F) sao as linhas retas, pois
a equacao das geodésicas neste sistema de coordenadas fica & =0 (vide [{)]).

Proposicao 6.4.10 Sejam V um espago vetorial n—dimensional, B C 'V
um subconjunto convexo, fechado e limitado com 0 € intB e S = 0B. Entao
existe uma norma assimétrica F em V' de forma que Sp(0,1) = S.

Demonstragao: Para todo v € V — {0} existe A > 0 tal que \v €
B, pois 0 € intB. Como B é compacto, considere A\, > 0 tal que A\, =
mMax)e(0,00){ AV € B}. Assim podemos definir

F:V —-R"

v»—>{F<U>:1/>\U’ se v # 0
F(v)=0,sev=0

Note que F|; <1, pois A, > 1 para todo v € B — {0}.
Temos que F' é uma norma assimétrica. De fato:

e [(v) =0 se e somente se v = 0 pela definicao de F;
e Sejam o > 0 e v € V # 0 arbitrarios. Temos que A\, = 1/a - A, e dai

1 1
)\OCU )\U

F(av) =

I
Q

|
I
Q
~
=

Logo F' é positiva homogénea.

Para provar a desigualdade triangular, primeiramente vamos analisar uma
propriedade de F'. Seja AB = {\v;v € B} com A > 0. Temos que

Flp <A (6.14)

pois F' & positiva homogénea.
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e Sejam u,v € V arbitrarios. Caso u ou v seja o vetor nulo, entao a
desigualdade triangular é trivial. Suponha que u,v sejam ambos nao
nulos. Como F' é positiva homogénea entao podemos considerar u € B
e v € S multiplicando ambos pela mesma constante positiva caso seja
necessario. Seja w = A,u € S. Como A, > 1, entdo 1/(\, +1) < 1/2.
Temos que u+ v € (1/A, + 1) B, pois

(u+v) i—1—1 _I—L(Au)—i— 11— ! v
Au A+ Ao+ 1

1 (1 1
= w — .
Ay +1 A+ 1
Observe que a tltima equacao é um vetor de B, pois é uma combinag¢ao
convexa de w e v. Assim temos por (6.14)) que

F(utv) < %UH = %F(w)+1F(v) —F (ﬂ) FF(v) = F(u)+F(v).

Pela forma que definimos F' temos que
Sp(0,1)={veV;Fv)=1/A\, =1} ={veV, A\, =1} CS.

Agora suponha por absurdo que exista v € S — Sp(0,1). Entao A\, > 1.
Por outro lado sabemos que A\,v € S. Como 0 € intB, entao existe um raio
r > 0 tal que By (0,7) C B, onde || - || é uma norma euclidiana. Considere
a fungao ¢ : By (0,7) =V

1 1 1
w = p(w) = 1—)\— w—l—)\—)\vv: 1—)\— w + v,

para todo w € By (0,r). Como a fungao é uma combinagao convexa de
elementos de B entao ¢(w) € B. Mais ainda, temos que ¢ ¢é bijetora pois
e 1) = Ao/ — 1)) (1 — 0),

Temos que By (v,7(1 —1/A,)) C im ¢ pois ¢ (B (v,7(1 = 1/X,))) C
By1(0,7). De fato, se u € By (v,7(1 —1/X,)), entao

A A Ay — 1
—1 o v N v v _
ol = 52l = ol < 2 (72 ) =

Assim v € S pois By (v,r(1 —1/X,)) C B e portanto v € intB, o que
contradiz v € S — Sp(0,1).
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Proposicao 6.4.11 Seja B C R™ um poliedro limitado com 0 em seu inte-
rior, S = 0B e x € S um vértice. Entao existe uma bola fechada By [p,r] C

R™ de forma que B C By [p,r] e SN S (p,r) = {z}.

Demonstracao: Como translacoes e rotagoes sao isometrias em R", po-
demos considerar sem perda de generalidade que z = (x!',0,...,0) em R"
com z; > 0. Além disso, se H, = {(z!, 2%, ...,2"); 2%, ...,2" € R}, pode-
mos supor que SN H, = {z} e B C H_, onde H_ {(.Tl,l'g, X)) T <
lexy,..,x, € R}

Como queremos que By [p,r] C Hy e S)(p,r) N Hy = {z}, entao o
centro da bola fechada tem que ser escrito como p = (p,0, ...,0) com p' < z!
e raio rp, = ||z — p|| = 2! — p'. Durante esta demonstragao, sempre que nos
referirmos ao raio de bolas e esferas euclidianas, estara subentendido que seu
centro p estd no eixo z! e r, = z! — pl.

Seja W a uniao das faces que contém z e my, (W) sua proje¢ao ortogo-
nal em H,. Considere By (z,€) uma vizinhanca de z em R", com € > 0
pequeno o suficiente. Para os nossos propositos, escolher € > 0 tal que
By(z,e) NS € W e Bjz,e] N Hy C 7, (W) é o suficiente. Denote
V' = By |(z,e) N S. Vamos separar S em duas partes: V e S — V. Primei-
ramente, vamos determinar uma bola euclidiana aberta Bj.||(¢,74) que cobre
S — V. Depois vamos determinar uma bola euclidiana fechada By [p, ] que
cobre a vizinhanca V' de  em S de forma que S).(p, ) intersecta S somente
em .

Considere a familia de bolas abertas {By.|(p,7,);V p* < z'}. Como essa
familia cobre o conjunto compacto B — B(x,€) entao existe ¢ = (¢*,0, ...,0)
com ¢' < z! tal que B — B(z,€) C By (¢,r,). Portanto

(B — B(z,€)) NSy (p,rp) = 0,
para todo p' < ¢'.

Sejam a, o funcional tal que a,|y; =1ee = (1,0,..,0) € R". Assim
temos a,(z) = x'ale;) = 1 e a,(y) < 1 para todo y € B — {z}. Sejam
T € SH.H(x, €) N H, qualquer, t. a reta que passa pelo ponto z. com vetor
diretor e;. Note que se um ponto p no eixo x! é tal que z* — p! > €, entao
te intercepta S e S| |(p,,) em dois pontos. Denote por y. e z. os pontos em
SNt e S).(p,r,) respectivamente que estao mais préximos de z.. No que se
segue, determinaremos p de modo que S)(p,r,)NS = {x} e B C By (p, 7).
Para z, estar entre y. e x. é necessario e suficiente que a,(z.) — a,(y.) > 0,
que pode ser reescrito como

ax(x€ - y€) = ax(xe) - ax(yﬁ) > O‘oc(xe) - a:c(ze) = O./(Qfe - Ze)'
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Seja m(z.) = zle; a projegao ortogonal de z. no eixo x'. Considerando o
triangulo retangulo formado por p, z., m(z) e o fato que |[p — z|| = r, e
[2e = 7(20)|| = [|7e — 2|| = €, temos que p — 7(z.) = /72 — €%e; € T — 2 =

TP_\/W rp—\/rﬁfe?rpjt T2 — € 1 €2
a(@e—2) = zl B ! rot /12— alr, 4+ \/rI—é
(6.15)
Note que vale também para todo 0 € (0, €) no lugar de e.
Por outro lado temos
Oéa:(zﬁ) - ax(ye) = 0530(3:6 - ye) = (xl - yel)/ml (616)

Agora variando z. ao longo do compacto S).(z, €) N H, basta tomar p de
forma que

in {o( > - a
min y(Te — Ye S —
VZ‘GGSH.H(Z‘,E)HHQ; xl Tp + T-g _ 62

= (T — 2¢). (6.17)
Para § € (0,¢) e ys € ts NS arbitrarios, existe y. de forma que ys =
8y + (1 — )2 Do mesmo modo, z5 = ¢z, + (1 — ¢)z. Dessa forma temos

(s — us) = Seul ) (6.13)

Por outro lado como 0 < § < € entao r, + 7"12, — 02>, + 1"12, — €2 e assim

1 1

< .
2 _ 52 2 _ 2
Tp+ /Ty — 0% Tyt \fTh—¢€

(6.19)

Pelas equagoes ((6.15)), (6.16]), (6.17)), (6.18) e (6.19) temos

52
1
ap(zs —25) & =
P) P)
Ty + rp—é
<5 €2
p P) p)
€ry + T, —€
)

- Eaz(xe - ye) : xl - Oéz(ZE(g - yé) . xl'

Com isso zs esta entre ys e x5, o que implica V N .S).(p,1p) = {x}. Mas ja
mostramos que (S — V) C By (p,7p), 0 que implica (S — V) N S| (p,1p) =
0. Logo S NS (p,rp) = {x}. Além disso S — {z} C By (p,7p), pois
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(S —=V) C Byyp,rp) e ys < z3 < x§ para todo 6 € (0,¢) e ys € V — {x}.
Dai S C By [p, 73], e concluimos que B C By [p, ;] pois B é combinagao
convexa dos elementos de S.

Agora podemos prosseguir para a demonstragao do Teorema [6.4.6

Demonstragao: Sejam ug, ..., uy os vértices de Sp, com 2/(0) = u;. Fixe-
mos uma base (e, ...,e,) em g tal que e; = uy e u; = ule; satisfazendo

uj < 1 para todo i = 2,...,k. Seja (x',...,2") um sistema de coorde-
nadas em uma vizinhanca U de e tal que e = (0,0,...,0), ¢; = ai,- (e)

para todo i = 1,..,n e (dL,).(e1) = z(z) para todo z € U (vide Teo-
rema . Pelo Teorema podemos identificar a regiao de controle
S™=1 com a esfera unitaria Sr(e), portanto podemos escrever simplesmente
u = (u',...,u") € Sp(e). Como F é uma estrutura de Finsler poliedral invari-
ante a esquerda entao Sp(e) e d(L;).(Sr(e)) = Sr(x) s@o poliedros isomorfos
pela Proposicao Portanto se u é um vértice de Sg(e) e z € U entao
d(Ly)e(u) = wbi(x) 9 ¢ um vértice de Sp(r), onde Vi(x),i,5 = 1,...,n sdo

Ox?
fungdes suaves definidas por d(L,)c(e;) = bl(x r) 2 ().

Agora vamos olhar para o dual SF*( ) de Sp(e). Como «(0) estd no
interior da face maximal (u;)*, entdo temos (a(0))(u1) =1 e (a(0))(u;) <1
para i =2, ..., k. Como «(t) é continuo entao existe 6 > 0 de forma que

o(t)d(Lyy)e(u] ej) oy (t)da” (ufbé(x(t))%) = ozl(t)ugbé(a:(t)) <1

para todo i = 2,....,k e t € (—0,0), pois a(t) e bl(x(t)) sdo continuas. Logo
a(t)d(Lyw)e(ur) = 1, pois a(t) ¢ maximizado pelo menos por um dos vértices.
Dessa forma temos que /() = d(Lyw)e(u1) = (1,0,...,0) e a(t) pertence
ao interior da face maximal propria (d(La))e(u1))*. Em particular x(t) =
(¢,0,...,0).

Agora considere o campo invariante a esquerda X em G correspondente
a 2'(0) = u; € g. Através das proposicoes [6.4.10] e [6.4.11} existe uma norma
assimétrica fortemente convexa F de classe C® em g — {0} tal que I < F g

com a igualdade somente valendo em X (e) = 2/(0). Veja que F' é a norma
assimétrica satisfazendo B[0,1] = B [p,r]. Note ainda que podemos su-
por Bz[0,1] C {(y*,...,y") € g;y' < 1}. Considere a estrutura de Finsler
F(zt, 2™yt . y") = F(y',...,y"), ou seja, a estrutura de Finsler cons-
tante igual a I em U. Note que F(e,uy) = 1 e F(e,u;) < 1 para todo
1 = 2,...,k. Com isso, existe uma vizinhanca V de e contida em U tal que

F(x,d(Ly)e(u1)) = 1 e F(z,d(Ly)e(u;)) < 1 para todo i = 2,....k. Mas
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d(Ly)e(u;), para todo i = 1, ..., k, sdo os vértices de Sp(z,1) e todos os pon-
tos de By[z, 1] sdo combinacoes convexas dos seus vértices. Logo F(z,y) < 1
para todo y € Bp[r,1] C T,G, com a igualdade valendo se e somente se y
é um maltiplo néo negativo de d(L,)c(u;). Portanto F < F em TV, com a
igualdade valendo somente na direcao e sentido de X.

Sabemos que em estruturas de Finsler constantes, a curva t — (¢,0, ...,0)
¢ uma geodésica em (U, F) pela Observacio . Mas a mesma curva
t — (t,0,...,0) é a curva integral z de X. Considere lr e [z a funcdo
comprimento nas normas assimétricas F' e F respectivamente. Seja o su-
ficientemente pequeno tal que Bgle,d] C V e considere ¢’ = /3. Lembre-se
que

Bple, 8] = {(a', .., a™); F(a, ...a™) < 6}
Note que z[_j 5 € minimizante em (V F), pois x([ ', ¢']) € uma geodésica
radial de B l (=6"),28") C Bj 7le, 0] e portanto minimizante (vide [4], Teo-
rema 6.3.1). Logo z[_ 5 ¢ uma curva minimizante em (V,F). De fato,

considere ¢ — z(t) uma curva absolutamente continua em M que conecta
x(—d") a x(d') e tal que

/F(z(t), 2 (8))dt < o.

Entdo t — F(z(t), 2'(t)) ¢ integravel pois ela é mensuravel e F(z(t), 2/ (t)) <
F(z(t),2'(t)). Temos dois casos para considerar.

e O caminho z esta inteiramente contido em Bjle,d]. Como F < F em
V entao

lp(2) 2 1p(2) = lp(2| s 51) = lr(2|_s 5),
com a igualdade valendo se e somente se z é uma reparametrizagao
positiva de z|_5 5
e O caminho z nao esta contido em Bj[e,d]. Considere [a,b] o dominio
de z com z(a) = z(—=0") e z(b) = z(d'). Seja s € [a,b] de forma que
s = max{t € [a,b]; 2([a,t]) C Bple,d]}. Assim temos
lp(z) > lF(Z|[as]) > 1p( 2| as]) ~(x|[_5,’5,]) = lp(x|[_5,’5,])
e z nao é minimizante.

Logo x|[7 5.5 € minimizante em (G, F), esta parametrizado por comprimento
de arco e portanto é geodésica. ]

E claro que o Teorema m também vale se x(0) = p € GG, mas ele foi
enunciado assumindo z(0) = e pela facilidade na notagao da sua demonstra-
¢ao. O teorema a seguir é valido, pois F' é invariante a esquerda.
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Teorema 6.4.12 Seja G um grupo de Lie munido com uma estrutura de
Finsler poliedral F' invariante o esquerda. Seja (z,a) : (—e€,€) — T*G um
extremal de Pontryagin de (G, F) tal que x(0) = p, 2'(0) € um vértice da es-
fera unitdria Sg e «(0) pertence ao interior relativo da face mazximal propria
dual a 2'(0). Entao existe 6 > 0 tal que

1. 2'(t) € o vértice d(Lyy)ed(Ly-1),(2'(0)) da esfera unitiria em TyyG
para todo t € (—6,0);

2. x|_s5 € minimizante.
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Apéndice

A Integral de Lebesgue em R

Existem vérias medidas em R. O nosso enfoque sera trabalhar com a
medida de Lebesgue apresentado em [|2I],cap. 2]. Para isso vamos construi-
la.

Definicao A.1 A medida exterior de um conjunto S C R € uma funcao \*
—+ ‘
que leva S +— R definido por

=inf{> |b; —a;; S € ( J(a;, b))}
j=1 J=1

A medida exterior satisfaz as sequintes propriedades:
o \(0) = 0;
e Se S CTCR, entao \*(S) < X (T);

N (Unen Sn) < D nen A*(Sn) para toda colegao enumerdvel {S,} de sub-
conjuntos de R;

e Se I CR € um intervalo, entao \*(I) € igual ao comprimento de I.

Infelizmente a medida exterior nao ¢ uma medida como é visto em [21].
Para isso devemos restringir o conjunto onde calculamos a medida exterior

Definigao A.2 Denote por L(R) a coleg¢ao de subconjuntos A de R de forma

que
A(S)=A(SNA) + A (SN (R —A)), para todo S C R.

O conjunto A € ﬁ(_ ) € Lebesgue mensurdvel ou somente mensurdvel. A
fungao X : L(R) — R definida por \(A) = \*(A) € a medida de Lebesque em
L(R).
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Um conjunto A € L£(R) é um conjunto de medida nula se A(4) = 0. Uma
propriedade P é satisfeita quase sempre em I ou para quase todo t € I, se o
subconjunto N C I cuja a propriedade P falha tem medida nula.

Caso o interesse seja nos conjuntos mensuréaveis contidos em um subcon-

junto S de R, podemos definir £(S5) = {ANS;A e L(R)}.

Definicdo A.3 Seja I C R um intervalo. Uma funcgio f: I — R € mensu-
rdvel se, para todo a € R, temos que f~'([a,o0]) € L(I).

Definicao A.4 Seja S um conjunto qualquer e A C S, entdo a func¢ao ca-
racteristica de A € a fungio X : S — R definida por

lsexe A
X =
a(x) {OsemES—A

Definicao A.5 Seja I C R um intervalo. Uma funcao f: 1 — R é simples
se existem {Ay, ..., Ax} C L(I) e{cy,...,c} CR de forma que

k k
f:ZCjXAj € I:UA]
i=1 i=1

A integral de uma funcgdo simples f que se anula fora de um subconjunto com
medida finita € definida por

k
/IfdA = ; cA(A;).

- . . . =+ , .

E possivel aproximar uma funcao f : I — R mensuravel por uma sequén-
cia crescente de fungoes simples e positivas que se anulam fora de um conjunto
de medida finita. Dessa forma é definido

/]fd)\ :sup{/lgdk}

onde g é uma funcao simples que se anula fora de um conjunto de medida
finita, com 0 < g(t) < f(t) para todo t € I.

Para uma fungdo mensuravel f : I — R qualquer, sejam I+ = f~1([0, oo])
e I~ = f7!([~00,0]). Defina

ffx) =X f(z) e f(x)=-Xf(x)

/Ifd)\:/lf+d)\—/lf_d)\ (20)

A equacao é a integral de Lebesgue de f.
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Definicdo A.6 Seja I C R um intervalo e f: 1 — R.

(i) Se pelo menos f[ frdX\ ou f[ f=dX\ for finito, entao a integral de Le-
besque de f existe mas pode ser infinito. Caso contrdrio a integral de
Lebesgue de f nao existe

(ii) Se ambos fI frdX\ e fI f=d\ sao finitos, entdao f € Lebesque integravel
ou simplesmente integrdvel .

(it) Se para todo intervalo compacto J C I, a fungao f|; € integrdvel, entao
f € localmente integrdvel

(iv) Se existir M > 0 de forma que o conjunto {t € I;|f(t)] > M} tem
medida nula, entao f € essencialmente limitado e € denotado

essstlel? |f(t)] =inf{M € R; X({t € I;|f(t)| > M}) = 0}.

(v) f € uma funcao absolutamente continua se existir uma fungao local-
mente integravel g e tg € I de forma que

Entao f'(t) = g(t) para quase todo t € 1.

Teorema A.7 Considere uma fungao f : I — R. Se existir uma funcio
localmente integravel g : I — R e algum ty € I de forma que

f() = / 9l 1.
[to,t]

para todo t € I, entao f € localmente absolutamente continua.

As fungoes absolutamente continuas sao como as fungoes que satisfazem o
teorema fundamental do Célculo para a integral de Lebesgue. Se uma fungao
absolutamente continua tem a derivada nula quase sempre, entao a funcgao é
constante.

Definicao A.8 Seja I C R um intervalo e f : I — R localmente integrdvel.
Um ponto ty € I é um ponto de Lebesque de f se

to+e
nmi/ F(t) — f(to)|dt = 0.

0—€
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Teorema A.9 Seja I C R um intervalo e f : I — R localmente integrdvel.
O complementar do conjunto de pontos de Lebesque f tem medida nula.

. ~ . . n
Daremos as mesmas classificagoes acima para uma funcao f : I — R

quando as fungoes componentes f; = m; o f satisfizerem as condi¢oes corres-
pondentes.

B Funcao Bump

Seja f : A — R uma funcao definida em um espago topologico A. O
suporte de f, denotado por supp f, é um subconjunto de A definido como

supp f = {p € A; f(p) # 0}.
Se U C A satisfaz supp f C U, diremos que f é suportado em U.

A seguinte proposic¢ao é o coroléario 2.19 de [15]

Proposicao B.1 Seja M uma variedade diferencidvel. Para todo subcon-
gunto fechado A C M e qualquer conjunto aberto U contendo A, existe uma
funcao diferencidavel f: M — R de forma que f =1 em A e supp f C U.

A funcao f definida acima é chamada de funcao bump em A.

Definigao B.2 Sejam M uma variedade diferencidvel, A # () um subcon-
junto de M e uma funcao f: A — R. f € uma funcao diferencidvel se exis-
tirem um aberto U de M contendo A e uma func¢ao diferencidvel g : U — R
de forma que g|, = f.

Lema B.3 Sejam M uma variedade diferencidvel e f uma funcgao diferen-
cidvel definido em um fechado A C M. Para todo aberto U de M contendo A

existe uma funcio diferencidvel f € D(M) tal que f L fl4 e supp fcu.

Demonstracao: Como f é uma funcgao diferenciavel, por definigao existe
um aberto W/ € M com A C W’ de forma que [ esta definida em W' e é
diferenciavel. Como A C W/ NU é aberto, entao sem perda de generalidade
podemos considerar W = W' N U em vez de U.

Pela proposicao acima existe uma fungao bump ¢g : M — R em A supor-
tado por TW. Assim defina f como

s Ja) - f(p)sepeW;
f(p)_{osepgzw.
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Dessa forma temos que f =gl fla=1-fl e
A

supp f = {p € M;g(p)f(p) # 0} = {p € M;g(p) # 0} N {p € M; f(p) # 0}

C{pe M;g(p) #0}n{p € M; f(p) # 0} C {p € M;g(p) # 0}
=suppg C W CU.

Observe que f(p) = g(p) - f(p) ¢é diferenciavel em todo p € W pois é produto
de funcdes diferenciaveis. Por outro lado f (p) é diferenciavel em todo p €
M —supp g pois f (p) = 0 nesses pontos. Entao f (p) é diferenciavel no aberto
WU (M —supp g) D WU (M —W) =M, o que conclui a demonstragao. m

A funcao estar definida em um fechado A é uma condicao necessaria. De
fato, considere M = R e f(z) = —5 definido em A = (—1,1). Considere

1—22

A = U. Entdo ¢ claro que nao existe f : R — R diferenciavel com f| = f
A

pois

lim f= lim f= lim = +00.

pol1— p—l- po1- 1 — 22
Corolario B.4 Sejam M uma variedade diferencidvel e U = (x4, ..., x,,) uma
vizinhanga coordenada de M. Considere w uma k—forma definida em um
fechado A contido em U e escrita como >, wrdz'. Seja & a fungdo definida

!
o= § ordit
I

com @y e T, ..., " resultantes da aplicacdo do Lema nas fungoes dife-
rencidveis wy e x',...,x" respectivamente e dx' = di" A ... A dT™*, com I =
{i1, ..., i }. Entao @ é uma k—forma de M com &|, = w|, e supp & C U.

Demonstragao: Como w é uma k—forma definido em A, entao as fungoes
wr e dx! = dx™ A ... A dz® estdo definidas em A. Podemos aplicar o lema
para construir @; e dz' de forma que

Oy =wr e d:Z'iq‘A = dz's

para todo ¢ € {1,...,k}. Como cada dz's ¢ um funcional linear em 7T,M e
Wy & diferenciével, entdo @ é uma k—forma com da’ = dz’ A ... A dz™*. Por
outro lado temos

!

’
(ZJ]A:Z @I\AdiI|A:Zw1d:cI:w.
T

I
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C Variedades Diferenciaveis

Nesta secao apresentamos a teoria basica de variedades diferenciaveis

(vide [7]).

Definicao C.1 Uma variedade diferenciavel de dimensao n é um conjunto
M e uma familia de aplicagoes biunivocas ., : V,, C R" — M de abertos V,
de R™ em M tais que

1. U, (Vo) = M;

2. Para todo par o, 8 com xo(Va)Nag(Vz) = W # 0, os conguntos x,* (W)
e ' (W) sao abertos em R™ e as aplicagoes x,' oxg sio diferencidveis;

3. A familia {(V, x,)} € mdzima relativamente as condigoes 1 e 2.

O par (Va, x,) com p € x,(V,) = U, € uma parametrizagao local (ou sistema
de coordenadas) de M em p; U, é chamado de vizinhanga coordenada de
p; Uma familia {(V,,x,)} satisfazendo as condigoes 1 e 2 é chamada de
estrutura diferenciavel em M.

Observacao C.2 Uma estrutura diferencidvel em M induz uma topologia
em M ao definir que A C M e aberto se x,' (ANU,) € um aberto de R" para
todo o.

Definicao C.3 Sejam M"™ e N™ wvariedades diferencidveis de dimensao n
e m respectivamente. Uma aplicagao ¢ : M™ — N™ ¢ diferencidvel em
p € M™ se dada uma parametriza¢ao local y : V. C R™ — N™ em o(p),
existe uma parametrizacio : U C R" — M™ em p tal que p(x(U)) C y(V)
e a aplicagao

ylopox:UCR* = R"

¢ diferencidvel em 7' (p). ¢ € diferencidvel em M™ se ¢ e diferencidvel em
todos os pontos de M™.

Definicao C.4 Sejam M™ e N™ wvariedades diferencidveis. Uma aplicagao
@ M™ — N™ ¢ um difeomorfismo se ela é diferencidvel, bijetora e =1 é
diferencidvel. ¢ € um difeomorfismo local em p € M™ se existem vizinhang¢as
U dep eV dep(p) tais que o : U — V' é um difeomorfismo.

Observacao C.5 Em particular, a parametrizacao local x : 'V C R" —
?(U) C M é um difeomorfismo. Assim defini¢coes e propriedades locais en-
volvendo a topologia e a estrutura diferencidvel em R™ podem ser estendidas
para variedades diferencidveis.
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Definicao C.6 Seja M uma variedade diferencidvel e p € M. O espago
tangente T, M € o conjunto de classes de equivaléncia de curvas diferencidveis
v (—€€) = M tais que ¥(0) = p. Duas curvas v, e yo sao equivalentes se,
para toda fungao diferencidavel f: M — R,

d d
- t) = — t)).
i, S0 =g F0a0)
Observagao C.7 Seja (z',...,2") um sistema de coordenadas definido por

uma parametrizacao local em uma vizinhanga de p. A base natural do espaco
tangente T,M € dada pelos vetores {8%1, e 8%1}, definidos como derivadas

direcionais ao longo das curvas coordenadas.

Se M ¢é uma variedade n-dimensional, entao 7,,M ¢ um espaco vetorial
n—dimensional.

Proposicao C.8 Sejam M"™ e N™ wvariedades diferencidveis e ¢ : M™ —
N™ uma aplicagao diferencidvel. Para cada p € M"™ e cada v € T,M",
escolha uma curva diferencidvel o : (—€,€) — M™ com a(0) =p e /(0) = v.
Considere a curva = @ oa. A aplicagao dyy, : T,M"™ — T, N™ dada por
de,(v) = B'(0) € uma aplicagdo linear que nao depende da escolha de . A
aplicacao dy, € chamada de diferencial de ¢ em p.

Demonstracao: Vide Proposigao 2.7 de [7]. u

Definicao C.9 O fibrado tangente de uma variedade diferencidvel M € o
conjunto T'M = UpeM T,M, onde cada T,M € o espago tangente em p. Este
congunto possui uma estrutura de variedade diferencidvel de dimensao 2n,
com uma projecao natural ™ : T'M — M, que associa a cada vetor tangente
v € T,M o ponto base p.

Definigao C.10 O fibrado cotangente de uma variedade diferencidvel M ¢é o
congunto T*M = UpeM Ty M, onde TyM € o espago dual do espago tangente
T,M. A proje¢io candnica 7 : T*M — M associa a cada 1-forma em T7 M,

o seu ponto base p € M.
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