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RESUMO

Edmunds e Evans, em [5], obtém representagao andloga a representacao de Schmidt
para um operador compacto 7' : X — Y quando X e Y sao espacos de Banach reflexivos,
estritamente convexos e com duais estritamente convexos. Ainda, Silva et al., em [27],
definem a representacao de Schmidt para um operador bilinear 7' : H; x Hy — K, onde
H,, Hy e K sao espacos de Hilbert separaveis sobre o corpo dos niimeros reais, definem
os autovalores ordenados de um operador T : H; x Hy — K bilinear e provam que se T’
é compacto, tal que satisfaz o método da ordenacao dos autovalores, entao 7' tem uma

representacao de Schmidt.

Com base em James, [12], e em Alber, [I], Edmunds e Evans fazem uso do conceito
da ortogonalidade no sentido de James para suplementar o problema da nao existéncia
de produto interno entre espagos de Banach nao Hilbert. Temos que esse conceito nao
se estende naturalmente para o produto cartesiano entre espacos de espagos de Banach,
bem como o subespago anulador de subespagos do produto cartesiano entre espacos de
Banach. Nesse sentido, apresentamos defini¢oes e obtemos resultados necessarios para
expressar uma representagao analoga a obtida por Silva et al. para operadores bilineares
completamente continuos 7' : X XY — Z, onde X, Y e Z sao espacos de Banach sobre
o corpo dos numeros reais, uniformemente convexos e uniformente suaves. Mostramos
também que tal representacao pode ser obtida fazendo uso da teoria do produto tensorial
entre espacos vetoriais. Por fim, baseado em Ruch, [23], apresentamos condigoes explicitas
para que um operador 7' : X xY — Z com X, Y e Z espagos de Banach uniformemente

convexos e uniformemente suaves seja infinito-nuclear.

PALAVRAS-CHAVE: Operador Bilinear, Representacao de Schmidt, Espaco de Ba-

nach, produto tensorial, infinito-nuclear.



ABSTRACT

Edmunds and Evans, in [5], obtain a representation analogous to the Schmidt represen-
tation for a compact operator T': X — Y when X and Y are reflexive Banach spaces,
strictly convex and with strictly convex duals. Furthermore, Silva et al., in [27], define the
Schmidt representation for a bilinear operator T : H; x Hy — K, where H;, Hy and K
are separable Hilbert spaces over the field of real numbers, define the ordered eigenvalues
of a bilinear operator T : Hy x Hy, — K and prove that if T" is compact, such that it
satisfies the eigenvalue ordering method, then 7" has a Schmidt representation. Based on
James, [12], and Alber, [I], Edmunds and Evans make use of the concept of orthogonality
in James’s sense to supplement the problem of non-existence of inner product between
non-Hilbert Banach spaces. We have that this concept does not extends naturally to the
cartesian product between spaces of Banach spaces, as well as the subspace-eliminator of
subspaces of the cartesian product between spaces of Banach. In this sense, we present
definitions and obtain results necessary for express a representation analogous to that
obtained by Silva et al. for bilinear operators completely continuous 7" : X x Y — Z|
where X, Y and Z are Banach spaces over the field of real numbers, uniformly convex and
uniformly smooth. We show also that such representation can be obtained using tensor
product theory between vector spaces. Finally, based on Ruch, [23], we present explicit
conditions for an operator T': X x Y — Z, with X, Y and Z Banach spaces uniformly

convex and uniformly smooth is infinite-nuclear.

KEYWORDS: Bilinear Operator, Schmidt Representation, Ba nach Space, Tensor Pro-
duct, Nuclear Infinity.



LISTA DE SiMBOLOS

X*. Dual topoldgico de X.

[z].  Espago gerado por z.

(-,)x - Produto escalar na dualidade X e X*.

@. Soma direta.

/.  Soma ortogonal de James.

kx. Mergulho canonico de X em X™**.

L(X). Conjunto de todos os subespagos lineares de um espaco de Banach X.
AB(X xY). Espaco dos funcionais bilineares de X x Y.

AB(X x Y, 7). Espago dos operadores bilineares de X x Y em Z.

(X,Y). Conjunto dos operadores lineares compactos.

Z(X,Y). Espaco dos operadores lineares de X em Y.

£(X,Y). Espago dos operadores lineares continuos de X em Y.

£.(X,y). Espaco dos operadores r-lineares continuos de X = X; x ... x X, em Y.
— . Convergéncia em norma.

— . Convergéncia fraca.

Jx. Aplicacao de dualidade em X.

X, Coeficiente da projecao linear em X.



LISTA DE SIMBOLOS

°N.

B,.x.

Conjunto anulador de N em X, com N C X*.

Bola fechada de raio r > 0 com centro na origem de X.

Bil(X xY). Espaco dos funcionais bilineares continuos de X x Y.

Bil(X x Y, Z). Espago dos operadores bilineares continuos de X x Y em Z.

Cop.

Jx.

Espago das sequéncias numéricas {x,} tal que x,, — 0.

Aplicagao de dualidade em X com funcao gauge pu.

KBil(X x Y, Z). Conjunto dos operadores bilineares compactos.

M+

Me.

X

Sx.

X
Si1-

T™.

Ux

wpk.

m

Ortogonal de M.

Conjunto anulador de M em X*, com M C X.
Projecao métrica em X.

Esfera unitaria em X.

Projegao linear em X.

Adjunto do operador T

Bola unitaria em X.

Espaco de Sobolev.

x 17 y. x j-ortogonal a y.

Xt

Dual algébrico de X.



SUMARIO

[Resumal 5
[Abstract] 6
(Laista de Simbolos| 7
Sumario 9
(1 Introducao| 11
2_Preliminares| 17
[2.1 Geometria de espacos de Banach| . . . . . ... ... ... ... ... ... 17
[2.2  Operadores bilineares limitados e compactos| . . . . . . . . ... ... ... 24
[2.3  Produto tensorial de espacos vetoriais| . . . . . . .. ... ... ... 31
[2.3.1 Produto tensorial e linearizacao| . . . . . ... .. ... ... .... 35

[2.3.2  Tensores como formas bilineares e como aplicacoes lineares| . . . . . 37

[2.3.3 A norma projetival . . . . . .. ..o 40

2.34 Oespacodualde X®, Y. . . . . . ... ... .. ... ..., 43

[2.3.5 Bases do produto tensorial . . . . . . .. ... 46

[2.3.6  Operadores e formas nucleares bilineares| . . . . . . . ... ... .. 49

[2.3.7  Propriedade de aproximacaol . . . . . . . ... ... L. 52

[2.3.8  Reflexividade do produto tensorial| . . . . . .. .. ... ... ... 55




SUMARIO 10

[3 Representacao de Operadores Bilineares| 59
[3.1 Uma decomposicao para os espacos X, Y, X xYeZl .. .. ... .. ... 59
[3.2  Operadores bilineares completamente continuos| . . . . . .. .. ... ... 66

13.2.1 Relacio entre £7(2) e os elementos das sequéncias {& (z)}Y ; e
| IR R 89
[3.2.2  Resultado principal . . . . . . ... ..o 102
[3.3 Representacao via produto tensorial . . . . . . . ... ... ... ... 113
[4 Representacao de Operadores Bilineares Infinito-Nucleares| 119

[Referencias Bibliograficas| 128




CapiTULO 1

Introducao

Issai Schur (1875-1941) e Erhard Schmidt (1876-1959), foram importantes matematicos
conteporaneos na universidade de Berlin, sendo Schmidt orientando de doutorado de Da-
vid Hilbert, os quais desenvolveram importantes estudos e resuldos com relacao a opera-
dores lineares em espacos de Hilbert. Na literatura da area podemos ver tais resultados
expressos, por exemplo, em J. R. Retherford [21], onde define a representacao de Schur
de um operador linear limitado L : H — H, onde H é um espaco de Hilbert, e demonstra
que todo L compacto, autoadjunto e nao nulo tem uma Representacao de Schur, o qual

é definido da seguinte forma:

Definicao 1.0.1. Chamamos

> A< >y, 1, (1.0.1)
n=1

uma representacao de Schur do operador linear limitado L : H — H se as sequintes

condigoes sao satisfeitas:
1. {Aﬂ}nEN € Co,

2. {xn}, o € uma sequéncia ortonormal extendida de H, ou seja < z;,x; >=0 sei # j

e cada x; € unitdrio ou nulo para todo i € N;

3. L(x) = Z)\n < T, Ty >, Ty, para todo v € H.

n=1
A representacao de Schur é dita ser mondtona se \y > Ay > ... > 0. A. Pietsch em
[18] define a representacao de Schmidt de um operador linear limitado L : H — K, onde
H, K sao espacos de Hilbert, e demonstra que todo L compacto e nao nulo tem uma

Representacao de Schmidt.
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Definicao 1.0.2. Um numero positivo T € dito ser valor singular do operador T : H — K

se existem vetores unitdrios z € H e y € K tal que
Tx)=1y e T (y) =1z
onde T : K — H é o operador adjunto de T'. Tem-se:
T (T(z)) = T*(ry) =7(T"(y)) =7’z
T(T*(y) = T(rz)=7(T(x))=7%.

Portanto 72 é autovalor de (T*T) e (TT*). Chama-se, entao

o0
Zﬂ' < 5T >gp Y
i=1

uma representacao de Schmidt do operador T : H — K se as seguintes condigoes sao
satisfeitas:

1. (Tz) € Cg.
2. (x;) e (y;) sdo sequéncias ortonormais extendidas de H e K, respectivamente.
3. T(x) =>7°, 7 <w,x; >, y; para todo = € H.

4. Se z; # 0 e y; # 0, entdo segue que < T'(x;),y; >,= 7. Caso contrério, se pelo
menos um dos elementos x; ou y; é zero, o valor do coeficiente correspondente 7;
nao tem qualquer efeito. E portanto naturalmente assumimos que 7; = 0. E assim
obtemos < T'(z;),y; >,= 7, para i € N.

.> 0.

A representacao de Schmidt é dita ser mondtona se 7 > 75 >

Seguindo os caminhos de Retherford, Silva et al., em [26], definem a representacao
de Schur para um operador bilinear T' : H x H — H, onde H é um espaco de Hilbert
separavel sobre o corpo dos numeros reais. Algumas dificuldades, ao se passar do caso

linear para o bilinear aparecem, como a apresentada a seguir:

Se L : H — H é um operador linear limitado, autoadjunto e seja N C H, temos
L(N) C N & L(N*+) C N*t. Tal propriedade nao é herdada para os operadores bilineares.
Em [20] é mostrado que se x € H é um autovetor de T e M = [z], temos que, mesmo se

T for autoadjunto, T'(M, M) C M nao implica que T'(M=*, M+) c M*.

Para contornar tal situacao, Silva et al., definem os autovalores ordenados de um

operador T': H x H — H bilinear e provam que se T' é compacto, autoadjunto e nao nulo
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tal que satisfaz o método da ordenacao dos autovalores, entao T tem uma Representacao

de Schur.

Ainda, seguindo Pietsch em [I§], Silva et al., em [27], definem a representagao de Sch-
midt para um operador bilinear T : H; x Hy — K, onde Hy, Hy e K sao espacos de Hilbert
separaveis sobre o corpo dos nimeros reais e, analogamente ao caso da representacao de
Schur, definem os autovalores ordenados de um operador T : H; x Hy — K bilinear e
provam que se T é compacto, tal que satisfaz o método da ordenacao dos autovalores,

entao T tem uma representacao de Schmidt.

A nocao de ortogonalidade dada por uma estrutura de espago de Hilbert é crucial nas
demonstragoes das representacoes acima, assim nos deparamos com um problema imediato
e 6bvio ao tentar estender esses resultados para cobrir operadores lineares compactos T’

atuando entre os espacos de Banach.

Edmunds e Evans, no livro ”"Representations of Linear Operator Between Banach
Spaces”, [5], em que faz um compilacao de artigos publicados entre 2008 e 2013 ([6], [7],
[8], [9], [10]), obtém representacao andloga a representacao de Schimidt para um operador
compacto T" : X — Y quando X e Y sao espacos de Banach reflexivos, estritamente
convexos e com duais estritamente convexos. Para tal, faz-se uso do conceito da aplicacao
de dualidade em X (analogamente em Y) com fungao gauge i, dada por Jy : X — X*

tal que para todo x € X, Jx é o unico funcional tal que

(@, Ix () x = | Jx ()] x-

zlx, [Jx(@)lx- = pllzllx),

onde (-, )y é o produto escalar na dualidade X e X*, enquanto a funcao gauge é uma
fungao p : [0,00) — [0,00) continua, estritamente crescente e satisfazendo u(0) = 0,
lim; o p1(t) = 0o. A aplicagao Jy é dita normalizada se tem a fungao gauge pu(t) =t

para todo t > 0.
Um resultado fundamental para a obtencao da representacao é a equacao
T*JyTl'l = )\Jx.fl, (102)

com Jx normalizada, 71 € X tal que ||z1[|x = Le ||Tx|ly = [|T||¢x,y) = A [5, Proposicao

2.2.3]

Edmunds e Evans, em [5] faz uso do conceito de ortogonalidade em um espaco de

Banach com dual estritamente convexo, o qual foi introduzido por James em [12].
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Definicao 1.0.3. Seja X um espago de Banach com dual estritamente convexo. Dizemos
que © € X € j — ortogonal (ou ortogonal no sentido de James ou Birkhoff) ay € X, e

escrevemos x 19 Y, se
lz||x < ||z +tyl|lx, YteER.

Um elemento z € X é j-ortogonal a um conjunto K C X (x 17 N) se z é j-ortogonal
a todo elemento em K. Um conjunto K; C X é j-ortogonal a Ky C X se todo z € K é

jrortogonal a todo y € K,. Com isto, obtém-se os subespagos
M, = [Jxz] C X*, Xo:=°"My={reX;(z,a)y =0, a€ M} C X.
Da mesma forma para JyTx, € Y*, Ny := [JyTxi] e Yo := °N; C Y.

Em [I], Alber define a soma ortogonal de James, onde obtém uma decomposi¢ao do

espaco de Banach X e ainda prova o seguinte teorema:

Teorema 1.0.4. Seja X um espaco de Banach uniformemente convezro e uniformemente
suave e seja M um subespaco fechado de X com conjunto anulador M° C X*. Seja Jx a

aplicacao de dualidade normalizada. Entao
X=MHJ' M e X* =M [HJxM.

Além disso, tal teorema possibilita obter a decomposicao de X em soma direta, como
X = X5 @ [11] e assim definir Ty : Xy — Y3, ou seja, Ty é a restricao de T em X5, onde
desenvolve o mesmo processo e obtém-se x5 € Xo, com ||x2||x = 1 e ||Tx2|ly = ||T2]] = A2,

tendo assim Ag < A\ = A.
Repetindo o processo, obtém-se as sequéncias {\;} e {xx}, as quais os elementos sdo
chamados de j-autovalores e j-autovetores, respectivamente. Ainda, define-se as projecoes
CTAPREETED QeSS P o4

X .
Pl o X = Xpqa,

X _ Nk eX X : 5 ;
com Six =y ;& (x)x; e v — Sit @ € Xjq, onde os coeficientes sao definidos em [5],
- X X : .
pagina 76 e, Pp., tal que ||z — P (2)]| = inf{||z — zx,.,||; Tx,,, € Xg+1}. O mesmo
para Y.
Assim, se X e Y sao espacos de Banach uniformemente convexos e uniformemente

suaves, T : X — Y operador linear compacto de posto infinito, entao tem-se o resultado

[5, Corolério 2.2.23|, o qual enunciaremos como teorema:
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Teorema 1.0.5. Suponha que {S,} seja limitada. Entdo, {x,} € uma base fraca, e

portanto uma base, de % Além disso, {€X} € uma base de X°,. Em particular, se

NucT = {0}, {z,} e {5} sao bases de X e X* respectivamente. Portanto, se NucT =

{0}, . -
b X T,
T = ij (x)zj, Ta= Z A& ()y;, y; = BV
j=1 j=1 J

para todo x € X.

Ressaltamos aqui que a limitagao de {S,,} é fundamental, como visto em [7].

Nesta tese, seguindo fundamentagoes analogas as usadas por Edmunds e Evans em
[5], para o caso linear, obteremos uma representagao, em forma de série, de operadores
bilineares completamente continuos 7' : X XY — Z, onde X, Y e Z sao espacos de
Banach sobre o corpo dos ntimeros reais, uniformemente convexos e uniformemente suaves,
analoga a representacao de Schmidt para operadores compactos entre espacos de Hilbert

obtida por Silva, et al., em [27].

Observamos ainda que:

e Diferentemente do caso linear, para operadores bilineares nao se tem a equivaléncia
entre operadores compactos e operadores completamente continuos, como podemos
ver no exemplo Contudo, se X, Y e Z sao espagos de Banach, com X e Y

reflexivos, se T': X x Y — Z é completamente continuo, entao T é compacto.

e Edmunds e Evans, em [5], restringem os espagos de Banach, tratados no trabalho,
aos espacos reflexivos, estritamente convexos e com duais estritamente convexos,
mesmo fazendo uso da decomposigao obtida por Alber, em [I], onde sao feitas sobre
espacos de Banach uniformente convexos e uniformente suaves, além da necessi-
dade dos espacos serem uniformemente convexos para se ter condigoes necessarias
para algumas andlises de convergéncia, como no Teorema 2.2.14 em [5]. Desta
forma, mesmo alguns resultados preliminares necessitarem da restricao usada por
Edmunds e Evans, trabalharemos sobre os espacos de Banach uniformemente con-
vexos e uniformemente suaves. Além disso, veremos, na se¢ao de preliminares desta
tese, que um espago de Banach uniformemente convexo e unifomemente suave per-

tecem a classe de espacos de Banach reflexivos, estritamente convexos e com duais
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estritamente convexos.

A estrutura deste texto estd dividido da seguinte forma: no Capitulo 2| trazemos
estudos preliminares que fundamentam os resultados objetivados na tese. Iniciamos apre-
sentando o conceito de ortogonalidade em um espaco de Banach com dual estritamente
convexo, introduzido por James em [I2] e explorado por Alber em [I], dentre outros
trabalhos e fortemente usado em [5]. Seguimos apresentando conceitos e importantes re-
sultados sobre operadores bilineares limitados e compactos e finalizamos com uma breve
explanagao a cerca da teoria sobre o produto tensorial de espacos vetoriais. Este tultimo
item, ainda nao citado, nos foi interessante por fornecer ambiente natural para o estudo
de operadores bilineares devido as vérias identificacoes possiveis, por exemplo, a relacao
entre tensores em X ® Y, onde X e Y sao espacos vetoriais, com formas bilineares em

X x Y além da possibilidade de linearizacao de operadores bilineares, dentre outros.

Uma das motivacoes em incluir o estudo de produto tensorial foi a possibilidade de dar
uma versao, via produto tensorial, a representacao prentendida. Vimos essa possibilidade
ao nos depararmos com um comentario no artigo de Ruch [23, Observagao B], onde relata
a sugestao de um avaliador sobre a possibilidade para a demonstracao de um importante

resultado apresentado.

No Capitulo [3| apresentamos o resultado principal desta tese onde, como ja relatado,
nos baseamos nos trabalhos de Edmunds e Evans, em [5]. Obtemos diversos resultados
analogos, para o caso bilinear, aos resultados obtidos no caso linear. Apresentamos o
resultado principal na Subsegdo [3.2.2] Teorema [3.2.33 o qual é o andlogo ao Teorema
1.0.5, citado acima. Finalizamos o capitulo dando uma versao, via produto tensorial,

deste resultado.

No Capitulo , baseado em Ruch, [23], em especifico no Teorema 9 deste referido artigo,
apresentamos condigoes explicitas para que um operador 7' : X XY — Z, com X, Y e Z

espagos de Banach uniformemente convexos e uniformemente suaves seja infinito-nuclear.



CAPITULO 2

Preliminares

2.1 Geometria de espacos de Banach

A derivada de Gateaux é uma generalizacao do conceito de derivada direcional que
conhecemos da andlise real. Com base em [5] e [28], introduzimos a defini¢ao da derivada
de Gateaux e usaremos tal conceito para determinar a derivada de uma norma em um

espaco de Banach arbitrario, bem como propriedades, e uma importante consequeéencia.
Iniciamos com a seguinte definicao dada em [5], pagina 10.

Definigao 2.1.1. Seja U um subconjunto aberto de um espaco de Banach X e f : U — R.

Dizemos que f € Gateaux diferencidvel em vy € U se existe x* € X* tal que

(Yo, 2") x = 11_{% flwo + tyg) — f(2o)

y VyoeX.

O limite acima é chamado de derivada de Gateaur de f em xy na direcao de yy. O

funcional x* é denotado por grad f(xg).

A préxima defini¢ao e proposicao seguem de [28].

Definicao 2.1.2. Se existe a derivada de Gateauxr da norma em xo para toda dire¢do
y € X dizemos que a norma é Gateaux diferencidvel em x,. Se a norma é Gateaux

diferencidvel para todo x € Sx, dizemos que a norma é Gateaux diferencidvel.

Proposicao 2.1.3. Seja xy € X e suponha que ||.|x seja Gateaux diferencidvel em xg.

Entao grad ||xo||x € linear em yo.

Demonstragao: Ver [28], na proposi¢ao 1.9 e seu coroldrio 1.10. ]
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Definicao 2.1.4. Um espaco de Banach X é dito ser estritamente convexo se para

z,y € X tal quex £y, ||z]lx = |lyllx =1, e A € (0,1) C R, entao [|[Ax+ (1—N)y|x < 1.

Podemos ver por [5] que X* é estritamente convexo se, e somente se, a norma em X

¢ Gateaux diferenciavel, como dado na proposi¢cao seguinte.

Proposicao 2.1.5. Seja X um espago de Banach. Entao X* € estritamente convezo se,

e somente se, ||.|x € Gateaux diferencidvel.

Demonstragao: Ver [5, pagina 13]. n
Novamente em [28], temos a seguinte definicao.

Definicao 2.1.6. Seja X um espaco vetorial normado, seja f € X* um funcional linear
e A C X um subconjunto de X. Dizemos que f ¢ um funcional suporte para A se
eziste g € A tal que (zo, ) = sup{(x, f)x : © € A} e xy € um ponto suporte de A. O
conjunto {x € X : (x, f)x = (xo, f)x} € um hiperplano suporte para A. O hiperplano

suporte e f sao ambos ditos suporte de A em xy.

Observagao 2.1.7. Edmunds e FEvans, em [3], observa que: seja X € um espaco de
Banach e A C X um subconjunto convexo. f € X* € um funcional suporte de A em xq
se |[fllx- =1 e (xo, f)x =sup{|(z, f)x | : x € A}. Assim, dos argumentos acima vemos
que, se a norma em X é Gateauz diferencidvel e (x,grad ||z|)y = ||z]|x se x # 0, entao

grad ||z||x € um funcional suporte de Ux para todo ponto x de Ux\{0}.

Definicao 2.1.8. Seja X um espaco vetorial normado e seja x € Sx. Dizemos que x €
um ponto de suavidade de Ux se existe um unico hiperplano suporte para Ux em x.

X € chamado suave se para todo x € Sx, v € um ponto de suavidade de Uy .

Ainda em [28], segue a proposicao que relaciona a diferenciabilidade da norma com a

suavidade de X e a convexidade de X*.

Proposicao 2.1.9. Seja X espago vetorial normado reflexivo, entdo sao equivalentes:

e A norma é Gateaux diferencidvel;

e X ¢ suave;
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o X* ¢ estritamente convero.

Definicao 2.1.10. Seja X um espago de Banach, e seja v € X com x # 0. Entdo
chamamos

Tz ={pe X*: gl

x- = L) = [z]x}

a aplicagcao de dualidade.

Vemos pelo exposto acima e, pelo teorema 2.14 de [28] que, para X espaco de Banach

reflexivo, estritamente convexo com dual estritamente convexo e x € X\{0}, que
Jxa = grad ||z||x. (2.1.1)
Onde:

° J~Xx e X",

o [|Jxzllx =1;

o #Jxz=1;

o <x,jx$>x = ||z x.

Edmunds e Evans, em [5], observa ainda que J; xx é positivamente homogénea, ou seja,
para A > 0,
<)\a:, JX(A;C)> = Al|z]|x (2.1.2)
X
e, portanto, jx()\:z:) = Jyz. Em geral tem-se
Jx(\z) = (sgn \)Jxz. (2.1.3)
Definicao 2.1.11. Suponha que X € um espaco de Banach com norma Gateauz dife-
rencidvel. Seja (+,+)x : X x X — R definido por
| z|lx (h, gradz]|x)y, x.h € X, #0,
0, r=0h € X.

(.CE, h)X =

(x,h)x € chamado de semi-produto interno de x e h em X.

Note que (z, h)x depende linearmente de h, que (z,7)x = ||z||% e, em geral, (z,h)x #
(h,x)x. Seguindo [5] temos o conceito de ortogonalidade em um espago de Banach com

dual estritamente convexo, o qual foi introduzido por James em [12].
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Definicao 2.1.12. Seja X um espaco de Banach com dual estritamente convexo. Dizemos
que © € X € j — ortogonal (ou ortogonal no sentido de James ou Birkhoff) ay € X, e

escrevemos x 19 Y, se
lz|lx < ||z +tyllx, YVteR

Um elemento x € X é j-ortogonal a um conjunto M C X (z L7 M) se x é j-ortogonal
a todo elemento em M. Um conjunto M; C X ¢é j-ortogonal a My C X se todo x € M; é

jrortogonal a todo y € Mo.

A j-ortogonalidade nao é simétrica em espaco de Banach nao Hilbert, isto é, o 17 y
nao implica y 17 z; em [12] é mostrado que, se dim X > 3, a simetria da j-ortogonalidade
implica que X é um espaco com produto interno. James, em [12], mostrou ainda a relagao

entre j-ortogonalidade e o semi-produto interno, o qual sera reproduzido aqui.

Proposicao 2.1.13. Seja X um espagco de Banach com dual estritamente convexo e
x,h € X. Entao x L7 h se, e somente se, (x,h)x = ||z||x (h,grad||z| x)y = 0. Além
disso, dado v € X\{0} ey € X, entao existe precisamente um X € R tal que v 19 \x +y

e dado por
(y, grad||z||x)x = =Allz|x.

Demonstragao: Suponha que x 17 h, z # 0. Entao

|l + thllx — llzllx

(2, h)x = [lz]x (b, grad]|z[x) x = lim [[z] x ;

Desde que = L7 h,

|+ th||x — ||z x | + thlx — [l=llx

>0 quandot >0, e <0 quando t < 0.

Portanto (x,h)x = 0. Naturalmente vélido para x = 0.

Por outro lado, suponha que (z,h)x = 0, assim, temos que lim;_ot~'(||z + th|x —
|z|lx) = 0. Tendo que t — t~*(||z + th||x — ||=||x) é crescente para t > 0 e, portanto
(considenrando —h no lugar de h) t — t7(||z + th||x — ||z]|x) = 0 é decrescente para

t < 0. Assim, vemos que ||z + th|x > ||z||x, para todo ¢. Logo = L7 h.
Finalmente, se x,y € X, x # 0, entao x 17 (Ax + y) se, e somente se,

(A +y, grad||z]|x) x =0,

que ¢é valido se, e somente se,

(y, grad|lz]x) x = =A (2, grad|lz] x) x = =Allzllx.
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]
Agora, seja N um subconjunto de um espaco de Banach X, o conjunto anulador de

N ¢é um subespaco em X* dado por
N ={2z"e X" : (z,2"), =0,V e N} (2.1.4)
Claramente, N° é um subespago de X* e N° = N Analogamente, se M é um subespaco
de X*, definimos o conjunto
M:={zxeX:(r,2"),=0,Va* e M} (2.1.5)
°M é fechado e °M = °(M). Temos também que N = °(N°).
Para completar a secao apresentaremos a aplicacao de dualidade com funcao gauge a

qual pode ser visto com mais detalhes em [[5], pagina 15].

Seja p : [0,00) — [0,00) continua, estritamente crescente e satisfazendo u(0) = 0,
lim; ., pu(t) = oo, tal aplicacdo é chamada de funcao gauge. Uma aplicacao Jx de um
espaco de Banach X em 2%, o conjunto de todos os subconjuntos de X*, ¢ dita uma

aplicagao de dualidade com funcao gauge u se, para todo z € X,

Ix(x) ={2" € X*: (z,2")y = ||z"]| x~

zlx, le*lx- = p(llzllx)}- (2.1.6)

O semi-produto interno, definido em [2.1.11], pode ser expressado em termos da aplicagao

de dualidade Jx em um espaco de Banach X com funcao gauge u,

]l x

(@, h)x = PE] (h, Jxz)x, (x#0).

A aplicacdo Jx é dita normalizada se tem a funcao gauge u(t) = t para todo t > 0.
Neste sentido em [28] define, o que se chama de aplica¢ao de dualidade alternativa, como

segue:
Definicao 2.1.14. Seja X espaco de Banach. Seja x € X com x # 0. A aplicag¢ao

T ={p e X" lelx = llzllx, (z,0)x = ll2[%}
¢ uma definicao alternativa para a aplicacao de dualidade, e também chamada de aplica¢cao

de dualidade alternativa.

Naturalmente, para Jx normalizada, as duas defini¢gdes acima sao equivalentes. Ainda,

em [[28], lema 4.6] destacamos o seguinte lema o qual serd reproduzida sua demonstracao.

Lema 2.1.15. Seja X um espago vetorial normado reflezivo, estritamente convexo e com
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dual estritamente convezo e seja J, a aplicagcao de dualidade alternativa em X. Entao J,

¢ bijetiva e J; ' ¢ a aplicagio de dualidade alternativa em X*.

Demonstracao: Sendo X reflexivo, entao podemos identificar X com X**. Conside-

rando a aplicacao de dualidade alternativa em X*, ou seja: para ¢ € X* nao nulo,

Ty ={ € X7 t|Igllx- = [¥llx=, (&, ¥)x. = [0]%-}-

Pela reflexividade de X e a unicidade de J3, seja o = Jj. Por J§ ser uma aplicagao de

dualidade alternativa entdo, ||z||x = ||¢||x+ e assim:

(0, T5) . = l6l%- = llzllk = (2, Jo)x -

Com isto, vemos que J, = ¢ e J, o J; = idx+. Nessa mesma dire¢ao vemos também que
Jj o J, =idx. Assim temos que Jj ¢é bijetiva e J;' = J;. Portanto, J;' é a aplicagio

alternativa em X*. ]

Juntamente com o lema 4.7, Straatman em [28], traz o importante teorema de Calvert.

Teorema 2.1.16. Seja X um espaco de Banach reflexivo, estritamente convexo e com
dual estritamente convero. Considere a aplicacao de dualidade alternativa J, : X — X*,
assim || Jy|lex,x = llzllx e (x, Jo)x = ||zl|%. Entao, um subespago linear M C X ¢
imagem de uma projecdo linear contrativa se, e somente se, J,(M) € subespago linear de

X*
Tendo que uma projecao contrativa em um espacgo normado F ¢é definida por:

Definicao 2.1.17. Uma proje¢cao contrativa em um espaco normado E ¢ uma aplicacao

f:E— FE tal que fo f=Ff, isto ¢, f é uma projecao e, se x, y € E tem-se:
1f (@) = FW)lle < llz—ylle-

Em [5] traz o chamado teorema de Alber sobre decomposi¢ao de um espago de Banach
X uniformemente convexo e uniformemente suave no sentido da ortogonalidade de James
o qual, originalmente, é encontrado em [I]. Antes de enunciarmos o teorema, definire-
mos espagos uniformemente convexos e uniformemente suaves além de alguns resultados

importantes envolvendo tais espacos.

Definicao 2.1.18. Dizemos que um espaco normado X € uniformemente convexo se

dado € > 0, existe § > 0 tal que se z, y € Uy e ||z — y||x > 2¢ entdo || “F¢|x <1 -46.
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Teorema 2.1.19. (Milman-Pettis) Todo espago de Banach uniformemente convexo €

reflexivo.
Demonstracao: Ver [4], teorema 3.66. n

Proposicao 2.1.20. Seja {zy} uma sequéncia em um espago de Banach uniformemente
convero X tal que converge fracamente para x € X, com ||zy||x — ||z||x. Entao ||z, —

Demonstragao: Ver [5], proposigao 1.1.13. ]

Definicao 2.1.21. Dizemos que um espaco normado X ¢ uniformemente suave se

dado € > 0, existe T > 0 tal que se x, y € Ux e ||z —y|lx < 2¢ entdo [|[52]|x > 1 —er.

Lema 2.1.22. Seja X um espaco de Banach. Entao, X € uniformente suave se, e somente

se, o limite

thl|x —
ol thl = el

lim : = (b grad]a] x)

existe, uniformemente para x, h € Sx.
Demonstracao: Ver [5], lema 1.1.22. n

A convexidade uniforme e a convexidade suave de um espaco de Banach X tem im-

portantes implicagoes no espaco dual X*, é o que veremos no proximo teorema.

Teorema 2.1.23. Seja X um espaco de Banach. Entdao:

o X ¢ uniformemente convexo se, e somente se, X* € uniformemente suave.

o X ¢ uniformemente suave se, e somente se, X* € uniformemente convexo.

Demonstracao: Ver [5], teorema 1.1.24. u

Como ja comentado, traremos a definicao da decomposicao de um espago de Banach
X uniformemente convexo e uniformemente suave no sentido da ortogonalidade de James,

COmo segue:

Definicao 2.1.24. Dizemos que um espago de Banach X é uma soma ortogonal de

James de subconjuntos fechados My C X e My C X e denotado por X = M 4] My, se:
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1. cada x € X tem uma unica decomposicao x = my + msg, onde my € My e mgy € Ms;
2. M2 Lj Ml,'
3. MiNMy,=0x.

Teorema 2.1.25. Seja X um espaco de Banach uniformemente convezo e uniformemente
suave e seja M um subespaco fechado de X com conjunto polar M° C X*. Seja Jx a

aplicacao de dualidade normalizada. Entao
X =MW M e X* =M |4 JxM.
Demonstragao: Ver em [I], teorema 2.13. n

Por conta da importancia dos resultados apresentados acima, sempre que fizermos uso
da aplicacao de dualidade com funcgao gauge, a tomaremos normalizada, ou seja, com

u(t) =t para t > 0.

Em [1l pagina 338] temos que a relagao acima, assim como em espagos de Hilbert tem
a decomposicao em somas diretas, a soma ortogonal de James também define subespagos

complementares no espago de Banach X.

Ainda em [I], Alber traz as representagoes analiticas da aplicacao de dualidade norma-
lizada Jx para os espacos de Banach X uniformemente convexos e uniformemente suaves
[P, LP e WP para 1 < p < o0.

X=0F = Jxx= HleQ,fpy el pt+qgt=12={x,29,..},
y = {z1|m1 P72, wo| 2o P2, ) (2.1.7)
X=1" = Jxz=|zll5,f ez e L, p7 + ¢ = 1.

X =W

m

= Jxz = |zl (=)D (| D[P D) € WY,

2.2 Operadores bilineares limitados e compactos

Sejam X, Y e Z espacos de Banach. Consideremos o produto cartesiano
XxY ={(z,y) [z e X,y eV}

que é também um espaco de Banach quando munido da norma

162, )l ey = max({f] ., lylly-)-
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Definicao 2.2.1. Uma aplicacao T : X XY — Z é chamada de operador bilinear sec é
linear em cada coordenada, isto €, para todos os escalares oy, s, b1, 82 € R, 1,29 € X,

Y1,Y2 € Y, temos:
1. T(onzy 4+ oo, yh) = ar T (a1, y1) + T (x2, 91);

2. T(xy, iys + Bayz) = BiT (w1, 91) + BT (1, 92).

Seja Bil(X x Y,Z) o conjunto dos operadores bilineares de X x Y em Z. Se
T,S € Bil(X xY,Z) e a € R, definimos T + S e aT, aplicagoes de X X Y em Z,

por

(T'+5)(@,y) = T(x,y)+ S(z,y);
(aT)(z,y) = aT(z,y),
paratodoz € X eyeVY. E facil verificar que T'+ S e aT sao operadores bilineares, isto

é , elementos de Bil(X x Y, Z). Concluimos que Bil(X x Y, Z), munido das leis de adigao

(T,S) — T+ S e de multiplicagao por escalar (a,T') — aT', é um espago vetorial sobre R.

Em definimos um operador bilinear T € Bil(X xY, Z) onde X, Y e Z sdo espagos
de Banach. Seguindo a analogia com o caso linear, vamos mostrar que um operador

bilinear T' € Bil(X x Y, Z) é continuo se, e somente se, é limitado.

Definigao 2.2.2. Um operador bilinear T' € Bil(X XY, Z) é continuo se é continuo como

uma aplicacao entre dois espagos normados.

Como uma consequéncia desta definicao, como no caso linear, temos o seguinte resul-

tado que caracteriza os operadores bilineares continuos.

Teorema 2.2.3. Seja T € Bil(X xY,Z). Entdo as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. T € continuo;
2. T ¢é continuo em (0,0);

8. existe uma constante ¢ > 0 tal que ||T(z,y)||, < cllz| ||yl para quaisquer v € X

Iz

eyeyY.

Demonstracdo: 1) = 2) E evidente.

2) = 3) Assuma que 3) é falso. Entao para todo ¢ > 0, existem z. € X, y. € Y tal que
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1T (xe, ye)ll , > cllzell i |velly - Particularmente, para ¢ = n € N, existem z, € X, y, € Y
tal que

1T (ns yn)ll ;> nllzall  lyally (2.2.8)
para todo n € N.

Como T'(z,0) = T(0,y) = 0 para todo x € X, y € Y, logo por (2.2.8), temos

que x, # 0 ey, # 0, para todo n € N. Assim podemos considerar as sequéncias

x
a, = ———— € X e b,

_ Y
AIE ™ Villyally

portanto (an,b,) — (0,0) em X x Y. Como 7" é continua em (0,0), temos que

€ Y. Temos que |la,|, — 0 e [[by, — O,

T(an,b,) — T(0,0) =0 . (2.2.9)
1
| T (20, yn)|| , > 1 por (2.2.8), para todo n € N. Logo
nllnll  llynlly

por (2.2.9)), temos uma contradi¢do, portanto 3) é verdadeira.

Mas ||T'(ay, by)

I, =

3) = 2) Seja (2, yn) — (0,0) em X x Y, isto é, z,, > 0em X e y,, = 0 em Y. Temos

1T (@, yn)ll , < cll@nll ¢ NYnlly (2.2.10)

para todo n € N. Visto que ||z,[|, — 0 e [[yally, — 0, por (2.2.10), temos

Iy
T(xp,y,) — 0="1T(0,0),
ou seja, T' é continua em (0, 0).
2) = 1) Seja z,x9 € X e y,y0 € Y. Temos
T(z,y) = T(xo,y0) = T(x,y) — T (2o, y) + T(xo,y) — T(z0,%0)

= T(x—zo,y) +T(x0,y — v0) -

Assim temos

1T (z,y) = T(xo, o)l , < IT(x—=x0,9)ll, + T (w0, = 50)ll,

< e ([le = 2ol lylly + 2ol ly = wolly) - (%)
Seja (Tn, yn) — (xo,%) em X X Y, isto é, z, — zg em X e y, — yo em Y, ou seja,
[z — ol = 0 e llyn = volly, = 0, isto &, [[zall x = [lzollx € llynlly = llwolly-
Portanto, temos que (||z,[/x) e (||yx|ly ) sdo sequéncias limitadas, isto é, existem cons-

tantes c; e ¢ tais que ||z,][ < ¢ e ||ynlly < c2, para todo n € N. De (*x) temos

Iy
T (s yn) = T(o, wo)ll ;< ¢ - (e = 2ol lwnlly + [lzoll x 19 = volly)

< ¢ (len = oll x 2 + llzoll x lyn = wolly) -
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Portanto, se (zn,yn) — (x0,y0) entdo T(zp,yn) — T(zo,v0). Logo T é continua em

(l’o,yo) eXXxY. |

Se T € Bil(X x Y, Z), temos como consequéncia do item 3 do Teorema que

T Buxxvzy = sup  |T(z,y)llz < oo,
Izl x <1llylly <1

e neste caso 1" serd chamado de operador bilinear limitado. E simples verificar que ||T||
¢ uma norma, e neste caso chamaremos de norma do operador. Se X, Y e Z sao espacos

de Banach, o espago Bil(X x Y, Z) dotado da norma do operador também é um espago

de Banach.

Observacgao 2.2.4. Como consequéncia direta da defini¢cio, se T € Bil(X XY, Z), entdo

para todo x € X ey €Y temos ||T(x,y)|l, < |T||gacxxv,z) |zl « |¥lly -

Definigao 2.2.5. Seja T € Bil(X xY,Z). Para todox € X ey €Y fizos, os operadores
T,=T(x,):Y —=ZeT,=T(,y) : X = Z sao lineares por definicao e sdo chamados

de operadores lineares associados ao operador bilinear T.

Observagao 2.2.6. Se T' € Bil(X x Y, Z) entao os operadores lineares T, e T, também
sao continuos. A volta também vale nesse caso, pois X ou'Y sdao espacos de Banach. Este
fato é provado no livro de W. Rudin [25, Teorema 2.17]. A prova baseia-se no principio
de Banach-Steinhaus. No trabalho de A. Bényi e R. H. Torres [2] é dado um exemplo de

um operador em que T, e T, sao continuos, mas T' ndao é continuo.
Proposicao 2.2.7. Seja T € Bil(X x Y, Z). Entdo

I T || Bit(x xv,2) = sup |T(z,9)|, = sup 1T (2, y)l, - (2.2.11)

lzll  <Lllylly- <1 lzll x =1, llylly=1
Demonstragao: Seja
D={IT@yll, : lzlx =1L llylly =1} e C={T(z, )l : lzlly <L lylly <1}
Temos D C C. Portanto

sup |T(x,y)||, =supD < supC = sup 1T (2, y)|, - (2.2.12)

el =L lylly =1 el <Lilylly <1

Agora, seja 0 2z € X, 0#y €Y, com |jz[, <1elyl, <1, entao

17yl _ HT( Ty )
2l x Nl Izl " lylly

sup 17",y ,

A HI/”X:LHy/'lyzl
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e dafl

1T (2, )|l , < sup 17", ) 2 [l Nl -
||a:’HX:1,||y’HY:1

Tomando o supremo, com |z|, < 1e[y|, <1

swp  T@y)l, < s [TE,- (22.13)
el <Lllylly <1 oIl =11yl =1
Portanto de (2.2.12)) e (2.2.13)) concluimos a demonstragao. ]

A seguir vamos definir uma classe especial de operadores bilineares que sera de grande

importancia nos capitulos posteriores do trabalho. No que segue, escreveremos
Bx={reX: ], <r}

para indicar a bola fechada de raio r > 0 com centro na origem de um espago normado X.
Quando estiver claro no contexto o espaco normado X, iremos indicar B, x simplesmente

por B,, e no caso r = 1, denotamos By x por Ux.

Definicao 2.2.8. Sejam X, Y e Z espacos vetoriais normados. Um operador bilinear
T:X XY — Z é chamado de operador bilinear compacto se T(Ux x Uy) € pré-

compacto em Z, ou seja, o fecho T(Ux x Uy) é compacto em Z.

Proposicao 2.2.9. Sejam X, Y e Z espagos vetoriais normados e T € Bil(X x Y, Z).
As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. T € compacto;

2. T(Uxxy) € pré-compacto;

3. para todo r > 0, T(B, xxy) € pré-compacto;

4. para todo ri,r9 >0, T(B,, x X By, y) € pré-compacto;

5. para todo limitado M C X XY, T(M) é pré-compacto,

6. para todo limitado A C X, BCY, T(A x B) € pré-compacto,

7. para toda sequéncia limitada {(z,,y,)} C X XY , a sequéncia {T(x,,y,)} tem uma
subsequéncia convergente em Z.

Além disso, se Z € um espaco de Banach, entao 1. é também equivalente a:

8. para todo limitado M C X xY, T(M) € totalmente limitado.



2.2 Operadores bilineares limitados e compactos 29

Demonstracgao: Ver o apéndice do trabalho de A. Bényi e R. H. Torres [2]. ]

O conjunto de todos operadores bilineares compactos T': X x Y — Z sera denotado
por KBil(X xY,Z), onde X, Y e Z sao espagos vetoriais normados. Com esta notagao

temos a seguinte proposicao.

Proposigao 2.2.10. Sejam X, Y e Z espacos vetoriais normados. Se Z € um espaco de

Banach, entao KBil(X XY, Z) é um subespago fechado de Bil(X x Y, Z).

Demonstragao: Ver a Proposi¢ao 3 do trabalho de A. Bényi e R. H. Torres [2]. [ ]

Observacao 2.2.11. Sejam X, Y e Z espagos vetoriais normados e T € Bil(X x Y, Z).
Sejam Ty, T, os operadores lineares definidos em . SeT € KBil(X xY,Z) entao
temos que os operadores lineares associados T, e T, também sao compactos. Veremos no
Ezxemplo que se T, e T, forem compactos nao temos necessariamente que 1" seja
compacto, mesmo se X, Y e Z forem espacos de Banach. No trabalho de Ramanujan
e Schock [20], temos na Proposi¢cao 2.1 uma condi¢ao necessiria e suficiente que nos

garante que se T, e T, forem compactos entao T' é compacto.

Exemplo 2.2.12. Sejam z,y € I? tal que v = {x,}, y = {yn} € 2 = {2,} € I'. Defina
T:1?2x12—=1' como

Temos que

D oo
Z |Zn| = Z ’Inyn|
n=1 n=1

) (En)

pois x,y € [2. Logo T € bilinear e estd bem definido. Seja x € 12 fizo. Defina o operador

=

IN

linear T : 1* — I} como T"(y) = {x1y1, T2Ya, - - -, Tn¥n,0,0,...}. Temos que T € um
operador de posto finito, logo compacto. Como x € 2, entdo lim x, = 0, logo temos que,
n—oo

para todo y € I* com ||y|, =1

1T (y) — Te()ll,, = Z |zsy;| — 0, quando n — oo
1=n-+1

Logo T, é compacto. O mesmo vale para o operador T,, para todo y € I* fizo.
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Seja {en}n a base candnica de [*. Temos que {e,, e, }n € uma sequéncia limitada em

> % 1? e T(en, e,) = e, para todo n € N. Como
le; — e, =2

para todo i,7 € N com i # j, entio {e,}n ndo tem subsequéncia convergente em ', logo

T nao € compacto.

Exemplo 2.2.13. Seja T € Bil(R™ x R™, RP), com n, m, p inteiros positivos. Temos
que para todo limitado B C R™ x R™, T(B) € pré-compacto em RP. Portanto T €
KBil(R" x R™ RP).

No que segue, ¢ = {{an},.; @n € R para todon € N e a, — 0}.

Exemplo 2.2.14. Sejaa = {a,}
y={y.} € ez={z,} €l

€ cy CI®. DefinaT : 1*x1> = I como, sex = {x,},

neN

T(z,y) =2 2, = Ay TnYn - (2.2.14)

Note que o operador € bilinear e estd bem definido, pois, devido a desigualdade de Holder,

temos

> lzal = lanlleallyn] < llall 2,2 lyll,» -
n=1 n=1
Além disso, se z ={z,} como em (2.2.14)), podemos definir
T, : P x1?— 1" Ty(x,y) = {21, 20,...,2,0,0,...} .

Visto que Ty, (I*x1?) estd contido em um subespago n-dimensional de ', e que para qualquer
subcongunto limitado U de 1* x I?, temos que T,,(U) é um subconjunto limitado de um
subespago n-dimensional de ', concluimos que necessariamente T, (U) é pré-compacto.
Assim, T,, € um operador bilinear compacto. Agora, para todo x,y € Uz, temos
1T y) = T )l = 100, 0, 2ngs e = D Jagllayllys|
j=n+1
implicando que |]Tn—T||Bil(llez,l1) — 0 quando n — o0, pois a; — 0. Logo pela Proposicao

2.2.10) concluimos que T € compacto.
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2.3 Produto tensorial de espacos vetoriais

Vamos, baseado em Kothe ([I3] e [14]) e Ryan [22], transcrever alguns conceitos e

resultados do produto tensorial entre dois espagos vetoriais.

Sejam X e Y espagos vetoriais sobre R. Seja o conjunto A(X x Y), de todas as
combinagoes linear finitas > (z,y)ay,, de elementos de X x Y com coeficientes em R.
(z,y)EX XY
A(X xY') é um espaco vetorial sobre R, com

[Z(% y)%,y] B = Y (w,y)am,s

(&

Z(xa Y)Qzy + Z(a’% Yoy = Z(l’a Y) (0 y + Bay)-

O elemento zero ¢ obtido quando todos os coeficientes «, , sao iguais a zero. Escrevemos
(z,y) por (z,y)1.
Agora seja o subespacgo gerado pelo conjunto Ag em A(X X Y) de todos os elementos

da forma

<Z Titk, Zyk5k> - Z Z(%, Yie) i B (2.3.15)
=1 k=1

i=1 k=1
O espago quociente A/Ag é chamado produto tensorial, ou produto direto, X ® Y’

de X e Y e os elemetos, (x,y)a, pertencente a esse espago é denotado por (x ® y)a.

De ([2.3.15]) segue o célculo do produto tensorial em X x Y.

Z Tioy; @ Z Yk = Z Z(% @ Yr) i B (2.3.16)
i=1 k=1 i=1 k=1
com 0®y=2®0=0.
Na proposi¢ao seguinte sao apresentadas propriedades as quais sao demonstradas em

[[13], pagina 77].

Proposicao 2.3.1. Sao vdlidas as sequintes propriedades:

1. O produto tensorial é comutativo; isto €, X XY € isomorfo a' Y x X com a corres-

pondéncia x QY <>y Q x.

2. Seyi, ...,y sao elementos linearmente independentes de'Y, e se > - (v; ®y;) =0

entao x; =0 parat=1,2,....n.
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3. Se {x,}, v € N, € uma base de X e {y,}, p € M, é uma base para Y, entdo
{z, ®@y,}, (v,u) € N x M, € base para X QY.

4. Se A e B sao subespacos de X e Y respectivamente, entdo A ® B € isomorfo a um

subespaco linear de X ® Y gerado pelos elementos a @b, a € A ebe B.

5. Todo elemento z # 0 de X®Y tem a representagao z =y ., x;@y; onde os subcon-

guntos {x;}i_; e {y;}i_, sdo linearmente independentes em X e Y respectivamente.

6. O posto de um elemento z € X®Y € igual ao posto da matriz ((ov,,)), para qualquer

representacao z =3, > (T, ®Yu)ou, em termos das bases {x,} e {y,} de X eY.

Segue do resultado acima que, se X e Y sao espacos de dimensao finita, entao

dim(X ®Y) = dim(X)dim(Y"). (2.3.17)

Em [22] é apresentada a construgao do produto tensorial de X x Y como subespago
de funcionais bilineares sobre #(X x Y') da seguinte maneira: dados z € X, y € Y,
denotaremos por = ® y o funcional dado pela avaliacao de uma forma bilinear A no ponto
(x,y) € X x Y, isto é,
ry:Bil(XxY) — K

A +— <A7x®y>Bil(X><Y) - <($7y)7A>X><Y'

O funcional = ® y é chamado tensor elementar. Temos ainda que o tensor é linear.

Definigao 2.3.2. O subespaco do dual algébrico B(X x Y )* gerado pelos elementos v @1,
comx € X ey €Y, serd chamado de produto tensorial, denotado por X ® Y, e

chamaremos os elementos de X Q Y de tensores.
XY = r@y:ze X, yeY]

= {Z/\ixi(gyi; neN, \, eK, ;€ X, 5, €Y, izl,...,n},

i=1
Assim, um tipico tensor em X ® Y tem a forma
u=Y_ Na; @y, (2.3.18)
i=1

Observa-se que essa representacao de u nao é unica.
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Seu=>" At;®y € XY eAec AB(X xY), entdo a agao de u em A ¢ dada por

u(A) = Z i (@, ¥i)5 A) oy - (2.3.19)

Tal expressao nao depende da representacao de wu.

Proposicao 2.3.3. Sejam X, Y espacgos vetoriais sobre K um corpo. Entao

1 (x4 22)Qy=21Qy+ 23 Yy, para todos x1, 1o € X ey €Y.
2. 2@ (Y1 +y2) =@y + T Qys, para todos x € X eyy, y2 €Y.

3 MNzrey) =)@y =12 (\y), para todosx € X,y €Y e X € K.
4. 0y=2®0=0, para todos x € X ey €Y.

Proposigao 2.3.4. Sejamu=> ©;Qy; € X ®Y en € N. Sdo equivalentes:
1. u=0;

2. 370 co(z)Y(y) =0, para todos ¢ € Xt o eY?;

3. 2?21 90(562)311 =0, para todos p € Xﬁ;
4 Z?:l @b(yz)% =0, para todos ¢ € vt

Demonstragao: A demostragao das implica¢oes pode ser vista em [22, Proposigao 1.2].

No entanto destacaremos a implicacao (4) = (1).

Sejam A : X XY — K uma forma bilinear, £ = [z, ..., x,], F = [y1, ..., Yn| subespagos
de X e Y respectivamente, e T : £ x FF — K a restricao de A em E x F. Escolhendo
bases para os subespacos de dimensao finita FE, F e expandindo T em relacao a essas

bases, produzimos uma representacao para 17" da forma
T(x,y) =Y 0;(x)w;(y), (2.3.20)
j=1

onde m € N, §; € E* e w; € F*. Podemos estender o dominio de 6; e w; para X e Y
respectivamente da seguinte maneira: escolhendo complementos algébricos G, H para E e

F respectivamente de tal modoque X = E®GeY = F® H. Entao, sex =x1+12 € X
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com z; € E e 29 € G, definimos 0;(z) = 0;(z1). Definimos os funcionais w; da mesma
forma. Agora, podemos considerar 7' como uma forma bilinear em X x Y usando a
representacao dada em . Em geral A e T sao formas bilineares diferentes em
X x Y mas que coincidem em F x F. Assim, usando (4), para todo A € Bil(X xY)

temos
u(A) = Y Alwny) =D T(xiy) =YY 0i(a)w;(vs)
=1 i=1 i=1 j=1
= DD Oilwilw)e) =)0, ( %(y@-)xi) ,
i=1 j=1 Jj=1 i=1
e portanto u = 0. [

Diz-se que um conjunto S de um espaco dual X* é dito separador de pontos se ele
contém funcionais lineares suficientes para distinguir os pontos de X, isto é, se p(z) =0
para todo ¢ € S, entao x = 0. Equivalentemente, se x # y entdo ¢(z) # ¢(y), para
todo ¢ € S. Podemos usar tal fato para mostrar que > - ¢; ® ¢; = 0 em Xt Yhé
suficiente ter > | p;(2);(y) = 0, para todos x € X e y € Y. De fato, considere que
Yoy i ®1; = 0. Usando a proposigao , temos que > -, 0(¢;)w(1);) = 0, para todos
e X¥eweY™ Sendo ky : X = X¥ e ky : Y — Y# mergulhos candnicos, como os
conjuntos kx(X) e ky(Y) sdo separadores de pontos de X* e Y* respectivamente, (Veja

[3], exercicio 4.5.11), temos assim
0= rx(@)(@)ry (W) @) =D ei(x)i(y),
i=1 i=1

paratodosx € X ey €Y.

Agora, sejam E e F subespagos dos espacos vetoriais de X e Y respectivamente.
Entao E ® F' pode ser considerado como um subespaco do produto tensorial X ® Y. Se

u=>Y 1" 2y € E®F, entdo podemos olhar u como elemento de X ® ¥ dado por
i=1

onde A € (X xY). Isso nos dd uma aplicagao injetiva de £ ® F em X ® Y. De fato,
considere a aplicagao inclusdo [ : E® F — X ® Y. Suponha que > z; @ y; = 0 em
X ®Y. Pela demonstracao da proposicao [2.3.4] para cada forma bilinear 7' em E X F,
existe uma forma bilinear A € Z(X x Y) tal que 1" T'(x;, ;) = > ry Alwi, ys). Isso
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implica que > ., T(z;,y;) = 0. Dai, segue que > ;' , 2; @y; =0 em E® F e, portanto, [

é injetiva.

2.3.1 Produto tensorial e linearizagao

Seja A : X XY — R uma forma bilinear. Recordamos que cada tensor v € X ® Y atua
como um funcional linear no espaco das formas bilineares e, portanto, podemos definir
uma aplicacao

A:X@Y — R
u — A(u) = u(A).

A estd bem definida e é um funcional linear em X ® Y. Além disso, temos g(a: Ry) =

(A,z®y) = A(x,y) e segue que
A <Z i @ yi) = ZAWW%)
i—1 i=1

Por outro lado, se ¢ : X ® Y — R é um funcional linear tal que a composicao de 1) com
a aplicagao bilinear #: X XY — X ® Y, definida por 0(x,y) = x ® y, tem por resultado
a forma bilinear A em X x Y, isto é, o = A = Ao 0, entao ¢ = A. De fato, dado
u=>y 1" 50y € X®Y, temos

Y(u) = (Z z; ® yz) = Zw(% ® y;)

= Db y) =D (Y0 0)(wiu1)

= Z(Zo 0)(xi,vi) = ZZ(&(m,,yz))

=1

— ZA’(:&- ®y)=A (Z T ®yi> = A(u).

O que garante a unicidade do funcional linear A. Assim, as formas bilineares em X x Y
estao em correspondéncia um a um com os funcionais lineares em X ® Y. Em resumo,
temos

BXxY)=(X®Y)" (2.3.21)

Podemos aplicar a mesma idéia as aplicagoes bilineares. Se A : X x Y — Z é uma
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aplicacao bilinear, definimos uma aplicagao A:X®Y — Z por

A <Z T; @ yi) = ZA(%,?/Z)
i=1 i=1

A estd bem definida. De fato, suponha que > | z; ® y; = 0. Entdo, para cada ¢ € VAREY
composi¢ao ¢ o A é um funcional bilinear em X x Y e, portanto,
¥ (Z A(z;, yz)) = Z po Alwi,y;) = <Z T @ Yi, p O A> = 0.
i=1 i=1 i=1
E segue que > ", A(x;,y;) = 0. Portanto A é bem definida. Assim a aplicacdo bilinear

A é associada com a aplicacao linear A e temos a seguinte identificacao.
BXxY,Z)=ZL(X®Y, 7).

Ou ainda
Xxy 4 7z

0, A
XY

A aplicacao especial 0 : X XY — X ® Y age como uma aplicacao bilinear universal.
Toda aplicacao bilinear em X x Y se fatora por # via aplicacao linear definida no produto

tensorial X ® Y. Em resumo temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.3.5. Sejam X, Y e Z espacos vetoriais sobre o corpo R. Para cada
aplicacao bilinear A : X XY — Z existe uma unica aplicagcao linear A XQY — Z

tal que A(x,y) = A(x ® y), para todos v € X, y € Y. Além disso, a correspondéncia
A+— A éum isomorfismo entre os espagos vetoriais B(X xY,Z) e (X ®Y, 7).

Fazendo uso da linearizacao exposta acima podemos definir o produto tensorial de

aplicagoes lineares.

Definicao 2.3.6. Sejam S : X — E e T : Y — F aplicagoes lineares. Definimos a
aplicagao (linear) SQT : X ® Y — E ® F, chamada produto tensorial das aplicagoes
lineares S e T, como a linearizagdo da aplicagio A : X XY — E®F dada por A(z,y) =
S(x) @T(y). Assim, temos S @ T(x ®y) = S(x) ® T(y), para todo (v,y) € X X Y.

A aplicacao produto tensorial S® T herda algumas propriedades de seus componentes.
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Por exemplo, se S e T' sdo injetivas (respectivamente, sobrejetivas), entdo S ® T é injetiva

(respectivamente, sobrejetiva).

2.3.2 Tensores como formas bilineares e como aplicacoes linea-

res

Inicialmente, definimos o produto tensorial X ® Y como o espago de funcionais lineares
sobre o espago Z(X x Y'). Veremos agora que os tensores podem ser vistos como formas

bilineares e como aplicagoes lineares.
Para cada x € X e y € Y associamos a forma bilinear
B,, X*xY! — R (2.3.22)

(0,0) = Buiy(o,p) = o(x)p(y).

A aplicacao
A X XY — B(X xY? (2.3.23)

(z,y) = Bay

é bilinear, portanto, pela proposicao existe uma tunica aplicacao A XQY —
Bil(X*x Y*) que aplica r®y em B,,. Para vermos que a aplicagao Aé injetiva, suponha
que Y0 By = 0. Entdo Y7 o(z)Y(y;) = 0, para todos p € X* ¢ € Yiea
proposicao assegura que Z?:l r; ®y; = 0em X ® Y. Dessa forma, podemos ver

canonicamente a inclusao

X®Y CB(X xYH
por meio da aplica¢ao que associa cada tensor z ® y a forma bilinear B, ,,.
Quando os espacos em questao sao reflexivos, (X# = X eY# =Y, temos,
XY CBX XY = X'@Y' CBXxY)=(X®Y), (2.3.24)
onde o tensor » . ¢; @ 1; é identificado com a forma bilinear que aplica (z,y) em

S wi(x)i(y). Dessa forma, devido a essa imersao candnica, poderemos considerar os

tensores como formas bilineares quando assim for necessario.

Se X e Y sao de dimensao finita, segue de ([2.3.17) que

dim(X* @ Y*) = dim(X*)dim(Y"*) = dim(X)dim(Y) = dim(X @ Y). (2.3.25)
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Portanto,
XY =28(XxY)=(X®Y), (2.3.26)

com a seguinte relacao de dualidade entre os espacos X ® Y e X! @ Y
P: XY — (XeY)
Y — XY —K (2.3.27)

TRy — ey =p9Eey) =e@)P(y).

Neste caso, cada um dos produtos tensoriais X ® Y e X* ® Y* é o dual do outro, o qual

serda chamado de dualidade tensorial.

E possivel ver os tensores como aplicagoes lineares da seguinte maneira: se B é uma
forma bilinear em X X Y, entao podemos associar duas aplicagoes lineares com B, a
aplicacio Lp : X — Y*, e a aplicacdo Rp : Y — X!, definidas por

(y, Lp(x)) = (z,Rp(y)) = B(z,y).
Por e pelas igualdades acima temos as seguintes identificagoes:
BXxY)=(XRY) =2(X,Y =2(Y, X. (2.3.28)
Da mesma forma, pela proposigao [2.3.5),

BX XY, Z2)=L(XQY,Z) = L(X, LY, 2)) = LY, ZLX,2)). (2.3.29)

Com a definicao foi introduzido o produto tensorial S ® T de duas aplicacoes
lineares S € Z(X,F), T € Z(Y,F). Agora, seguindo [14], em §41.1, vamos determinar

a estrutura do ntcleo de S ® T

Sejam M subespago de X e N subespago de Y. Denotando por D[M, N| o subespago
de X ® Y gerado pelos elementos z ® y, onde x € M ou y € N, ou seja,

DIM,N]=M®Y +X & N. (2.3.30)
Proposicao 2.3.7. Seja S, T aplicagoes lineares de X em E eY em F', respectivamente.

Entio S ® T ¢é aplicagao linear de X @ Y em E® F. O nicleo Nuc (S ®@T) € o espago
D[Ny, Ns|, onde Ny = Nuc(S), Na = Nuc(T).

Demonstracao: A primeira parte da proposicao é dada pela linearizacao da aplicacao
A: X xY — E® F dada por A(x,y) = S(z) ® T'(y) e ainda, por e[2.3.4] vemos
que N = Nuc(S®T) D D[Ny, Ny| = D.
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Seja agora
X®Y
K : Xoy— 2% (2.3.31)
TRy = QY TRY=r0y— (M OY+r®nz), n1 €Ny e nyg€ Ny
TRQY+rRY S X RS Y
=X Xz X — € -—
y y? Nl y N27

a aplicacao canonica de X ® Y em %. Para xy,2, € T € N%; entao 11 QY — 12 QY =
(x1 —x9) ®y € D. Assim K(x; ®@y) = K(z2®y). Analogamente, K(x ®@y;) = K(x ®y2)
se Y1,Y2 EY € N% e concluimos que K define uma aplicagao bilinear K,(7,7) em % X N%
Se S = SK;, onde K; é a aplicacio canoénica de X em %, e similarmente T = TKo,

obtemos para r; = ST e Y = Ty, que
_ ——1 =-1
K(l‘@@/) :KO(J],y) :KO(S .Tl,T yl) :Bo(l'l,yl),

onde B, é uma aplicacao bilinear de £ x F' em %. Assim B,(z1,11) = Bo(z1 ® y1),
sendo B, € Z(E® F, XOY) " Segue que
By(r1@y1) = B, (S@T)(x®y)) = K(z©y).

Portanto, se z € N, entdao B,((S® T)z) =0 = Kz ou z € D[Ny, Ny). u

Uma segunda demonstragao, mais simples, também é dada em [14], §41.1(6).
Demonstragao: Existe decomposi¢coes X = G @ Nuc(S), Y = H @ Nuc(T). Para
quaisquer t € X ey €Y,

r@y = (B1+2)@ W +e), (11 €G, x e Nuc(S), y1 € H, y» € Nuc(T))

= QU+ [T QY+ T2 @Y1 + T2 @ Yo
= 11Qy +t, t€D=D[Nuc(S), Nuc(T)].

Portanto, X®Y = G® H+ D. Temos entdao uma soma direta e N C D para (S®T)z # 0
para todo z € G® H, z # 0. De fato, seja z com a representagao » ., ; ®y;, n > 1, com
x; € G e y; € H linearmente independentes. Desde que S e T' tém correspondéncia um
aum em G e H, respectivamente, entao {Sz;}?, € F e {Ty;}!_, € F s@o linerarmente
independentes e assim sdo Sz; ® T'y; € E® F. Portanto, (S®T)z = | Ax; ® By; # 0.

Observacao 2.3.8. A igualdade, Nuc(S @ T) = D[Nuc(S), Nuc(T)], € vdlida para
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aplicagoes arbitrarias S e T'. Para tal, basta, em alterar E e F por R[S] e R[T]; o

que nao afeta o nicleo das aplicacoes.

Corolario 2.3.9. Sejam K; e Ky, aplicacoes canonicas de X em Nil edeY em N%, onde
N1 e Ny sao subespacos de X e 'Y, respectivamente. Entao, K1 ® Ky € uma aplicacao

linear de X @ Y em % ® N% o qual induz o isomorfismo canénico Z — (K ® Kj)z de

_XQY X o X
D[N1,N>| em ® Ny~

2.3.3 A norma projetiva

Sejam X e Y espacgos de Banach. Considerando um tensor elementar t @ y € X ® Y,

¢ natural exigir que a desigualdade

Iz @ yllxey < llzllxllylly (2.3.32)
seja satisfeita. Agora, considere u € X ® Y um tensor qualquer. Se "1  x; ® y; é uma
representacao de u, entao decorre da desigualdade triangular que a norma satisfaz

lullxay <> llwsllxllyilly- (2.3.33)
i=1

Como a desigualdade (2.3.33|) deve ser valida para qualquer representacao de u, tomando

o infimo sobre todas as representacoes, segue que
[ull xey < inf {Z ||5L“z'||x||yz‘||Y} : (2.3.34)

i=1

O fato do zero ser uma cota inferior para o conjunto {> ", ||zl x||villy} faz com que
o infimo tomado acima esteja bem definido. Como utilizamos a desigualdade triangular
em (2.3.33)), o lado direito da desigualdade (2.3.34)) se torna o maior candidato possivel

para uma norma natural em X ® Y.

Definicao 2.3.10. Sejam X, Y espacos vetoriais normados sobre o corpo K. Para cada

tensor u € X ®Y, definimos a norma projetiva de u como

m(u) ;= inf {Z |zl x lyilly = v = le ® yz} , (2.3.35)
i=1 i=1

Proposigao 2.3.11. Sejam X eY espacos de Banach. Entao m € uma norma em X QY
en(z®y) = |lz|xllylly para todosx € X ey €Y.
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Demonstracgao: Ver [22], pagina 16. ]

Denota-se por X ®, Y o produto tensorial X ® ¥ munido da norma projetiva.

Sendo X e Y espagos normados de dimensao finita entao pode-se provar que X ®, Y
¢ completo, o que nao se pode afirmar caso X e Y nao sejam de dimensao finita. Ou seja,
se X e Y sao espacos vetoriais de dimensao infinita, entao o produto tensorial X ®, Y
nao é um espaco completo em geral. Assim, é denotado por X®,Y o completamento de
X ®,Y. O espaco de Banach X®,Y serd chamado de produto tensorial projetivo dos

espacos normados X e Y.

Ainda por [22] e [14] destacaremos, para o produto tensorial projetivo dos espagos
normados X e Y, andlogos da definicao da proposigao [2.3.7, da observagao [2.3.8
e do corolario onde foram apresentadas para o produto tensorial algébrico entre os

espacos vetoriais X e Y.

Proposicao 2.3.12. Sejam X, Y, W e Z espagos vetoriais normados e S : X — W,
T :'Y — Z operadores continuos. Entao existe um unico operador linear continuo
SR,T : X®Y — W&,Z tal que S @, T(r ®y) = S(x) @ T(y), para todos v € X,
y €Y. Além disso, ||S @ T|| = [|S| ecx,m)||T

&Y,2)-

O produto tensorial projetivo nao respeita subespacos, isto é, se W é um subespaco do
espaco Banach X, de tal forma que W ® Y seja um subespago algébrico de X ® Y, entao
a norma induzida em W ® Y por X®,Y nao é, geralmente, a norma projetiva myy (-).
No entanto temos que isso nao acontece para espacos complementados, como veremos na

proposicao que segue.

Proposicao 2.3.13. Sejam E e F' subespacos complementados de X e Y respectivamente.
Entao E @ F' é complementado em X ®,Y e a norma em E ® F induzida pela norma
projetiva de X ®,Y € equivalente a norma projetiva mg p. Se E e ' sao complementados
por projecoes de norma unitaria, entao E ®, F € um subespaco de X @, Y que é também

complementado por projecao de norma unitdria.

Demonstracao: Sejam P, () projecoes de X, Y em FE, F respectivamente. Tem-se que
P®Q éaprojegao de X ®,Y em E®F. Sejau € E® F. Temos que mxy(u) < g r(u).
Agora, seja y ., 2; ®y; a representagdo de u em X @Y. Entdo P®Q(u) = Y, P(z;) ®
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Q(y;) é uma representagao em E ® F. Portanto

mpr() <[Pzl x|Quilly < IPllecoll@leany Y il xluilly-
=1 =1

Sendo vélido para toda representacao de u em X ® Y, segue que

mxy(u) < mpp(u) < [[Pllexn) @l conmxy (u).
Se E e F' sao complementados pelas projecoes de norma unitaria, entao temos g p(u) =
Tx,y(u) para todo v € E® F. Além disso, |P ® Q| = || P|lex)||Qlevy =1 e, portanto,

P ® @) é uma projecao unitaria em £ ® F. [ ]

Observacao 2.3.14. em [1])], §41.5(5), temos um resultado onde afirma que o produto
tensorial projetivo de dois subespacos complementados de Fy e F,, respectivamente, €
um subespaco complementado do produto tensorial projetivo dos espacos Fy e Fy. Mais

precisamente.

Proposicao 2.3.15. Seja Fi, Fy espacos localmente convexos, Py, Py projecoes continuas
com imagens Py (Fy) = Ey1, Py(Fy) = Ey e nicleos Ny, No. Entao Py ® Py é uma proje¢ao
continua de Fy @, Fy no subespaco Ey &, Ey com nicleo D[Ny, Ns] e P&, P, € projecio
continua de F1®.Fy no subespaco F1®.FE, com nicleo m, que € o fecho sobre
Fi®,F;.

Demonstracao: Pela proposicao tem-se que Py ® Py € uma aplicacao continua
tendo por imagem FE; ® Ey C F; ® 5. Denotamos Ey ® FEs, dotado com a topologia
induzida por Fy @, Fy por (Ey ® Ey),. Afirmamos que (Ey ® Es)x € isomorfo a Ey @, Es.
Com efeito, sejam Jy, Jo injecoes de E1, Ey em Fy e Fy, respectivamente, entdo J; @ Jy
¢ uma 1njecao continua de Ey @, Fy em F| @, Fy; assim a topologia de Fy ®, Fy € mais
fina que a topologia de (Ey & Es).. Por outro lado, considerando P, e P, elementos
de £(Fy, Ey) e £(Fy, Ey), respectivamente, entio Py @ Py é uma aplica¢do continua de
Fy @, Fy em Ey ®, Ey; portanto a restricao a (Ey @ E3)x € continua e a topologia de
(E1 ® Ey)x € mais fina que a topologia de Fy ®, Es.

Isto prova a primeira parte e Fy @, Fy € a soma direta Ey @, Fy ® D[Ny, Ns|]. Tendo
que o completamento de tal soma é a soma direta dos subespacos completados, Fy®.Fy =

E\®.Ey ® D[Ny, Ny, implica assim a seqgunda parte. n
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Por [22] temos as seguinte defini¢oes e resultados.

Definigao 2.3.16. Seja QQ € £(Z,Y). Dizemos que Q) : Z — Y é um operador quociente
se Q € sobrejetor e ||y|| = inf{||z]|z : z € Z, Q(2) =y}, ou equivalente, Q aplica a bola

aberta unitaria de Z na bola aberta unitaria de Y .

Ou seja, Y é isometricamente isomorfo ao espaco quociente Z/Nuc@.

Proposicao 2.3.17. Sejam Q € £(W,X), R € £(Z,Y) operadores quocientes. Entao
QR:R: Wy Z — X®;Y € um operador quociente.

Demonstragao: Ver [22], pagina 19. ]

Definicao 2.3.18. Sejam X e Y espacos normados. Dizemos que Y € um quociente de

X se existe um subespago fechado W C X tal que Y = X/W.

Corolario 2.3.19. Sejam X1, X, Y1 e Y5 espacos normados. Se Y; é um quociente de

X;, para 1= 1,2, entdo Y1 ®, Ys € um quociente de X1 ®, Xs.

Demonstracgao: Desde que, por hipdtese, Y; é um quociente de X; para todo i = 1,2,
existem subespagos fechados W; C X tais que Y; = X;/W;, 1 = 1,2. Sejam, : X; — X;/W;

as projecoes canonicas (que sao operadores quocientes). Da proposigao [2.3.17], segue que,

X1®7Xo

T Ry : X1 R, Xo — Y1 ®, Y5 é um operador quociente. Portanto, Y, ®, Y, = Nuetr o2

isto é, Y7 ®; Y5 é um quociente de X; ®, Xs. ]

Em [14], §41.5(8), tem-se

.« ~ . ., . E F . . ~
Proposigao 2.3.20. Seja E e F espagos metrizdveis, 1; e 5 dois quocientes. Entao
E& F 4 E@:F  Go E ¢ F si : s
11 ®xy € tsomorfo a DarN e e F' sao espacos normados, o isomorfismo € um
isomorfismo isométrico.

Demonstracao: Em [14], pagina 190. [

2.3.4 O espaco dual de X®,Y.

Em 1.3.1 é apresentada a linearizagdo de uma aplicacao bilinear A € Bil(X x Y, Z).
Temos que tal linearizagao é também aplicada ao produto tensorial projetivo entre os

espacos X e Y.
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Proposicao 2.3.21. Seja B € Bil(X x Y, Z) uma aplicagdo bilinear continua. Entdo
existe um unico operador linear continuo B : X®,Y — Z, satisfazendo E(m ®y) =

B(z,y), para todos v € X, y € Y. Além disso, a correspondéncia B <— B € um

isomorfismo isométrico entre os espacos Bil(X x Y, Z) e £(X®,Y, 7).

Demonstracao: Ver [22], pagina 22. u

Assim, temos a seguinte identificacao canonica.
Bil(X xY,Z) = &(X&,Y, Z).
Se Z for o corpo de escalares, temos uma identificagao candnica do espago dual do
produto tensorial projetivo com o espaco das formas bilineares continuas.
Bil(X xY) = (X®,Y)*. (2.3.36)
Com a identificacao acima, a acao de uma forma bilinear continua B como um funci-

onal bilinear continuo em X&,Y é dada por
B <Z z; ® yi) = Z B(xi, ;).
i=1 i=1

Essa dualidade produz uma nova férmula para a norma projetiva:
m(u) = sup{|B(u)| : B € Bil(X xY), || Bl Bacxxy) < 1}. (2.3.37)
A teoria da dualidade entre os produtos tensoriais projetivos e os espacos de formas
bilineares continuas pode ser formulada em termos de espacos de operadores lineares

continuos.

A cada forma bilinear continua B € Bil(X X Y') existe um operador linear continuo
associado Lp € £(X,Y™) definido por (y, Lp(z)) = B(z,y). Tem-se que a aplicacao
B — Lp é um isomorfismo isométrico entre os espagos Bil(X x Y) e £(X,Y*). Assim,
temos a identificacao:

(X®,Y)" = Bil(X xY) = £(X,Y"), (2.3.38)
através da qual a acgao de um operador linear continuo S : X — Y™* como um funcional

linear em X®,Y é dado por

n

<Z T; & yi,S> = Z (Y, Sx;) .

i=1
De modo analogo, temos outra identificacao

(X®,Y) = Bil(X xY) = £(Y, X*), (2.3.39)
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onde a acio de T € £(Y, X*) em X®,Y é dada por

n

<Z Ti @ Yi, T> = Z (w5, Ty;) .

i=1

As identificagbes (2.3.38) e (2.3.39), produzem mais duas variagoes na féormula de

dualidade para a norma projetiva de um elemento de X®,Y:
m(u) = {[SW)]:5 € L(X, V), [|S]lexy <1}

Com ajuda dessa teoria da dualidade, agora examinamos novamente a questao de
quando o produto tensorial projetivo respeita subespacos. A seguinte proposicao é uma

consequéncia direta da formula da dualidade em ([2.3.37)) e do teorema de Hahn-Banach.

Proposicao 2.3.22. Sejam W e Z subespacos de X eY respectivamente. Entdo W&, Z
¢ um subespaco de X®,Y se, e somente se, toda forma bilinear em W x Z se estende a

uma forma bilinear em X XY com a mesma norma.

Se fixarmos o segundo subespaco componente e usarmos ([2.3.38]), a existéncia de ex-
tensoes do tipo Hahn-Banach de formas bilineares implica em uma propriedade de ex-

tensoes dos operadores lineares.

Corolario 2.3.23. Seja W subespaco de X. Entio W®,Y € um subespaco de X®,Y se,
e somente se, todo operador de W em Y* se estende a um operador de mesma norma de

X em Y™

Um espago de Banach Z ¢é dito injetivo se tem a seguinte propriedade: para todo
espaco de Banach X e todo subespaco W de X, todo operador de W em Z estende a um

operador de X em Z de mesma norma.

O corolario acima mostra que o produto tensorial projetivo com o espaco de Banach

Y respeita subespacos se, e somente se, Y* é um espago injetivo.
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2.3.5 Bases do produto tensorial
Bases de Schauder em espacos de Banach

Seja X um espago de Banach de dimensao infinita. A sequéncia {e, },en de elementos
de X é uma base de Schauder de X se, dado qualquer x € X, existe tnica sequéncia de

escalares {z, }nen tal que

= 0.

N
xTr — E Tn€n
n=1

Dizemos que {e,}nen ¢ uma sequéncia bésica se {e,}neny ¢ uma base de Schauder do

(o]
r= E Tp€y; OU seja, lim
N—o0
n=1 X

subespacgo linear fechado gerado pelos e,. Se X tem uma base {e,}nen, 0 conjunto
{en, n € N} é linearmente independente e X ¢ separavel. Pela unicidade da sequéncia

{Zn}nen definimos a sequéncia de funcionais lineares e’ € X* dada por
o0
er(x)=e (Z xiei) =z, neN.
i=1
Tais funcionais sao chamados funcionais coordenadas.
Defini¢ao 2.3.24. Seja X um espago de Banach com base de Schauder {e,}nen. Consi-
deremos a sequéncia de operadores { P, }nen dada por

P, X = X; an:ixiei,

i=1

onde x =Y 2 xie; € X. Os P, sdo chamados de proje¢oes canonicas associadas a base

{en}n€N~

Observacao 2.3.25. Note que | P,||¢x) > 1, para todo n € N. De fato,

Ty 1
IPallsc) = sup H&(m)nxz\a(—) = i)
i Tenl ) = Tonllx
1 ” 1
= e; (zn)eil| = Tnllx = 1.
ol |25 10| = el

Proposicao 2.3.26. As projecies canonicas {P,}nen associadas a base de Schauder

{€n}nen do espaco de Banach X sdo continuas.

Demonstracao: Seja © = Zzozl rpe, € X. Para cada i € N e cada ¢; € X defina

e;®e : X = X por ef ®ei(x) =ef(r)e;. Note que ef @ e; = 1;0ef, onde ¢; : R — X

77
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¢ dada por ¢;(a) = ae;, para todo a € R, ¢ € N. Como ¢; e ef sdo continuas, segue que

ef ® e; é continua. Além disso, para todo x € X temos que

o0 n n n
* *
P,(x) =P, E Tnen | = E Tie; = E el (z)e; = E el ® e;.
n=1 i=1 i=1 i=1
Ou seja, P, = > | ef ® e;, concluimos que P, é continua. u

Proposicao 2.3.27. Sejam { P, }nen as proje¢oes canénicas associadas a base de Schauder

{en}nen do espaco de Banach X. Entao sup,, || P, ¢x) < 0.

Demonstracao: Paracadaz =Y~ xne, € X, como P,z = P, (377 wpe,) = Y o | Ti€;
e a sequéncia {Y " | x;€;}nen converge para x, segue que a sequéncia {|| P,/ g(x) }nen limi-
tada. Logo, para cada x € X, sup,en{||Pn(2)||x} < 00. Como X ¢é espaco de Banach e

cada P, é continua, segue do Teorema de Banach-Steinhauss que sup,, || Py ||gx) < co. m

Defini¢ao 2.3.28. Sejam { P, },en as projecoes canonicas associadas a base de Schauder
{en}nen do espago de Banach X. O nimero sup, || P,|¢x) € chamado de constante de

base e € denotado por K.}, .-

Teorema 2.3.29. Sejam {e, }neny uma base de Schauder de um espago de Banach X e

{e! }nen seus funcionais coordenadas. Entao, para todo k € N,

1< legllx-

erllx < 2K (e} en-

Demonstragao: Considerando as projegdes canonicas { P, }nen associadas a base de Schau-

der {e, }nen, segue que:

k k—1

derwe— Y e

i=1 i=1

L= le(en)] < [lexl

x-|lerllx = lle; ® exllx-ox =

X*®X

k—1
*
5 ei ® €;

i=1

+

k

*
5 e’i ® €i
i=1

= lIpellecx) + IPe-1llex) < 2sup [[Pallex) = 2K e, }pen
X*®X "

X*®X

Definigao 2.3.30. Sejam X um espago de Banach e {yn }nen € {y; }nen sequéncias em X
e X*, respectivamente. Dizemos que {yn, Y} tnen € um sistema biortogonal se y}(y;) = d;;
para quaisquer i,j € N, onde §;; =0 se i # j e 0;; =1 sei = j. Neste caso, as fungoes

{P,}nen, dadas por
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P,: X - X; P,(z)= Zy;‘(x)yZ
i=1

sao chamadas projegoes candnicas do sistema biortogonal {y,, y* }nen-

Definigao 2.3.31. Sejam {e, }nen uma base de Schauder de um espago de Banach X e
{e* }nen seus funcionais coordenadas. {e,} é chamada de shrinking se [ef; n € N] = X* e

é dito completamente continuo se ;| x;e; converge sempre que sup,, || Y_r, ze1||x < oo.

Teorema 2.3.32. Seja {e,, € }nen um sistema biortogonal em um espago de Banach X
e considere as proje¢oes { P, }nen associadas a {e,, el }nen. As sequintes afirmagoes sao

equivalentes:

1. {en}nen € base de Schauder de X;

2. lim,, o Po(x) = para todo x € X;

3. len; n € N] = X e sup, oy ||Pa(z)|x < o0 para todo z € X ;

4. [en; n €N] = X e sup,y | Pallex) < 00.
Demonstracao: Ver [19], teorema 2.2.22. n
Corolario 2.3.33. Se {e,, €} tnen € um sistema biortogonal no espago de Banach X e

sup || By [|e(x) < o0,
neN

entao {e,}nen € uma base de Schauder de um subespago fechado de X .

Demonstracao: Ver [19], coroldrio 2.2.23. u

Bases do Produto Tensorial

Sejam X e Y espagos de Banach com bases de Schauder {e;, },en € { fr }nen respectiva-

mente. O produto tensorial e, ® f,, pode ser ordenado como mostra o seguinte diagrama.
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e1®fi = e®f e1 ® f3 e1® fi
} 2 A
e®fi +— e®f es ® fs es @ fu
1 1 (2.3.40)
3R fi «— ea®fr «— eQf; €3 ® [
1

1@ fs — e ® fu

Assim, a ordenagao segue da forma e; ® fi, e1 ® fo, €2 ® fo, €2 ® f1, €1 f3, €2 X f3, ... .

Tal ordenacao é chamada de ordenacao quadrada.

Denote por P! e P? as projegoes canonicas em X e Y respectivamente. Assim, Plz =
Yo ei(@eie Poy =31 fi(y)fie Seu=737, a;je; ® f; é uma soma finita em X ® Y,
entdo os coeficientes a;; sio dados por a;; = e @ f;(u). Portanto, a projecao de u nas
primeiras k coordenadas é dado por

Pyu = Z e; @ f;(w),
(i,J) €L
onde Ej é um conjunto dos primeiros k pares ordenados de indices (i,7) na ordenagao

quadrada. Ainda, se k = n?, entao P, = P! ® P2.

Sejam A1, © By, constantes das bases de X e Y respectivamente. Entao

}nEN
e @enllxox < 241} 00 © 1 @ fal
T| = [|S||||T|| onde S e T sao operadores. Portanto ||Ps|le(x)oerv) < 3A¢entnen Bifntnen-

vay < 2B{f,},0- A norma projetiva satisfaz ||.S ®

Ainda, o produto tensorial e, ® f,, gera um espaco denso no produto tensorial projetivo.

Temos assim,

Proposicao 2.3.34. Seja X e Y espagos de Banach com bases de Schauder {e,}nen €
{fn}nen respectivamente. Entdo, a sequéncia {€, ® fm }nmen, com a ordenagio quadrada,

¢ uma base de Schauder para X ®,Y .

2.3.6 Operadores e formas nucleares bilineares

Vimos por (2.3.26)) que tensores podem ser vistos como formas bilineares por meio de
aplicagbes candnicas lineares que associa a cada tensor u = Y » @, ® ¢; € X fRYha

forma bilinear B, € Bil(X xY) dado pela férmula B, (z,y) = > i, @i(x)i(y). Agora, se
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X e Y sao espacos de Banach, os elementos do produto tensorial X* ® Y™* definem formas
bilineares limitadas em X X Y e assim obtemos um operador injetivo de norma unitaria
de X* ®, Y* em Bil(X xY). Tomando a extensao deste operador ao completamento,

teremos o operador R
J: X*®,Y* — Bil(X xY), (2.3.41)

de norma unitaria. Uma forma bilinear em X x Y é dita nuclear se pertence a imagem

deste operador.

Na seguinte proposigao, vista em [22], traz a representacao dos elementos de um pro-

duto tensorial projetivo completo.

Proposicao 2.3.35. Sejam X e Y espacos de Banach, u € X®,Y e e > 0. FEntdo
existem sequéncias limitadas {z;}5°, e {y;}2, em X e Y, respectivamente, tais que a

série Y | x; @ y; converge para u e
D lalixllyilly < m(w) +e
i=1
Demonstragao: Ver [22], pagina 21. |

Em [I4] também apresenta um resultado sobre tal representagao:

Proposicao 2.3.36. Sejam X e Y espacos normados, u um elemento de X®,Y . Entdo

para todo € > 0, u tem a sequinte representagao

u = Z%(ﬂfz ®yi), v €X, [zllx <1, v €Y, |lyilly <1 (2.3.42)
i=1

o0
e escalares v;, i € N, tais que Z Ivil < m(u) + e
i=1

Demonstragao: Ver [14], pagina 183. |

Segue das proposicoes acima que,

7(u) = inf {Z laalxllly = 3 Nl il < o0, w=3"a @yl} (23
i=1 =1 =1

o Infimo sendo tomado sobre todas as representacoes de u € X®,Y. Existem outras

variacoes dessa formula que sao uteis. Por exemplo, podemos escrever u na forma
oo . oo

Yo N @ y; onde ||ail|x = ||uilly = 1 para todo i, ou mesmo como » . vx; @ Y

onde z; — 0 e y; — 0. Temos as correspondentes féormulas para a norma projetiva:
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0 = i {3 bl u= 3 nm e 35l < ol = aly = 1249
=1

i=1 i=1

= inf{z illlzillx lyilly = w= Z%Ii@@yu Z|%| < 00, Ty Yi = 0}-

i=1 i=1 i=1

Pela representagao apresentada em (2.3.43)), temos que uma forma bilinear é nuclear

se, e somente se, existem sequéncias limitadas {¢;} e {1;} em X* e Y* respectivamente,

il

satisfazendo Y7 @il x+ y+ < 00, tal que

B(z,y) =Y @ilx)tiy),
i=1
para todo z € X ey € Y. A expressao na forma ) .~ ¢; ® ¢; é dita uma representacao

nuclear de B.

A norma nuclear de B é definida por

1B~ :inf{2||90i|
i=1

o infimo sendo tomado sobre todas as representacoes nucleares de B. Temos que

| Bl guxxy) < [|Bl|ln

e segue que a norma nuclear é de fato uma norma. Denotaremos por Bily (X xY) o espago

il

X*

v+ : B(z,y) = Z%(@%(y)} ;

das formas nucleares bilineares com norma nuclear. Oberserva-se ainda que Bily(X xY)
¢ um espaco de Banach, no entanto, a aplicacao
J: X*@,Y* — Bily(X xY)

nao é injetiva. De fato, seja u € X*®,Y* e seja Yooy i ® 1b; uma representagao de wu.
Agora, se a correspondente forma bilinear B é zero, entdo B(z,y) = > =, wi(2)i(y) =
0, para todo z € X e y € Y. Mas, para deduzir que v = 0, devemos ter (u, A) =
S A(pi, i) = 0 para todo A € Bil(X*xY*) = (X*®,Y*)*. Em geral, estas condigdes
nio sao equivalentes. O que ”impede”de termos a igualdade Bily(X X Y) = X*®,Y* é
o nucleo de J:

NucJ ={u € X*®,Y*: By(x,y) =0, Yz € X, y€ Y} (2.3.45)
Olhando novamente para a definicao da norma nuclear, vemos que é a norma quociente
de X*®,Y*/Nuc.J e, portanto, podemos dizer que

Bily(X X Y) = X*®,Y*/Nuc J. (2.3.46)

Seguiremos a analise dos operadores e formas nucleares na proxima segao.
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2.3.7 Propriedade de aproximacao

Recordamos que a Proposicao[2.3.1], as propriedades 5 e 6 versam sobre a representacao
e posto de um elemento u € X ® Y. Da mesma forma, em [22, pagina 3|, define o posto
de u € X ® Y, nao nulo, como o menor nimero n € N tal que exista uma representacao

de u contendo n termos, ou seja, u =y . T, Qy;, € X QY.

Vimos, pela Proposicao que um tensor de posto finito, u =Y, ;Qy; € X®Y,

é zero se, e somente se,

> el =0 (2.3.47)

para todo ¢ € X*. Consideremos agora o problema de identificar quando um elemento

do produto tensorial completo X®,Y é zero.

Seja Y2, x; ® y;, uma representagao para o tensor u € X®,Y, de modo que
> plwi)yi =0, Voe X~ (2.3.48)
i=1

Como observado na secao anterior, a igualdade ([2.3.48) nao garante u = 0. No entanto,
como o dual de X®,Y é Bil(X xY) = £(X,Y™), temos que u = 0 se, e somente se,
> W Tz,) =0, VI €LX,Y). (2.3.49)
i=1

Segue de (2.3.47) que >, (yn, Tx,,) = 0 para todo operador de posto finito 7. Agora,

se X e Y sao de dimensao infinita, teremos operadores que nao sao de posto finito. Assim,

ha uma lacuna entre as condigoes (12.3.47)) e (2.3.48)). Essa lacuna pode ser superada se for

possivel aproximar um operador arbitrario por um operador de posto finito ao menos para
um conjunto {z,}. Assumindo, sem perda de generalidade, que a sequéncia (z,) tende a
zero, entao o conjunto {x,} é relativamente compacto e chegamos a seguinte condi¢ao no
espaco X: todo operador de X em Y* pode ser aproximado, em um subespago compacto
de X, por um operador de posto finito. Naturalmente, é uma formulagao equivalente a

(2.3.47) e que leva & uma formulacao semelhante para operadores de Y a X*.

Proposigao 2.3.37. Seja X um espago de Banach,entao os sequintes itens sao equiva-

lentes:

1. Para todo subconjunto compacto K de X e todo € > 0, existe um operador de posto



2.3 Produto tensorial de espacgos vetoriais 53

finito S+ X — X tal que ||z — Sz||x < € para todo x € K.

2. Para todo espaco de Banach Y, todo operador T : X — Y, todo subconjunto com-
pacto K de X e todo € > 0, existe um operador de posto finito S : X — Y tal que
|Tx — Sz||y <€ para todo x € K.

3. Para todo espago de Banach Y, todo operador T :' Y — X, todo subconjunto com-
pacto K de Y e todo € > 0, existe um operador de posto finito S :' Y — X tal que
Ty — Syl||x < € para todo y € K.

Demonstracao: Ver [22], pagina 72. u

E dito que um espaco de Banach X tem propriedade de aproximacao se as equivaléncias

da proposicao acima sejam véalidas para X.

Segue, ainda por [22], alguns resultados sobre propriedade de aproximagao.

Proposicao 2.3.38. Suponha que exista uma sequéncia uniformemente limitada (T,)
de operadores de posto finito em X tal que T,x — x para todo v € X. Entdo X tem

propriedade de aprorimacao.
Demonstragao: Ver [22], pagina 73. [ |

Corolario 2.3.39. Todo espaco de Banach com uma base de Schauder tem propriedade

de aproximacao.

Demonstracao: Seja {e, }neny uma base de Schauder para X e seja el os funcionais
coordenados associados. Para cada n, seja P, o operador de posto finito em X dado por

P,x = 3", ef(x)r;. Entao os operadores P, sao uniformemente limitados e P,x —

para todo x € X. Portanto X tem propriedade de aproximacao. [ ]

Para a proxima proposigao faz-se uso do seguinte lema, cuja demonstracao pode ser

conferida em [5], pagina 38.

Lema 2.3.40. Seja K um subconjunto fechado de um espaco de Banach X. Entio K é
compacto se, e somente se, eriste uma sequéncia {x,} em X tal que x, — 0 e K estd

contido no fecho convero conv{x, :n € N} :=C de z,.
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Proposigao 2.3.41. Seja X um espago de Banach. As sequintes afirmacgoes sao equiva-

lentes:

1. X tem propriedade de aprorimacao.

2. Sejau=">3 " on @, € X*®,X, onde (¢n), (x,) sdo sequéncias limitadas em X*

e X respectivamente, com Y >~ |lonllx-|lzallx < 00. Se >0 pn(x)z, = 0 para

todo x € X, entao u = 0.

8. Para todo espago de Banach'Y, seja u =3 o0 2, ® y, € X®,Y, onde (), (yn)
sao sequéncias limitadas em X e 'Y respectivamente, com > o ||xn | x ||ynlly < 0.

Se > > @(xn)yn = 0 para todo p € X*, entdao u = 0.

4. Para todo espago de BanachY, sejau =Y oo &, @y, € X®,Y, onde (z,), (yn)
sao sequéncias limitadas em X e Y respectivamente, com Y . ||| x||ynlly < oo.

Se > 0 W(yn)xn =0 para todo ¢ € Y*, entao u = 0.

Demonstracao: 7 implica 4: Suponha que X tenha a propriedade de aproximagao. Seja
u=>"" 1, Ry, € X®,Y, onde (z,,) e (y,) sdo sequéncias limitadas em X e Y tal que
Yoot lznllxllynlly < oo, e suponha que > 07 ¥ (y,)z, = 0 para todo ¢ € Y*. Assuma,
sem perda de generalidade, que =, — 0 e >~ |lynlly < oo. Seja T € £(X,Y*) =
(X®,Y)" e seja ¢ > 0. Como X tem propriedade de aproximacio, entdo existe um
operador de posto finito, S : X — Y™ tal que ||Tz,, — Sz,|
Temos Sz = >""" | p;(z)1;, onde p; € X* e ¢); € Y*. Agora

(,8) = pilwn)vi(yn) = Z @i (Z %-(yn):vn) =0.

n=1 i=1

y+ < € para todo n € N.

Portanto,

[{u. D) < [, T = 8) [+ [(w,S) | < YT = Sally-llyally < €D yally-

n=1 n=1

Como € é arbitrério, segue que (u,T) = 0 para todo T' € £(X,Y™). Portanto, u = 0.
4 implica 3: Suponha que u = > 7z, ® y, € X®,Y satisfaz a condicao dada.
Entao, para todo p € X* ey € Y*,

0= w (Z @(‘Tn)yn) = Z @($n)w(yn) = ¢ <Z w(yn)xn) :
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Portanto, > 7, ¢(y,)x, = 0 para todo ¢ € Y*, e assim, por 4, temos u = 0.

As demais implicagbes podem ser conferidas em [22], pagina 75. [ ]

Observe que X*®,X é um subespaco de X*®,X**. Aplicando este fato, juntamente

com a observacgao de que X é um conjunto separador de pontos de X*, obtemos:

Corolario 2.3.42. Se X* tem a propriedade de aproximacao, entao X também tem.

O proximo corolario relaciona diretamente a propriedade de aproximacao com ([2.3.45))
e (2.3.46)).

Corolario 2.3.43. Sejam X e Y espacos de Banach. Se X* ou Y* tem propriedade de
aprorimacao, entao

X*®.Y* = Bily(X x Y).

Pelo corolério 2.3.43], (2.3.45)) e (2.3.46)) nos diz que: Se X* ou Y* tem propriedade de

aproximacao entao o Nuc.J é trivial.

A propriedade de aproximacao pode ser formulada em termos da aproximacao uniforme
de operadores compactos. Observando que, um operador é dito aproximavel se é limite,

em norma, de uma sequéncia de operadores de posto finito.
Proposigao 2.3.44. Seja X um espago Banach.

1. X tem propriedade de aproxrimacao se, e somente se, para todo espaco de Banach

Y, todo operador compacto de' Y em X € aprorimdvel.

2. X* tem propriedade de aproximacao se, e semente se, para todo espaco de Banach

Y, todo operador compacto de X em 'Y € aprorimdvel.

A demonstragao, que pode ser conferida em [22], pdgina 79, usa o fato de 7' : W —
Z, um operador injetivo, entao T*(Z*) é denso em W* para qualquer topologia localmente
convexa em relacao a qual o espaco dual de W* é W. Em particular vale para a topologia

de convergéncia uniforme nos subconjuntos compactos de W.

2.3.8 Reflexividade do produto tensorial

O produto tensorial de dois espagos reflexivos pode nao ser reflexivo. Em [22], exemplo

2.10, mostra que, mesmo [y sendo reflexivo, o espaco l5®,l3 nao o é.
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Veremos a seguir condicdes para que o produto tensorial X®,Y seja reflexivo. Para
tal, observamos que o dual do espaco X®,Y é £(X,Y*), assim, para que X®,Y seja

reflexivo ¢é necessério e suficiente que £(X,Y™) seja.

Lema 2.3.45. Seja X um espa¢o de Banach reflexivo. Uma sequéncia limitada {T,}
em K (X,Y) converge fracamente a T € J# (X,Y) se, e somente se, a sequéncia {T,x}

converge fracamente para T'x para todo x € X.

Demonstracgao: A condicao é claramente necessaria. Para a suficiéncia, consideremos o
espaco compacto K = Bx X Bys, onde Bx e By« carregam, respectivamente, a topologia
fraca e a fraca estrela. Para cada operador compacto T': X — Y definimos o funcional
continuo fr, em K, dado por fr(z,v) = (Tx,1), com |T||¢x,y) = ||frlle- Portanto,
H(X,Y) pode ser considerado um subespaco fechado de C'(K). Agora seja {T,,} uma
sequéncia limitada em J#°(X,Y’) e suponha que T,z converge fracamente para Tz para
todo x € X. Entao a sequéncia de funcionais fr, converge pontualmente para fr. Além
disso, a sequéncia é limitada em C(K). Segue do teorema da representacao de Riesz

*

para o espago dual de C'(K)* e do teorema da convergéncia limitada que fr, converge
fracamente para fr em C(K). Portanto {T,,} converge fracamente para 7' em % (X,Y).

Teorema 2.3.46. Sejam X e Y espacos de Banach reflexivos. Se todo operador de X

em Y é compacto, entio £(X,Y) € reflexivo.

Demonstragao: Seja {7,,} uma sequéncia na bola unitaria fechada de £(X,Y’). Prova-

remos que {7, } tem uma subsequéncia fracamente convergente.

Inicialmente iremos supor que X ¢é separavel. Seja {z;} um subconjunto enumerével
e denso de X. Pela reflexividade de Y, a sequéncia {T,x;}, tem uma subsequéncia
fracamente convergente para todo k. Portanto, existe uma subsequéncia {7},;} de {7},}
tal que a sequéncia {T,,, 7 }; converge para todo k. Segue que a sequéncia {T,,;x} converge
fracamente para todo x € X. De fato, seja x € X e seja ¢ > 0. Escolhendo k tal que

|z — x||x < €/2, teremos

Too—Tyx= (T, —T,)(x—x) + (Tn,xx — Th,xx)
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para todos r e s. Como
(T, = T )z — p)[ly <€

para todos 7 e s, segue que a sequéncia {7}, x} é fracamente de Cauchy em Y.

Definimos 7' : X — Y tomando Tz o limite fraco da sequéncia {T,,x} e segue do
principio da limita¢ao uniforme que T' € £(X,Y) = #(X,Y) [4, Corolario 2.12]. Apli-

cando o lema acima, vemos que {7},,} converge fracamente para T'.

Agora abandonando a condigao que X é separavel. Cada operador adjunto T :
Y* — X* é compacto e, como resultado, T,(Y*) C X* é separdvel. Portanto, existe um
subespacgo separavel Z de X*, tal que T(Y*) C Z para todo n. Seja () um operador
quociente de X em X/°Z. Temos que X/°Z é um espago reflexivo e separdvel, ja que é
espaco dual de Z. Além disso, cada operador T,, fatora através desse espaco quociente.
De fato, seja x € X e suponha que Qx = 0, isto é, x € °Z. Entao, para todo ¢ € Y™,
teremos

(T, ¢) = (x,T3¢) = 0.
Segue que T,z = 0 para todo n. Portanto, existe um operador S, : X/°Z — Y tal que
SpQ = T, e ||S.|| < 1 para todo n. Agora, Q(Bx) é denso na bola unitéria fechada
de X/°Z e assim todo operador de X/°Z em Y ¢é compacto. Pela primeira parte da
demonstracao, {S,} tem uma subsequéncia {S,,} que converge fracamente para algum

operador S. Entao, pelo lema anterior, a sequéncia {7, } converge fracamente para

T =5Q. ]

A implicagao contraria também é valida desde que assumindo que um dos espagcos

tenha a propriedade de aproximacao.

Teorema 2.3.47. Sejam X e Y espacos de Banach reflexivos, onde um dos quais tem a
propriedade de aprorimagao. Se £(X,Y) € reflexivo, entdo todo operador de X em Y é

compacto.

Demonstragao: Suponha que exista um operador 7' : X — Y nao compacto. Entao
existe uma sequéncia {x,} na bola unitaria de X que converge fracamente para z, e
a sequéncia {T'z,} ndo converge em norma. Tomando uma subsequéncia adequada da
sequéncia {z, —z}, obtemos a sequéncia {w,} que converge fracamente para zero e § > 0,

tal que ||Tw,| > § para todo n. Agora, como (X®,Y*)* = £(X,Y), temos que X®,Y*
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é reflexivo. Portanto, a sequéncia limitada {w, ®,} tem uma subsequéncia {w,, @, }
que converge fracamente para algum u € X®,Y*. Como (w,, ® ¥, ,T) > § para todo
k, assim (u,T) > 0.

Sepe X*eyeY, entao

(W, @ Py, 0 @ y) = O(wn, )¢n, (y) = 0,
e portanto (u, p ® y) = 0. Assim, u é zero quando considerado como uma forma bilinear
em X* x Y. Contudo, como X ou Y* tem propriedade de aproximacao, por [2.3.43]
a aplicacao candnica de X®,Y* em Bil(X* x Y) é injetora. Desta forma u = 0 em

X®,Y*, o que implica (u,T) = 0 e obtendo assim uma contradicio. [

Ainda em [22], teorema 4.21, diz que: se X* ou Y* tem propriedade de aproximagao
entdo X®,Y é reflexivo se, e somente se, todo operador de X em Y* é compacto, ou seja,

H(X,Y*) = £(X, V™).



CAPITULO 3

Representacao de Operadores

Bilineares

Neste capitulo temos por objetivo obter uma representacao de um operador bilinear
completamente continuo 7' : X xY — Z onde X, Y e Z sao espagos de Banach uniforme-
mente convexos e uniformemente suaves. Trataremos o caso em que 7' nao tem dimensao
finita. Num primeiro momento, vamos fazer uso de alguns argumentos usados por Ed-
munds e Evans para o caso linear e chegarmos a uma representacao similar ao obtido em
[5]. Seguindo, faremos uso da teoria do produto tensorial, trazida em partes na segao 1.3
deste texto, para termos algumas identificacoes de espacos e também informacoes de com-
portamento de formas bilineares nucleares e, novamente, chegando que a representagao é,

também, assim justificada.

3.1 Uma decomposicao para os espacos X, Y, X xY

e /

Ruch, em [23], define a aplicagao k: X x Y — Bil(X x Y)*.
K: X XY — Bil(XxY)"
(,y) = Ky Bil(X xY) =R (3.1.1)

a = '%(:v,y)(a) = Oé(l’,y)

Com K(zy) € Bil(X xY)" ea € Bil(X xY).

Agora, para cada x € X definimos a seguinte aplicagao:
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I, : Bil(XxY)—Y*
a =T (a)=a,:Y =R (3.1.2)

y = a(y) = alz,y)

Da mesma forma, definimos, para cada y € Y

I, : Bil(XxY)— X*

y
a—Ty(a)=a,: X >R (3.1.3)

= oy(r) = a(z,y)

Proposicao 3.1.1. Seja xp € X nado nulo, entdo 'y, : Bil(X X Y) — Y* € sobrejetora.

Demonstracao: Seja § € Y*. Dado z, € X, pelo teorema de Hahn-Banach, existe

¢ : X — R tal que p(zg) = 1.

Defina
a(z,y) = o(z)B(y),
entao
[,(a)eY”
e

Luo(@)(y) = aq,(y) = alwo,y) = p(0)By) = By), Yy eY.

Desta forma, dado 8 € Y™, existe a € Bil(X x Y) tal que

L'z, (a> =p,

implicando que I',, é sobrejetora, para todo xy # 0. [ |

Analogamente verifica-se que I'y, : Bil(X x Y) — X* é sobrejetora para todo yo € Y nao

nulo.
Para x € X, o ntcleo do operador I', : Bil(X x Y) — Y* é dado por
Nucl, = {a€Bil(X xY); I',(a) =03}
= {ae Bil(X xY); a, =03} (3.1.4)
= {a€eBil(X xY); a(r,y) =0, VyeY}.

Da mesma forma, paray € Y
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Nucl'y =

= {B€Bil(X xY); B,=0%}

{8 € Bil(X xY); Ty(f) = 0x}

(3.1.5)

= {BeBil(X xY); Bv,y) =0, Voe X}

Sendo X e Y espacos de Banach e M, N subespacos fechados de X e Y respectiva-
mente, por (2.1.4) definimos:

MY

Analogamente,

NX

{a € Bil(X x Y);

( );
{a € Bil(X x Y);
{a € Bil(X x Y);
{a € Bil(X x Y);

ﬂNucFy
{f € Bil(X xY);

(B € Bil(X xY);

X xY):

)

( )
( )
{8 € Bil(X x Y);
{6 € Bil( )

() =05, Yo e M}

a, =0y, Ve e M} (3.1.6)
a(r,y) =0, Yee M, VyeY}

a, € M°C X", VyeY}
Ly(P) = 0%, Vy e N}

By =0%, Vye N} (3.1.7)

B(z,y) =0, Yy e N, Vz e X}

B € N°CY* Ve X}

Por (3.1.6)) e (3.1.7)) definimos o subespaco anulador de M x N C X x Y em Bil(X xY),

(M x N)° =

MY N NX

(3.1.8)

= {ae€Bil(X xY); a(z,y) =0; a, e N>, Ve e Xea, € M°, Vye Y}

Proposicao 3.1.2. (M x N)° € subespago fechado de Bil(X xY').

Demonstragao: Sejam a, € (M x N)° e A € R. Entdao, pram e M ey €Y

(a+AB)(m,y)

= a(m,y) + AB(m,y)
= 040,

pois a, B € My. Da mesma forma, se x € X en € N temos
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(a+ AB)(z,n) =0,
onde, também, a, f € Nx. Logo, a+ A3 € (M x N)°.
Agora, seja {ag treny C (M x N)° tal que ap — o € Bil(X x Y), ou seja,
dado € >0, ko € N; ||l — af|Baxxy) < € YVE > k. (3.1.9)

Suponha que o ¢ (M x N)°. Assim, a, ¢ N°, Ve € X e, ¢ M°, Vy €Y. Desta
forma, sem perda de generalidade, existe m € M e y € Y com a(m,y) # 0. Podemos
supor também que ||m||x = ||ly|ly = 1.Temos ainda que ay(m,y) = 0, Vk € N. Assim,

para € = |a(m,y)| > 0, existe ky € N tal que, para todo k > ko, satisfaz (3.1.9). Por

outro lado,
o — allpaxxyvy = sup {[(aw —a)(@,y)[} = sup {[(an(z,y) — alz, y)[}
[lz]l =1 llz|] =1
Iyl =1 llyll =1
> [(ar(m,y) —a(m,y)| = la(m,y)| =
Obtendo assim uma contradigao. Logo, (M x N)° é fechado. [ |

Proposicao 3.1.3. Sejam X e Y espacos de Banach e subespacos fechados M C X e
N CY. Entao (M x N)° é isomorfo a Bil (&% X X).

Demonstracgao: Defina a aplicacao
F:(MxN)> — Bil (% xX)
a — F(a).

Onde F(o)(7,79) = a(z,y).

1. F(«) estd bem definida.

Se x1, To €T, Y1, Y2 € Y, teremos que

Ty =x+my, To=x+Mg, Y1=Y+n1, Y=Y+ No,

com my, mg € M e ny, ng € N. Assim,
a(z,y1) = oz +my,y+mn)
= afz,y) + a(@,m) + a(my,y) + a(m, n)

= a(z,y)
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Da mesma forma a(zq,y2) = a(z,y). Obtendo entdo a(z1,y1) = a(xs,y2).
2. F(«) é bilinear pois « ¢ bilinear.

3. F é linear.

Sejam av e 8 € (M x N)° e A € R. Ento,
Fla+A8)®,7) = (a+A3)(T,7)
= o(7,y) + AB(7,7)
= F(a)(@,7) + A\F(8)(T,7)
= (Fla) +AF(B)) (,79),

para todo (Z,7) € == x %. Logo obtemos que F(a + A8) = F(a) + A\F(8).

4. F é limitada.
De fato,

Fl| = F .
1] e FACHPHEIES
lallpi(xxy) =1
= sup  {  sup  {[F(a)(7T,7)|}}
a € (M x N)° H(Evg)lllxxsl
lallpi(xxy) =1 MoN
= sup  {  sup  {la(z,y)|}}
acmx N @ylxyy <1
lallpir(xxy) =1
= sup {llellBaxxyy} = 1.
a € (M x N)°

lallBi(xxy)y =1
Como F' ¢ limitada, ela é continua. Além disso,

5. F é injetora.

Com efeito, sejam «, f € (M x N)°. Suponha que F(a) = F(f). Entao,

Fle)(@,y) = F(B)(T,y), V(T,9) € 37 %

Sl
==

= a(z,y) = B(z,y), V(z,y) € X xY.

Assim « = 3, implicando que F' é injetora.

6. F' ¢é sobrejetora.

Seja s € Bil(% x X). Defina
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Blz,y) =s(T,7), V(z,y) € X xY.
[ ¢ bilinear, pois, para 1, x2 € X,y €Y e k € R,
Blar +kra,y) = s((z1 + kxa),7)
= s(z1 + k72),7)
= s(71,Y) + ks(T2,7)
= Bla,y) + kB(w2,y).
E o0 mesmo para a segunda coordenada.
Agora vamos olhar a norma no quociente.
Se ||z||x < 1, entao
/a0 = mf {[lz —mll;} < flz =0l = flz]x < 1.
Logo, [|Z]|x < 1. Assim,
181 Bil(XxY) sup {la(z, y)[}
l@w)ll ., <1
= sup  {|s(z,7)[}
l@w)ll ., <1
< sup  {[s(z,7)[}
IED <1
M”*N
= ”5| Bil(XxY) < 00
Portanto, 8 é continua.
Por fim, afirmamos que § € (M x N)°. Com efeito, seja z € M. Entao,

T=0¢ % Assim, para qualquer y € Y,

Bz, y) = s(7,7) = s(0,7) = 0.

Da mesma forma, para y € N. Entao, 7 =0 € < e, para qualquer = € X,

Blz,y) = s(x,7) = s(z,0) = 0.

Portanto, por (3.1.8)), temos a afirmagao confirmada.

2=

Sabemos que, para F e F espacgos de Banach e A : E — F uma aplicagao linear

e limitada. Entao A é um isomorfismo se, e somente se, A é bijetora. Assim, como

(M x N)°, por |3.1.2, é um subespaco fechado do espago de Banach Bil(X x Y),

portanto, um espaco de Banach. Como provado acima, a aplicacao F' :

(M x
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N)° — Bil (% X %) ¢ linear, limitada e bijetora. Logo, F' ¢ um isomorfismo e

(M x N)° = Bil (57 x %).

Exemplo 3.1.4. Seja a:R* x R*: — R
(z,y, z,w), (a,b,c,d)) — ax+dw

a((z,y, z,w), (a,b,c,d)) = ax+dw =0 = (z,w).(a,d).
Para qualquer (a,b, c,d) € R?,
Qaped (T, Yy, w,2) =06 0=azr+dw=(0,y,20).(a,b,c,d),
ou seja, v =w =0 ey,z € R. E, para qualquer (w,y, z,d) € R*,
Azy ) (@, 0,6,d) =06 0=az+dw=(z,y,zw).(0,b,¢c,0),

temos,a=d=0¢eb,ceR.
Sejam N{ = {(0,y,2,0) € R} e N = {(0,b,¢,0) € R*}. Desta forma podemos dizer
que o € (N x N§)°.

Em [I5], nas hip6teses do teorema 1.1, que generaliza o teorema de Lax-Milgram, se
define, em (ii), o que sdo chamados de espacos nulos KX e K¥. No que segue, para
f € Bil(X xY), sejam:

K* = {ueX;B(u,v)=0,VveY} (3.1.10)
KY = {veY;Bu,v)=0,Vue X}

Da defini¢ao acima, de (2.1.5)), (3.1.6)), (3.1.7) e (3.1.8) podemos definir os anuladores
de MY e N¥.

MY = {reX;{(z,y),a)=0,Vac M eVyecY} (3.1.11)

°N* = {yeY;{((r,y),a)=0,Vac N eVrec X} (3.1.12)

Com isto, definiremos o anulador de (M x N)° em X X Y.
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(M x N)° = {(z,y) e X xY; ((z,y),a) =0, Vo € (M x N)°}. (3.1.13)

Podemos ver (3.1.13) como sendo formado pelos elementos (z,y) € X x Y tais que

z € °MY ouy € °NX. Desta forma, podemos escrever:

°[(M x N)°] := (M x Y) U (X x N). (3.1.14)
3.2 Operadores bilineares completamente continuos

Operadores lineares completamente contiunos sao aqueles que levam sequéncias fra-
camente convergentes em sequéncias convergentes em norma. Em [24], Ruch define os
operadores completamente continuos para o caso multilinear. Seguindo, e restringindo ao

caso bilinear, temos:

Definicao 3.2.1. Sejam X, Y e Z espacos de Banach. Um operador bilinearT : X XY —

Z é chamado de completamente continuo se xp — xo € Yy — Yo implica que T(zk, yr) —

T(%; yo)'

E sabido que, para o caso linear, se T' : X — Y é compacto, para toda sequéncia
fracamente convergente {u,} em X, u, — u, implica Tu,, — Tu. Isto é, se T é com-
pacto entao é completamente continuo. No entanto, para operadores multilineares esta

implicacao pode nao ser vélida. Nesse sentido Ruch traz, em [24], o seguinte exemplo.

Exemplo 3.2.2. Seja o operador B : H x H — H, onde H é um espaco de Hilbert com
sequéncia ortonormal {e;} e produto interno ( , ), definido por: B(x,y) = (x,y)e;. B €
de posto finito, portanto compacto. Agora, e; = 0 mas || B(e;, )| pucrxu,my = 1 para todo

i. Assim, B nao € completamente continuo.

E sabido também que, para X e Y espacos de Banach, com X reflexivo,seT : X — Y é
completamente continuo entao T é compacto. Novamente por [24], no teorema 3.1, prova-
se o equivalente para o caso multilinear. Reproduziremos este resultado para operadores

bilineares.

Teorema 3.2.3. Seja X, Y e Z espacos de Banach, com X e Y reflexivos. Se M €

Bil(X x Y, Z) é completamente continuo, entdo M é compacto.
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Demonstragao: Sejam {x,} e {y,} sequéncias em Uy C X e Uy C Y respectivamente.
Pela reflexividade de X e Y, temos que existem subsequéncias {z,, } e {y,, } tais que
— Ty € Yp, — Yo. Por hipétese, M(zy, ,Yn,) — M(z0,y0). Portanto, M é compacto.

Ty,

Sejam H e K espagos de Hilbert sobre o corpo dos reais e T': H — K um operador

linear limitado. Temos a seguinte definigao, dada em [I§]:

Definigao 3.2.4. Um numero positivo T é dito ser valor singular do operador T : H — K

se existem vetores unitdrios v € H ey € K tal que
T(x)=71y eT (y) =72
onde T* : K — H é o operador adjunto de T'. Temos:
T(T(z)) = T*(ry)=7(T*(y)) =%z
T(T*(y)) = T(ra)=7(T(z)) =7%.
Portanto 72 é autovalor de (T*T) e (TT*). Note que T e T* tém os mesmos valores

singulares.

Agora, considerando H;, Hs e K espacos de Hilbert separaveis sobre o corpo dos reais.
Tendo como motivagao a definigao de valor singular para o caso linear, Silva et al., em
[27], traz a definigdo de valor singular de um operador bilinear T' € Bil(H; x Hs, K),

Ccomo segue:

Defini¢ao 3.2.5. Dado T € Bil(H, x Hs, K), sejam
¢H1 : H2—>£(H1,K)
(b]_[2 : H1 — Q(HQ,K)
definidos como: se x € Hy, y € Hy, temos
om, (y)(x) = T(zx,y)
Defini¢ao 3.2.6. Um nimero positivo T é um valor singular de T' € Bil(Hy x Hs, K), se
existem elementos normalizados xo € Hy, yg € Hy e 29 € K tal que
T(zo,50) = T20
@i, (Wo)(20) = 70

¢*Hz (1'0)(2’0) = TYo



3.2 Operadores bilineares completamente continuos 68

onde
b, (yo): Hi — K, ¢m,(x0): Hy = K, ¢, (yo): K — Hy e &3y, (20): K — Hy.

Neste caso, dizemos que (xq, Yo, 20) € uma terna de vetores singulares associados ao valor

singular T.

Como no caso linear, Silva et al., mostra que se o operador bilinear, T' € Bil(H; X

H,, K), for compacto entao existe pelo menos um valor singular.

Teorema 3.2.7. Seja T € Bil(H,x Hy, K) compacto. SeT # 0, entio T = ||T || gi(a, x t2,)

¢ um valor singular de T.

Demonstragao: Ver [27], teorema 2. u

Em Edmunds e Evans [5, Proposigao 2.2.3| prova-se que, para X e Y espacgos de Banach
eT : X — Y compacto, entdo existe z1 € X, com ||21]|x = 1, tal que || T'||gx,y) = || Tz ||y
Nesse sentido, apresentamos resultado analogo para operadores bilineares completamente
continuos, entre espacos de Banach X e Y em Z com X e Y reflexivos. Observamos aqui
que, pelo exemplo |3.2.2| e pelo teorema[3.2.3] o teorema a seguir pode ser visto como uma

generalizacao do teorema (3.2.7|

Teorema 3.2.8. Sejam X, Y e Z espacos de Banach com X eY reflexivos, T : X XY —

Z bilinear e completamente continuo. FEntao existe (x1,y1) € X XY, com ||z1||x =

[91lly = 1, tal que | T pacxxv.zy = [T(x1, 91)| 2

Demonstragao: Sabemos, pela proposicao(2.2.7], que ||T'|| pi(x xv,z) = sup 1T (z, )l ,-
llzll x =1, lylly =1

Portanto existe uma sequéncia {(zg,yx)}t,ey € X X Y, com |lzgll, = |lykll, = 1 e

m (|7 (zx, yi) ||, = [Tl Bacx xv.2)-

k—o0

Sendo X e Y reflexivos, entao Ux C X e Uy C Y sao compactos na topologia fraca.
Desta forma, existem subsequéncias {xy }, {yw } tais que zpy — x e ypr — y em Ux e Uy,
respectivamente. Ainda, temos que

|lz|lx < liminf|ap|x < 1

e (3.2.15)

IN
—_

lylly < liminf |Jyw|ly

Como T é completamente continuo, entao
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T(wp, yw) — T(2,y) (3.2.16)

e assim, ”T”Bil(XxY,Z) = limp o0 [| T (217, )|l , = IT'(, y)|| 2 €, pela proposicao , fa-
zendo (z,y) = (x1,y1), temos assim ||z1||x = ||y1]ly = 1 com ||T'|| paxxv,2) = [|T(x1,31)] -

Ramanujan e Schock em [20], apresenta no lema 2.2 um resultado, o qual é con-
sequéncia direta do seguinte corolario do teorema de Hahn-Banach na sua forma analitica

e que o enunciaremos como lema.

Lema 3.2.9. Seja E um espaco vetorial normado. Entdo, para cada xo € E, existe uma

forma fo € E* tal que || fo

e = [[wolle € (zo, fo) = [lwoll-

Demonstragao: Ver [4], pagina 29. ]

Observacao 3.2.10. Em [3.2.9, definindo f1 € E*, tal que f; = 20— se ||lzollz # 0 e

lzoll =

fi =0, caso contrdrio. Entao, ||fi||p- =1 e (xo, fo) = ||zol|E-

Devido a importancia que o lema de Ramanujan e Schock tera na sequéncia do texto

0 apresentaremos como proposicao.
Proposicao 3.2.11. Sejam X e Y espacos de Banach; para (xo,y0) € X XY, existe um
funcional bilinear continuo ¢ em X XY tal que ||¢||puxxy) =1 e

¢(x0,90) = [[zollx[1%olly, se l|zollxlvolly # 0 e ¢ =0, caso contrdrio.

Demonstracao: A prova segue direto do lema |3.2.9| e da observacao [3.2.10| onde, para
(xo,y0) € X XY, ¢ € Bil(X xY) é definido como ¢(z,y) = x*(z) y*(y), V(z,y) € X xY,
com

x*(zg) = ||wollx, =¥ € X7, (3.2.17)

v () = lwolly, ¥y eY”

Y*:l, | ]

e [lz*)x- = [ly"|

Como definido em [2.1.10, tendo X e Y espacos de Banach uniformemente convexos
e uniformemente suaves, temos que os funcionais Jxzo e Jyyo satisfazem a condigao

(3.2.17)), ou seja: z* = jxxo, y* = Jyyo e, assim:
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x*(zg) = <Io,jX370>X = ||zol|x,
(

v (yo) = yOw]Yy0>Y = |lvolly,

y+ = 1. Com isto, podemos definir o funcional bilinear jXXy(xo, Yo) €

x- = 19yl
Bil(X xY') como:

com || Jx |

¢ = Jxuy(zo,y0) € Bil(X x Y), (3.2.18)

onde ¢ é o funcional satisfazendo a proposicao [3.2.11] Assim,

00, 10) = {(0,90), Txxv(wo,30) ) = llwollxllvolly ool luolly # 0

e, para (z,y) € X x Y, temos:
o(z,y) = 2"(x)y"(y)

= <x,ij0>X <y,jyy0>y
- <(x,y),jXXy<iU0ay0)>

XxY

Portanto,
<($,y),ijY($o,y0)>XXy = <967 jX$o>X <y, jyyo>y- (3.2.19)

Tomando (21, ;) € X xY obtidos no teoremal3.2.8 tal que [|T(z1,y1)||z = |T|| Bucxxv,2)-
Teremos assim Jyxy (z1,y1) € Bil(X x Y) tal que, para todos (z,y) € X X Y,

<(xay)7ijY($1,y1)>XXy = <x jXZL‘1>X <y jyy1>y. (3.2.20)

Em particular, se (z,y) = (z1,v1),

<(3717y1),ijY(371,Z/1)> = <l‘1,jX$1>X <y1,jyy1>y (3.2.21)

XxXY

= lzllxllolly = 1.

Considerando [I5] e as hipdteses do teorema 1.1, em (ii), (1.2) e (1.3) definem, para X
e Y espacos de Banach reflexivos, os subespacos nulos KX € X e K¥ C Y associados &
forma bilinear 3, como definidos em . Ainda por (ii), existem subespacos fechados
RX C X e RY CY tais que:
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X = K*oR* (3.2.22)

Y = KYoR.

Desta forma, por (3.2.20)), fazendo 5 = jXXy<CL’1, y1) C Bil(X xY), obtemos:
EY = {zeX; <(x,y), foy(:cl,yl)>X =0, YyeY} (3.2.23)
X

= {l' € X? <3§', jX:C1>X <y> jYy1>Y = Oa vy € Y}

K'Y = {yeY; <(fc,y), fXXy(xl,y1)>XXy =0,V € X} (3.2.24)

= {yEY, <:U7 ij1> <y,jY3/1> :Ov vaX}
X Y

Faremos aqui algumas observacoes que serao importantes na sequéncia do texto.

Observacao 3.2.12. Edmunds e Evans, em [J], pdgina 73, relaciona a aplica¢io de

dualidade Jx com a aplicagao de dualidade com funcao gauge i, definida em .
Jxz = pu(||z|x)Ixz, =€ X\{0}, Jx(0)=0. (3.2.25)

Sendo p : [0,00) — [0,00), continua, extritamente crescente com p(0) = 0 e limy o pu(t) =
0o. Como mencionado no final da primeira secao do capitulo 1, tomamos a aplicacdo de
dualidade com funcdo de gauge normalizada. Assim, para x; € Ux e y; € Uy obtidos

actma, temos que
Ixxy = pu(||z1|]) Ixzq (3.2.26)

Jyyn = p(llyall) Fyys. (3.2.27)

Como u(||z1|]) = w(llyall) = w(|[1]]) = 1. Por (3.2.26) e (3.2.27), teremos entio Jxx1 =

ijl e Jyy, = jyyl.

Definindo X; = X, A\; = |T(21, 1)z = || T||pi(xxv,z) € chamando K¥ = X, C X,
ou seja,
X, = {x € X <a: fXx1> - 0} . (3.2.28)
X
Temos assim, pela definigao [2.1.10{ e pela proprosicao [2.1.13] que [z;] 17 X5.

Da mesma forma, definindo ¥; =Y e chamando KY =Y, C Y, onde
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Y, = {y cy; <y, jyy1>y - 0} , (3.2.29)
teremos [y;] 17 V5.

Observacao 3.2.13. .

1. Pela defini¢ao do semi-produto interno em|2.1.11], por (3.2.28)) e (3.2.29) temos que

(‘rbx) - <l‘, j/Xx1>X = 0, Ve X2

(yhy) = <y7 jYy1>Y = O, Vy € ng
2. Pelas observagoes que sequem de ([3.2.28)) e (3.2.29), ou seja, [11] L7 X5 € [y1] LI

Ys, pela definicao [2.1.24) e pelo teorema teremos que X = Xyl J5' X5 e
Y =Y, J, Y5

Destacamos aqui, em relagao as aplicagoes de dualidade J. , a aplicacao de dualidade
com fungao gauge p e em especifico a aplicagao de dualidade normalizada a qual é usada
nesse texto. Temos por objetivo principal a obtencao de uma representacao de operadores
bilineares completamente continuo em espacos de Banach uniformemente convexos e uni-
formemente suaves, desta forma necessitamos de ferramentas que possibilite estabelecer
critérios de ortogonalidade e reproduza, o mais préximo, ao produto interno em espacos de
Hilbert. Neste sentido temos o semi-produto interno que equivale a aplicacao do funcional
J nesses espacos com as referidas condicoes. Assim, mesmo tendo a equivaléncia, para

o caso normalizado, usaremos o funcional J, menos em casos que se aplica os teoremas

2.1.16e[2.1.20]

Desta forma, tomamos
M = X5 =[Jxz|C X" e M) =Yy =[Jyy] C Y™ (3.2.30)

Com isto, pela defini¢ao [2.1.24]e pelo teorema [2.1.25] obtemos as seguintes decomposigoes:
X = Xol[z1] e Y = Yold[yu]. Assim, pela observagao em [[I], pagina 338], a soma
ortogonal de James define subespacos complementares em espacos de Banach. Portanto,

podemos escrever
X = X0 = Xo® RS e (3.2.31)

Y = Ya®[y] = Ya®dRY,
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onde R = [v1] = Jy'XS e RY = [y] = J;'Y5, os quais satisfazem (3.2.22) para
Txexy (@1,51) € (Xa x Ya)°.

Ainda, por (3.1.8)) e (3.1.13]), teremos:

(XoxY2)°® = {a € Bil(XxY); a(r,y) =0; a, € M{*, YVyeY e a, € M, Vo e X}
(3.2.32)

(X xYs)°] = {(z,y) € X xY; {(z,y),a) =0, Va € (X3 x Y5)°} (3.2.33)
— (X xY)U(X xYa).

Lema 3.2.14. Sejam X e Y espagos de Banach uniformemente convezros e uniformemente

suaves e subespacos Xo C X e Yy C Y satisfazendo (3.2.28) e (3.2.29) respectivamente.

Se (z,y) ¢ °[(X2 X Y3)°], entdo x e y pertencem aos subespagos gerados por 1 em X e

y1 em Y, respectivamente.

Demonstracao: Seja o € (Xo x Y5)° e a, b € R\ {0}. Teremos, primeiramente, para

qualquer y € Y,
ay(z) #0 = <:z:, an:1>X =a = a|n|x = a <x1,jxm1>X
= <£L',jxl‘1> = <CL[E1,jX{E1> (3234)
X X
= <(:L’—aw1),jxa:1> = Oy.
X
Mas (r —axy) ¢ Xy, pois x e x1 ¢ X,. Desta forma, x —az; = 0

= ze€r]CcX

e, para qualquer z € X,
aufy) # 0 = (vJvw) =b=blwly = b (v Fm)
= <y, JNY?J1>Y = <by1,jyy1>y (3.2.35)

= <(y—by1),jyy1>y = Oy.
Mas (y — by1) ¢ Ya, pois y e y; ¢ Ya. Desta forma, y —by; = 0

= ye€ iy CX.
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Em Z, definindo Z; = Z, seja z; = IITT(zlzﬁl)?lz = T(z/\ll,yl)7 com
M= [T (x, )]z = ||THBZ‘1(X><Y,Z). (3.2.36)

De (2.1.2) observamos que Jy 6 positivamente homogénea, ou seja, para A > 0,
Jz(Az) = Jzz. Além disso, como ||z1]| = 1 e, pela observacao [3.2.12 temos que Jzz, =

szl. Assim, como A\; > 0 e para todo z € Z, teremos

(2. Jz2), = <Z,JZZI>Z - <z,JZ <T(x+lyl))>z - <Z,JZT(x1,y1)>Z. (3.2.37)

As decomposigoes para X e Y, dadas em (3.2.31)), também se aplicam em Z. Ou seja,
fazendo M7 = [Jzz1) e Zy C Z, tal que

Zy = °Mf ={2¢€Z; (z,a) =0, a € M} (3.2.38)

Assim, [21] 17 Zy e teremos Z = Z, ® R?, onde R? =[] = J,'Z5 C Z.
Ramanujan e Schock, em [20], definem o operador adjunto T* : Z* — Bil(X xY') por
(T*2")(x,y) = 2"T(z,y). (3.2.39)
Assim, em para z = T'(x,y) e por (3.2.39)), teremos,

<Z7 jZT(xl,y1)>Z = <T(m,y), jZT($1,y1)>Z = <($,y),T*jZT($1,y1)>XXy. (3.2.40)

Partiremos agora estabelecer relacdo entre os funcionais bilineares T*J;T(x1,11) €

jXXy(xl,yl) em Bil(X xY), ou seja, relacionar a igualdade em ({3.2.20)):

<($’y)’jXXY(xl’yl>>Xxy = <93, jX-731>X <y, jYy1>Y,

com (|3.2.40]) acima.

Nesse sentido provaremos a seguinte proposicao.
Proposicao 3.2.15. Sejam X, Y e Z espacos de Banach uniformemente converos e
uniformemente suaves. Seja T € Bil(X x Y, Z) completamente continuo. Entdao existem
(1,91) € Ux x Uy com ||T(x1,y1)||z = |T||Bixxv,z) = A1, funcionais jZT(:vl,yl) e z*
e jXXy(xl,yl) € Bil(X xY) tais que:

T*JzT(x1, 1) = MJxxy (21, y1). (3.2.41)

Demonstragao: Sejam os espacos X, Y, Z e o operador T como nas hipdteses da

proposi¢ao. Entao, pelo teorema|3.2.8] existem (z1,y1) € Ux x Uy tais que ||T(x1,y1)|z =
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|T|| Bit(x xv,z) = A1, onde a tltima igualdade é dada por (3.2.36]). Ainda, pela proposicao
3.2.11, obtemos os funcionais jZT(xl, Y1) € Z* e jXXy<£L‘1, y1) € Bil(X xY) satisfazendo

(3.2.20)) e (3.2.40]) respectivamente. Assim, para provarmos a igualdade (3.2.41]), tomamos

inicialmente as seguintes aplicagoes:
T, ' Y—=>Z
y = T (y) =T(z1,y)
(3.2.42)
T, : X—=2Z2

z— T, () =T(x,p).

Vemos facilmente que
1Ty levizy = 1 Toy ()|l z = |1 T(z1,90)l 2 = | Ty (21) | 2 = 1Ty, lex,2) = 1T | Batcx vy = A1

Observamos ainda que as aplicagoes em ([3.2.42)) sao lineares e compactas. Agora, para

T.,, procedendo de maneira anédloga a proposicao 2.2.3 de Edmunds e Evans [3], teremos

T2yl

1T [leovizy = 1 Te (y1) | 2 yg}%} ylly ( )
Segue que, para todo y € Y, tomando f : R — R dada por
T, t T, Ty,
i) = 1T (91 + )z _ [ Tes () + T (W)l (3.2.44)
ly1 + tylly ly1 + tylly
assume seu valor maximo em f(0) = % = ||T%, (y)llz = |T(x1,y1)]|z. Ou seja,
d (| Ty (1) — tTs,
o= 4 (Bl =Tl
dt ly1 — tylly t=0

De fato, pois

T, (1) = 112, (9)l 2

f(t) = f(0) = v —tlly — T, (Y1)l 2
T = )z = [1Te, (yo) llzllvs — tylly
|1 — tylly
1T e,z |y — t)lly — | Ty (wa) || 2llon — tylly
B |1 — tylly
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Portanto, f(t) < f(0), Vt € R, confirmando que f(0) é o valor méximo de f. Assim,

1Ty (y1) =27 (9)ll2
2 - —1Te,(W1)llz
f(0) = lim f(t) = 1(0) — lim lly:—tylly T, ()
t—0 t t—0 t
— i (1 = )z = (1T, ()21 — ty||y)
= tlyr — tylly

1T, (1 — ty)llz — 1T, ()l zllyn — tylly — 1T, [l eviz) + ||T:c1||£(Y7Z)>

= lim(
150 tllyr — tylly

g (Bl = 0l = Wl i (s =t = )
t=0 tlyr — tylly
T, —t — |7, ) —t —
— lim H 1(?-/1 y)HZ H 1HS(Y7Z)) . ||Tz1||£(Y,Z) lim <||y1 ?/HY H%“Y)
=0 tlyr — tylly t—=0 thyr — tylly
= 0.
Segue que,
T, —t — |7}, ) ¢ —
lim (H 1(3/1 Z/)”Z H 1H2(Y7Z)> HTleE(Y,Z) lim (Hyl yHY HylHY)
t=0 thyr — tylly t=0 thyr — tylly
D @) (3.2.45)

Analisaremos os limites (I) e 2) da igualdade acima.

Em @, fazendo p(t) = Ttz lTalevn oy =
definigdo 2. L.1]e por (2.1.1)),

| Te, (1 — ty)llz — HTI1H2(Y72)>
¢

m. Temos que, pela

lim p(t) = lim (

t—0 t—0

= <Tm(y)7jZTml(y1)>Z

e
lim A(f) = lim ———— — 1.
t—0 t—0 Hy1 - tyHY
Portanto,
- AN =tz = T lleviy . B ~
i (e =l p(Oh(0) = (T2 ) T ) - (32,86

1

_ lsn—tylly —llwll
llyr —tylly -

Analogamente em (2), fazendo ¢(t) :

Temos, pela defini¢ao e por (2.1.1)),

_t — ~
lim (IIyl ylly ||y1||Y> _ <y7 Jyy1> .
t—0 t Y

e, novamente, h(t) =
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Assim,

. lyr — tylly — llvally ) ~
lim — lim tht——<,J > . 3.2.47
0 ( tlyr — tylly 530 a(B)h(?) Yoy, ( )

Desta forma, por (3.2.46) e (3.2.47)), a igualdade (3.2.45)) é reescrita da seguinte forma:

<T11 (y>7 JZTxl (y1)>Z = HTI1H£(Y,Z) <y7 JYy1>Y = )\1 <y7 JYy1>Y . (3248)
Ou ainda,
<T(l‘1, Y), jZT($1,y1)>Z = |T|| Bax xv,2) <3/, jYy1>Y =\ <Z/a j‘/y1>y- (3.2.49)

De maneira analoga, para todo z € X, seja g : R — R dada por

Ny @+ )z Ty (1) + 2T, ()|l

t) = = 3.2.50
90 = o alx o1 + ] x (3:2.50)
Temos que g também assume seu valor maximo em ¢ = 0. Ou seja, g(0) = % =

|7 (21, 91)llz €

4(0) d <||Ty1(931) — 1Ty, (ﬂf)Hz)to _o

Seguindo processo analogo ao efetuado para a fungao f, obteremos a igualdade

<Ty1(w), szyl(x1)>Z = 1Ty llecx.2) <x jx$1>X =\ <35 fXa;1>X. (3.2.51)

Agora, considerando a aplicacao T, dada em (3.2.42), com y € Y = Y, ® RY. Ou
seja, Y = Yy, + Yry = Yy, + by1, b € R. Teremos,
<Tx1(y)a jZTxl(y1)> = <T($1,y)> jZT(951>y1)>Z =\ <?J, jY?/1>Y (3.2.52)
= i (e + iy jyy1>y = x (o fyy1>y + (yay fyy1>y>

=\ <by1,jyy1>y = \ib <y1,jyyl>y = A\ib.

O mesmo ocorre com T}, (X). Assim, para z € X = X, ® R, com = = zx, + Tpx =

Tx, +axr, a € R,

(@), TTy (@) = (Tlw,m), T () = M@ Jxan) (3.2.53)
= A <£UX2 + zpx, inU1>X =\ <<wX2, jxx1>X + <$R¥, an:1>X)

= )\1 <aa:1, :]VX.Z’1> == )\1@ <l’1, jXI1> == )\1&.
X X
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Agora, considere (3.2.42)) para
Ty, Y —=Z (3.2.54)

y = T (y) = T(az,y),

coma € Reax; € RY. Assim, (3.2.44)) é reescrita como:

| Tow, (1 +ty)llz T (az1, 91 +ty)|lz

LA PR for + ol
alllT o1 + 1)l _ Jal|To 01 + ) -
Iy + tylly 1 + tylly
= lalf(®).
Seu valor mdximo é assumido em frx(0) = [a|f(0) = |a|[|T'(z1, y1)]|z-
Vemos claramente que frx(t) < frx(0), Vt € R e, portanto, fi,x(0) = 0.

Procedendo de maneira analoga a desenvolvida para f, obteremos:

(Taws @), T2 T ) = Il Tos vy (9 o) = lalda (y Tywn) . (3:2:56)

Novamente fazendo uso da homegeneidade de J agora em termos gerais como em ,

J(azx) = (sgna)Jz.
Segue entao que,
<Tax1(y)7‘7ZTax1(yl)>Z = <T(ax1>y)7jZT(axl y1)>Z
= <T(a:c1,y) J(aT (x1, 1) > (3.2.57)

= (sgna) <T(a$17 y), JoT (w1, y1)>Z

Assim, por (3.2.56) e (3.2.57)) teremos:

<Tm1 I 7 Tow, (11 >Z = |al\ <y, jyy1>y =
(sgna) <T(am1, JZT (x1,y1 >Z = lal\ <y, J~yy1>y =
<T(aa:1, JZT (1,21 >Z = (sgna)lalr <y, jyy1>y = (3.2.58)
<T(a:v1, ), Iz T (1, 1 >Z = a)\ <y, jyy1>y

Tomando a aplicagao dada em (3.2.54)), comy € Y = Yo RY, ou seja, y = Yvoa TYry =
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Yy, + by1, b € R, por (3.2.58) e seguindo (|3.2.52), obtemos:
<T(a:c1, Yva +by1), jo(fv17y1)>Z = \ia <yy2 + by, fyy1>y

= A\a <<yy2, fyy1>y + <by1, fyy1>y>
= \ab <y1, jyy1>y (3.2.59)
= Mab.

Por outro lado, de (3.2.40)), teremos

Aab = <T(a$1, Yy, + by1), jZT($17y1)>Z = <(a$1, Yy, + byl)aT*jZT(xlayl)>

X XY

(3.2.60)
Em (3.2.60)), fixando y = yy, + by; € Y e para todo a € R, definimos o funcional
(T*JZT(xl, y1)> . RX R (3.2.61)
Yy

axry — <((ll’1,y),T*jZT<xlayl)>

XxXY

Como X = X, @ Rf, existe entdo uma extensio (T*jZT($1, yl)) de (3.2.61)) em X
y

tal que, para qualquer x = zx, +az; € X,

<x’ (T*sz(:cl,y1)>y> — <xX2 +ax, <T*sz(x1,y1)>y>

X

X

— <(:cX2 +am,y), (T*jZT(xl,yl))> (3.2.62)

XxXY

= <(xX2 + a1, Yy, + by1)> <T*jo(l‘1,y1)>>

XxXY

<a 1, (T*fZT(xl, yl))y> = <ax17 (T*jo(xl’ y1>>y>

Ou seja, (T*jZT(xl, y1)> é a restricao de (T*jZT(xl, y1)> em R C X. Desta forma,
y y

X X

parar=zx,t+ari € Xey=yy, +by; €Y,

T L

X X

Assim,
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<T(x,y),jZT(x1,y1)>XXY - <(x,y),T*jZT(:c1,y1)>XXY (3.2.63)
= <($X2+awlayY2+by1)7T*jZT(xlayl)>XXY
= )\1(Lb

=\ <$X2 +axy, jx$1>X <sz + by, jYy1>Y

= A\ <5U, jX931>X <y, jYy1>Y

= N\ <($7y>> jXXY(xl’y1)>XxY.

Portanto, da primeira e tltima igualdade,
T T T (21, 91) = M Jxxy (21, 1) (3.2.64)

Verificando assim (|3.2.41)). ]

A mesma andlise pode ser feita para gry 1R —=R.
Para (z,y) = (x1,71) em (3.2.63)) e por (3.2.21)) teremos
|T(x1,91)llz = <T(x17y1)7 jo($1,y1)>Z
= <(a:1,y1),T*jZT(xl,y1)>Z
== T 7 < ) 7j ) >
1T\ Birxxv,z) { (21, 91), Ix <y (21, 1) oy

= |Tlsacccra) (o Txar) (s T )
X Y

= ||T||Bu(XxY,Z)||ZU1||X||?/1||Y = ||T||Bil(X><Y,Z) = A

E, andlogo ao observado em [5], pagina 74, para qualquer (z,y) € X x Y\ {(0,0)} e algum

v € R, temos que
IT@yllz = (T, T Ty),

= V<(l‘,y),jx><y($,y)> (3.2.65)

XxY

- <$’ ij>X <y’ jyy>y

= vlzlxllyly-

Como |T(z,y)||z < ||| Bacx xv,2)l|z||x||y]ly, para todo (x,y) € X x Y e por (3.2.65)

0 <T@ y)llz = vizllxlyly <ITlsucxxv.zlzlxlyly-
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Logo 0 < v <||T|.

Voltando na observagao , em especifico a igualdade , onde estamos to-
mando a aplica¢ao de dualidade com fungao gauge normalizada, isto é, com u(t) =t¢, t >
0. Desta forma, podemos fazer

TeT(x,y) = p (1T, m)l2) J2T (2, u1)
= u(I T\ Buxxv.z) T2 T (21, 91)
= u(\)JZT (21, y1) (3.2.66)

- AljZT('Tlayl)a

e assim,

(T(wy), J2T(wry)y = (T ) w(IT N miceer2) T2 (@)
= 1T llacxxv.z) (T(@ ), 2T (@) (3.2.67)
= n(ITsaoer) 1T sacc v (@), Ty (@)
= ,U(HTHBH(XXY,Z))HT”Bil(XxY,Z) <3?, jX931>X <y,jyy1>y

= Az, Jxz1)x (U, Jyn)y -

Fazendo vy = ,u(||T||Bil(X><yyz))||T||Bil(x><y7z) = /\%7 temos
(T'(z,y), JzT(x1,91)) 7 = 1 (2, Ix@1)x (Y, yyn)y - (3.2.68)
Ainda,

(z,9), T ;T (x1,11)), = nix,Ixx1)x U, Jyr)y - (3.2.69)

Voltando em (3.2.38) ¢ (3.2.40)), lembrando que J,T(z1,1,) € MZ C Z* e

Zy = °Mf = {2€Z; (2,a), =0, a € M{}.

Assim, para z = T'(z,y) € Z,

(2T @ry)) = (T(ey), T @m)

_ <(:Jc,y),T*jZT(x1,y1)> (3.2.70)

XxXY

= A <ZU, jXIE1>X <y, ijUl>y-
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Vemos que, se x =zx, € Xy ouy =1yy, € Ys,

<z, jZT(arl,yl)>Z =\ <x, ij1>X <y, jyy1>y =0,

ou seja, z = T'(x,y) € Zy, e concluimos que, se (z,y) € °[(Xa X Y32)°], entao T(x,y) € Zs.
Consequentemente, se (z,y) ¢ °[(Xs x Y3)°], pelo lema [3.2.14 entao (z,y) € Rf x RY C
X xYeT(x,y) € RZ C Z.

Em resumo: denotanto {7 = T| RXXRY s
T(X xY)=T(R x R) C R%. (3.2.71)
Observamos ainda que, Nuc,T = °[(X2 x Y2)°].
Tomando agora Ty = T'|x,xv,, ou seja, T': Xy X Yo — Z, onde

T(XoxYs) = {T(z,y) € Z; v € Xye ye Y}

Como analisado acima, temos que T(Xs X Y3) C Zy. Assim, podemos escrever Ty como

T: X9 XYy = Zs.

Novamente, pelo teorema [3.2.8] existe (z2,92) € Xo x Ys, com ||z2]lx = |yelly =
1 e ||T2($2,y2)||y = ||T2||Bil(X><Y,Z) = )\2. COIHO X2 X Yé C X X Y = )\2 S )\1 =
|T'|| Bit(x xv,z)- Além disso, analogamente a (3.2.63), para (z,y) € (X3 x Y3) \ {(0,0)},

teremos

(Ta(a,9), T2 Talws )y = | Tellacexriz) ((0,9), Txuxva(az 1))

2 = X\ <<£L‘,y),jX2><Y2($27y2)>

X2 ><Y2

. 3.2.72
X2><Y2 ( )

Por (2.1.5), Zs = °M; é um subespago fechado de Z. Entao, Z; é isometricamente
isomorfo a Z*/Z5, |5, Proposicao 2.2.1]. Segue que, Jzz — jZQZ € Z5 para qualquer
z € Zy e, portanto, para (z,y) € Xy X Ys,

<T2(I,y),jZT2($27y2)>Z = <T2(x,y),jZQTQ(x2,?J2)>Z2

— <(x, ), Txtuxys (2, y2)>X (3.2.73)

2xXYo

A2 <$, jX2$2>X2 <Z/; jY2312>Y2

= A <x, jX:c2>X <y, jyy2>y .



3.2 Operadores bilineares completamente continuos 83

A dltima igualdade se da por conta das identificagdes de Y5 com Y* /Yy e de X5 com

X*/X3. Dessa forma, temos

<T2(9U>?/)7 jZT2($27?/2)>Z =X\ <($,y), ijY($2,y2)>

Xxy

T;joQ(ZE27 yg) == )\2 jXXy(ZEQ, yg) (3274)

Ainda, analogo a (]3.2.68)), temos

<T2($7y)aJZT2($2792)>Z = Vg <I7JXx2>X <y7 JYﬁU2>y-

E também, fazendo
T, +: X—=Z7 (3.2.75)

x = Tyz(x) = T(:L’,yg),

T, : Y2 (3.2.76)
y = Ty (y) = T(2,y).
Teremos entao,
Ty J7T(2,y2) = vaJxws,
(3.2.77)
Ty, J7T (22, 2) = vadyipe.

Observamos que (3.2.75)) e (3.2.76|) sdo lineares e compactas. Além disso, Ty, (X), T,,(Y) C
Zs.

Seguindo, obtemos os subespacgos X3 C Xs, Y3 C Y5 e Z3 C Z5, dados por
Xy ={z € X; (z.Jxz2) =0},

Vi={yeY; <y, fyyz>y =0}

Zy = {z € 7, <z, j222>y = <Z, jZTg(xQ,y2)>Y = O} ,

Ta(x2,y2)

o, e a segunda igualdade se dd por conta da homegenidade de J. Vemos
2

onde zy =
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ainda que [zo] 17 X3, [y2] 17 Y3 e [29] L7 Zs.
Repetindo o processo descrito acima, teremos, para cada n € N, os operadores T}, =

T|x,xy,- Ouseja, T: X, XY, — Z,

T(X,xY,) = {T(x,y) eZ veX,e yeV,},

onde
Xn:{I'GX; <l’7 ijn—1> :0}7
X

Yn = {y € Ya <y7 jYyn71>Y = 0}7

Z, = {z € Z; <z, jzzn_1>y = <z, jZTn_l(xn_l,yn_1)>Y = 0}

e {(zn,yn)} em X XY com z,, € Ux N X,, ey, € UxNY,. Isto é, sequéncias de elementos

com norma unitdria em X e em Y respectivamente. Ainda, {z1, 29, 23, ...} C Z tais que

T(fﬂn:yn)
An

Zn = , com ||T(!Emyn)||z = ||Tn||Bil(X><Y,Z) =\

Desta forma, T'(X,, x Y,) C Z, e podemos considerar T' : X,, x Y,, — Z,. Temos
também [z,,] 17 X,i11, [yn] L7 YViiy e [20] L9 Zy1.

Ainda, como definido em ([3.2.30)), temos

MY = [Jxxy, ..., Ixxn], MY = [Jyyi, ..., Jyyn] € MZ = [Jz21, 5%, Jz2),

n n

com
Xng1 = OMT)L(’ Vi1 = OMT}L/ € Zny1 = OMnZ-
Ou seja,
Xpp1 = {reX; (x,2%) = 0; 2" € M},
Yo = {yeY; (") = 0,y € M)} (3.2.78)
Znpn = {2€7Z; (2,2%) = 0; 2" e M7}
E mais,

(X 1XY,1)° = {a € Bil(XxY); {(z,y),a) =0; a, € MX, VyeY e a, € M), Vo e X}

e
[(Xnt1 X Yor)?] = (X1 X Y) U (X X Vo).

Desta forma, temos
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<Tn($7 y), JZTn<xn; yn)>Z = >\n <<.§U, y), JXXY(xn7 yn)>X><Y
e
T T 5T (T, Yn) = An Ix sy (Tn, Yn)- (3.2.79)
Ainda, analogo a (]3.2.68]), temos
<Tn(‘r7 y)? JzTn(l'n, yn)>Z = U <l‘, JX:U”)X <y7 ‘]Yyn>Y :
E também, fazendo
T, + X—=2Z (3.2.80)
z =T, () =T(z,y,),
T, @ Y—Z (3.2.81)
y = To,(y) = T(xn,y).
Teremos entao,
T, JzT(Tn,yn) = Vndxn, (3.2.82)
Ty J7T(xn,yn) = VpdyYn.
e
(T, 1), J2To(Tns Yn)) = V21, IxTn) x (Yt Sy Un)y
= 0, se [ >n.
Observacao 3.2.16. e Edmunds e Evans, em [5], na constru¢io da representa¢ao

de um operador linear compacto T' : X — Y, onde X e Y sao espacos de Ba-

nach reflexivos, estritamente converos e com duais estritamente convexos, chama

as sequéncias obtidas {x,} e {\,} de j-autovetores e j-autovalores do operador

T, respectivamente. De maneira andloga para o caso bilinear, ou seja, dado uma

operador T : X XY — Z bilinear e completamente continuo, onde X, Y e Z sao

espacos de Banach uniformemente convexos e uniformemente suaves. Chamaremos
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as sequéncias {(Tn,yn)} em X XY com x, € Ux N X,, ey, € Ux NY, e {\,} de

j-autovetores ¢ j-autovalores do operador bilinear T'.

e Se X, Y e Z sao espacos de Hilbert, entao o processo descrito acima satisfaz o
método de obtencdao dos valores singulares e dos vetores ordenados feitos por Silva

et al., em [27, Teorema 3 e Observagao 3].

Como em [5], para k € N definimos as familias de aplicagoes:

St X = RY = (a1, .., mpl;
Sy Y = RY = [Yn, e Uil (3.2.83)
SEL:Z = RE = |21, 21

Por

k
Slfﬂx = Zflx(x)x“
=1
k
Sty = Y& W (3.2.84)
=1
k
Sz = Y & ()a
=1

Os coeficientes &; sao escolhidos tais que as aplicacoes definidas acima satisfazem as
condigoes (z — S x) € Xpr, (v — Sp1y) € Yiqr e (2 — SZ,,12) € Ziyy e sao dados

por:

X(2) = (z, Jxz1) € &En(z) = <:z; - fX(x)xi,JX:L'm> , 1<m<k, (3.2.85)

X

T W) =y, vy e Eny) = <y— g,-Y(y)y,-,Jyym> l<m<k  (3.2.86)

Y

3
L

E(2) = (z,dz21), e &4(2) = <z - 4 (2)z;, Jzzm> , 1<m<E. (3.2.87)

1 Z

.
I

Vamos, por inducdo, verificar que os coeficientes dados em (3.2.85)) satisfazem (z —
S,fﬂx) € Xpi1. Para tal, seja wp1 € Xpy1, entdao wpy = * — Zle &X(x)x;, para

algum z € X.
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Se k=1, entao
(wa, Txwr) . = (2, Ixw)x — &5 (2) {21, Ixm) x = (2, Jxa)x — & () = 0.
Agora, suponha que wy € Xy, e assim (wy, JxTy,)y = 0, para todo 1 < m < k Entao,
para 1 < m < k, segue de wy11 = wy, — & (z)zy, e por (3.2.78), que
(Whir, Ixwm) x = —&X (@) (2R, Ix@m) x = 0.

Além disso,

k—1
(Wi, IxTp) = <x — Zfzx(x)xl, Jxxk> - 5?@) (g, Ixxr)x =0
i=1

X

por (3.2.85)), e assim verificamos que wgy1 € Xpy1.

Na préxima se¢ao obteremos a relacao entre x(z), para z = T'(x,y), e os coficientes

de S, e SP.,. Antes temos algumas observagoes.
Sejam:
PEL o X = Xiy,
PY. Y = Y, (3.2.88)

Pl Z = Zy

projecoes métricas, tais que:
HZL’ - Pk)il(x)H - lllf{Hl’ - IXk+1|’X; X1 € Xk-‘rl}a

ly = Py @)l = inf{lly — vy, lvs wvips € Y,

HZ - PkZ—i-l(Z)H - 1nf{||z - ZZk+1||Z; sz+1 € Zk+1}7

onde P (z), PYy(y) e PZ,(2) sao os pontos mais préximos de z, y e z em Xpi1, Vi

e Zp.1 respectivamente. Em geral tais projegoes sao nao lineares.

De posse destas projegoes, com base no trabalho de Alber, em [1I], apresentaremos a
seguinte decomposicao para o espaco Banach X uniformemente convexo e uniformemente
suave: seja x € X e tomando Jyx; € X*, temos que Jxx; = pu(||z1]x)JSxz1 e como

p(1) =1, assim, Jxz; = Jx.

Pelo teorema [2.1.25] pelas observacoes |3.2.12 e [3.2.13] teremos que,
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Xy = °M* ={z € X; (x,Jxz1), =0},
e X = Xo WAy Ixxy = XolH Azq, com A € R. Usando , obtemos
= Pr+ (r, JxT1)y 1. (3.2.89)
E, por (3.2.85)), temos
Prr = z— (v, x71) 11 (3.2.90)
Pfr = x—& (o).
Seguindo o processo e tomamos agora Jxxy € JXs C X* com ||Jxzz]| = 1. Com isso,
por (3.2.78]), obtemos
X3 = °M; ={z € X; (v, xrs), =0}
Desta forma Xy = X3l AJ% Jxxe = X3l Azg, com A € R e
Py = PPy x + <P2XZB, JX:);2>X Z3.
Assim
PPz = Pa — (Pa, Jx2)  Ta. (3.2.91)
Ainda por (3.2.90), (3.2.85)) e ((3.2.84))
PYPYe = o —(x,Jxx1)y 71 — (2 — (3, Jx31) 71, Jxx2) \ o
PYPYr = 22— (z)z — (z — & (x)a, Jxa) T
PP sy = z—&(x)a — & (2)y (3.2.92)
PXPfy = z— i:flx(x)xl =1 — Sy
i=1
Portanto, 9
v = PYPf e+ & 2)m = PPf e+ Sfa (3.2.93)

i=1

Logo, pode ser escrito da seguinte forma:

P Pfx = (I — Sz,
onde [ é o operador identidade em X. Assim,

v = (I—S5x+ S5z

Podemos deduzir que, para todo n > 2,
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n n—1

r = [[P¥ Z (I — 5%z + SXe, (3.2.94)
i=2 —1
onde [, Pz = PX..PPXz. A relagao (3.2.92)) é também obtida em [[5], lema
2.2.10].

Podemos fazer o mesmo processo para a decomposicao em Y e Z, obtendo

y = HPYy+Z€ (I =S,y + Sy y;
(3.2.95)

z = HPZz+Z§X (I —8%)z+ 57z

Edmunds e Evans, em [5], apresenta o seguinte lema, onde se dd decomposi¢ao dos

espacos X e X*.

Lema 3.2.17. Os espacos X e X* tem a sequinte decomposi¢ao em soma direta

X = X1 ®RY, (3.2.96)

X' = Mo (R

*

para k € N. Os operadores S;zil e (S,‘ZH) sao, respectivamente, projecoes lineares de X

em R e de X* em M. Além disso, para todo k € N,

Por (3.2.95)) vemos que o lema também ¢ valido para Y e Z.

3.2.1 Relagao entre (7 (2) e os elementos das sequéncias {&* (z)}F_;

e {fzy(y) f:l

A seguir, obteremos a relacio entre os coeficientes £7(z) e os elementos das sequéncias

dos coeficientes {&X(x)}r_, e {&Y (y)}i |, com 2 = T(z,y) e k € N.

O processo ¢ analogo para a obtencao dos coeficientes em X e Y dados em (3.2.85)
e (3.2.86]). Para tal, se usa a aplicacao de dualidade com fungao gauge, no entanto, por

(3.2.25), temos que Jz(zx) = Jz(zx), para cada z, com |zz = 1. Obervamos aqui
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que faremos uso de J pois sua aplicacao nos da a equivaléncia do semi produto interno,
possibilitando obter espacos j-ortogonais. Também faremos uso da homegeneidade de J,

o qual sera de enorme importancia para chegarmos ao nosso objetivo.

Antes de iniciarmos o processo enunciado, vamos observar o seguinte: por (3.2.94)) e

(13.2.95)), escrevendo

Yy o= Y+ S ),

e, pela bilinearidade de 7', temos

T(xv y) =T (5”?-1-1 + Slgi—l (a:), yl}:—‘rl + Slfﬂ(y))

=T (S,ii_l(x), Sli/+1(y)) +T (Ii:-h Szil (y)) +T (Slﬁl(l’% yl)c/-‘,—l) +T (xi(—i-lv yZ—i—l) )

onde,

(Slﬁl(f%szﬂ(?/)) € RkX X Rky

(ka+1aSIZ+1(?J)> ) (Sli(—i-l(x)ay:—f—l) ) ($kX+1>y1§+1) € “[(Xpg1 X Yiy1)°].

Observando ainda que
T (S (X),S0aY)) € RicZe (3.2.99)

T (°[(Xk41 X Yir1)°]) € Zigta1 C Z,

segue que,

T(S,ﬁl(x),s,gﬂ(y)) =T (Zf}(@%;fo(W%)

= & @& WT(x1, ) + & (@) )T (w1, y2) + -+ +

+ &5 @) (T (Y1) + & ()& ()T (e, yie)

<T(O[<Xk+1 X Yit1)°]), jzzz>z =0, k+1>1.

Desta forma, para k = 1,
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) = (dE@nTm) = (2T
= (T @ar, & W), Tz )
= < @)& T (1), Tz)
= &@& @) (T@nn). Toa)
= @ WM (o Txan) (v T,
= @8

Para k = 2,

<z, jZ22>Z = <i£lz(z)zl,jzzg> = Z(2) <Zl’jzz2>z +¢2(2) <22,jZZQ>Z
z

=1

- g (T

, fz22> +E4(2) (3.2.100)
Z

- dwd o (FF a0

= @& W) (Tann), o) + &(2).

Por outro lado,

(), = (7(Le0m e 0n) Jm)

=1

= X (@) (y )< (z1,91), Jzz2>z (3.2.101)

+£1 <T T1,Y2), J222>
+ & (@) (y <T T2, Y1), JZZ2>
+52 y <T T2,Y2), JZZ2> .

De ([3.2.100)) e (3.2.101)), temos
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§e) = E@ W (T, Jzz) @8 W) (Tenn), Jzz)
@ W) (T ). T+ @ W) (Tlwa), Tz
+& (0)& (y )< (wz,yz),fzz2>z (3.2.102)
= @ W) (T ) Tzz) +&@E W) (T ), Tr2),
FE G W) (T2 ). Tr2 ),
= | @& ) (o1 Txw)_+ & @& ) (p.Jvwe) + @ )]

Portanto, em (|3.2.102), fazendo

I = @ (v) (v, Txas) _+ & @& W) (v Tvwe) . (3.2.103)

temos
& (2) = [+ & (2)& ()] o
Para k = 3,

<z, jzz3>z = <i§ZZ(z)zz,jZZ3> (3.2.104)

= 0 (T ) 186 (T T v
= &@& W) (T ) Trz) + B+ & @& W) (T, T2 )
+&5(2).

Ainda,

<Z7 jZZ3>Z = <T (Z&X(x)xuzﬁfzy(y)yz) 7jZZ3> (3.2.105)

i=1 =1

T<xlay3>7jZZ3 T(x27yl)7jZ23>Z
T(z2,92), jzzs

<

< T(x2,y3), jzzg p
+ &5 @) () (T ), Tz

<

)
T(x3,y2), j223>Z

S~ T~ S~ T~
N
+
I ><
s =R
A
= 5
00
/\
v

N T T

T (z3,v3), Jz23

De (3.2.104)) e (3.2.105)), temos
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&(2) =

~ @ () <T<:c1, ), Jozs)
+ &5 @)8 () (T(arm) Tzzs) + & @) W) (T(rpe). Toz
+ X @)& ) (Tar ) Toz) + & @& () (Tlanm), Tz2s
+ & @) () (T(a ), T72)+ & (@) () {

(P, Joa), + G @E W)

(P 1), To2s)

T(x2,93), Jz23

+& (0)&] (v) T(x3,92), Jz225

+& (2)€3 (v)
(3.2.106)

& @) (v ><x1, Txws) (v Jvus) +&5 @& W) (21, Txas)

+ &5 (a <x2,JX:v3>X <y1,Jyy3> s <x2,JXx3> <y2,fyy3>y

+& (2)& (y <fc2,Jxx3>X+€3 <y1,Jyy3>

+& (1)& (y <y2,JYy3>Y + & (z Az

Em (3.2.106)), fazendo

[3:

Segue que,

§ @& W) (o Txas) (o )+ €5 @& () (a1, Txas)  (32.107)

+& (2)&) (y) <$2a Jxxs <y1, JY?J3> — Iy <I2, jX$3>X <y2, jYy3>Y
+&5(2)& (v) <5U2, JX$3>X +& (2)& (y <yl, jYy3>Y
+& (2)& (y) <y2, JY’y3>Y

¢ (z) = [I; + & (2)& ()] A3

Repetindo o processo para k = 4, obtemos
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HONEN S <x>£§ ) (v Txae) (o Jvon) +&5 @& @) (s Txwn) (v Jvn)
+ & @€ ) (o2 Txn) + 6 @ ) (o, Txwa) (o Tomn)
-1 <x2, JXx4>X (o Frye) +& @& () (2o, Txw) (us Jvn)

va Jxen) + X @& () (e Txea) (v Tro)

v, Jxw1) <yg,Jyy4> — Iy (s, Txae) (ysi Jyya)

x3 JX-754> + & (2)E) (y) <y1, Jyy4> + &(2)6(y) <y2, jyy4>y

X

+ & (e (1) (
)& () (

+& (2)& (y <

+ &5 @& ) (v, vm) +E@)E O] .

+§3 x

Iy = f((flﬁ)f;(y) <1’1, jxx4>X <Z/2, jYy4>Y + 5?(56)55@) <5U1, jX$4>X <y3, jYy4>Y
D€ W) (2 Txwa) + & @ W) (z Txwa) (v Tywn ),

D€ W) (22, Txws) +&X @& W) (wo, Txwa) (i Jvys)  (32.108)
)& (y) <x3, le‘4>X <y2, JY?J4>Y — I3 <$37 JNXI4>X <y3, jyy4>y
)& ) ( )+ E @ W) (T )+ €@ W) (v Fem)
8w {

Segue que,

& (2) = [+ &' (2)& (y)] A

Fazendo I; = 0 e seguindo o processo obtemos, para k € N.
& (2) = e + & (@) ()] Ane (3.2.109)

Voltando aos coeficientes dados acima, vamos reescreve-los dando uma visao de forma
matricial em relagdo ao somatério de cada £Z(z). Salientamos que, apenas faremos uma
reordacao dos termos dos somatorios nas posicoes matriciais, por isso os termos virao
acompanhados de seus devidos sinais. O objetivo de tal reordacao, para além da orga-
nizacao, ¢ o agrupamento conveniente de termos os quais serao definidos padroes para

uma majoracao e analise de convergéncia.
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Para k =1,
& (2) = & (@) (W) (3.2.110)
Para k = 2,
X Y T
2(,) = 0 ) +&i (7)&3 (v) <x1, JXx2>X .
+6@)& ) (. Frwe), +65 (1€ ()
Ou ainda,
0 X ()€Y () A2
Z(z) _ & (2)&5 (y)Afy Mo, (3.2.111)
2 X Y 2 X Y
+6 ()6 (YA3 +65 (1) (y)
onde:
A%z = <5U1, inU2>X € A§1 = <y1, jYy2>Y-
Para k = 3,
0 +X @Y ) (a1, Txas) (o Tvws)  +EX @€Y ) (a1, Txas)
ng(Z) = | +& @& ) <Z2’jXIS>X <y1,J~Yy3>Y —I <:v2,jxw3>x <y2,fyy3>y +&5 (@)€Y () <$27J~X13>X
+6X (@€ W) (w1 Tvws ) +6X (@€} (W) (v2 Trws) +65 (@)€Y (v)

Por (3.2.103)), substituindo /5 na igualdade acima e reorganizando os termos &* ()&} (y)

nas posicoes matriciais, obtemos:

0 +H ()8 (WA, +E ()65 (y) Al
& (2) = | +&5 ()&} () A, +0 +6 (2)63 (A3 | Asr (32.112)
+6 ()8 (WAL +& (0)6 )AL +6 (2)6 ()

onde

A‘Z’Q = <$1, JXI3> <y2, jYy3> - <9017 le‘2> <I2, jX$3> <y2, jyy3> ;
X Y X X Y

A3 = <5U2, JXZB3>X <y1, jYy3>Y - <y1, Jyy2>y <932> jxf)?3>X <y2, Jyy3>y;

A?3 = <$1, jX$3>X;

A%g = <1’2, JX£U3>X;
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A§2 = <3/27 jYZ/3>Y;

A§1 = <y1, jY?/3>Y;

Para k = 4,
€u(z) =
0 +§f((1)§§(y)<11,jxm4> <y27fyy4> +£55 ()€Y () <11~7XI4> <y3y:fyy4> +£55 ()€Y () <11~7XZ4>
+65 (@€Y (W) (w2, Ixwa) (y1, Tyya) —I3 (wa, Txwa) (y2, Ty va) +€5 @)€Y W) (w2, Txwa) (vs, Tyya)  +€5 @)Y (v) (w2, Txcwa) A\
+€§<(Z)5},(Q)<13,sz4> <y175yy4> +e (2)€3 (v) <137JX14> <y27t7yy4> —I3 <13,jx14><y375yy4> +e ()€Y () <1375xz4> 4
+€5 @87 W) (v1, Ty va) +€5 ()63 () (v2, Ty va) +€5 (@)Y () (v, Ty va) +€ @) ()

Novamente, por (3.2.103)) e (3.2.107)), procedendo de maneira andloga ao coeficiente an-

terior, obtemos:

0 X (@8 ()AL, K (@& (AT X (0)€] (v) ALy
X Y 4 X Y 4 X Y 4
€a(z) = +5i(m)§;(y)Ai1 . +2 \ +&3 (m)fg (y)Aga +£i.(x)£;l,(y)Ai4 Ad, (3.2.113)
+&3 (x)&] (y)A31 +&3 (33)52 (y)A32 +0 +£3 (x)&4 (y)A34
+HX @)Y (WAL (@& (AL, HEF (@€ (AL, L (@) (v)
onde:

Azllz = <J71,<7X$4>X <y2,jyy4>y

B <x1’ ij2>X <x2, jX:v4>X <y2, jyy4>y
B <371, ij3>X <x2, jX:c4>X <y2, jYZ/3>Y <Z/3, jyy4>y

+<$1,jxﬁz> <I2,jxx3> <y2,jyy3> <9U3,=7XI4> <y3;jyy4> ;
X X Y X Y

Agl = <5U2,<7XZU4>X <y1,jyy4>y

- <Z/1, jyy2>y <372, jXéU4>X <Z/2, jYy4>Y
B <I2’ ij3>X <:1c3, jX$4>X <y1, jyy3>y <y3, jyy4>y

+ <y1, jyy2>y <y2, jYy3>Y <£E2, jx$3>X <ZL“3, inU4>X <y3, jYy4>Y ;
A%:a = <$1, jx$4>X <y3, jYy4>Y - <$17 ij3>X <$3, jx$4>X <y3, jY?J4>y;
)

A§3:<l‘2,jxl‘4> <y3,jyy4 —<332,jX$3> <373,jX334> <y3,jyy4>;
X Y X X Y
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Ail = <y1, jYy4>Y;

>Y - <y2, jyy3>y <IL‘3, jxx4>X <?/3, jyy4>y;
>Y - <y1, jyy3>y <IE3, jX904>X <y3, jyy4>y;

Seguimos da mesma forma para k = 5,

0

+&X (2)€) (y)A
&(2) = | +ef @l (A

(
(
+Ef (x)fl (
(

+654 ()8 (y

onde:

vvv\_/

EX(@)E (DAY HEK(@)E] (DAY +HE5(@)E) (DAY, +EK (2)€] (1) AT
+0 +65 (2)€Y (y) A3y +&5 (2)€Y (y)A34 +655 (2)€Y (y) A3
+&5 (2)€ () A3, +0 X (D)) WA, +EX () WA | As,
+635 ()€ (¥) A3, +65 ()€Y (v)Ads +0 +E635 (@)€Y (y) A3
)

+§5 (= 5 (y)A52 +E§((x)E§/(y)A§3 +£§((90)§Z(y)14§4 +§§((x)§§/(y)v

Ay = <9€1>JX1’5> <92,Jyy5>

<y2, JY?/4> Ya, JYy5>
X y Y

Y2, Jyys <y Jyys

Y Y

X

(.

(s o) (o), (o)
evdie)y (o), (o),
(), (o o), (. s
( )

3, JX$4>X <y2, JY3/3>Y <?Js, Jyya v <ZE47 jX$5>X <y4, jYy5>Y
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A§3 = <372>jX175>X <y3,jyy5>y

- <$2, ij3>X <9€4, jx$5>X <y4, jYy5>Y
- <$2, jX£E4>X <?J3, jYy4>Y <£U47 jX£U5>X <?J4, jYy5>Y

+ <x2, jxx3>X <563, jxx4>X <y3, jyy4>y <$C4, jxx5>X <y4, jyy5>y

A§4 = <$3, jX$5>X <y4, jYZ/5>Y - <UC37 jXUC4>X <I4, jX$5>X <Z/4, jYy5>Y

Ag1 = <y1, jYy5>Y

Apés a obtengao dos coeficientes acima, observamos o seguinte: (3.2.109)) pode ser

visto da seguinte forma,

0 &7 (@)€3 (1AL, e+ @ Ak +ei (@)Y (AR,
+¢5 (@) (1) Ak, +0 e+ @E_ wAY +e5 ()€} (v) A%y,
Z ‘ : ‘ ‘ .
i (2) = : : " : : Ak-
FERL (@8 WAG 1y 1 (@€ WAF 1y, - +0 +ER_1 (@& (WA _1yx
+er (@& (NAF, e (@83 (D AF2 e @S WA ) +EX (@)€Y ()
§e(2) = &(T(x,y)) = [k + &k ()8 (y) Ak, (3.2.114)
com
0 +E7 (@)83 (1AL, o @ wAf G +E (@)E) (VAT
+65 (€7 (v) A5, +0 e @ WAy +63° (@€} (1A,
I, = : : : :
Fa1 (@8 WA 1)1 R (@€ WAF, _1ys +0 1 (@& DA 1)k
+ei (@& WA, e ()€ (1) AR, R @E 1 (WA -1y +0

Observagao 3.2.18. Estando os termos de I dispostos em forma matricial e com or-

denacao quadrada, podemos fazer algumas observacoes quanto a sua recorréncia.
ki — () 7 — 4
1. A5 =0,i=j;

2. Os termos da forma Afj, 1 # 7, sao formados pelos somatdrios das parcelas, onde, a

menos de sinal, sao produtos entre <xi, jxxm> e <yj, ijl> 1<, <m, I <k.
X Y

3. As parcelas do somatdrio de Iy, em sua forma matricial, contidos na k-ésima coluna
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e k-ésima linha, representados pelo simbolo _y,, tem as formas &X(x)€) (y) AL, e
f,f(x)g;/(y)Aﬁj, onde A¥, = <£L’i, jxxk> e Aﬁj = <yj, jyyk> , 1 <i,7 <k. Abaizo
X Y

representamos os termos do somatorio de L em sua forma matricial

+eX (@)e) () Ak,
+e5 (2)€) (v) AL,

Ak =

+§)§,1(1>5ky(y)Al(€k,1)k
+EX (@67 AR +68 @& WA, - @ (W AR 1y
4. As parcelas do somatdrio de Iy, em sua forma matricial, contidos na (k-1)-ésima co-

, : , X Y k
luna e (k-1)-ésima linha, representados pelo simbolo u_1, tem as formas & ()&, (y) Aj_1)
e f,f_l(x)f;/(y)A’(“k_l)j, onde Af(k_l) e Afk_l)j terao somatorios, a menos de sinal,
com duas parcelas, com produtos de dois e trés elementos da forma <:1:i, Jxxm> €

X
<yj,Jyyl> , 1 <id,5 <m,l <k, respectivamente. Ezxemplos: A3}, e A3,. Abairo
Y

representamos os termos do somatorio de u;_1 em sua forma matricial.

+§{( (x)'f)‘:_l(y)A’f(k,l)

+& (@6 _1 (W A5 )
Jg—1 = _

R (@EY WA 1y 1 (@) WAG 1y,

5. As parcelas do somatorio de Iy, em sua forma matricial, contidos na (k-2)-ésima co-
luna e (k-2)-ésima linha, representados pelo simbolo uy_, tem as formas &* (x)f,f_2(y)Af(k_2)
e 5,?_2(x)§;/(y)A’(“k_2)j, onde Af(k—Q) e A’(“k_Q)j terdao somatorios, a menos de sinal,
com quatro parcelas, com produtos de dois, trés, quatro e cinco elementos da forma
<.7:Z-, ijm>X € <yj, jyyl>y, 1 <1i,5 <m,l <k, respectivamente. Exemplos: A3, e
A3,

6. A partir de _p_3, 0s termos Af(k_n) e A’(“k_n)j, 1<i,j<k—-n@B3<n<k-2)
terao somatorio com 2" parcelas e produtos de dois a 2k — 3 elementos da forma
<:1c,-, jxxm> € <yj, jyyl> 1 <4, 5 <m,l <k, respectivamente, tendo repeticoes

X Y

de parcelas com mesmo numero de produtos que sequem o sequinte padrao:
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Tabelal :
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 2k — 4 2k — 3
k
Ar, 1
k
Af(g_1y O 1 1
k
Afg_gy 0 1 1 1 1
k
Al(k73) 0 1 1 2 2 1 1
k o
Af_gy O 1 1 3 3 3 3 11
k
Afg_sy 0 1 1 4 4 6 6 4 4 1 1
k
Al(k—ﬁ) 0 1 1 5 5 10 10 10 10 5 5 1 1
A]fs 0o 1 1 ay ag a3 agq cee Ap_o ap_1 ar 1 1
Ak, 0 1 1 14a1 1l4ay a1+az aztag - ar_2tar ar_1+1 an+1 1

Algumas observagoes quanto a tabela acima:

e na primeira coluna, com elementos da forma A’f(k_m), sao representantes dos ele-

mentos de cada _p_y,;

e a ultima coluna, "quantidade”, é formada pelo nimero de elementos de _;_,, que

contém A’f(k_m);

e na primeira linha, a numeracao indica a quantidade de elementos da forma, <:cl-, J Xxm>
X

e <yj, Jyyl> que formam as parcelas dos somatorios;
Y

e os elementos correspondentes linha/coluna representam o nimero de repeticoes
das parcelas com o numero de produtos de elementos da forma <xi, Jxxm> e
X
<yj, Jyyl> , indicados na coluna, seguindo um padrao geral como descrito nas duas
Y

ultimas linhas da tabela.

Observamos ainda que I pode ser dado pelo somatorio dos J, ou seja, I = + Jp_1+

+o .

Temosque‘<xi,jxa:m> ’<1e)<yj,jyym> ’<1,1§z’,j<m§k. Seja 1 < g tal
X Y

que e maX{Kxi, jxxm>
q X

cada A% 2 < r <k, que descrevem as linhas da tabela acima, o nimero de repeticoes

9

<yj, jyym> ‘}, 1 <i,5 <m < k. Observamos que, para
Y

de termos com um mesmo numero de produtos tem seu maior valor na posicao central de
cada linha. Assim, faremos a majoragao do somatério por esse valor, como no exemplo

abaixo.

quantidade

2(k — 1)
2(k — 2)
2(k — 3)
2(k — 4)
2(k — 5)
2(k — 6)
2(k — 7)
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A3l < 1,1 2 21
il < 0+ G+Er2Et gt Gty

1
§2@+?+;+—+—+—+—) (3.2.115)

Consideramos mais um exemplo: fagamos a andlise para |A%,|. Pelo item 6 da ob-
servacao |3.2.18| e da Tabela 1, vemos que a quantidade e as repeticoes de termos com
mesmo numero de produtos estao dispostos na linha de A’f(kfﬁ) e, com isso, temos a

seguinte majoracao.

AS ] < 0 1 1 5 1 5 1 10 1 10 ! 10 1 10 1 5 !
| AL, | +?+§+§ﬂ—$+ $+ ?+ $+ ?+§E+

Agora, para um k qualquer, podemos fazer a seguinte estimativa para |AX,|, k > 4.

1 1 1 1 1 1
k k—4 k—4
L%|§0+?+$+%—$E+%—$E+~+2 A gt
1 1 1 1
(k—3) q2k—6 +(k=3) g2k—5 + g4 + q2k—3
1 1 1 1 1
k—4
< 2 m+?+$+¥+$+m+¥+gﬁ+m+ (3.2.116)
1 1 1 1
¢2h—6 + g2k—5 + g4 + q2k—3)
263 4
— 2]674 -
Ressaltando que o coeficiente em evidéncia, 2¥7%, é o coeficiente do termo central do

somatorio.
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3.2.2 Resultado principal

Vamos definir agora a seguinte familia de funcionais em Bil(X x Y).
Defini¢ao 3.2.19. Sejam By € Bil(X x Y) tais que:

<(x7y)aBk>X><Y = <T($ay)7€qu>Z = <($ay)7T*€ch>Xxya k € N.
Ou ainda,

Bi(z,y) = Y AL & (@) ) M, kEN, (3.2.117)

(7’7])€El
onde E; € o conjunto dos | = k* primeiros pares ordenados de indices (i, j) na ordenagdo

quadrada, como definido em (2.3.40), para base do produto tensorial.

Retomando [3.1.10] pela definicao dos funcionais By, podemos escrever

Xk—H = {ZL’ € Xa <(x7y)7Bk>X><Y - 07 vy € Y}
e (3.2.118)

Y;H-l = {yGX; <($?y)>Bk>X><Y:07 VQTEX}

Notemos ainda que, por (3.1.8)), Bx(z,y) € (Xgr1 X Yii1)® = Bil ( X x X )

KX+1 Yit1

O seguinte lema, de [17], lema 10.4, serd necessario.

Lema 3.2.20. Seja E um espaco normado e F um subespaco fechado de codimensdo finita.

Entao todo complemento algébrico de F é também complemento topoldgico.

Demonstracao: Seja ¢ : E — FE/F a aplicacdo quociente e seja G um complemento

algébrico de F' em E. Entao ¢|g : G — E/F e deste modo também é de dimensao finita,

por [I7, 5.15] entao ¢|g é um isomorfismo. Consequentemente, ® := (¢|g) ™' 0 ¢ é uma
projecao continua de £ em G com Nuc® = F. [ ]
. X\ ~ px Y \ ~ pY
Pelo lema |3.2.20| e sua demonstracao, teremos que (Xk+1> ~ Ry e (Yk+1> ~ Ry .

Em [16], lema 3.1.16, temos a seguinte defini¢cao para NucT, para T € £(X,Y).

Defini¢ao 3.2.21. Suponha que X e Y sao espagos normados e T € £(X,Y). Entao
NucT = °(T*(Y")) e NucT* = (T(X))°.
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Voltando em (3.2.39)), onde por Ramanujan e Schock [20], é dado o operador adjunto
de T* : Z* — Bil(X x Y) por:
<(l‘, y)7 T*Z*>X><Y = <T<:C, y)? Z*>Z :
Desta forma podemos ter uma defini¢ao andloga a3.2.21| para T' € Bil(X x Y, Z).

Definigao 3.2.22. Sejam X, Y e Z espagos normados e T € Bil(X x Y, Z). Entao o

conjunto
TZ)={(z,y) e X xXY; ((2,9),T"2") .y = (T(x,y),2"), =0, V"€ Z"}

€ chamado de anulador de T em X x Y.

Em [11], pagina 105, comenta que, se existe um funcional bilinear ndo degenerado em

U xV onde U e V sdo de dimensao finita entdao dimU = dim V.

Para um operador T € £(FE, F'), Pietsch, em [I8, B.4.4] define:

Defini¢ao 3.2.23. Um operador T' € £(E, F) € dito finito se eziste uma representa¢ao

finita n
T = Z a; @ Yi,
i=1

onde ay, as, ..., a, € E* e yi, ya, ..., yo € F. Isso significa que

n

Tx = Z(x,ai>Eyi, Vo e L.

i=1
E define postoT como o menor nimero de termos o qual Tz tenha a representagao
acima, para qualquer x € E. Note que:
postoT = codim(NucT) = dim(ImT).

Definimos assim, para 7' € Bil(X x Y, Z),

Defini¢ao 3.2.24. Um operador T € Bil(X x Y, Z) € dito finito se existe uma repre-

T = iBi & 24,
i=1

onde By, Bs, ..., B, € Bil(X xXY) e z1, 22, ..., zn, € Z. Ou seja,

T(z,y) =Y {(@,9), Bi)xpy 2 V(z,y) € X XY (3.2.119)

i=1

sentacdo finita

Da mesma forma, o postoT, para T € Bil(X X Y), é o menor nimero de termos tal

que se tenha a representacao (3.2.119)).
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De posse de tais defini¢oes, provaremos um resultado analogo a proposicao 2.2.4 em

[5].

Proposicao 3.2.25. A restricio de T ao subconjunto °[(X,+1 X Yp41)°] C X XY €0
operador nulo se, e somente se, T tem posto n. Se T ¢é de posto infinito entao {\,} €
infinito, com A\, — 0 e

(172%) 5 () [(Xns1 X Yo,

neN
Demonstracao: Seja n € N o menor indice tal que para todo xy € X, .1 se tenha
T, € £(Y, Z) da seguinte forma:
T, : Y —=>Z

y— T(xg,y) =0, Vyey.

Por ([3.2.99)) temos que, xg € X, 11, Tpy(Y) C Zyyq. Assim, By € Bil(X xY), k <n, sdo
nulos para quaisquer zg € X,,11 e y € Y, pois By(zo,y) = &7 (T (z0,y)) = 0.

Pela decomposicao de X, dada em (3.2.22)),
X = KXo R,

para z € X e algum y € Y, tal que T'(z,y) # 0, implica que x € RX e B,, € Bil(X x Y)
é nao degenerado em RX x Y, caso contrdrio existiria 2/ € RX tal que B,(2/,y) = 0, para
qualquer y € Y, e assim 2’ € KX = X,,,1, por e como X, N RX = @, teremos
assim uma contradicao. Com isso, pela construcio dos coeficientes em Z, £Z € Z* é nao

nulo.

Da mesma forma temos que By, k < n, também sao nao degenerados por conta da

minimilidade de n.

Pela definigao(3.2.19|e por (3.2.22)), B,, decompdem Y em Y, ;1 ®RY  onde, sey € Y, 1,
B, (x,y) = 0, para qualquer z € X.

Suponha agora que y € [y,] C RY, ou seja, y = £ (y)y, nao nulo, tal que B, (x,y) = 0.
Pela representacio matricial de B, (z,y) = £Z(T(x,y)), vemos que esta terd somente a

ultima coluna e teremos a igualdade:

(& @1+ & @ + o+ & (@, Txwn) €)M =0,
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ou seja,

X (@)r + & (2)ag + .+ E(2)ay, = S,)L(Hx =0

e &5(r) = 0, 1 < i < n. Isto ocorre se, e somente se, z = 0 ou € X, ;1. Assim,
a minimilidade de n se aplica também em Y e, portanto, T(X x Y) = T(RX x RY) e

postoT = n.

Vemos que a andlise é andloga para yo € Y, 11 e assim teremos que, se T é operador

nulo em (X, 11 X Y)U (X X Y,41) entdo T tem a representagao da forma como dado em

(13.2.119). Ou seja, para k = n,
T(x,y) = Y &(2)z
i=1

n

- Z <($, y)? Bi>X><Y Zi.

Satisfazendo a definigao [3.2.24]

Partindo agora da definicao [3.2.24] com postoT = n, teremos entao que, para cada

Bi€Bil(X xY),i=1,2,..n,

X Y
B; X; Y1) = Bil )
€ iy x Yir) Z(mem)

Ou seja, (z,y) € X XY, com z € X;4; ouy € Y;,1, entdo
((z,9), Bi)xxy = 0.
Como X;DXoD...DX,,D...eV1DYoD...DY,D ..., assim,x € X,y ouy € Y1,
((z,9), Bi)x,y =0, 1<i<n.

Portanto,
T(z,y) =0.
Se T nao tem posto finito, entdo o processo de obtencao de A\, (Zn,Yn), Xnt1 € Yoi1

segue indefinidamente. Como T'(x,,y,) € °MZ |, temos

n—1y
<T(1’m yn), jZT($m7?Jm)>Z =0, sem < n.

Assim, se m < n,
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T N < T g)llz = (T ), T2 T (s ) )
= (T @) = T@n,92). T T (@) ),
< AT @) = T 9|2 1T2T s )
)

(
= T (@m, Ym) — T (20, yn)ll z-

Desde que {(zn,y,)} é limitada e T' compacto, entdo existe subsequéncia de {T(zp,yn)}

convergente em Z. Portanto {\;} converge para zero.

Se (z,y) € N°[(X, x Y,)°], entdo para todon € N, T,, (Y) C Z, e T, (X) C Z,.
neN

Desta forma || T(x,y)|lz < | T(xn, Yn)llz < Mall(@n, Yn) || xxy — 0, com n — oco. Assim

(T(z,y),2%), = ((z,y), T*2*) .y = 0, para qualquer z* € Z* e portanto (z,y) pertence

ao conjunto anulador de T'. [ ]

Temos assim, pela definigao [3.2.19) e por (3.2.114]), a representagao para T'(z,y) em
RX x RY.

T(r,y) = 2z = Z&(Z)zi

n

= Bi(x,y) z

= Yl @ ) A ) (3:2.120)

Ou ainda, por (3.2.117)),

n

Zl Z A HOPYES (3.2.121)

(rys

Onde E; ¢ o conjunto dos | = i? primeiros pares ordenados de indices (r, s) na ordenagao

quadrada, como definido em ([2.3.40)), para base do produto tensorial.

Observagao 3.2.26. Se X e Y sao espacos de Hilbert, temos que I; =0 para 1 <1 <n
e assim (3.2.120)) tem a sequinte forma:

=& @E W) Tl w).
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Denotando por ,T" = T'|px « gy, OU seja,
I : R¥xR —Z (3.2.122)

(Sr)L(Jrl? SB{H) = nT(Sr)L(Ha Srlz/+1> C RI = Z/Zys.

Temos, por (3.2.122)), a seguinte igualdade
T(Spia(2), S (1) = S (T(x,y)), Y (z,y) € X x Y. (3.2.123)
Vemos, pelo teorema anterior, que ,T é de posto finito e igual a n e Nuc,T =
°[(Xnt1 X Your)°]-

Com a luz do lema [3.2.20| onde se faz as identificacoes (%) ~RY e (Yz> ~ Rl |,
k k

passaremos olhar o caso em que k = 00, onde Xoo = (Ve Xk € Yoo = [gen Y-

Consideremos as aplicacoes quocientes

o X = X/X, (3.2.124)

¢ Y =YY

Para k = oo em (3.2.124]), ou seja,

oX X = X/ X, (3.2.125)

[e.e]

oY Y =Y/,

Sendo ¢ : X — X/X,, aplicacao canonica. Temos ainda que, por [5, Proposigao

2.2.1], ¢* é um isomorfismo isométrico de (X/X,)* em X2

o)

com isso reproduziremos o

lema 2.2.11, de [5], o qual serd necessério para o prosseguimento do texto.

Lema 3.2.27. Seja L(X) o conjunto de todos os subespacgos lineares de um espaco de

Banach X, seja S CIL(X) e faca L = (\geg S, N = Uges S°. Entdo L° = N e para todo
r € X,
2] x/2 = sup [[#([x/s-
Ses
Demonstragao: Seja ¥ : L(X) — L(X*) dado por ¥(Z) = Z° (Z € L(X)). Recordamos
que dado qualquer subespaco linear G' de um espaco de Banach, G° é fechado e G = °(G°);
o que também ¢é valido para subespacgos no dual. Portanto ¥ é bijetivo e temos a inclusao

inversa. Assim, para qualquer S € S, L C S, temos S° C L°; portanto, |Jg.s5° C L° e
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N C L°. Contudo, para todo S € S, S° C N, o qual mostra que ¥=}(N) C Nges S = L,

onde L° C N. Consequentemente L° = N. Isto implica que (X/L)* é isométrico a N, e

sup{| (z,9)x |+ 2 € N, |lyllx- <1} = sup{|[(z.9)x|: v |5 lylx- <1}
SesS
= sup{|(z,¥)x|: vy €S, |lyllx- <1}

Agora, aplicando o lema com L = Xy = ey Xk Como X7 = (°MX)° = MY,

temos que N = UkeN M,g(, portanto

x5, =M (3.2.126)
keN
(]
lz]lx/x = sup|zllx/x, = lim [|z|x/x,. (3.2.127)
keN k—oo

A mesma andlise se dd em Y e Z.

Em [5] temos o seguinte lema.

Lema 3.2.28. Seja S{%,,, k € N, a projecao linear de X em Ry = [x1, 2, ..., 2%, dada

por (3.2.84), onde os coeficientes £ satisfazem (3.2.85)), e seja P,fil a proje¢ao de X em
X1, como (3.2.88). Entao (I — P ,)Si iz — 2 € X/ X,

Demonstragao: Ver [5], pagina 85. |

O mesmo se da para Y e, ainda em [5], o teorema 2.2.14 mostra que, se X for unifor-
memente convexo, essa convergéencia fraca pode ser substituida por forte e caracteriza os

elementos = € X/ X, como

v = lim (S 1w — PX SN 2] (3.2.128)
e, r e X,
~ X X oX X
xr = T}erolo[Son — P Spx]+ Pl (3.2.129)

Proposicao 3.2.29. Sejam X e Y espagos de Banach uniformemente converos e unifor-

memente suaves. Se T é de posto infinito, entdo °(T*Z*) = (] °[(Xn41 X Ynt1)°].
N

ne
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Demonstragao: Afirmamos que °(7*Z*) C ﬂNO[(XnH X Y,41)°]. De fato, pois, caso
contrario, existiria (z,y) € % X %, com I e ynreléo nulos tais que T'(z,y) = 0 € Z. Com
isso, suponha que (z,y) ¢ °[(Xgr1 X Yiy1)°] para algum k € N, ou seja, (z,y) € X XY
tal que (Si,;(z),St1(y)) # (0,0). Seja & (2).&) (y) o primeiro produto de coeficientes

nao nulo. Pela representacao de z e y em X/ X, e Y/Y,, respectivamente, temos que

T(z,y) = nlgiloT (Sn+195 P?’f‘rls’ri(—‘f-ll‘? S:Hy - PKHSZH?J) (3.2.130)
= nh_>m (T<Sn+1x S, +1?J) T(Sfo? PT};lSr}L/Jrly) - T(Prfilsr)fﬂxa S;/Hy)

(Prfils +17, P72/+1Sn+13/>>

Observamos ainda que

<T(x,y), jZZl>Z = <(9U7y),T*jZZz>Xxy = ((z,y), By),

para n+1 > [, e salientando que P:*,Si 1y € X,11 e PV SY 1y € Y41, assim, por
(B-2.118)

<(Sn+1x n—l—lSn—‘,—ly BZ>X><Y =0
((PraSyaz, Sy y). By = 0

<(P7“L)i*15n+lx n+1Sn+1y BZ>X><Y = 0.

e, por (3.2.120)) e pela representacao dos funcionais B;, temos

<T(Q;,y),jzzl>z = lim< (S, Szﬂy),jzzl>z

n—oo

— <Z ((x,y), Bi) zi, jZZl>

=1

= <(x7y)7Bl>X><Y = ff(x)gly(y>/\l = 0.

Assim §¥(2).€) (y) = 0 e, portanto, uma contradigao. Logo, °(T*Z*) C (' [(Xns1 X Yni1)°]

neN

e, juntamente com a proposicao [3.2.25, temos que °(7T*2*) = ON [(Xps1 X Yoi1)?]. m

Observamos aqui, assim como no caso linear em [5], com o lema aplicado em

Z, (3.2.99) e por °(T*Z*) :nQN °[(Xng1 X Yni1)°],
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(ﬂ Zn+1> NT(XxY)=T (ﬂ °[(Xpg1 ¥ YnH)O]) = {0}. (3.2.131)

neN neN

Se T tem imagem densa em 7, isto é, T'(X x Y) = Z, entdao (T(X x Y))° = {0}.

Com efeito, de (3.2.131]),
7r = {0}° = {(ﬂ ZM) NT(X x Y)} = (ﬂ Zn+1> U(T(X x Y))e

neN neN
o
_ o _
- Uz = (ﬂ Zn+1> -
neN neN

Portanto,

() Zne1 = {0}. (3.2.132)

neN

Com o exposto acima, temos a seguinte proposi¢ao (andlogo ao teorema 2.2.19 de [3]).

Proposicao 3.2.30. Suponha que Z seja uniformente convexo e Z* estritamente convezro
e seja, para todo k € N, PkZJrl como em (3.2.88|), a projecao de Z em Zy, 1. Se T tem

imagem densa em Z, entao, para todo (z,y) € X XY, PE T (z,y) — 0, com k — oo ¢

T(x,y) = lim (I — PkZH)(T(S,fo, SZHZU))-

k—o0

Demonstracao: Pela proposigao 2.2.12 de [5], temos que para Z reflexivo e Z* estri-
tamente convexo, com PZ : Z — Z, ¢ PZ : Z — Z, onde Zo = (),en Zn- Entéo,
para todo z € Z, Pyz — P,z, para k — o0 e, se Z for uniformemente convexo, entao
P,z — Pz, k — oco. Assim, por , temos que P,z — 0, k — oo. Portanto, para
z="T(z,y), (x,y) € X XY, BT (z,y) = 0, k — oc.

Ainda, por (3.2.129) do lema |3.2.28| teremos entao que
T(z,y) = klgrolo(f - PI€Z+1>(T<SI§+1:C7 SZH?J))- [

Proposicao 3.2.31. Se {S{, ren € {Si1teen sao sequéncias limitas, entao para todo

reX, Sir—=rzem X/ X ey€eY, Sfy—yemY/Ys.

Demonstragao: Tendo Sp 2 —x € X,y1 C Xy = ME e Sy y—y €Yy C Yy =

°MY sen > k. Se a € UpenM e B € Upen M)
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<Sf+1x—w,a>x — 0, n— o
e

<S§+1y—y,ﬁ>y — 0, n— oo.

Pela limitagao de {S;Y,,} e {S}¥,,} para todo o € UpenM¥ = X2 e § € Upen M) = Y2 ,
por (13.2.126)), vale que

<¢§o(51)f+1($) - z), <(¢§°)*>71Q>X/Xoo — 0, n—o00

(&

<¢;(S:+1(y) ), ((¢Zo)*)_15>y/yw — 0, n— oo,

desde que ((¢5,)*) "X = (X/Xoo)" e ((92)")71Y2 = (Y/Ya)™
Em Edmunds e Evans [5], a limitagdo de {S,} e da convergéncia fraca, como apre-

sentado acima, e pelo lema 2.2.9 e corolario 2.2.23, mostra-se que {z,} é uma base fraca

para X/ X, e, portanto, uma base. Temos o mesmo para {y,} em Y/Y,. |
Reproduziremos aqui o lema 2.2.9 [5, pagina 81].

Lema 3.2.32. Para todo j,k € N,

&i(Tr) = 0jk, (3.2.133)

onde 0; € o delta Kronecker.

Demonstragao: Seja k£ € N fixo e escolha qualquer n > k. Entao z, = 2?21 0jk; €

T — Z?Zl &i(zp)r; = o — Spaxy € Xyqa. Portanto

n

> (G = &ilaw))r; € Xppa.

j=1
Isto implica que ;(x)) = d; para todo j < n e, portanto, segue o resultado. [ ]

Sendo X e Y reflexivos, entao X/X, e Y/Y,, também os sdo. Assim, pelo teorema

1.2.13 de [5], {z,} e {y,} sdo shrinking (ver defini¢ao [2.3.31)) e, portanto, {z,}, {£X} e

{yn}, {€¥'} formam sistemas biortogonais e, consequentemente {£X} e {£Y'} sao bases de

X2 ~ (X/X) e Y2 ~ (Y/Y,)" respectivamente e, z € X/X, ey € Y/Y,, tem as
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representacoes dadas por

p=> & @ e y=3 & W
=1 =1

Teorema 3.2.33. Sejam X, Y e Z espacos de Banach uniformemente converos e uni-

formemente suaves. E seja T : X XY — Z bilinear, completamente continuo e com

imagem densa em Z. Entao, para (x,y) € % X %,
> T T, Yi
T(z,y) = ZBi($7y>Zia Zp = %
i=1 ’

Demonstracgao: Pela proposicao [3.2.31, onde, para todo =z € X, S,iil(a:) — r em
X/Xs e, pelo lema [3.2.28] que nos da a convergéncia fraca em X/X.,, temos entao,
(I — P )Si e — x. Assim, temos que P S,z — 0 em X/X. Temos o mesmo

para Y.
Assim, pela representacao de x e y em X/ X, e Y/Y, e por (3.2.130)), temos

T(x,y) = lmT (Slii-lx - Pk)j-lsli(—i-lx> SI§+13/ - Plzjrlslirly)

k—oo

= lim (T(Slﬁr’f, SI?;/—&—ly) - T(Slﬁﬂ?, P/};CAS;/H?J) - T(Piji151ﬁ1x> Sii/+1y)

k—o00

- T(Pk)j-lsli{i-lx) Péls:+1y))‘

e, portanto

T(z,y) = lim T(S5%7, Sipay). (3.2.134)
— 00
Como ,T = T]kasz, por (3.2.122)),
T(z,y) = kh_{go T(S,iilx, Sély)

= kh_{go kT(S,fH,S;fH)

k
= lim Bi(z,y) 2.

k—o0 <
=1

Tendo que, ey Zi+1 = {0}, como dado em ((3.2.132)), entdo Z = Z/Z e
i=1

Com os funcionais B; € Bil(X xY), i € N, definidos em [3.2.19] u
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Pela representacao dos funcionais B;, i € N, para (x,y) € % X %,
_ N _ 5 T(z:,y,)
T(z,y) = Y Bilz.yzu = > [L+&@)&W)] N — (3.2.135)
i=1 i=1 t
= D L+ &G(@)&()] Tl ).
i=1
Ou ainda,
T(xy) = > Y MAL&G@)GW) . (3.2.136)

Em [24], teorema 3.5, apresenta o seguinte resultado para operadores multilineares:

Teorema 3.2.34. Sejam X;, i = 1,...,r, espacos de Banach reflexivos. Suponha que o
espaco de Banach'Y e os espagos X; tenham bases de Schauder. Se M € ML, (X,Y) é

completamente continuo, entao
klggo HM(Sli+17 0 SI:Jrl) - MH = O?
onde X = X; x .. x X, e ME(X,Y) := Uxy L (X,Y), com £.(X,Y) o espago dos

operadores r-lineares continuos de X em Y .

Desta forma temos que 7' : X x Y — Z, como apresentado acima, é aproximado por

operadores bilineares de posto finito e, assim, (3.2.135|) é vélido para todos (x,y) € X xY.

Observagao 3.2.35. Se X, Y e Z sao espagos de Hilbert, entdo a representacao (13.2.135
¢ a representa¢ao dada em (4) em Silva et al., em [27, Teorema 3], pois os termos I; em

B; sio nulos, tendo assim Bi(x,y) = &K (2)€) (y) para todo i € N, ou seja

T(z,y) = ZBz’<5U7Z/) Zi = Z)\zfz(m)fz(y) Z-

3.3 Representacao via produto tensorial

Na defini¢ao [2.3.6, para k € N, fazendo S =S¥, T =S, E = R e F = R}, teremos

Spa®8y - X®Y — RY®R) (3.3.137)

v @y — Sp (2) ® S (y),
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sendo a linearizagao da aplicagao bilinear

Sir1 © X XY — RX®QRY (3.3.138)
(z,y) — Si () @ Sy ().

Pela proposicao[2.3.7] a qual determina a estrutura do nticleo de S®T', vamos descrever

a estrutura do nicleo de S7,; ® S}, e suas identificagoes.

Voltando ao lema [3.2.20 ¢ e ¢ sdo aplicagdes canonicas de X em %M ede Y em

%ﬂ, respectivamente. RX e RY complementos algébricos de Xp11 e Yy em X e Y.

Temos que (glpx) ™" ¢ 25~ = BY e (lgy)™!

: — R sdo isomorfismos e assim S,
YkH +

e Si%, sao dados pelas composigoes Si,; = (q|Rx) ogi e Sp, = (q|Ry)*1 oqy. Ainda,

na demonstracao da proposicao w ¢ definida a aplicacao K de X ® Y em Xg’y onde

Dy, = D[ Xj41, Y] = Xpp1 @Y + X @ Vi1,

. ~ _ X
a qual define uma aplicacao bilinear Ky em —=— X
q p 5 0 Xit1 Yk+

K(z®y) = Ko(T,7) = KO(Q‘RkX (=), Q|RkY (y*)) = Bo(z", y"), (3.3.139)

tal que

com ¥ € RYX y* € Rl e By : RY x R} — XL;—@?CY, cuja a linearizacao ¢ dada por:
B, € &R¥ ® RY, F5X), ou seja,

By(z*,y") = B, (" @ y").
Segue que, - . ) X v
Bo(2" @y") = Bo((Si1 @ Spn)(x @) = K(z @y).
Isso permite concluir que Nuc (S, ® St.;) C D, ou seja, se w € Nuc (Si,; ® S),1),

entao . X v

A inclus@o contréaria advém diretamente de (3.3.137)) e (3.3.138]). Assim:

Nuc (SF 1 ® S)1) = X1 @Y + X ® Yiyr. (3.3.140)

X Y XQY

e sao isomorfos. Com isto, temos as
Xk41 Y1 Dy,

Pelo corolario [2.3.9 vemos que

identificagoes:
X Y X®Y
RY @ R = ® = : 3.3.141
PR T Xk T Y Dy ( )

Refor¢ando que estamos tratando de subespacos de dimensoes finitas. Assim, por

E319):
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: , X Y , XY
dim (R ® Ry) = dim <Xk+1 ® Yk+1> = dzm( Dy ) = k2

Além disso, como X e Y sao reflexivos, segue ainda de (2.3.17)) que

dim((Ry)* @ (RY)H) = dim(Ry )*dim/(R) )* = dim(Ry )dim(R} ) = dim(R; @ R))).

Entao, na secao 0.1.2, em ([2.3.24)) e (2.3.26)) tem-se

(RY) @ (R = (R§®RZ)“=< X oL )ﬁ:<X®Y>ﬁ (3.3.142)

Xit1 Yep Dy,
X Y
= Bil X = Bil(R x RY).
(Xk—H Yk+1) (i )

Lembremos ainda, que Bil ( X ) = (X1 X Yir1)°

Xit1 " Y
Na segao 1.3.8, Bases do produto tensorial, vimos que, como {x1, s, ..., 71} é base
em RY e {&X&X, ..., &5} é base dual de (RY)*. O mesmo com {y1,ys, ..., yx} em RY e
{&V,6),....&} em (RY)*. Seguindo a ordenagao quadrada, {z; ® y;} . jjer,, onde Ej é o
conjunto dos [ = k? primeiros pares ordenados de fndices (4, j) como definido em ,

é uma base ordenada para R ® RY. O mesmo se d4 a para base em (R )* ® (R} )*.

Sendo S ,ﬁl e S,i;l as projecoes nas primeiras k coordenadas em X e Y respectivamente,
Sz = S Gi(r)Tg e Staly) = Z§:1 £(y)y;. Seue X ®Y, a projegao de u é dado
por
Seau= Y &0 ()
(6.4)EE
Como | = k?, entdo Spy1 = Si; ® SYyy e Spsiu € RY @ Ry

Ainda na segao 0.1.2, pela dualidade tensorial, cada um dos produtos tensoriais R\ ®
RY e (RY)* @ (R))* é o dual um do outro, como descrito pela aplicagao em ({2.3.27)).
Considerando a linearizacao TdeT: XxY — Z, ou seja, T:X®Y —s Z e também
By (RY) @ (RY) — K, a linearizagao de By € Bil(R¥ x RY), definida em a
qual pode ser vista por <S,§+1(x) ® SZ+1(y),TV*£,€Z>X®Y = <S,§i1(x) ® Sta(y), §k>X®Y'
Assim, por e pela dualidade tensorial entre Ry @ RY e (RY)* @ (R} )*, temos:
Bi(S¥a(x) @ Syam) = > A ()M, keN e =k (3.3.143)
(i,5)€E,
Pela construcao acima ganhamos naturalmente a primeira parte da proposicao |3.2.25]

ou seja, a restricao de T ao subconjunto °[(X, 11 X Y, 41)°] € X X Y é operador zero se,
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e somente se, 17" tem posto n e com a seguinte representaczio:

1 (4.5)eEn
= Z D AL &) &), =R (3.3.144)
k=1 (i,j)€E,

Observamos que, Dy = Nuc (Si ® Sypq) = X1 @Y + X ® Yjqq € a imagem da
aplicagao candnica de °[(X, 11 X ¥,11)°] CX xY em X @Y.

Agora, considerando que T : X X Y — Z nao tenha posto finito, passaremos a
analisar os subespagos R\ e R} para k = co. Para tal, tomaremos a norma projetiva no
produto tensorial entre os espacos e seu completamento, ou seja, analisaremos os espagos
X®,Y, assim como RX @, RY.. Vimos anteriormente que, no caso infinito, {x;} e {y;} sio
bases de R e RY,, respectivamente. Assim, pelo coroldrio 1.2.14 de [5], {&*} e {£)'} sao
bases de Schauder de (RX)* e (RY)*, respectivamente. Vemos ainda que, pela proposicio
, {&X ®¢)'}, com a ordenagao quadrada, é uma base de Schauder de (RY)*®.(RY)*.

Além disso, sendo X e Y reflexivos, entdao RY e RY. os sdo, assim como (RX)* e (RY)*.

Como visto no corolério[2.3.39] todo espago de Banach com uma base de Schauder tem
propriedade de aproximacao. Desta forma, temos que (RX)* e (RY)* tem a propriedade
de aproximacao.

Voltando ao operador J : X*®,Y* — Bil(X x Y), dado em ({2.3.41)), considerando

os espacos RX®,.RY e Bil(RX x RY), temos a aplicacao

Jr: (RX) & (RY)* — Bil(RX x R.). (3.3.145)

Observamos ainda, por (RX)* e (RY.)* terem a propriedade de aproximacao, entdo

pelo corolério [2.3.43] o niicleo de Jg é trivial e temos a seguinte identificagao:

(RY)*®x(RY)" = Bily(RY x RY). (3.3.146)

Vemos assim que, toda forma bilinear em RX x RY ¢ uma forma nuclear e pode ser

escrita como

= u(@)r(y)

com {pr} C (RE)* e {¢x} C (RY)* limitadas, tal que >~ [l x- v+ < 00.

V|
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Aqui, em especial, usaremos uma caracteriza¢do para tais operadores, dado em [I4],

§42.5(5).

Proposicao 3.3.1. Sejam X e Y espacos de Banach. O operador A € £(X,Y) € nuclear

se, e somente se, tem a representacao

Z%% )y, pi € X7, lpillx- <1, g €Y, lully <1

e Z |7i| < oo
=1

Demonstragao: Ver [14], pagina 215. |

Desta forma, pela identificagao, Bil(X x Y) = £(X,Y ™), podemos olhar a proposigao
B.3.1 para A € &(RX, (RY)*). Assim,

sz Jui i€ (R, lloidlx- <1, o € (RL), il

v« <1

e Z 7] < 0. (3.3.147)
=1

Em (3.3.143), com k = 0o, By é uma forma bilinear em RX x RY e, considerando
sua linearizagao em (RX)*®,(RY)*, teremos a seguinte expressao:

Bi(Sia(@) @S aw) = Y. AL &G@) &), e 1=k, k=00,  (33.148)

( 7])€El
Pela identificagao (3.3.146) e, por {&* ® §]Y} C (RX)*®.(RY)*, com a ordenacio
quadrada, ser uma base de Schauder de (RX)*®,(RY)*, entdo, (RX)*®.(RYL)* e, conse-

quentemente, Bily(RX x RY) tem a propriedade de aproximacao.

Desta forma, pela proposicao [2.3.44] em que consta: ”X* tem propriedade de apro-
ximagao se, e somente se, para todo espaco de Banach Y, para todo operador compacto de
X em Y é aproximavel”. Assim, (RX)*®,(RY)* = Bily(RX x RY)) tendo a propriedade
de aproximagao e T: Ré@wRé — Z compacto, pois T': X x Y — Z é compacto. Entao,

T é aproximavel e, portanto, T é aproximavel.

Ainda, por (3.2.132), onde, (), Zn = {0}, ou seja, Z = Z/Z,,, teremos assim,

NucT = Dy, = Xoo@,Y + X, Ya.
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Portanto, T" e T terdo a seguinte representacao:
T(x,y) = T(x® Z > Al () &(y) ®
k=1 (i,7)€E,
= Z A AL &) &(y) 2, 1=K (3.3.149)
k=1 (i,7)€E,

para todo (z,y) € X x Y.



CAPiTULO 4

Representacao de Operadores

Bilineares Infinito-Nucleares

Em [23], Ruch apresenta uma definicdo de um operador bilinear infinito-nuclear e
resultados com condigoes para que T € Bil(X x Y, Z), com X, Y e Z espagos lineares
normados reais ou complexos, seja infinito-nuclear. Entao, com base nesse trabalho,
daremos condigoes explicitas para que um operador 7' : X XY — Z, com X, Y e Z

espacos de Banach uniformemente convexos e uniformemente suaves seja infinito-nuclear.

Definigao 4.0.1. Uma aplicagio T € Bil(X x Y, Z) € chamado infinito-nuclear se ela

[eS)
n=1

tem a representacdao T(x,y) =Y 1 bo(x, )2y, com b, € Bil(X xY), [|by||gucxxy) = 0,
€ SUP|x <1 Doney 12°(20)] < 00. A sequéncia {z,}, satisfazendo a condi¢do anterior, é

dita fracamente somdvel.

Seguindo Kothe, em [14, §42.8], Ruch traz, em [23], a seguinte caracterizagdo para

subconjuntos compactos em cg.

Definigao 4.0.2. A cobertura normal de um elemento {a,} € ¢y € o conjunto denotado

por N({an}) = {{yn} € co : |yn| <an|, Vn € N}.

Ruch, em [23] pagina 299], observa ainda que: um subconjunto M de cg é relativamente

compacto se, e somente se, M C N({a,}) para algum {a,} € c.

Proposicao 4.0.3. Sejam X e Y espagos lineares normados. Entio B € Bil(X XY, ¢)
tem a forma B(x,y) = {bu(x,y)}n com ||bn||gucxxy) = 0, by, € Bil(X xXY), se, e somente

se, B é compacto.

Demonstracao: Se B(z,y) = {b,(x,y) }n, entdo B(Ux x Uy ) pertence a cobertura normal

de {||bn|Bit(xxy)}n € co, assim B(Ux x Uy) é relativamente compacto.
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Suponha B compacto. Seja e, denotando a sequéncia (d;,,)72,. Defina b, € Bil(X x

Y) por by(z,y) = (B(z,9), en)., = ((2,9), B €n) x 1y entdo B(z,y) = {bn(z,y)}. Agora
{e,} € I' converge para 0 na topologia fraca *, entdo B compacto implica que {B*e,} é

convergente em norma para 0, [23, Coroldrio 7]. Assim ||b,| piu(xxy) — 0. [

Partiremos agora para mostrar que os funcionais bilineares, definidos em |3.2.19] for-
mam uma sequéncia que satisfaz a condigao acima. Desta forma, devemos obter uma

sequéncia {b,(x,y)}n, by € Bil(X xY), com ||by || gicx xy) — 0, onde
B: XxY = ¢ (4.0.1)

(x,y) +— B(z,y) ={bn(x,y)}n, n €N

seja compacto. Para tal, fazendo b,(z,y) = B,(x,y), YV n € N, como definidos em [3.2.19]

Bu(r,y) =&X(2) = ) AL & @) () M, (4.0.2)
(i)j)eEl
onde z = T(x,y) € Z e E; é o conjunto dos | = n? primeiros pares ordenados de indices

(1,7) na ordenagao quadrada, como no diagrama em ([2.3.40)), para base do produto ten-

sorial.

Analisaremos agora |b,(z,y)| = |Bn(z,y)|, para cada n € N.

Por (3.2.110),
Bi(z,y) = & ()& (y) A1

Lembrando que, para qualquer i € N, |£¥(z)] < 1 e |€(y)] < 1, assim:
|Bi(z,9)] = & ()& (9| < Ai, YV (2,9) € X x Y.
Portanto,

HBlHBil(XxY) = sup |Bi(z,y)] < A1
(z,y)€(Ux xUy)

Pelo lema |3.2.17], para o espaco Z, em (3.2.96)), temos

7 = Zn.®R?, (4.0.3)

7* = M?@ (R?".

Considerando para z = T'(x,y) e n = 2, teremos por (3.2.95)),
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Por (3.2.99) e pela construcao da representacao de 7', temos
T(S3w,Syy) = 55T (x,y), V(r,y) € X x Y.

Assim,
P{T(x,y) = T(z,y) — T(S5x, S5 y). (4.04)

Tendo que x = S5z + PXx ey = SYy + Py,
PiT(z,y) = T(Syz+ Pz, Sy+Py)—T(S5x,5y)
= T(S¥z,SYy) + T(S¥z, PYy) + T(P¥z, SYy) +
T (P, Pyy) — T(S5 x, S5 y)
(

= T(Syz,PYy)+T(Psz, S y) + T(Ps 'z, Py y).

Como [|Pfallx < [lzlx = 1, IS5 2llx < zlx = 1 IR ylly < llyly = 1e [[S3yly <

llylly = 1, obtemos:

IPST(z,y)llz < |T(S5@+ Psra, S5y + Py y)llz + | T(S5 w95yl
< TS5, Py y)llz + 1IT(Ps e, Sy y)llz + | T(Ps¥w, Py y)llz (4.0.5)
< Tl gy 1S5 lx 1B ylly + 1T | sacx vz |15l x 195 ylly +
1T || Bacx<v.z |1 Pl x 12 ylly
< TN Bacxxv,2) Gllzlxlylly) = 3A1.

Seguindo o lema 2.2.38 de [5] onde, no caso linear, estabelece uma estimativa sobre A,
para que ||T(z) — SYT(z)|ly < 1, para todo z € X e n € N. Na demonstracio do lema

em questao tem-se, para n = 2, %PZYT(UX) CYoNT(Ux) e, assim:
sup{[lylly : y € YaNT(Ux)} = po,

onde py = sup{||7(x)|ly, = € Xo C X}. O fato segue de, se y € Yo NT(Ux), entdo
y = T(z) para algum = € Uy, e vimos pela decomposicao em (3.2.96)), = = u + v para
algum u € Xy e v € RY, v = ax;. Assim y = Tu + oTx; = Tu + aly;, de modo que
al; =y —Tu € Y,. Assim, segue que a =0 e x € Xs.

Para o caso bilinear, vimos por que, T(RY¥ x RY) C R? e z = T(z,y) € Zy,
entdo (z,y) € °[(Xe x Y2)°] = (Xo xY) U (X xY3). Mas, Ay = |15l guxxv,z) =
sup{||T(z,y)||z, (z,y) € Xo x Yo C °[(X2 X ¥2)°]}. Ou seja,
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Ay < {”Z”Z, Z € Ly ﬂT(UX X Uy)},
e assim nao é possivel concluir, de forma andloga ao caso linear que, se Ay < 371, entao

sup{||zHZ; zZ € Zy ﬂT(UX X Uy)} <1.

No entanto, por (4.0.4)), (4.0.5) e (3.2.36)) teremos, para A\; < 371,

IT(x,y) = T(Sy 2, Sy y)llz < 1. (4.0.6)

Com essa estimativa para A; e, consequentemente para || B1 || gi(x vy, onde || By || piy(xxv) <
A1 < 371, seguiremos agora considerando os itens da observacio , a Tabela 1 e a
simetria dos _is, dada pela ordenacao quadrada da forma matricial do somatoério de
cada B,. Com isto, pretendemos obter condigbes sobre a sequéncia {\,}, também para

{IIBnllBicxxv)}, tal que se tenha a representacao do operador 7.

Por (3.2.111]), temos

|By(,y)| = 0 +E5(2)65 () AT Ao,
+&6 (2)& (A3 +& (2)& (),
ou seja,
By(2,9)] = [&5 (2)&3 (1) ALy + & (2)&] (9) A3, + & (2)& (y) o
< (JAL 4 A3+ 1) A = (2]AL, + 1) As
<

2 2
(_H)M (_H)Az.
q q—1

Observamos aqui que os elementos contidos no mesmo _j, para cada k € N, tem a mesma

majoragao. Seguindo com essa andlise, por (3.2.112)), temos a estimativa para Bs(z,y).
0 +HE (@) (1A, +EK (2)€) () AT,

|Bs(z,y)| = | +6X @&y (A3, +0 +eX ()€ (1) A3, |3
+eX (@)Y WAL+ @ WAL+ @) )

Assim,
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| Bs(,y)|

IN

IN

1 1
22—+ ( 5+
¢ \¢

1
¢

A majoracao feita em Bj serd repetida para os demais funcionais bilineares B,, que

seguem, ou seja:

1 1
@ ¢

Desta forma, para B, teremos,

| Ba(, y)| =

| Ba(,y)

funcionais B,,.

| Bs (2, y)| =

logo

IN

IN

0
""52 (37)51
+&3 (2)€Y
+5 (@)€Y
+§5 (90)51

0
+65 (2)€Y (y) A3,
+§§($)§¥(9)A§1
+E5 (@)€Y (y) AL

v

—~ 1
(q—1+

1
b

1

qn

+H ()83 () Al
+0

+63 ()3 () A%y

+EE@E ()4l

2

.

Para By faremos nova observacgao, decorrente de (3.2.116)), que seguird para os demais

qg—1

(-3

1 (2)€3 (¥)Ats
+65 (2)€3 () A3s
+0
+&5 (2)€3 (y)Als

2 3’A 4| 2| Afs| + | A7 2‘) Aq
1 1 1 1

11
{{w&+1<+7+—+—+—
q q

1

g—1

+£65 (@
+65 (@
+§§< (z

+f4

&) (y)Aly
&Y (y)A3,
&) () A3,
)€Y (v)

O

/-\

X (0)E (AT, FE ()& (AT, HEK ()& (AT, HE (@)E (y
(v)A3 +0 +E (@)Y W)AZs  +65 (@)€Y W) A3,  +E @) (v
WAS  +& (@)€Y (¥) A, +0 +&£ (2)eY () A3,  +&5 (=)EY (v
WAL+ @)EY (1A, 5 (0 (v) Al +0 +&5 (@)€Y (y
@ﬁlﬁﬂmﬂ) +E (2)E) (1A +E(0)EY (AL, +f (e

4,

)AY
)
)
)Ad
(

15
5
A25

5
A35

y)
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|Bs(z, )| < 2(4|A5|+3\A4|+2|A3\+|Azl)A5
< el
1,1, 1 1
< {2[4+3+2+2)( +5+t5+3
¢ ¢ ¢ g
(= e1)
B q

1 1 1 1 1 1 1 1 1
2|al 43 +—3 +2 +—+—4+—5 H(S+s+25+2c+ 5+ )|[+112s
q q? q q q q

2
+1+1+1)]+1}A
= = = 5
5 qG q7

q° q’

q

Aqui, para a estimativa do termo |A7,|, usamos a andlise feita em (3.2.115]), onde a

parcela <qi2 + qig + 2qi4 + 2(1% + q% + q%) ¢ majorada pelo fator 727, o qual é o nimero

de repeticoes de produtos da forma <xi,jxxm> e <yj,jyyl> 1 <y < m,; <5,
X Y

conforme descrito no item 6 da observagao [3.2.18]

Partindo agora para a estimativa dos demais B,,, com n > 5. De (3.2.114]), temos

0 +E5 (@)83 (1) AT, +EX @0 _1 (DAY, 1y +E5 (@) (DAL,
+&5 (@)1 () ADy +0 +655 (@60 _1 (VAT 1y +&55 (@) (v)AB,,
| Bn(z,y)| = . . : : An-
a1 (@& WAL, 1y A1 (@& (WAL, 1), +0 FER_ 1 (@EN WAL, 1),
+& (@)Y () Any e (@)83 (1A, X @En 1 (DAL, gy e (@) (v)
Assim,
1Bo(z, )l < {2[(n=DIAT, |+ (n = DIATpy| + - + 2 AT5] + AT ] + 1} An (4.0.7)
1 mea (1 1 1 1
< {2{('”71)* (n72)(*+*)+"'+2 (q?+*3+"‘+q271'774+(1271773>:|+1}kn
n—5 n—4a 1 1 1 1
< {2f(m-Dr@-Dr@-n+m-n2t -2t 22 )-(p*;*"'*mmgTs)} +1}a,
n—1 o
< <2 + 2n 4+1)/\n_
qg—1

Temos que na terceira desigualdade de (4.0.7)),

1 1 1
?+E+"'+q2”—4

como ja observado e, ainda

2[(n-1)+n—-2)+(n—-3)+(n—4).2+ (n—5).2% +

. 1 < 1
g¢n3) = qg—1’

22nTh ponTt = onTlpon 4 n>2
(4.0.8)

Onde, o lado esquerdo da igualdade acima, tem termos positivos e dependendo de n > 2

da seguinte forma:

[(n=1)4+n-2)+n—-3)+2(n—4)+ (n— 5).22 4+ (n—6).224+..+(n—(n—2))2"""+ (n— (n— l))2"74} .
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Vamos agora, por inducgao, provar a igualdade (4.0.§]).

Vimos acima que a igual é valida para n = 2, 3,4 e 5. Supondo agora, que seja valida
para n = m, verificaremos a igualdade para n = m + 1. Inicialmente, em (4.0.8]), o lado

esquerdo com n = m + 1, teremos
m+(m—1)+(m—-2)+(m—3).2+(m—4)2% +... 422" 42" 3 = |
Temos por objetivo chegar em K = Qm%—m_z Dividindo os dois lados da igualdade acima

por 2, obtemos:

m+(m—1)+(m—2)+(m—23)2+ (m—4)22+... 42214 2m3 [

2 2
-1 —9 K

Somando e diminuindo os termos (m — 1) e (m — 2), seguimos

m (m_l) (m_2) m— m—4 __ K
5+ 5~ (m=1)=(m=2)+(m=1)+(m=2)+(m=3).+(m—4).2+ - +2 142 4__5
= %Jr(m; 1)+(m; D) 1) —(m=2)4(m — 1)+ (m — 2) + (7 — 3). + (m — 4).2 + -+ + 2.9m—5 4 gm—4 _ g

, ., . ~ . m—1 _ .
Onde os termos destacados é a nossa hipdtese de indugao igual a %. Assim,

m (m—1) (m—2) 214+ 9m -4 K
= —(m—-1)=(m—-2 -
s T T3 (m—=1) = (m—2) + 2 2
N m_(m—l)_(m—2)+2m_1+2m—4_K
2 2 2 2 D)

=m—-(m-1)—(m-2)+2""+2m-4=K

=2"lyim—-1=K

2" 4+2m —2

K.
2

A demonstracao estd finalizada.

Agora, voltando em (4.0.1), tendo a estimativa para cada b,(x,y) dada em (4.0.7))
onde, para quaisquer (z,y) € X x Y,
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yw%m:umﬁmg(zéi%:f+9&“nzz (4.0.9)
Tendo que
llsicer) = [Bullaacer = s (Bl < (P2 ) nz
(@,y)e(Ux xUy) q—1
Assim, [|ba| Bix vy = | BallBacxxyy = 0se Ay <371 ho < g5y @
242 =3+ D it s (4.0.10)

(214 2n—54+q) \,
Portanto, B : X x Y — ¢q satisfazendo a condicao acima, é um operador compacto.

Com isto, podemos enunciar a seguinte proposicao:

Proposicao 4.0.4. Sejam X, Y e Z espacos de Banach uniformemente converos e
uniformemente suaves. Sejam T : X XY — Z, bilinear e completamente continuo,
B: X XY — ¢y, com B(z,y) = {B,(x,y)} = {Z(T(x,y))}, B, € Bil(X xY) e&? € Z*,

para cadan € N. Se \; <371, \y < 3(‘7qu11) e

(2" +2n — 34 q) Ans1
(214 2n—54+q) \,

<c<l1l, Vn>2, (4.0.11)

<yj’jyym>y‘}’

1 <i,5 <m < n. Entao || Byl gacxxy)y — 0 e B € um operador compacto.

onde N\, = || Tl Bacxxv,z) € ¢ > 1 tal que % = max{‘<a:i,jxxm>
X

)

Teorema 4.0.5. Sejam X, Y e Z espacos de Banach uniformemente converos e uni-
formemente suaves. Seja T : X XY — Z bilinear e completamente continuo. FEuxis-
tem sequéncias com norma unitaria {xi,xs,x3,...} em X e {y1,y2,93,...} em Y tais que

1T (@, yn)llz = An € W =2,€Z. SeX <371 < 35;1-11) e

(2"t +2n —5+q)

Ani1 <
T2+ 2n =3+ ¢)

Any V> 2, (4.0.12)

Y

onde q > 1 € tal que é = max{‘<x,-,jxxm>
X

<yj7jme>Y‘}; 1 < Z,j < m < n.

Entao T ¢ infinito-nuclear e tem a sequinte representacao:

T(w,y) =Y Balz,y)zm =y Y Al &(2) &)z, =0,
n=1 n=1 (i7j)€El

com Bn(z,y) = 2 em M A &Gi(@)&(y), e Af; dados em (3.2.114) e na observagio
0.2 15
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Demonstracao: Sejam X, Y e Z espacos de Banach com as hipdteses dadas. A fim de
que o operador T': X x Y — Z bilinear e completamente continuo seja infinito-nuclear,
é necessario que a defini¢ao seja satisfeita. Tendo z = T(z,y) e & (T(x,y)) =
By(z,y), Vk € N, como definidos em [3.2.19] tal que a condigao (4.0.12) ¢é satisfeita, entao
é valida a condicao . Assim, pela proposicao , a aplicacao B : X x Y — ¢y,
com B(z,y) = {B,(z,y)}, é compacta. Sejam agora {ej, es, ...} base ortonormal em ¢, e

A :co — Z, linear, com Ae,, = z,, tais que

=A (Z by (z, y)en> = an(x,y)(Aen).

E suficiente mostrar que {z,} ¢ fracamente somével. Para tal, fixando z* € Z* temos

A*z* € ¢ = I'. Entao,

< ||A*||£ AR < OQ.

sup Z| Zn, 2", | = sup Z| Ae,, 2", | = sup |42

2%z« <1, 24|z« <17, 2l z= <1

Ou seja, SUp|«|,. <1 2_ney |27 (2n)] < 00 € a sequéncia {z,} ¢é fracamente somdvel. n
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